Funkcja wykiadnicza
| funkcja logarytmiczna

Do opisu niektérych wielkosci fizycz-
nych wykorzystujemy skale logaryt-
miczng. Jedna z takich wielkosci jest
poziom gloénosci réznych zrédet dzwie-
ku (tabela obok) — dziesieciokrotnemu
wzrostowi natezenia dzwieku odpowia-
da wzrost poziomu glosnosci o 10 decy-
beli (patrz str. 313).

Zrédlo dzwicku
Odrzutowiec
Koncert rockowy
Cicha rozmowa
Szelest lidci

Proég styszalnodci

Poziom glosnosci
160 decybeli
120 decybeli

40 decybeli
10 decybeli
0 decybeli

MultiteZa

® Trzesienia ziemi i skala Richtera
e Spirale w przyrodzie
® Ulubiona gra cesarza

6. Funkcja wykfadnicza i funkcja logarytmiczna 283 Fms



Warto powtérzyé

Pot ktadnik i
Odpowiedzi do zadan otega o wykiadniku wymiernym

1.a) —1024 b) 625 ¢) & 1. Oblicz.
1 25 B 6 -1 . -3
d)) = ]3);:6‘};)641 a) (—4)° c) 47 ¢) (13) g) (5) ) (13)
g = s 1) 155 _ 0 -3 . —4
R b) (=5)* d) 57 f) (%) h) (3) i) (33
J) o000
2. a) 2'% b) 22 ¢) 2° 2. Przedstaw liczbe w postaci 2™. Dlaa,b>0iz,yecQ:
d) 2% e)27' f) 2% a) 2.2.2° f) 43.24. 874 1. a® - a¥ = g®+¥
g) 27° h)2° j) 2° j) 2° —4.9-6 2 .53 a®
b) 274 : 2 g) (1672:27%) .4 9 & _ ey
)
c) (22)%-2 h) (4%)72: 6473 3. (%) = a*
d) 2-215:23 i) 3273.(27%)° 4. a® - b* = (ab)®
e) 276:(26:27%) j) (876 :476)71 a® _ (ay”
e = (b)
3. np.: a) 32 b) 5'¢ ¢) 10 3. Przedstaw liczbe w postaci a™, gdzie a € N.
—6 —-31 1 —
GE )t f) L a) 31-(81-97°)1 ¢) 0,01-16 - 5* e) 3272 <643-(%) 3)
b) 125°-0,2° d) 2*.92.367° £) (2)7(Z)7 150
4.2)7 b) 2 c)4 d) 2 4. Oblicz.
125 3 . _3
©)4 1) 27 8 o a) 49% c) 643 e) 8% g) (%) i) (24)7
Mis Ve s iyh 5 )3 : a4 3 (38)3
b) () 4 () f) 814 h) (3) i) (33)
5. np.:a) 76 b) 3% ¢) (%)%" 5. Przedstaw liczbe w postaci a™, gdzie m € Q.
_5 10 _ 1 _1
d)55 e 35 f)5° a) 7373 c) (2)7-(2)° e) 31.37%.92
-6
b) 3% 3% d) L.} f) 25705 (5%>
6.a)z=23 y=2y>zx 6. Ktora z liczb jest wieksza: x czy y?

b) z = 2,25, y = 2,56, y > x

o= (8) y=vi V23 b)r=(2)", y= (V1)




Uczen:
— zapisuje dang liczbe w postaci
potegi o podanej podstawie

6.1. Potega o wyktadniku rzeczywistym

Potrafimy okresli¢ warto$¢ liczbowa potegi a” (nie okreslamy potegi 0°), gdy i wyktadniku rzeczywistym,
wykladnik z jest liczbg naturalna, catkowita lub wymierna. — upraszcza wyrazenia, stosujac

prawa dzialan na potegach,

Pokazemy na przyktadach, jak mozna okresli¢ warto$é liczbowsg potegi a®, gdy _ poréwnuje liczby praed-

x jest liczba niewymierna (w celu sformutowania $cistej definicji wykorzystuje stawione w postaci poteg.
sie pojecie granicy ciagu — zostanie ono oméwione w dalszym toku nauki).

Przyktad 1
Podaj kilka przyblizen dziesietnych liczby 3v2,

V2 = 1,414213562..., zatem rozpatrujemy kolejno:

314 ~ 4,655536722 Podane w tabeli przyblizenia mozemy obliczy¢,
korzystajac z odpowiedniego kalkulatora lub kom-

3141 =~ 4,706965002 putera.

3ad ~ 4,727695035

3Ltz ~ 4,728733930

Po podstawieniu w wyktadniku coraz doktadniej-

31414213562 4,728804386 szych 'pl"'xyblik(}r'l ]i'(‘"/b}: ﬁ otr'z(\;'n?}ljmny coraz do-
ktadniejsze przyblizenie liczby 3V <.

Zauwazmy, ze gdy wykladnik = ,zbliza sie” do /2, to 3* ,zbliza sie” do pewnej

liczby rzeczywistej, ktéra oznaczamy 3v2, Korzystajac z kalkulatora, mozemy

obliczy¢ przyblizona wartosé 32 ~ 4,72880438784.

Przyktad 2

Podaj kilka przyblizen dziesietnych liczby 5Y2.
5l.4 ~ 9,518269694 V2 = 1,414213562. ..
5l4142 ~ 9,738305174

5L &0 738508928
5LAMIS62 |~ 9 738517736

Po podstawieniu w wyktadniku coraz doktadniej-
szych przyblizen liczby v/2 otrzymujemy coraz do-

5v2 ~ 9,738517742

ktadniejsze przyblizenie liczby 5Y2.

[ Cwiczenie 1
Podaj przyblizenia dziesietne liczb 53 i 5Y% z dokladnoécia do 0,0001.

Cwiczenie 1
5Y3 ~ 16,2425, 5V5 & 36,5548
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Cwiczenie 2

a) 3" ~ 31,5443

b) 57 ~ 156,9925
c) 7" ~ 36,4622

Cwiczenie 3
a) wzor 3.
b) wzor 5.
c) wzor 4.
d) wzér 1.

Przyktad 3

Podaj kilka przyblizen dziesietnych liczby 27.

93,14 ~ 8,815240927
93,14159 ~ 8,824961595
2314159265~ 8 824977805

on ~ 8,824977827
[ Gwiczenie 2

m = 3,14159265...

Po podstawieniu w wyktadniku coraz doktadniej-
szych przyblizen liczby 7, otrzymujemy coraz do-
ktadniejsze przyblizenie liczby 27 .

Korzystajac z odpowiedniego kalkulatora, podaj z dokladnoscia do 0,0001

przyblizenie dziesietne liczby: a) 37,

b) 57, ¢) n”.

Podane w ,Warto powtérzy¢” wzory dla poteg o wyktadnikach wymiernych
sa prawdziwe réwniez dla poteg o wyktadnikach rzeczywistych (zaréwno wy-

miernych, jak i niewymiernych).

Twierdzenie

1. a%-a¥ = a"t¥

Cwiczenie 3

3. (a*)¥ =a"'¥

Dla dowolnych liczb a,b € R, i dowolnych z,y € R prawdziwe sa wzory:

xT

s =)

2. — =qa"¥ 4. a” - b* = (ab)”

Ktéry z powyzszych wzoréw wykorzystano w obliczeniach?

a) (2ﬁ)ﬁ:2ﬂﬁ:22 —4

V2 N\ V2
b) gz =(3)" =37
Cwiczenie 4

Oblicz.

2 (59" o ()"

b) (3\/5)2\/5 a) <2ﬁ7\/§>ﬁ+\/§

Cwiczenie 4
a) 5% =125
b) 3% = 81
c) 53t =
d) 972 _
)Tf f,1
) 32\f+1 2v5 _ =3
g) 2° =32
h) Ggf Qf va

- 0

=6

6. Funkcja wyktadnicza i funkcja logarytmiczna

) 67 (3) = (64 =

d) 5Y2.517V2 = 5V2H1V2 = 5

V3+6
_2 2
e) 7V2. 493 8) S/
VB al-2V8 gV3+1l.o9-V3
f) 9 3 —



Zadania

1.

Zapisz liczbe w postaci potegi o podstawie 3.

a) 3%.31-V2 c) (z«;ﬁ*ﬁ)ﬁ”g ) 67 2VT

17\/5 b e
b) 37 :32V2 d) (3“3) £ (V3) - (V3)
Oblicz.
a) 617V2. V2t d) 23V5.8-V5 g) 6V3.31-V3 . 9-V3
b) 573 : 57 e) 43223 h) 473 .37 ;127

V6-1 V6+2 g V545 . :.65 V542
o )" () 0 s Ies i) S (6v52)
Przedstaw liczbe w postaci a®, gdzie a € N.
a) 2V7-2. 43 ) 9% . 271 e) L.gm+h . 812
2

b) 2% . /2 a) 27- (37) £) 772V7; 497+V2

Sprawdz, czy liczba ¢ nalezy do przedziatu (3;6). Nie korzystaj z kalkula-
tora, tylko z podanych przyblizen.

V2 2V3 &~ 3,32199709

—4Vv3-1.1 _ V3. ﬁ) ;
a) q =471 ¢) ¢ =6 (‘/§ 33 ~ 6,70499185
g 6V3 ~~ 22,2739634

b) ¢=0,5"31.6%  d) ¢=(8)
Sposrédd liczb x, y, z wybierz takie dwie, z ktérych jedna jest odwrotnoscia
drugiej.
a) © =242, y:44, s =8 %

W 24+v3 V3-2
b o =155y = ()7 2= ()

¢) x=125"25 y =9252°3V5 5 —(,0016 - 5V180

Wstaw w miejsce [ 7] jeden ze znakéw: >, < lub =, tak by powstalo zdanie
prawdziwe.

42V3 .8 1-v2, p1+V2 1

a) 25V5 . 392-V5 [7] 45 c) Tov/3r1 l e) % 73
Nid 77 9-2V5 . 273 227 . g7
b) 972 .27 . 3 d) 811- T o1V . 27 f) 3671 6

Dla jakiej liczby x prawdziwa jest rownosé?

a) 5V2.57 =1 b) 517 5% =5

.a) L =255 95(2-v8) — 910 _ 45

b) L = 3V7.37V7 = 1, zatem nalezy wstawié¢ ,<”
2433

L 04v/3+4 2
_ o3 4VEHL g
d) L= 34—4v/5 27
e) L= %; = 1, zatem nalezy wstawié ,>”
f) L= 6;%12 = 62, zatem nalezy wstawié ,>”
a) x 2 b)z=7 c)z=12

Odpowiedzi do zadan
1. a) 332 p) 31+V2
c) 3* d) 333
e) 3V7 f) 3"

3. a) 2VTHt ) 2V3+3:
¢) 353 q) 33273

)
e) 367 f) 774\/57%

4. a)q:4‘/§>3‘/§>67
nie nalezy
b) g = i -3Y3 ~ 3,35,
nalezy
) q=6":2~11,1> 6,
nie nalezy
dg=(2)"?<I<s,
nie nalezy

5.a)x = 24‘/5, y= 2‘5,

z=2"V%y=1
b)z= (3",
y = (%)2(2+\/§)7
2= (3)70 =

(42f)$ 1

z

53— 6v5 y= 54—6\f
-4 56f 5 (4- Gf)

< T‘I &l
s —~
NI)—‘Cﬂ H N

6.1. Potega o wyktadniku rzeczywistym



Uczen:

— oblicza wartosci funkcji

wyktadniczej dla podanych

argumentow,

sprawdza, czy podany punkt

nalezy do wykresu danej

funkcji wyktadniczej,

— szkicuje wykres funkcji
wyktadniczej i podaje jej
wtasnosci,

— poréwnuje liczby przed-
stawione w postaci poteg,
korzystajac z monotonicz-
nosci funkcji wykladniczej,

— wyznacza wzor funkcji
wyktadniczej na podstawie
wspotrzednych punktu
nalezacego do jej wykresu
oraz szkicuje ten wykres,

— rozwiazuje proste rownania
i nieréwnosci wyktadnicze,
korzystajac z wykresu funkcji
wyktadniczej.

1o
I

I

[/
M )
|

/

Punkt wspdlny: (0, 1)

Multite4a

* Wykres funkcji wyktadniczej
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6.2. Funkcja wyktadnicza

Przykfad 1
Wykres funkcji f(z) = 2% okreSlonej dla « € R szki-
cujemy, korzystajac z ponizszej tabeli.

T -3 -2 -1

f@ | s | 1|3

o & 1 2 3

|
w|§ [

1 V2 2 4 8
Zbiorem wartosci funkcji f jest przedziat (0;00).

Przyktad 2
Wykres funkcji g(z) = 4” okredlonej dla z € R szki-
cujemy, korzystajac z ponizszej tabeli.

r -2 -5 -1 -3 0 3 1 3 2
glz) & + + £ 1 2 4 8 16

Zbiorem wartosci funkcji g jest przedzial (0;00).
Wykresy funkeji g(z) = 4 i f(z) = 2* dla poréwnania
naszkicowano w tym samym ukladzie wspotrzednych.

Cwiczenie 1

A

O] 1 X

Naszkicuj w tym samym ukltadzie wspélrzednych wykresy funkeji: f(z) = 27,
g(z) = 3" i h(z) = 47 okreSlonych dla = € R. Podaj wspdlrzedne punktu

wspdlnego tych wykresow.

Cwiczenie 2

Na rysunku obok przedstawiono wykresy funk-
cji: f(x) =2%, g(x) = (%)x, h(zx) = (%)l

a) Dobierz wzér do kazdego wykresu.

b) Punkty P(4,a), Q(—2,b), R(c,32) naleza do
wykresu funkcji g. Wyznacz niewiadome wspot-
rzedne tych punktéw.

¢) Ktére sposréd punktéw:

A(.35). B(-4.55). (-1, %)

7 256

%

nalezg do wykresu funkcji h?

Cwiczenie 2
a) zielony — f, czerwony — g, niebieski — h
b)a=5,b=35,¢c=3

c) B,C

6. Funkcja wyktadnicza i funkcja logarytmiczna




Przyktad 3 Y
Wykres funkeji f(z) = (1) okreslonej dla = € R /
szkicujemy, korzystajac z ponizszej tabeli. /

r -3 -2 -1 -3 0 3 1 2 3

f@) 8 4 2 1 V2 5§ 1 9

Uwaga. Wykres funkeji f(x (%) mozna otrzymac
przez symetryczne odbicie Wykre su funkcji g(z) = 27 — 0 L\\
wzgledem osi OY, poniewaz f(x (%) =2"" = g(—x). ] X
. o
Cwiczenie 3 l
a) Naszkicuj wykres funkeji f(z) = (%)x !
b) Naszkicuj w tym samym ukladzie wspélrzednych
wykresy funkcji g(x) = 4% 1 h(z) = (i)z /
Cwiczenie 4 \\ /
Na rysunku obok przedstawiono wykresy funkcji:
f(z) =57, g(z) = 0,2%, h(z) = 1,5" i k(z) = 1°. ;
Dobierz wzor do kazdego wykresu. ol 1 X

Definicja

Funkcje postaci f(z) = a®, gdzie a > 0 i a # 1, okreSlong dla « € R,

nazywamy funkcja wykltadnicza.

Y O<a<l1 a>1

fla) = a fla) = a

o] 1 X

Dla a € (0;1) funkcja wyktadnicza

0

f(x) = a” jest malejaca. f(z) = a® jest rosnaca.

1 X

Dla a € (1; 00) funkcja wykladnicza

Dziedzing funkcji wykladniczej f(x) = a* dla dowolnego a € (0;1) U (1;00)
jest zbidr liczb rzeczywistych R, a jej zbiorem wartosci — przedziat (0;00).

Wykres funkcji wykladniczej przecina o$ OY w punkcie (0,1), natomiast nie
ma punktéw wspdlnych z osia OX, ktora jest jego asymptota pozioma.

Uwaga. Dla a = 1 funkcja f(x) = a® jest funkcja stata: f(z) =

Cwiczenie 3

a) \ Y

[y

b) \ Y I
\ |
\r

\|/

zielony — f, niebieski —
czerwony — h, brazowy — k

6.2. Funkcja wyktadnicza




Cwiczenie 5
a) 5%% < 573 < 5% < 5%
b) 75 < 731 < 77 < 732
¢) 0,62 <0,6% <068 <
<0,6%% < 0,63

2 V3 z
d) (3) <(3)" <(3)*<

<) <(3)”

3

Odpowiedzi do zadan
1'a)f(_) 817f( ) 7
( 1
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Przyktad 4
Zapisz liczby 10v2, 101, 10 w kolejnosci od najmniejszej do najwiekszej.

Funkcja y = 107 jest rosnaca i 1,4 < v/2 < 1,5, stad:

100 < 10v2 < 105

Przyktad 5
Zapisz liczby 0,9V3, 0,97, 0,9"® w kolejnoéci od najmniejszej do najwiekszej.

Funkcja y = 0,97 jest malejaca i 1,7 < v/3 < 1,8, stad:

0,98 < 0,9V3 < 0,957

Cwiczenie 5
Zapisz liczby w kolejnosci od najmniejszej do najwigkszej.
a) 57, 53, 508, 50:33 ¢) 0,62, 0,65, 0,67, 0,68, 0,63
b) 7 72 77, 7 OO O ORI O
Zadania
1. Oblicz wartosci funkcji f dla z € {—4,-3,—1,1,3,4}.
a) f(z) =3" c) flx)= (1) e) f(z)=8"
b) f(x) = 4° d) f(x) = (4)" ) flx) =100

Punkt P(2,16) nalezy do wykresu funkcji f(z) = a®. Czy punkt Q tez
nalezy do wykresu funkcji f?

a) Q(%vQ) b) Q(571024) C) Q( 3, 116) d) Q(‘ia@)

Punkt P(2,2) nalezy do wykresu funkcji f(z) = a*. Czy punkt Q tez
nalezy do wykresu funkcji f?

a) Q(1,1) b) Q(4,4) c) Q(8,8) d) Q(=8, )

Do wykresu funkcji wykladniczej f(x) = a® nalezy punkt M. Naszkicuj
wykres tej funkcji.
a) M(2,3) b) M(-3,8) c) M(3,2) d) M(3,33)

Okresl monotoni}cznoéé funkcji f.
2 f0)=(2) b I@=(E-1)" o f@)=(5-1)

Zapisz liczby w kolejnosci od najmniejszej do najwieksze;j.

a) 23, 285 9vZ 9V3 c) %,W%,T(%,ﬂ'%

a\5  /a\6 ,3\2V6 9\ V26 _ ) _Jw
b) (5, GG G) d) 9°,972, 975, 977
2% <2Y2 <93 <93

V26 V6

(3)°<(3) 26<(%)5<(%)26
) nF < Yw<mt <3
92 <9 VT <9V3 <90

6. Funkcja wyktadnicza i funkcja logarytmiczna



7. Zapisz liczby w kolejnosci od najwiekszej do najmniejsze;j.

10.

11.

10.

11.

a) 4%, 85, 16%, 327, 2561 b) ()™ (0 (B @)

27 7243

funkcji f.
) f@)= (V3 B I@=(E) o J@=)

nieréwnosci f(x) > g(x).

a) fz) =3 g(x) =4z +1 d) flz)=(5)" g(x) =2 +4
b) f(z) =2%, g(z) =z +1 e) f(z)=(3)", g(z) = jo+ ¥
) f(z)=4" g(z) = f) flo)=(3)" 9(x) = la| +1
Podaj zbidr rozwigzan nieréwnosci, korzystajac z odpowiednich wykreséw.
a) 2° > 37 b) 37 < 47 o) (1)< (3)° d) (3)" <3°
Czy wiesz, ze...
W zastosowaniach czesto korzysta sie z funk- Y / /
cji wykladniczej f(x) = e®. Liczba e (ozna- /
czenie vx./prowa.dzonfe przez .Leonh.arda Eulera / /
[czyt. ojlera]) jest liczba niewymierna: il /(]
e = 2,718281828. .. i

Na rysunku obok przedstawiono wykres //
funkeji f(z) = e* oraz dla poréwnania wy-
kresy funkcji g(z) = 2% i h(z) = 3*.
Coraz dokladniejsze przyblizenia liczby e
otrzymujemy, obliczajac wartos¢ wyrazenia: 1
(1 + i)n =
n

dla coraz wiekszych liczb naturalnych:

\

1 10 100
(1+5) =2597..., (1+55) =27048...

1 1000 1
(1 n —) —2.7169..., (1 n — 2.718280469.. ..

1 000 000
1000 1000 000)

&) £(@) = g(e) dla v =1, f(z) > g(x) dla = € (1;00)

) f(z) = g(a)/dla = —1, £z} > g() Al & (~oo;=1)

&) £e) = gle) dla o = =1, f(z) > glz) dla o € (—o0; —1)

f) f(z) =g(z) dla z € {-1,0}, f(z) > g(x) dla z € (—o0; —1) U {0}
a) ¢ € (—o0;0)

b) z € (0; 00)

c) z € (—o0;0)

d) z € (0; 00)

2V2 < e <e® < (et <9

Podaj wspétrzedne trzech punktéw nalezacych do wykresu funkeji f, tak
aby kazda z tych wspotrzednych byta liczba wymierna. Naszkicuj wykres

Naszkicuj w jednym uktadzie wspétrzednych wykresy funkcji f i g. Od-
czytaj z rysunku rozwiazanie réwnania f(x) = g(z) oraz zbidér rozwiazan
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8. Przykladowa
) (=250 (

&

(]15 ] X
glx

(z) dla z € {0, 2},

b) f(z) =
f(@) 29
dla z € (—o0;0) U (2; c0)

/
f/g
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Uczen:

— szkicuje wykres funkcji
wyktadniczej, stosujac
przesuniecie o wektor albo
symetri¢ wzgledem osi uktadu
wspbirzednych, i podaje jej
wtlasnosci,

— szkicuje wykres funkcji
wyktadniczej otrzymany
w wyniku ztozenia przesu-
nigcia o wektor i symetrii
wzgledem osi uktadu wspot-
rzednych i podaje wartosci
tej funke;ji,

— rozwiagzuje graficznie proste
nieréwnosci wyktadnicze,
korzystajac z odpowiednio
przeksztatconego wykresu
funkcji wyktadniczej.

Cwiczenie 1
a) g(D) = (=2;00), y = =2
Y
9/
1
(0) | X
b) g(D) = (1;00), y =1
Y
g
___——4/%L
(0) L X
¢) (D) = (2;00), y = 2
Y
q
\\
1
(0) L X

Multitefa

® Przeksztatcanie wykresu funkcji
wyktadniczej (1)

dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 6.3

Generator

testow i sprawdzianow

6.3. Przeksztalcenia wykresu
funkciji wyktadniczej (1)

Przykfad 1 Y
Wykres funkcji g(x) = 2% — 1 otrzymujemy przez

przesuniecie wykresu funkcji f(z) = 2% o 1 jednost- ]
ke w dét, czyli o wektor [0, —1]. :

Cwiczenie 1
Naszkicuj wykres funkcji g. Podaj zbiér wartosci tej funkcji i réwnanie asymp-
toty poziomej jej wykresu.

a) g(xr) =3"—-2 b) g(z) =2"+1 c) g(z) = (%)x + 2

Przyktad 2 Y
Wykres funkcji g(z) = 2°2 otrzymujemy przez
przesuniecie wykresu funkcji f(z) =2% o 2 jed-
nostki w prawo, czyli o wektor [2,0]. g
Ol 1 X

Cwiczenie 2
Naszkicuj wykres funkcji g. Podaj odcigta punktu nalezgcego do wykresu funk-
cji g, jedli rzedna tego punktu jest réwna 1.

a) g(z) =3"" b) g(x) = 27+?

Przyktad 3
Jak nalezy przeksztalci¢ wykres funkeji f(x) = 37,

>-.<

aby otrzymaé wykres funkcji g(x) = %?
1 g

3@ 3w
gla) =5 =55 =37 ol 1 X

Wykres funkeji f nalezy przesunaé o 3 jednostki w prawo, czyli o wektor [3, 0].

Cwiczenie 3
Opisz, jak nalezy przeksztalcié wykres funkcji f(z) = 2%, aby otrzymaé wykres
funkcji g.

a) g(z) = 2= b) g(x) = 12

c) g(z)=v2-2°

Cwiczenie 4
Naszkicuj wykres funkcji g oraz podaj jej zbiér wartosci.

a) glx) =27 +2 b) g(z) = 2= —2

Cwiczenie 2 Cwiczenie 4
ayz=1Db)z=-2c)z=1 a) g(D) = (2; 00) b) g(D) = (—2;00)
Cwiczenie 3 i Y /
a) g(z) = 5—4 =% g g
Nalezy przesunaé o wektor [4, 0]. 1
b — 2% — 2@—10 1
) g(l‘) 210 5 ol 1 ~
Nalezy przesunaé o wektor [10, 0]. 1
L e =
c) g(z) =22 .27 =277z ol 1 X
Nalezy przesunaé o wektor [—%, 0} .
c) g(z) =2°"1 + 1,
9(D) = (1;00)

6. Funkcja wyktadnicza i funkcja logarytmiczna



Przykiad 4
Wykres funkcji g(z) = —2% otrzymujemy przez syme- vy o/
tryczne odbicie wykresu funkcji f(x) = 2% wzgledem f
osi OX (rysunek obok). b

<\
Cwiczenie 5 Q1 X
Naszkicuj wykres funkcji g i okresl jej monotonicznosc¢. g
a) g(z) = -3 Db)g(z)=—4"  ¢) g(x)=—(1)" \
Zadania
1. Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj zbiér wartosci i miejsce zerowe funkcji f

oraz rownanie asymptoty poziomej jej wykresu.

) f@=2+2 o f@=() -1 o fa)=4"-14

b) f(z) =3"-1 d) flz)=3"+1 f) fz)=(3)"-3

Na rysunku obok przedstawiono wykres funkcji Y (3,5)
f(z) = 2*° + a. Podaj warto$¢ wspotczynnika a.

Wykres funkcji f(z) = 2% 4+ a przechodzi przez 1 /
punkt P. Podaj wartoéé¢ wspolczynnika a. 0 / X
a) P(0,-3) b) P(2,7) c) P(4,0) ———=1_______

Naszkicuj wykres funkcji f. Odczytaj z wykresu zbiér rozwiazan nieréw-
nosci f(x) > 1.

a) f(x) =4-2°

b) flo) =% ¢) flw) =22
Naszkicuj wykres funkcji f. Odczytaj z wykresu zbiér rozwiagzan nierow-
nosci f(z) > —1.

a) f(z) = —272 b) f(z) = -3+ c) flz)=—(3)""
Naszkicuj wykres funkcji f, a nastepnie wykres funkcji g(z) = —f(x).
Podaj zbiory wartosci funkcji f i funkcji g.

a) f(x)=2" -3 b) f(x)=3"+1 ¢) f(2)=(3)" -2
Wykres funkcji f(x) = 5% przesunieto o wektor ¥ i otrzymano wykres
funkcji g. Podaj wzér funkcji g i jej zbiér wartosci.

a) v =[0,—-3 b) 7 =11,2] c) T =[-2,4]
Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj jej miejsce zerowe oraz zbiér wartosci.
a) f2) =272 =4 ¢ fla) =4 +2 e) fl)=(v2)" ' —1
b) f(2) =3 =1 d) f(e)=3— 2 ) fle)=1-27+

a) f(Dy) = (=3;00), g(Dy) = (—00;3)
b) f(Dy) = (1;00), g(Dy) = (—00; -1
¢) f(Dy) = (=2;00), g(Dy) = (—00;2
2) g(z) = 5° — 3, g(D) = (~3; o)

b) g(z) = 5" +2, (D) = (2; 00)

¢) g(x) = 5""* + 4, g(D) = (4;00)

a) f(z) =0dlaz =4, f(D) = (—4;00)
b) f(z) =0dlaz = -1, f(D) = (—1;00)
¢) brak miejsc zerowych, f(D) = (2; o)
d) f(z)=0dlaz =1, f(D) = (—00;3)
e) f(z)=0dlaz =2, f(D)=(—1;00)
f) f(x) =0dlaxz =3, f(D)=(—o0;1)

Cwiczenie 5

a) malejaca

==

b) malejaca

==

c) rosnaca

Odpowiedzi do zadan

1. a) f(D) = (2;00), brak miejsc
zerowych, asymptota: y = 2
b), ¢) f(D) = (—=1;00),
f(z) =0dlaz =0,
asymptota: y = —1
d) f(D) = (1; 00), brak miejsc
zerowych, asymptota: y = 1
e) f(D) = (—4;00),
f(z)=0dlaz= -1,
asymptota: y = —4
f) f(D) = (=3;00),
flz)=0dlaz= -1,
asymptota: y = —3

2.a=-3
3.a)a=—-4 b)a=3
c)a=—16
4. a) z € (—2;00)
b) z € (3;00)
c) z € (—oo0; —2)
5. a) z € (—00;2)
b) z € (—o0; —1)
c) z € (—3;0)

6.3. Przeksztatcenia wykresu funkcji wyktadniczej (1)



Uczen:

— szkicuje wykresy funkcji
y=f(@)|iy=f(=]), edy
dany jest wykres funkcji
wyktadniczej f,

— szkicuje wykres funkcji
wyktadniczej otrzymany
w wyniku zlozenia kilku
przeksztatcen,

— rozwiazuje graficznie
réwnania i nieréwnosci,
korzystajac z wykreséw
funkcji wyktadniczych,

— zaznacza w ukladzie wspét-
rzednych zbiory punktow

opisane za pomoca krzywych.

Cwiczenie 1
a) f(D) = (0;00), y =2
o

|
/
[

Multitefa

® Przeksztatcanie wykresu funkcji
wyktadniczej (2)

dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 6.4

Generator

testow i sprawdzianow

*6.4. Przeksztatcenia wykresu

funkciji wyktadniczej (2)

Przykfad 1 Y Y

Na rysunkach obok przedstawio- /s

no wykresy funkcji: f(z) =27, I/ /
g(x) =2 —11 h(x) =12* = 1]. f / /
Zbiorem wartosci funkcji h jest 9 h
przedzial (0; 00), a asymptotg po- ] ———} -
ziomg jej wykresu jest prosta :: 1 bé 1 ¥
y=1. - B

Cwiczenie 1

Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj zbiér wartosci funkcji f oraz réwnanie
asymptoty poziomej jej wykresu.

W f@ =B =2 b f@=[@)" -4 o s@=]-()"" +]

Przyktad 2
Naszkicuj wykres funkcji f oraz podaj jej zbidér wartodci.

a) f(x) = 2" b) f(z) = (1)"
Y { Y
N

o[ 1 X
f(D) = (1;00)

Cwiczenie 2
Naszkicuj wykres funkcji f oraz podaj jej zbiér wartosci.

W) f(x) = 3" b) f@) = () -1 o S =-(3)"+3

Cwiczenie 3
Naszkicuj wykresy funkcji f, g i h. Podaj zbiory wartosci tych funkcji oraz
ich przedzialy monotonicznosci.

a) f(z)=3", g(z)=3" -2, h(z) =37
b) fl@) = (3)" g@)=(35)"+ 1 hi2)= (1)

Cwiczenie 2 b) f(D)

= (=g} Cwiczenie 3
a) f(D) = (—o0; —1) Y

a) £(D) = (1;0),

f maleje w (—o0;0),

rosnie w (0; 00); g(D) = (—1; 00),

g maleje w (—o0;0), rosnie w (0; 00);

h(D) = (1; 00), h maleje w (—o0; 2),

= (2;3) ro$nie w (2; 00)

% b) f(D) = (0;1), f rosnie w (—o0;0),
maleje w (0; 00); 9(D) = (1;2),

g ros$nie w (—oo; 0),

maleje w (0; 00); h(D) = (0; 1),

h rosnie w (—oo; —1),

maleje w (—1; c0)

— <

Q
~
~

6. Funkcja wyktadnicza i funkcja logarytmiczna



Zadania

1.

6.

[p] 7.

6.

Podaj dziedzing funkcji f i naszkicuj jej wykres. Odczytaj z wykresu zbior
wartodci funkcji f oraz jej przedzialy monotonicznodci.

a) f(z) =27 —4] ¢) fz)=11-27% e f(a) =55 +2

b) f@) =B ~11 ) f@ =21 f) f)= -2

Podaj rozwigzania réwnania 27 = %x + 1 oraz Y

rownania 21”1 = Zz 4 1. Skorzystaj z rysunku

obok.

Rozwigz graficznie réwnanie. &74
v

a) 217 = 2 d) |22 —1| =tz +3 //"’

b) 3¢ = 2Jz| + 1 ) (1) =z +1

z _ 3 5 -1 _

c) 2" =3r42 f) 2071 = —2? +- 42 -2 / y
Y=

Naszkicuj wykresy funkcji f i g. Odczytaj z ry- ]

sunku rozwiazanie réwnania f(z) = g(z) oraz =~ ——=_

zbiér rozwiagzan nieréwnosci f(z) > g(z). /O ! X

)
a) f(z)=3% g(z) = 2% +2 c) f(z) =22 g(x) =271
b) fla) = —4% g(@) =27 =5 d) fla) =33, g(a) =277 ~4

Na rysunku obok przedstawiono wykres

funkcji: ‘ \f Y
f@)=1G)" -1
a) Podaj liczbe rozwiazan réwnania:
flz)=m — =] . -
w zaleznoéci od parametru m. -
*b) Naszkicuj wykres funkcji g(x) = [F()-1] o] 1 X

fl@)-1"
Dana jest funkcja f(z) = 2% — 4. Naszkicuj wykres funkcji g.

o) = 45 ) 912 = 4

Uzasadnij, ze dla dowolnego a € R\ {0} wykresy funkeji f(z) =a-2" —a
oraz g(x) = —a - 2 4+ a maja dokladnie jeden punkt wspélny.

Zaznacz zbiér A w ukladzie wspélrzednych. Podaj wszystkie punkty na-
lezace do zbioru A, ktérych obie wspdlrzedne sa catkowite.
a) A= {(x,y) e R?: 31 <y < 3}
b) A= {(my) eR:1<y<1+ ()"}
a) v 8. a) (0,1), (0,2)
: g VY
1 \ 1
X L
Ol 1 X
b Y
) g ol 1 X
1 b) (0,2)
o[ 1 X Y
e —
ol 1 X

Odpowiedzi do zadan

1

o a)D:R7 f(D):<O;OO)7

maleje w (—o0; 2),

ros$nie w (2; 00)

b) D =R, f(D) = (0; ),
maleje w (—o0;0),

rosnie w (0; co)

¢) D =R, f(D) = (0;0),
maleje w (—o0; 2),

ros$nie w (2; 00)

d) D =R, f(D) = (0; ),
maleje w (—o0;0),

rosnie w (0; co)

¢) D=R, f(D) = (2:3),
maleje w (0; c0),

rosnie w (—o0;0)

£) D =R, f(D) = (—o0;—1),
maleje w (1; c0),

ros$nie w (—oo; 1)

. dla obydwu réwnan: z = 0,
z=3

.a)z=1lubx =2
b)z=0lubz =1
c)z=—-1lubz=1
d)z=—-1lubzx=1
e)x=0
flz=1lubz=2
2) f(x) = g(z) dla & = 1,
f(z) > g(z) dla z € (1;00)
b) f(z) = g(z) dla o = 1,
f(z) > g(z) dla z € (—o0;1)
¢) f(z) =g(z)dlaz =1,

z) > g(z) dla z € (1;00)

f(
d) sprzeczne,
f(z) > g(z)dlaz eR

. a) 0dlam € (—o0;0),

1 dla m € {0} U (1; 00),
2 dlam € (0;1)

b) Y
] 1
o] 1 X
a-2*—a=-a-2"+a
2a - 2% = 2a
2% =1
=0

Zatem funkcje maja tylko
jeden punkt wspélny (0, 0).

6.4. Przeksztatcenia wykresu funkcji wyktadniczej (2)



Uczen:

— rozwiazuje proste réwnania
wyktadnicze, korzystajac
z réznowartosciowosci funkcji
wyktadniczej,

— rozwiazuje proste nieréwnosci
wyktadnicze, korzystajac
z monotonicznosci funkcji
wyktadniczej,

— zaznacza w ukladzie wspét-
rzednych zbiory punktéw,
ktérych wspotrzedne
S opisane za pomoca,
nieréwnosci wyktadniczych.

Cwiczenie 1

a) 223 =2 2 =7

b) 2715 = 2~ l,a:_—6

) 2t =20, = ¥

d) 52”5—53 z=-1

e)de’ =1, z=—-1lubz=1
z2-2 2

f)() =(3)%

r=-2lubx=2

g) ZE3—ZC:0,

r=—1lubxz=0lubxz=1
h) 2® +2—2=0,

(x —1)(2* +z+2) =0,
rz=1

Multitefa

® Czy podane wyrazenia sg
réwnowazne

dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 6.5

Generator

testow i sprawdzianow

*6.5. Wiasnosci funkcji wyktadniczej

Zauwazmy, ze wykres funkcji \ Yt0<a<l a>1 Y /
wyktadniczej ma te wlasnosé, ze \\ /
dowolna prosta réwnolegla do /
osi OX przecina go co najwyzej - /

. . y=a 1 y=
raz. Oznacza to, ze funkcja wy- 3
ktadnicza nie moze przyjmowaé Ol 1 X ol 1 X

tej samej wartosci dla dwéch réznych argumentéw. Mozna to zapisaé¢ naste-
pujaco: dla a > 01 a # 1 oraz dla dowolnych p, g € R:

a? = a? wtedy i tylko wtedy, gdy p = ¢

O funkcji wykladniczej méwimy, ze jest réznowartosSciowa. gﬁL
y =
Przykfad 1 /
Rozwigz réwnanie 24! = 8.
grtl _ 93 Liczbe 8 xapisujor.ny jako s
- potege o podstawie 2. /
r+1=3 Korzystamy z tego, ze funkcja 1
x=2 wyktadnicza jest réznowartosciowa. e
ol 1 X
Cwiczenie 1

Rozwigz réwnanie.

a) 277% =16 c) 2371 = 1024 e) T =49 g) 277 =1
b) 2045 = 1 d) 52045 = 125 ) @) =2 h)2tteoy
Przykfad 2

Rozwiaz réwnanie 3°%2 = 972,
351—2 — (32)I+2
30172 — 32w+4

Sr—2=2x+4

rawa strone réwnania zapisujemy
Prawa stro Gwnania zapisujemy
jako potege o podstawie 3.

Korzystamy z tego, ze funkcja
wyktadnicza jest réznowarto$ciowa.

3r=06
=2
Cwiczenie 2
Rozwiaz réwnanie.
a) 537,@ — 252x+3 C) 92x+2 — (é)z+5 e) 7$2+x _ 492x+2

_ \/§1—z

Cwiczenie 2
a) 3—:224:5—}-6,9:2—%

b) 20+ d) 0,125"+! = 0,252 f) 121057 = 11-=°

d)3r+3=4-2z,v=1
24 rx=4r+4, 2>°—3z—4=0,z=—-1lubz=4

1—2:22:2—:52,332—323—1—1:0,A:5,w:—3_2‘/§ lubas:3"'2‘/5

e

f

6. Funkcja wyktadnicza i funkcja logarytmiczna



Rozwigzujac nieréwnosci wykladnicze, korzystamy z tego, ze funkcja y = a*
jest rosnaca dla a € (1;00), a dla a € (0;1) — malejaca.

Przyktad 3 Y /
Rozwiaz nieréwnosé 2* < 4. /
27 < 22 /
Funkcja y = 2% jest rosnaca, wigc ostatnia
niero6wnosé jest rownowazna nieréwnosci: o
T <2 —
o 2 X
Przyktad 4
Rozwiaz nieréwnosé 2% > 0,125. Y
E 1
20> 1 1
2% > 273  Funkcja y = 2% jest rosnaca, co — oz
oznacza, ze 2P > 2%, gdy p > q. Y=o —Ty= %
x>z -3
-3 ol X
Cwiczenie 3
Rozwiaz nieréwnosé.
1 244 1
a) 3 < 5 d) 3o+ < 81 g) 3o+ < L
b) 27 < /8 e) 4203 > 64 h) 37" > 3V/3
c) T > 49VT f) 2°* <16 i) 057203 > 1
\ Y
Przyktad 5 \
Rozwiaz nier6wnosé (%)x < 4. \ -
. 72 -
(%)1 < (%) Funkcja y = (% jest malejaca, co
> 9 oznacza, ze (%)P (,i)q, gdy p > q. T Y= (% e
T —
-2 o X
Przyktad 6 v
Rozwigz nieréwnosé 0,3 > 0,09. 1
03* >0 3 Funkcja y = 0,3” jest malejaca, co y=03"
oznacza, ze 0,37 > 0,37, gdy p < gq. = '
z <2 oznacza, ze 0,3 > 0,37, gdy p < ¢q y = 0,09
[0} 2 X

W przyktadach 5. i 6. zwrot nieréwnoéci zmienit si¢ na przeciwny, poniewaz
podstawa potegi a € (0;1) i funkcja y = a* jest woéwczas funkcja malejaca.

Cwiczenie 3
a) 3% < 375, funkcja y = 3% jest rosnaca, wiec x < —5
b) 2“‘ < 2? funkcja y = 2% jest rosnaca, wiec x < 3
c) 7° =7 5 , funkcja y = 7% jest rosnaca, wiec x > g
d) 3z+1 < 34 funkcja y = 3% jest rosnaca, wiec x < 3
e) 42“”+3 > 43, funkcja y = 4% jest rosnaca, WIQC x>0
f) 277 < 2%, funkcja y = 2% jest rosnaca, wiec x2 < 4, czyli € (—2;2)
g) 3% +4z < 373, funkcja y = 3% jest rosngca, wiec z2 + 4z < —3, czyli z € (—=3; —1)
h) 3'~ a? > 3% funkcja y = 3% jest rosngca, wiec 1 — 22 > 1,5, czyli nier6wnosé jest
sprzeczna,
i) 277+2*+3% 5 91 funkcja y = 2% jest rosnaca, wiec 22 +2z+1 > 0, czyli z € R\ {1}

6.5. Wiasnosci funkcji wyktadniczej



Cwiczenie 4
a) (2)" < (%)3, funkcja

y=(2)" jest malejaca,

wiec x > 3

b) (2)" > (3)7*, funkcja
Yy = (%)z jest malejaca,
wiec x < —2

c) (i)zmJrl > (%)3, funkcja

y = (i)z jest malejaca,
wiec x < 1
d) 0,2** > 0,2*, funkcja
y = 0,2% jest malejaca,
wigc 22 < 4, czyli @ € (—2;2)
e) (V2—1)"** < (vV2-1)°,
funkcja y = (v/2 — 1)® jest
malejaca, wiec 2+ x > 0,
czyli € (—oo; —1) U (0; c0)

(1:2
B (34)" < (3)°, funkeja
y = (2)7 jest malejaca,
wiec 22 >0, czyli z € R
Cwiczenie 5

T -2

a) (5)" <(3) Ho=-2
b)4** . 4% >3 z€R
c) 37%-27.3%.27% < 1,
sprzeczne

Odpowiedzi do zadan

l.ajz=-3 b)z=1
cgz=-2 dzeR
e)z=-2f)z=3
glz=—-% hyz=1

i) sprzeczne

2.a),b)z=-5lubzx=5
c),d) z=-3lubz =3
ez=1lubz=3
f) z=2
3. a) z € (—o0;6)
b) z € (2;00)
¢) z € (;00)
4. a) z € (—1;5)
b) z € (0;1)
c) z € (~3;0)

Cwiczenie 4
Rozwigz nieréwnoscé.

a) (3)" <%
b) 0,75% > 2
Cwiczenie 5
Rozwiaz nieréwnosé.
a) (1)7-0,25" <64

Zadania

c) 0,25 % > L e) (V2-1)""*" <1
d) 0,2° > 0,0016 f) (34)" <1
b) 167 - 0,25%" > 2 c) 377675 <1

Rozwiaz réwnanie.
a) (%)@ =2V2
x z—1

b) ()" =)
¢) % — Q2w+2
Rozwiaz réwnanie.
a) 2l°l =32

—lx| — 1
b) 3172l = 5
Rozwiaz nieréwnosé.
a) 2= <625
Rozwiaz nieréwnosé.
a) = < 2 <27

Rozwigz nieréwnosé:

d) (Z)" =0,75%  g) V0,25 = 1257
e) 2-(V2)" = £ h) 27 (5)" =81
6

(%) () =%

c) 2777 = 41l e) |2 —5|=3
d) 2=l 4 2lel+3 = 72 f) 2-3% =7

b) (3)" <l c) 42771 > 64v/2
b) 1<2° <20 ¢) 0,125 < (1)*" <1

3v2-1.3v2+1 < (l)mgf‘r <67 - 3l-7 . (%)ﬂ71

3V8

6

Zaznacz w uktadzie wspélrzednych zbiory: A, B, AN B oraz B\ A, jezeli:
A={(z,y) eR?:2F1 <16 i 3v 1 <9},
B = {(z,y) € R? : 2l21Hlvl L 8}

Zaznacz zbiér A w ukladzie wspdélrzednych. Ile punktéw o obu wspdlrzed-
nych catkowitych nalezy do tego zbioru?

a) A={(z,y) e R*:
b) A= {(z,y) eR?:2

Y
ANB
Ol 1 X
Y
ol 1 X
B\ A
\ A

6. Funkcja wyktadnicza i funkcja logarytmiczna

<2v<16 1 y> 2%}
<20 <41 2k <8}

7. a) Do zbioru: v /

A={(z,y):1<y<4, y>2°}

A
nalezy 14 punktéw o wspdirzed- \ /
nych catkowitych.

Q PaAR

b) Do zbioru:
A={(z,y):z € (-2-1)U(L;2), y € (-3;3)}
nalezy 28 punktow o wspoéirzednych catkowitych.



6.6. Logarytm

Przypomnijmy, ze logarytmem z liczby dodatniej b przy podstawie a (gdzie a
jest liczba dodatnia rézna od 1) nazywamy wykladnik potegi, do ktérej nalezy
podniesé podstawe a, aby otrzymac liczbe logarytmowang b.

log, b=z, gdy a* =10

Przyktad 1
log, 16 = 4, poniewaz 2* = 16, /11('%]);’1 logarytmowana
log, 1024 = 10, poniewaz 210 = 1024, log b=z
a

1 . C o4 _ 1
log, 16 —4, poniewaz 277 = 16" \ podstawa logarytmu
Cwiczenie 1
Oblicz.
a) log, 32 c) log, 1 e) log, & g) log, V8
b) log, 2 d) log, f) log, v2 h) log, v/4

Cwiczenie 2

Oblicz.

a) log, 81 d) log; 7 g) log, 7\/7 j) logy 16
b) logs & e) logy 3 h) log; § k) logg v/36
c) logs 5 f) logy 5 i) log1v2 1) logg 216

Zwroc¢ uwage na to, ze wartos¢ logarytmu moze byé

dodatnia, ujemna lub réwna 0. Z definicji logarytmu Ll @ >0, 5= Is

wynikaja podane obok wtasnodci. log,1=0
log,a=1

Przyktad 2

Na rysunku przedstawiono wykres funkcji f(z) = 2°. Y /

Zauwazmy, ze log, 3 to taka liczba ¢, ze 2¢ = 3. f/

Z wykresu mozemy odczytac, ze:

1 <log,3 <2 3

Korzystamy z odpowiedniego kalkulatora i otrzymu- |

jemy przyblizenie: log, 3 ~ 1,5849625. o J |
— i

Udowodnimy, ze liczba log, 3 jest niewymierna. © ¢ X

Uczen:

— oblicza logarytm danej liczby,

— stosuje do obliczen rownosci
wynikajace z definicji
logarytmu,

— wyznacza podstawe
logarytmu lub liczbe loga-
rytmowang, gdy dana jest
wartos$¢ logarytmu, podaje
odpowiednie zaltozenia dla
podstawy logarytmu oraz
liczby logarytmowanej,

— podaje przyblizone wartosci
logarytméw dziesigtnych
z wykorzystaniem tablic,

— udowadnia twierdzenie
dotyczace niewymiernosci
liczby, np. log, 3.

Cwiczenie 1

a)5 b)1 ¢)0 d) —2
e) —6 f) 5 g) 3 h)32
Cwiczenie 2

a)4 b) -2 ¢) -3 d) —1
e) 3 f)—32 g) 2 h)3
i) —1j)-4k 213
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6.6. Logarytm



Cwiczenie 3

Przyjmijmy, ze podana liczba
jest wymierna. Oznacza to, ze
istniejg rézne od zera liczby na-
turalne m i n, takie, ze:

a) log, 5 = =
5=2%
571,:2771

Otrzymujemy sprzeczno$¢, po-
niewaz lewa strona réwnosci jest
podzielna przez 5, a prawa nie.
Zatem log, 5 jest liczba niewy-
mierng.
b) Dowdd alogiczny jak w pod-
punkcie a).
c) log, 6 = =
6=2%

3n.gn — gm

3n=2m"
Otrzymujemy sprzeczno$¢, po-
niewaz lewa strona réwnosci jest
podzielna przez 3, a prawa nie.
Zatem log, 6 jest liczba niewy-
mierng.
d) logg 2 = =

2=67%

2n =3m.2™

2n—m = 3m
Otrzymujemy sprzeczno$é, po-
niewaz prawa strona rownosci
jest podzielna przez 3, a lewa nie.
Zatem logg 2 jest liczba niewy-
mierng.
Cwiczenie 4
a) 100 b) 15 ¢) 10 d) —3
e)3 f)7 g) 10 h) 1

Liczba log, 3 jest liczba niewymierna.

Dowéd

Przyjmijmy przeciwnie, ze log, 3 jest liczba wymierna. Oznacza to, ze istnieja

rézne od zera liczby naturalne m i n, takie ze log, 3 = ™.

Zatem 3 = 2%
gn _ 9m

Podnosimy obie strony

réwnoéci do potegi n.

Otrzymujemy sprzeczno$é¢, poniewaz prawa strona réownosci jest liczba po-
dzielna przez 2, a lewa nie. Zatem liczba log, 3 jest liczba niewymierna.

[0] Cwiczenie 3

Wykaz, ze podana liczba jest liczbg niewymierna.

a) log, 5 b) log, 5 c) log,6 d) logg 2

Bezpodrednio z definicji logarytmu wynikaja

podane obok wlasnosci. Dl @ > @ 5= 1, &> 0

log,a® =z
Cwiczenie 4 qlogab — b
Oblicz.
a) log, 2190 c) log,, 1,1"° e) 2los23 g) 041080410
b) logs 6'° d) log, 73 f) 3lozs7 h) 5loss 1

Przypomnijmy, ze logarytmy dziesigtne to logarytmy o podstawie 10.
Zamiast log;, b piszemy log b. Na przyktad log 10 = 1, log 100 = 2.

Ponizej zamieszczono fragment tablicy,w ktorej znajduja sie przyblizone war-
tosci logarytmoéw dziesigtnych liczb.

b b-+0,00 b+ 0,01 b-+0,02 b+ 0,03 b+0,04 b+ 0,05 b+0,06 b+ 0,07 b+ 0,08 b+ 0,09
1,0 0,0000 0,0043 0,0086 0,0128 0,0170  0,0212  0,0253 0,0294  0,0334  0,0374
1,1 0,0414 0,0453 0,0492 0,0531 0,0569 0,0607 0,0645 0,0682 0,0719 0,0755
1,2 0,0792 | 0,0828  0,0864  0,0899  0,0934  0,0969 0,1004 0,1038 0,1072  0,1106
1,3 0,1139 0,1173 0,1206 0,1239 0,1271 0,1303 0,1335 0,1367 0,1399 0,1430
1,4 0,1461 0,1492 0,1523 0,1553 0,1584 0,1614 0,1644 0,1673 0,1703 0,1732
1,5 0,1761 | 0,1790  0,1818  0,1847 0,1875 0,1903 0,1931  0,1959 0,1987  0,2014
1,6 0,2041 0,2068 0,2095 0,2122 02148 02175 0,2201 0,2227 0,2253 0,2279

Cwiczenie 5

Korzystajac z tablicy logarytméw dziesietnych, podaj przyblizona wartosé:
a) log1,5, b) log1,11, c) log1,62, d) log1,68.
Cwiczenie 5

a) 0,1761 b) 0,0453 c) 0,2095 d) 0,2253

6. Funkcja wyktadnicza i funkcja logarytmiczna



Zadania

1. Oblicz.

a) log, 64 e) log, 0,125 i) log, \/Li Ylogs V27

b) log, 512 f) log,2 j) log 54 n) logs o+

c) log, 35 g) log, 8 k) log ;532 o) log; 625

d) log, 105 h) log, w057 1) logs /3 p) log; 0,04
2. Oblicz.

a) log1 3 c) logys 135 e) logy, 125 ) log, V3

b) log,; 10° d) logg o5 16 f) log1 515 ) log1 22
3. Oblicz.

a) 210g29 C) (%>logz e) 410329 g) \/510829

b ()™ @ pseer VT
4. Oblicz.

a) log 1000 c) log10° e) logv/10

b) log0,1 d) log0,0001 f) log10v/10
5. Oblicz.

a) log 100 + log, c) logg &= +1og V10  e) log, ;2 —log, 1

b) log 107 — log, 5 8 d) logy v/3 —logy V3 f) logz 1,5 —log, 5 &
6. Dla jakiej podstawy logarytmu a podana réwnosé jest prawdziwa?

a) log, 25 = 2 b) log, + =3 c) log, 0,25 = —1 d) log, 64 = —
7. Dla jakiej liczby logarytmowanej b podana réwnosé jest prawdziwa?

a) log,b =5 c) logy, b= 2 e) logl%b:—% g) logh =6

b) logib=-1  d) log;b=0 f) logsb=—-6 h)logb= -1
8. Oblicz.

a) log,(log 100) c) logs (log, 8) e) logg(logs(logs9))

b) log, ,(log, 1024) ) logys (logy &) f) logs(logy (log, 2))
9. Podaj konieczne zalozenia i oblicz warto$¢ wyrazenia.

: 1
a) log, a® b) log, NG c) log, \:—36 d) log,: a* e) log za

8. a) log,2=1
b) logOIIO— =
c) log: 3 =—3

=9

e

)
f) logg (logzl( %) =

) lo f4_log¢§ (2%
log, (logg 2) = log,

9.a)a>0,a#1,log,a® =

b)a>0,a5£1,loga%

)a>0,a7él,logaa—‘/§:—

o

3

ot |-

d)a#—-1,a#0,a#1,log,2a’=5
e)a>0,a7él,log\/aa4:8

Odpowiedzi do zadan

1. a

< R R T T - T =

o O

)7 —(—3) =10

) 2+ 1=-12
)3-1=0
)2-0=2

) —1—(=3)=2
)a=5 b)a=1
)a=4 d)a=1
)b=32 b)b=2
)b=9 d)b=1
)b:86f)b:§ )
) b=10° h) b=~

6.6. Logarytm



Uczen:

— stosuje twierdzenia o loga-
rytmie iloczynu, ilorazu oraz
potegi do obliczania wartosci
wyrazen z logarytmami,

— podaje zalozenia i zapisuje
w prostszej postaci wyrazenia
zawierajace logarytmy,

— stosuje twierdzenie o loga-
rytmie iloczynu, ilorazu
i potegi do uzasadniania
réwnosci wyrazen,

— udowadnia twierdzenia
o logarytmach.

Cwiczenie 1

I sposéb

Niech p = log, =

oraz q = log, y. Wtedy:
a?=zxzial=y

aP

ad

.

v P=4a

% = lOga T — IOga Yy

IT spos6b

Na mocy twierdzenia o logaryt-
mie iloczynu mamy:

log, ¢ +1log,y =
= log, (£ -y) =log, «

Zatem log,, % = log, z — log, y.

Multitefa

® Czy podane wyrazenia sg
réwnowazne
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6.7. Wiasnosci logarytmow

Twierdzenie o logarytmie iloczynu

Jezeli a, x i y sa liczbami dodatnimi oraz a # 1, to:

log,(z - y) = log,  + log, y

Dowod
Niech p = log, = oraz q = log, y, wtedy:
a? =zial =y Korzystamy z definicji logarytmu.
. — aP . q
r-y=a-a Korzystamy z wtasnosci dziatan
Ty = aPta
log,(z-y) =p+4q

log,(z -y) = log, z +log, y

na potegach.

Korzystamy z definicji logarytmu.

Twierdzenie o logarytmie ilorazu

Jezeli a, z i y sa liczbami dodatnimi oraz a # 1, to:

log, ¥ = log, z —log, y

[] Cwiczenie 1

Udowodnij twierdzenie o logarytmie ilorazu.

Przykiad 1

a) Sprawdz, czy prawdziwa jest réwnosé: log, 96 = 5 + log, 3.
log, 96 = log,(32 - 3) = log, 32 + log, 3 = 5 + log, 3

b) Sprawdz, czy prawdziwa jest réwnosé: log, % =log, 7 — 2.

logs ¢ =logy 7 —logs 9 = logs 7 — 2

Cwiczenie 2

Sprawdz, czy réwnosé jest prawdziwa.
a) log, 6 = 1+ log, 3

b) log 500 = 2 + log 5

c) log, § =3—log,3
d) 1log0,07 = —2 4 log 7

Przyktad 2
Oblicz.

a) log 125 4 log4 — log 5 = log 224 = log 100 = 2
b) log; 36 — logs 2 + log 1+ =log, (22 - 1) =logy3 =1

Cwiczenie 2

a) log, 6 = log,(2 - 3) = log, 2 + log, 3 = 1 + log, 3, réwnosé prawdziwa
b) log 500 = log (100 - 5) = log 100 + log 5 = 2 + log 5, réwnos¢ prawdziwa
c) log, & =1log, 8 — log, 3 = 3 — log, 3, réwnos¢ prawdziwa

d) log 0,07 = log % = log 7 — log 100 = log 7 — 2, réwno$¢ prawdziwa

6. Funkcja wyktadnicza i funkcja logarytmiczna



Cwiczenie 3

Oblicz.

a) logg 4 + logs 9 d) log; 15 — log; 75 g) logs 0,04 — log; 0,008
b) log8 + log 125 e) log; 19 —log, 13 h) log6 —log2 — log 3

c) logs 54 — log; 2 f) logy 0,6 —log1 0,15 i) log ] —log14 —log125

Twierdzenie o logarytmie potegi

Jezeli a i x sa liczbami dodatnimi oraz a # 1, to dla dowolnego p € R:

log, 2P = p-log,

Dowéd
Niech g = log, z, wtedy z definicji logarytmu = = a?, zatem:
P = (GQ)p
) Korzystamy z wtasnosci dziatan
TP = gP4 S
na potegach.
loga =p-q Korzystamy z definicji logarytmu.
log, ¥ =p-log, =
Przyktad 3

Niech z bedzie taka liczba, ze log, z = 0,3. Oblicz log, z° i log, %
log, 2° = 5logox =5-0,3=1,5

log, £ =log,z™! = —log,z = —0,3

Cwiczenie 4

Niech 2 bedzie takg liczba, ze log z = §. Oblicz:

a) log z°, b) log :%3’ c) log \/z, d) log \/%_3, e) log j—;
Przyktad 4

Przedstaw wyrazenie 3 + log, 7 w postaci logarytmu o podstawie 2.
3+log, 7=
=log, 8 +log, 7 =
= log,(8 - 7) = log, 56

Zapisujemy 3 jako log, 8.

Cwiczenie 5

Przedstaw wyrazenie w postaci logarytmu pewnej liczby.

a) 2+ log, 5 b) 3log, 10 — 1 c) 2logy 6 —2 d) 4 —2log; 6
Cwiczenie 4

a) log2® = 6logz =6 - % =2

b) log & = —3logz = —3- 3 = —1

c)logyz=1logr=1-1=1

d) logﬁ =—2logz=-2.1=-1

e) log% zlogm% = glogm: g-%:%

Cwiczenie 5

a) logs 9 + logs 5 = logs 45

b) log, 1000 — log, 2 = log, 500

c) log% 36—log% i = log% (36 : i) = log% 144
d) logs 81 — log; 36 = logs 5% = logs 2

Cwiczenie 3

a)2 b)3 ¢)3
d) -1 e)2f) -2
g)1l h)0 i) —3

6.7. Wiasnosci logarytmow



Odpowiedzi do zadan Zadania
1.a)2 b) -3 ¢) 1 d) 2

3.a)z>0 1. Oblicz.
log 2® + log 2 = log z° a) log;52 + log;, 8 +1og;, 9 c¢) log0,12 — log 0,3 + log 25
b) z >0, , b) logs 75 + logs 15 + logs 2 d) log, 50,3 —logg, 0,5 — log, 5 15
logz2 +logz 2 =logz ' =
=log L @ 2. Wykaz, ze dla dowolnych z,y, z € R, podana réwnos¢ jest prawdziwa.
c) x#0, a) log z%y? = logx + logy + log zy
log 2® + log 10 = log(10z?) b) log % —logz! = _% log y/*
d) z >0, i
1 —2 1 c) logzyz = log £ + log y*z
log%i—i—log%x :log%m y
e)x>0,y>0, d) 1 1 i:l —1 Yy
logs z% + logs y + logs 3 = ) og Ty + o8 Y 08 TY# 8 z
_ 2 3 -1
= logy(327y) e) 2log = —3logz?z = 2log (g) —5log 2
f) 2 >0,y >0, Y #
logs(2z) + logs 7 + 3. Podaj dziedzine wyrazenia, a nastepnie przedstaw je w postaci logarytmu
+ logs V/5 = log; % pewnej liczby.
g)z>0,y>0, a) logz® + 2logx e) 2log;x +logsy + 1
1 _ p

log; \/_\/"f logy  +log, § = b) log vz — 3 logx f) 1logs 8z* — 2logy y/x + 3

=
h) og; Sy ¢) slogat+1 g) 3log,x —log,y —2

x b
log(222) + log(22) + d) 1—-2log; = h) 1log4a*+1log8x°+1log 162°—3
’ iog(zx ) 108 105 = 4. Oblicz.

(0}

g 125 a) (2 logS\/§ + logg 32 — 1)10g35 c) (0:25logg 81 — 21ogg 0,5
4. a) (logg 2 + logg 32+ X o 4 ‘

— logg 8)\0835 — b) (log, 3 — logs % + log, 4,5)°8v2 d) 9'08ead+ 05108273
_ logg 5 __
= (logg 8)*" =1 5. Niech x bedzie taka liczba, ze logg 2 = —;. Oblicz:
b) (=3 +logs 2 + logs 2)* = ) L \ 2 V5
= (=3 +logs3)* = (—2)* = a) log; 92°, b) logs <7, c) logg v3z%,  d) logg =——.

=16

6 logg 3+logg 4 6log6 12 _ 12

6. Wyraz liczbe a za pomoca p, jesli p = log 2.
a) a=10g200 b) a=10g0,02 ¢) a=1log0,04 d) a=1logl600

\_/

d) 935ts — 9% — 3
5. a) logs 9 + log; 2® = 7. Wyraz liczbe a za pomoca p i g, jesli p = log; 2 oraz ¢ = logs 5.
_ 1y _
=2+8-(=5) =0 a) a=1logs20 ¢) a=logs =  e) a=logg3:  g) a=loggV10
b) logs z* — log,; 81 =

4-(-3)—4=-5 b) a =log; 100 d) a =1log;0,4 ) a=log, @ h) a = log; 0,2v/2

c) %(bgg 3+ logy 2°) = 8. Wiadomo, ze log4 ~ 0,6 oraz log5 =~ 0,7. Oblicz przyblizona wartos¢:
_ —_1 .
=5(1+6-(=3) o, B a) log 80, c) log 2, e) log2,5, g) log5v/2,
d) 1 27 + 1 3 =
_)30%3_ (—tlo)gs xgl b) log 50, d) log0,5, f) log0,64, h) log 25/4.
_ 3 4) — 6
6. a) a = log(2 - 100) = log 2 + log 100 = 7. a) a = log;(2% - 5) = 2log; 2 +logs 5 = 2p + ¢ 8.a) 1,9
=p+22 b) a = log, (22 - 52) = 2log, 2 + 2log, 5 = 2p + 2¢ b) 1,7
b) a:logT :log22— log 100 =p — 2 ¢) a=logs 2 —logs 52 = p— 2q c) 0,1
¢) a = log 155 = log2® — log 100 = d)a:log3(g)—10g32—10g35—p—q d) —0,3
:210gz—2:2p—2 e) a =logs (£) =logy 5° —logs 2° = e) 04
d) a = log(2® - 100) = 41log 2 + log 100 = g
)aiéz)gi2 ) 0g 2+ log = 2logs 5 —3logs 2 =2 — 3p f) —02
_ 1 g) 0)85
f)a:10g352—10g32:%q—p h) 1,6

g) a = %logs(2-5) = L logz 2+ 3logzs 5 = 3p+ 3q
h) a = log, (%-2%) =logs5 '+ 3logs2=1p—gq

6. Funkcja wyktadnicza i funkcja logarytmiczna



6.8. Funkcja logarytmiczna

Uczen:
— szkicuje wykres funkcji

logarytmicznej i okresla jej

Przykiad 1 wlasnosci
Jesli kaidej liczbie dodatuiej & prayporzad- Y - oblicza podstawe logarytmu
kujemy warto$¢ log, x, to otrzymamy funkcje S = we wzorze funkeji logaryt-
f(x) = log, z okredlong dla z € (0;00). Jej micznej, gdy dane sa wspot-
wykres przedstawiono na rysunku obok. 1 rz¢dne punktu nalezacego do
RIWA ¥ wykresu tej funkcji,
T é i % 1 2 4 ] — wyznacza zbiér wartosci
funkcji logarytmicznej
fl@) =3 -2 -1 0 1 2 3 o podanej dziedzinie,

— rozwiazuje proste nieréwnosci
logarytmiczne, korzystajac
z wykresu funkcji logaryt-
micznej,

Definicja
Funkcje postaci f(x) = log, x, gdzie a > 0, a # 1, okreslona dla z € (0; c0),
nazywamy funkcja logarytmiczng. — wykorzystuje wtasnosci
funkcji logarytmicznej do
rozwigzywania zadan réznego

Cwiczenie 1 typu, w tym zadan z para-
Naszkicuj w tym samym uktadzie wspotrzednych wykresy funkcji: IREEL
f(z) =logyz oraz g(x)=log,z Cwiczenie 1
Podaj wspétrzedne punktu wspdlnego Y o~ Y
tych wykreséw. f(x) = logs 1 ) L;
. ) /5(.1'):1););21 — B — g
Cwiczenie 2 =
Na rysunku obok przedstawiono wykresy hin) ~loga Ol /1 28
funkcji: f(z) =logs =, g(z) =log, z oraz 1 N B S S
h(z) = logz. Do ktérego z tych wykreséw —5r—7 v
nalezy punkt:
a) (100,2), b) (2i’ 2), c) (1024,10)? Punkt wspélny wykreséw: (1,0)
Cwiczenie 2
Przyktad 2 Y a) h(100) = log 100 = 2
Wykres funkeji f(z) = log; z okreslonej \ b) f(24) =logy § =2
dla x € (0;00) szkicujemy, korzystajac \ ¢) g(1024) = log, 1024 = 10
z ponizszej tabeli. 1
r ¢ 1 5 1 2 4 8 oL &
fl@ 3 2 1 0 -1 -2 -3 .
f@)=logrz
Cwiczenie 3
Naszkicuj wykres funkcji: a) f(z) =logy z, b) f(z) = log; z.
Cwiczenie 3
Dy b) v
i !
ol B ; < o T~__ 7 X Multitea
EG . T — * Wykres funkgcji logarytmicznej
T * Liczba e
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Cwiczenie 4

a) Jedli a € (1; 00), to

f(z) > 0dlaz € (1;00)
oraz f(z) <0 dla z € (0;1).
b) Jesli a € (0;1), to

f(z) >0dlaz € (0;1)

oraz f(z) < 0dla z € (1;00).

v 0D<a<l Y a>1
f(z) =log,
1 1
ol 1 X ol A X
f(2) = log, «

Dla a € (0;1) funkcja logarytmiczna
f(z) =log, x jest malejaca.

Dla a € (1; 00) funkcja logarytmiczna
f(x) =log, = jest rosnaca.

Dziedzing funkeji logarytmicznej f(x) = log, x dla a € R, \ {1} jest zbiér liczb
rzeczywistych dodatnich, a jej zbiorem wartosci — zbiér liczb rzeczywistych.
08 OY jest asymptota pionowa wykresu funkcji f(x) = log, x, a punkt (1,0)
jest punktem przeciecia tego wykresu z osia OX.

Cwiczenie 4
Dla jakich argumentéw x funkcja f(z) = log, x przyjmuje wartosci dodatnie,
a dla jakich ujemne, jesli wiadomo, ze: a) a € (1;00), b) a € (0;1)?

Przykiad 3
Rozwiaz nieréwnosé log, x > 2.
Zaktadamy, ze x > 0.
logy z > log,4 2 =1log,4
x >4, czyli z € (4;00)

Nie zmieniamy zwrotu nieréwnosci,

Przykiad 4
Rozwiaz nieréwnosé log 1> 2.
Zaktadamy, ze x > 0.

logy x> logy ;2= log,

-2

=

x <1 czylize (051

Zmieniamy zwrot nieréwnosci, po-

poniewaz funkcja f(z) = log, x jest niewaz funkcja f(z) = log; = jest
rosnaca. malejaca.

Y Y

v
==
=
8
Il
<3
09
8

Q =

S
,J>|>—‘[———_H

-

=
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Cwiczenie 5 Y

Na rysunku obok przedstawiono wykres [ _—f/_’/__
funkcji f(z) = log, x. Podaj rozwiazanie 1 o

nieréwnosci. ol A X
a) log, x> 1 c) logyz >3

b) log, x < 1 d) log,z < 2

Cwiczenie 6

Naszkicuj odpowiedni wykres i podaj rozwigzanie nieréwnosci.

a) log;z > 1 c) logsz > —2 e) logrz > -1 g) logioz <2
b) log;z < 1 d) log;z > 2 f) logiz <1  h)logiz>2
Cwiczenie 7

Rozwigz nieréwnosc.
a) —2<log,z <1 ¢) -1<log;z<2 e [logyz|<1 g logix<4
b) =3 <logyz < -1 d) —2<logjz<1 f) |logyz[>3 h)logiz>9

Uwaga. Zamiast (log, x)? piszemy log? z.

Zadania

1. Dla jakiej wartosci a punkt P nalezy do wykresu funkeji f(x) = log, 7
a) P(27,3) b) P(625,4) c) P(32,-5) d) P(4,4)
2. Podaj zbiér wartosci funkeji f(z) = log, « o dziedzinie D;.
8) Dy =(0;1) b) Dy =(200) <) Dy=(L8) d) Dy = (1024}
3. Podaj zbiér wartosci funkcji f o dziedzinie Dy.
a) f(x) =log,z, Df:<%;1> c) f(x)=log: z, Dy =(%;8)
b) f(x) = logy @, Dy = (1:27) ) f(z) = logsz, Dy = (5:v2)

4. Na rysunku obok przedstawiono wy- Y
kres funkcji f(z) = logs . Podaj roz-

wigzanie nieréwnoéci. 1
a) logiz <1 c) logiz>-1 "O[ 1 f X
b) logi z > 8 d) log%x<—%

5. Dla jakich wartoéci parametru m funkcja f jest rosngca?
a) f(x) = logy,, b) f(z) =log, ,,x c) f(z) =log,.z
Odpowiedzi do zadan

1.a)a=3 b
2.

~

a=5 c)a=

=

H
=
—_ T T — T T

o

w
[+¥]
s s

o

o

o
<R

Cwiczenie 5
a) z € (4;00) b) z € (0;4)
c) z € (800) d) z € (0;8)

Cwiczenie 6

a) z € (3;00) b) z € (0;3)
¢) z€(g;00) d) e (9500)
e) z€(0;3) f) e (5;00)
g) z € (3;00) h)ze(0;35)
Cwiczenie 7

Zakladamy, ze z > 0.

a) log, 1 <log, z < log, 2
FunkCJa y = log, = jest rosnaca.
T € <%; 2>
b) log, 3 < log, z < log, 3
Funkcja y = log,  jest rosnaca.
re (3id)

c) log1 2 < 10g1 z < 10g1 3
FunkCJa Yy = log% x jest malejacca.
T € <%; 2)

d) log% 4 < log% T < log% %
Funkcja y = log% x jest malejaca.
T € (%;4>

e) —1<log,z< 1

log, % < log,z < log, 4

Funkcja y = log, x jest rosnaca.
T € <%;4>

f) log,z < —3 lublog,z > 1
log, = < log, 3

lub log, z > log, 2

Funkcja y = log, x jest rosnaca.
z € (O; 1) U (2;00)

g) -2 < 10g1 z<2

10g1 4 < log% z < log% %
Funkcja y = log% x jest malejaca.
z € (14)

h) log, z < —3 lub log, = > 3
log, = < log, % lub log, > log, 8
Funkcja y = log, x jest rosnaca.
z € (0;%) U (8;00)

6.8. Funkcja logarytmiczna



.a)0<m—-2<1 6. Dla jakich wartos$ci parametru m funkcja f jest malejaca?
m € (2;3)

b) 0< 4m2 <1 a‘) f(ZC) = logm72 € b) f(x) = 1Og4m,2 € C) f(l') = 10g17m2 €
0<m? < g 7. Na rysunku przedstawiono wykres funkcji f(z) = logx.
me (~:0)U (0:2) .
) 0<1-—m?<1 ‘ -
0<m?<1 1 : f(.vc)}— oe?
m € (—1;0) U (0;1) vl ‘ = 5
.a) z>100 b) z > 1000 V A R O O R A O A S O W .
c) > 10° d) = > 10
.a) > b) < Dla jakich argumentéw x spelniona jest podana nier6wnosé?
. Zakladamy, ze z > 0. a) logz > 2 b) logz >3 c) logx >6 d) logz > 100
a) log, 4 < log, =z < log, 64
Funkcja y = log, « jest 8. Wstaw w miejsce [?] znak < lub >, tak by powstalo zdanie prawdziwe.
rosnaca, wicc x € (4;64). a) Dla a € (0;1) i dowolnych liczb dodatnich p, ¢:
b) logy 1 < logy z < logy &= Symbol < czytamy

3 3 3 <qg&lo lo .

Funkcja y = logy « jest ) DI 4 pl qh i i"g q g“hq 77WthY”1 tylko wte-
ot G5, o i @ (e 1), ) Dla a € (1;00) i dowolnyc 1lcz oatlnlc p, q¢: | dy, gdy”.

c) log%2<log%mglog%1 P < ¢ 108,p L7 108.q

Funkcja y = log1 = jest 9. Rozwiaz nieréwnosé.

malejqczi, wiec z € (1;2). a) 1<log, =<3 d) —2<log,z <4 g) |log,z| <5

d) logs 5z < logs = < logs 625 5
i AR b) 0 <logiz <4 e) —3<logy, <6 h) |log, x| > 5
rosngca, wiec x € (5;625). c) 0>log%m> —% f) —1 <10g%m<3 i) logil‘< 16

e) log, ; 10° <logy,z < ‘

<logy, 10°° E")' Uzasadnij, ze wykres funkcji f(z) = log, z, gdzie a > 0, a # 1, © > 0,
Funkcja y = log, ; = jest ma- * jest symetryczny wzgledem prostej y = x do wykresu funkcji g(z) = a®,
lejaca, wiec x € (107%;10%). gdzie z € R.

f) log2 % <logz2 x <logz 2%

3 3 3 o o . .
Funkcja y = logz = jest W zastosowaniach, obok logarytmu dziesi¢tnego, czesto wystepuje loga-
malejaca, wiec ve (£:3). rytm przy podstawie e, gdzie e = 2,718281828... (patrz str. 291).

g) —5 <log,z <5 Logarytm ten nazywamy logarytmem y !
log, 55 < log, # < log, 32 naturalnym. Zamiast pisa¢ log, x, uzy- el ﬁ L
Funkcja y = logs « jest wamy oznaczenia In x. = no
rosnaca, wiec e € (35;32). \ Na rysunku obok przedstawiono wy- /%Lf\;:\::?
h) log, < —5 lub logy z > 3 kres funkcji f(x) = Inz. Dla poréw-  ~

log, x < log, 3 nania w tym samym ukladzie wspél- 5 X
lub log, z > log, 8 rzednych narysowano wykresy funkcji

Funkcja y = log, « jest rosna- g(x) =log, z i h(x) = log; x. //

ca, wiec z € (0; §) U (8;00).

i) -4 <1 <4 .

i) ~d<logy o< . 11. Oblicz: a) lne, b)Inl, ¢)Ine*, d) Inl.

log%81<log%x<log%8—l ¢

Funkcja y = logy x jest 10. Punkt (z,y) nalezy do wykresu funkcji f(z) = log, = wtedy i tylko wtedy,

malejaca, wiec 2 € (g5;81). gdy a¥ = =, czyli punkt (y,z) nalezy do wykresu funkcji g(z) = a®.
Zatem oba wykresy sa symetryczne wzgledem prostej y = x.

11.a) 1 b)0 c¢)4 d) -1

6. Funkcja wyktadnicza i funkcja logarytmiczna



6.9. Przeksztalcenia wykresu
funkcji logarytmicznej

Przyktad 1

Naszkicuj wykres funkcji g(z) = loggz +2. Y Ny
Wykres funkcji ¢ mozemy otrzymaé przez S
przesuniecie wykresu funkcji f(z) = log, = () = loga !
o 2 jednostki w gére, czyli o wektor [0, 2]. / L i

—
—

Dziedzina funkcji g jest zbiér D, = (0; 00),
a asymptota pionowg jej wykresu — prosta /
z = 0.

Przykfad 2
Naszkicuj wykres funkcji g(z) = logy 2 —3.

—

Wykres funkcji ¢ mozemy otrzymacé przez

przesuniecie wykresu funkeji f(z) = logy @ o] 1 L) gy X
o 3 jednostki w dét, czyli o wektor [0, —3]. \ D e
Dziedzing funkcji g jest zbiér D, = (0; 00),

a asymptota pionowg jej wykresu — prosta 9(7) < | g1 iy

xz=0. \\\\\L\

Cwiczenie 1

Naszkicuj w jednym uktadzie wspéirzednych wykresy funkcji f, g i h.
a) f(z) =logyz, g(x)=logyxz+1, h(z)=Ilogyz —3

b) f(z) =logy z, g(z) =logyx+2, h(z)=logyz—4

Przyktad 3
Naszkicuj wykres funkcji g(z) = logs(z — 4).

Wykres funkcji ¢ mozemy otrzymaé przez przesuniecie wykresu funkcji
f(x) =logs x o 4 jednostki w prawo, czyli o wektor [4,0].
Dziedzina funkcji g jest zbiér D, = (4;00), a asymptota pionowa jej wykresu
— prosta x = 4. Miejscem zerowym funkcji g jest liczba 5.

Uczen:
— szkicuje wykres funkcji loga-

rytmicznej, stosujac poznane
przeksztalcenia, i okresla jej
wtasnosci,

wyznacza dziedzine funkcji
logarytmicznej,

rozwigzuje zadania z para-
metrem dotyczace funkcji
logarytmicznej,

rozwigzuje nieréwnosci
logarytmiczne, korzystajac
z wykresu odpowiedniej
funkcji logarytmicznej,
rozwiazuje graficznie
rownania, znajdujac na
rysunku punkty wspélne
wykresu funkcji logaryt-
micznej i prostej,

zaznacza w uktadzie wspot-
rzednych zbiory punktow,
ktorych wspétrzedne

Sg opisane za pomoca
nierownosci logarytmicznych.

Cwiczenie 1
a)
v —logo X + X/
g\r) —_—
;//ne". €L
. i
ol|/A — a2 X

W _\oga2 "
8 s 1
ke

Y I o
Fla)=logs \ iz pa—
. ~__
= = o) = Tomsr = 1) ) T
7 2
ol /1 / X Wl g
/ | =i
Multite4a

® Przeksztatcanie wykresow funkcii
logarytmicznej (1)

® Przeksztatcanie wykresow funkgji
logarytmicznej (2)

e Skala logarytmiczna
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Cwiczenie 2

a) D = (1;00),
f(z)=0dlaz=2,
asymptota: x = 1,

f(z) > 1dlaz € (3;00)
b) D = (~2;00),
f(z)=0dlaz=—1,

Przyktad 4

Naszkicuj wykres funkcji g(z) = log, (z+2). Y

Wykres funkcji ¢ mozemy otrzymadé przez ) ﬁ\og,\(lf*ﬂ
przesuniecie wykresu funkcji f(z) = log, x 1 = ] — —
o 2 jednostki w lewo, czyli o wektor [—2,0]. 5 . fla) = .

Dziedzina funkcji g jest zbiér D, = (—2;00),

asymptota: © = —2, ) -
f(x) =1 dla z € (0;00) a asymptota pionowa jej wykresu — prosta
¢) D = (—4;00), x = —2. Miejscem zerowym funkcji g jest
f(z)=0dlaz=-3, liczba —1.
asymptota: x = —4,
f@)>1dlaze (-4 -33) Cwiczenie 2
Cwiczenie 3 Okredl dziedzine funkcji f i naszkicuj jej wykres. Wyznacz miejsce zerowe tej
a) D =(200), =2 funkcji oraz réwnanie asymptoty pionowej jej wykresu. Odczytaj z rysunku
Y 7 — zbidér rozwigzan nieréwnosci f(x) > 1.
a) f(z) =log,(z —1)  b) f(z) =logy(x+2) ¢ f(x)=logy(x+4)
ol 11/ o Cwiczenie 3
/ Okre$l dziedzine funkcji f i naszkicuj jej wykres. Podaj rownanie asymptoty
{ pionowej wykresu tej funkcji.
b) D = (1;00), z = 1 a) f(x) =logy(z —2)+1 d) f(z) =logi(z +3)+2
v b) J(2) = logy(z— 1)~ 2 &) J(x) = log,(w —1) - 3
\ ¢) f(x) = logy(a +2) ~ 1 ) f(2) =logy (@ +2) -2
ol 1\ X !
Przyktad 5
f Na ponizszych rysunkach przedstawiono wykresy funkeji f(x) = log, x oraz:
~ g(z) = —logy @ h(z) = logy(—z)
¢) D =(~200), 2= 2 v N 4, v §
Y \ P el . ‘og P
1 i s = \ N 4 ) :
1 X ) .
o| N1 X O| /1 X
[ B v i
d) D= (-3;00), z=-3 o o I
\ Y D, = (0;00) Dy, = (—00;0)
Wykres funkcji g jest symetryczny do Wykres funkcji h jest symetryczny do
T i\ wykresu funkcji f wzgledem osi OX. wykresu funkcji f wzgledem osi OY.
ol 1 Ke Zwroc uwage, ze: —logy x = log% T.
e) D= (1;00),z=1 f) D= (-2;00), x = —2
Y
(0] X ol 1 X
f
- ~_ J
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Cwiczenie 4

Cwiczenie 4
Okresl dziedzing funkcji f i naszkicuj jej wykres. a) D = (—o0;0)
T Y
a) f(x) = logs(—x) b) f(z) = log;(—x) c) f(x) =logi(—z) +2 — 7 5
Przyktad 6 1x
Wykresy funkcji f, g i h otrzymano przez odpowiednie przeksztalcenie wy- \
k funkeji y =1 , gdzie z > 0.
resu funkcji y = log, x, gdzie x b) D = (—00:0)
Y Y Y %
\ fo i
A\ Jo A2 : |
_ N |
ol 1 X X Ol | X (L0 1X
f(z) = |log, a] 9(x) = log, o] h(x) = [log, |e]| 9 D= (~o0i0)

Dy = (0;00) Dy = (—00;0) U (0;00) Dj, = (—00;0) U (0; 00) o
Cwiczenie 5 v
Naszkicuj wykres funkcji g. W tym celu wykonaj odpowiednie przeksztalcenie _ :
wykresu funkcji f(z) = logy x. Podaj dziedzing funkcji g. o] 1x
a) g(@) =|logyal  b) g(a) = logy lal ©) 9(x) = [logy |al| Cwiczenie 5

? ? ? a) D = (0; 0)
Y
Przykfad 7
Na rysunku przedstawiono wykres y \g
funkeji f(x) = |log, |x|| — 2, gdzie 1
x € R\{O}. Z Wykr.esu mozemy c.)d— ] ! ol 1 ba
czytac liczbe rozwiazan réwnania: / \ b) D =R\ {0}
log, Jal| =2 = m : = v
w zaleznosci od parametru m. ?) \ vy A
Réwnanie ma: /\g
« 0 rozwiazan dla m € (—oo0; —2),
« 2 rozwiazania dla m = —2, O 1 X
« 4 rozwigzania dla m € (—2;00).
Cwiczenie 6 ¢) D=R\ {0}
Podaj dziedzine funkcji f i naszkicuj jej wykres. Podaj wzér funkeji y = g(m) Y
opisujacej liczbe rozwiazah réwnania f(x) = m w zaleznoéci od parametru m, A
a nastepnie naszkicuj jej wykres. /1\g
2) J@) = llogsal =1 b) (@)= [logylal| @) f(a) = logs (] +4) ALVZE -
Cwiczenie 6
a) Dy = (0;00) b) Dy = (—00;0) U (0; 00) ¢) Dy =R
Y Y N Y L
A . T J\ — s =
O\l X o 1 X !
o] 1 X
0 dla m € (—oo; —1) 0 dla m € (—o0;0) 0 dla m € (—o0;2)
g(m)=< 1dlam= -1 gm)=¢2dlam=0 g(m) =< 1dlam=2
2 dla m € (—1; c0) 4 dla m € (0;00) 2 dla m € (2; )

6.9. Przeksztatcenia wykresu funkcji logarytmicznej



Odpowiedzi do zadan Zadania
1.a)4 b) 3 ¢ 35
2.a) D=(-3;00), z=—3 1. Naszkicuj wykres funkcji f. Wyznacz jej miejsce zerowe.
b) D = (1;00), z =1 a) f(x) =logyz —2 b) f(x) =logsz+1 c) f(z) =logixz—2
c¢) D=(-200), z=-2 :
.a) D= (—1;00), 2. Okresdl dziedzing funkcji f i naszkicuj jej wykres. Podaj réwnanie asymp-
f(z) <0dlaze (—1;3) toty pionowej tego wykresu.
b) D = (1ic0), 2) f(z) =logy(x+3) b) f() =logs(w—1) ) f(x) = log)(z+2)
f(z) <0dlaze (3;00) 3
c) D= (2;0), 3. Okreél dziedzine funkcji f i naszkicuj jej wykres. Podaj zbiér argumentéw,
fl@)<odaze(23) dla ktérych funkcja f przyjmuje wartosci ujemne.
d) D =(—3;00),
f)(x) Y Pk . a) f(z) =logy(z +1) -2 d) f(z) = logy(z +3) — 1
& D — (—ii00), b) f@) =logyle—1) 1 ¢) fla)=logy(x+4)+1
f(x) <0dlaz € (-2;500) ¢) f(z) =logs(z —2)+3 f) f(z)=logi(z—1)—3
f) D = (1;00), ’
f(z) <0dlaze (2£;00) 4. Okresl dziedzine funkeji f i naszkicuj jej wykres.
- a), b) D = (0;00) a) f(r)=2—log,w c) f(xz)=logs(—z)—2
RO b) fa)=~1-1 Q) f(a) = logy(~2) +3
&) D= (—o0:1) x) = 0g1 z) =logi(—z
b) D = (—o0;-2) 5. Okredl dziedzing funkcji f i naszkicuj jej wykres.
D = (—o00;—1
b= oy a) f(@) =logs(1—2)  b) f(w) =logy(~2— ) ©) [(x) = logy(~1 - )
.a) D= (2;00),
fle)=0dlaz=3, 6. Okresl dziedzine funkcji f i naszkicuj jej wykres. Odczytaj z wykresu miej-
maleje w (2;3), sca zerowe oraz przedzialy monotonicznosci funkcji f.
rosnie w (3; c0)
b) D = (=1;00), a) f(z) =|logs(x —2)] ¢) f(z) =logy |z —2| ) f(x)=logy(|z[—1)
f)=0dlaxz=0, :‘ ’ _ _
&) =0z~ b) J@) = [logy (e + 1)| ) F(a) =logy e +1] 1) () = logy(Ja] +1)
rc))s;e Wlé(i’{?}) 7. Podaj liczbe rozwiazan réwnania w zaleznosci od parametru m.
c = ,
fl@)=0dlaz=1,z=3 a) ‘log% le( —4=m  b) —|[log|z|][+2=m c) [logaz®|+4=m"
maleje w (—o0;2),
ro$nie w (2; 00) 8. Naszkicuj wykres odpowiedniej funkcji i podaj zbiér rozwiazan nieréwno-
d) D=R\{-1}, dci.
=0dl = =2, iz =),
) a) flogs [z]] > 1 b) log (Ja] +2) < ~2  ¢) ~logy(Js| —1)>0
H)lalgje Vz =5 O?; (1;00) 9. Rozwiaz graficznie réwnanie.
e = (—o0;—1) U (1;00),
f@)=0dlaz=—2 =2, a) logi(z+1)=—32  b) |logya| =32 —35 ¢ —logy(—z)+1=|z|
i?)zlﬁfvzv((;zj); -, 10. Zaznacz w ukladzie wspélrzednych zbiory AN B oraz A\ B.
f) D=R, f(z) =0dlaz =0, a) A={(z,y) e R? :y <logy(z +5)}, B={(z,y) ER*:y > |z +2[}
rosnie w (~00;0), b) A= {(z,y) €R*:y>logy(|z[ +1)}, B={(z,y) eR*:y <5~ |z}
maleje w (0; 00)
: zzi)d(idlam€4(—oo;—4), 9.a)z=0,z=3 b)z=1,2z=3 ¢c)z=-1
am=—4, N
b) 0 dla m € (2:00), C e ANB
2 dlam = 2, N ol S
4 dla m € (—o0;2) % _ 7 1 A
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Skala logarytmiczna

Gdy poréwnujemy wielkosci fizyczne, ktdre przyjmujg wartosci

z szerokiego zakresu, wygodniej jest poréwnywac ich logarytmy.

W ten sposob powstaje skala logarytmiczna, na ktérej w rownych
odstepach umieszczone sg logarytmy wartosci tych wielkosci fizycznych.

Dzwiek p

Natezenie dzwieku i poziom natezenia dzwigku to wielkosci fizyczne 1 O

zwigzane z falg dzwiekowa. Zachodzi miedzy nimi zaleznosc: ki
L=10-log;

gdzie:

|- natezenie badanej fali dzwiekowej w watach na metr kwadratowy (W/m?),
Io = 1072 W/m?2-prog styszalnosci (dolna granica zakresu styszalnosci
dla czestotliwosci 1000 Hz),

L — poziom natezenia dzwigku.

Poziom natezenia dzwigku podawany jest w decybelach (dB).

Na przyktad jezeli podczas koncertu rockowego natezenie dzwieku jest
réwne 1 W/m?, to poziom natezenia dzwigku wynosi:

L=10"log 2z=10-1og 10" =10 - 12 =120 [dB}]

Na osi ponizej pokazano natezenia dzwiekéw z réznych zZrédet (skala liniowa) i odpowiadajace
im poziomy natezenia dzwigkéw (skala logarytmiczna). Zwré¢ uwage, ze wzrost poziomu natezenia
dzwieku o 30 dB oznacza tysigckrotny wzrost natezenia tego dzwigku.

szelest cicha
lisci rozmowa odkurzacz koncert rockowy

1000 razy wiecej natezenie
dzwigku [W/m?2]

10~ 107" 107 10-° 108 10" 10°® 10=° 10™* 10® 102 107" 1 10 102

Il L Il Il il Il Il Il Il Il Il Il Il Il Il »
T T T T T T T T T T T T T T T =

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 140

{ { { poziom natezenia

0 30 dB wiecej dzwieku [dB]
prég woda wyptywajaca granica bolu

styszalnosci z kranu

El O ile decybeli wzrosnie poziom natezenia dzwigku,
jezeli natezenie dzwigku wzrosnie dwukrotnie?

1. Ly — L1 = 10 - log 1255 — 10 -log 1557 = 10 log (7257 : 15o1z) = 10log2 ~ 3 [dB]

Skala logarytmiczna



Uczen:

— stosuje twierdzenie o zmianie

podstawy logarytmu przy
przeksztatcaniu wyrazen
z logarytmami,

— stosuje twierdzenie o zmianie
podstawy logarytmu do obli-

czania wartosci wyrazen
z logarytmami,

— wykorzystuje twierdzenie
0 zmianie podstawy
logarytmu w zadaniach na
dowodzenie,

— udowadnia twierdzenie
0 zmianie podstawy
logarytmu.
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Twierdzenie o zmianie podstawy logarytmu

Jesli a, b i x sa liczbami dodatnimi oraz a # 11 b # 1, to:

log, x

log, © = oz b

Dowéd
Niech a, b i x beda liczbami dodatnimi oraz a # 1 i b # 1. Niech p = log, x,
q = log, b, wowczas:

xr="0b, b=al

r = (a%)? =al'?

Korzystamy z definicji logarytmu.
Korzystamy z wlasnoéci dziatan
na potegach.

Korzystamy z definicji logarytmu.

q-p=1log,x
log, b log, x = log, a:/ :log, b log,b#0, gdyz b # 1.

log, x
log, b

log, = =

Przykfad 1
a) Przedstaw log, 9 w postaci logarytmu o podstawie 2.

_ logy9 _ logy9

= logd — 2 f§10g29f10g292 =log, 3

log, 9

b) Przedstaw log, 9 w postaci logarytmu o podstawie 0,25.

9— logg 259 _ logp 259

_ _ -1 1
logoasd | -1 - 1Ogo,zs 9= 10g0,25 97" = 10g0,25 9

log,

Cwiczenie 1
Przedstaw podany logarytm w postaci logarytmu o podstawie c.
c) log, 11, c¢=49
d) log 625, ¢=0,1

e) log,6, c=13

f) log1 12, ¢=3

a) log,, 7, c=10
b) logg3, ¢ =2

Wzér z twierdzenia o zmianie podstawy logarytmu czasem wygodnie jest za-
pisa¢ w postaci iloczynu:
log, b - log, x = log, x

] Cwiczenie 2
Udowodnij podana réwnosé.
a) log, 3 -logs 4 -log, 5-log; 6 -logs 7 -log,8 =3
b) log0,1 -log, , 0,01 - log o; 0,001 - log g, 0,0001 = —4

Cwiczenie 1 Cwiczenie 2

RpT—— VElon e
b)}zg—zgzlog%széloggi%:lo&% ;30g:2P-0g6 = 10836 =
o) e — l"ﬁ%ﬁ = 2log,g 11 = log,y 121 b) L =1log 0,01 - log, o; 0,0001 =

=log0,0001 = —4=P

logp,1 625 _ logp 1625 _ 1
d) Togo110 -1 logy,; 625 = logo 1 533
log% 6 log% 6 q
e) m: 7 :—log%ﬁzlog%g
2
logz12 _ logz12 _ _ 1
) gl = T = logs 12 = log; 15

6. Funkcja wyktadnicza i funkcja logarytmiczna



(0] Cwiczenie 3
Wykaz, ze jesli liczby a i = sa dodatnie oraz a # 1, to:
a) log 5 = log, 22, b) log,. z = log, V.

@ Cwiczenie 4
Uzasadnij podany obok wzor.

Jeslia>0ib>0o0raza#11ib#1, to:
1

log, a = Toa. b

@ Przykfad 2
Wykaz, ze jeslia > 11ib> 1, to log, b+ log, a > 2.

Podstawiamy t = log, b. Poniewaz log, a = ;b’ otrzymujemy:

log
b4 >2
Przy podanych zalozeniach ¢ > 0, zatem obie strony nieréwnosci mnozymy

rzez t: G . .
p Zwroe uwage, ze kolejne

t?+1>2t
2 —2t+1>0
(t—1)2>0

co konczy dowdd, gdyz ostatnia nieréwnos¢ zachodzi dla dowolnego t € R.

nieréwnosci sg rownowazne.

[0] Cwiczenie 5
Udowodnij podana wlasnosé.

a) Jeslia € (0;1)1b € (0;1), to log, b+ log, a > 2.
b) Jesli a € (1;00) 1 b € (0;1), to log, b+ log,a < —2.

Zadania

1. Przedstaw wyrazenie w postaci logarytmu o podstawie 2.
c) log 511 e) log, 6 + logg 6
d) log1 9 f) logi 3 +log1 3 +1ogy 155 3

a) logs3
b) logy 57

@ 2. Wykaz, ze podana réwnosé jest prawdziwa.
a) log, 25 + log, 25 = log, 125 c) logy 4 + logy 4 = log1 0,125

b) log; 4 4 log o, 16 = log = d) logy 9 +log, 9 = log, 3

3. Wyraz liczbe a za pomoca p, jesli p = log, 2.
c) a=log 4
d) a = logg, V2

a) a =logy 2 g) a =1logy; 35

h) a = logy 5 @

e) a=log, 18

b) a=log, 2 f) a=1logysz6

2. a) L = log, 25 + ll"ogg?2245 = log, 25 + l‘)g+25 = log, 25 + %log2 25 = %log2 25 =
=log, 25% = log, 125 = P

0] 0, 0, 0] — _1
b) L = s + nogoor = 2+ + %% = —log4 — 3log16 = log4™' +1log 1677 =
:logi—klogi:log%:P
log%él log%él log% 4 log% 4 1 3
C)Lzlogl3+logl9: I+ —5—=-log14—3logid=—35log14=
3 3
:log% 4% :log% % :log% 0,125 =P
d) L= (2827 4 pag — 0620 4 1820 = —log, 9 + 5 log, 9 = —3log; 9 =

=1log, 977 = log, i1=P

Cwiczenie 3
_ log,x _ log,x __
) L= ot - e

= 2log, x = log, x*> = P

b) L= log,x _ loggx _

loggaa? — 2
= %logaleoga\/_:P
Cwiczenie 4
log, a = llZi‘;‘Z = @
Cwiczenie 5

a) Podstawiamy t = log, b.

. . _ 1
Poniewaz log, a = Toarb"

otrzymujemy: ¢t + % > 2.

Przy podanych zatozeniach ¢ > 0.
Obie strony nieréwnosci mnozy-
my przez t:

241> 2
2 —2t4+1>0
t-1)2>0

co konczy dowdd, gdyz ostatnia
nieréwnos¢ zachodzi dla dowol-
nego t € R.

b) Podstawiamy t = log,, b.
Poniewaz log, a = @,
otrzymujemy: ¢ 4 % < -2,

Przy podanych zaltozeniach ¢ <0.
Obie strony nieréwnosci mnozy-
my przez t:

241> -2t

P +2t+12>0

(t+1)>>0

co konczy dowdd, gdyz ostatnia
nieréwnos¢ zachodzi dla dowol-
nego t € R.

Odpowiedzi do zadan
1. a) log, V/3 b) log, %

c) log, 121 d) log29_%

e) log26% f) 10g23_%
3.a)a=3p b)a=—-1p

c)a=4p d)ya=1p

e)a=-2-—p f)a=3+3p

gla=—-35—3p hya=—3p

6.10. Zmiana podstawy logarytmu



o
~

z=5 b)z =281 4.
c) =19 d) z=10°- {100
o)L= g s

_ logs3 _ logo3
= e = [D] 5.
=2log,3=2a=P
_ 1 _ logo3
C)L_log'z% _10g22%_
logo 3

1
=183 = _llog, 3=
— 1. _

——ga—P
_ 1 2 _ 1 —
L =1igs ~mm@s =~  [D]6.
— 1 -1 _p
~ logg 3+logo2 T at+1l

e) L =log, V3 +log, 9 =
:log23% +log, 3% =

= 1log, 3+ 2log, 3 =
=25logy 3 =25a=P
f) L =log, V3 +log, 9 =
:log23% +log, 3 =

= 1log,3+1log, 3 = 8.

=15logy3=15a=P

logag »
1

=9log,sx =9t

2 _ log, z2
~ logg a?

=log,z =P

.a) L=log,2x

_ 2log, x
2

logaz  _
log, ¥a
= 3log, =z =

b) L =log g,z =

_ log,x
1

=log,2* =P

_ _ log,z __

&) L=logy o = faf =
a

_ loggz _ —

=—=4—=—log,z=P

_ logga™ __

~ logga™ T

d) L =log,n 2"

_ nlog, x
— n

=log,z =P
e) L=log gz = #lcl;i"\‘% =
— 8% _ plog, =

f)

_ log, x
P

log,z" =P
logg @ _
log, aP

L =log.,, z =

=l

=log,z? =P
. a,be,d € Ry \ {1}
a) 2 b) -2

10.

.

% log, z = 9.

Oblicz x.
a) log, x = logg, 125 c) log, x = logg 27

b) log, z =log ;53 d) log, x = log, 5 10°

Wykaz, ze jezeli log, 3 = a, to:

a) log,3 =%, d) log62:$,
1 1
b) log\/g3 = 2@, W @ = 2,5@,
1 _ 1 1 1 o
c) ogs T = 5@, f) og.22 + omed — 1,5a.

Niech a i z beda liczbami dodatnimi oraz a # 1. Wykaz, ze jesli:

a) log zx =1, tolog,.x =1 b) log,s x = t, to log sz x = 9t.

Wykaz, ze jeSli a > 0, a # 11 x > 0, to prawdziwy jest podany wzor.
a) log,. 2* =log, © d) log,» ™ = log, x, gdzie n € N

b) log ¢z = = log, x* e) log gz =log, ", gdzie n € N

c) log% r=—log,x f) log,, x = logaaj%, gdzie p # 0

Wiadomo, ze log, a = . Podaj konieczne zalozenia i oblicz warto$¢ wyra-
zenia.
a) log,b-log, c-log.d

b) logs ; - log, ¢ - log1

ol
Ul

Wykaz, ze jesli a € (0;1) i b € (1;00), to:
1 1
) log, b

d) logib—&—logﬁb > —1.

a) log, b —log?b < 0,

logga =~ 2

b) log; a + log1 b >0,

Wyznacz dziedzine funkcji f i naszkicuj jej wykres.
a) f(z)=log, Vx +log,x
b) f(z) =log, z* —log 5

¢) f(z) =log,x* + logy 2
d) f(z) = logga® —log 5 2*

Przeczytaj podany w ramce przyktad.

Korzystajac z odpowiedniego kalkulatora, oblicz wartosé log, 5 z do-
ktadnoscia do trzech miejsc po przecinku.

_ log5 ,_ 0,69897
T log3 " 0,47712

logs 5 ~ 1,465

Oblicz wartos¢ logarytmu z dokladnoécia do trzech miejsc po przecinku.

a) logy 7 b) logs 3 c) log, 59

Niech ¢ = log, b. Przy podanych zalozeniach ¢ < 0. 10. a) D = (0; ),
a) log,b—log2b=1t—t><0 f(z) =logy
b) Przy podanych zalozeniach log; a > 0 oraz b) D = (0; o0),
log1 b= @ = —@ > 0, zatem log; a + log1 b > 0. f(x) =2log,
1 _1 241 _ (41?2 ¢) D=R\{0},
©) logab+10g“b+2_t+t+2_ t ==5 <0 f(z) = —log, ||
1 1
Zatem log, b logy a <2 d) D = (O§ 00)7
d) 10g\/ab:k1§g—“;5:w:210gab f(z) =—Tlog, =
Z 2
log2b+2log, b+ 1=t +2t+1=(t+1)>>0 11. a) 1,771
Zatem log2 b+ log = b > —1 b) 0,613
“ vEr e c) —3,170
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6.11. Funkcje wyktadnicza i logarytmiczna
— zastosowania

B Wzrost wykfadniczy

Przyktad 1

Pewne doswiadczenie polegalo na bada- Yy
niu wzrostu liczebnosci kolonii bakterii. Na
poczatku do$wiadczenia byto 100 bakterii.  ggg

Stwierdzono, ze liczba bakterii podwaja si¢ 7
w ciggu péltorej godziny. Zgodnie z mode- 600 _ :
lem teoretycznym liczbe bakterii, w zaleznosci 500 /

od czasu t mierzonego w godzinach, wyraza 100 ‘ /
wzér: ¢
Y=UYo-a 300
gdzie y, jest poczatkowsg liczbg bakterii, na- 200 / .
tomiast a — pewna stala. Aby wyznaczy¢ Loob—" =100 -25°
stala a, zauwazmy, ze dla ¢ = 1,5 zachodzi
ré6wnoéé 200 = 100-a5. Stad @ = 23 ~ 1,588. o 1 2 3 [h]
Cwiczenie 1

Po dwoch godzinach od rozpoczecia pewnego do$wiadczenia liczba bakterii
byta réwna 1200, a po szesciu godzinach wzrosta do 10800. Liczbe bakterii,
w zalezno$ci od czasu t mierzonego w godzinach, wyraza wzoér:

y=yo-a
gdzie yq jest poczatkowsq liczbg bakterii, natomiast a — pewna staty. Oblicz,
ile bylo bakterii na poczatku doswiadczenia, a ile po 10 godzinach.

B Rozpad promieniotworczy

Wzér m = my- (%) T opisuje mase probki promieniotworczego izotopu o okresie
polowicznego rozpadu T, po uplywie czasu t (my oznacza mase poczatkowa
prébki). m
100

Przykladowo okres potowicznego rozpadu ra-
du-226 jest réwny 1600 lat. Jesli masa po- 75
czatkowa mg prébki tego izotopu byta réwna 50
100 mg, to po uplywie ¢ lat masa dana jest za

25

pomocyg wzoru: .
m =100- (3) "™ 0

1600 3200 4800 6400 ¢

Uwaga. Czas t powinien by¢é podany w tych samych jednostkach co okres potowicznego
rozpadu T (w tym przypadku jest podany w latach).

Cwiczenie 1

10800 = o - a® = yo - a® - a* = 1200 - a*
at=9

a=+3

1200 = yo - (v3)”

Zatem yo = 400.

Po 10 godzinach: y = 400 - (v/3)"" = 97200.

Uczen:
— wykorzystuje funkcje

wyktadnicza i logarytmiczna
do rozwiazywania zadan
osadzonych w kontekscie
praktycznym, dotyczacych
wzrostu wyktadniczego

i rozpadu promienio-
twérczego.

Multitefa

® \Wzrost wyktadniczy w przyrodzie
* Datowanie radioweglowe
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Cwiczenie 2

) 12,5 =100 - (3) ™
B =3=0)
o =3
t = 4800 lat

b)001_1024 (

1
2
(%) T 1024 (

)
%)

m =10
t = 16000 lat
Cwiczenie 3

m = 0,25mg

t
SOk
5 =2
t = 56 lat
m = 0,125mo
(3)* =3

8

3% =3
t = 84 lata
Masa prébki zmniejszy sie o 75%
po 56 latach, a o 87,5% po 84 la-
tach.

N[

Cwiczenie 4
) 0 5= ( )5700

5700 =1
t = 5700 lat

b)025—( )5700

5w =2
t = 11400 lat

Komentarz

Zauwazmy, ze w ¢wiczeniu 4.
nie s potrzebne powyzsze
rachunki. Zawartos¢ izotopu
zmniejszy sie o 50% po 5700
latach, bo jest to okres jego
potowicznego rozpadu. Poto-
wa, ktora zostanie, rozpadnie
si¢ na p6t po kolejnych 5700
latach, czyli zawartos$¢ izotopu
zmniejszy sie o 75% po 11400
latach.

Cwiczenie 2

Po jakim czasie z probki radu-226 o masie:
a) 100 mg zostanie 12,5 mg tego izotopu,
b) 10,24 mg zostanie 0,01 mg tego izotopu?

Cwiczenie 3

Okres polowicznego rozpadu strontu-90 jest réwny 28 lat. Po jakim czasie
poczatkowa masa probki tego izotopu zmniejszy sie o 75%, a po jakim czasie
0 87,5%?

W Zyjacym organizmie (roSlinnym lub zwierzecym) stosunek iloéci radio-
aktywnego izotopu wegla *C do izotopu nieradioaktywnego 2C wynosi okoto
1,5 - 107'2. Po $mierci organizmu ilo$¢ radioaktywnego izotopu *C maleje
(okres jego polowicznego rozpadu wynosi okoto 5700 lat), a ilo$é izotopu *2C
pozostaje niezmieniona. Podczas prac archeologicznych pomiar zawartosci izo-
topu *C moze wiec stanowié podstawe okreélenia wieku znalezisk.

Przyktad 2

Oblicz przyblizony wiek znaleziska, w ktérym zmierzona
zawartos$é izotopu *C jest réwna 66% poczatkowej za-
wartosci tego izotopu.

Korzystamy ze wzoru: m = my - (%) %,
gdzie T' = 5700 lat.
m = 0,66m,, zatem otrzymujemy:
0,66 = (1)
log 0,66 = log (1) o
log 0,66 = 5700 log 0,5

log 0,66
t = 5700 - mgg—o,s ~ 3417
Znalezisko ma okolo 3417 lat.

Cwiczenie 4
Oblicz przyblizony wiek znaleziska, w ktorym zmierzona zawarto$é¢ izotopu
14C jest mniejsza od zawartosci poczatkowej o: a) 50%, b) 75%.

Cwiczenie 5
W pewnym znalezisku stosunek iloéci izotopu wegla *C do izotopu 2C wynosi
1,875 - 10713, Oblicz przyblizony wiek znaleziska.

Cwiczenie 5
m_ _ 1,875-10°13 1

mo 1,510-12 — 8

5700
t = 17100 lat

6. Funkcja wyktadnicza i funkcja logarytmiczna



Zadania

1.

4

wany jest wzorem:

a) Oblicz okres polowicznego rozpadu jodu-131, jesli wiadomo, ze z prébki
o masie 4,8 g po szesnastu dniach zostalo 1,2 g.
b) Po siedmiu dniach z 40 g neptunu-239 zostalo 5 g tego izotopu. Oblicz

okres jego polowicznego rozpadu.

Jednym z radioaktywnych odpadéw w elektrowniach jadrowych jest plu-
ton-239. Oblicz okres polowicznego rozpadu tego izotopu, jesli wiadomo,
ze po 100000 lat jego masa zmniejsza sie o 75%.

Oblicz przyblizony wiek znaleziska, w ktérym zmierzona zawartosé izotopu
14C jest mniejsza od zawartosci poczatkowej o: a) 20%, b) 80%.

Oblicz przyblizony wiek znaleziska, w ktérym stosunek ilosci izotopu *C
do iloéci izotopu *2C jest réwny 1:10'3.

Oblicz, ile procent poczatkowej zawartosci izotopu **C znajduje sie w:

a) egipskiej mumii majacej 3330 lat,

b) kosci zwierzecia majacej 17000 lat.

Czy wiesz, ze...

W niektérych modelach wzrostu liczby ludnosci zaktada sie, ze wzrost ten

ma charakter wyktadniczy. Przyjmijmy, ze wzrost liczby ludnosci opisy-

N = N, - e

(liczba e — patrz str. 291), gdzie Ny jest poczatkows liczba ludnosci, t — cza-
sem mierzonym w latach, N — liczba ludnosci po uplywie czasu ¢ oraz
k — odpowiednio dobrang stata.

Wyznaczmy stata k dla USA w latach 1900-2000.

Rok 1900  Rok 2000
76 min 275 mln
Liczba ludnosci USA

7Z tabeli odczytujemy: Ny = 76 mln, N = 275 mln,
t =100 lat. Otrzymujemy wiec:
275 = 76 - e100%

Stad 100k = In 22 (logarytm naturalny — patrz str. 308), zatem k ~ 0,013.

Aby obliczy¢ liczbe ludnosci USA w wybranym roku XX wieku, mozemy
skorzystaé¢ ze wzoru N = 76 - %013 odzie t oznacza liczbe lat, ktére

uptynety od 1900 roku. Obliczmy na przyktad liczbe ludnosci w 1950 roku:

N1950 =76 -¢e%91350 ~ 146 mln

oraz w roku 1990:
N1990 =76 ¢e%913 90 ~ 245 miln

m _ 10713 1

*mo 1,510 12 — 15

t
1 1\ 5700
-
log &+ =log (3) %™
1t 1
log 75 = 5755 108 5

t= 5700 - 215 ~ 22269 [lat]
CER

ca)m=mo-(3)°, 2 x67%

mo

b) m =mo -

Odpowiedzi do zadan

1.2) 1,2=438. (%)%

—
[N
~—

S~ I

3 N8N
Il

—
8 N|=
=)
H
Il
N

00 _
= 2

T = 50000 lat
3. a) m = 0,8mo
08= ()™
log 0,8 = log (3) w700
log 0,8 = =5 10g 0,5

t = 5700 - 12898 ~ 1835 [lat]

log0,5
b) m = 0,2mo
02= ()"
log 0,2 = log (%) w700
log 0,2 = =5510g 0,5
t = 5700 - 2&%:2 ~ 13935 [lat]

log 0,5

6.11. Funkcje wyktadnicza i logarytmiczna — zastosowania



Odpowiedzi do zadan
1. a) z = logs 6

b) z =3
c)x—log963
d)x—loggz
e)ac—log152
f)m—log
2.a) x =

b) z = log318
c)xz
d) z =

e) x=

3. 229”—8 2°+16=0

a)

(2”” 4)2 =0

Y= m=2
b)52””+5-5””—6:0
(5 —1)(5 +6) =0

5" =1, =0

c) 4.4 — 4.4 +1=0
(2-4°-1)>=0
4’”:%1
4" =472, g=-1
d)2** -3.2.2°48=0
(2% —2)(2° —4) =0

2% =2 lub 2% = 4
rz=1Ilubz=2

)" =2
—1lubz=0
) Obie strony réwnania

mnozymy przez 7°.

7" —14=5.7"

7 —5.7"-14=0

(7T+2)(7*"=T7)=0

=7 z=1
4.a)3°+3°=2-3"-2.377,

gdzie z # 0

3-37"=3"

31—90 — 335

I'—z =z, = %
b) Obie strony réwnania
mnozymy przez iloczyn
mianownikow.
6—3-2°+2-2% —
gdzie x # 0, z # 1
2 =4, =2
c) Obie strony réwnania
mnozymy przez mianownik.
1—4° =1- 2%, gdzie z # 0
1-2%=1-2%
z € R\ {0}

SIS

2=0,

6.12. Zagadnienia uzupetniajgce

B Roéwnania wyktadnicze

1. Przeczytaj podany w ramce przy-
ktad, a nastepnie rozwiaz réwnanie.

a) 5% = 61!
b) 11573 =

c) ¢

d) 3% =22
e) 4-277% =107 -
f) 5o+2 =162

33 T

+1 32z 2

4= 1
31‘71

2. Przeczytaj podany w ramce przy-
ktad i sprawdz, czy rownanie ma roz-
wigzanie bedace liczba catkowita.

a) 2-3* =63
b) 3* +3*71 —24 =0
o) ( )3z+1 (5)31 _ 19
d) 20401 42" =
e) 1671 4+ 427 4 2% — ._

3z+2

3. Rozwiaz réwnanie.

Rozwiaz réwnanie 7% = 4712,
7T = 42 4%
7" =164
7CE

(-

T = log% 16

Rozwiaz réwnanie 2273 4-2% = 54.
2v .28 4 2° = 54
827 427 = 54
9.2 =54 /:9
20 =6
x = log, 6

a) 47 —8.27416=0 ) 4-16" =47+ ] ) = ——=+2=0
b) 57t + 257 =6 d) 4" +8=3-2*"! fy 7—-14.-7*=5
4. Rozwiaz rownanie.
374377 3 2 1-4% .
) 3e_3-< =2 b) 2e_1 = 2-2% =0 ©) 1-2% =2+
5. Rozwiaz réwnanie.
a) 2-V3)"+(2+V3) " =2 b) 3-2v2)

Wskazéwka. W podpunkcie a) zauwaz, ze 2 + V3=

6. Rozwiaz réwnanie.

a) 8Z74Z+1+2I+2 :0
b) 87 — 42405 — 97 4 2 =
¢) 16° —5-8% 4471 =0
5. a) 2(2—3)* =2 6.
2-v3)T=1
z=0

b) Zauwazmy, ze 3 — 21/2 = 3+1
Niech t = (3+2v2)" >0
$+t=2

t?—2t+1=0

t=1

(B3+2v2)*=1, =0

6. Funkcja wyktadnicza i funkcja logarytmiczna

d) 81° —

+(3+2v2)" =
1
2-V3’

9" +9"* —9=0

e) 9V* —8.3" —9=0
f) 2.4v% —9.2V" 4+ 4 =0

T =
r=0lubx=1

)z =01lubz =2
x:OIubx:%
)z =4

)z =4



B Nierownosci wyktadnicze

7.

10.

11.

11.

Przeczytaj podany w ramce

e ey 4z qr+l
przyktad, a nastepnie rozwiaz RozwiaZ nieréwnosc 3*7" > 2.

nier6wnosé. 37t > 2
_6 il lo Korzystamy z réw-
a) 577 < 3 3 > 3% nosci: a!'°8a® = p.
b) 0,7°7° > 4 1> log, 2
c) (%)31_6 <0,1 x> —1+log,
Rozwiaz nieréwnosé. Zatem x € (—1 + log; 2;00)
a) 3"t <272 b)) 3" 55" ¢) 7T > 3% d) 0,222 < E
Rozwigz nieréwnosé.
a) 41—2 > 51+1 b) (%)z < (%)14-2 C) 212 '07521-4—0,5 > % d) 4% >1
Przeczytaj podany w ramce przyktad.
Rozwiaz nieréwnosé¢ 9% 4+ 7 - 3* — 18 < 0.
Podstawiamy ¢ = 3" (zakladamy, ze t > 0), wowczas t? = 97 i otrzy-
mujemy nieréwnosc:
t*+7t—-18<0
A=49+4-18=121,VA =11
_ -1 _ _ =T+l
tl—T——g, tz—%—Q ) 7
€ (—9;2)
Uwzgledniamy zalozenie, ze t > 0, i otrzymujemy ¢ € (0;2).
Wracamy do niewiadomej z: 3% € (0;2), czyli:
0<3*<2
< log, 2
Zatem x € (—oo;logs 2).
Rozwiaz nieréwnosé.
a) 16° — 47 <0 €) 22 -29-2>0 e - — = —4<0
b) 9" —3*2 >0 d)9*>10-3* -9 f) 47 +2°t1 <15
Wyznacz najwieksza liczbe catkowita speiniajaca nieréwnoéé
1 1 @ _ _8 1 _ 10

a) Podstawiamy t = 2% > 0, b) Podstawiamy ¢ = 2% > 0.

7.

10.

a) 533—6 < 510g53
x —6 <logs3
x < logs; 3+ 6
)07z+5 >07log0)74
x+5 < logy 4
x <logy -4 —5
11326 1ylog1 0,1

o (3)7 <(3) *®
3x—6>10g%0,1
x>2—llog1 10
a)3-3"<4.2°
(3)" <

T logg 3
(3 < (@)
x<log% =
3% <6255

4
3
4

d) 0,04 - 0,04° < 0,17
(0,4)" < 25

x> logoy4 25

>5.5%

a) 15
9
log% 80
w(%z<$2
T < —QIOg% 3
c) 23:2—235—0,5 S 91,5
z? =22 —05> 1,5

(x—1)2>0

x#1

d) 25 >0

x> —3

a) z € (—o0;0)

b) x € (—2;00)

c) z € (1;00)

d) z € (—o0;0) U (2;00
e) z € (—1;00)

f) z € (—o0;log, 3)

¢) Podstawiamy ¢ = (3)* > 0.

gdzie z # 0. t—6<3-2% > —10-t+16 <0
= < 1 2 —9t+8<0 € (2;8)

DD ~ wFneD <O € (1;8) E/ Y C
mlfﬁ<0 LS AR —1>zlubz> -3

Najwigksza liczba catkowita

€ (=11) oraz t >0, 5 NI
spelniajaca nieréwnosc jest 2.

zatem ¢ € (0;1)

0<2* <1

Najwigksza liczba catkowita
spelniajacg nieréwnosé jest —1.

6.12. Zagadnienia uzupetniajgce

Najwieksza liczba catkowita
spelniajacg nieréwnosé jest —1.



12.

13.

14.

15.

17.

18.

a)x<—\/71ubx>\/7
22 —7=9
rz=—4lubx =4

b)z <0lubz >1

2—x=2
z=—1lubx=2
c)0<x<9

9z — 2% =38
z=1lubz=38

d)z#1

|22 — 1] =8
22—1=8lubz?—1=-8
z2 =9 lub

x® = —7 (sprzecznosé)
r=—-3lubz=3

a) log,z = 1

2
x:\/§

c) log,(log, |z|) =1
log, |z| =2

|z| = 16
r=—16 lub x = 16

d) log 5(logs 2°) = 2

log; 2% = 2

x> =9
r=-3lubx=3
a)z=-2lubz=2
b) z =27
c)x=—-6lubz=6
d)yz=1

a)z=4 b)yz=3
cgz=2d)z=1
e)z=3 f)z=6
a)0<z<l1
I—z=uz, x—%
b)z>0,z#1
le—1| =1

z =0 lub z = 2, zatem x = 2
c)z>12, z#2
2> =52 +6=0
z =2 lub z = 3, zatem z = 3

a)rz=+lubz=1

b) z =11lub z =16

¢) z=1lubz =10

d) z =16
e)z=1lubz =14
f)z=2lubz=2

g) © = 155 lub = = 10000
h) z =1 lub = = 100

i) =

) o=2

B Réwnania logarytmiczne

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

16.

Przeczytaj podany w ramce
przyktad. Rozwiaz réwnanie.

a) logs(a? —7) =2
b) logy (2 —x) = —1
c) log,(9x —2%) =3
d) log, |2 — 1| =3

Rozwigz réwnanie.

a) log,(log, x) = —%

b) logs(logy x) =1
Rozwiaz réwnanie.

a) logg s(logs(2*+1)) =0
b) log;(log;(log; z)) =0

Rozwiaz réwnanie log,(2z — 4) = 2.
Zaktadamy, ze 2z — 4 > 0, czyli x > 2.
logs(2x —4) =2
2r — 4 = 32

Stad 2x = 13, czyli x = 6,5.

c) logy (logy(log, [z[)) =0
d) log, (log 5(logs 2?)) = 1

c) logs(logs(logs(z® —9))) =0
d) log (1 +1log(1+1logz)) =0

Rozwigz réwnanie. Podaj wykorzystane wlasnosci logarytmu.

a) log, x + log,(x — 3) =2
b) log(2x + 1) +1log(z + 1) =1
c) logs(4—x) —loggz =2

Rozwiaz réwnanie.

a) log, x + log,x =9

b) logx —logy,(z +3) =1

Rozwiaz réwnanie.
a) log,(1—x)=1
Rozwiaz réwnanie.
a) logiz + 3log;x = 0
b) logs x — log, z* = 0

c) logz — L —o¢

logx

d) log, x + 24/log, x = 8

1
logy x

e) 2log,x =1+

b) log, |z —1| =0

d) log, z + log,(z +3) =2
e) log;x =1 —logy(z — 2)
f) log, (4z +8) —log,; (10 —z) = —3

c) log,x —2log,(xz —1) =2
d) log (3 + 2?) = Llog g5(x — 2?)

c) log, 1)(3z —5) =2

f) loggy5 r—logysr—2=0
g) log®x —logz? =8

) 1 3 7

logz—1 logz+1

. log(z+1)

1) log(2z—1) 1

) log(4xz+1) —9
log(z+1)

Wskazéwka. W podpunkcie a) zastosuj podstawienie ¢ = logg .

logy x

a) logyz + 55 =9, 2>0
3logyx =9, x =64

log(z+3) __ 1
log0,I  — ©

b) logz —
x>0
logz(x+3) =1
z(z+3) =10

1 =-5<0, 2 =2,
=2

6. Funkcja wyktadnicza i funkcja logarytmiczna

) 812 _9log,(x—1) =2,z >1

logy 2
log4z_1—1
a _ 4
=4 r=3
log(z—a2
d)log(%m+m2):%-%,o<x<l

%x+x2:x—x2
1
:L‘1=0,[L‘2=Z,

€Tr =

ST



B Nierownosci logarytmiczne

19. Rozwiaz nieréwnosé.
a) log,(x —2) <3
b) logy (22 +4) >0

20. Rozwiaz nieréwnosé.
a) logyz —logy(z —1) < -2
b) log,(z — 1) +logy(z +1) >3
c) loggz +logg(z —1) < 1

21. Rozwiaz nieréwnosé.

a) log,(log;z) < 0

b) logs(logy s z) > 0

¢) logs(2z —3) > logs(x +4)
d) log,(z* + 3) < log, 4x

d) logi (z + 3) +logi(z —2) < -1
e) 2log, x —log,(z+2) > 1

f) log, x* —log,(6 — 2?) > 1

22. Przeczytaj podany w ramce przyktad.

Rozwigz nieréwno$é logs x — log,  — 2 > 0.

Zaktadamy, ze x > 0. Podstawiamy ¢t = log, x i otrzymujemy:

t?—t—-2>0
A=1+8=9vVA=3
=2 =1ty =2 =2
t € (—oo;—1) U (2;00)
Wracamy do niewiadomej «:
log, x € (—o0; —1) U (2;00)
log, z < —1 lub log,x > 2

0<x<% lub =>4

Zatem: z € (0; 1) U (4;00).

Rozwiaz nier6wnosé.

a) logs x + logs = < 2

b) logi s & — 5logy ;2 +4 <0

c) loga1 r—5logy;z—6<0
23. Rozwiaz nieréwnosé.

a) log,4<1 b) log,

21.a) 0<logsz <1
log; 1 < logs « < logs 3
z € (1;3)
b) logy sz > 1,z >0
<05, 2>0
z e (0;3)
c) 0<logy(z+2)<4,2+2>0
1<z+2<16
z € (—1;14)

Y

c) log,(logy(z +2)) <1

Q
s

d) 2logiz > 1—log,x
e) logix —4log,z > 0
f) log® 2z — log® 2z > 0

*c) log,, 2z > 1

N
P
&
Nat?
©|~
© W
=

=3
-

o
~
= =
=)
|

~ o~ o~ —~
= B |H
— -
C ~ — O po
=

(=%
=
8 8 8 8 8 R
L
Lonie

= O
- &£
~~— o~

23.

e
8 8 &

M M M M M M M M M
o e

o
Rob

S =
— = o

8

20.

b) logy(e — 1)(z +1) >
> log, 8, x> 1
z2—-1>8

z € (—o0;—3) U (3; )
iz>1

x € (3;00)

) logg z(z — 1) < logg 6,
z>1

z(x—1) <6
?—z—-6<0
(z+2)(x—3)<0
z€e(—23)ixz>1

z € (1;3)

d) log%(x+3)(m—2) <
<10g%6,ac>2
(z+3)(x—2)>6
>4+ —12>0
(z+4)(z—3)>0

z € (—o0;—4) U (3; 00)
iz >2

z € (3;00)

e) log4;”—f2 > log,4, >0
1‘2

:v_+2>4

2?2 — 4z —8>0

A =48 VA =4V3

z € (—00;2 — 2v/3)U
U2+ v3;00) iz >0
T € (24 V3;00)

f) log, % > log, 2,

z € (—V6;V6)

57 22

322 —12>0

x € (—o00; —2) U (2; 00)
iz e (—v6;V6)

z € (—V6; —2) U (2;16)

6.12. Zagadnienia uzupetniajgce



Vv

Odpowiedz! do zadan Zestawy powtdrzeniowe

2.a)25 b)4 ¢) 53 d)3
M Zestaw |

3.a)1 b)2 ¢)20 d) 55

4.2)3°F b)3% ¢ 5% d)2H 4 Oplics.

5. a) 55, 25\/5 = 52, 273.472 102 694 16212573
12545 _ 5274 251’1 _ 5272 a‘) 2-6 b) 5-6.9252 C) 42 .12-1 d) 104 .25-2
2501 < 55 < 125% < 2. Oblicz.
< 25v/5 < 522 3 _1 1 o5 2 _3 1 1

) a) 252 - 12573 b) 6472 - 83 c) 83-3275 d) 0,00173 - 0,092
b) %g =27,
(\/5)7% — 27% 0.5 = 271 3. ObliCZ.

1 _4 lo 57\/5 ,1/5 5 4 Y3 7 3 1.4 115 2\3
163 =28 4053 a) 585571 b) 2200 ¢) /100 - 5% - 23 d)m-(ﬁ)
4703 < Lc167F <05 < o _ o
- (\/5)_% 4. Zapisz liczbe w postaci potegi a”, gdzie a € N.

0 9% =38, L =3} a) 33 Y2 b) V/3v3 o) \/5v5v5  d) V16 V2B
4 _ a3 3 -2 -2
\/z 31’\3/(_\/‘3;) B 30 5. Uporzadkuj liczby od najmniejszej do najwiekszej.
3T (V) T =<
MR a) 5% 25/5; 1258; 2501 522 ¢) 93; s V/2T; (V/3) % 3707
<93 < V27 , 3
d) (45)7° = %5, b) J5i (V2) 75 0,5; 1673; 4705Y3 d) 457 VOV 2,5724: 0,064

017 = ()"

’ o 52 ) 4’ 6. Wyznacz przyblizona warto$é potegi z doktadnoscia do czterech miejsc po
287" =(3)", przecinku. Skorzystaj z przyblizenia: V/10 ~ 1,258925.

3
0,064 = 1;;5 = (%) a) 101,1 b) 1070,9 C) 1071,9 d) 1072,9
4,572 < 0,064 < 2,572 <
< \/0,4‘/ﬁ 7. Naszkicuj wykres funkcji wykladniczej f(x) = a®, o ktérym wiadomo, ze

6. a) 10! =10-10"" = przechodzi przez punkt P.
~ 12,5803 5 V3
b) 10-0% — 1091 . 101 = a) P(3,32) b) P(3,%) c) P(—6,729)
~ 0’1_2152 01 s 8. Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj zbiér wartodci tej funkcji oraz jej miejsca
201(())12’6 =100 107~ zerowe (jesli istnieja).

4) 10-29 = 10° . 10°° ~ 2) f@) =2 —4 o f@)=242% ¢ fl@)=1-37
~ 0,0013 b) f(x)=3""1+2 d) f(x)=4-2° f) flx)=4-2%—4

7. a) f(z) =47
b) f(z)=(3)° 9. Oblicz.
¢) f(z) = (3)" a) log; 27 d) log 3 g) log 527 j) 27lss?

b) log,; 3 e) logy 27 h) log,, 3v/3 k) V27 5

c) logs 5= f) logy, V3 i) log 73 1) 3l-loes?
8. a) f(D) = (—4;), f(x) =0dlaxz =2 9.a)3 b)+ ¢) -5

b) f(D) = (2; 00), brak miejsc zerowych d)—1e -3 1)1

c) f(D) = (2;00), brak miejsc zerowych g) 6 h) i) 2

d) f(D) = (—o0;4), f(z) =0dlaxz =2 j) 8 k)2v2 1) 2

e) f(D)=(—o0;1), f(x)=0dlaz =0

£) £(D) = (~4;00), f(z) =0 dlaz =0

6. Funkcja wyktadnicza i funkcja logarytmiczna



10.

Oblicz Vab.

a) a =log; 9, b = log, 256 b) log,a =5, log, b = 3

11. Oblicz z.
a) logiz=-2 b)log,z=3 c) logya® =75 d) logyys 2| =4
12. Oblicz z.
a) loggx = logg 4 + logg 9 ¢) logx = 2logh + log 4
b) log; x = log,; 18 — log, 2 d) logz = log 80 — 3log 2
B Zestaw Il
1. Oblicz.
a) 4907 . 7-14. 973 b) V321007 . 5i ) 6705.9225.973

2. Oblicz.

a) 187 .23 432278 by 2t .8t — 168 Y4 ¢) (3707) 7 (919)!

3. Podaj konieczne zalozenia, a nastepnie upros¢ wyrazenie.

[ 1.3 4 1,1\ 7? A
a) (§x2 .y3) : (2—7x2y3) C) (aa be) . (a3 b%)
b) (Ifé T y’%) (% _ ﬁ) d) (215 -y 025) ; (205 . y129)

4. Ktora z liczb jest wigksza: x czy y?

2 2= @72 y=(2V5+2 (2v5-2)}
b) z=3%-12705, y =907 .93 .81%

5. Wykres funkcji ¢ otrzymano w wyniku przeksztatcenia wykresu funkcji
flz) = (%)Z Naszkicuj wykres funkcji g oraz podaj jej wzor i zbidr war-
tosci, jezeli:

a) g(x) = —f(-x), b) g(x) = f(z—1) - 1.
6. Rozwiaz graficznie nier6wnos$é f(x) > g(x).
a) f(z) =log,(z +1), g(z) =1+ logg;x
b) f(z) =2+logy(z+3), g(z) = —1+logy(z — 3)
7. Naszkicuj wykres funkcji f. Okresl przedzialy monotonicznosci tej funkcji.

7. a) maleje w (—o0; 3),
rosnie w (3; c0)

a) f(z) =33 +1
b) f(z) =[3"" 3|

Q) [(x)=2- 2"
d) f(z) =log, |z — 1|
b) maleje w (—o0; —1)

iw (0;1), rosnie
w (—1;0) i w (1;00)

e) f(z) = [logy(z — 1)
f) f(z) = [logy |z — 1]

¢) maleje w (0; c0),
rosnie w (—o0;0)

! S 1
\ / ol I\ Xx
1 \ N
ol 1 X ol 1 Xx / \

Zestaw Il

1.
2.
3.

a) 81 b) 20 ¢) 12
a) 15 b) —2 ¢) 81
a)m>0,y7é(),z—3y
b)z>0,y>0 11
) a#0,b>0, %
d)z>0,y>0,zy

o

.a) z =2° =64,

y=(4-5-4)F =16 =4

T >y

1 ~0,5 o-1 __
b)x=32.3%°.271 =1,

3 1

y=9"19.97.9%8 =9

\
I\

d) maleje w (—o0; 1),
ro$nie w (1; 00)

e) maleje w (1;2),
ro$nie w (2; 00)

f) rosnie w (0;1) i
maleje w (—o0;0) i

Zestawy powtdrzeniowe

w (2;
w (

)
12),




10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

a) D = (—o0; 1),
flz)=0dlaz=

b) D = (—o0; —1) U (1; 00),
f(z) =0dla

z=—V2, =12

¢c) D=R\{-3},
flz)y=0dlaz=-2z=—-1
d) D =R,
fz)=0dlaz=-1,z=0

fl)=0dlaxz= 5_2—5,

o = T
f) D=R\{-1,1},

f(z) =0dlaz=—+/11,
=11

a) D = (0;1) U (1;00)

b) D = (0;1) U (1; 00)

¢) D=R\{-1,0,1}

a) x € (—oo; —3)

b) z € (—00;2)

c) z € (4;00)

d) z € (0;3)

e) z € (—oo; —1)

f) x € (—o0; —1) U (1; 00)
a) 2m > 1

m € (4;00)

b) 0 < log,m < 1

log, 1 < log, m < log, 2
m € (1;2)

c) loggm > —1
logz m > logs 3
me(é;oo)

a) m € (4;00)

b) m € (2;00)

nie ma takiego m
)z =3 ¢)z=—-2
2 b))z >4
d)z> 2
f)z < -1

~

o

o
(V]
=5

o

VoA N
MIw»b-IH

O O

N N N NN
8 8 =% 8 8 8 8

0

—

”v

(\]

=5
-
—~

[09)
=

~

(Y

=4 b)z=1024

e
|
_
(=N

(Y

logz 2 b) logs 5
logs 16 d) logs

o

1
5

Vv

Wyznacz dziedzine funkcji f oraz jej miejsca zerowe.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

*19,

18.

a) f(z)= 1Og0,5(1 — x?)
b) f(z) = 1030,1($2 —1)
c) f(x)= log, 22 + 3

d) f(z) =logs(x® +x +1)

e) f(z)=logy(2® — bz +4)

f) f(z) = —1+1logle® — 1

Okredl dziedzine funkcji f i naszkicuj jej wykres.
— _ logo5 2

a) f(x) - |log$| b) f(x) - 1030,555

Dla jakich argumentéw funkcja f przyjmuje wartosci nieujemne?

a) f(r)=2"-8 c) f(z)=log(2z —17) e) f(x) = log(—z)

x—1
b) f@)= ()"~ 2 d) fla) = logy 2 ) J()=logy &
Dla jakich warto$ci parametru m réwnanie ma pierwiastek dodatni?

a) 6° =2m b) (1)76 =log, m

2

logz

¢) f(z) = |log |||

log ||

c) x —1=logym

Naszkicuj wykres funkcji f. Dla jakich wartosci parametru m réwnanie
f(x) = m ma dwa pierwiastki réznych znakéw?

a) f(x) =2+ b) f(z) =log, v —4] c¢) f(z) = [logy(x—2)—1]

Rozwiaz réwnanie.

a) 47+ L — 191

2
5 50

b) 5z+2 _ 5z+1 — C) 3-1 + (%)x—2 _ 90

Rozwiaz nieréwnosé.
a) 691 < 216
b) (1) <0,125

2

¢) 5% >/5
d) 0,04” < 0,008

e) V3-37<9
f) 0,432 > 25

Wyznacz najwieksza wartosé funkcji f w podanym przedziale.
a) f(z) =logy(x +4) +logy(2 — x), (=3;1)
b) f(z) = logy ( — 6) + log} (10— 2)], (7:9)

Znajdz liczbe x spelniajacg podany warunek.

a) log(log, #) =0 b) log;(log, z) =1 c) log,(log ) = 3§

Przedstaw liczbe w postaci logarytmu o podstawie 3.

a) log,, 8 b) log, 0,2 c) logs 564 d) log, 25

Oblicz.

a) 310g3\f3 27

b) (%)log4ﬁ32
Zaznacz w ukladzie wspélrzednych zbiér A.
a) A= {(z,y) € R?:log, y > 0} b) A= {(z,y) e R*:log, =z > 1}

* C) 510g3 7T _ 7log35

a) 308,527 _ 32 _ g 19. a) Y
b) (\3/1)10&1\632 _ (w)log\/EESQ _
I
— (Y3 =233 L;g
C) 5log3 7T _ 7log35 _ Ol 1 X
_ 7log7 (51°837) 710g35 = b) Y
— 710g3 7logz 5 710g3 5 _
— 710g35 _ 710g3 5) =0

6. Funkcja wyktadnicza i funkcja logarytmiczna



Sposoéb na zadanie @

W takich zadaniach, jak przedstawione ponizej przyktady, rozwiazywanie roz-
poczynamy od wyznaczenia dziedziny wskazanej funkcji.

Przyktad 1

Wyznacz najmniejsza warto$é funkeji f(x) = log (—z? — 22+ 8). Dla jakiego

argumentu jest ona przyjmowana?

Dziedzing funkcji f jest zbior tych liczb z, dla ktérych spelniony jest warunek:
—2?2—22+8>0

Rozwigzujemy te nieréwnosé i otrzymujemy: = € (—4;2) — sprawdz.

Zatem dziedzing funkeji f jest zbiér Dy = (—4;2).

Zauwazmy, ze funkcja logarytmiczna o podstawie a € (0;1) jest funkcja male-

jaca. Oznacza to, ze funkcja f przyjmuje warto$¢ najmniejszg dla najwickszej

mozliwej wartosci wyrazenia —z? — 2z 4+ 8 dla x € (—4;2).

Wyznaczamy najwigksza warto$¢ tréjmianu kwadratowego:
y=—x*>—2r+8

T,=—2=2=-1¢(-42)

2a -2
Yo =—(-1)=2-(-1)+8=9
Zatem najmniejsza wartos¢ funkeji f jest rowna: logy 9 = —2.
Odpowiedz: Funkcja f przyjmuje najmniejszg warto$¢ rowng —2 dla x = —1.

Przyktad 2

Wyznacz miejsca zerowe funkcji f(x) =log,, 5+(1 —z)(z — 7).

Dziedzing funkcji f jest zbior tych liczb x, dla ktérych spelnione sg warunki:
20-3>01 22 —3#£1 (1)

f1—xz)(x—7)>0 (1)

Warunek (I) spelniony jest dla 2 € (2;2) U (2;00).

Warunek (IT) spelniony jest dla x € (1;7) — sprawdz.

Zatem dziedzing funkcji f jest zbiér Dy = (3;2) U (2;7).

Liczba x jest miejscem zerowym funkeji f, gdy (1 —z)(z —7) = 1.

tl-—z)(z—-T) =1 —2’+8z—-T=5s2"-8x+12=0
Rozwigzaniami ostatniego réwnania sg liczby 2 1 6, ale 2 € Dy.
Zatem jedynym miejscem zerowym funkcji f jest liczba 6.

Odpowiedz: 6

dlanauczyciela.pl | Klaséwka 6

Generator

testéw i sprawdzianow

Sposodb na zadanie



y= =5
:c-y:5 1

4\ 3
z=—(3%)" =-3
f(=3) = 10°

. Funkcja f jest malejaca
oraz r1 < T2.

A. f(z1) > f(x2)

B. 27" > 25!, wiec
flzrh) < f(z3")

C. —z1 > —x2, wiec
f(=z1) < f(=22)

D. 27! < —z5', wiec
fl=z) > f(=23")

. logs 31,25 = log, % =

= log; 5° — log; 2° = 3b — 2a
- log, (v3+1)—log, (V3-1) =
= log,, Y2t =log,,(2+v/3) >

> log,, n
n>112+\/§>n
.A. D= (—00;—-1)
B. D = (1;0)
C.D=(-11)
D. D = (-1;1)

- f(=2) =[log, 4] =4

2

f(35) = g, (35)" | =

= |loga 474‘ = 4‘ loga4\ =16

@ Zadania testowe

Rozwiaz zadania i zapisz odpowiedzi w zeszycie. W kazdym zadaniu tylko

jedna odpowiedz jest poprawna.

1.

1 2
" logy 3 + log2\/§9

Hoczyn liczb = = (V/25 - \/5)71 iy=5-6257 jest réwny:

AL B. 1, C. V5, D. 5.
Wartosé funkeji f(z) = 1072 dla z = —(¥/81)2 nalezy do przedzialu:
A. (0;1), C. (100;1000),
B. (1;100), D. (10000; c0).
Jedli 2y = V21 25 = V3 oraz f(z) =377, to:
A. f(x1) < [f(2), C. f(=x1) < f=2),
B. f(z") > f(x3"), D. f(—=") < f(—a3").
Jesli a = log; 2 i b = log, 5, to log; 31,25 jest rowny:
A. 3a —2b, B. 2a — 3b, C. 3b — 2a, D. 2b — 3a.
Dla jakiego n prawdziwa jest nieréwnoéé log, (v/3+1) —log, (v3—1) > 17
A.n==6 B.n=5 C.n=14 D.n=3
Przedzial (1;00) jest dziedzing funkcji:
A. f(z) =log(z* — 1) — log(1 — ), %
B. f(z) = log(z? — 1) — log(1 + ), N /
C. f(x) =log(1l — 2?) — log(1 — x),
D. f(z) = log(1 — 2*) — log(1 + x) I
Do wykresu funkeji f(z) = | log, 2| nalezy > ’! \\ /
punkt P(—2,4) (rysunek obok). Do wykre- . [ 11
su funkcji f nalezy réwniez punkt: \\ / \\ /
A. (£,16), C. (3,16), 1
B. (3.8), D. (5.8). ol 1 X

Jesli my 1 my sg réznymi wartoéciami parametru m, dla ktérych rownanie
—2l*l + 4 = m? ma jedno rozwiazanie, to suma m? + m2 jest réwna:
A. 10, B. 8, C. 6, D. 4.
Llczba Toms 3 + o5 9 jest rownas:
A. 25 log, 2, B. 3,5 -log, 2, C. 4,5 -log, 2, D. 6,5 - log, 2.
. Réwnanie 2/l = 4 — m? ma jedno rozwiazanie, gdy jest postaci:
2lel =20 =1
czyli gdy m? = 3, czyli m1 = —V/3, mz = /3. Woéwczas m3 + m3 = 6.

=log; 4+ 210g - 210g32+10g322 = 3,5log; 2

6. Funkcja wyktadnicza i funkcja logarytmiczna



Przed obowiazkowa matura z matematyki @

B Zadania krétkiej odpowiedzi

Zadanie 1 (2 pkt)
Wyznacz liczbe, ktérej 80% jest réwne 23+2V3 : 4V3,

Zadanie 2 (2 pkt)
Tle naturalnych dzielnikéw ma liczba n spelniajaca réwnanie 8 = (v/2)"?

Zadanie 3 (2 pkt)
Punkt P(8,2) nalezy do wykresu funkcji y = log, 2. Wyznacz a.

(D] Zadanie 4 (2 pkt)
Udowodnij réwnos¢ 4logg 3 + 9log, 9 = 5log, 81.

(D] Zadanie 5 (2 pkt)
Uzasadnij, ze liczba log, v/6 + log, v/8 — log, v/3 jest wymierna.

B Zadania rozszerzonej odpowiedzi

Zadanie 6 (4 pkt)

Na rysunku obok przedstawiono wykres funkcji:
f(z)=a" -3 f \

Oblicz wartosé tej funkcji dla x = —5, jesli wia- \

domo, ze punkt P(—3, —1) nalezy do jej wykresu.

Zadanie 7 (4 pkt) ol 1 x
Naszkicuj wykresy funkcji f(z) = 3% 1g(x) = 9-3*. P : :
Prosta y = 100 przecina wykres funkcji f w punk-

cie P, a wykres funkcji ¢ w punkcie Q. Ile jest
réwna dtugosé odcinka PQ7

Zadanie 8 (4 pkt)
Oblicz obwod trdojkata prostokatnego, ktérego przyprostokatne maja diugosci
a=1logy27°1b=log; 3" —log; 27.

Zadanie 9 (5 pkt)

. . . . 7 . 1 _ 1 . .
Liczba p jest rozwigzaniem réwnania z log 15 = log 15,8 liczba g — rozwiaza-
niem réwnania 4%z — 21 = 4. 28, Oblicz sume odwrotno$ci kwadratéw tych
liczb.

Zadanie 10 (4 pkt)
Naszkicuj wykres funkcji f(x) = a® + b, gdzie a = log, /3 oraz b = log; %.

9. plogy 5 =logy 5 10.a=1%,b=-2 f(z)=(3)" -2

3 8
3p=1 \Y
1
p_3 f
46q 910 _ 4 .98
212q — 910 | 910 \1
12 _ oll
2%q=2 1 X
1
q=3
L+ L =9+4=13
p2+q2_ T4=

. log, 8 = %, wiec a

A ¢ g8 —

— R 5 PR — g — g
Zatem szukang liczba jest 10.

.8=2%=2%
=3
n =12

Liczba 12 ma 6 naturalnych
dzielnikéw.

3
5

=8
a:8%:(23)%:4

.L=4-1+9.2=20

P=5-4=20=L

. log, \/6+log2 V8 — log,, V3=

= log, Y28 = log, 4 =2 € Q

1

o] 1 X

Wykres funkcji g otrzymuje-
my przez przesuniecie wykre-
su funkcji f o wektor [—2,0].
Zatem |PQ| = 2.

.azlog%2_5=5

b = log; 3'° — log, 27 =

=15-3=12
c=13
Ob = 30

Przed obowigzkowg maturg z matematyki



1. Zbiorem wartosé funkcji

y = 37| jest przedzial (1;00)
Zatem zbiorem wartosci
funkcji f jest przedzial

(1 — |log, 3+ 1]; 00).
log,3+1=1lub

log,3+ 1= —1, gdzie a > 0
oraz a # 1

log, 3 =0 lub log, 3 = —

a® = 3 (sprzecznoid)

a?=3
02
1

log, (‘?) = logs2 (3 2) =
a) Dy = (0;00),

= (0;00) \ {1}
( ) =1, Dn = (0;00) \ {1}

4 h

ol 1 X
b) log, x = —4102290
log%w:%
log, x = —% lub log, x = %

x:@lubavz\/5
LT T =56

8.7 =56
m =2
f(z) =27 — 4]
Y |
== f
/
1 /
ol 1 X
. P(—1,-2)

—2 = log, 4, gdzie p > 0
oraz p # 1

p=3
g(z) = |logy (—4x)],
miejsce zerowe: T = —i

Funkcja g maleje w (—oo; —%>7

rosnie w (—i;o)'
g(z) < 2dlaz e <_1;_%>

@ Przed matura z matematyki na poziomie rozszerzonym

@ Zadanie 1 (4 pkt)
Dla jakiej wartosci parametru a zbiorem wartosci funkcji:
f(z) = 31" —[log, 3 + 1]

jest przedzial (0;00)? Uzasadnij, ze logg a jest liczba wymierna.

Zadanie 2 (5 pkt)

Dane sa funkcje f(z) = 3

logy

f(x)-g(z).

log, i g(x) =
a) Naszkicuj wykres funkeji h(z) =
b) Rozwigz réwnanie f(z) = 1g(z).

Zadanie 3 (5 pkt)

Naszkicuj wykres funkeji f(z) = |m® —4|, jesli m jest rozwiazaniem réwnania:

(VO (5) =56

Zadanie 4 (6 pkt) 1,
Do wykresu funkcji f(z) = log,(—4x) nalezy punkt P g
(rysunek obok). Wyznacz przedzialy monotoniczno- P /
Sci funkcji g(z) = |f(z)|. Dla jakich argumentéw x /.
zachodzi nier6wnos¢ g(x) < 27

Y

Zadanie 5 (5 pkt)
Do wykresu funkcji f(z) = a® nalezy punkt o wspélrzednych (p,q), gdzie
= log1 256 oraz ¢ = log, s 64.
@ a) Uzasadnij, ze liczba naturalna n = f(—6) — f(—2) jest liczba doskonala
(czyli jest suma wszystkich swoich dzielnikéw mniejszych od niej samej).

f(=l2))-

b) Naszkicuj wykres funkcji g(z) =
[D] Zadanie 6 (4 pkt)

Dana jest funkcja f(z) = log, =+

1+ 22 =0, to f(z1) + f(z2) =

Zadanie 7 (4 pkt)

Naszkicuj wykres funkeji f(x) = 2/#*2/. Na podstawie wykresu podaj wartosci
parametru m, dla ktérych réwnanie 21#+? = m ma dwa rozwiazania ujemne.

Z‘H Wykaz ze dla dowolnych z1,z, € Dy jesli

Zadanie 8 (4 pkt)

Wyznacz miejsca zerowe funkcji f(x) = logg_ (2% + 4z — 5).

[D] Zadanie 9 (3 pkt)
Uzasadnij, ze wyrazenie log, b* - log, </a przyjmuje stala wartosé dla:

a,b € (0;1) U (1;00)

5.p= —4orazq—4 6. w2 = —11
4= 4. gdzie a > 0 . f(z2) = log, izt = log, *g;‘ll-‘_i -
a= 2 oyl f(z) = (&) 21 e

f 1 -6 1 g 3 - 10g2 x1+i = 10g2 Illtll) -
a) n = (E) _ (ﬁ) =22_2=6 = —logy Tt = —f(z1)
Dzielniki liczby 6 mniejsze od niej same;j: Zatem f(z1) + f(z2) = 0.
1,2,3.1+ 2+ 3 =6, zatem jest to liczba 7. m € (1;4)
doskonata. 8. ’
3 v .x=—-2++10 ,
9. log, b* log, ¥/a = 2log, b- 12tk —

:2.%:§dlaa,b€(0;1)u(l?°o)

6. Funkcja wyktadnicza i funkcja logarytmiczna



Indeks

algorytm Hornera 110
asymptota 120
hiperboli 128, 131
pionowa 120, 128, 129
pozioma 120, 128, 129

cosecans kata 187
cosinus kata 185
cotangens kata 185
czworokat
bicentryczny 255
wypukly 248

dtugosé
tuku okregu 224
okregu 224
dwumian 52
Newtona 68
dzialania na potegach 286
dziedzina naturalna funkcji 152

elipsa 42

funkcja
homograficzna 127
logarytmiczna 305
wyktadnicza 289
wymierna 153

funkcje trygonometryczne
kata ostrego 185
kata wypuklego 200

hiperbola 120, 127
réwnoosiowa 131
hiperbole sprzezone 131

hiperboloida 136

iloczyn pierwiastkéw réwnania
kwadratowego 27
iloczyn poteg
o tych samych podstawach 286
o tych samych wyktadnikach 286
iloraz poteg
o tych samych podstawach 286
o tych samych wyktadnikach 286

jednomian
stopnia n 52
zerowy 52
jedynka trygonometryczna 194

kat
miedzy styczna a cieciwa okregu 237
grodkowy w okregu 224, 235
wpisany w okrag 235, 236

konstrukcja
dwunastokata foremnego wpisanego
w okrag 274
pieciokata foremnego wpisanego
w okrag 274
stycznej do okregu 234
szesciokata foremnego wpisanego
w okrag 274
wspoélnej stycznej do dwoch okregdw
roztacznych zewnetrznie 234
krzywa tancuchowa 41
kwadrat 248

liczba
e 291, 308
w224
logarytmowana 299
pierwiastkow réwnania
kwadratowego 10
logarytm 299
dziesietny 300
naturalny 308

metoda bisekcji 109
metody przyblizone rozwiazywania
rownan wielomianowych 108

najmniejsza wartosé¢ funkcji kwadratowej
w przedziale domknietym 35
najwieksza wartos¢ funkcji kwadratowej
w przedziale domknietym 35
nieréwnosé
logarytmiczna 306, 323
wyktadnicza 297, 321
wymierna 148

odcinek kota (kotowy) 228
odcinki w trapezie 215
odlegtos¢ punktu od prostej 230
okrag 42

dopisany do tréjkata 273
okregi

przecinajace sie 225, 231

roztaczne 225, 231

roztaczne wewnetrznie 225

roztaczne zewnetrznie 225, 231

styczne 225, 231

styczne wewnetrznie 225, 231

styczne zewnetrznie 225, 231
o$ symetrii hiperboli 121

parabola 42
paraboloida obrotowa 63
pierscien kotowy 227

Indeks



pierwiastek
dwukrotny wielomianu 93
jednokrotny wielomianu 93
k-krotny wielomianu 93
réwnania kwadratowego 10
wielomianu 74, 85, 88, 90
podstawa logarytmu 299
podstawowe twierdzenie algebry 69
pole
kota 227
rombu 209
réwnolegtoboku 209
trapezu 210
tréjkata 205, 206, 208
tréjkata opisanego na okregu 245
tréjkata réwnobocznego 205
trojkata wpisanego w okrag 242
wycinka kola (kotowego) 227
postaé
iloczynowa funkcji kwadratowej 12
kanoniczna funkcji homograficznej 128
ogblna funkcji homograficznej 127
potega potegi 286
promien
okregu opisanego na tréjkacie
réwnobocznym 240
okregu wpisanego w tréjkat 246
okregu wpisanego w trojkat
réwnoboczny 244
promien
wewnetrzny pierscienia kotowego 227
zewnetrzny pierscienia kotowego 227
prostokat 248
punkt
Fermata 217
stycznosci 225, 230

ramie
koncowe kata 199
poczatkowe kata 199
romb 248
rozpad promieniotwérczy 317
rozwigzanie trojkata 191
rOéwnanie
dwukwadratowe 17
elipsy 42
hiperboli 131
logarytmiczne 322
okregu 42
wielomianowe 74
wyktadnicze 296, 320
roéwnolegtobok 248
réznica
n-tych poteg liczb rzeczywistych 66
szeScianéw 65

Indeks

schemat Hornera 110
secans kata 187
siatka znakéw 105
sieczna
okregu 230
paraboli 21
sinus kata 185
skala logarytmiczna 313
stopien
iloczynu wielomianéw 60
jednomianu wielu zmiennych 59
sumy wielomianéw 55
wielomianu 52
wielomianu wielu zmiennych 59
styczna do okregu 230
styczna do paraboli 21
suma
pierwiastkow réwnania
kwadratowego 27
szescianéw 65
szerokos¢ pierscienia kotowego 227
szescian
roznicy 64
sumy 64

$rodek
okregu dopisanego do tréjkata 273
okregu opisanego na trdjkacie 240
okregu wpisanego w trojkat 244
symetrii hiperboli 121

tangens kata 185
tozsamo$é trygonometryczna 194, 196
trapez 248
rownoramienny 248
tréjka pitagorejska 184
trojkat
Herona 208
Pascala 68
tréjmian 52
twierdzenie
Bézouta 85
cosinuséw 266
o logarytmie iloczynu 302
o logarytmie ilorazu 302
o logarytmie potegi 303
o odcinkach stycznych 231
o pierwiastkach catkowitych
wielomianu 88
o pierwiastkach wielomianu
stopnia n 94
o pierwiastkach wymiernych
wielomianu 90
o reszcie z dzielenia wielomianu
przez dwumian 84
o siecznych 275



twierdzenie wspotczynnik

o stycznej i siecznej 275 jednomianu 52

o zmianie podstawy logarytmu 314 kierunkowy prostej 204

odwrotne do twierdzenia wielomianu 52
Pitagorasa 181 wycinek kola (kolowy) 227

Pitagorasa 180 wyraz wolny wielomianu 52

Ptolemeusza 252 wyrazenie

sinuséw 261 wymierne 137

wymierne dwéch zmiennych 169

uktad réwnan drugiego stopnia 42 wzory Viste'a 27

. wzor
wielokat
Cardano 92
foremny 257 d . N
wklesty 248 wumianowy Newtona 68
Herona 208

wypukly 248 )
wielomian 52 wzrost wyktadniczy 317
stopnia n 52
wielu zmiennych 57

zerowy 52

Indeks



Tablice wartosci funkciji trygonometrycznych

«

o

[e]

o

0
1
2
3

e}

23°

sin «v
0,0000
0,0175
0,0349
0,0523
0,0698
0,0872
0,1045
0,1219
0,1392
0,1564
0,1736
0,1908
0,2079
0,2250
0,2419
0,2588
0,2756
0,2924
0,3090
0,3256
0,3420
0,3584
0,3746
0,3907
0,4067
0,4226
0,4384
0,4540
0,4695
0,4848
0,5000
0,5150
0,5299
0,5446
0,5592
0,5736
0,5878
0,6018
0,6157
0,6293
0,6428
0,6561
0,6691
0,6820
0,6947

COS

1,0000
0,9998
0,9994
0,9986
0,9976
0,0962
0,0945
0,9925
0,9903
0,0877
0,848
0,816
0,781
0,0744
0,9703
0,9659
0,9613
0,9563
0,9511
0,9455
0,9397
0,9336
0,272
0,9205
0,9135
0,9063
0,8988
0,8910
0,8829
0,8746
0,8660
0,8572
0,8480
0,8387
0,8290
0,8192
0,8090
0,7986
0,7880
0,7771
0,7660
0,7547
0,7431
0,7314
0,7193

tga

0,0000
0,0175
0,0349
0,0524
0,0699
0,0875
0,1051
0,1228
0,1405
0,1584
0,1763
0,1944
0,2126
0,2309
0,2493
0,2679
0,2867
0,3057
0,3249
0,3443
0,3640
0,3839
0,4040
0,4245
0,4452
0,4663
0,4877
0,5095
0,5317
0,5543
0,5774
0,6009
0,6249
0,6494
0,6745
0,7002
0,7265
0,7536
0,7813
0,8098
0,8391
0,8693
0,9004
0,9325
0,9657

ctg o

57,290
28,636
19,081
14,301
11,430
9,5144
8,1443
7,1154
6,3138
5,6713
5,1446
4,7046
4,3315
4,0108
3,7321
3,4874
3,2709
3,0777
2,042
92,7475
2,6051
2,4751
2,3559
2,2460
2,1445
2,0503
1,9626
1,8807
1,8040
1,7321
1,6643
1,6003
1,5399
1,4826
1,4281
1,3764
1,3270
1,2799
1,2349
1,1918
1,1504
1,1106
1,0724
1,0355

«

52°

84°

sin o
0,7071
0,7193
0,7314
0,7431
0,7547
0,7660
0,7771
0,7880
0,7986
0,8090
0,8192
0,8290
0,8387
0,8480
0,8572
0,8660
0,8746
0,8829
0,8910
0,8988
0,9063
0,9135
0,9205
0,9272
0,9336
0,9397
0,9455
0,9511
0,9563
0,9613
0,9659
0,9703
0,9744
0,9781
0,9816
0,9848
0,9877
0,9903
0,9925
0,9945
0,9962
0,9976
0,9986
0,9994
0,9998

COS

0,7071
0,6947
0,6820
0,6691
0,6561
0,6428
0,6293
0,6157
0,6018
0,5878
0,5736
0,5592
0,5446
0,5299
0,5150
0,5000
0,4848
0,4695
0,4540
0,4384
0,4226
0,4067
0,3907
0,3746
0,3584
0,3420
0,3256
0,3090
0,2924
0,2756
0,2588
0,2419
0,2250
0,2079
0,1908
0,1736
0,1564
0,1392
0,1219
0,1045
0,0872
0,0698
0,0523
0,0349
0,0175

tg o

1,0000
1,0355
1,0724
1,1106
1,1504
1,1918
1,2349
1,2799
1,3270
1,3764
1,4281
1,4826
1,5399
1,6003
1,6643
1,7321
1,8040
1,8807
1,9626
2,0503
2,1445
2,2460
2,3559
2,4751
2,6051
2,7475
2,042
3,0777
3,2709
3,4874
3,7321
4,0108
4,3315
4,7046
5,1446
5,6713
6,3138
7,1154
8,1443
9,5144
11,430
14,301
19,081
28,636
57,290

ctg a

1,0000
0,9657
0,9325
0,9004
0,8693
0,8391
0,8098
0,7813
0,7536
0,7265
0,7002
0,6745
0,6494
0,6249
0,6009
0,5774
0,5543
0,5317
0,5095
0,4877
0,4663
0,4452
0,4245
0,4040
0,3839
0,3640
0,3443
0,3249
0,3057
0,2867
0,2679
0,2493
0,2309
0,2126
0,1944
0,1763
0,1584
0,1405
0,1228
0,1051
0,0875
0,0699
0,0524
0,0349
0,0175
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