2 Wielomiany

Omawiane w tym rozdziale funkcje, zwane wielomianami, stuza do opisu wielu
zjawisk. Na przyktad zalezno$é miedzy liczba obrotéw na minute silnika todzi
motorowej a jej predkoscia mozna opisaé za pomoca wielomianu. Na rysunkach
ponizej przedstawiono wykresy przyktadowych wielomianéw.
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flz)=—-222+2z+1 g(z) =123 — 2 h(z) = ta* — 227 + 3

2. Wielomiany 51 s



Uczen:

— rozréznia wielomian, podaje
przyktad wielomianu, okresla
jego stopien i podaje wartosci
jego wspotczynnikéw

— zapisuje wielomian okre-
$lonego stopnia o danych
wspbtczynnikach

— zapisuje wielomian w spos6b
uporzadkowany

— oblicza wartos¢ wielomianu
dla danego argumentu

— oblicza brakujace wspot-
rzedne punktu nalezacego do
wykresu danego wielomianu

— sprawdza, czy dany punkt
nalezy do wykresu danego
wielomianu

— wyznacza wspolczynniki
wielomianu spelniajacego
dane warunki

— okredla stopien wielomianu
w zaleznosci od parametru

— oblicza sume¢ wspétczynnikow
wielomianu

Cwiczenie 1

a) tak, stopnia 7
b) tak, stopnia 1
c), d) nie

e) tak, stopnia 3

2.1. Stopien i wspoétczynniki wielomianu

Definicja

Jednomianem stopnia n nazywamy funkcje y = ax™, gdzie a € R\ {0},
n € N;.

Jednomianem stopnia 0 jest funkcja stala y = a, gdzie a # 0.

Funkcja y = 0 jest jednomianem zerowym, ktorego stopnia nie okreslamy.
Liczbe a nazywamy wspolczynnikiem jednomianu.

Cwiczenie 1
Czy ponizsza funkcja jest jednomianem? Jesli tak, to podaj jego stopien.

)y=73 d)y=6Vz e y= 22

Sume dwoch jednomianéw réznych stopni nazywamy dwumianem, np.:
y=a3+2x
y=>5rt+1

Sume trzech jednomianéw réznych stopni nazywamy tréjmianem, np.:
y=a2+2x+1
y =525 — 222 +4

a) y = —bx’ b)y==%

dwumian trzeciego stopnia

dwumian czwartego stopnia

tréjmian drugiego stopnia (kwadratowy)
trojmian szostego stopnia
Ogodlnie sume jednomianéw nazywamy wielomianem, np.:

y = 62® — 92°% + 22% — 22

wielomian 6smego stopnia

Zwréé uwage na to, ze stopniem wielomianu jest najwyzszy stopien sposréd
stopni wystepujacych w nim jednomianéw. Wielomian jest zapisany w sposéb
uporzadkowany, gdy jednomiany, ktorych jest suma, sa ustawione kolejno —
od jednomianu najwyzszego stopnia do jednomianu najnizszego stopnia.

Definicja




Zauwaz, ze — zgodnie z definicja — wielomianem jest zaréwno funkcja liniowa,
jak i funkcja kwadratowa.

Cwiczenie 2
Uporzadkuj wielomian w i podaj jego stopien.
a) wz)=x+a*+2°—1—-2—2* ) wx)=23z*—2+6x—2?+2"+22°

b) w(z) =22% — 2+ 22* —x — 22> d) w(z) =5— 1o+ 220 — 2% + 322

Przyktad 1

Wypisz wspotezynniki wielomianu w(z) = bzt — 22% + %m + 1 i podaj jego
stopien.

as=05,a3=0,a, =-2,a, = %, ap = 1, stopien wielomianu: st (w) =4

Cwiczenie 3
Wypisz wspdlezynniki wielomianu w i podaj jego stopien.

a) w(z) = —22° + b) w(z) = a* — J2° + 2+ 2% + 1 c) w(z) =21

Cwiczenie 4
Zapisz wielomian czwartego stopnia, dla ktérego:

a) ay =as =ag=—3,a3=a; =0, b) a, = (-1)"dlan =0,1,2,3,4.
Przykfad 2
Oblicz warto$ci wielomianu w(z) = 3z* —5z* — 7 dla: 2 =2, x = -2 i 2 = 0.

w(2)=3-2—5-25-7=3.16-5-8—-7=48—-40—-7=1
w(=2) =3 (=2)* =5 (~2)3—7=3-16—5-(—8) —7=48+40 — 7 = 81
w(0)=3-0—5-0—7=—7

Zauwaz, ze warto$é w(0) jest réwna wyrazowi wolnemu wielomianu w.

Cwiczenie 5
Oblicz wartoséci wielomianu w dla: x =0, z =21 x = —2.
a) w(z) =223 —2? + o — 4 ¢) w(z) =a%— 2>+ 3z —2

b) w(z) = z* +22* — 6z + 1 d) w(z)=—-2°+223—2+3

Cwiczenie 6

Oblicz wartoéci wielomianu w dla: = —3 i z = 3.

a) w(r) = —42® — 22 — 62 + 3 b) w(x) = 322" — 82% — 2z +
Cwiczenie 5

a) w(0) = —4, w(2) = 10, w(—2) = —26

b) w(0) = 1, w(2) = 21, w(~2) = 13

c) w(0) = -2, w (=2)
d) w(0) = 3, w(2) = —47, w(—2) = —75

Cwiczenie 2
a)

w(z) =z
st(w) =5

b) w(z) = 22° — 32° + 22+
—z3 — 1z, st(w) =6

¢) w(z) =25+ 2" 4+ 32* — 22+
+6x — 2, st(w) =8

d) w(z) = 22*° — 2° + 3%+
—12 45, st(w) =10

S gt -1,

Cwiczenie 3

a) as = —2, a4 = a3 = a2 =0,
a1 =1,a0=0,st(w)=5
b)a6:1,a5:—%,a4:1,

CL3:07 a2:1, a1:0, a0:1,
st(w) =6

c) ap =2 st(w) =0
Cwiczenie 4

a) w(z) = —3z* —32°> -3

b) w(z) =z -z +2> -z +1

2.1. Stopien i wspoétczynniki wielomianu



Odpowiedzi do zadan

1

ca) w(0) = -3, w(3)=-%

. a) v(z) = 2% — 622 + 4,

a3:1, a2:—6, a1:0,

aop =14

b) w(z) = —iz°+31a*—12%+
+3r—1,a5=—%, a4 =3,
asz = —é, a2 = 0 al = %,

apg = —1
as+astaz+aztai+ao = -3

g

w(—2) = —19, w(—3) = —69
b) w(0) =2, w(3) =
w(=2) = 32, w(=3) =
c) w(0) = —4, w(%)
w(—2) = =34, w
d) w(0) = —10, w(a) =18
w(—2) = =58, w(—3) = —214

A

3.a=1,b=-2,c=-8,d=4
4. a) punkt Q,

u(=2) = —17 £ 7, u(2) = =5
b) punkt P,
u(}) =2 u(-4)= -2 -1

.a) w(l)=a+1+1=3,a=1

b) w(3) =81 —-9+a=0,
a=—"72
c) w(—4) = —64+16a+3 = 3,
a=4
d) w(2) = 16a + 10 = —6,
a=-—1
3+a—-b+2=14
{24+4a+2b+2—20
a=2=62b=2=72
b 81 —27a+9b+2 =11
{1+a+b+2=7
a=3,b=1
a) 5 dlam € R\ {-2,2},
3dlam=2,1dlam= -2
b) 6 dla m € R\ {—4,0},
4dlam=—4,2dlam=0

2. Wielomiany

Zadania

D] 9.

Dane sa wielomiany: u(z) = 22* — 62% + 0,1z%, v(x) = —62* + 4 + 23,

w(z) = 3z + jz* — 12° — 22° — 1. Wskaz wéréd nich wielomian:

a) stopnia trzeciego, uporzadkuj go i podaj wspdlezynniki: as, as, a; i ao,
b) stopnia piatego, uporzadkuj go, podaj wspélczynniki: as, a4, as, as, a;
i ag oraz oblicz ich sume (patrz zadanie 9.).

Oblicz wartosci wielomianu w dla: x =0, x = % r=-2iz=-3.

a) w(x) =3z*+2* —2x — 3 c) w(z) =a*—42*+3x —4

b) w(z) = =22 + 2* — b + 2 d) w(z) = —2* + 52 — 42 — 10
Punkty: P(1,a), Q(—1,b), R(2,¢), S(3,d) naleza do Y

wykresu wielomianu w(z) = 2* — 223 — LLa? + 32+ 4 w
(rysunek obok). Wyznacz wspélrzedne: a, b, ¢ i d.

Ktére z punktow: P, @ naleza do wykresu wielo- \/) X
mianu u?

a) u(z) =22* — 322 —5x + 1, P(-2,7), Q(2,-5)
b) u(z) =4z* — 22 + 3z + 1, P(3,2),Q(-%,-1)

Oblicz wspolezynnik a wielomianu w, jesli:
a) w(z) =azx’+z+1, w(l) =3, ¢) w(z) =2+ az*+3, w(—4) = 3,
b) w(z) =32* —2* +a, w3) =0, d) w(z)=az*+4x+2, w(2) =—6.

Oblicz wspoétczynniki a i b wielomianu w, jesli:
a) w(z) = —32° + ax? + bx + 2, w(—1) =4, w(2) = 20,
b) w(z) = z* + az® + bx? + 2, w(-3) =11, w(l) = 7.

Okresl stopien wielomianu w w zaleznosci od parametru m.

a) w(z) = (m? —4)z° + (m+2)2® +x

b) w(z) = (m? + 4m)z® + ma* — 2?

Podaj wielomian stopnia 4., ktorego wspotczynniki: ag, aq, as, az, ay sa ta-

kimi liczbami, ze kazda nastepna jest dwukrotnie wieksza od poprzedniej,
a suma wszystkich jest rowna 1.

Uzasadnij, ze suma wspélczynnikéw dowolnego wielomianu w jest réwna
w(1). Oblicz sume wspdlezynnikéw wielomianu w.

a) w(z) = (23 —27)(22% + 11z)(2? — 1) b) w(x) = (22 — 5x + 2)0

. aog + 2a0 + 4ag + 8ag + 16ag = 1

1
CL0:3—
:164

w(z) = 51 +31‘T +31x —|—31x—|—

. Niech w(z) = anz™ + an—12™" Ly 4 a2z + arz + ao. Wtedy:

w(l):an~1n+an,1-1n_1+...+a2-12—|—a1-1+a0:
=an t+an-1+...+az2+ a1+ ao

co nalezalo uzasadnié.
a) 0 b) —



2.2. Dodawanie i odejmowanie
wielomiandw

Aby wyznaczy¢ sume wielomianéw, dodajemy wyrazy podobne wystepujace
w tych wielomianach. Suma wielomianéw jest wielomianem.

Przykfad 1
Wyznacz sume wielomianow:

w(z) =22" +92° — 622+ 32 -5 i w(r)=-323+22>—2
uw(z) + w(z) = (22* + 92° — 622 4+ 3z — 5) + (—32% + 22° — ) =
=22+ 92° — 62° + 3z — 5 — 32° + 22° — z =
=2x* + 623 —42? + 22 — 5

Cwiczenie 1

Wyznacz sume wielomianéw u i w. Podaj stopien wielomianu u, wielomianu w
oraz stopien ich sumy.

a) u(z) = 17z* — 14a® + 7x — 5, w(z) = 62° + 112> — bz +5

b) u(z) = 92" — 1323 + 102% — 2, w(z) = —927 + 62* — 1222 + 7

Cwiczenie 2

Podaj przyktady wielomianéw u i w takich, ze st (u) = 4, st (w) = 4 oraz:
a) st (u—+w) =4, c) st(u+w)=2, e) st(u+w)=0.

b) st (u+w) =3, d) st (u+w) =1,

Twierdzenie

Jesli wielomiany: u, w oraz u + w sa niezerowe i st (u) < st (w), to:
st (u 4+ w) < st (w)

Przyktad 2
Wyznacz sume wielomianéw u(z) = 823+ 5z% — 7w i w(z) = —8z% — bz* + Tx.
u(x) +w(x) =82% + bz — Te — 8x3 — 5z + T =0

Zatem suma u + w jest wielomianem zerowym.

Cwiczenie 3

Dany jest wielomian w(z) = a,z" + a, 12" ' + ... + a2® + a1z + ag. Co
mozna powiedzie¢ o wspolczynnikach wielomianu w, jeli u + w jest wielomia-
nem zerowym?

Cwiczenie 3
Wspotczynniki wielomianu w sg liczbami przeciwnymi do odpowiednich wspoétczynni-
kéw wielomianu wu, tzn.:

w(z) = —anx™ — An_12™" t — ... —asx® — a1z — ao

Uczen:

— wyznacza sume i réznice
wielomianéw

— okresla stopien sumy i réznicy
wielomianéw

— szkicuje wykres wielomianu
bedacego suma jednomianéw
stopnia pierwszego i drugiego

— odczytuje informacje
z danego wykresu wielomianu

— stosuje wielomian do opisania
np. pola powierzchni prosto-
padtoscianu i okresla
dziedzine tego wielomianu

— oblicza warto$¢ wielomianu
dwoch (trzech) zmiennych dla
danych argumentow

— okresla stopien wielomianu
wielu zmiennych

Cwiczenie 1

a) u(x) + w(z) = 17z* + 623+

—3z% + 2z, st (u) = 4,

st (w) = 3, st(u+w) =4

b) u(z) + w(z) = 6z* — 1323 +

—22% + 5, st(u) =7,

st(w) =7, st(u+w) =4

Cwiczenie 2

a) np. u(z) = z* + 1, w(z) =z

b) np. u(x) = —2* + 1,

w(z) = z* + 2®

c) np. u(x) = —z* —x + 1,

w(z) = z* + 22

d) np. u(z) = —2* +1,

w(x)=z*+z+1

e) np. u(z) = —2* +1,

w(z) =z +1

4
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Cwiczenie 4

a) u(z) — w(r) = 52° + 4% +
+10z* 4+ Lz + 2, st(u) =9,
st (w) =8, st(u—w) =9

b) u(z) — w(z) = 2z +

— 1% +1, st(u) =6,

st (w) =6, st(u—w) =4

Cwiczenie 5

a) h(z) = —102° + 8z* + 7,
h(-1)=5

b) h(z) = —14x* — 1522 + 4,
h(—1) = —25

2. Wielomiany

Aby wyznaczyé réznice wielomianéw, odejmujemy od wyrazéw pierwszego
wielomianu odpowiednie wyrazy podobne drugiego wielomianu. Réznica wie-
lomianéw jest wielomianem.

Przyktad 3

Dane sa wielomiany u(x) = 6x? — 32% + 222 — 3 1 w(z) = 42" + 223 — 2% — bu.

Wyznacz roéznice u — w.

Zmieniamy

uw(z) —w(z) = (62* — 32® + 227 — 3) — (4o* + 223 — 2® — Bz) = IS
=62t — 32° + 227 — 3 — 4o’ — 22° + 22 + By =

=22 — 522+ 322+5x—3

znaki wspot-
czynnikéw
wielomianu w.

Cwiczenie 4

Wyznacz réznice u — w. Podaj stopnie wielomianéw: u, w i u — w.
a) u(z) =52° + 228 + 4a* + 22 + 1, w(z) = —22% — 62* + Sz —
b) u(z) = 32 + ta* — 227 + 1, w(x) = 0,752° — 0,22 + 0,12522

1
2

Przyktad 4
Dane sa wielomiany f(z) = 3z* — 2% — %.732 +1ig(x)=>5z*+2%—22%+ gx
Wyznacz wielomian h(z) = 3f(z) — 2g(z).
h(z) = 3(3z* — 22° — 32 4+ 1) — 2(ba* + 2° — 22° + 2x) =
=9z — 62° — 22 +3— 102* — 22° + 422 — 3z =
=—x* - 823+ 32> -3 +3

Mnozymy kazdy
wyraz wielomianu f
przez 3 i kazdy
wyraz wielomianu g
przez —2.

Cwiczenie 5

Wyznacz wielomian h(z) = 3f(z) — 4g(z). Oblicz h(—1).

a) f(z) = —22°+4a® —8x+5, g(x) =2°—22* +32° — 62+ 2
b) f(z) = 22° — 62* — 2? + 4z, g(z) =1,52° —2* + 32> + 3z — 1

Cwiczenie 6 Y

Na rysunku obok przedstawiono wykresy \ ;
wielomianéw f(x) = 2 — 222 +x + 1 oraz \ ¥ /g
g(z) = a* — 32® + 227 — 1.

| ——
[
——

a) Czy punkt P(1,—2) nalezy do wykresu
wielomianu u(x) = 2f(z) + 4g(z)? 19} 1 X
b) Niech w(z) = 2f(x) — 3g(x). Dla jakiej
warto$ci wspélrzednej a punkt Q(0, a) na- /
lezy do wykresu wielomianu w?

Cwiczenie 6
a) f(1)=1,g(1)=-1, u(l) =2f(1) + 49(1) = —2; nalezy
b) £(0) = 1, g(0) = —1, a = w(0) = 2£(0) — 39(0) =5



Oproécz wielomianéw jednej zmiennej rozpatruje sie réwniez wielomiany wielu
zmiennych, np.:
u(z,y) = 3zty? — 72y — xy — 2y* jest wielomianem dwd6ch zmiennych,

w(x,y,z) = 9zy?z + 42%y>2° + 6yz jest wielomianem trzech zmiennych.

Przyktad 5

Podaj wielomian opisujacy pole powierzchni catkowitej
oraz wielomian opisujacy objeto$¢ prostopadio$cianu
o krawedziach dlugosci x, y, z (rysunek obok).

P(x,y,z) = 2xy + 22z + 2yz jest wielomianem trzech 2
zmiennych opisujacym pole powierzchni catkowitej pro-

stopadtoscianu. Objeto$¢ tego prostopadloscianu opi- -
suje wielomian V(x,y,2) = zyz. x

Wyrazy wielomianu wielu zmiennych sa podobne, gdy odpowiednie zmienne
wystepuja w nich w tych samych potegach. Wyrazami podobnymi sa na przy-
klad 42%y? i 623y?. Aby wyznaczy¢ sume (réznice) wielomianéw wielu zmien-
nych, nalezy dodaé¢ (odjaé¢) wyrazy podobne tych wielomianéw.

Przyktad 6
a) Wyznacz sume wielomianéw v i w.

uw(z,y) = 322y + 6zy* — 4oy, w(z,y) = dry® + 4o’y + 2y + 2
u(z,y) +w(z,y) = 32%y + 6xy® — doy + Sey® + 42’y + 2y + 2 =
= 722y + 5xy® + 62y — 3xy + 2
b) Wyznacz réznice wielomianéw u i w.
w(z,y, z) = ba?y?2? — dxyz?, w(x,y,z) = bry?z — 3vyz? + 2yz?
u(z,y, 2) —w(w,y,z) = bry?2? — dayz® — 522y’ 2 + 3wyz® — 2y2° =
= ba’y?2? — bx?y’z — wyz? — 2yz°
Cwiczenie 7
Wyznacz sume i réznice wielomianow w i w.
a) u(w,y) = 4x3y? — 32%y? + 22y + 2, w(w,y) = 32?y® — 62%y? — 62y — 3
b) u(z,y) = 2aty + 32y — sxy® + 1, w(x,y) = 12’y + toy® —x +4

Cwiczenie 8
Wyznacz sume i réznice wielomianow w i w.
a) u(w,y,z) = dxy?2® — 62%y*z — xy2®, w(x,y,z) = vy?2® + 622y2? + 22y2°3

b) u(z,y, z) = 8x%y + 6x2? — 4y?z — y2?, w(z,y,z) = 8xz? +4y*z — 3yz? + 23

Cwiczenie 7

a) u(z,y) + w(z,y) = 42°y> + 3w2y —9z%y? —dzy — 1
u(z,y) — w(z,y) = 42°y® — 32°y® + 32°y* + 8zy + 5

b) u(z,y) + w(z,y) = 2ty + Paly — gry® —z +5
u(z,y) —w(z,y) = Fa'y + §2’y - —wy2+x—3

Cwiczenie 8

a) u(x,y, 2) +w(z,y,2) = —622y?z + 6x2y2? + bry?2® + xy2?
u(z,y, z) — w(z,y, z) = —62°y’z — 62°y2” + 3xy®2°® — 3uy2®

b) u(z,y,2) + w(z,y, 2) = 8x%y + 14w2? — 4y2° 4 2°
u(z,y, z) —w(z,y, 2 )*823 y—2xz —8y z+2yz — 28

2.2. Dodawanie i odejmowanie wielomiandow



Odpowiedzi do zadan Zadania

1. a) f(z) +g(z) = 2° +2°+

+x% — 2z + 6, 1.
f(z) = g(a) = 32° — 42"+
—x3+%x2+2x+2
b) f(z) +g(z) = 32" + 2°+
—x + 2,
f(z) = g(z) = —22° + 32"+ 2.
— 52 4 92 + 2
¢) f(z) +g(x) = 2° + 32"+
+z — 3,
f(z)—g(x) = 4" —2° + 32" +
T =T 3
2. a) w(z) = 22° + 6%,
st(w) =5, Sy =8,
u(z) = —12® — 2%, st(u) =5,
Su=—3%
b) w(z) = 1222 — 182,
st(w) =2, Sy = —6,
5 4,
u(z) = —2z° + 3z, st (u) = 2,
S =1
3. a) £(5) =3, g(5) = 20
b) f(=3) = —16, g(=3) = 10 5
) u(~3)=~-},
w3 = -2
4. a) st(p+q) =5
b)st(p+q) <5lubp+qg=0
c) Jesli m # n, to 6.

st (p + q¢) = max(m,n).
Jeslim=mn, tost(p+q) <n
lubp+¢=0.

5. a) st(u+ w) = 6 dla a # 0,
st(ut+w)=4dlaa=0

b) st(u + w) =5 dla a # —6, 7.

st(u+w)=1dlaa=—6
c) st(u+w)=4dla
a€R\{-1,1},
st(u+w)=3dlaa=1,
st(u+w)=1dlaa=-1

6. a)st(ut+w)=5dlaaeRib#0,
st(u+w)=2dlaa=-7Tib=0,
st(ut+w)=3dlaa#—-7ib=0
b)st(u+w)=7dlaa# —-31ib€eR,
st(ut+w)=1dlaa=-31b=23,
st(ut+w)=2dlaa=—-31b#3
c) st(u+w)=4dlaa#b,
st(u+w) =3 dlaa=0b# —4,
stfu+w)=1dlaa=b= -4

2. Wielomiany

Wyznacz sume f + g oraz réznice f — g wielomianéw f i g.

a) f(x) =3a% — 22" + 22 + 4, g(x) = 32° + 22" +2° — 12® — 22 + 2

b) f(z) = —22* + 4z — 2%+ 2, g(x) = —bx + 32* + 2% — 32°

¢) f(x) =3x*+ 22" =5+ 4z, g(z) = -3z +2° — 22" +2

Wyznacz wielomiany w(z) = 2f(z) — 3g(z) oraz u(z) = $g(z) —  f(x).
Podaj stopien oraz sume wspoélczynnikow kazdego z tych wielomianéw.
a) f(x) =2 + 12 +3, g(x) = —22" + % +2

b) f(x) =325 + 62 — 9z, g(z) = 22° + 42 — 422

Wiadomo, ze f(x) = u(z) 4+ 2w(zx), g(z) = 2u(z) — 3w(zx), gdzie u i w sa
pewnymi wielomianami. Oblicz:

a) f(5) 1 g(5), gdy u(5) =7 i w(5)=-2,

b) f(=3) i g(=3), gdy u(=3) =—4 1 w(-3) = -6,

o) u(=3) i w(=3), edy f(=3) =-9 i g(=3) =13,

Co mozna powiedzieé¢ o stopniu sumy wielomianéw p i ¢, jesli:

a) st (p) =5, st(q) =4, c) st(p) =m, st(q) =n?

b) st (p) =5, st (q) =5,

Okresl stopien wielomianu u + w w zaleznoéci od parametru a.

a) u(z) =22* — 32+ 6, w(x)=ax’+ 52 +4

b) u(z) = 32° — az® + 222 — x, w(z) = —32° — 62° — 222 +9

¢) u(z)=(a+1)z® —2? +4z, w(zr)=(a*—1)a* +22+3

Okresl stopien wielomianu u + w w zaleznoéci od parametréw a i b.

a) u(xz) =ax® +2* -6, w(x) =bax®+72*+z+2
b) u(z) = az” + 32* + 4, w(z) =3z" —bax? — 5z +6
¢) u(r) = (a+1)z* —bx® + 222 + 1, Y
w(x) = (=1 —b)z* — 42 — 222 4+ 9z \ /
I /F
Na rysunku obok przedstawiono wykresy 1
wielomianéw f(z) = z, g(z) = 2? oraz
hz)=p- f(z)+q 9(z) ! X
a) Oblicz wartosci p i g. / \
b) Naszkicuj wykres wielomianu: h
k(x) = 2h(x) + 4g(x)
7. a) Zauwazmy, ze wykresem funkcji h jest parabola \Y /
y(z) = —x? przesunigta o wektor [—1, 1], czyli: \ /k
h(l‘)Z—(l‘—Fl)Q—‘rl: \ /
2 1
= -z —2x = 1
— 9(z) - 2f () —=— >
Zatem p = —2, ¢ = —1.
b) k(z) = 2(xz —1)® —2 = 22 — 4z




8. Oblicz warto$¢ wielomianu w dla podanych wartosci z i y. 8. a) w(—2,3) = 66
a) w(z,y) = 2%y —3xy® + 2%y, v =-2,y=3 b) w(2, —4) = 60
: 9. ; ) =
b) w(x,y) = a° — 2%y’ - oy’ — ay', v=2,y=—4 ®) ulz,y) +wlz,y) =
= jx°y — 327y — 2xy°,
9. Wyznacz sume u+w oraz réznice u—w wielomianéw v i w. Oblicz wartosci u(z,y) —w(z,y) =
sumy i r6znicy dla x = -2 1y = 3. = 128y + 22’y — 4z,
a) u(z,y) = 22’y — 3wy® + 2%y, w(z,y) = 12ty — 2%y + 2y’ (@ a=28) =
b) u(z,y) = tay® + ta2y? — 2%y, w(z,y) = oy’ — 22y? + L2 (u=w)(=2,3) =76
Y — 4 Yy 3 Yy Y, Y — 6 Yy Yy 2 Yy b)u(x,y)+w(w,y):
. . . N , . L — 2,22 _ 1,2 S5 a3
10. Zapisz wielomian P opisujacy sume pdl figur Fy, Fy i F3 w zaleznosci od = —5T7Y° — 3TY + 3Ty,
dhugodci i y. 1 u(z,y) —w(z,y) =
Y pid = §2%y® — L2y + a0,
Y z (u+w)(~2,3) = —52,5,
x (uw —w)(—2,3) = 25,5
Z P Z B Y y Fy 10. P(z,y) = 2zy + (2® + %) +
x x +(z+y)(y — ) + 32y =
=3y +2y
Y Tr+y

11. a) dla P: w(z,y,2) = 1,

11. Dla ktorej trojki liczb, P czy @, warto$¢ wielomianu w jest wigksza’? dla Q: w(z,y, 2) — 3,

a) w(z,y,z) = 22%yz — dwyz? + bry? — 62 r=1 r=—1 czyli dla Q
b) w(z,y,z) = 22%y® + 25y?2 — 3zy32° +x Ply=-1 Q{y=1 2{ dé; Pi(w(%y), 2) 2137
aQ:w(zr,y,2) =—1,
¢) w(z,y,2) = 3yz° — ayz® + 3aytz + 1 =1 2= 1 e
c) dla P: w(z,y,2) = 2,
Stopien jednomianu wielu zmiennych jest sumg wykladnikéw zmiennych dla Q: w(z,y,z) = 3,

w nim wystepujacych. Na przyklad jednomian z?y* ma stopieft réwny 5, czyli dla P
a jednomian zy3z* ma stopief réwny 8.

Stopien wielomianu wielu zmiennych jest réwny najwiekszemu sposréd

stopni wystepujacych w nim jednomianow.

Wielomian u(z,y) = 6z*y? — 8z%y* + 12xy* + 32° jest stopnia 6.

Wielomian w(z,y, z) = —3xy®2° + 4xtyz® — 225y + 722° jest stopnia 9.

12. Wyznacz wielomian v(z,y,z) = 2u(x,y,2) — 3w(z,y, z) oraz okredl jego
stopien.
a) u(xz,y,z) = sayz* + 3atyz — axy2®, wlx,y,z) = 2a%yz* — 2’yz 4+ ayz

b) u(z,y,z) = 22%y*2 — xy?2% + xyz, w(z,y,z) = 3ryz® — vYyz — 2Y2>

13. Dany jest prostopadioscian o krawedziach dlugosci x, y, z oraz prosto-
padloscian o krawedziach dtugosci x + 1, y + 2, z + 3. Podaj wielomian
opisujacy sume pol powierzchni catkowitych tych prostopadtoscianéw.

12. a) v(z,y, 2) = —xyz® + 62%yz — 2wy2® — 3zyz, st(v) =5
b) v(z,y, 2) = 423y’ 2 — 2xy?2® — 9zy2® + Swyz + 6y2>, st(v) = 6
13. P(z,y,2) =2(xy + 2z +yz) + 2(x + 1)(y+2) +2(z + 1) (2 + 3) + 2(y + 2)(2 + 3) =
= dxy + 4z + 4yz + 10z + 8y + 6z + 22

2.2. Dodawanie i odejmowanie wielomiandow



Uczen:

— okresla stopien iloczynu
wielomianéw bez wyko-
nywania mnozenia

— wyznacza iloczyn danych
wielomianow

— podaje wspélczynnik przy
najwyzszej potedze oraz
wyraz wolny iloczynu wielo-
mianéw bez wykonywania
mnozenia wielomianéw

— stosuje wielomian do opisania
objetosci prostopadloscianu
i okresla dziedzine tego
wielomianu

— wykonuje mnozenie wielo-
mianéw i poréwnuje wspot-
czynniki przy odpowiedniej
potedze zmiennej

— stosuje wielomiany wielu
zmiennych w zadaniach
réznych typow

Cwiczenie 1

a) u(z) - w(z) =

=z" +22° — z* — 23,
st(u-w)=7

b) u(z) - w(z) =

=z —2® -2+ 22+ —1,

st(u-w) =7
) u(z) wx)=a* -1,
st (u-w) =3

d) u(z) - w(z) =
= z* — 3% + 42 + 3z — 5,
st (u-w) =4
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2.3. Mnozenie wielomiandéw

Aby wyznaczy¢ iloczyn wielomiandéw, mnozymy kazdy wyraz pierwszego wie-
lomianu przez kazdy wyraz drugiego wielomianu. Iloczyn wielomianéw jest
wielomianem.

Przykiad 1
Wyznacz iloczyn wielomianéw u(z) = 2z — 3 i v(z) = 2? — 2z + 2.

o
u(z) - v(z) = (22 — 37-\(}2 -2 +2)=2x(x? —2x+2)—3(2*—2r+2) =
SS=— 7 -2’4’ +4z— 322+ 6z —6=
=2z% — T2? + 10z — 6
W wyniku pomnozenia wielomianu stopnia pierwszego przez wielomian stop-
nia drugiego otrzymali$émy wielomian stopnia trzeciego.

Twierdzenie

Tloczyn wielomianéw stopnia m i stopnia n jest wielomianem stopnia m-+n.

st (w - v) = st (w) + st (v)

Cwiczenie 1

Wyznacz iloczyn wielomianéw u i w. Podaj stopien otrzymanego wielomianu.
a) u(z) =2, wx)=2*+222 -2 -1 c)ulx)=z—1Lwkx)=2>+z+1
b) u(z) =2 -1, w(x) =2 -z +1 d) u(z) =5-3z+2% w(z) =2*-1
Przykfad 2

Wyznacz wielomian zmiennej x opisujacy objetos¢ pro-
stopadloscianu przedstawionego na rysunku obok.

2z + 3

I
\
\
\
Dtugosci krawedzi prostopadtosécianu sa liczbami dodat- :
nimi, zatem zakladamy, ze: -T2

20 —1>0
r+4>0
20 +3 >0

czyli © > %

Objetos¢ tego prostopadtoscianu wyraza si¢ wzorem:
Viz)= 2z - 1)(z+4)2z+3) = (22° +8r —x — 4)(22 + 3) =
= (22 + Tz — 4)(22 + 3) = 42° 4 62° + 142° + 212 — 8z — 12
V(z) = 42® + 202 4+ 13z — 12 opisuje objetos¢ prostopadloscianu dla = > %



Cwiczenie 2

Wyznacz wielomian zmiennej x opisujacy objetos¢ prostopadltoécianu o kra-
wedziach: a, b, c.

a)a=zr—1,b=x+1,c==x c)a=2zx+1,b=iz+1,c=22—-1
b)a=z+1,b=x+2,c=2+3 d)a=z+3,b=z+3,c=2>-9
Mnozenie wielomiandéw wielu zmiennych przebiega analogicznie do mnoze-
nia wielomiandéw jednej zmiennej. Aby wyznaczy¢ iloczyn wielomianéw wielu
zmiennych, mnozymy kazdy wyraz pierwszego wielomianu przez kazdy wyraz
drugiego wielomianu.

Przyktad 3
Wyznacz iloczyn wielomianéw u(x,y) = 2% — 2y i w(x,y) = 22* + y* — 3y.
u(z,y) - w(z,y) = (¢ = 2y) - (22° +y* = 3y) =

= 2%(227 + y? — 3y) — 2y(22® + 3 — 3y) =

= 22" + 2%y® — 32’y — da?y — 2y° + 6y® =

= 2z* + 2?y* — Tay — 2y° + 69>

Cwiczenie 3

Wyznacz iloczyn wielomianéw v i w.

a) u(z,y) =xy — 222, w(r,y) =22 -3y*+z

b) u(z,y) = 3zy? —2x + 1, w(z,y) = 2%y + 22y —y

¢) u(w,y) = 4oy + 3zy? — 2zy, w(z,y) = 2%y? — 322y + xy

Cwiczenie 4

Wyznacz iloczyn wielomianéw u i w.

a) u(z,y,z) =2y + 2%z +yz, w(z,y,2) =2xyz — Yz

b) u(z,y,2) = 3xyz — 4z + y*2, w(z,y,z) = 2%y —vy? + 22
¢) u(w,y,z) = xy?2? + 2xy2? — xyz, w(x,y,z) = x? + 2y* + 322

Zadania

1. Wyznacz iloczyn. Podaj wspotczynnik przy najwyzszej potedze oraz wyraz
wolny otrzymanego wielomianu.

a) (2o —1)(2® — 322 + Tx) d) (6 —32% —22°%)(2® — 4z + 1)

b) (22 + 2)(42* — 3z + 4) e) 2+ 1o +1)(a? —az— 1)

c) (2 —x)(2z* —x + 1) f) (2 —-v22% —2%) (V2 + x + 42?)
Cwiczenie 4

a) 223y 2 + 223y2? — 22922 — 22y2® + 2xy2? — Y222
b) 3x3y?z — 4xdy2® — 22232 + 422y 2? — zytz + 6xy2® — 8xzd + 2222
¢) 23y?2% + 223y2? — piyz + 2wyt2? + 4wyB2® — 22932 + 32y 2* + 6yt — 3wy

Odpowiedzi do zadan
1. a) 2z* — 72 4 170 — T2, a4 = 2, ap = 0
b) 42* — 32> + 1222 — 62+ 8, as =4, ap = 8
c) 205 —22° — 234+ 222 —2, a6 =2, a0 =0
) —25% — 32° 4+ 82 + 162 — 322 — 242 + 6, ag = —2, ap = 6
e) 2x5—2x4+%x2—%x—i,a5:2, aoz—i

£) —42® — 25 — 522" — V22 + 62% + 20 + 2/2, ag = —4, ap = 2v/2

=9

Cwiczenie 2

a) Viz) =a® —x, x> 1

b) V(z) = z® + 62% + 11z + 6,
z>—1

¢) V(z) =22° +42® — Sz — 1,
x> %

d) V(z) = z* + 62® — 54z — 81,
z >3

Cwiczenie 3

a) —da* + 223y — 223 + 622y +
+a2%y — 3zy?

b) 323y — 223y + 622y — 322y +
—3zy® + 4oy —y

c) 4zty® — 120%y% + 323y  +
—11z3y® + 1023y + 322> +
EPWEI

2.3. Mnozenie wielomiandw



a():—l

b) st (w) = 3, az = 6,
a0:—6

c) st(w) =5, as = —4,
a():l

d) st(w) =3, as =1,
a0:—6

e) st(w) =4, ay = —6,
a0:2

f) st(w) =5, as = 12,
a0:6

. a) v(z) = z° — 8x° 4 162* +
+62% — 242% + 9, st (v) =6
b) v(z) = 2z* +2v22% — Tz +
— 422 + 8, st(v) = 4

.a) f(z) = 2® — 325 — 21z* +
+2x2,

g(x) = 1223 +92% — 62 + 1
b) f(z) = —627 + 225 4 62° +
—3z* — 62 + 322 — 1,

g(z) = 2® — 22°% + 32* + 62° +
—4z% 4+ 2

¢) f(z) = 3x° — 5z* + 625+
—x+1,

g(z) = % — 22° + 32* — 4% +
+4z

. a) P(x) = 10z? 4 22 — 20,
> 2

b) P(z) = 2x* + 42® + 142> +
+ 6x + 4,

z € (—2;—1) U(1;00)

. a) u(z) = 2* +2* — 1122 4 4z,
m=1n=-—11

b) u(z) = —4a® + 22° — 23+
+22, m=—-4,n=0

¢) u(x) = —2x" — 3z° + 22°,
m=-3,n=-—1

. a) v(z,y) = 4o — 1223y> +
— 4By + Txy? — 2yt

b) v(z,y) = —daty* + 2*y* +
+623y> + 42yt + 2yt

2. Wielomiany

10.

10.

=Y

Podaj stopien, wspélczynnik przy najwyzszej potedze oraz wyraz wolny
wielomianu w bez wykonywania mnozenia wielomiandw.

a) w(z) = (r—1)(1 —x+ 2?) d) w(z) =(zx—-1)(z—2)(z—3)
b) w(z) = 3z —2)(222 —z+3) e) w(z)=(1-2z)(1+2z)(32>+2)
c) wz)=(1-2)(1—-2*>+42%) f) w(z)= 42?4+ 1)(1 — 2?)(6 — 3z)

Wyznacz wielomian v(z) = [w(x)]? i podaj jego stopief.
a) w(z) =23 — 42>+ 3 b) w(z) =222+ —2v2

Wyznacz wielomiany f(z) = u(z) - w(z) oraz g(z) = [u(z)]* — w(z).

a) u(x) = 2%+ 3z — 1, w(zr) =2 — 62> — 22°

b) u(z) =2* — 22+ 1, w(r) = —62°+22% -1

o) ulx)=2®—2>+r+1, wlx)=322—-2x+1

Wyznacz wielomian zmiennej x opisujacy pole powierzchni catkowitej pro-
stopadtoscianu o krawedziach: a, b, c.

a)a=z+1,b=x+2,¢c=2xr—4 bla=z*+4,b=x+2,c=2>—-1
Dla jakich warto$ci parametréw m i n wielomiany u i w maja te same
wspotezynniki przy odpowiednich potegach?

a) u(z) = (2? — 3z + 1)(2? + 4z), w(x) = z* + ma® + nz? + 4z

b) u(z) = (z* — 22*)(22* —z + 1), w(z) = ma® + 22° + nz* — 2% + 22

c) u(z) = (2* +2z)(2* — 22%), w(z) = (m+ D" + (2n — 1)z° + 223

Wyznacz wielomian v(z,y) = [u(x,y)]* — 2w(z,y).

a) u(z,y) =222 —zy, w(r,y) = 623y? — 32%y> + y*

b) u(z,y) = 322y + 2292, w(x,y) = 2x*y* + 4oty + 323y> — zy*
Wyznacz iloczyn.

a) (22%y + 3zy*)(z —y — 4)

b) (z+y)(z —2y)(z —zy +3°)

¢) (z+y)(2® +y*)(2® + )

d) (V22 —V3y) (222 + V6 xy + 3¢?)

Wyznacz iloczyn.
a) (x—2y)(y — 22)(z — 2z)
b) (x+y+2)(x—y—2)

¢) (22 —y)(3y + 22)(2z + y)(3y — 22)
d) (z+zy +ayz) (1 + 2 —y2)
Wyznacz wielomian zmiennych z, y, z opisujacy réznice objetosci prosto-

padtoscianu o krawedziach: z+1, y+2, z+ 3 i objetosci prostopadtoscianu
o krawedziach: z + 1, y + 1, z + 1.

. a) 223y + z%y? — 8z%y — 3xy® — 12xy°

b) —z3y + 23 + 22%y* — 2%y + 2y® — 22y% — 2*

) 28 + 2%y + ahy? + 2238 + 22yt + 2y® + o

d) 2v22°® — 3/3y°

) =222y + 42?2 + dxy® — Tryz — 2w2° — 2y’ + 4y2°

b) 22 — y? — 2yz — 22

c) 362%y? — 162%2% — 9y* + 4222

d) J:Qyz = 1:2y + 22— er222 = IL‘yQZ +xy +x

V(z,y,2) = @+ Dy +2)(z+3)— (e + 1) (y+1)(z+1) =
=(x+1)(yz+3y+224+6)— (z+1)(yz+y+2z+1) =

=(x+1)(2y+2+5)=2zy+zz+5x+2y+2+5
gdziexz > -1,y > -1, 2 > —1

o



Powierzchnie

Funkgcja f dwoch zmiennych to funkcja, ktdrej argumentami s pary liczb
rzeczywistych (x, ), a warto$ciami — liczby rzeczywiste z. Wykres funkcji
z = f(x, y) jest powierzchnig w tréjwymiarowym ukladzie wspdtrzednych.

Wielomiany

Funkcja dwéch zmiennych moze by¢ wielomianem.
Na rysunku przedstawiono fragment wykresu
funkcji okreslonej rownaniem:

fx, ) =x2+y?

Wykresem tej funkcji jest powierzchnia noszaca

nazwe paraboloidy obrotowej. Zwré¢ uwage

na to, ze czesc wspolna tej paraboloidy i ptaszczyzny

OYZ jest parabola o réwnaniu z = y?, a cze$é

wspolna paraboloidy i ptaszczyzny OXZ — parabola

o réwnaniu z = x2. Y,

Ponizej przedstawiono inne przyktady powierzchni, ktére sa wykresami wielomianéw dwoéch zmiennych.

fx,y) =xy®-x% fix, y) =x*y? - 10x%%-y?

El Za pomoca odpowiedniego programu komputerowego
znajdz przyktady innych powierzchni bedacych
wykresami wielomianéw dwoéch zmiennych.

Powierzchnie 63 I



Uczen:

— stosuje wzory na szescian
sumy lub réznicy oraz
wzory na sume lub réznice
szescianow

— przeksztatca wyrazenie
algebraiczne, stosujac wzory
skréconego mnozenia

— stosuje wzory skréconego
mnozenia do obliczania
objetosci

— stosuje wzory a® £ b% do
usuwania niewymiernosci
z mianownika

— wyprowadza wzory skréco-
nego mnozenia

— stosuje wzory skréconego
mnozenia do dowodzenia
twierdzen

Cwiczenie 2

a) 2° + 322 + 3z + 1

b) 2 — 32 + 3z — 1

¢) 3 + 922 + 27z + 27

d) 2® — 122° 4 48z — 64
e) 8z° + 3622 + 54x + 27
f) 82° — 1222 4+ 6z — 1

g) 27z + 272 4+ 9z + 1
h) 1 — 9z + 272% — 273

Cwiczenie 3
2(10 + 7v/2)
8(v5—-2)
6(9 — 5v/3)
2(25v/2 — 44)
46+/5 + 61
3
1
3

b
c

\_,\_/

ceos

(261/3 — 45)
1V2+9V3
(7v/3 — 5v/6)

Ew

Multite4a

e Szescian sumy i szescian
réznicy dwdch wyrazéw

® Trojkat Pascala

® Trojkat Pascala — zastosowanie
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2. Wielomiany

2.4. Wzory skréconego mnozenia

Twierdzenie
Dla dowolnych liczb rzeczywistych a i b:
(a+b)® = a® + 3a®b + 3ab® + b?
(a —b)® =a® — 3a®b + 3ab® — b?

szescian sumy

sze$cian roznicy

Dowdd wzoru na szeScian sumy
(a+0b)* = (a+b)*(a+b)=(a®+2ab+b*)(a+b) =
=a® + a’b+ 2a*b + 2ab® + ab® + b* =
= a® + 3a®b + 3ab® + b
@ Cwiczenie 1
Wyprowadz wzor na szescian réznicy, korzy-

stajac z tego, ze: b

a) (a—b)* = (a—b)*(a — ), b

b) (a —b)* = (a+ (-b))*.

Przykiad 1 ‘ a
Zapisz (z + 2)® w postaci sumy algebraiczne;j. 4
( + )3 _ a b

Na rysunku przedstawiono
interpretacje geometryczna
wzoru na sze$cian sumy.

- 2 3
=@’ +3-[@-[2]+3 [ [2] +[2] =

=234 622+ 122 + 8

Cwiczenie 2

Zapisz w postaci sumy algebraicznej.

a) (z+1)° c) (z+3)° e) (2z+3)° g) (3z+1)°
b) (x —1)3 d) (x —4)3 f) (2z—1)3 h) (1 —3x)?
Przyktad 2

Oblicz (2 — v/3)3.
(2—v/3)% = 23-3-22./3+3-2-(v/3)>—(V/3)® = 8—12V/3+18—-3V/3 = 26—15/3

Cwiczenie 3

Oblicz.
a) (2+v2)° ) (3-v3)? e) (1+2V5)° g) (V2+V3)’
b (VE-10 4 (V2-4° B @VE-3°  h) (VE— VB
Cwiczenie 1
a) (a—b)® = (a—b)*(a —b) = (a® — 2ab+ b*)(a — b) =

= a® — a®b — 2a°b + 2ab?® + ab® — b = a® — 3a%b + 3ab® — b°
b) (a —b)® = (a+ (=b))® = a® + 3a®(=b) + 3a(—b)* + (—b)® =

= a® — 3a%b + 3ab? — b°



Twierdzenie
Dla dowolnych liczb rzeczywistych a i b:
a’+ b3 = (a + b)(a2 —ab + b2) suma szescianéw

a® — b = (a — b)(a2 + ab+ b2) réznica szescianow

@ Cwiczenie 4
Wyprowadz wzory na sume szeSciandw i réznice szesciandw.

Cwiczenie 5 Cwiczenie 5

Zapisz w postaci sumy algebraicznej. a) 2° +8

a) (z+2)(2* — 2z +4) d) (2* — 62 + 36)(z + 6) b)) lei

b) (z—1)(a?+ 7 +1) ¢) (z—8)(2® + 8z + 64) 0 2 1216

¢) (22 —z+1)(1+z) £) (222 —1)(4a* + 222 + 1) e) o — 512
f) 82% —1

Przyktad 3

Zapisz w postaci sumy algebraiczne;j.
a) (x—2)(z+2)(z* 4 42* + 16) =

= (2 — 4)(2z* + 42 + 16) = Korzystamy ze wzoru na réznice kwadrat6w.
= (22)% — 43 = 2° — 64 Korzystamy ze wzoru na réznice szedcianéw.
b) (V3z +1)(v3z —1)(92* + 322+ 1) =
= (32— 1)(92* + 322 + 1) = Korzystamy ze wzoru na réznice kwadratow.
= (322)° —1=272° -1 Korzystamy ze wzoru na réznice szedcianow.
Cwiczenie 6 Cwiczenie 6
Zapisz w postaci sumy algebraiczne;j. a) z° N 1
a) (z—1)(z+1)(z!+22+1) ) ((z+2)? — 4z)(2* — 422 + 16) ‘c’)) xg+*(;4729
b) 3+ z)(3—z)(z* + 9z* + 81) d) (2z + 5)?(42? — 20x + 25) d) 162* — 20022 + 625

(0] Cwiczenie 7

Wykaz prawdziwos¢ podanego Dl ossallinyelh @ 16 4w 2> 25

obok wzoru dla n = 5. (a=1)(a"'+a"?+...+a*+a+1) = a"—1
Cwiczenie 8
Zapisz w postaci sumy algebraiczne;j.
a) (x— 1)1+ 2+ 2?4+ 2%) ¢) (*+2*+2?+x+1)(z—1)(2°+1)
b) (P +z*+2¥+22+x+1)(z—1) d) (@ +z*+z+1)(z*—1)(x—1)
Cwiczenie 4
a® +b% = (a +b)® — 3a®b — 3ab® = (a + b)> — 3ab(a + b) =

= (a+b)((a+b)? — 3ab) = (a+ b)(a® + 2ab + b* — 3ab) =

= (a+b)(a® — ab + b?)
a® — b® = (a — b)® + 3a®*b — 3ab® = (a — b)® + 3abla — b) =

= (a —b)((a — b)® + 3ab) = (a — b)(a® — 2ab + b + 3ab) =

= (a — b)(a® + ab + b?)
Cwiczenie 7

(a—D(a*+a*+a®>+a+1)=d’+a*+a®+a®>+a—-a*-ad®—a®*—a—-1=0a" -1

Cwiczenie 8
a)z* —1 b)a® -1 ¢) (z° —1)(@®+1) =201
d) (z* —1)(2®> —1) =2® —2* — 22 +1

2.4, Wzory skréconego mnozenia



Odpowiedzi do zadan

s

(Y

.a)l

Y

=Y

)x + 1222 + 48z + 64
b) 3 + 1522 + 75z + 125
c) 2° — 62% + 122 — 8
z3 — 92? + 27z — 27
83 4+ 122 + 6z + 1

(="

e)
f) 1252° — 7522 + 152 — 1
):r — 3V22% + 62 — 2¢/2
h) 2% + 3v/32%2 + 9z + 3V/3
) 5v2 -7

b) 45 4 29v/2

) 46+/5 — 61

d (3f+5f)

)

)
)
)
)
b) 1oof
)
)
)
)

o

c) —
d 22f

)8:1c + 122%y + 62y° + ¢°
% — 622y + 122y — 8y3
c) 272% +54x?y + 36zy> + 8y?
d) 82° — 3622 y+54xy —27y
) &° + 2’y + 3 wy +27y
) ® — 222 Y+ 3 L2 ——x
g) 3v32°+9z y+3\/_:fcy +y°
B3 — 22y + Bay? — ¢
)(2w+2y) + (2z +3y)® =
= 1623 + 60z y+ 78zy> + 351>
b) 3z +y)® — (z + 3y)* =

= 262>+ 18x%y — 18zy> — 26y

=5

)

3

-~

=

2. Wielomiany

l=(a—1)(a" ' +a" 2+ ...+a*>+a+1), jak i wzér na
(a—b)(a*+ab+b?*) sa szczegblnymi przypadkami

Zaréowno wzor a™ —
réznice szedcianéw a® — b =
ponizszego wzoru.

Twierdzenie

Dla n > 2 réznica n-tych poteg dowolnych liczb rzeczywistych a i b wyraza
sie wzorem:

a"—b"=(a—b)(a"t+a" 2 b+a" -0+ ... +a® 0" P ta- b+

[0] Cwiczenie 9

Uzasadnij prawdziwos¢ podanego wyzej wzoru dla:
a) n =4, b) n =5.

Cwiczenie 10
Zapisz w postaci sumy algebraiczne;j.

a) (z—3)(z® + 32 + 9z + 27) b) (z — 2)(z* + 22° + 42% + 8z + 16)

Zadania

1. Zapisz w postaci sumy algebraiczne;j.

a) (z+4)° c) (z—2)° e) (2z+1)° g) (z—v2)°

b) (z+5)° d) (z-3)° f) (5z—1)° h) (z +V/3)°
2. Oblicz objetosé szescianu o krawedzi a.

a) a=+v2-1 b)a=3+v2 ¢)a=2V5-1 d)a=+v6++2
3. Oblicz.

a) (1+v2)° +(1-v2)° c) (2v3-1)° - (2V3+1)°

b) (4 VB — (4 V2 Q) (V5 - V) + (V5 + VB

4. Zapisz w postaci sumy algebraicznej.

2) oyl o) Ber) o) (wriy) ) (Bt
b) @—2)° ) (-3 6§ (@-2%)" 1w (Lo-y)

5. a) Oblicz sume objetosci szedcianu o krawedzi dtugosci 2z + 2y i szeScianu
o krawedzi dlugosci 2x + 3y.
b) Oblicz réznice objetosci szescianu o krawedzi dlugosci 3x +y 1 szeScianu
o krawedzi dtugosci x + 3y.

Cwiczenie 9
a) I sposob

(a —b)(a® + a®b + ab® + b*) = a* + a®b + a®b? + ab® — a®b — a®b® — ab® — b* = a* — b*

IT spos6b

a* —b* = (a® — b*)(a® +b?) = (a — b)(a+ b)(a® + V%) = (a — b)(a® + ab® + ba® + b%) =
= (a — b)(a® + a®b + ab® + b°)

b) (a — b)(a* + a®b + a?b® + ab® + b*) =

=a® + a*b+ a®b? + a®b® + ab* — a*b — a®b® — a?b® — ab* —b° =a® —b°
Cwiczenie 10
a) x* — 81

b) z° — 32



13.

11.

12.

Oblicz warto$¢ wyrazenia:
a) (z+v2)(z — V2)(z* + 22% + 4) dla z = V9,
b) (922 — 6z +4)(3x+2) dla z = {/—1,
) (x —V5)? —2zx(x + 5) (= —5) +

(

(z+V5)* dlaz = L,
d) (z +V5)(z®> — Vbx +5) — (Vb — 2) (2> + Vbx 4 5) dla = = /4.

o

Rozwiaz réwnanie.
a) (x+3)(2?-32+9) =2°+u
b) (z —4)(z* + 4z + 16) = z* + 8z

¢) (4a? +2x+1)(2z —1) =26
d) (322 —z+4)(32+2) =9
Skr6é¢ ulamek.

(a—1)(a®+a%4a+1)
) Lot

(a*+ad+a+a+1)(a?-1)
ab-1 ’

a#1

. Uzasadnij prawdziwo$¢ wzoru.

a) a® —b® = (a —b)(a+b)(a® + b*)(a* + b*)
b) a® — v° = (a — b)(a® + ab + b*)(a® + a®b3 + b°)

. Przedstaw wielomian jako iloczyn czynnikéw stopnia co najwyzej drugiego.

a) a® —0° *b) ab +°

. Uzasadnij, ze dla dowolnego n € N liczba:

a) 4™ — 1 jest podzielna przez 3, b) 7" —1 jest podzielna przez 6.

Przeczytaj podany w ramce przyktad.

< 2 <
1 . 1 ) (\3/5) +2¥9+22 o Korzystamy ze wzoru
Y9_2  ¥Yog_2 (;3/5)2_’_ 2¥/9 + 22 " na réznice szescianéw.
V81 +2¥9+4 2 4
:E+3¢§+ Y81+ 299 + — 3934299+ 4
(\5/5) _ 923 9-8
Usun niewymiernosé z mianownika.
a) 1 b) 5 C) 10 d) 11‘
V2+1 2-3 3+ V2 3-272
a) a® — b = (a* — b?)(a* + b4) = (a® = b*)(a® + b*)(a* +b*) =
— (0= b+ D&+ P)a" + )
(bS) ( 3 _ b3)(a6 + a3b3 —|—b6) —

a —b)(a® + ab+ b*)(a® + a®b® + %)
— b3 (a® + ) = (a — b)(a® + ab+ b*)(a + b)(a® — ab + b?)

b) af + b5 = (a®)® + (?)° = (a® + b?)(a* — a®V? + b?)

Zauwazmy, ze a4—a2b2+b4:a4+2a2b2+b4—3a2b2:(a2+b2)2—(\/§ab)2:
= (a2+\/_ab+b2)(a2—\/_ab+b2)

Zatem a® + b° = (a® + b%)(a® + v/3ab + b*)(a® — v/3ab + b?).

a)d4" —1=(4-1)d" " +4"P+ . +4+1)=3- (4" +4" P+ +441)

b) 7" —1=(T—-1)(T 4+ 72+ T+)=6- (" + T2+ +T7+1)

2.4, Wzory skréconego mnozenia

6. Zapisz w postaci sumy algebraiczne;. 6. a) 2* + 523 + 125z + 625
4 3
a) (z + 5)2(a? — 5z + 25) ¢) (3z — 1)2(922 + 3z + 1) b)> > 5“327—3125; + 635
c r — 27x” —3x +
b) (22 4+ 5z + 25)(z — 5)? d) (z—D(z*+2+1)(z*+1) d) 2% —1

ca) &
b)f+2f+4
¢) 2(Y9 - 6+ ¥9)
d) 9+6v2+4V4




3. a) 122+ 17
b) 4(7 — 44/3)
¢) 70v/2 + 99
d) 8(26 — 15)V/3

2. Wielomiany

Tréjkat Pascala

Wzory skréconego mnozenia:
(a+0b)? =a®+ 2ab+?
(a+b)? = a® + 3a?b + 3ab®> + V*
sa szczegblnymi przypadkami wzoru dwumianowego Newtona (zwanego tez

dwumianem Newtona) pozwalajacego wyznaczy¢ (a+b)™ dla dowolnegon € N.
Bedzie on szczegétowo omdwiony w dalszym toku nauki.

Wspdlezynniki liczbowe wystepujace w rozwinigciu (a + b)" mozemy znalezé
w kolejnych wierszach trdjkata Pascala.

n=>0 1

n=1 1 1

n=2 1 2 1

n=3 1 3 3 1
n=4 1 4 6 4 1
n=>5 1 5 10 10 5 1
n=>6 1 6 15 20 15 6 1

n="7 1 721 35 35 21 7 1
n=8 1 8 28 56 70 56 28 8 1

Kazda liczba w tréjkacie Pascala (z wyjatkiem skrajnych, ktére sa jedynkami)
jest suma dwdch liczb znajdujacych sie nad nia (np. nan = 8 mamy: 8 = 147,
28 =74 21, 56 =21+ 35, 70 = 35 + 35).

Odpowiednie wzory skréconego mnozenia:

(a+b)'=a+b

(a+0b)?=a®+2ab+1?

(a+ b)® = a® + 3a®b + 3ab® + b3

(a+ b)* = a* + 4a®b + 6ab? + 4ab® + b*

(a+ b)® = a® + 5a’b + 10ab? + 10a?b® + Sab* + v°

( )% = a® + 6a°b + 15a*b* + 20a®b* 4 15a2b* + 6ab® + b°

1. Podaj wzory na:
a) (a+0b), b) (a —b)7, c) (a+0b)8, d) (a—0b)5.

2. Wyznacz wiersze trojkata Pascala dlan =9 i n = 10 oraz podaj wzory na
(a+0)° i (a+0)'"°.

3. Korzystajac z odpowiednich wzoréw skréconego mnozenia, oblicz:

a) (V24+1)*% b)) (VB=14 ¢ (V241  d) (V3-1)"

1. a) a” + 7ab + 21a°b% + 35a*b® + 35a°b* + 21a%b° + Tab® + b”
b) a” — 7a®b + 21a°b* — 35a*b> + 35a°b* — 21a%b® + Tab® — b”
c) a® + 8a"b + 28a°b? + 56a°b° + T0a*b* + 56a°b° + 2846 4 8ab” + b°
d) a® — 8a"b + 28a°b* — 56a°b + 70a*b* — 56a°b® + 28a°b° — 8ab” + b°
2. (a+b)° = a® + 9a®b + 36a"b* + 84a°b® + 126a°b* + 126a*b® 4 84ab° + 36a2b” +
+9ab® +1°,
(a+6)'° = a'® +10a°b + 45a®b% + 120a7b> + 210a°b* + 252a°b° + 210a*b° +
+120a°b" + 45a%b® + 10ab® + b'°



2.5. Rozkfad wielomianu na czynniki (1)

Przedstawienie wielomianu jako iloczynu dwoéch lub wiecej wielomiandéw na-
zywamy rozkladem wielomianu na czynniki.

Przyktad 1
Roz16z wielomian w(z) = 122°
w(z) = 1225 — 8x* = 42*(3z — 2)

Zauwaz, ze wielomian w zostal juz rozlozony na czynniki liniowe (stopnia
pierwszego), poniewaz mozna go zapisaé jako w(z) =4 -z -z -z -z - (3x — 2).

— 8z na czynniki.

Wylaczamy 4z* przed nawias.

Przyktad 2

Roz16z wielomian w na czynniki.

a) w(z) = 2% — 62° + 9z = 2*(2? —
= at(z — 3)?

b) w(x) = 2% — 162 = x(z* — 16) =
=z(2? —4)(x* +4) =
=xz(z —2)(x+2)(z* +4)

Zauwaz, ze czynnika z2 + 4 nie mozna rozlozyé na czynniki liniowe.

¢) w(z) =62° —z* + 23 = 2362 —z + 1)

Czynnik 6z% —z +1 jest trojmianem kwadratowym, ktérego nie mozna rozlo-

zy¢ na czynniki liniowe, gdyz A = —23 < 0.

6x +9) =

5 5 . .
Korzystamy ze wzoru (a — b)? = a* — 2ab + b*.

Wylaczamy x” przed nawias.

Wylagczamy = przed nawias.

Dwukrotnie korzystamy ze wzoru
2 _ 32
a®—=b"=(a—0b)(a+0D).

Wylaczamy x° przed nawias.

Podstawowe twierdzenie algebry

Kazdy niezerowy wielomian mozna przedstawié¢ jako iloczyn czynnikéw
stopnia co najwyzej drugiego.

Rozklad wielomianu na czynniki stopnia co najwyzej drugiego zawsze ist-
nieje, natomiast nie zawsze potrafimy go wyznaczy¢ — czasem jest to zbyt
skomplikowane obliczeniowo, a czasem niemozliwe (w przypadku niektérych
wielomianéw stopnia wiekszego od 4).

Cwiczenie 1

Roz167 wielomian w na czynniki.

a) w(z) =zt — 72® e) w(z) =6z + 122% + 6z

b) w(z) = 18z3 + 302> f) w(z) = —-3z* +122% — 1222
¢) w(z) =—22°— 8z* g) w(z) = —27z°% + 182° — 3z*
d) w(z) = —542® + 36x h) w(z) = 1a® +2° + o

Cwiczenie 1
a) w(z) = z3(z —7)

)
b) w(z) = 62%(3x + 5)
¢) w(z) = —2z*(x +4)
d) w(z) = —182*(3x — 2)
e) w(z) = 6x(x +1)2
f) w(z) = —32(z — 2)?
g) w(z) = —3x ( z — 1)2
B) w(z) = La(a? +2)?

Uczen:

— wylacza wspolny czynnik
przed nawias

— stosuje wzory na kwadrat
sumy i réznicy oraz wzér
na réznice kwadratéw do
rozktadu wielomianu na
czynniki

— wykorzystuje rozktad
tréjmianu kwadratowego
na czynniki do rozkladu
wielomianu na czynniki

— zapisuje wielomian w postaci
iloczynu czynnikéw mozliwie
najnizszego stopnia

— rozklada wielomian
na czynniki w zadaniach
réznych typow
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Cwiczenie 2

a) w(z) = 3z(2? + 4),
2®+4>0dlazeR

b) w(z) = 12*(z® + 3),

> +3>0dlazeR

¢) w(z) = —62%(2*+7),
?+7>0dlaz eR

d) w(z) = —v22°(z* +V/3),
> +v3>0dlazeR

e) w(r) =z (72® — 5z + 1),
A=-3<0

f) w(z) = 2* (12 + 2+ 2),
A=-1<0

g) w(z) = —x3(4a® — 3z + 7),
A=-103<0

h) w(z) = 23(3v/22% — 2¢/3z +
+v6), A=12—-24/3<0

2. Wielomiany

] Cwiczenie 2

Roz16z wielomian w na czynniki. Jezeli w rozkladzie pojawi si¢ czynnik stopnia
drugiego, uzasadnij, ze nie da si¢ go roztozy¢ na czynniki liniowe.

a) w(z) =3x® + 12z e) w(z) =T7z" — 5210 + 2

b) w(z) = ab + 2z f) w(x) = 225+ 2° + 22*

¢) w(z) = —62° — 4223 g) w(z) = —42® + 3z* — T2

d) w(z) = —v227 — V627 h) w(z) = 3v22° — 2v/32* + /623

Przyktad 3

Roz16z wielomian w(z) = 42° + 3z* — 23

na czynniki.
w(z) = 2%(42? + 3z — 1) Wylaczamy 2° przed nawias.
Obliczamy pierwiastki tréjmianu kwadratowego 42 + 3z — 1:
A=3*—4-4-(-1)=25
VA _ =3-5 b+VE _ 345 _ 1
2a 8 2a 8 4
Zatem trojmian ten mozemy zapisa¢ w postaci illoczynowej:
42 + 3z —1=4(x+1)(z — 1)
czyli wielomian w mozna przedstawi¢ w postaci iloczynu czynnikéw liniowych:
w(z) =42 (x4 1)(x — 1)

xr, = :—17 Ty =

Cwiczenie 3

Roztéz wielomian w na czynniki.

a) w(z) = x* — 223 — 322 e) w(r) = —22%+202* — 10z
b) w(z) = 22° — 2t — 23 f) w(x) =a* — 3a2® 4 222

¢) w(z) =—-22%— 22+ 6z g) w(z) = 22° — 4z* + 23

d) w(z) = 202° 4+ 14z* 4 22 h) w(z) = 425 — 1225 4 2*

Czy wiesz, ze...
W 1799 r. Carl Friedrich Gauss [czyt. karl fridri§ gals] (1777-1855) po-
dat dowod podstawowego twierdzenia algebry. Ze wzgledu na swe wybitne
osiggniecia Gauss zyskal przydomek ,,princeps mathe-
maticorum” [czyt. princeps matematikorum] (ksiaze
matematykéw). Jako dziewietnastoletni student, Gauss
wykazal mozliwosé konstrukeji (za pomocy cyrkla i li-
nijki) siedemnastokata foremnego. Zyczyl sobie, by zo-
stal on wyryty na jego nagrobku, ale jego zyczenie nie
zostalo spelnione.

Cwiczenie 3

b) w(z) = 20°(z + 3)(@ — 1)

c) w(z) = —2z(x — %)(w +2)

d) w(z) = 202> (x + %)(x—&— %)

e) w(z) = —2z(z — 5+ 2v5)(z — 5 — 2V/5)
f) w(e) = (= = 3)(e— §)

g) w(z) = 22° (m _ 2B (o 2+2ﬁ)

b) w(@) = 4z'(z = § + V)@~ 3 - V)



Zadania

1.

Roz167 wielomian w na czynniki.

a) w(zr) =42® — sz b) w(z) = 162° — 42 ¢) w(z) = 2x* — 622

Wrytacz przed nawias wskazany czynnik. Sprawdz, czy otrzymany w na-
wiasie tréjmian kwadratowy mozna roztozy¢ na czynniki liniowe. Jedli tak,
to podaj rozktad wielomianu w na czynniki liniowe.

a) w(z) =a® — 2z* + 5z, 23 d) w(z) = 6x* + 32* — 322, 627
b) w(z) = 2t — a® — 622, z? e) w(z) = 62> — 1522 + 9z, 6z

¢) w(z) =228 — 42 + 224, 224 323

f) w(z)=322" - 22* — 223, 32

Roztéz wielomian w na czynniki.

a) w(zr) = x* — 53 + 622 g) w(z) = (2? — 3z + 2)(2? — 22 — 3)
b) w(z) = 223 — 92? — b h) w(z) = (2? — 3z — 4)(2® + bz + 4)
¢) w(z) = —62° + 5zt — 23 i) w(z) = (22% — bz — 3)(22? — Tz + 3)
d) w(z) = 2t + 32 + 422 j) w(z) = (2*+2? 721‘)(3& +222 —152)
e) w(z) —x3+\/§x +x k) w(z) = (x*+2* —62%)(2° + 22* + 323)
f) w(z) = 2 +32 1) w(z)=(2®— 32?2 —|—2m)($ +4r+1)

Sume kwadratéw kolejnych liczb naturalnych mozna wyrazi¢ wzorem:
P+2243+ .. +n*=1n"+in’+in
a) Roztéz wielomian S(n) = +n® + in* 4+ In na czynniki.

b) Sprawdz prawdziwo$é wzoru dlan =4 in = 5.

[]
Sume szescianéw kolejnych liczb naturalnych mozna wyrazi¢ wzorem:
13+23+33+ +n3:l 4+ln3+l2

a) Rozl6z wielomian S(n) = in* + $n® + In? na czynniki.

b) Oblicz sume 1% + 23 + 3% 4+ 4% + 5% 4+ 6% + 7% + 8% + 9% + 10°.

2]
v &

4. a) S(n) = in(n+1)(2n+1)

.a) S(n) = in®

b) Dla n = 4 mamy:
L=1"+2"+3+4>=130
P:S(4):%-4-5-9:30

L = P, zatem dla n = 4 wzdér jest prawdziwy.
Dla n = 5 mamy:
L=1"+2"+32+4>+5>=55
P=S(5)=%:5-6-11=55

L =P, zatem dla n = 5 wzér jest prawdziwy.
(n+1)?

b) S(10) = 1 .100- 121 = 3025

Odpowiedzi do zadan

1. a) w(z) =4z(z — §)(z + )
b) w(z) = 1623 (z — %)(m—l— %)
¢) w(z) = 22%(z — V/3)
(z+V3)
2. a) w(z) = 2®(2® — 2z +5)
b) w(z) = 2*(z — 3)(z + 2)
) w(z) =22*(x —1)2
d) w(z) = 62°(x — 1)(z + 1)
e) w(z) =6z(z— 3)(z—1)
f) w(z) =32+ 3)(x —2)
3. a) w(z) = 2%(z — 2)(z — 3)
b) w(z) = 2z(z + 3)(z — 5)
) w(z) =—62°(z—3)(z—3)
d) w(z) = (2> + 3z + 4)
e) w(z) = z(x? + 2z +1)
f) w(z) = —12*(x—9)(z+1)
g) w(z) = (z —3)(z—2)
(z—1)(z+1)
h) w(z) = (z - 4)(z + 1)*
(z+4)
i) wz)=4(z - 3)(z +3)
(z = 3)?
j) w(z) =2*(z - 3)(z—1)
(2 +2)(z +5)
k) w(z) = z°(x — 2)
(z + 3)(2? + 2z + 3)
1) w(z) ==x(x—2)(x—1)-
(z+2-V3)(z+2+V3)

2.5. Rozktad wielomianu na czynniki (1)



ez | 2.6. Rozktad wielomianu na czynniki (2)

— stosuje metode grupowania
wyrazéw 1 wylaczania

wspolnego czynnika przed Przykfad 1
nawias do rozkladu wielo- Roz16z wielomian w(z) = 27 + 82* na czynniki.
mianéw na czynniki
T 4 _ 403 _
— stosuje wzory na sume w(yc) =z +8 = (Z’ + 8) - Korzystamy ze wzoru
i réznice szesciandéw do = ;L'4(x + 2)@2 —2x +4) na sume szescianéw.

rozkladu .W.IEIOmlanu Czynnik 22 — 2x + 4 jest nierozkladalny na czynniki liniowe, gdyz A < 0.
na czynniki

— rozklada dany wielomian na

czynniki, stosujac metode Cwiczenie 1
podang w przyktadzie Roz16z wielomian w na czynniki.
Crcrenicy a) w(z) = 2x° + 222 c) w(z) =8z —=x e) w(zr) =8x% —27x3
a) w(z) = 2¢%(¢° + 1) = b) w(z) = —a% — 83 d) w(z) =2? —0,001z° f) w(z)=0,054z* + 2z
=22%(x+1)(z® -z +1)
b) w(a:) =—2%(2° +8) = W pewnych przypadkach wielomian mozemy roztozyé¢ na czynniki, grupujac
= —2*(z +2)(z® — 22+ 4) odpowiednio jego wyrazy.
¢) w(w) = a(8z° 1) =
= x(2x — 1)(4a® 4+ 2z + 1) Przyktad 2
d) w(z) = 2*(1 - 0,001z°) = Rozléz wielomian u na czynniki, grupujac jego wyrazy.

=z%(1—0,1z)(1 + 0,1z +
@ ( 2 ‘ a) u(z)=z®—42% + 2z —8

2
+0,01z7) 23(82° ) 7 dwoéch pierwszych i dwéch ostatnich wyrazéw
) (x) (&E - 27) = U(JJ) les - 4372J +L2$ - 8J: mozna wylaczy¢ ten sam czynnik: z — 4.
2?2z — 3)(42? + 6z + 9) ) 5
) w(z) = 20(0,0272° + 1) =o’(@ -4 +2-4) = (" +2)(@ -4

= 2x(0,3z + 1)(0,092>+ b) u(aﬁ) — T3 4222 — 14z — 4
—0,3z + 1)
w(z) =72 + 222 — 1de — 4 = 2*(Te +2) — 2(Tx +2) = (2* — 2)(Tz + 2) =
= (:r— \/5)(1“—#\/5)(71“—1—2)
¢) wu(z)=4x® — 22" — 162° + 822
u(x) =4a® — 22t — 162° + 82% = 2z* (22 — 1) — 82*(2x — 1) =
= (22*—82%)(2z—1) = 22*(2*—4)(22—1) = 22*(z—2)(z+2)(22—1)

Cwiczenie 2

Roz167 wielomian u na czynniki, grupujac jego wyrazy.

a) u(z) =2*+52 +x+5 e) u(z) = 2 + 42? — 252 — 100
b) u(z) =2%+ 32> —x -3 f) u(z) = Vb2® — 2% — Vb + 1
c) u(z) =4a® + 2® — 16z — 4 g) u(:c): b+ 162% — 2? — 2
d) u(z) =2* + 32 + 22 + 3x h) u(z) = 2° — 22" + /32® — /622
Cwiczenie 2

a) u(z) = (2* +1)(z +5)

b) u(z) = (z — 1)(z + 1)(z + 3)

&) u(e) = (z — 2)(z +2)(dz + 1)

d) u(z) = z(z® 4+ 1)(z + 3)

e) u(z) = (z —5)(z +5)(z +4)

f) u(z) = (z - 1)(z + 1)(v5z - 1)

g) u(z) = 2z — 1)(4z® + 2z + 1)(z* + 2)

) u(z) = 22(z2 +v3)(z — V2)

dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 2.6
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Zadania
1.
1. Rozléz wielomian w na czynniki.
a) w(z) =a'+27r  ¢) w(z) = —a* — 64x e) w(z) = 2725+ 83
b) w(z) =a2° —8z* d) w(z)=—1a°+ 642> f) w(z) =1252% -2
2. Rozléz wielomian w na czynniki, grupujac jego wyrazy. ”
a) w(z) = z* 4 22° — 8z — 16 e) w(az)zgaﬁ 122 — 3z +1 i
b) w(z) = 142 — T2 + 4z — 2 f) w(x) = 2a® — 3% — 62 4 27
c) w(x)—Za: —62% +5x — 15 g) wz) =2°—v222 +v2x -2
d) w(z)=a*—-32*+2 -3 h) w(z) = v3z* + V62 + 22 + 2z
3. Rozltéz wielomian w na czynniki.
a) w(z) =2+t — 223 - 22> + v+ 1
b) w(x) = 42° — 8z* — 4a® + 8z + x — 2 3
¢) w(z) =3x%+ 22* — 62° —42* — 92 — 6
4. Rozt6z wielomian w na czynniki.
a) w(z) = (2023 — 2822 + 8z)(x* + 623 + 22? + 12x)
b) w(z) = (—iz* — 22° — 42?) (2 — T2? — 4z + 28) 4
¢) w(z) = (Ta* + 142® — 212%)(2° — 42® — 22 + 4)
d) w(z) = (32* — 22° + 2a?)(2® — 1)
5. Przeczytajpodane w ram- o ) o
Roz167 wielomian w na czynniki.
ce przyktady, a nastep- . ) ) )
nie roz167 wielomian wna | &) (@) =" +4 = (2" + 42" +4) —da” =
czynniki. =(z*+2)* - (22)* =
a) w(z)=x*+1 = (2% — 22+ 2)(2® + 22 + 2)
b) w(z) = 4z* +9 b) w(z) = a* + 62 + 25 =
C) w(m):9x4+16 :(x2+5)2_10$2+6$2:
d) w(z) = 2* + 52% 4+ 9 — (2% 4+ 5)? — 4a? =
f) w(z)=4z*+82?+9
6. Rozt6z wielomian w na czynniki.
a) w(r) = 2x* — 52% + 5x — 2 ¢) w(z)=8x>—62? -3z +1
b) w(z) = 32® — 4a* —4x + 3 d) w(z) = 642® + 1222 — 3z — 1
5.a) w(z)=a*+1=(z*+222 +1) — 222 = (22 + 1)2 — (v22)? =

= (2> =2z + 1)(2® + V22 + 1)

b) w(z) = 4z* + 9 = (42 + 122 + 9) — 122° = (22° + 3)> — (2V/32)® =
= (227 —2\/_w—|—3)(2x +2\/_m+3)=4(x —\/_x—|—%) (m2+\/§w+%)

(322 + 4)% — 2422 = (32® — 262 + 4)(3z + 262 +4) =

=9(a? - §Be + ) (a7 + 3 1 4)
—6w —|—5w2=(w2—|—3)2—
P _8a?—a® = (42 +1)% — 922
® + o+ 1)
2 = (222 +3)% — 422 = (22° —22+3) (22> +22+3) =
3) (@ +z+3)

¢) w(z) =

=@ —z+3)(z®+z+3)
= (42® -3z +1)(42*> +32+1) =

Odpowiedzi do zadan

a) z(x +3)(2*> — 3z +9)

b) 2%(z — 2)(z? + 2z + 4)

¢) —x(z +4)(z* — 4z + 16)

d) —12*(z — 8)(2” + 8z + 64)
72t (x 4+ 2)(2® — 2z + 3)

252° (z — ) (2® + tz+ %)

—2)(2% + 2z +4)

—1)(722 + 2)

= N

—~
%3
c.o

—

z4+1)(z? —z+ 1)
~V6)(z + V)
z — 3)(z + 3)
—V2)(a® +v2)
3z(z + v2)(z% + L)

—~
%%

) 3(x+ 2)(z—3)-
w+\/_)(w2+1)

. a) 202 (w— %)(w—l)

(z +6)(2” +2)

b) —32*(z = 7)(z - 2)-
(@4 2)(+4)?

72%(z — 2)(z — 1) (z + 2)-
(z+3)(z?+z+1)

d) 32%(z — 2)*(@ — 1)(z +1)-
(2 —z+1)(2*+z+1)

Cc

2.6. Rozktad wielomianu na czynniki (2)



Uczen:
— rozwiazuje rownania wielo-

mianowe metoda grupowania

wyrazéw i wylaczania
wspolnego czynnika przed
nawias

— wyznacza punkty przeciecia

wykresu wielomianu i prostej

oraz dwdéch wielomianéw

gdy dane sa jego stopien
i pierwiastki

— wykorzystuje rownania wielo-

mianowe w zadaniach doty-

czacych zwigzkow miarowych

w prostopadtoscianach

Cwiczenie 1
a) 2233z +1) = 0,
9B = —% lubz =0

b) —23(z + 2)(z — 2) =0,
r=-2lubx=01lubxz=2
¢) o4 — V2)(@ +v2) =0,
z=—v/21lubz =0

lub z = v/2

d) —2*(22 — 3) =0,
a:zOluba::%

0) Lz +6)? =0,

r=-—-6lubxz=0
f) —z?(2z — 1)* =0,
1

z=0Iubz =3

Multite4a

* Wykres wielomianu
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podaje przyktad wielomianu,

2.7. Rownania wielomianowe

Roéwnanie postaci w(z) = 0, gdzie w jest wielomianem, nazywamy réwnaniem
wielomianowym.
Rozklad wielomianu w na czynniki moze by¢ wykorzystany do wyznaczenia
jego pierwiastkow, tj. takich argumentéw x, dla ktorych spelnione jest row-
nanie w(z) = 0.

Przykfad 1
1,.3 2

Wyznacz pierwiastki wielomianu w(z) = j2° — 2.

Aby wyznaczy¢ pierwiastki wielomianu w (czyli jego miejsca zerowe), rozwia-
zujemy réwnanie: )
ixd -2 =0
142 a-b=0 wtedy
125z —4) =0 i tylko wtedy, gdy
z°=0 lub z-4=0 a=01lubb=0.

z=0 lub z=14
Pierwiastkami wielomianu w sa liczby 0 i 4.
Przyktad 2
Rozwiaz réwnanie 3 — 622 4 9z = 0.
z(2? —6xr+9)=0
a:(a: — 3)2 =0 Korzystamy ze wzoru na kwadrat réznicy.
z=0 lub z=3

Rozwigzaniami réwnania sa liczby 0 i 3.

Cwiczenie 1

Rozwiaz réwnanie.

a) 6z* + 213 =0 ¢) 2% +x=ux+ 22" e) sa° +22° 4+ 6x =0
4 3 5 3

b) —2° + 423 =0 q) LTt 2O f) —dz* +42% —2*=0

2 3
Przyktad 3
Rozwigz réwnanie 2° — 2z* — 152° = 0.
2 (2? —2x—15) =0
=0 lub 22 -22—-15=0
Rozwiazujemy otrzymane réwnanie kwadratowe:
A=4+4+60=64, VA =238
_2-8 _ _ 248

T = 5 ——3, IEQ—T:5

Zatem wyjsciowe rownanie ma trzy rozwiazania: —3, 0 i 5.



Przyktad 4
Rozwiaz réwnanie 53 + 422 + 4z = 0.
x(br? +4x+4)=0
z=0 lub 5z°+4x+4=0 A=16-80= 64<0
Roéwnanie kwadratowe jest sprzeczne (A < 0), zatem jedynym rozwiazaniem
wyjéciowego réwnania jest liczba 0.

Cwiczenie 2

Rozwiaz réwnanie.

a) x* —Tr? + 122 =0
b) —2z* + 923 + 522 =0

¢) 3z +42?+2=0
d) 425 — 3z +22° =0

e) 202 —3x=x — 123
f) 225 — 2% = 2° + 2
Przyktad 5

Wyznacz punkty wspélne wykresu wielomianu
w(x) = fa* + to* — La? i osi OX.

v /

Aby wyznaczyé pierwsze wspélrzedne punktow

wspoélnych wykresu wielomianu w oraz osi OX,

\
\
\ w
\
\

et

rozwigzujemy rownanie:

Lot 1o — L7 =0 0| X
(2 +22—8) =0 \
\
x=0 lub 22422z —-8=0
A=4+32=36=06

1 4 1.3 1.2
_26 _ _y w(z) = 52" + 52° — 5%
o == =4,

Szukane punkty: (—4,0), (0,0) i (2,0).

Ty =20 =2
2 2 Pierwiastki réwnania w(z) = 0

to miejsca zerowe wielomianu w.

Cwiczenie 3
: P _ 1,3 _ 1,2 3 _ 1,3 _ 1,2
Dane sg wielomiany: u(z) = j2° — j2% — Jz, v(z) = §2° — 52 — v oraz
_ 1 3 1 2 . . . . 7’ . . . . . .
w(z) = go* + 72° — x. Rozwiaz odpowiednie réwnania i podaj pierwiastki

tych wielomianéw. Do kazdego z nich dopasuj jeden z ponizszych wykreséw.

A. B. C.
Y / Y Y /
|
/ 1 / 1 / ] /
o X O\l X ON1 X

/ / — / \
/ /
/ / /

Cwiczenie 3

u(z) = ta(z® —x - 6),

x=—21lub z =0 lub x = 3, wykres C;
(z) = Ha(x® —z —12),

x=—3lub z =0 lub z = 4, wykres B;
(z) = tx(a® + 22 — 8),
x=—41lub z =0 lub x = 2, wykres A

S

g

Cwiczenie 2

a) (2 — Tz +12) =0, A =1,
z=0lubz=3lubzx=4

b) —2?(22° — 9z — 5) = 0,
A=121,z=-1lubz =0
lub z =5

c) x(3z% +4x 4+ 1) =0, A = 4,
x:—llubx:—%lubxzo
d) 23(42® — 32+ 2) =0,
A=-23<0,2=0

e) z(2® + 22 —4) =0, A = 20,
z=—-1—+vBblubz=0
lubz=-1++5

f) x*(22% — 2z — 1) =0,
A:l?,x:#lubx:O
luba::LQ‘/g

2.7. Réwnania wielomianowe



Cwiczenie 4

a) (2 +2)(z—9)=0,z=9
b) (z —2)(z+2)(2z+1) =0,
a:z—?luba::—% lub z = 2
¢) z*(z® + 1)(z + 5) =0,
r=-5lubx=0

d) o(z + vV2)(@ - V2)-
~(3x—5)=0,a::—\/§lub
x:Olubxzx/ilubx:%
e) (z—2)%(z% + 2z +4)-
(z4+2)=0,z=-2lubz=2
) (22 +v2)(z - 3v2) =0,

z =32

Odpowiedzi do zadan

1.a) c=0lubz =2
b)z=-3lubz =0
lub z =3
c)z=—-27lubz=0
d)z=0lubz=2
e)z=-2lubz=0
lub x =2
f) z=—v51lubz =0,
z=+5

2.a)z=—1lubz=0lubz =1
b)z=-2lubz=-1
lubxz =0
c)z=—1lubz=0lubz =5
d)z=—-1lubz=0lubz =3
e)z=—2lubz=0lubz =3
fz=—2lubz=0
lubmz%

g)z=—2lubz=0

h)z=—-6lubz=0lubxz =2

i) x=—-4lubar=-1

lubxz =0

j) z=0lubz =1

k) x=—6lubz=0lubx =3

) 2=0

2. Wielomiany

Przyktad 6
Wyznacz pierwiastki wielomianu w(z) = z* — 22 — 9z + 9.

Rozkladamy wielomian w na czynniki metodg grupowania wyrazéw:
wx)=2"-2"-92+9=2(x—-1)-9(z—-1)=(2*-9)(z—1) =
=(x—-3)(z+3)(z—1)
Aby wyznaczy¢ pierwiastki wielomianu, rozwigzujemy réwnanie:
(=3)(x+3)(z—1)=0
r—3=01lub 24+3=0 lub z2—-1=0

Zatem pierwiastkami wielomianu w sg liczby: —3, 11 3.

Cwiczenie 4

Rozwiaz réwnanie.

a) x® — 92?2 + 22— 18 =0
b) 22° +2? —8x—4=0
c) x°+ 5zt + 2® 4+ 52? =0

d) 3z* — 523 — 622 4+ 10x = 0
e) 2° —4x® — 822 +32=0
f) 2% — 3222 +v22-6=0

Zadania

1. Rozwigz rownanie.
a) 22 = 4a?
b) z°% = 9a?

c) z* = —27Tx3 e) ° — 16x =
d) z° = 8z?

2. Rozwiaz rownanie.

a) 2° =234+ x =0 e) 2x° = 2z* + 1223 i) 2% +4x = —5a?

)
)

b) 23 +322+2x =0 f) 102* + 2° = 222 j) —3at+ a2 = Sa?

79,6

c) z* = 4a® + ba? g) 92° +62°+2* =0 k) 3x5:%
T 43 7_g5
d) 623 + 92? = 3z* h) z° + 42t = 1223 1) 20x8+x z ;296

3. Rozwiaz réwnanie.
a) 22 —322=12—4r d)1-23=2> -2z g) a* =12 +22—1
3

b) 2234+ 3=22+6x e) 2*—8x=8—2° h)% Sp2 =34 22

c) zt+92° =2 +9 f) 2t +42° =2 +4 i) L—lp=1z2_ 43

4. Rozwiaz rownanie.
a) * —br—4=0 b) 2 —3zx+2=0
Wskazéwka. W podpunkcie a) zapisz —bx jako —z — 4.

¢) #* =72+ 62 =0

3.a)z=3 4.a)z® —x—4r—4=0
b)z=—V3lubz=1lubz=+3 z(x? —1) —4(z+1)=0
c)z=-9lubz=1 (z +1)(2* —33—4):0,:1621"5m
dz=-1llubz=1 1ub1:=—11ub1:=1++m
e) x=—1lubz=2 b))z} —z—2x4+2=0
f)z=—-4lubz=1 2z =1)—2(x—-1)=0
gz=—v2lba=;lubz=+2 (z-1)(z"+2-2)=0
h)z=-2lubz=—-3lubz=2 z=-2lubz=1
i)xz—@lubmz%lubxz%5 ¢) x(x® —x — 6z +6) =0

zz(2®—1)—6(x—1)] =0
z(z—1)(2*> + 2 —6) =0
z=-3lubz=0lubzxz=11lubx =2



5.

10.

12.

12.

Na rysunku obok przedstawiono wykres wielomianu
w(x) = 2% —3x*—2x+91iprosta l: y =2z—3. Wy-
znacz punkty, w ktorych prosta [ przecina wykres
wielomianu w.

Wyznacz punkty wspoélne wykresu wielomianu w

1
/

i prostej I.

a) wr) =213 4+a+2, I: y=4x+2

b) w(z) =42® — 2> —5x+3, I: y=3x+1
c) w(x)=a®—4z* + 32 + 2% I: y=42 -3

Wyznacz punkty wspolne wykresow wielomiandéw u i w.

a) | Y b) Y c) | Y |
O X
u
) X “
U
% X
w w
w
u(z) =—-a2+22+22-3 wu(x)=3223+22-22-3 wu(z)=4a'—2+2-3
w(z) = —22+2x -3 w(z) = -3+ 30 +2-3  w(z) = —gz* 1o’ 421

Podaj przyklad wielomianu czwartego stopnia, ktorego jedynymi pier-
wiastkami sg liczby: a) —v2i v/2, b) 1, 2, 3.

Podaj przyklad wielomianu stopnia n, ktorego jedynymi pierwiastkami sa
liczby —2 i 3, a wyraz wolny jest réwny 1.

a) n=2 b) n =4 c)n==6

|
Podaj wzér funkeji opisujacej objetosé prostopa- |
dloscianu przedstawionego na rysunku obok. Dla ‘
o . Ny . A
jakiej wartosci « objetos¢ tego prostopadtoscianu -
jest réwna 127

x+4

Dany jest prostopadloscian o krawedziach:  cm, (x — 3) cm, (z 4 5) cm
i objetosci 30 cm?®. Uzasadnij, ze suma dlugoéci wszystkich krawedzi tego
prostopadtoscianu jest mniejsza od 56 cm.

Dany jest prostopadloscian o krawedziach: z m, (z + 1) m, (4z — 3) m
i objetosci 0,75 m?. Ktoéra $ciana tego prostopadlo$cianu ma najmniejsze
pole? Oblicz to pole.

%

z(z+1)(4x —3) =0,75 iz > 2, zatem = =
Dtugosci krawedzi prostopadtoscianu: @ m, ‘/52"'2 m, (2¢/3 —3) m
czyli §ciana o krawedziach (2/3 — 3) m, ¥3 m ma najmniejsze pole:

2
P=(3-22) m?~04m?

10.

11.

. Przyktadowa odpowiedi:

a) w(z )z(ac—l—\/_)
(VD) =
=@*-2)2%=2"—42> +4
b) w(z) =

=@z-1 (z-2)(z—3) =

=g* — 72 +172% — 172 + 6

. Przyktadowa odpowiedz:

a) w(z) = —%(w—ﬁ—?)-
(x—3)=—2z"+1z+1

=23+ 322 — 4z, z > 1,
(r)=12dlaz =2

z(x —3)(x+5)=30iz >3,
zatem r = \/ﬁ

Suma dlugosci krawedzi:
S(z) =12z + 8,

S(v15) = 12v/15 + 8 <

< 12V/16 + 8 = 56

2.7. Réwnania wielomianowe



Uczen:
— dzieli wielomian przez
dwumian x — a
— stosuje schemat Hornera
— zapisuje wielomian w postaci
w(z) = p(z)q(z) +r
— sprawdza poprawno$¢ wyko-
nanego dzielenia
— przeprowadza dowdd twier-
dzenia o dzieleniu z reszta
wielomianu przez dwumian
postaci  — a (algorytm
Hornera) w szczegdlnym
przypadku
— dzieli wielomian
przez inny wielomian
i zapisuje go w postaci
w(z) = p(z)q(z) + r(z)
Komentarz
Po oméwieniu tego tematu warto
zapoznaé uczniéw ze schematem
Hornera (str. 110), ktéry pozwa-
la na szybkie wykonanie dziele-
nia wielomianu przez dwumian
postaci x — a.

Cwiczenie 1
a)z—2

b) 9z + 12

c) 2> — 2z +1
d) 223 + 2% — 2

Multite4a

® Dzielenie wielomiandw
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2.8. Dzielenie wielomianow

Przypomnijmy, ze je$li n i m sa liczbami catkowitymi (gdzie m # 0), to
mowimy, ze n jest podzielne przez m, jesli istnieje taka liczba catkowita k, ze

n==%k-m.

Podobnie méwimy, ze wielomian w jest podzielny przez wielomian niezerowy ¢
(g # 0), jesli istnieje wielomian p taki, ze w = p - q.

Przykfad 1

(2% + 522 + 62) : (x + 3) = 2% + 2x, poniewaz:
3+ 52% + 6z = (22 + 22) - (v + 3)

Dzielenie wielomianéw wykonujemy podobnie jak

dzielenie liczb naturalnych.

Dzielenie liczb

naturalnych
Przyktad 2
Wykonaj dzielenie (322 —x —4) : (z + 1). Sprawdz 31717 =453
otrzymany wynik. -
37
Bz?—x—4): (z+1)=3z—4 35
—372 — —
3z° — 3z 21
—4dr —4 —21
4o + 4 0

0

Ponizej wyjaéniamy, jak wygladaty kolejne kroki podczas wykonywania tego

dzielenia.

(B2 —z—4): (v +1) =3z
—32% - 3z

—4x —4
Bz —z—4): (z+1)=3x—4
—322 — 3z

—4x —4

4x + 4

0

Dzielimy 3z~ przez pierwszy wyraz dzielnika.
Mnozymy 3x przez dzielnik x 41 i zapisujemy

wynik ze zmienionym znakiem. Dodajemy.

Dzielimy —4x przez pierwszy wyraz dzielnika.
Mnozymy —4 przez dzielnik x +1 i zapisujemy
wynik ze zmienionym znakiem. Dodajemy.
Otrzymalidmy reszte rowng 0.

Sprawdzenie: (3x —4)(z +1) =322 + 3z —4x — 4 = 32> —x — 4.

Cwiczenie 1

Wykonaj dzielenie wielomianéw. Sprawdz otrzymany wynik.

a) (2 —6x+8): (z—4)
b) (922 + 3z —12): (x — 1)

¢) (=322 4+3zx—1): (z—1)
d) (2z* + 523 + 22 — 22) : (x + 2)



Tak jak iloraz liczb naturalnych nie zawsze jest liczba naturalna, tak dla wie-
lomianéw w i ¢ (¢ #£ 0) nie zawsze istnieje wielomian p taki, ze w: g = p.
Wykonujemy wéwczas dzielenie z reszta.

Przyktad 3 Dzielenie liczb
Wykonaj dzielenie (522 4+ 13z + 11) : (x + 2). Sprawdz  naturalnych
otrzymany wynik. 759 . 9 — 83
(522 + 13z 4+ 11) : (x +2) =5z + 3 —72
—52? — 10z 32
3z + 11 =
3z — 6 5
5 752 =83-9+5

W wyniku dzielenia otrzymalismy iloraz rowny dx + 3 oraz reszte réowna 5, co
oznacza, ze: 5% + 13z + 11 = (5x + 3)(x + 2) + 5.

Sprawdzenie: (52 + 3)(z +2) 4+ 5 =522 + 102 + 3z + 6 + 5 = 5% + 13z + 11

Przyktad 4
Wykonaj dzielenie (22° — 2% — 2z — 5) : (z — £). SprawdZ otrzymany wynik.

(20 —2? =22 —5): (- 3) =222 + 2z + 1

—2x3 + 322
222 —2x — 5
—22% + 3z
 z-5
—r + %

—3% Otrzymali$my reszte réwna 735.
Sprawdzenie:
(222 +2z+1)- (2 —3) =32 =22% - 32 + 22> -3z +2— 2 - 31 =
=223 — 22— 22 -5

Cwiczenie 2

Wykonaj dzielenie wielomianéw. Sprawdz otrzymany wynik.

a) (2 —8x+19) : (x —5) c) (*+ 722+ 72 —16): (z+4)
b) (42% + 62 +7): (x+ 3) d) (3z* +22° — 72* —4z) : (x — 1)

Zwr6émy uwage, ze w wyniku dzielenia wielomianu w przez dwumian z — a
otrzymujemy jako iloraz pewien wielomian p oraz reszte r, ktora jest funkcja
stala.

Cwiczenie 2

a) x — 3, reszta 4

b) 4z + 4, reszta 5

c) 2% + 3z — 5, reszta 4

d) 323 + 322 — 6z — 6, reszta —2

2.8. Dzielenie wielomianéw



Cwiczenie 3 Cwiczenie 3

a) w(z) = (¢® + 1)(z —2) +2 Zapisz wielomian w w postaci w(z) = p(z)q(z) 4+ r(x), gdzie wielomian p jest
b()x“i“;)) i ég%Q + 9z —27)- ilorazem, a r — reszta z dzielenia wielomianu w przez dwumian q.
¢) w(z) = (2% +22° —z)(z — 1) a) w(z) =2° — 22+, q(z) =22
d) w(z) = (32° — 622 + 11z + b) w(z) = =223+ 32> +4, q(z) =z +3
—13)(z +2) + 25 c) wz)=a'+23-32>+x, qx)=2—-1
d) w(z) =3z -2+ 92 -1, g(z)=2+2

Wielomian w jest podzielny przez dwumian ¢, jesli reszta z dzielenia wielo-
mianu w przez dwumian ¢ jest réwna zero (jest wielomianem zerowym).

Zadania

Odpowiedzi do zadan

1. a) w(z) = q(z)(2z + 3), 1. Wykonaj dzielenie wielomianu w przez dwumian q. Czy wielomian w jest
podzielny podzielny przez dwumian q7
e ?) wle) =207 = 52~ 12, glo) =2~

)wgac) q(z)(—22°+ b) w(zr) =2 - 22> +3x -4, qlz)=2+2

;Sgod_zé?fy_ 49) = 103, c) w(z) = 723:4 +322 46, gl)=2-3
d) w(z) = q(z)(4z* — 4o+ d) w(z) =42° + 82 + 42 -9, ¢(z) =z +3
+16) — 57, niepodzielny e) wz) = 223 — 2% + 31 — 4, gx)=z—1
e) w(z) = q(z)(2z” + z +4),
podzielny

2. Wykonaj dzielenie wielomianu w przez dwumian q. Zapisz wielomian w
w postaci w(z) = p(z)q(x) + r(z).
a) w(r) =22 +2°+zx -1, qglx) =2 —4

b) w(z) =2*+32+7, qlx)=2+3

¢) w(z) =3z — 2% q(z)=2-1

d) w(z) =248+ 11z — 4, q(z)=2+6
e) w(z) =22 +T2*+32 -2, qx) =z + 3
f) wz) =122+ 2> =2 +3, q(z) =2 —1

3. Sprawdz, czy dzielenie zostalo wykonane poprawnie.
a) (—22° + 322+ 122 — 9) : (z — 3) = —22% — 32 + 3
b) (—32° + 72?4+ 62 — 6) : (v — 3) = —32° — 22 + 2

3ot — 82% + 422 + 22— 2) : (v —2) = 32% — 222 + 1

d) (22" —2® —da® + 4z —4) : (z - 3) L9223 — 4z +8

2. a) w(z) = (222 + 9z + 37)(z — 4) + 147
b) w(z) = (z° — 3z + 12)(x + 3) — 29
¢) w(z) = (32> + 32> + 22+ 2)(x — 1) + 2
d) w(z) = (2 + 2z — 1)(z +6)+2
e) w(z) = (22° +62)(z + 3) —
£f) w(z) = (1222 +4x)(x——)

3.a) (—22° -3z +3) (z— ):—2x + 32° + 12z — 9, tak
b) (—=32% — 2z +2) - (z 3)——3x + 722 4+ 8z — 6, nie
c) (32 — 222 + 1) (z —2) = 32* —89: +42? +  — 2, nie
d) (22° — 4z +8) - (z — 3) = 22" — 2 — 42® 4+ 102 — 4, nie

2. Wielomiany



4. Wykonaj dzielenie wielomianu w przez dwumian q. Zapisz wielomian w
w postaci w(z) = p(z)g(x) + r(z).

a) w(z) =42 + 822 + 42 -9, q(z) =2z +1
b) w(z) =32% + 522 — 224+ 7, q(z) =3z—1
¢) w(z) =62%+5z* — 4o — 1, q(z) =3z +4
d) w(z) =2® +42® — 11z + 2, q(z) = 32+3

Dla dowolnych wielomianéw w i g, gdzie ¢ nie jest wielomianem zerowym,
mozemy wykonaé¢ dzielenie wielomianu w przez wielomian g. Jako iloraz
otrzymujemy pewien wielomian p oraz reszte r. Reszta r albo jest wielo-
mianem zerowym, albo zachodzi zaleznosé: st (r) < st (q).

Mowi o tym ponizsze twierdzenie.

Dla danych wielomianéw w i q, gdzie q # 0, istnieja wielomiany p i r

takie, ze:
w=p-q+r

oraz r = 0 lub st (r) < st (q).

Przyktad
Wykonaj dzielenie (22* + 8z — 1) : (2 + z + 3).
(223 + 02> +8x —1) : (2 +x+3) =22 —2
—2x3 — 22% — 6z
—2z% + 2 —1
21?2 + 22 + 6
4z 45

OtrzymaliSmy reszte r(z) = 4x + 5, czyli zachodzi nastepujaca réwnosé:
22 +8x—1=(2x—2)(z°+z+3)+4x+5

Zauwazmy, ze reszta jest wielomianem stopnia pierwszego.

5. Wykonaj dzielenie wielomianu w przez wielomian g. Zapisz wielomian w
w postaci w(z) = p(z)q(z) + r(z).
a) w(z) = -3z® — 2> +3x — 4, ¢(z) =2 -4

b) w(z) = 2z* — 32® — bz + 2, q(z) =2*+=
c) wz) =246, qz) =2+ +1
d) w(z) =4a* =22+ 3, qx)=2>—1
e) w(r) =z*+62° -2, q(z) =22 +1
4. a) w(z) = (22> + 3z 4+ )2z + 1) — 2
b) w(z) = (x> +22)(3z — 1) + 7
c) w(z)= (22" —2)Bx+4) -1
d) w(z) = (22> — 4o+ 2)(3z +3) — 4
5. a) w(z) = (—3z — 1)(x* —4) — 92 — 8
b) w(z) = (22 — 5z + 5)(z* + z) — 10z + 2
) wx)=(x—1)(=*+z+1)+7
d) w(r) = (42® +4)(2> — 1) — 2z + 7
e) w(z) = (32° +3z— 1)(22° +1) -3z — I

2.8. Dzielenie wielomianéw



Uczen:

— wyznacza wartosci para-
metréow tak, aby wielomiany
bytly rowne, ustalajac stopien
wielomianéw i poréwnujac
wspotezynniki przy tych
samych potegach zmiennej

Cwiczenie 1

a) 3a =61 2a*> =8, czylia = 2.

b) 3a = 3 i 2a® = 1, zatem
nie istnieje taka wartosc
parametru a.

¢) 3a=—91i2d® =18,
czyli a = —3.
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*2.9. Rownos¢ wielomianow

Dwa wielomiany sa réwne, gdy sa wielomianami zerowymi lub gdy maja ten
sam stopien, réwne wspolczynniki przy tych samych potegach zmiennej oraz
rowne wyrazy wolne.

Cwiczenie 1

Czy istnieje taka warto$¢ parametru a, ze wielomian w(z) = 3az? — x + 2a?
jest réwny wielomianowi u?

a) u(z) =6z —2z+8 b)ulz)=3z>—z+1 ¢) ulz)=-922 -2 +18

Przyktad 1
Dla jakiej wartosci parametru m réwnosé:

(3% + 8z —5x —6) : (x +m) = 3z* — 2z — 2
jest prawdziwa dla kazdego x € R?

Chcemy sprawdzié, dla jakiej wartosci m zachodzi réwnosé¢ wielomianéw:
323 4+ 822 — bx — 6 = (322 — x — 2)(z + m)
Wykonujemy mnozenie:
(32° —z —2)(z +m) = 32° + 3ma® — 2® —ma — 22 — 2m =
=32+ (3m — 1)2* — (m + 2)x — 2m
Aby wielomiany 3z® + 822 — 5z — 6 oraz 3z + (3m —1)z? — (m +2)z — 2m
byly réwne, muszg byé¢ spelnione warunki:

7 ’ 1. 2 ’ ,
3Im—1=8 Wspoétczynniki przy x° musza by¢ rowne.
—m—2=-5 Wspélczynniki przy x musza by¢ rowne.

—2m = —6 Wyrazy wolne muszg by¢ réwne.

Wszystkie trzy rownosci sa jednoczesnie prawdziwe dla m = 3.

Przykfad 2
Wyznacz wartosé parametru a tak, aby iloczyn wielomianéw f(x) = ax — 4
i g(z) = ax — 1 byl réwny wielomianowi h(z) = 922 4+ 15z + 4.
Wyznaczamy iloczyn f - g:

f(x)-g(x) = (ax — 4)(ax — 1) = a’z* — ax — dax + 4 = a*2* — Sax + 4
Aby wielomiany f(z) - g(z) = a*x* — bax + 4 oraz h(z) = 92% + 15z + 4 byly
rowne, muszg by¢ réwne wspoélczynniki przy tych samych potegach zmiennej,

ozyli: a*=9,stada=—-31luba=3
—ba = 15, stad a = —3
Obie réwnoéci sa jednoczesnie prawdziwe dla a = —3.



Cwiczenie 2

Dla jakiej wartosci parametru m rownosé jest prawdziwa dla kazdego = € R?
St —x—-2):(z—m)=23+2 +x+1

b) (z* =22 =5z +2): (x —m) =2 +222 + 22— 1

c) (z* — 222 — 232+ 60) : (x —m) =2 +2z — 15

a) (2t — =

Zadania

1. Dla jakiej wartoéci parametru m iloczyn wielomianéw f i g jest rowny
wielomianowi h?

a) fle)=xz—m, gla)=2+7, h(zx)=2>+4z —21
b) f(x) =imx -2, g(z)=xz+2m+1, h(z)=2>+3z—10
¢) f()=mx+1, glx) =z —2m, h(z)=22>—-3z+1

2. Dla jakiej wartosci parametru a réwnos¢ jest prawdziwa dla kazdego x € R?
a) 2 —2? —x — 15 = (2* + ax + 5)(z — 3)
b) z* + 2% — 172 — 20 = (2® + axz — 5)(z + 4)
¢) 22% —42? — Tx + 18 = (222 + ax + 9)(z + 2)

3. Dla jakich wartosci parametréw a i b wielomian u-v —w jest wielomianem
zerowym?
a) u(z) =—z+4, v(z)=22"+azx+0b, w(zr)=—-22%+ 62>+ 5z + 12
b) u(z) =2az +b, v(z) =2 -z, w(x)=12>—62"+5z

4. Dla jakich wartosci parametréw a i b rownosé jest prawdziwa dla kazdego
r € R?
a) —z* + 523 — 22 + 8x — 15 = (—2® + az? + bz + 3)(z — 5)
b) 2z* — 2%+ 22% — 3 = (223 4+ ax® + bz + 3)(z — 1)
¢) 22" —32® 4+ Tx + 3 = (22° + ax® + bx + 6)(x + 3)

5. Przedstaw wielomian w jako iloczyn dwoéch tréjmianéw kwadratowych
o wspdblezynnikach catkowitych.

a) w(z) =a*+223+ 2% -1

5. W podpunktach a) i b) zauwazmy, ze dla liczb catkowitych a i b szukany iloczyn
ma postaé: w(z) = (22 +ax+1)(x®+ bz — 1) = z* + 2*(a+ b) + z%ab+z(b—a) — 1.

a+b=2
a){ab=1 czylia=b=1, zatem w(z) = (x* +x +1)(z* +z — 1)
b—a=0

b) w(z) = (2* + 3z + 1)(z* — 2z — 1)
¢) w(z) = (z% + 32 + 1)(2? — 2z + 2)
d) w(z) = (2* + 2 - )(wQ—erl)
e) w(z) = (2> —x —5)(2® + 2z + 1)
Uwaga. Jesli pomnozymy kazdy z czynnikow przez —1, tez otrzymamy poprawne roz-
wiazanie.

Cwiczenie 2
a) ot -3 -2 —z—2=
=z'+ (1 -—m)2z®+ (1 —m)z®+
+(1-—m)x—m
1—m=—1, czylim = 2.
b) x* — 222 — 5z +2 = z* +
+(2—m)z® + (2 — 2m)z* +
+(—2m — 1)z +m
2-m=0
2—2m =2
—2m—-1=-5
m=2
czylim =2
c¢) 2% — 222 — 232 + 60 = 2® +
+(2 —m)x® + (—2m — 15)z+
+15m

2—m= -2
—2m — 15 = —23
15m = 60

czylim =4

Odpowiedzi do zadan

1. a) 2° +4z — 21 =
=22+ (7T—m)z—Tm
dlam=3
b) 2% + 3z — 10 =
= tma® + (m® + im — 2)z+
—4m —2dlam =2
c) 20° —3x+ 1=
=maz? + (1 —2m?) -z —2m
— nie ma takiego m

2.a)2° —2>—x—15=
=23+ (a —3)z% + (5 — 3a)-
cx—15dlaa =2
b) x® + 2% — 17z — 20 =
=23+ (a+4)z® + (4a — 5)-
cx—20dlaa=-3

4.a)a=0,b=-1
b)a=1b=
c)a=—-4,b=

2.9. Réwnosc wielomianow



Uczen:

— sprawdza podzielnosé
wielomianu przez dwumian
x — a bez wykonywania
dzielenia

— wyznacza reszte z dzielenia
wielomianu przez dwumian
z—a

— sprawdza, czy dana liczba jest
pierwiastkiem wielomianu,
i wyznacza pozostalte pier-
wiastki

— wyznacza warto$¢ parametru
tak, aby wielomian byt
podzielny przez dany
dwumian

— sprawdza podzielnosé
wielomianu przez wielomian
(z—p)(z—q) bez wykonywania
dzielenia

— wyznacza reszte z dzielenia
wielomianu przez wielomian
stopnia drugiego, gdy podane
sg okreslone warunki

— przeprowadza dowdd twier-
dzenia Bézouta

Cwiczenie 1

w(z) = p(z)(z —a) +r,

zatem

w(a) =pla)(a—a)+r=
=pla)-0+r=r

Cwiczenie 2

a) r=w(3) =

Multitefa

® Czy wielomian jest podzielny
przez dwumian
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2.10. Twierdzenie Bézouta

Po podzieleniu wielomianu w przez dwumian x — a otrzymujemy iloraz p oraz
reszte r: w(z) = p(z)(x—a)+r(z). Reszta w tym przypadku jest wielomianem
stopnia 0 (dalej bedziemy pisaé krétko: reszta 7).

Czasami interesuje nas tylko reszta z dzielenia — wéwczas mozemy postapié
jak w ponizszym przyktadzie.

Przykfad 1
Oblicz reszte z dzielenia wielomianu w(z) = $2° 4+ 2% — 3z — 5 przez dwumian
r —4.
Wielomian w zapisujemy w postaci w(z) = p(z)(x —4) + r. Dla x = 4:
w4) =p4)4—-4)+r=0+r=r
Obliczamy reszte z dzielenia wielomianu w przez x — 4:

r=wd)=21-43442-3.4-5=8+16-12-5=7
Twierdzenie o reszcie

Jesli r jest resztg z dzielenia wielomianu w przez dwumian z — a, to
r=w(a).

[] Cwiczenie 1

Udowodnij twierdzenie o reszcie, korzystajac z tego, ze wielomian w mozna
przedstawi¢ w postaci w(z) = p(x)(z —a) + 7.

Przyktad 2
Oblicz reszte z dzielenia wielomianu w(z) = 22® + 3z? — x + 5 przez dwumian
x + 2, nie wykonujac dzielenia.

r=w(-2)=2-(-22+3-(-2)? - (-2)+5=-16+12+2+5=3
Cwiczenie 2

Oblicz reszte z dzielenia wielomianu w przez dwumian ¢, nie wykonujac dzie-
lenia.

a) w(r)=a%—22>—-22 -3, ¢z) =2 -3
b) w(z) =42 —42® —z +1, q(z) =2 — 3
o) wx)=x"+z*+2+2x+1, qlx)=x+1
d) wx)=a+2* -2 —2+6, qlv)=x+2



Rozwazmy przypadek, gdy reszta r z dzielenia wielomianu w przez dwumian
x — a jest réwna zeru (r = 0), czyli gdy wielomian w jest podzielny przez
dwumian z — a.

Twierdzenie Bézouta

Liczba a jest pierwiastkiem wielomianu w wtedy i tylko wtedy, gdy wielo-
mian w jest podzielny przez dwumian x — a.

Zwrot ,wtedy i tylko wtedy, gdy” w twierdzeniu Bézouta [czyt. bezu] oznacza, ze
jednoczesnie prawdziwe sg dwa zdania:

Jezeli liczba a jest pierwiastkiem wielomianu w, to wielomian w jest podzielny przez
dwumian x — a.

Jezeli wielomian w jest podzielny przez dwumian x — a, to liczba a jest pierwiastkiem
wielomianu w.

Dowéd
Zalézmy, ze liczba a jest pierwiastkiem wielomianu w, czyli w(a) = 0. Jesli podzielimy
wielomian w przez dwumian = — a, to otrzymamy wielomian p i reszte r:
w(z) = p(z)(z —a) +r

Podstawiamy x = a:

w(a) =pla)(a—a)+r=r
Ale w(a) =0, wiec r = 0, co oznacza, ze wielomian w jest podzielny przez = — a.
Zalbézmy teraz, ze wielomian w jest podzielny przez dwumian x — a, czyli istnieje taki
wielomian p, ze w(x) = p(x)(x — a). Woéwcezas w(a) = p(a)(a —a) = 0, czyli a jest
pierwiastkiem wielomianu w.

Przyktad 3

Ktéry z wielomianéw: w(z) = x*+22% —32—10 czy w(z) = 2° — 522+ 22— 6
jest podzielny przez dwumian x — 27
w(2)=242-22-3.-2—-10=8+8 — 6 — 10 = 0, zatem wielomian w jest
podzielny przez dwumian x — 2.
w2)=2-5-2242-2-6=8-20+4—6 = —14 # 0, zatem wielomian u
nie jest podzielny przez dwumian x — 2.

Cwiczenie 3

Sprawdz, czy wielomian w jest podzielny przez dwumian gq.
a) w(r) =a*—22°+322 -3z +1, qlz)=z—-1

) w(x) =2z =323 + 622 +22 -9, g(z)=z+1

) w(z) =—a*+2*+322+11, ¢(z)=2-3

) w(x) =2* +82% + 22+ 16, q(x) =x+2

o

o
g

(o}

g

Cwiczenie 3

a) w(l) =0, jest

b) w(—1) = 0, jest

c) w(3) = —16 # 0, nie jest
) w(—2) = 60 # 0, nie jest

(=9

2.10. Twierdzenie Bézouta



2. Wielomiany

W pewnych przypadkach znajomo$é jednego z pierwiastkow wielomianu umoz-
liwia znalezienie pozostalych pierwiastkéw.

Przyktad 4
Liczba 2 jest pierwiastkiem wielomianu w(z) = x* — 42? + x + 6. Wyznacz
jego pozostate pierwiastki.

Liczba 2 jest pierwiastkiem wielomianu w, wigc na podstawie twierdzenia
Bézouta wielomian ten mozna przedstawi¢ w postaci:
23 —42® + 2+ 6= p(z)(z —2)
Aby wyznaczy¢ wielomian p, wykonujemy dzielenie:
(@ —4x*+2+6): (z —2)=2?—2x—3

—x3 4 222
222+ 2 +6
222 — 4z
BT
3z —6
0

Zatem 2® —42® + . + 6 = (2% — 2z — 3)(x — 2).
Pozostatymi pierwiastkami wielomianu w sa pierwiastki tréjmianu kwadrato-
wego x? — 2z — 3. Sa to liczby —11i 3.

Jesli liczba a jest pierwiastkiem

Cwiczenie 4 wielomianu trzeciego stopnia w,
Liczba a jest pierwiastkiem wielomia- to pozostale pierwiastki tego wie-
nu w. Wyznacz jego pozostale pierwiast- lomianu (jezeli istnieja) mozemy

wyznaczy¢ w nastepujacy sposob:

ki i rozt6z wielomian w na czynniki. ) ’ ;
1. Dzielimy wielomian w przez

a) w(r) =2° +52° +2r -8, a = —4 dwumian z — a.
b) w(z) =2 +22> -2 —1,a=1 2. Otrzymujemy tréjmian kwadra-
5 9 towy, ktérego pierwiastki (jezeli
¢) w(z) =2" —2* =10z -8, a = -2 istnieja) sa pozostalymi pierwiast-
d) w(z)=a*—42> -3z +18,a =3 kami wielomianu w. Wyznaczamy
te pierwiastki.
Zadania

1. Oblicz reszte z dzielenia wielomianu w przez dwumian ¢, nie wykonujac
dzielenia.

a) w(z) = -323+ 112> + 8z — 6, q(x) =z +1
b) w(z) = —2a* + 102> + z — 8, ¢(z) =z —2

¢) w(x) =82 +4a® + 4z —4, q(z) =z —3

Cwiczenie 4

a) wz)=(z+4)(z*+z—-2)=(z+4)(z+2)(z—1)

b) w(z) = (- D2 +3c+1) = (z—1)(z+ %)(H %)
¢) w(r)=(z+2)(x> -3z —4) = (z +2)(z + 1)(z — 4)

d) w(z) = (z — 3)(z® — 2 — 6) = (z + 2)(z — 3)*

Odpowiedzi do zadan

1.a) r=w(-1)=0
b) r=w(2) =2
or=w(3)=0



Liczba a jest pierwiastkiem wielomianu w. Wyznacz jego pozostale pier-
wiastki. Roztéz wielomian w na czynniki.

a) w(z)=a®—6z> -9z +14, a=1
b) w(z) =223+ 92? + 13z + 6, a = —2
¢) w(z) =a%+2z*> - 11z +20, a= -5

Sprawdz, ktéra z liczb: —1, 1 czy 2 jest pierwiastkiem wielomianu w. Wy-
znacz pozostale pierwiastki tego wielomianu.

a) w(r)=a®—2>—52+6 ¢) w(zr) =223 —2? —bx+4
b) w(z) = 22 + 72* + 22 — 3 d) w(z) = —2® + L2° 4+ 4o — 2

Dla jakich wartosci parametru m wielomian w jest podzielny przez q7

a) w(z) =2 +52+ma+3, ¢glz)=2+3

b) w(z) = —22* + m*2* + 2 — 6, q(z) =2 —2

c) wx)=m?2*+ma*+zx+7, qlx) =z +1

Sprawdz, nie wykonujac dzielenia, czy wielomian w jest podzielny przez
wielomian w.

a) w(z) =2+ 2% — 422 + 52— 3, u(z) = (x —1)(x+3)

b) w(z) =T2* — 622+ 3z + 1, u(r) =22*+z—1

¢) w(z) =4z +2° —192% — 4z + 12, u(z) = (z+ 1)(z +2)(x — 2)

Jesli ¢ jest wielomianem drugiego stopnia, to wielomian w mozna przedsta-
wié¢ w postaci w(z) = p(x)g(x) + ax +b, gdzie p jest pewnym wielomianem
oraz ax + b jest reszta z dzielenia wielomianu w przez wielomian q.

6. Wyznacz reszte z dzielenia wielomianu w przez:

a) (r — 3)(x + 2), jezeli reszta z dzielenia wielomianu w przez dwumian
x — 3 wynosi 7, a przez dwumian x + 2 wynosi —3,

b) 2% — 3z + 2, jezeli reszta z dzielenia wielomianu w przez dwumian x — 1
wynosi —1, a przez dwumian x — 2 wynosi 3.

Oblicz reszte z dzielenia wielomianu w przez wielomian u, nie wykonujac
dzielenia.

a) w(z) =a2" — 33z + 11, u(z) = (z+1)(z — 2)

b) w(z) =2 -1, u(x) =22 -1

*c) wx)=a—2*+22 -1, u(x)=(x—1)(z+1)(z+2)

. a) w(z) =pz)(z+1)(z —2) + az + b,

= b=43
w(—=1) =43 i w(2) = 73, czyli ot zatem r(z) = 10z + 53
20 +b=173
b) 2> — 1= (z — 1)(z + 1), czyli w(z) = p(x)(xz — 1)(z + 1) + az + b,
a+b=0
w(l) =01iw(-1) = -2, czyli zatem r(x) =x — 1
(1) =01 w(-1) = =2, czy {_a+b:_2 @)

x—1
—1)=01iw(-2) = —-21, czyli

w(1) =0,
a+b+c=0
a—b+c=0 zatem 7(z) = —T2> + 7

4a —2b+c=-21

a) w(x) = (z—=7)(z—1)(z+2)
b) w(z) =2(z + 2)(z + %)
(z+1)

¢) w(z) = (z+5)(z* -3z +4)
2) w(z) = (@ —2)(e* +2 —3),

-(22° + 5z — 3), -1, -3, 3
c) w(z)=(z—-1)
(222 4+ — 4),

1 =1=v33 -14v33

' T 4 3

d) w(z) = —(z —2)
(2?4 3z-1),2, -2, 3
aym=17

m = —+v5, m=+/5
c)m=-2,m=
. a) jest

b) u(z) = (z — 3)(z + 1),
w(—1) = —15 # 0, nie jest

c) jest

- a) w(z) = p(x)(x —3)-

(z+2)+ax+b,

w(3) =71iw(—2) =3, czyli
3a+b="7
—2a+b=-3

zatem r(x) =2z + 1

b)2? -3z +2=(z—2)-

czyli w(z) = p(x)(z — 2)-

(x—1)+ax+b,

w(l) = —11iw(2) =3, czyli

a+b=-1
2a +b=3

zatem r(z) =4z — 5

2.10. Twierdzenie Bézouta



Uczen:

— wskazuje liczby, ktére moga
by¢ pierwiastkami catko-
witymi wielomianu o wspot-
czynnikach catkowitych

— wskazuje liczby, ktore
moga by¢ pierwiastkami
wymiernymi wielomianu
o wspoétczynnikach catko-
witych

— rozwiazuje rownania wielo-
mianowe z wykorzystaniem
twierdzen o pierwiastkach
catkowitych i wymiernych
wielomianu

— stosuje twierdzenia o pier-
wiastkach calkowitych
i wymiernych wielomianu
w zadaniach réznych typow

— przeprowadza dowdd twier-

dzenia o pierwiastkach catko-

witych wielomianu

Multite4a

® Pierwiastki catkowite wielomianu
dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 2.11

Generator

testow i sprawdzianow

2. Wielomiany

2.11. Pierwiastki catkowite i pierwiastki
wymierne wielomianu

Aby znalezé pierwiastki catkowite réwnania wielomianowego o wspélczynni-
kach calkowitych, mozemy skorzysta¢ z ponizszego twierdzenia.

Twierdzenie o pierwiastkach catkowitych

Jezeli wielomian w(z) = a,2" +a, 12" '+ ...+ a1z +ag (ag # 0) 0 wsp6l-
czynnikach calkowitych ma pierwiastek calkowity, to jest on dzielnikiem
wyrazu wolnego ag.

Dowéd
Zalézmy, ze ag, a1, ...,an € Z, ag # 0 oraz liczba calkowita x1 jest pierwiastkiem
wielomianu w(z) = a,2" + an_12" ! + ... + a1z + ag. Wéwezas:
-1
a2y + ap_127 + ...+ a1z + a9 =0
n—1 n—2 _

— n _ n—1
ag = —apxt — ap12t " — o — a1 = 1(—anx} T — ap_12f c.—ay)

n—2 _

Liczba —anz”f’l — Qp_127] ... —aq jest catkowita, wiec x1 jest dzielnikiem ay.

Przykfad 1
Znajdz pierwiastki calkowite wielomianu w(z) = 22® + 322 — 8z + 3.

Zgodnie z twierdzeniem, pierwiastkow catkowitych wielomianu w szukamy
wérod dzielnikéw wyrazu wolnego ag = 3, czyli wérdd liczb: 1, —1, 31 —3.
w(l)=2+3-84+3=0
w(—1)=-24+34+8+3#0
w(3)=54+27—244+3#0
w(—3)=-54+27+244+3=0

Zatem jedynymi pierwiastkami catkowitymi wielomianu w sa liczby 1 i —3.

Liczba 1 jest pierwiastkiem wielomianu w.
Liczba —1 nie jest pierwiastkiem wielomianu w.
Liczba 3 nie jest pierwiastkiem wielomianu w.

Liczba —3 jest pierwiastkiem wielomianu w.

Uwaga. Wielomian w z przykladu 1. ma jeszcze jeden pierwiastek, ale nie jest on
catkowity — jest nim liczba %

Cwiczenie 1

Wypisz wszystkie dzielniki calkowite wyrazu wolnego wielomianu w i sprawdz,
ktore z nich sg jego pierwiastkami.

a) w(z) =2x% — 32? +4x — 3 ¢) w(z) =a®—2z*> -5z +6

b) w(z) = 3z® 4+ 102? — 9z — 4 d) w(z) =2* — 72> + 10

Cwiczenie 1

a) dzielniki: —1, 1, —3, 3; pierwiastek catkowity: 1

b) dzielniki: —1, 1, —2, 2, —4, 4; pierwiastki catkowite: —4, 1

c) dzielniki: —1, 1, —2, 2, —3, 3, —6, 6; pierwiastki catkowite: —2, 1, 3
d) dzielniki: —1, 1, —2, 2, —5, 5, —10, 10; brak pierwiastkéw catkowitych



Przyktad 2
Rozwiaz réwnanie 5z — 822 — 5z +2 = 0.

Dzielnikami wyrazu wolnego ay = 2 sa liczby: 1, —1, 2, —2. Obliczamy wartosci

wielomianu w(x) = 5z* — 8x* — 5z + 2 dla tych liczb:
w(l)==6#£0, w(-1)=—-6#0, w(2)=0, w(-2)=-60#0
Zatem liczba 2 jest jedynym pierwiastkiem caltkowitym réwnania.
Wykonujemy dzielenie:
(5a® —82% —5xr+2): (v —2) =52+ 22— 1
i wyznaczamy pierwiastki tréjmianu kwadratowego 5x% + 2z — 1:

-1-v6 146
5 ’ 5

Ty = 2 =

Zatem pierwiastkami réwnania sg liczby: %6, ’1%% i2.

Cwiczenie 2
Rozwiaz réwnanie. Zacznij od znalezienia pierwiastka catkowitego.
a) 2° — 622 +92—4=0 c) * + 62+ 10z +3=0

b) 3z® + 322 —5x+2=0 d) 42® + 1622 + 13z +3 =0

Przyktad 3
Rozwiaz réwnanie z* + 22° — 622 — 62 + 9 = 0.

Wyraz wolny ag = 9 ma nastepujace dzielniki: 1, —1, 3, —3, 9, —9. Stwier-
dzamy, ze liczba 1 jest pierwiastkiem catkowitym tego rownania. Zatem wie-
lomian w(z) = x* + 223 — 62% — 62 + 9 jest podzielny przez x — 1:
(' +22% — 62> —62+9): (x —1) =23+ 322 —3x—9
Otrzymany wielomian rozktadamy na czynniki, grupujac wyrazy:
2 +32° —32 - 9=2*(x+3) -3z +3) = (2> - 3)(x +3) =
= (z —V3)(z + V3)(z + 3)

V3)(z + V3)(z +3)
—V3,11+/3.

Stad:
zt+22% — 62> — 62+ 9= (x —1)(z —

a zatem rozwigzaniami réwnania sg liczby: —3,

Cwiczenie 3

Rozwigz réwnanie.

a) z* —4z® + 82 — 20z +15=0
b) a*+ 2% — 112> — 92+ 18 =0

d) 2t —2* - 722+ 132 -6 =0
e) t —4x®* +62° —4dx+1=0

c) 2z* —8x3 — 92 —4x —5=0 f) 2+ 32% — 52> — 122 +4=0
Cwiczenie 3
a) w(z) = (z — 1)(«® — 32> + 5z — 15) = 3),z=1lubz =3

(z = 1)(2® +5)(z —
b) w(z) = (x — 1)(z> + 22% — 92 — 18) = (z — 1)(z — 3)(x + 3)(x + 2),
r=-3lubzx=-2lubz=1lubz =3
¢) w(r) = (z+1)(22® — 102> + = — 5) =
d) wz)=(z—1)=* -T2 +6)=(x—1)(2® —z — 62 +6) =
r=-3lubzr=1lubz=2

e) wix)=(z—1)@* -3 +3z-1)=(z—1)(z—1)3 = (z —1)*
£) w(z) = (x — 2)(x + 2)(2® + 3z — 1), 2 = 73%‘/@ lubz = -2 lub z = 73%‘/@ lub
B=2

(z+1)22* +1)(z —5),z=—-1lubz =5
(z = 1)*(z +3)(z - 2),

,x=1

Cwiczenie 2

a) dzielniki wyrazu wolnego:

1,1, -2,2, -4, 4,

w(=1) = —20 # 0, w(1) = 0,

w(=2) <0, w(2) =-2#0,

w(—4) < 0 w(4) =0,

w(z) = (z —4)(z - 1),

z=1lubx =4

b) dzielniki wyrazu wolnego:

-1,1, -2 2,

w(-1)=7#0, w(l) =3 #0,

w(—2) =0, w(2) =28 #0,

w(z) = (z +2)(3z% — 3z + 1),

T =2

¢) dzielniki wyrazu wolnego:

1,1, -3, 3,
(-1)=-2#0, w(l) >0,

w(=3) =0, w(3) >0,

w(z) = (z + 3)(2® + 3z + 1),

z=-3lubz= #g

lub z = ’3’%‘/5

w

d) dzielniki wyrazu wolnego:
-1, 1, -3, 3,

w(— 17) 2#0 w(1) > 0,
w(=3) =0, w(3) >0,
w(x):(x+3)(4x +4z +1),
z=-3lubz=—1%

2

2.11. Pierwiastki catkowite i pierwiastki wymierne wielomianu



Cwiczenie 4
a) —4, —2,0,2, 4
b) ~4,0, 4
c) —2,-2,0, 2,2

’ 39

Cwiczenle 5

Odpowiedzi do zadan
1.a)c=-5lubz=1
b)z=-2lubz=-1

lub x =3

c)z=-3lubz=-1

lubx:—%

d)mzl_ﬁluble
_ 1433

lub z = 133

e) z=—4

fz=—-1lubz=-1

lubmz%

g z=3

h)x:l—‘/?gluble—i—@

lub z =3
2.a)x=—%lubm=0
lubz=1lubz=3
b)z=1
c)x=1lubz =2
d)z=-1lubz=-2
lubz =1
e)x:%‘/glubx:—Q
lubm:%‘@lubx:?;

f)z=—-1lubz=-1

2. Wielomiany

Ponizsze twierdzenie pozwala wyznaczy¢ pierwiastki wymierne wielomianu
o wspolczynnikach catkowitych.

Twierdzenie o pierwiastkach wymiernych

Jezeli wielomian w(z) = a,2" +a, 12" '+ ...+ ax+ag (a, #0, ag #0)
o wspoélezynnikach catkowitych ma pierwiastek wymierny z = % oraz pigq
sg liczbami catkowitymi wzglednie pierwszymi, to p jest dzielnikiem wy-
razu wolnego ag, a q jest dzielnikiem wspotczynnika a,,.

Cwiczenie 4
Wspotezynniki wielomianu w sg liczbami catkowitymi. Ktére z podanych liczb
nie moga by¢ pierwiastkami wielomianu w?

a) —4, —2, -1, — 2, 50,4, 5, 1,2, 4 wx)=—-42+ ... —

b) —4, -2, 71, 5, -50, 1,5, 1,24 wx) =42"+...—

¢) -3, -2, — 1——,—%,0,% 21,228 w@)=22"+...+3
Cwiczenie 5

Rozwiaz réwnanie.

a) 20° +32°4+3x+1=0 c) 2034+ 922 +2—-3=0

b) 2234+ 2 +32z—-2=0 d) 92* 4+ 923 + 1122 + 92+ 2 =0
Zadania

1. Rozwiaz rownanie.

a) 2 +32° =92 +5=0 e) 3z + 112 =3z +4=10
b) 2 =Tz —6=0 f) 5x* — 2z =1— 623

¢) 224+ 922 + 102 +3 =0 g) x* — 6 =4a® — bx

d) 22 — 322 =32 +4=0 h) —3z3 + 1522 — 20z + 6 =0

2. Rozwiaz réwnanie.
a) 2z' — Tz’ +22° + 32 =0 d) 3z* 4+ 5x* — 2> =5z —2=0
b) 2t + 2> —6x+4=0 e) ' +22° — 82— 192 -6 =0
c) 22* — 62+ 522 —3x+2=0 f) 4a* +122° 4+ 132>+ 624+ 1=0

3. Rozwiaz réwnanie.

a) 20 + 22+ =1 ¢) —dx +4 =32 + 22

b) 323 —x =1—T7x? d) 22* 4 bz = 8x* + bz
3.a)z =1

b)m:—l—\/ilubm———lubm——l—&—\/_

c) x =3

d)x:—l—\/glubx———lubx—Olubx——1+\/_



10.

9.

10.

Rozwigz réwnanie.

a) #® — 22 —2r—1=0 c) et + et — it =+
D S d) 22* —52° — 322 = (32—9)(22%+1)
Y

Dwa wierzchotki prostokata leza na osi OX, a dwa
pozostate — nad osiag OX inaleza do paraboli o réw-
naniu y = 6 — z? (rysunek obok).

/ y=6—x2

a) Podaj wzér wielomianu opisujacego pole tego
prostokata w zalezno$ci od t. Jaka jest dziedzina
tej funkcji?

b) Dla jakiej wartosci ¢ pole tego prostokata jest
réwne 87

[-to] ¢ | X
Dwa wierzcholki prostokata lezg na osi OX, a dwa pozostale nalezg do
paraboliy = %mz +2. Wyznacz wspdlrzedne wierzchotkéw tego prostokata,
jezeli jego pole jest réwne 39.

Y c

Na rysunku obok przedstawiono trdjkat réwnora-
mienny o podstawie AB i wierzchotkach A(0,0),
B(zy,0), gdzie o > 0, oraz wierzcholtku C' naleza-
cym do paraboli y = 22 + 1. Wyznacz wspéirzedne
wierzchotkow B i C' tego trdjkata, jesli wiadomo,
ze jego pole jest rowne 10.

A B X

Dany jest trojkat prostokatny ABC o wierzchotkach A(xzg,0) i B(—x,0),
gdzie xy > 0, ktére sa koncami jednej z przyprostokatnych. Pole tego
trojkata jest rowne 8, a wierzcholek C' nalezy do paraboli y = %x2 + 2.
Oblicz obwdd tego trojkata.

Krawedz podstawy graniastostupa prawidtowego sze$ciokatnego ma dtu-
go$¢ (2 — 3) dm, a jego wysokoé¢ jest réwna (x — 1) dm. Oblicz pole po-

wierzchni catkowitej tego graniastostupa, jesli ma on objetosé # dm3.

Fragment drewnianej konstrukeji (rysunek obok) 8 dm

zostal wyprodukowany z belek, ktérych przekréj
jest kwadratem o boku .

a) Wyznacz z, jesli objetoéé bryly, ktora tworzy ch&
ta konstrukcja, jest réwna 24 dm3.

x
b) Wyznacz pole powierzchni catkowitej bryty, ktéra tworzy ta konstruk-
cja, jesli wiadomo, ze jej objetosé jest réwna 80 dm?.

42® — 1422 + 152 — 6 =0

xr =2

P=2.6-2+6. g: 3(v/3 4 3) [dm?]

V(z) =862 — (8 —2x)(6 — 22)r = —4z® + 282% dla = € (0;3)
a) z=1dm

b) —4z3 + 282% = 80 dla 2 = 2 dm, czyli P = 160 dm?

. a

)z =
b)x:—Slubx—l
¢c)z=—2lubz=-1
lub z = 2
d)z=—-3lubz=0
lubx =3

. a) P(t) = 2t(6 —t?) =

= —2¢ + 12t
6—t>>0it>0,
zatem t € (0;/6)

b) —2t° + 12t =8
dlat=+v3—1lubt=2

?+%Q:10dlax0:4,
zatem B(4,0) i C(2,5).

. Bez zmniejszania ogélnosci

mozemy przyjac:
2
C (:L'o, I?O -4 2)

1 2 (3
:%31+2x0:8d1ax0:2,
zatem |AB| =4, |BC| =4
oraz |AC| = 4+/2.

Obwdd tréjkata ABC:
42+ V?2)

2.11. Pierwiastki catkowite i pierwiastki wymierne wielomianu



Roéwnania wielomianowe. Wzér Cardano

Istnieja wzory pozwalajace rozwiazywaé¢ dowolne réwna-
nia wielomianowe stopnia trzeciego i czwartego. Odkryli je
Wiosi: Niccoldo Fontana, zwany takze Tartaglia [czyt. tar-
talja] (1499 lub 1500-1557), Girolamo Cardano [czyt. dziro-
lamo kardano] (1501-1576, rycina obok) i Lodovico Ferrari
(1522-1565). W 1545 r. Cardano opublikowal wzory pozwa-
lajace rozwigzaé dowolne réwnanie postaci 2° + ax = b.

Rozwigz réwnanie o2 + x = 2, korzystajac:
a) z twierdzenia o pierwiastkach catkowitych,

b) z podanego nizej wzoru Cardano dla réwnania z* + ax = b.

S R CROR ERORE)

2.a)z=3 2. Rozwiaz rownanie, korzystajac ze wzoru Cardano.
b) z a) ¥ —2r —21 =0 b) 2% 4 62 —20 =0
*3. Przeczytaj informacje w ramce.
Roéwnanie postaci:
2+ axP+ax+ar=0
mozna sprowadzi¢ do postaci ¥ + ay = b, podstawiajac x =y — 2
a) Wyznacz pierwiastek réwnania z® — 62 + 18z — 18 = 0, korzystajac
z powyzszej informacji i wzoru Cardano.
@ b) Uzasadnij, ze istnieja: pierwiastek z; réwnania 2 + 322 + 9z + 9 = 0
oraz pierwiastek z, réwnania x® — 3x? +9x — 5 = 0 takie, ze spelniony jest
warunek x, — x; = 2.
Nie istnieje ogélna metoda znajdowania pierwiastkow wie- ;
lomian6éw stopnian > 5. W 1803 r. ukazala sie praca Wto-
cha Paola Ruffiniego (1765-1822), w ktérej dowodzil on < 7
nieistnienia takiej metody dla wielomianéw stopnia pia-
tego. Dowodd dla wielomianéw stopnia n > 5 przedstawit
w 1824 r. Norweg Niels Henrik Abel (1802-1829, rycina
obok).
3. a) Podstawiamy = = y + 2 i otrzymujemy b) Do pierwszego réwnania podstawiamy z; = y1 — 1 1 otrzymujemy
(y+2)° —6(y+2)2+18(y+2) —18=0 (y1 —1)®+3(y1 — 1) +9(y1 — 1) + 9 = 0, skad v + 6y1 = —2.
y3 + 6y = —2, czyli ze wzoru Cardano dla Korzystajac z podpunktu a), mamy: y; = v/2 — /4, czyli
a=61b=—2 mamy: x1 =2 — Y4-1.
y=v2-V4 Do drugiego réwnania podstawiamy z2 = y2 + 1 i otrzymujemy

Zatem z = /2 — /4 + 2.

2. Wielomiany

(2 +1)° =32+ 1)* +9(y2+1) -5=0

Y5 + 6y2 = —2, korzystajac z podpunktu a), mamy: yz = V2 — ¥4,
czyli zo = \3/_— \3/14-1.

Zatem xo — 11 = V2 — V4 +1— ({”/5— {O’/Z—l) =%,



Uczen:
— wyznacza pierwiastki

*2.12. Pierwiastki wielokrotne wielomianu

Przyktad 1
Wyznacz pierwiastki wielomianu w(z) = 2% — 822 4 16z.
w(z) = z(z? — 8x + 16) = z(x — 4)?

Zatem pierwiastkami wielomianu w sg liczby 0 i 4.

W rozkladzie na czynniki wielomianu w(z) = 2® — 82% 4+ 16x czynnik =z — 4
wystepuje dwa razy. Dlatego liczbe 4 nazywamy pierwiastkiem dwukrotnym
(podwéjnym) wielomianu w. Liczba 0 jest pierwiastkiem jednokrotnym
(pojedynczym) tego wielomianu.

Definicja
Jezeli w rozkladzie wielomianu w na czynniki wystepuje czynnik (z — a)*

i nie wystepuje czynnik (z — a)*!, gdzie k € N, to liczbe a nazywamy
pierwiastkiem k-krotnym wielomianu w.

Przyktad 2

Podaj pierwiastki wielomianu w i okresl krotnos¢ kazdego z nich.

a) w(z) = 2*(z + 2)(x — 3)?
pierwiastki: 0 -2 3
krotnoé¢: trzykrotny jednokrotny dwukrotny

b) w(z) =2*(z* —9)(z + 3)% =
2*(z — 3)(z + 3)(z + 3)® = 2%(x — 3) (v + 3)*

.

pierwiastki: 0 3 -3

krotnosé: dwukrotny jednokrotny czterokrotny

Cwiczenie 1
Czy liczba 2 jest pierwiastkiem dwukrotnym wielomianu w?
a) w(z) = (v —2)(2* —4) b) w(z) = (x —2)*(z* —x — 2)

Cwiczenie 2

Podaj pierwiastki wielomianu w oraz okresl krotnosé kazdego z nich.

a) w(z) =2t (z + 2)*(z — 1) ) w(z) = (z — 4)3(x* — 16)

b) w(z) = —3z(2? + 1)(2* + 2) d) w(z) = Te(x —2)(5z + 3) (z* — 4)*

Cwiczenie 2

a) r = —% — dwukrotny,
x = 0 — czterokrotny,

z = 1 — jednokrotny

b) x = 0 — jednokrotny
¢) x = —4 — jednokrotny,
x = 4 — czterokrotny

d) z = —2 — dwukrotny,

x = —%, z =0 — jednokrotne,

3
59
r = 2 — trzykrotny

wielomianu i podaje ich
krotno$é, gdy dany jest
wielomian w postaci
iloczynowej

— bada, czy wielomian ma inne

pierwiastki, oraz okresla ich
krotnos¢, gdy dane sa stopien
wielomianu i jego pierwiastki
catkowite

— znajac pierwiastek
wielomianu i jego krotnosé,
wyznacza pozostate pier-
wiastki wielomianu

— podaje przyktady wielomianu,
gdy dane sa jego stopien oraz
pierwiastki i ich krotnosé

— rozwiazuje zadania z para-
metrem dotyczace pier-
wiastkéw wielokrotnych

Cwiczenie 1

a) w(z) = (z — 2)*(x + 2), jest
b) w(z) = (z — 2)*(z + 1),

nie jest
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Cwiczenie 3

a) © = —3 — jednokrotny,

z = —1 — dwukrotny

b) © = —2 — dwukrotny,

x = 3 — jednokrotny

¢) z =0, z = 4 — jednokrotne,
r = 1 — dwukrotny

d) z =1, z = 2 — dwukrotne

Cwiczenie 4
a) nie moze
b) moze

2. Wielomiany

Mozemy moéwié¢ réwniez o pierwiastkach jednokrotnych lub wielokrotnych réw-
nania wielomianowego w(z) = 0.

Przyktad 3
Rozwiaz réwnanie 423 — 722 42z +1 = 0. Podaj krotno$¢ kazdego pierwiastka.

Pierwiastkéw calkowitych wielomianu w(z) = 43 — 722 + 22 + 1 szukamy
wéréd dzielnikéw jego wyrazu wolnego: w(l) =4—7+2+1 =0, czyli liczba 1
jest pierwiastkiem.
Wykonujemy dzielenie:

(4z® = T2 +2x+1): (z—1)=42* -3z -1

—4a® + 422
—3z24+22+1
3x? — 3x
—x+1
r—1
0

Wyznaczamy pierwiastki tréjmianu kwadratowego 4x? — 3z — 1:

A=9+16=25, o3 =2 =1 z=35=1
Zatem pierwiastkami réwnania 4z — 72® + 22 + 1 = 0 sg liczby —1 1 1.
Réwnanie mozna zapisa¢ w postaci 4(z — 1)?(z + 1) = 0, wiec liczba 1 jest

jego pierwiastkiem dwukrotnym, a liczba —i — pierwiastkiem jednokrotnym.

Cwiczenie 3

Rozwiaz réwnanie. Podaj krotnosé kazdego pierwiastka.

a) 2* +522+Tx +3=0 ¢) z* —62° + 922 — 42 =0

b) 23+ 2> —82—12=0 d) z* —62® + 132 — 122+ 4 =10

Twierdzenie

Wielomian stopnia n ma co najwyzej n pierwiastkow.
Powyzsze twierdzenie jest prostym wnioskiem z twierdzenia Bézouta.

Cwiczenie 4

Ponizej podano wielomian w oraz wszystkie jego pierwiastki catkowite wraz
z krotnoécig kazdego z nich. Czy wielomian ten moze mieé jeszcze inne pier-
wiastki?

3

a) w(z) = 12 — Lz + 3, pierwiastki jednokrotne: —3, 1, 2

b) w(z) = 22% — 1122 4+ 122 + 9, pierwiastek dwukrotny: 3



Zadania

Rozwiaz réwnanie. Podaj krotnosé kazdego pierwiastka.

a) 2z+1)(z*+2—-6)=0 e) (#2=9)(z+3)?=0

b) (x4 1)*(2z —4) =0 f) (@*—2z—-6)(z*+2—-1)=0

¢c) (b—a)(z*—Tx+10)=0 g) (z? —4)*(2* + 32® — 102?) = 0
d) (#2422 -3)(z—1)*=0 h) (23 +2%—12z) (2 —523+62%) =0
Uzasadnij, ze réwnanie nie ma pierwiastkow wielokrotnych.

a) x® — bz —2x+24=0 ¢) 2034822 +9x+2 =10
b) 32 +2? — 120 —4=0 d) 2 +62+8x+15=0

Rozwiaz réwnanie. Podaj krotnosé kazdego pierwiastka.

a) 2* —3x? —4x =0 d) z* —42?+4=0 g) 2* +322 —4x =0
b) 2% —62*+92° =0 e) ' +423+522=0 h) 3z* —223+22 =0
c) #*—22°+1=0 f) 2°+42* +423 =0 i) 2" —162° =0
Liczba x( jest dwukrotnym pierwiastkiem wielomianu w. Wyznacz pozo-
stale pierwiastki tego wielomianu.

a) w(z) =32 — 112 + 8z + 4, zy =2

b) w(z) = a* + 223 — 222 — 62 — 3, xr = —1

¢) w(z)=—-1223+ 162> — Tz + 1, z7 =2

Podaj przyktad wielomianu, ktérego jedynymi pierwiastkami sg liczby: —3,
2, 4 i ktérego stopien jest réwny: a) 3, b) 4, c) 6.

Podaj przyktad wielomianu o wyrazie wolnym ay = 2, ktéry ma tylko
jeden pierwiastek dwukrotny réowny 3 i ktérego stopien jest rowny:

a) 2, b) 4, c) 6.

Dla jakich wartosci parametru a liczba zy jest dwukrotnym pierwiastkiem
wielomianu w?

a) w(z) = (x+3)(x* + ax +6), x9=—3

b) w(z) = (22? — Tz — 4)(2* — 4a®), zo =4

Czy istnieje taka warto$¢ parametru a, dla ktérej liczba xz, jest dwukrot-
nym pierwiastkiem wielomianu w?

a) w(z) = 6x? 4+ 8x® —8x*> + ax +a + 10, zo=—1

b) w(z) =a* — 32>+ az? + (a+5)x +4, o =2
a)m:—% b) z =—V3lubz=+3 c)x:%
a) np. w(z) = (x + 3)(z — 2)(z — 4)
b) np. w(z) = (z +3)*(z — 2)(z — 4)
¢) np. w(z) = (¢ +3)*(z — 2)*(z - 4)
a) w(z) = %(x —3)?
b) np. w(z) = 2(z — 3)*(z* + 1)
¢) np. w(z) = %(x —3)2@* +22+2)
a)a=5 b)a=-2,a=2
a) tak, a = —16

b) w (2 ):6a+6—0dlaa——1
Wéwezas w(z) = (z — 2)(2® — 2% — 3z — 2) = (z — 2)v(2).
v(2) = —4, czyli liczba 2 nie jest dwukrotnym pierwiastkiem wielomianu w.

Odpowiedzi do zadan

1

.a)z=-3, 2= —2,2=2-

2
jednokrotne

b) x = —1 — dwukrotny,
x = 2 — jednokrotny

¢) © = 2 — jednokrotny,
x = 5 — dwukrotny

d) z = —3 — jednokrotny,
x = 1 — czterokrotny

e) x = —3 — trzykrotny,
x = 3 — jednokrotny

f) z=—-2 =15
o= gt

krotne

, £ = 3 — jedno-

g) * = —5 — jednokrotny,

r = —2, x = 0 — dwukrotne,
r = 2 — trzykrotny

h) z = —4, z = 2 — jedno-
krotne,

x = 0 — trzykrotny,

z = 3 — dwukrotny

.a) 3 — 5% — 22+ 24 =

=(@+2)(z—3)(x -4

— rOwnanie ma tylko pierwia-
stki jednokrotne

b) 323 4 2% — 122 — 4 =
=3(z +2)(z + %)(w —2)

— réwnanie ma tylko pierwia-
stki jednokrotne

¢) 22° + 8% +9x +2 =

= 2(z + 2) (x+ 23—&)

T+ HT‘E) — réwnanie ma

tylko pierwiastki jednokrotne
d) 2® + 62% + 8z + 15 =

= (z+5)(z®> +x +3)

— réwnanie ma tylko pierwia-
stek jednokrotny

.a)z=—-1,2=0,z=4

— jednokrotne
b) z = 0 — trzykrotny,
x = 3 — dwukrotny

¢) z = —1,z = 1 — dwukrotne
d)z= V2, =12
— dwukrotne

e) z = 0 — dwukrotny

f) x = —2 — dwukrotny,

x = 0 — trzykrotny
glz=—-4z2z=0,z=1

— jednokrotne

h) z = 0 — dwukrotny

i) & =0 — trzykrotny,

x = —2, x = 2 — jednokrotne

2.12. Pierwiastki wielokrotne wielomianu



Uczen:

— szkicuje wykres wielomianu,
gdy dana jest jego postac
iloczynowa

— dobiera wzér wielomianu do
szkicu wykresu

— podaje wzér wielomianu, gdy
dane sa wspotczynnik przy
najwyzszej potedze oraz szkic
wykresu

— szkicuje wykres danego
wielomianu, po wyznaczeniu
jego pierwiastkow

Multite4a

* Wykres wielomianu
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*2.13. Wykres wielomianu

Wykresem wielomianu stopnia pierwszego, w(x) = ax + b, jest prosta, a wy-
kresem wielomianu stopnia drugiego, w(z) = ax? 4+ bx + ¢, jest parabola.
Dokladne narysowanie wykresu wielomianu wyzszego stopnia, bez korzysta-
nia z kalkulatora graficznego lub komputera, moze okazaé sie bardzo praco-
chlonne. Mozna natomiast sprawnie naszkicowaé przyblizony ksztalt wykresu,
gdy znamy pierwiastki wielomianu.

Ponizej przedstawiono wykresy kilku wielomianéw trzeciego stopnia.
Wykresy wielomiandéw o dodatnim wspoétczynniku przy najwyzszej potedze.
Y / Y Y /

| 1 1
1 /\/ X

/O 1 X o] 1 X /\Q ] X

[ / | [ WV

| | |

y =@+ 1) -2) y =z —2)? y =3 +1% 1)

1
x

Wykresy wielomianéw o ujemnym wspoélczynniku przy najwyzszej potedze.
| ¥ \[" | 7
\ \ ) Lo
\/

1 X Ol\X o 1 X
\ /\ \

\ \

y=—aa+1)(-2) y=—alw -2 y=-3+1Pe@-1)

—

Zauwaz, ze gdy wykres wielomianu przechodzi przez pierwiastek jednokrotny,
wartosci wielomianu zmieniaja znak z dodatniego na ujemny lub odwrotnie.
Moéwimy wtedy, ze wielomian zmienia znak. Natomiast w pierwiastkach dwu-
krotnych wielomian nie zmienia znaku.

Znak wielomianu w przedziale (a; 00), gdzie a jest najwiekszym pierwiast-
kiem, jest taki sam jak znak wspotczynnika przy najwyzszej potedze.
Wielomian zmienia znak tylko w pierwiastkach krotnosci nieparzyste;j.



Przyktad 1

Okresl znak wielomianu w w przedziale (a; 00), gdzie a jest najwiekszym pier- a)

|

‘k/g‘

wiastkiem, i naszkicuj wykres tego wielomianu.
a) w(z) = —z(x + 2)(x — 2)
Wielomian w ma tylko pierwiastki jednokrot-
ne: —2, 0 i 2, co oznacza, ze zmienia on znak
w kazdym z tych pierwiastkéw.
Wspélezynnik przy najwyzszej potedze jest
ujemny, wiec wielomian w przedziale (2;00)
przyjmuje wartosci ujemne.
b) w(z) = %(m —3)%(x +3)
Pierwiastkami wielomianu w sa liczby:
—3 — pierwiastek jednokrotny — wielomian
zmienia znak,
3 — pierwiastek dwukrotny — wielomian
nie zmienia znaku.
Wspéblcezynnik przy najwyzszej potedze jest
dodatni, wiec wielomian w przedziale (3;00)
przyjmuje wartosci dodatnie.

Cwiczenie 1

A=

w

o

Q\X

/ b) Yy
| w
|

3 X

Cwiczenie 1
Naszkicuj wykres wielomianu w. !
a) w(z) = (z—3)(x —1)(z+2) d) w(z) = —z(2® + 22+ 1) ) o
b) w(z) = z(z + 3)? e) w(z)=(1—z)(a®+ 4z —5) w |
c) w(z) =x2%(x—1) f) w(z)=(2-2z)(z*+6x+9) 1 /
Ponizej przedstawiono wykresy kilku wielomianéw czwartego stopnia o dodat- g1 X
nim wspotczynniku przy najwyzszej potedze.
| L " | /
\ | \ | \ I /
\ I \ \ \ l d) w(z) = —z(z+1)?
Lol R | / |
(@) 0] 0] / .
| X 1 X 1
\ €
\ S
\
y=a@+2@+@—1)  y=ale -1 +2)? y = a2z —2)° \
e) w(z) = —(z —1)*(z +5) f) w(z) = —(z - 2)(z + 3)
Y Y
\—5 1 18
@) [5 X
@ 2\ X
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Ponizej przedstawiono wykresy kilku wielomianéw czwartego stopnia o ujem-
nym wspoétczynniku przy najwyzszej potedze.

Y Y Y
N

g

=
=
-

| \ L\ / \

I \ L\

| \ | | | \
)

y=—a(@+2)(z+1)(z-1) y=-3a(—1)(z+2)? y = —22(z — 2)?

Cwiczenie 2 Cwiczenie 2
A-w,B-u, C-v Ponizej przedstawiono szkice wykreséw wielomianéw czwartego stopnia, dla
ktorych wspélezynnik przy najwyzszej potedze jest dodatni (ay > 0).

A. Y B. C. Y

o . \ J

_ lng oMNT 3 X —-1 |o 4 x

Dobierz szkic wykresu do kazdego z podanych wielomianéw:
w(z) = x(r—1)*(x-3), v(z) = (z+1)*(z—4)% w(z) =z(x+1)(z—1)(x—3).

Cwiczenie 3
Podaj wzér wielomianu czwartego stopnia o wspotczynniku ay, = —1, ktérego
szkic wykresu przedstawiono ponizej.

a) Y b) Y ) Y

a5 o 3 » é\_\\o//\x ’ o/ix

Cwiczenie 3

a) w(z) = —z(z + 2)%*(z — 2)

b) w(z) = —(z +2)(z +1)(z —1)(z - 2)
¢) w(z) = —(z+2)%(x —1)°

2. Wielomiany



Cwiczenie 4

Naszkicuj wykres wielomianu w.
a) w(z) = (r+3)(x+1)(z — 2)?
b) w(z) = 22%(x — 3)?

Przyktad 2

c) w(z) =

—32*(x+4)(z—1)

d) w(z) = —(z +2)(z —1)(22* — 8)

Naszkicuj wykres wielomianu u(x) = 42?(z + 3)*(z + 1)(z — 2)3.

Stopien wielomianu: 8, jego pierwiastki: 0,

Krotnos¢ pierwiastkéw wielomianu:

Wspodtezynnik przy najwyzszej po-
tedze jest dodatni, wiec wielomian u
w przedziale (2;00) przyjmuje war-
tosci dodatnie.

W pierwiastkach o parzystej krotno-
sci (czyli w —3 1 0) wielomian nie
zmienia znaku.

Cwiczenie 5

Naszkicuj wykres wielomianu w.

a) w(z) = (r—3)2x+1)*(xz +1)*
b) w(z) = 1(z — 3)(z + 4)*(2* - 9)

Zadania

_3’

dwukrotny

-3,

~1, 2.
-1,

jednokrotny

0,

dwukrotny

Y

2.

trzykrotny

u

g

g

(x) = =3(x = 5)(z + 1)*(x — 2)
(z) = —5(x—1)*(z+3)*(1 — 2?)

1. Naszkicuj wykres wielomianu w.
a) w(z) = (z—1)(x+2)(x+4)

b) w(z)=—(z+3)1+2z)(2—x)

¢) w(z) =—1(z+3)(—z —2)?

d) w(z) =
e) w(z) =3(x—4)(x+2)*(x+3)
(z) = =2(2* - 2)(2* - 9)

f)

g

(3 —2)*(4—2?%)

2. Podaj wzér wielomianu czwartego stopnia o wspotczynniku ay = 1, ktérego

szkic wykresu przedstawiono ponizej.

Cwiczenie 4

a) Y
w
12 '\
-3 =1/ 0O 2 X
b) Y
12 w
0 3 X
c) Y
100
w
14 @) 1\ X
d) w(z) = —2(z+2)*(x — 1)
(z—2)
Y
Ly A
(@) X
w
—16
Cwiczenie 5

a) w(z) = 4(z—3)(z+3)*(z+1)
b) w(z) = §(z+3)(z+4)*(z—3)?
d) w(z) = 5(z—1)3(z+3)%(z+1)

Odpowiedzi do zadan

2. a) w(z) = z(z+3)(z+1)(z—2)
b) w(z) = z(z + 1)(z — 2)?
o) w(z) = (= +2)*( — 2)°

a) Y b) Y c)\ Y /
) | :/\:
_ 10 X — 2 X -2 0 2 X
1. b) d) e)
Y Y Y Y
w R 36 —3-2\0
X
/\ 0 w —144
3 —i\\//é X
—6
2 O 2 3\ X

/)

3 _90 2

~36

2.13. Wykres wielomianu



3.

a) w(z) = —z(z + 3)-

(z+2)(z+1)(z—1)

b) w(e) = —(z +3)(@+2)-

(z+1)%(z—1)

) w(z) = —x(x +4)(z + 2)?
) z € (—o0; —3)

b) z € (—o0; —V/5)U (—2;1/5)

c) z € (—1;1)U (3;00)

d) z € (—1;0) U (0;6)

e) z € (—oo0; —2) U (2;00)
f) Wielomian w nie przyj-
muje wartosci ujemnych.

. a) z € (—o0;2) U (3;00)

b) z € {—2,—1,0}

e) © € (—o0; —V/3) U (V/3;00)

il /Q
T

2. Wielomiany

3. Podaj wzoér wielomianu pigtego stopnia o wspotczynniku as = —1, ktorego

szkic wykresu przedstawiono ponizej.
a) Y b) Y c) Y

/\OA o0

-3l 2 — 1X —3\/2—10 1 X —4 X\ X

. Naszkicuj wykres wielomianu w. Dla jakich argumentéw wielomian ten

przyjmuje wartosci ujemne?
a) w(z) = (z —4)*(z +3)
b) w(z) = (2? — 5)(x + 2)
) w(z) = (1-2a?)(x—3)

d) w(z) =42*(x + 1)(x — 6)
e) w(z) =—-3(z* —4)(x — 2)?
f) w(z) = (2?4 62+ 9)?

. Naszkicuj wykres wielomianu w. Dla jakich argumentéw wielomian ten

przyjmuje wartosci nieujemne?
a) w(z) = (r—2)(z - 3)°(z - 4)
b) w(z) = —2?(z + 1)*(z + 2)?

¢) w(z) = 6x(z? — 62)(2* — x)

d) w(z) =2x(x +2)(2* —4)(3 —x)3
e) w(z) =—-T(z*+3)(3—2?)(3—x)?
f) w(z) = (922 —1)(3x — 1)*(z — 3)

. Dany jest wykres wielomianu w trzeciego stopnia. Naszkicuj wykres wie-

lomianu v(z) = w(—x) 1 zapisz jego wzér w postaci:
v(z) = azz® + ar® + a1z + ag

a) b) c)

Y ; w\ Y Y /

—
[y

N

¢) v(z) = —12®— 327 —2+3




*2.14. Nierownosci wielomianowe

Y
w
+N A ++F ++ 4
—4 Ol\/z X

7 rysunku odczytujemy, ze wielomian w przyjmuje warto$ci dodatnie dla:
x € (—o0;—4) U (—4;0) U (2;00)

Przykfad 1
Na rysunku obok przedstawiono szkic wy-
kresu wielomianu:

w(z) =x(z +4)*(x — 2)
—-2)>0.

Rozwiaz nier6wno$é¢ x(z +4)*(z

Cwiczenie 1
Rozwiaz nieréwnosé, korzystajac ze szkicu
wykresu wielomianu:

w(z) = —3(@+2)(x—1)(z —3)

a) —3(z+2)(z—1)(z—3)>0

b) =3z +2)(z—1)(z—3) <

Cwiczenie 2
Rozwiaz nieréwnosé, korzystajac ze szkicu

wykresu wielomianu: -1 |01 X
w(z) = (z+ 1)2(z — 1)(z — 4) \/

a) (x+1)%*(x—1)(z—4)>0 ¢) (x+1)*(x—1)(z—4)>0

b) (z+1)*(z—1)(z—4) <0 d) (x+1)%*(z—1)(z—4) <0

Cwiczenie 3 w&\ Y

Rozwiaz nieréwnos¢, korzystajac ze szkicu +++ X AP\

wykresu wielomianu:
—(x+3)*(x+1)(z—2)?
a) —(z+3)*(z+1)(z—2)*>0

b) —(z+3)*(x+1)(x—2)*>0

w(x) =

Cwiczenie 4
Naszkicuj wykres odpowiedniego wielomianu i rozwiaz nieréwnoscé.
a) 3(x—5)(x+2)(x+4) <0 ¢) 2z +3)2(x—2)>0
b) —2(z —5)(x+ 2)*(z +4) <0 d) —3(x=5)*(x+2)%>0
b) z € (—o0; —4) U (5;00) ¢) z € {=3} U (2;00) d) z € {-2,5}
Y Y Y
—2 5
(0] X

_ /o
/é4 -2

Uczen:

— rozwiazuje nieréwnosci
wielomianowe, korzystajac
ze szkicu wykresu lub wyko-
rzystujac postaé iloczynowa
wielomianu

— rozwiazuje nieré6wnosc¢ wielo-
mianowa, gdy dany jest wzér
ogoOlny wielomianu

— stosuje nieréwnosci wielo-
mianowe do wyznaczenia
dziedziny funkcji zapisanej
za pomoca pierwiastkéw

— wykonuje dziatania na
zbiorach okreslonych nierow-
nosciami wielomianowymi

— stosuje nieréwnosci wielo-
mianowe w zadaniach z para-
metrem

Cwiczenie 1

a) x € (—oo0; —2) U (1;3)
b) z € (—2;1) U (3;00)
Cwiczenie 2

a) x € (—oo;—1)U
U(4; 00)

b) x € (1;4)

c) x € (—oo;1) U (4; 00)

d) z € {—1} U (1;4)
Cwiczenie 3

a) x € (—oo; —3) U (—3;—1)
b) z € (—o0; —1) U {2}

c) z € (—1;2) U (2;00)

d) x € {-3} U (—1;00)
Cwiczenie 4

a) x € (—oo; —4) U (—2;5)

1]

avj

dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 2.14

(-1, 1)U

Generator

testéw i sprawdzianow
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Cwiczenie 5

a) —z(z—1)2<0

dla z € (0;1) U (1; 00)

b) —z(z+2)(z—3) >0
dla z € (—o0; —2) U (0;3)

¢) (@+1)(@—-1)*<0

dla z € (—oo0; —1) U {1}

d) —z*(z+1)(z—11) >0
dla z € (—=1;0) U (0;11)

e) (z+2)(z—2)(2z+1)>0
dlaz € (—2;—3) U (2;00)
f) (z+V2)(z —Vv2)-

(32 -2)<0

dla z € (c0; —v2) U (2;V/2)

2. Wielomiany

Przyktad 2
Rozwigz nieréwnoéé¢ x® — 4x > 0.

Rozkladamy wielomian w(z) = 2* — 4z na czynniki:
w(x)=a* -4z =x(*—4) =z(x - 2)(x +2)

Pierwiastkami wielomianu w sg liczby: 0, 2 Y z w
oraz —2. Szkicujemy wykres wielomianu w +4+ ++
i odezytujemy zbidr rozwigzan nieréwnosci /22 O’\_/ X
w(z) > 0: z € (—2;0) U (2;00).

Przyktad 3
Rozwiaz nier6wnosé —z? + 23 + 62% < 0.
Rozkladamy wielomian w(z) = —2* + 2% 4+ 62 na czynniki:
w(x) = —2* + 2° + 62° =
=—2*(2* —x—6) =

= —2%(x + 2)(z — 3)

Pierwiastkami tréjmianu
2 . . PR
= —x — 6 sa liczby —21 3.

Pierwiastkami wielomianu w sa liczby: 0 (pierwia- Y
stek dwukrotny), —2, 3. Szkicujemy wykres wielo-

mianu w i odezytujemy zbiér rozwiazan nieréwno- v
sci w(z) < 0: AN /-
x € (~00; ~2) U {0} U (3:00) 72 Ol 3x

Cwiczenie 5

Rozwiaz nieréwnosé.

a) —2¥+222 —2x <0 ¢) 2*—2?—2+1<0 e) 20+ 22 —8xr—4>0
b) —2®+2°4+6x>0 d) —2*+102°+112* >0 f) 32°—222—62+4 <0

Przyktad 4

Rozwiaz nieréwnosé x(x + 2)(z* + x + 3) < 0.

Tréjmian 22 + x + 3 przyjmuje tylko wartosci dodatnie. Zatem mozemy obie
strony nieréwnosci podzieli¢ przez ten tréjmian. Otrzymujemy nieréwnosé

kwadratowa: (x+2) <0
z(x

ktérej zbiorem rozwiazan jest przedzial (—2;0) — jest to zbidr rozwiazan wyj-
Sciowej nieréwnosci.

Cwiczenie 6

Rozwiaz nieréwnos¢.

a) (22 +3x+4)(2*+3x—4) >0 b) 2 —3z* +2—-3<0

Cwiczenie 6
a) 2% + 3z +4 > 0, zatem (z +4)(x — 1) > 0 dla = € (—o0; —4) U (1;00)
b) (x? +1)(z — 3) <0 dla z € (—o0;3)



Przyktad 5
Rozwiaz nier6wnosé x® — 622 + 8z — 3 < 0.
Szukamy pierwiastkéw calkowitych wielomianu:
w(z) = 2* — 62> +8x — 3
wsréd dzielnikdéw jego wyrazu wolnego, czyli wérdd liczb: 1, —1, 3, —3.
w(1) = 0, wiec 1 jest pierwiastkiem wielomianu w. Wykonujemy dzielenie:
(2% — 62 +82—3): (x—1)=2>—5x+3

Obliczamy wyréznik i pierwiastki tréjmianu kwadratowego x? — 5x + 3:

A=25-12=13, =212 4 - 50/
Szkicujemy wykres wielomianu w i odczytujemy YI A
zbiér rozwiazan nieréwnosci w(x) < 0: o rm T Is %
2 2
w

re (-
Cwiczenie 7
Wyznacz pierwiastki wielomianu w, a nastepnie rozwiaz nieréwnosé w(z) < 0.
a) w(z)=2+32>+z—1 ¢) w(z)=a%—2z* -2z —3

b) w(z) = x® + 8% + 17z + 4 d) w(z) = —a* + 22° — 42* + 8z

0; 57;/ﬁ> U <1; 5+2Jﬁ>

Zadania

1. Rozwiaz nieréwnosc.

a) 923 —4x >0 d) z* < 8x g) 2z* 4+ 5z? —3x >0

b) 4z 4 32? > 0 e) x* < 8z? h) —2% + 222 + 42 <0

c) z% +4x < 422 f) = > 8z* i) o' +52° —222 >0
2. Rozwiaz nieréwnosé.

a) 2° +v22 — 2 —v2<0 e) ' =53 +x—-5<0

b) 42® + 1222 —2 -3 >0 f)x+2x —6x—12>0

¢) 223 —32? — 102+ 15< 0 g) 62° — 9zt + 42® — 62% > 0

d) %I3+%x2—6x—2<0 h) \/—x — V62t — V623 +2v322 > 0

3. Rozwiaz nieréwnos¢.

a) 2t —2® —22—4<0 e) (*+2x4+1)(32>—2—-1)<0
b) 2% + 62° + 6z > —5 f) (@*+2—-2)222 —-32+1)>0
c) —x*+ 222 +4x >3 g) ( —?+1)<4—2*
d) ? — 62% + 122 < 8 h) z* — 2> +24 > 12(2* - 1)
3. a) z € (—1;2)
b) z € (—5;00)
c) z € (—o0; *1;ﬁ)u(*1§“5,3)
d) z € (—00;2)
e)z € (176‘/ﬁ, ”é/ﬁ)
f) z € (—00;—2) U (3;1) U (1;00)
g)ze (=11
h) z € (—o0; —3) U (—2;2) U (3;00)

Cwiczenie 7

a) w(z) <0 dla

z € (—oo0;—1— \/§>U
U{—1; -1+ /2)

b) w(z) <0dlax € (—
U(—2—3; -2+ 3)
c) w(z) <0dlaz e (—o0;3)
d) w(z) < 0dlaz € (—oo0;0)U
U(2; 00)

00; —4)U

Odpowiedzi do zadan
1.2a) z € (—2;0) U (3;00)
b) z € (—3;00)

c) z € (—o0;0) U{2}
d) z € (0;2)
e) T € (—2v/2;2V2)
f) z € (0; é)
g) = € (=3;0) U (3;00)
h) z € (1—/5; 0)U(1++/5; c0)
i) z € (—o0; 5+F>U{O}U
()

2. a) x € (—o0; —V2) U (—1;1)
b)z € (—3;—3) U (3;00)
o) @ € (~o0i—vB) U(Z;v)
d) z € (—o0; —2V/3)U
U(—3%;2v3)
e) z € (—1;5)
£f) x € (—o0; —2) U (V/6;0)
g) @ € (300)
h) z € (—v/2; V/2) U (v/2; 0)

2.14. Nierdwnosci wielomianowe



4. a) A= (—2;0)U(2;00),

sy

= (—o00; —3) U (1;3),

AN B =(2;3),

A\ B =(—2;0) U (3;00)
A= (=4;0)U(0;4),

= (—00; =2) U (=L, 1)U

U(2; 00),
ANB=(—4;—-2)U(-1;0)U
U(0;1) U (2;4),

A\ B =(—-2;-1)U(1;2)

¢) A=(—00;—v2)U(};v2),
B = (—o0;—-1) U (0; 3),
ANB = (—00; —V2) U(3; 3),

& &
===

A\ B =(5V2)
a) {-3}
—0o0; —3) U (—/3;0)U

[y

[uay

2. Wielomiany

=

Wyznacz zbiory ANBi A\ B.

a) A={zeR:2*-42 >0}, B={zeR:2° —2? =92+ 9 < 0}

b) A={rxeR:2'- 1622 <0}, B={z € R: 2 — 52> +4 >0}

c) A={reR:32> —2?—-62+2<0}, B={reR:2x—a?> 2%}
Wyznacz zbiér tych argumentéw x, dla ktérych spelnione sg jednoczesnie
nieréwnosci f(x) > g(x) i g(x) > h(x).

a) f(z) =2% — 4z, g(z) =42®+82?, h(z)=42>—=x

b) f(z) =2*+ 23, g(z) =3z — 2% h(z)=2%+222—-9

¢) f(z) =223 — 42+ 3z, g(z)=2% h(z)=32>—-3z+1

Naszkicuj w jednym ukladzie wspotrzednych wykresy funkcji f i g, a na-
stepnie odczytaj zbiér rozwiazan nieréwnosei f(x) < g(x).

a) f(z) =2%, g(z)== b) f(z) =2° g(x)=a?

Dla jakiej wartosci parametru m liczba a jest miejscem zerowym funkcji f7
Rozwiaz nieréwnosé f(x) > 0 dla wyznaczonej wartosci m.

a) flx)=2®—a2>+mz+4, a=1

b) f(z) =234+ 32> + mz — 4, a= -2

c) flx)=(2-3m)x®>—-22>+2 -2, a= -1

d) flx) =2+ (m?* —4)2*> =Tz — 6, a=3

Wyznacz dziedzine funkcji f.

a) f(z) =vVad —422+ 25— 22 d) f(z) = Va3 + 22 — Vad — 16x

b) f(a:):\/yiﬁ—\/xz—9 e) f(x):\/x3—7x2+12x+¢ﬁ

c) f(z)=+vaz*—622+8 £) f(x)= \/914_1§12+4— \/_fz4+f712_4

Na rysunku obok przedstawiono wykres wie- Y

lomianu u czwartego stopnia oraz wykres //N
Dz

tréjmianu kwadratowego w. Odczytaj z ry-

sunku zbiér rozwiazan nieréwnosci. ~]

a) u(z) —w(xz) <0

b) u(z) - w(z) >0 i [
~w(z) <0 : R

¢) u(x) - w(r) <

[
~

O oboo 3333
[

—4, z € (—=2;1) U (2; 00)

=0,z € {2} U(l;00)

%, z € (—o0;—1)

—2lubm =2,z € (—2;—1) U (3;00)
{0} U (4;5) b) D = (3;00)

(—o00; —2) U (—v/2;v/2) U (2; 00)
(=1;0) U (4;00)

(2;3) U (4;00)

(—z.;—@) u=E=gu G uLe)

ees
Il

o o
& E
I

(="
—

= O
~

=&
mmm
ES
:
|
Ay
E
(@
=
=
w
&
(@
—
&
8

o
~



Czy wiesz, ze...

Nieréwnosci wielomianowe mozna réowniez rozwigzywac, tworzac tak zwa-
ng siatke znakéw. W tym celu nalezy doprowadzi¢ nieréwno$é¢ do postaci,
w ktorej po jednej stronie znajdzie sie wielomian roztozony na czynniki,
a po drugiej stronie — zero. Na przyktad:

(z+4)(z—1)(xz—3) <0
Nastepnie nalezy okresli¢ znaki czynnikéw w przedzialach wyznaczonych
przez pierwiastki wielomianu.

r<—-4 -4 —Ad<z<l 1 1<z<3 3 z>3
z+4 - 0 + + + + +
z—1 —~ —~ — 0 - + 4+
x—3 - - - - - 0 +
iloczyn — 0 + 0 — 0 +
7 ostatniego wiersza tabeli odczytujemy, ze nieréwnos¢ zachodzi dla:
z € (—o0;—4) U (1;3)
10. Rozwiaz nieréwnoéé, korzystajac z siatki znakéw. 10. a) z € (—00;—6) U (—3;
. 2.
a) 2(2z +1)(z+6) <0 o) 8+ 322 — 4> 0 b) 2 € (=005 —v2) U (5
5 c) z € (—oo0;—2) U (2;3)
b) (2—3x)(z*—2) >0 f) x® 4 32? — 9z — 27 < U(3; 00)
c) (> —4)(z—3)*>0 g) 2 —Tr—6<0 d) z € {0} U (1;4)
d) ot — 52® + 422 < 0 h) (22 —4)(2? + 2 —12) > 0 o) @ € {Ije9)
f) z € (—o0;3)
11. Aby rozwigzaé nieréwnoséé: g) z € (—00;—2) U (-1;3
h) z € (—o0; —4) U (—2;
(z+2)(z+1)(x—3)>0 U(3; 00)
uczen sporzadzil siatke znakéw. Trzy znaki w tabeli wpisane sa blednie.  11. (—2;—1) U (3; 00)
Wskaz bledy i podaj poprawny zbiér rozwigzan nieréwnosci.
z< 2 | 2| 2<z<-1[-1|-1<z<3| 3 |x>3
z+ 2 - 0 + + > + + +
z+1 - —~ — 0 - + o+
z—3 - - - - - 0 +
iloczyn * — 0 + 0 * - 0 +
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Uozeri 2.15. Wielomiany - zastosowania

— opisuje wielomianem
zaleznosci dane w zadaniu
i wyznacza dziedzine tego Cwiczenie 1
wiclomianu Dany jest prostopadtoscian o krawedziach dtugosci 5 cm, 6 cm i 8 cm. Kazda
jego krawedz zwigkszono o x cm. Wyznacz x, jesli wiadomo, ze objetos¢ pro-

stopadloécianu wzrosta o 320 cm?.

— rozwiazuje zadania tekstowe,
wykorzystujac dziatania na
wielomianach i rownania

wielomianowe 3

.. . Cwiczenie 2 L _
Cwiczenie 1 7 tokat " Kart . N i x N
5+ 2)(6 + 2)(8+ z) = prostokatnego ar.usza ar o.ng 0 wymiarac O |
—5.6-8+320 30 cm na 40 cm wycigto w naroznikach kwadraty T =
23+ 1922 + 1182 — 320 = 0 o bokach dlugosci x cm, a nastepnie pozostala : :
(z — 2)(22 4 21z + 160) = 0 czesé sklejono i otrzymano otwarte pudetko. Ll &

[ |

— x x
Ji_ 2 a) Wyznacz wielomian V' zmiennej  opisujacy L_ -
Cwiczenie 2 objetoéé otrzymanego pudetka. Okredl dziedzine v ,
a) V(f) = (402_ 2z)(30—2z)z = tej funkcji. 4000 "
= 4z” — 1402~ + 1200z, |
D = (0;15) b) Na rysunku obok przedstawiono wykres wielo- 3000 Vv 7
b) z ~ 5 cm, V(5) ~ 3000 cm® mianu V. Na podstawie tego wykresu podaj przy-  9qqq /\ !
Wymiary: blizone wymiary pudetka o najwigkszej objetosci. /
1000

5cm X 20 cm X 30 cm g € i . L, /)
¢) V(10) = 2000, ¢) Sprawdz, czy spelniona jest nieréwnosé: 5 X
V(2,5) = 2187,5 V(10) > V(2,5) I

czyli V(10) < V(2,5); nie jest ]
Cwiczenie 3
7 kwadratowego arkusza kartonu o boku 12 dm wycieto w naroznikach kwa-

draty o bokach x dm, a nastepnie pozostala czesé sklejono i otrzymano otwarte
pudetko.

a) Wyznacz wielomian V' zmiennej x opisujacy objetos$é
otrzymanego pudetka. Okresl dziedzine tej funkcji.

b) Przerysuj ponizsza tabele do zeszytu i ja uzupelnij.

gz 1 2 3 4 5

V(z) 100 128 108 64 20

Y
¢) Na rysunku obok przedstawiono wykres wie- 120 % !
lomianu V. Odczytaj z wykresu przyblizone roz- / \ /
wigzanie nieréwnoéci V(r) < 64 dla x € (0;6). % 7/L 77777 \\7 foi 777
d) Rozwiaz algebraicznie nieréwnosé V(x) < 64 \ .

O 12 3 45 6 X
dla z € (0;6). 1
Cwiczenie 3

a) V(z) = (12 — 2z)%z = 423 — 482° + 144z, D = (0;6)

¢) z € (0;3) U (4;6)

d) 423 — 482> + 1442 — 64 < 0i = € (0;6)

z® — 122% + 36z — 16 < 0
MUItIu’/éCL Sprawdzamy, ze 4 jest pierwiastkiem wielomianu w(z) = x> — 1222 + 36z — 16.
Wielomian rozktadamy na czynniki liniowe: w(z) = (z —4)(z — 44 2v/3)(z — 4 — 2V/3).
Zatem w(z) < 0, gdy x € (—00;4 — 2v/3) U (4;4 + 21/3).
dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 2.15 Po uwzglednieniu zalozenia = € (0;6) otrzymujemy z € (0;4 — 2v/3) U (4;6).

* Wykres wielomianu

Generator

testow i sprawdzianow

2. Wielomiany



Zadania

1. W prostopadtoscianie, ktérego podstawa jest kwadrat o boku x dm, suma
dhugosci wszystkich krawedzi jest réwna 40 dm.
a) Wyznacz wielomian V' zmiennej x opisujacy objetosé tego prostopadto-
Scianu. Okredl dziedzing tej funkcji.

b) Dla jakich wartosci z objetos¢ tego pros-
topadtoscianu jest réwna 36 dm>?

2. Do akwarium (rysunek obok) wlano wode
do wysokosci (z — 0,5) dm. Podaj wymiary

akwarium (pomin grubo$é szkla), jesli wia- &

$

(z —0,5) dm, 0,5 dm

domo, ze wlano do niego 112 1 wody.

2z dm
3. Wyznacz wielomian V zmiennej x opisujacy objetos¢ prostopadlodciennego
klocka o wymiarach 2z cm X 2z cm x (7 — x) cm. Okresl dziedzine tej
funkcji.
a) Przerysuj ponizszg tabele do zeszytu i ja uzupelnij.
\ Y

T 52 V200
y 4¢ 1121 \ V,
Vi) S 24 8L 80 A \ 4
b) Oblicz pole powierzchni calkowite; '\ /
tego klocka, jesli wiadomo, ze jego ob- N
jetodé jest réwna 0,2 dm?3. o] 1 iox

4. Podstawg domku dla lalek jest prostokat o ob-
wodzie 32 dm (rysunek obok). Wysoko$é domku
w najwyzszym punkcie wynosi 5 dm.

z dm

a) Wyraz objetosé domku V jako funkcje
zmiennej x. Okredl dziedzineg tej funkcji. 2z dm

b) Dla jakich wartosci z objeto$é domku jest mniejsza od 240 dm??

5. 7 tekturowego kola wycieto figure w ksztalcie
takim, jak pokazano na rysunku obok, i skle-
jono z niej otwarte prostopadlo$cienne pudetko.
Podstawa pudetka jest kwadratem o boku x cm, q |

a wysokos¢ pudelka jest réwna (2z—1) cm. Jakie | £

20— 1 |z cm| 22 — 1

wartoéci moze przyjmowacé pole kota, jedli obje-
to$é pudelka jest wicksza od 162 cm??

5. 22(2z — 1) > 162 dla = > 4,5 cm

Srednica kota d jest réwna przekatnej prostokata o bokach: z i bz — 2.
d = /z2+ (5z — 2)? > \/4,5? + 20,52 = \/440,5
Zatem pole kola P = 1 (%)2 > 110,1257 cm?.

Odpowiedzi do zadan
1. a) V(z) = —22% + 1022,

D = (0;5)
b)z=32=1+7

. 202 (x — 0,5) = 112 dla = = 4

Wymiary akwarium:
4dm x8dm X 4dm

V() =42*(7T— ) =

= —42® + 2822,
D= (0;7)
b) 0,2 dm? = 200 cm?
422(7T—x) =200 dlaz =5
lubz =1+ 11
P.(z)=2-2z-2x+4 2z
(7 —x) = 56z
P.(5) = 280 cm?
P.(1+V11) =

=56(1 + V/11) cm?

. a) Oznaczmy bok domku

przez H, a wysokos¢ dachu
przez h. Wéwczas:
H=16—-2z,h=5—=
Pole podstawy graniasto-
stupa:
Pp=2z-z+% 2z -(5—z)=
=xz(z +5)

V(z) =2z(8 — z)(z + 5),

D = (0;5)

b) 2z(8 — z)(z + 5) < 240
—22% 4 622 + 80z — 240 < 0
(z —3)(z* —40) >0

z € (—2V/10;3) U (21/10; c0)
Uzwgledniamy zatozenie

z € (0;5) 1 otrzymujemy

z € (0; 3).

2.15. Wielomiany — zastosowania
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2.16. Zagadnienia uzupetniajace

B Metody przyblizone rozwigzywania réwnan wielomianowych

Dokladne rozwiazanie réwnania wielomianowego moze by¢ bardzo skom-
plikowane lub (w przypadku réwnan stopnia wyzszego niz czwarty) nie-
mozliwe. W praktyce czesto stosuje sie metody przyblizone.

Twierdzenie

Jesli dla wielomianu w oraz liczb x; < zp liczby w(z;) i w(zs) sa
réznych znakéw, to wielomian ten ma pierwiastek g € (1; x2).

Na rysunku ponizej przedstawiono wykres wielomianu:
w(z) =a® — 622 + 11z — 4

W tabeli podano wartosci wielomianu w dla wybranych argumentéow.

Y
0 3 1 2 2 5 3 1 //
w@ |4 2 %2 B o2 % ]

Poniewaz w(0) < 0 oraz w(3) > 0, wielomian ten ma

pierwiastek z, € (0;%). Jako xy przyjmujemy srodek
tego przedziatu i otrzymujemy xy ~ + (z dokladnoscia

—
—

- P ol 1 X
do 0,25). Aby otrzymaé warto$é pierwiastka z doktad- /
niejszym przyblizeniem, sporzadzamy tabele przyblizo- I
nych wartosci wielomianu dla wybranych argumentéw.
T 025 03 035 04 045 05
Y
5 /

w(z) -1,609 —1,213 —0,842 —0,496 —0,174 0,125 0

Poniewaz w(0,45) < 0 oraz w(0,5) > 0, istnieje pierwia-
stek 25 € (0,45;0,5). Jako xy przyjmujemy $rodek tego
przedzialu i otrzymujemy zy =~ 0,475 (z doktadnoscia do
0,025).

=

1. Dany jest wielomian w(z) = —22% + 32 + 1.
a) Oblicz wartosci wielomianu w dla z € {—1,—3,0,1,1, 2,2}, a nastepnie
podaj jego pierwiastek z doktadnoscia do 0,25.

b) Oblicz wartosci wielomianu w dla « € {1,6;1,7;1,8} i na tej podstawie
podaj jego pierwiastek z doktadnoscia do 0,05.

Odpowiedzi do zadan

1. a) w(-1) =6, w(—3) =2, w(0) =1,
w(%) = %7 w(l) =2, ’LU(%) =4
w(2) = =3, zo = 1,75
b) w(1,6) = 0,488, w(1,7) = —0,156,
w(1,8) = —0,944, zo ~ 1,65



Rozpatrzmy wielomian w(z) = 2® — 22% —z + 1.
Dla z = 0 mamy w(0) =1 > 0, a dla z = 1 mamy

w(l) = —1 < 0. Oznacza to, ze wielomian w ma 0 1
pierwiastek xy € (0;1).

Obliczamy w(1) = 0,125. Mamy w($) > 0iw(1) <0,

0 1 1
wiec istnieje pierwiastek zo € (3;1). z
Obliczamy w(3) ~ —0,4531. Mamy w(3) > 0 oraz 5 ——
w(3) < 0, wiec istnieje pierwiastek zy € (3;2) 2 1
Przyjmujac jako z, $rodek przedziatu (1;32), otrzy- 5 T
2 8 4

mujemy zo ~ 2 (z dokladnoscig do 0,125).
Powyzsza metoda, zwana metoda bisekcji (czyli polowienia), pozwala wy-
znaczy¢ pierwiastek wielomianu z dowolna dokladnoscia.

2. Dla wielomianu w(x) = 2* — 42?2 4+ 3z + 1 zachodza nieréwnosci w(1) > 0, 2. w(l) =1, w(2) = -2,
w(2) < 0 (sprawdz). Zatem istnieje pierwiastek xy € (1;2). Stosujac me- xo ~ 1,45
tode bisekcji, wyznacz xqg z doktadnoscia do 0,05.

Aby wyznaczy¢ przyblizone rozwiazanie réw-
nania wielomianowego, mozna skorzystac
z kalkulatora graficznego. Na rysunku obok
przedstawiono wykres wielomianu:

w(z) = x® — 42* + 3z + 2,05 /

otrzymany na ekranie takiego kalkulatora.

Pierwiastkiem tego wielomianu jest na pewno
liczba zy € (—1;0).

Aby sprawdzié, czy wielomian w ma jesz-
cze inne pierwiastki, mozna powiekszy¢ frag-

ment wykresu. Na rysunkach obok przedsta-
wiono dwa kolejne powiekszenia. Na ich pod-

stawie mozemy wnioskowac, ze wielomian w

ma jeszcze dwa pierwiastki nalezace do prze-
dzialu (2;3). Warto$é jednego z tych pier-
wiastkéw, w zaokragleniu do trzech miejsc po
przecinku, wynosi 2,365.

r = 2,364612, y = —0,000256

2.16. Zagadnienia uzupetniajgce



2. Wielomiany

B Schemat (algorytm) Hornera

Schemat Hornera (William Horner — angielski matematyk, zyt w latach
1786 —-1837) pozwala na zmniejszenie liczby wykonywanych operacji mno-
zenia podczas obliczania wartosci wielomianu dla danego argumentu.

Rozpatrzmy wielomian:
w(z) = asz® + a2® + a1 + ap =
=a3 T T -T+aTr-xr+ta-Tr+a
Aby obliczyé warto$é tego wielomianu dla danego argumentu, nalezy wy-
kona¢ szes¢ dzialan mnozenia i trzy dodawania.
Zauwazmy, ze:
w(z) = asz® + a2 + a1 + ap =

= (asz® +asz +ay) -z +ay =

=((az-z+as) - x+ay) -z+ag
Korzystajac z otrzymanej postaci wielomianu w, mozemy obliczy¢ jego
warto$¢ dla argumentu x = a, wykonujac trzy dzialania mnozenia i trzy
dodawania.
Jesli wprowadzimy oznaczenia:

w(a) = (( &~a+a2)-a+a1)-a+ao
bz = a3

ba = abs + a2

b1 = abs + a1

bo = abi + ap = w(a)

to obliczenia mozemy przedstawi¢ w postaci schematu:

as Q2 a ag
- - -
a o abs o ab, o aby

b;; b2 b] bU

Przykfad 1
Dany jest wielomian w(z) = 423 — 522 + 7z — 20. Korzystajac ze schematu
Hornera, oblicz w(2).

by =4 Zapis w postaci schematu:
by=2-4—-5=3 4 =5 7 —20
+ o+
bp=2-34+7=13 5
2 q ~8 6 26
by =213 —20 =6 2k
Zatem w(2) = 6. 4 3 13 6



3. Oblicz warto$¢ wielomianu w dla argumentu a. Skorzystaj ze schematu
Hornera.

a) w(r) =2z -52> —4x+7, a=3
b) w(z) =5z* —62° — 32>+ —1, a=2

Schemat Hornera mozemy réwniez wykorzystaé do wyznaczenia ilorazu
i reszty z dzielenia wielomianu przez dwumian z — a.

Rozpatrzmy wielomian w(x) = azx®+as2*+a,x+ag. Zgodnie z przyjetymi
poprzednio oznaczeniami mamy:
w(z) = azz® + a22® + a1z + ap =

= b3$3 + (bQ — abg)mz + (bl — Clbg)l' + b() — ab1 =

= (b3$2 + bQLE + bl)x — (bgl‘g + bglU + bl)a + bo =

= (bgfﬂz + b2.’L' + bl)(x — a) + bo
Zatem bsx? + byx + by jest ilorazem, a by reszta z dzielenia wielomianu w
przez dwumian x — a.

Przyktad 2

Wyznacz iloraz p i reszte r z dzielenia wielomianu w(z) = 523 — 722+ 32 —3
przez dwumian x—2. Wielomian w zapisz w postaci w(z) = p(z)(z—2)+7.

Sporzadzamy schemat:

5 -7 3 =3
+ + 4+

\Z

) 3 9 15

Ze schematu odczytujemy iloraz p(x) = 522 +3x+9 i reszte r = 15. Zatem
w(z) = (522 4+ 3z + 9)(z — 2) + 15.

—102% — 292 + 2) : (z — 4).
Poréwnaj zapis tego dzielenia z podanym nizej zapisem dzielenia wyko-
rzystujacym schemat Hornera.

3 =10 0 =29

4 12 8 32 12
3 2 8 3 14

4. Wykonaj w spos6b tradycyjny dzielenie (3z*

Zwrdé uwage na
wspotczynnik 0 przy 2.

5. Wykonaj dzielenie wielomiandw, korzystajac ze schematu Hornera.
a) (62° — 322 — 102 +9): (z —3) ¢) (z* =623 +62%>—8): (v —2)
b) (223 + 422 — 102 —9) : (z + 2) d) (z*=bx?2 —x—2): (z+2)

4. (32" —102° — 292+ 2) : (x —4) = 32> +22° + 8z + 3

—z* + 1223
222 — 29z + 2
—22% + 822
8z% — 29z + 2
—8z2 + 32z

3+ 2
—3x + 12
14

Komentarz

Schemat Hornera mozemy
rowniez wykorzysta¢ do
szybszego szukania pierwiast-
kéw catkowitych wielomianu

o wspoétczynnikach catkowitych.
Oczywiscie wykorzystujemy
wtedy dzielniki wyrazu
wolnego. Jesli dla danego
dzielnika reszta bedzie réwna
zero, to dzielnik ten jest
pierwiastkiem, a algorytm
stosujemy dalej dla otrzy-
manego ilorazu. Jesli dla
kolejnego dzielnika reszta
bedzie rézna od zera, to prze-
kreslamy caty wiersz, zeby sie
nie myli¢, i schemat stosujemy
dla nastepnego dzielnika.

5. a) 622 + 15z + 35, reszta 114
b) 22 — 10, reszta 11
¢) x3—42®—2x—4, reszta —16
d) 2® —22% —x + 1, reszta —4

2.16. Zagadnienia uzupetniajgce



Odpowiedzi do zadan

s

a) u(z) = —22° + 3z — 1,
st(u) =2

b) u(z) = —24° — 3a*+
—22% + 1, st(u) =5

Vv

Zestawy powtdrzeniowe

B Zestaw |

1.

Dane sa wielomiany w(z) = 2® — 1 oraz p(z) = 22 + 4z + 1. Wyznacz

wielomian v i podaj jego stopien.

a) u(z) = 2w(z) + (1 - z)p(z)

2. a) w(z) = 32%(x — 1)(z + 1) 2. Rozléz wielomian w na czynniki.
b) w(z) = 213(33 +1)° a) w(z) = 3zt — 322 d) w(z) = 5a® — 1023 + 5z
c) wz)=z"(z+1)(z+6 -
d)) ngg _ Sx((x B 1))g($ h )1)2 b) w(z) = 22°* + 422 + 2z e) w(z) = —32° + 302% — Thz
e) w(z) = —3z(z — V5)2- ¢) w(z) =a®+ 72° + 62* f) w(z) = 322° — 162* 4 222
“(z+V5)?
f) w(z) = 322%(z — 1)? 3. Dany jest wielomian w, dla ktérego w(—1) = 4 i w(0) = 3. Oblicz a i b.
(z+3)* a) w(z) =2+ (a—b)a* — 4z + & b) w(z) = —az® + 32* + a — 6b
3. a) w(—l):a—%+3:4,
w(0) = £ =3, wiec 4. Rozwiaz réwnanie.
a=1,b=6 ) 50 + 20 + 25 — 0 d) 202° + 2% = o*
b) w(—1) = 2a — 6b + 3 = 4, 5 ) s 5 .
Wl = 6 = &, e b) —22° —62° + 8z =0 e) 4z’ +2° = 4x
a=-2b=-2 c) 2° —Txt + 1223 =0 f) z* = 22% +2°
4. a) z =

Roz1éz wielomian w na czynniki i podaj jego pierwiastki.

a) w(z) =ax* — 22> —2x +4 d) w(z) = 1252* — 27
- _1 -

;i)bI -8 fub & = b) w(z) = x* + 23 — 42* — 4z e) w(x)=27z"+ sz

ub r = ¢ . P

e) :c:OE)lub:c:% ¢) w(z) =5x>+2*>— 152z — 3 f) w(z) =—-142%+ Tz

f)a=—-1lubz=0

b)z=—4lubz=0lubz =1 5.
c)z=0lubz=3lubz =14

b 2 — 1 6. Rozwiaz réwnanie. Ile pierwiastkéw tego réwnania nalezy do przedziatu
—E (-1;3)?
272
a) ¥’ —22°+2—-2=0 e) 812 — 922 =9z +1 =10
b) 2* +52? —2x—-5=0 f)x+x —8r—-8=0
c) 2234+ a2 —8x—4=0 g) 8z +2® + 640 +8=0
d) 2 —22—92+9=0 h) 42° — 2% — 42> +1=0

7. Dla jakich wartosci parametru m liczba a jest pierwiastkiem wielomianu w?
a) wx)=z*+2m— D2 - 32 +7, a=2
b) w(z) = —2* + ma? —ma+5, a=3
¢) w(z)=a2*+3z>+ (m*> —2m)z + 2, a= -2

5. a) w(z) = (z + v2)(z — v2)(z — 2), 6.a)z=2; 0
pierwiastki: —\/5, \/5, 2 b)x=-51lubz = —1 lubz=1; 1
b) w(z) = z(z + 2)(z + 1)(z — 2), ¢)z=-2lubz=-llubz=2; 0
pierwiastki: —2, —1, 0, 2 ) i) » = — 2l = 1 lub =3 1
) w(x):5(x+\/§)(x+5)(m—\/§), e) r=— lubx—llubx—é7 3
pierwiastki: —v/3, — 5, V3
f) x:—llubx—Q 0
d) w(z) = 5(x — £)(252° + 152 + 9), L
pierwiastek: g glz=-2lubz=—3; 1
1
e) w(z) = 27x(x + %)@2 _ %x—&— %)7 h)z=—3 lub z=zlubz=1; 2
pierwiastki: —%, 0 7.a) m= g
f) w(x):—14x<x+ J—§)<x_¢7§)’ b) m =4
pierwiastki: —¥2 , 0, ¢)m=—1lubm=3

2. Wielomiany
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8. Wyznacz iloraz i reszte z dzielenia wielomianu w przez dwumian p.
a)w(z)=z>4+x+1, pla)y=2-3
b) w(z) =a*+a2*>+1, pla)=z+3
c)w(r)=2z"—2*—2>—2+6, pla)y=0—1
9. Dany jest wielomian w. Przedstaw go w postaci w(z) = (x+2)p(x) +7r(z).
a) w(z) =2° 42z +5 ¢) w(z) =4x* 4+ 8% — 2% — 2x
b) w(z) =a® +222 +z +1 d) w(z) =a® +32% — 9z — 2
10. Oblicz reszte z dzielenia wielomianu w przez dwumian q.
a)w(z)=Tz* —2*+1, q(z) =2 -1
b) w(z) = 22% + 62> — 8, q(z) =z +2
c) w(x) = —2° + 32* + 10z, ¢(x) =2 —2
M Zestaw Il
1. Liczba a jest pierwiastkiem wielomianu w. Wyznacz jego pozostale pier-
wiastki. Roztéz wielomian w na czynniki.
a) w(z) =a® -5z —2x+24, a= -2
b) w(z) =a* —222 —9x + 4, a=14
¢) wz)=22"+2*+x—-1, a=1
d) w(z)=2>+32>-3z—-1, a=1
e) w(z)=a*—12*—8x+12, a=2
2. Rozwiaz réwnanie.
a) 28 — 622+ 11z —6=0 e) 22 — 922 —4x —-5=0
b) * — 62% — b5z —14 =0 f) 1523 4822 — 92 —2 =10
c) 2*+52°+8x+6=0 g) at+ a2 —42? —22+4=0
d) 2 —2?-32-9=0 h) 2* —2® — T2+ 52 +10=0
3. Rozwiaz réownanie.
a) 22 + 322 +52x4+2=0 c) 228 —2? —2—-3=0
b) 223 4+ 2 — bz +2=0 d) 32 — b2+ 42 +2=0
4. Dla jakich wartosci parametru a wielomian w jest podzielny przez dwu-
mian g7
a) w(z)=(a+ a3 —z+a? qlx)=2-1
b) w(z) =2 — 6x —3a, q(z) =2 —a
Zestaw II 2.a)z=1lubz=2lubz=3
1.a) z =3, z =4, b)z=7 ¢)x=-3
w(z) = (2 +2)(@ - 3)(z — 4) dz=3 ¢)z=5
b)z=—-1-v2z=-1+2, fz=—-1lubz=—-1lubz=2
w(z) = (@ +1+ V(@ +1-v2)(z—4) g)o=-2lube=—V2lubz=1
¢) nie ma wiecej pierwiastkéw, lub z = 2
w(x)—Q(m——)( +z41) h)x:—ﬁlubx:—llubx:?
d)z=-2-V3 z=-2+3, lub 2 = V5
w@) = @+2+V3)@+2—V3)@—1)  Fa)zT=-3
e) x=-3,z=2 wx)=(x+3)(z—2)> b)z=—2lubaz=;lubx=1
c)z=3
dz=-3

8. a) z? + 3z + 10, reszta 31

b) 2® — 1a% 4 3z — 2,
reszta 2
c) 2z° + z* — 1, reszta 5
9. a) w(z) = (z +2)
(2?2 =22 +6)—7
b) w(z) = (z+2)(z* +1) —
¢) w(z) = (z +2)(42’ - )
d) w(z) = (z+2)-
(2% +2—11) +20
)

b) w(a) = a® — 9a = 0, gdy
a=—3luba=0Iuba=3.

Zestawy powtdrzeniowe

1



o

.a)a=

b) a= -8

a) a=—3

a=2

c)a=-1
.a)z € (—1;2)U(3;00)
b) z € (-1;1)

c) ze{- 1}U<25)

d) z € (—00;2) U{3} U (4;00)
e) z € (-1;7)

f) v e (- 53)U{6}

) & € (—5;0) U (4 00)
b) @ € (~o0;0) U (1;2)
c)zeR

d) sprzeczna

e) z € (—4;00)

f) z € (—v2;v/2) U (3;0)
g) © € (—1;00)

h) z

€ (=2, —V3) U (V3;00)
.a) V(z) = z-20(2z+2) =24
z = 2 dm, czyli najdtuzsza
krawedz ma dlugosé 6 dm.

b) V(z) = 5322 (60 +8) =
=28

z = 1 dm, czyli najdtuzsza
krawedz ma dlugosé 14 dm.

2. Wielomiany

Vv

5. Wyznacz wartosé parametru a, dla ktérej reszta z dzielenia wielomianu
w(x) = 2* + ax — 3 przez dwumian:
a) x — 1 jest réwna 4, b) x + 2 jest réwna 5.
6. Dla jakiej wartosci parametru a wielomiany u i w sa rowne?
a) u(z) = (ax — 1)(ax + 2), w(z) =92? — 3z —2
b) u(z) = (2% —a)(ax + 1), w(z) =22°+ 2% — 4z —2
¢) u(z) =—-2*+ (a®*+a)r+1, w(r)=ar®— 2z + a?
7. Rozwiaz nieréwnosc.
a) (z+1)(z* =5z +6) >0 d) (z—3)*(z*—6z+8) >0
b) (2 —1)*(2* —2x+1) <0 e) (2—1)(7T—2)1—-2)<0
c) (=2 +x+2)(2*—42-5)>0 f) (6—2)*(z—3)(z+5)<0
8. Rozwiaz nieréwnosé.
a) 234+ 2% — 20z >0 e) ¥ +42* +x+4>0
b) 2* —32% + 22 <0 f) =24+ 322 +22-6<0
c) —z* 4623 — 922 <0 g) a® —2®—2?+1>0
d) 3zt 4+ 2* + 22 <0 h) —a® + 323 — 822 +24 <0
9. Drewniany klocek ma ksztalt graniastostupa (rysunek ponizej), ktérego
objetosc¢ jest rowna V. Oblicz dlugo$¢ najdtuzszej krawedzi tego klocka.
a) V =24 dm? b) V =28 dm?
z dm % n, XW,\ & z dm X"o\ &
o I G
rdm zrdm zdm

(D).

10.

11.

. Niech w(z) = (2% + 3z + 1)? — 1. Wykaz, ze dla dowolnego n € N liczba

w(n) jest iloczynem czterech kolejnych liczb naturalnych.

Wykaz, ze jesli wielomian trzeciego stopnia w(z) = az® + bx? 4+ cx + d
mozna przedstawi¢ w postaci iloczynu czynnikéw liniowych:

w(z) =a(z —x1)(x — z2)(x — x3)
to zachodzg zwiazki:

d

b c
T+ T+ Ty =——, T3 Tp Tz=——, $1'$2+$1'$3+$2'$3:g
a a

Sa to wzory Viete’a dla wielomianu trzeciego stopnia.

Korzystamy z wzoru skréconego mnozenia:

w(z) = (2> +3z+1+1)(2®> + 3z +1—1) = (2% + 3z + 2)(z® + 3z) =

(z+ 1D (z+2)z(x+3) =z(z+ 1)(z + 2)(z + 3)

Zatem dla dowolnego n € N w(n) = n(n + 1)(n + 2)(n + 3) jest iloczynem czterech
kolejnych liczb naturalnych.

w(z) = a(z —z1)(z — x2)(x — z3) =
= az® — a(zx1 + 22 + x3)2? + a(z122 + 123 + T223)T — ax1T223

w(z) = ax® + ba® + cx +d
—a(x1+x2+x3) =0

a (z1%2 + T123 + T2w3) = ¢ Cczyli

b
1+ 22 +23=—74

Zatem T1%2 + T1X3 + T2x3 = <

a

—ax1x2x3 = d T1ToT3 = _g



Sposoéb na zadanie @

Przyktad
Dla jakich wartosci parametrow a i b liczba 3 jest dwukrotnym pierwiastkiem
wielomianu w(x) = 2* + az? + bx + 97

Aby rozwiazaé to zadanie, mozemy postapié na jeden z ponizszych sposobow.

I sposdb
Jedli liczba 3 jest pierwiastkiem wielomianu w, to reszta z dzielenia tego wie-
lomianu przez x — 3 jest réwna 0.
(®*+az’ +br+9): (z—3)=2>+(a+3)x+3a+b+9
—z3 + 32?2
(a+3)z® +bxr+9
—(a+3)z?+3(a+3)x
(Ba+b+9)x+9
—(Ba+b+9)x+3Ba+b+9)
9a + 3b+ 36

Otrzymujemy iloraz u(z) = 22+ (a+3)x +3a+b+9 i reszte r = 9a+ 3b+ 36.
Przeksztalcamy réwnanie 9a + 3b + 36 = 0 i otrzymujemy b = —3a — 12.
Zatem iloraz ma posta¢ u(x) = 2* + (a + 3)x — 3.
Liczba 3 jest dwukrotnym pierwiastkiem wielomianu w, wiec jest pierwiast-
kiem wielomianu w:

u3)=0&3"4(a+3)-3-3=0&a=-5
Obliczamy b: b= —3 - (—5) — 12 =3.
Otrzymalismy zatem: a = —51 b = 3.

1II sposéb
Liczba 3 jest pierwiastkiem podwdjnym wielomianu w, wiec istnieja liczby
¢, d € R takie, ze zachodzi rowno$é:
w(z) = (z — 3)*(cx + d)
Stad:
2+ ar? +br+9= (22— 6x+9)(cx+d) =
=cz® + (—6c+ d)z* + (—6d + 9c)z + 9d

Poréwnujemy wspotczynniki przy o2 oraz wyrazy wolne i otrzymujemy ¢ = 1
id=1.
Obliczamy a: a = —6c+d = —6+1 = —5.
Obliczamy b: b = —6d + 9c = —6+9 = 3.

Odpowiedz: a = —-5ib=3

dlanauczyciela.pl | Klaséwka 2
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. Wspoétczynnik przy najwyz-
szej potedze pierwszego czyn-
nika jest rowny —1, a drugiego
24/2, zatem:
—1-2v2=-2V2

.A.x(m2+2x— 3)=0

B.(z+1)(z—1)(z+3)=0

C.(z—1)3*xz+3)2=0

D. (z+1)(z —1)(z+3)>=0
. Z wykresu mamy:

w(z) = azx(z — 3)? oraz

w(l) =1, czyli a = 4,
1z(z — 3)°
Najwieksza wartos¢ w prze-
dziale (—1;6) wielomian w
przyjmuje dla x = 6:

w(6) = 13,5

zatem w(x) =

. Rozwigzaniem nieréwnosci

jest zbior:
(=3-2)u(-2;-1)

ktéry nie zawiera liczb catko-

witych.

2. Wielomiany

@ Zadania testowe

Rozwiaz zadania i zapisz odpowiedzi w zeszycie. W kazdym zadaniu tylko
jedna odpowiedz jest poprawna.

1.

Jesli w(z) =222 —6iu(x) = —2®+4x+2,t0 f(2)=4d
A. f(z) = w(z) 4 2u(x), C. f(z) =w(

B. f(z) =2w(z) — u(x), D. f(z) = w(z) - (U(l“) 2).

Ktoéra para punktéw nalezy do wykresu wielomianu w(a:) x® —2? + 67
A. A (—1,4), Ay(1,4) C. C’l( oh
B. B(2,8), By(—2,6) D. Dy (- g@,pxg7@

Dany jest wielomian w(z) = (2 — z)° - (V2z — 1)3
najwyzszej potedze tego wielomianu jest réwny:

A. —8V/2, B. —2v/2, C. 2V2, D. 82
Pierwiastkiem wielomianu w(z) = 2% — (4 + 2\/5);15 jest liczba:

A. —V3, B. V3, C.1-/3, D. 1++/3.

Liczby —3, 1 sa jedynymi pierwiastkami réwnania:
A. 2® + 227 = 3z, C. (z —1)*(2®> + 62+ 9) =0,

. Wspoélczynnik przy

B. 2* +322 —2 -3 =0, D. (z2—1)(z+3)*=0.

Na rysunku przedstawiono wykres wielomianu w Y w/
trzeciego stopnia. Najwieksza wartos¢ tego wielo- 1

mianu w przedziale (—1;6) wynosi: 1 3 x
A. 135, C. 12,5, /

B. 13, D. 12. /

Ile liczb catkowitych spelnia nier6wnosé (z+1)(z+2)*(z+3)3(z+4)* < 07
A.0 B. 4 C.7 D. 10

Zbiér rozwiazan nieréwnosci (z? — 4)(4 — x)? < 0 jest réwny:
A. (=2;2), C. (—2;2) U {4},
B. (—2;4), D. (—o0; —2) U (2;00).

Liczby: @1, 9, x5 s pierwiastkami wielomianu 223 + bx? + cx +d = 0.
Wynika stad, ze suma x; + x5 + x3 jest réwna:

A. 20, C.2(b+c+4d),

B. -2, D. —5(b+c+d).

223 +ba? +cx+d=2x —z1)(x — x2) - (T — T3) =
=223 — 2(x1 +x2 + x3)x2 + 2(x122 + 2123 + T2x3)T — 2T1T2T3

Zatem b = —2(z1 + x2 + x3), czyli 1 + x2 + x3 = —%.



Przed obowiazkowa matura z matematyki

B Zadania krétkiej odpowiedzi

Zadanie 1 (2 pkt)

V)

1. w(z) = (2°-3)(z*+322+9) =

Oblicz warto$é¢ wielomianu w(z) = (x++v/3)(x —v/3)(z* +32%+9) dla z = /9. = (2%)° -3

Zadanie 2 (2 pkt)

Objetosé szescianu jest réwna ayv/64bv/3 dla pewnych a,b € Z. Wyznacz a i b,

jedli dlugo$é krawedzi tego szescianu jest réwna /6 — v/3.

Zadanie 3 (2 pkt)
Rozwiaz réwnanie x° + 22 + 8z + 8 = 0.

Zadanie 4 (2 pkt)

Ktore z liczb catkowitych o wartoéci bezwzglednej mniejszej od 4 sa pierwiast-

kami wielomianu w(z) = 2® + 22* — 16z — 327

B Zadania rozszerzonej odpowiedzi

Zadanie 5 (4 pkt)

Podaj wzér wielomianu opisujacego objetosé
pudetka w zaleznosci od x (rysunek obok).
Jaka jest dziedzina tej funkcji? Dla jakiej
wartoéci x objeto$é¢ pudetka jest rowna 327

(0] Zadanie 6 (3 pkt)

20 — 4

Uzasadnij, ze tréjmian kwadratowy, ktory otrzymamy w wyniku podzielenia
wielomianu w(z) = 3z* — 32? — 162 — 6 przez dwumian = — 3, nie ma pier-

wiastkéw wymiernych.

Zadanie 7 (3 pkt)

Wyznacz wszystkie calkowite rozwigzania réwnania 2x° + 72?2 — 5z — 4 = 0.

Zadanie 8 (3 pkt)
1,.3

Wyznacz punkty wspélne wykreséw funkcji f(z) = s

(D] Zadanie 9 (5 pkt)
Kazdy z przedstawionych obok
prostopadtoscianéw ma obje-
tos¢ réowng 120. Uzasadnij, ze
prostopadlosciany te majg row-
ne pola powierzchni calkowi-

2a+1

tych. Q

3a

=

(z), gdy +2° — 2z =, czyli:
)

Punkty wspélne wykreséw f i g: (0,0), (—3,-3), (3,3).

z+4

—2zrig(x)=u.

2b

b+ 2

9. Vi(a) = 3a(a + 2)(2a + 1) = 6a® + 15a° + 6a = 120, czyli a = 2.

Dtugosci krawedzi: 4, 5 i 6.

Va(b) = 2b(b+ 2)(b+ 1) = 2b® + 6b + 4b = 120, czyli b = 3.

Dtugosci krawedzi: 4, 5 i 6.
Oba prostopadto$ciany maja krawedzie tej samej dlugosci,
zatem ich pola powierzchni catkowitych sg rowne.

w (V/9) =97 —27 =54
6 —

V3)® =15v6 - 213
=15,b=—21

)
Q

3. (z°+8)(z+1)=0
w==l1

4. w(z) = (x+2)(x+4)(z —4)
ze€lilz|<4
r=-—2

5. V(z)=z(x+4)(2z —4) =
= 22° + 42 — 16z,

D = (2;0)
V(z) = 32, gdy
z (22 — 8)(z +2) = 0, czyli

z=—2v2 lub z = 2v/2 lub
x = —2,ale D = (2; 00).
Zatem V (x) = 32 dla
7B = 2\/5.

6. w(z) = (v — 3)(3z” + 6z + 2)
3z +6x+2=0

A=12

=343 =3-V3
3 3

T = , L2 =
nie sg liczbami wymiernymi.
7. (x—1)(22° + 9z 4+ 4) =
=2z -1 (z+4)(z+3)
Rozwigzania catkowite:
r=—-4 x=1.

Przed obowigzkowg maturg z matematyki



@ Przed matura z matematyki na poziomie rozszerzonym

Odpowiedzi do zadan W zadaniach 1-3 odpowiedz ma postaé trzycyfrowego kodu.

1

. w(z) = (422 - 3)(z — V2) =

12— ) (- 1) =0

- w

3 " /3 Zadanie 1 (2 pkt)

= 4@ - P)@+ )@ -v2) Liczba S jest suma wartosci bezwzglednych miejsc zerowych wielomianu
§=V3+ V2~ 31463 w(x) = 42 — 4y/22% — 3z + 3v/2. Zakoduj cyfre jednodci i dwie pierwsze
Nalezy zakodowac: 314. cyfry po przecinku tej liczby.

(=1 —-2)(x—6) <0

Zadanie 2 (2 pkt)

1} U (2;6
@ € {1}U(%6) Oblicz kwadrat sumy wszystkich liczb catkowitych speiniajacych nieréwnosé:

(1+2+34+4+5+6)°=
=212 =441 (2 =2z +1)(2® — 8z +12) <0

Nalezy zakodowaé: 441. Zakoduj cyfry setek, dziesiatek i jednosci otrzymanej liczby.

Zadanie 3 (2 pkt)

Zakoduj cyfre jednoéci i dwie pierwsze cyfry po przecinku liczby, ktora jest
najmniejszym pierwiastkiem réwnania 12z% — 1622 + 7z — 1 = 0.

1 ~0,333
Nalezy zakodowac: 033.

w(z) = (z—1)(z+1)-

(a® + 4z +1) Zadanie 4 (3 pkt)

1= —-2-3 2= 243 Rozwigz nieréwnosé xz* + 4a® — 4z — 1 < 0.

w(z) < 0dla Zadanie 5 (4 pkt)

ae_g_f &g\’/i’ —1Hu Dla jakich warto$ci parametru k wielomian w(x) = 223 — 622 + k?z — 4k + 8

jest podzielny przez dwumian x — k7

(
(

k) = 3k® — 6k® — 4k + 8 =
=(k—2)(3k* —4)=0 Zadanie 6 (3 pkt)
k= _¥ Tl /& = % Wyznacz wartosci parametréw m i n, dla ktorych liczba —2 jest dwukrotnym
lub k = 2 pierwiastkiem wielomianu w(z) = 3z® + mz? + nx — 8.
3 2 _
o S T S — = [] Zadanie 7 (3 pkt)

= (x +2)*(cx +d), c,d € R.
323 + ma? + ne — 8 = cx®+
+(4c+ d)x® + (4c +4d)x + 4d

W pewnym wielomianie suma wspélczynnikéw przy potegach parzystych jest
rowna sumie wspoélezynnikéw przy potegach nieparzystych. Wykaz, ze licz-
ba —1 jest pierwiastkiem tego wielomianu.

c=3,d=-2
Zatem m = 10, n = 4. Zadanie 8 (4 pkt)
. V(z) = 2* — 182% + 81, Wyznacz wielomian V' zmiennej = opisujacy obje-
D = (—3;3) U (3;00), tos¢ ostrostupa prawidtowego czworokatnego o kra-
V(z) < 256 dla wedzi podstawy a i wysokosci h, gdzie:
z € (—3;3) U (3;5) a=xr+3 i h=3(z*—6x+9)
. 2y Podaj dziedzing funkcji V. Dla jakich wartosci x A
zachodzi nier6wnos$¢ V(z) < 2567 a
Z | zv2
°  Zadanie 9 (5 pkt)
Podstawsg, graniastostupa prawidlowego jest osmiokat foremny o boku x dm.
x Wysoko$é tego graniastostupa jest réwna (z + 2) dm, a jego objeto$é jest
réwna 6(1 + v/2) dm®. Wyznacz .
A 7. 1° Wielomian w jest stopnia parzystego 2k, gdzie k € N, wéwczas:
w(z) = a2k + ask_122F N + .. 4 as2? + a1z + ao.
Pole podstawy: 7 zatozenia azx + ...+ a2 +ao = azx—1 + ... + a3z + a1, czyli
P(z) :2(a:\/§+a:)2—4'%' agk—;...—&—ag—kag——(Fagk,i—k...—&—aj_—kal) =0.
w(— = a — A2k — 000 az — a apg =
(ZT\E) :2$2(1+\/§)~ ( ):az:—k'?.k—}-laz—i—ao —z(agkil—k,o,.—kag—i—al) =0
Objetosc: Czyli liczba —1 jest pierwiastkiem wielomianu w.
V(z) = 2x2(1 s ﬁ)(m +2) = 2° Wielomian w jest stopnia nieparzystego 2k + 1, gdzie k € N, wowczas:
=6(1+ \/5) w(zx) = Aok 12T+ aorz® 4+ ...+ asz® + a1z + ao.
:c?‘(:c 1 2)=3 7 zalozenia ask + ...+ a2 + ap = agk41 + ...+ az + a1, czyli
2 +22%2—3=0 ask + ...+ a2+ ao — (agkt1+ ... +az3+a1) =0.
w(—1) = —aokt1 + a2k — Gok—1 +a2k2+ ...+ a1 — a3+ a2 — a1 +ao =

z=1 =agk +ask2+...+as+az+ao— (azrs1 +azk-1+...+az+a1)) =0

Czyli liczba —1 jest pierwiastkiem wielomianu w.

2. Wielomiany
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