5 Planimetria

7 regularnym podziatlem plaszczyzny mozemy mie¢ do czynienia w praktyce,
np. przy uktadaniu kafelkéw lub bruku.

Bardzo ciekawe przyklady sposobu podziatu ptaszczyzny znajdziemy w pra-
cach holenderskiego malarza i grafika Mauritsa Cornelisa Eschera [czyt. eszera]
(1898-1972). Inspiracje matematyka widaé¢ w wielu jego pracach.

Multitea

® Recytowanie cyfr liczby 7

® Grecy i dowodzenie

® Problem mostow krélewieckich
® Okregi i katedra w Chartres

® Tadz Mahal — pigkno symetrii
® Geometria euklidesowa
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Uczen:

— rozpoznaje katy srodkowe
w okregu,

— oblicza dtugo$é okregu
i dtugos¢ tuku okregu,

— okresla liczbe punktéw
wspélnych dwoch okregdw,

— okresla wzajemne potozenie
dwéch okregéw, majac dane
promienie tych okregdw
oraz odlegtos¢ miedzy ich
$rodkami,

— wykorzystuje stycznosé
okregéw do rozwigzywania
zadan.

5.1. Okrag

Okregiem o $rodku O i promieniu r > 0 nazywamy zbior wszystkich punktéw
plaszczyzny, ktérych odlegtosé od punktu O jest réwna r.

Stosunek dhugosci okregu do jego Srednicy jest staly. dlugosé okregu

Oznaczamy go grecka litera m. Oznaczenie to zo- | 7 .. . =T
o $rednica okregu

stalo wprowadzone przez brytyjskiego matematyka

Williama Jonesa [czyt. liliama dzonsa] w 1706 roku. Liczba 7 jest niewymier-

na, w obliczeniach czesto wykorzystujemy jej przyblizona wartosé: = ~ 3,14.

Dlugo$c okregu o promieniu r wyraza sie wzorem: [ = 27r.

Przykfad 1
Oblicz dtugosci okregdéw o promieniach: r; = 0,5 cm,

il
ro =1 cm, r3 = 1,5 cm (rysunek obok). % >\ \
T2
Dtlugosci okregdéw wynosza odpowiednio: T >/ r3

li=27-05=m [cm] & /
lo =27 -1=2r [cm]

I3 =2m-1,5 =3 [cm]
Dowolne dwa punkty A, B nalezace do okregu dzielg ten okrag na dwa huki.
Jedli nie sa one poélokregami, to méwiac ,tuk AB”, bedziemy mieé na mysli
krétszy z nich, chyba, ze jest powiedziane inaczej. Luk taki oznaczamy AB.
Czasami, by unikna¢ niejednoznacznosci, stosujemy oznaczenie trzyliterowe,
np. czerwony tuk na rysunku ponizej to tuk APB.

[
\

Kat, ktorego wierzchotek jest srodkiem okregu,
nazywamy katem Srodkowym.




Cwiczenie 2 Cwiczenie 2

W okregu o érednicy 24 cm poprowadzono cztery promienie tak, ze stosu- Diugosé okregu: { = 24w cm
nek miary katéw pomiedzy kolejnymi promieniami wynosi 1:3:5:7. Oblicz Dllug08301 tukéw:
dtugoéci tukéw wyznaczonych przez lezace na okregu kofice tych promieni. ?l = g” cm

=[] =3mcm
Okregi majace tylko jeden punkt wspélny (zwany punktem stycznosci) nazy- E I — f_57r em
wamy okregami stycznymi. Promienie okregéw stycznych poprowadzone do 2 I 22_1 - em
punktu stycznosci leza na jednej prostej. 12

Okregi styczne zewnetrznie Okregi styczne wewnetrznie
|010;] = 71 + 19 |010;] = |ry — 15
Odleglo$¢é miedzy érodkami okregéw Jesli r;1 > 7y, to odleglosé miedzy
jest réwna sumie ich promieni. srodkami okregéw jest réwna ri —ry.
Dwa rézne okregi moga tez mie¢ dwa punkty wspodlne (okregi przecinajace
si¢) lub nie mie¢ punktéw wspdlnych (okregi rozlaczne).
Okregi przecinajace sie
|T1 — T2| < |0102| <Tr +T2
Okregi rozlaczne zewnetrznie Okregi rozlaczne wewnetrznie
1
01
|0102‘ > + 9 |0102| < |T1 — T’2|

Cwiczenie 3 Cwiczenie 3

Cztery okregi o réwnych promieniach sa od- 6r =48, czylir =8
powiednio styczne (rysunek obok), a ich /_Y_W\ Zatem srednica: 2r = 16
srodki lezg na jednej prostej. Oblicz Sred- O1 02 O3 04

nice tych okregdéw, jesli |O10,4] = 48.

5.1. Okrag 203 -



Odpowiedzi do zadan

1.

.a) L= 2

LA =

Trojkat ABC jest tréjkatem
réwnobocznym o boku dtugo-
$ci 5 em, czyli a = 60°.

L = 60°

3607 * 27 5 = 3 [em]

-12m = 37 [cm]

55
127 Cm

360°
b) 37 cm ¢)

_ 20° |
. 2m = =55 - 27,

czyli 2r = 36 cm

3600 - 18m, czyli o = 80°

.a)z=-9lubzx =7

b)z=-3lubz=1

.a) |0102| =1;0

b) |0102| = 5; 1
¢) [010s] = 3; 1

. Niech r — promien okregéw O2

i O3, 2r — promien okregu O;.
3r =18, czylir =6

2r =12

Srednice okregéw: 12, 12, 24

. a) 6r = %Qwr, czylir = 27

b) T = % <277, czyli r = 24

.5—-3<n<5+3,neN

n € {3,4,5,6,7}
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Zadania

Punkty A, B leza na okregu o érednicy 10 cm oraz |[AB| = 5 cm. Oblicz
dtugosé tuku AB.

Oblicz dtugosé tuku okregu o érednicy d wyznaczonego przez kat $rod-
kowy a.

a) d=12cm, a=75° b)d=30cm, a =15 ¢) d=5cm, a=330°

Luk okregu wyznaczony przez kat $rodkowy o mierze 20° ma dlugosé
2w cm. Oblicz érednice tego okregu.

Oblicz miare kata srodkowego wyznaczajacego na okregu o érednicy 18 cm
huk o dtugosci 47 cm.

Wyznacz wartosci x, dla ktérych okrag o érodku w punkcie P(z,0) i pro-
mieniu r; = 5 oraz okrag o $rodku w punkcie Q(—1,0) i promieniu r, = 3
sa styczne: a) zewnetrznie, b) wewnetrznie.

Narysuj w uktadzie wspétrzednych okrag o Srodku O; i promieniu r; oraz
okrag o $rodku O, i promieniu ry. Podaj odlegtosé miedzy $rodkami tych
okregow. Ile maja one punktéw wspolnych?

a) 01(7270), r = 4, 02(717())7 ro = 2

b) 01(0,*2), r = 4, OQ(O,?)), o = 1

c) O0:(1,3), 11 =2, 05(4,3), 75 =5

Punkty O, O, i O3, bedace srodkami odpowiednio

stycznych okregéw (rysunek obok), leza na jednej pro-

stej. Dwa mniejsze okregi maja rowne promienie. Ob-

licz $rednice kazdego z tych okregéw, jesli |O, 03| = 18.

Powtorzenie

8.

10.

10.

Oblicz promien okregu, w ktérym kat sSrodkowy o wyznacza tuk dtugosci L,
jesli: a) « =40°, L=6mw, b) a=7°30,L=nm.

Odlegto$¢ miedzy srodkami okregéw o promieniach 3 i 5 jest réwna n,
gdzie n € N. Podaj mozliwe wartosci n, jesli okregi te maja dwa punkty
wspodlne.

Konce przekatnej prostokata o bokach dtugosci 4 cm i 8 cm sa $rodkami
dwdbch okregéw stycznych zewnetrznie. Punkt stycznosci dzieli przekatna
prostokata w stosunku 1:3. Oblicz dlugosci tych okregéw.

Dtugo$é przekatnej prostokata: d = /82 + 42 = 44/5 [cm]
Dtugoéci promieni okregéw: /5 cm, 3v/5 cm
Dtugoéci okregéw: 2v/5m cm, 64/57 cm



5.2. Koto

Kolem o $rodku O i promieniu r > 0 nazywamy zbior wszystkich punktéw
plaszczyzny, ktorych odlegtosé od punktu O jest mniejsza lub réwna r.

Zwrbé uwage, ze punkty nalezace do okregu ograniczajacego koto naleza do
tego kotla.

Wzér na pole kola zostal udowodniony Pole kota o promieniu r» wyraza
przez Archimedesa. sie wzorem: P = mr?.
Cwiczenie 1

a) Oblicz pole najwiekszego kota zawartego w kwadracie o polu 36 cm?.

b) Oblicz dlugosé okregu ograniczajacego kolo o polu 2,257 cm?.

Czes¢ plaszezyzny ograniczong przez dwa wspétsrodkowe

okregi (wraz z tymi okregami) nazywamy pier§cieniem

kotowym.

Opisujac pierécien kotowy, podajemy jego promien ze-

wnetrzny i promien wewnetrzny. Roznice tych promieni '
nazywamy szeroko$cia pierscienia. Dla pierscienia na ry-

sunku obok jest ona réwna R — r.

Cwiczenie 2

a) Oblicz pole pierécienia kolowego o promieniu zewnetrznym 25 ¢cm i promie-
niu wewnetrznym 24 cm. Podaj promien kota, ktérego pole jest réwne polu
tego pierscienia.

b) Pole pierscienia kotowego o szeroko$ci 1 ¢cm wynosi 177 ¢cm?. Oblicz pro-
mien zewnetrzny i promien wewnetrzny tego pierscienia.

Cze$é kota o érodku O (wraz z jej brzegiem) ograniczona tukiem AB i pro-
mieniami OA i OB nazywamy wycinkiem kola lub wycinkiem kolowym.

B
Pole wycinka kota wyznaczonego przez kat srodkowy
0 mierze o wyraza sie wzorem: Q
_ o r2
~ 3600 "
A
Cwiczenie 3
Oblicz pole wycinka kota o promieniu r wyznaczonego przez kat srodkowy a.
a) r=12, a="75° b) r =2, a=22°30 c) r=+3, a=315°
Cwiczenie 3

a) P= 2 .7 122 = 307

b) P= 25 . 7.92 =

a
360° 4

c) P= gégz m(V3)? =Zn

Uczen:

— podaje wzory na pole kota
i pole wycinka kota,

— stosuje poznane wzory do
obliczania pdl figur,

— oblicza pole figury, stosujac
wzor na pole kota i pole
wycinka kota.

Cwiczenie 1

a) Bok kwadratu: a = 6 cm
Promien kota: r = 3 cm
Pole kota: P = 97 cm?

b) Promien kota: r = 1,5 cm
Dtugoéé okregu: [ = 3w cm

Cwiczenie 2

a) Pole pierscienia:

P =7-25% — 1-24% = 497 [cm?]
Promien kota: r =7 cm

b) Niech r — promiefi wewnetrz-
ny pierscienia kotowego.
w(r+1)2 —7ar? =17r

r =8 cm

Promien wewnetrzny: 8 cm
Promien zewnetrzny: 9 cm

MultiteZa

* Pole kota
® Pole wycinka kota —
zastosowanie

dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 5.2

Generator

testow i sprawdzianoéw
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Cwiczenie 4

ﬁ-ﬂﬁz:%’,skqda:?oo

Cwiczenie 5

a) PL= 2% . 1-12% = 367

Py =3 -12%-sin90° = 72
P =36(m —2)

P 2
b) P = 205 - m-12° = 24r
P =1.12° . sin60° = 36v3
P =12(27 — 3v/3)
¢) Pr=2% 7122 = 127
Py =1.12° -sin30° = 36
P =12(x —3)

Odpowiedzi do zadan

1. Promien kota: r = %

Pole zacieniowanego obszaru
jest réznica pola kwadratu

i czterech pdl kot:

Pr=6*—4-7(3)°=

=36 — 97

Wiemy, ze m > 3, zatem:
Pz <36—-9-3=09.

sin JAOC = 2208 — 3
JAOC = 60°, JAOB = 120°
Zatem L, = %ﬂ, Lo = %ﬂ',

_2 _ 50
P1—371',P2737T

B 206 5. Planimetria

@ 1. Bok kwadratu ma dlugo$é 6. Wykaz, ze pole zacienio-

Cwiczenie 4
Pole wycinka kota o promieniu 6 wyznaczonego przez kat a jest réwne 2.
Oblicz miare kata «.

P B
Cze$é kola (wraz z jej brzegiem) ograniczona tukiem AP B i cie- p
ciwg AB nazywamy odcinkiem kota lub odcinkiem kolowym.
Przyktad 1 A

Oblicz pole odcinka kota o promieniu 4 wyznaczonego przez
cieciwe AB i kat AOB o mierze 45° (rysunek obok).

Obliczamy pole wycinka kota AOB:
P = 3465(; s 42 =27
Nastepnie obliczamy pole tréjkata AOB:
Py=1.4-4 sin45° =42
Zatem pole odcinka kota:
P=P —P,=2r—4V2

B
<@
A

Cwiczenie 5
Punkty A, B nalezace do okregu o érodku O i promieniu 12 wyznaczaja kat
AOB. Oblicz pole odcinka kotowego wyznaczonego przez ten kat, jesli:

a) JAOB = 90, b) AOB = 60", ¢) JAOB = 30°.

Zadania

~
J

wanego obszaru jest mniejsze od 9 (rysunek obok).

2. Cieciwa laczaca punkty A i B lezace na okregu o promie-
niu 5 ma dhugoéé 5v/3. Oblicz dlugoéci tukéw wyznaczo-
nych przez te punkty oraz pola odpowiednich wycinkéw. k J

3. W kole o érodku O i promieniu 4 poprowadzono cieciwe AB. Oblicz pola
figur, na ktére cieciwa podzielila koto, jesli pole AAOB jest réwne 44/2.

4. Oblicz pole zacieniowanego obszaru.
a) b)

1

a

3. P =21 — 42, P, = 147w + 4/2

4.2)1-Z2 b)V3-% C)%TK‘—@



5. Wierzcholki oSmiokata (rysunek obok) naleza do
okregu o promieniu 3. Sposrod kolejnych katéw
srodkowych: ay, ..., ag kazdy nastepny jest o 10°
wiekszy od poprzedniego.

a) Oblicz pole wycinka kola wyznaczonego przez
kat as.

b) Oblicz sume pél odcinkéw kola wyznaczonych
przez katy as i ag.

6. Dany jest wielokat foremny, ktorego wierzcholki leza na okregu o promie-
niu 2. Oblicz dlugosé czerwonej linii oraz pole zacieniowanego obszaru.

a) b) c)

@ 7. Uzasadnij, ze pole odcinka kota o promieniu r wyznaczonego przez kat
$rodkowy o mierze 60° jest réwne Lr?(2m — 3v/3).

Czy wiesz, ze...

Do uzasadnienia wzoru
na pole kota wykorzy- r
stuje sie ustawienie

fi

wycinkow kota w figu-
re taka jak na rysunku
obok.

Dolna linia sktadajaca sie z tu-
kow ma dtugosé mr.

Powtodrzenie

8. Oblicz promien kota, ktérego wycinek wyznaczony przez kat o ma pole P.
a) =45, P=0,77 b) a=140°, P=71r  ¢) a=300°, P =18~

9. Punkt A lezy na okregu o érodku w punkcie S 4

(rysunek obok). Odleglo$¢ od punktu P do $rod-
ka okregu jest réwna 2 cm, a do punktu A jest
rowna v/3 cm. Oblicz pole:

a) trojkata PSA, b) wycinka kola BSA.

5. a1 + (a1 +10°) + ...+
+ (01 + 70°) = 360°
a; = 10°
a) ag = 80°
sz%-ﬂ-32:27r
b) a3 = 300, g = 600
Suma pél wycinkéw kota:
Py = % -9 = %ﬂ'
Suma pdl trojkatéw:
Pr =3 -9sin30°+
+1-9sin60° = 2(1+ v/3)
Suma pél odcinkéw kotas:
P = Pw—PT = %(7’[’—1—\/5)
6.a) & = V3, czyli a = 24/3
l=2V3+12r-2=2V3+357
_ 2 _ (2v3)2V3 _
P=m-2°— —— =
=4 —3V3
b)l=4+%-2r-2=4+4n
P=r-2"—1.42=4(r-2)
¢) | =2v2+12m2=2V2+n
P=7.22-8.1.2% sin45° =

= 4(m — 2V/2)
7. P= 8% mr?—1.r2.5in60° =
= %7’1’1‘2 = \/T§7,2 =

= Lr?(2r — 3V3)

3 45° 2
8. a) gm = s oW g
czyli r = /6

b) 3v2 ¢) SVI5
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Uczen:

— okresla wzajemne potozenie
okregu i prostej, porownujac
odlegtosé srodka okregu od
prostej z promieniem okregu,

— stosuje wlasnosci stycznej
do okregu do rozwiazywania
zadan,

— okresla liczbe punktéw
wspOlnych prostej i okregu.

Cwiczenie 1

Przyjmijmy oznaczenia jak na
rysunku. Rozwazmy odcinki PQ,
PA, PB oraz tréjkaty prostokat-
ne PQA i PQB. Najkrétszym
z wymienionych odcinkéw jest
odcinek PQ, bo w tréjkacie pro-
stokatnym przyprostokatna jest
zawsze krétsza od przeciwpro-
stokatne;j.

Komentarz

W uzasadnieniu do ¢wiczenia 1
korzystamy z faktu (bez
koniecznosci jego dowodzenia),
ze w dowolnym tréjkacie
prostokatnym przeciwprosto-
katna jest dtuzsza od kazdej

z jego przyprostokatnych.

Po oméwieniu twierdzenia

i dowodu na str. 240 mozna
powréci¢ do omawianego
¢wiczenia i przeprowadzi¢
dowo6d powyzszego faktu.

MultiteZa

® Prosta i okragg
dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 5.3

Generator

testéw i sprawdzianow
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5.3. Wzajemne potozenie okregu i prostej

(0] Cwiczenie 1

Uzasadnij, ze najkrotszy odcinek taczacy dany punkt P z punktem lezacym
na prostej [, gdzie P ¢ [, jest do tej prostej prostopadty.

Odlegloscia punktu P od prostej | nazywamy dlugo$é naj-
krétszego odcinka taczacego punkt P z punktem na prostej [
(odcinek ten jest prostopadly do prostej ). Jesli punkt P
lezy na prostej [, to przyjmujemy, ze jego odlegloéé od tej

prostej jest rowna zero.

Okrag i prosta moga mie¢ dwa punkty wspdélne, jeden punkt wspélny lub nie
mie¢ punktéw wspolnych.

Niech |OP| bedzie odlegloscia $rodka okregu od prostej.
OP[ <7 . : .
Prosta, ktéra ma z okregiem dwa punkty wspol-
P ne, nazywamy jego sieczng. Odlegtosé siecznej od
srodka okregu jest mniejsza od jego promienia.

Jesli prosta ma z okregiem jeden punkt wspdlny,
|OP|=r to méwimy, ze jest styczna do okregu (wspdlny
A p punkt nazywamy punktem stycznoéci). Promien
okregu prowadzony do punktu stycznoéci z prosta
jest do niej prostopadly. Odlegtosé stycznej od

srodka okregu jest réwna jego promieniowi.

OP[>r : o

Na rysunku obok okrag i prosta nie maja punk-
2 P téw wspdluych (sa rozlaczne). Odleglodé proste;
od érodka okregu jest wicksza od jego promienia.

Cwiczenie 2
a) Prosta [ jest styczna do okregu o promieniu 6 cm w punkcie P. Punkt A
lezy na prostej [ i |PA| = 4 cm. Oblicz odlegtoéé punktu A od érodka okregu.

b) Prosta AB jest styczna do okregu o érodku w punkcie O. Punkt styczno-
$ci P jest érodkiem odcinka AB. Oblicz promien okregu, jesli |AO| = 20 cm
i |AB| = 32 cm.

Cwiczenie 2
a) |AO| = V62 4 42 = 24/13 [cm]
b) |OP| = v/202 — 162 = 12 [cm]



Twierdzenie o odcinkach stycznych B

Jesli styczne do okregu w punktach A i B <
przecinaja si¢ w punkcie P, to: 5
|PA| = |PB| <

A

Dowdd powyzszego twierdzenia wynika z twierdzenia Pitagorasa zastosowa-
nego dla tréjkatéw PAO i PBO.

Cwiczenie 3 Gwiczenie 3
a) Dany jest okrag o $rodku w punkcie O a) |PA| = |PB| =102 — 62 =
i promieniu 6 cm. Z punktu P odlegtego od =8 [cm]

Ob = 28 cm

punktu O o 10 cm poprowadzono dwie proste
styczne do okregu w punktach A i B. Oblicz
obwdd czworokata PAOB.

b) Obwdéd czworokata PAOB (rysunek obok)
jest réwny 34 cm. Oblicz promien okregu, jesli
odcinek P.S ma dtugoéé¢ 8 cm.

b) Niech r — promieri okregu.
|PA| = |PB|=17—r

A7 —r)? +72 = (8+7r)2
r=>5cm

Liczba wspolnych stycznych dwéch okregdw zalezy od potozenia tych okregdw.

Okregi rozlaczne zewnetrznie Okregi styczne zewnetrznie
cztery wspolne styczne trzy wspdlne styczne
Okregi przecinajace sie Okregi styczne wewnetrznie

dwie wspolne styczne jedna wspoélna styczna

Okregi roztaczne wewnetrznie nie maja wspoélnych stycznych.
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Cwiczenie 4

a) Okregi przecinajace sig¢ —

2 wspélne styczne

b) Okregi styczne zewnetrznie —
3 wspolne styczne

c) Okregi styczne wewnetrznie —
1 wspolna styczna

d) Okregi roztaczne zewngtrz-
nie — 4 wspdlne styczne

Cwiczenie 5

0 dla m € (—o0; —2) U (6; 00),
1 dlam € {-2,6},

2 dla m € (—2;6)

Cwiczenie 6

Niech |OP| — odleglosé srodka
okregu od prostej, A, B — punkty
przeciecia okregu z prosta.

a) |OP| =3
|AB| = 2|AP| = 2/42 — 32 =
=2/7

b) |OP| = 4, |AP| = 3
r=|0Al=vE+3 =5

BN 210 5. Planimetria

Cwiczenie 4

Dany jest okrag o srodku O; i promieniu r; oraz okrag o $rodku O, i promie-
niu 7y. Okreél liczbe wspdlnych stycznych tych okregdw.

a) r = 3%, o = 4%, |0102| = 5% C) r = %, o = %, |0102| = é

b) T = 1]., To = 13, ‘0102| =24 d) T = \/5, To = \/g, |0102‘ =4

Przyktad 1 Y
Dany jest okrag o srodku O(0,0) i promieniu 3.
Ile punktéw wspoélnych z okregiem ma prosta
x = m w zalezno$ci od parametru m?

et

Prosta x = m z danym okregiem:

« ma jeden punkt wspélny dla m € {—3, 3},
« ma dwa punkty wspolne dla m € (—3;3),
o nie ma punktéw wpdlnych dla m € (—oo; —3) U (3; 00).

r=-+3 r=3

Cwiczenie 5
Dany jest okrag o érodku S(0,2) i promieniu 4. Ile punktéw wspélnych z tym
okregiem ma prosta y = m w zaleznosci od parametru m?

Przyktad 2
Oblicz dlugo$¢ cieciwy wyznaczonej przez punkty wspodlne prostej I: z = 3
i okregu o srodku O(0,0) i promieniu 5.

Niech |OP| bedzie odlegloscia srodka okregu od prostej I, Yt o A
a punkty A, B niech bedg punktami przecigcia okregu z ta 5
prosta. Wéwezas |OP| = 3, zatem: AP

|[AP| =+v52-32=+16=4 ON3 X
Tréjkaty OPA 1 OPB sa przystajace, wiec dtugosé cieciwy:
|AB| =2-|AP| =38

Cwiczenie 6

a) Oblicz dlugosé cieciwy wyznaczonej przez punkty przeciecia prostej y = —3
i okregu o $rodku w punkcie (2,0) i promieniu 4.

b) Cieciwa dlugosci 6 jest wyznaczona przez punkty przeciecia prostej z = 1
i okregu o $rodku w punkcie (—3,2). Oblicz promieni tego okregu.

Zadania

1. Prosta réwnoleglta do osi OY przecina okrag o srodku w punkcie (0,0)
i promieniu 10 w punktach A i B. Wyznacz réwnanie tej prostej, jesli:

a) |AB| =12, b) |AB| = 10v/2, c) |AB| = 10, d) |AB| = 20.

Odpowiedzi do zadan

1. a) x = —8lubz =38
b) z = —5v2 lub = = 5v/2
¢) x = —5V3 lub z = 53
d)z=0



Dany jest okrag o $rodku w punkcie (0,0) i promieniu 11. Cieciwa AB tego
okregu jest réwnolegta do osi OX i ma dlugo$¢ 20. Wyznacz wspotrzedne
punktu P nalezacego do tej cieciwy, jesli jego odlegltosé
od $rodka okregu jest rowna 5.

Z punktu P poprowadzono wspolne
styczne okregéw o srodkach w punk- P
tach O i O, (rysunek obok). Oblicz
promien r okregu o srodku w punk-
cie Oy, jesli |O,B| =51 |05 P| = 13. B

Punkty A i B leza na okregu o érednicy 12 cm, a odlegtosé miedzy nimi jest
rowna promieniowi tego okregu. Styczne do okregu poprowadzone w punk-
tach A i B przecinaja sie w punkcie P. Oblicz pole tréjkata APB.

Przeczytaj podany w ramce przyklad.

Ile punktéw wspolnych ma prosta y = 3 Y
z okregiem o §rodku S(3,1) w zaleznosci

od promienia r tego okregu? y=3
Prosta y = 3 z okregiem: .
e ma jeden punkt wspdlny dla r = 2, S

O\l X

» ma dwa punkty wspélne dla r € (2;00),
« nie ma punktéw wspélnych dla r € (0;2).

Ile punktéw wspdlnych ma prosta k z okregiem o srodku S w zaleznosci
od promienia r tego okregu?

a) kry=3,93,-1) b)kiaz=-1,9(-2,4) ¢) kaz=+v2, 5(-1,1)

Powtorzenie

6.

7.

Punkty A i B leza na okregu o $rodku O i promieniu r. Oblicz pole tréjkata
AOB, jesli:

a) |[AB| =4 cm, r =2v10 cm, b) |[AB| =14 cm, r =25 cm.

Dwa okregi o érodkach O; i O, oraz pro-
mieniach odpowiednio 1 i 2 sg styczne ze- 0,
wnetrznie (rysunek obok). Prosta AB jest
ich wspélna styczna. Oblicz dlugosé od- .Q
cinka C'O, oraz pole trapezu ABO,0,. A B

ACBO; ~ ACAO; (cecha KKK), stad:

}gg;} =1, czyli |CO1| =3

|AB| = |BC| = /32 — 12 = 2/2
Pole trapezu: P = %(1 +2)- 24/2 =32

5.3. Wzajemne potozenie okregu i prostej 211

2. P(—2,—+/21) lub P(—2,+/21)

2
lub P(2, —v/21) lub P(2,/21)

. Zauwazmy, ze

APAO; ~ APBO3, stad:

[O1P| _ |O2P]
iP |O2 B
13-5-r __ 13
- B
r=2
-9

. Przyjmijmy oznaczenia jak na

rysunku.

Tréjkat ABO jest rownobocz-

ny, czyli JAOB = 60°

i JAOP = JPOB = 30°.

Zatem |PO| = 41/3 cm.

|PQ| = |PO| - Q0| =
=43 — % = /3 [cm)]

Papp = 1-6-v/3 = 3V3 [cm?]

. a) 0 punktéw dla r € (0;4),

1 punkt dla r = 4,

2 punkty dla r € (4; )

b) 0 punktéw dla r € (0; %),
1 punkt dla r = %,

2 punkty dla r € (%7 o)

¢) 0 punktéw dla

1 punkt dla r = 1+ /2,

2 punkty dla 7 € (1 + v/2;00)

6. a) 12 cm® b) 168 cm?



Odpowiedzi do zadan

1. Aby skonstruowaé styczng do
danego okregu o srodku O,
przechodzaca przez punkt A
lezacy na okregu, postepuje-
my w nastepujacy sposéb.

e Rysujemy péliprostg OA.

e Rysujemy okrag o $rod-
ku A i promieniu |[OA| —
okrag ten przecina potpro-
stg OA w punktach O i B.

e 7 punktéw O i B rysujemy
przecinajace si¢ tuki okre-
gbéw o tym samym promie-
niu (dtuzszym niz promien
|OA|). Punkty przeciecia tu-
kéw oznaczamy przez C'i D.
e Rysujemy prosta CD —
jest ona styczna do danego
okregu i przechodzi przez
punkt A.
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Konstrukcja stycznej do okregu

Aby skonstruowaé styczna do danego okregu o srodku O, przechodzaca przez
punkt P lezacy na zewnatrz okregu, postepujemy w nastepujacy sposéb.

o Wyznaczamy Srodek odcinka OP — punkt S na rysunku ponizej.

» Rysujemy okrag, ktérego promieniem jest
odcinek SO — okrag ten przecina dany ok-
rag w punktach A i B.

« Prosta P A jest styczna do danego okregu.
Zauwaz, ze PA 1 OA (aby to uzasadnié,
mozna rozpatrzy¢ katy trojkatéw réwno-
ramiennych PSA i OSA). Druga styczng
jest prosta PB.

1. Opisz konstrukcje stycznej do danego okregu przechodzacej przez punkt
nalezacy do tego okregu.

Konstrukcja wspélnej stycznej do dwéch okregéw
roztgcznych zewnetrznie

Rozpatrzmy okrag L; o $rodku O; i promieniu r; oraz rozlaczny z nim ze-
wnetrznie okrag L, o érodku O, i promieniu ry (rysunek ponizej).

» Rysujemy okrag L3 o srodku w punkcie O; i promieniu réwnym r; + rs.

« Rysujemy prosta Oy A — styczng do okregu Lz przechodzaca przez punkt O,.
o Wyznaczamy punkt B — punkt przeciecia odcinka O, A z okregiem L.

» Rysujemy styczna do okregu L; przechodzacg przez punkt B. Jest ona row-
niez styczna do okregu L, (uzasadnij).

*2. Opisz, jak skonstruowaé pozostale wspolne styczne dwoéch okregdéw roz-
tacznych zewnetrznie.

2. Analogicznie konstruujemy druga styczna, ktéra przechodzi przez punkt D. Aby
skonstruowaé pozostale styczne do danych okregéw, rysujemy najpierw okrag L3
o $§rodku w punkcie Oz i promieniu réwnym r2 — 7.
e Rysujemy proste O1 E i O1G — styczne do okregu L3 przechodzace przez punkt O;.
e Wyznaczamy punkty F' i H — punkty przeciecia prostych O2FE i O2G z okre-
giem Lo.
e Rysujemy styczng do okregu Lo przechodzaca przez punkt F' oraz styczng do
okregu Lo przechodzaca przez punkt H. Proste te sa réwniez styczne do okregu Lj.



Uczen:
— rozpoznaje katy wpisane
w okrag oraz wskazuje tuki,

5.4. Katy w okregu

Kat érodkowy a przedstawiony na rysunku obok jest na ktérych sa one oparte,
wyznaczony przez zaznaczonony kolorem czerwonym — stosuje twierdzenie o katach
Wk AB B srodkowym i wpisanym,
Moéwimy tez, ze kat srodkowy « jest oparty na tuku AB Opartych na tym Samyx Jullse
C A oraz wnioski z tego twier-
lub na cieciwie AB. F—
. . Py — stosuje twierdzenie o kacie
Cwiczenie 1 P & miedzy styczna a cieciwg,
Punkty: Py, Py, ..., Pi, dziela okrag na 12 tukéw o réw- Fs Py okregu do rozwigzywania
nej dlugosci. Podaj miare kata $rodkowego opartego na P p zadail,
tuku: 7 ! — formutuje twierdzenie
S S S Py Pro dotyczace katow srodkowego
a) P PP, b) P, P, P, C) Fs P P;. i wpisanego w okrag oraz
Py Pio P dowodzi jego prawdziwosci,
Definicja — stosuje twierdzenie

o cieciwach do wyzna-
czania dhugosci odcinkéw
w okregach,

Kat wpisany w okrag to kat wypukty, ktérego wierz-

cholek lezy na okregu, a ramionami sg polproste
zawierajace cieciwy tego okregu. ~ przeprowadza dowod twier-
dzenia o cieciwach.

Cwiczenie 1

& - 360° = 30°
a) 2-30° = 60°
b)
<)

O kacie wpisanym (3 (rysunek obok) méwimy, ze jest
oparty na tuku AB.

b
N
Sy

Twierdzenie 8. 30° = 240°

Kat érodkowy w okregu ma miare dwa razy wicksza od miary kata wpisa- 11-30° = 330°

nego opartego na tym samym tuku.

Dowdd — patrz ¢wiczenie 4. na nastepnej stronie.

P
Cwiczenie 2 Cwiczenie 2
a) Podaj miare kata 8 (rysunek obok). A a) 30°

b) Narysuj w dowolnym okregu kat érodkowy o = 120° b) 60°
i trzy rézne katy wpisane oparte na tym samym luku @

co kat a. Podaj miare tych katow. ‘

- . A B

Cwiczenie 3
Kat wpisany [ jest oparty na tym samym tuku co kat srodkowy a. Wyznacz
miare kata a + 3, jesli:

a) a = 110°, b) a = 45°, c) f=17°, d) g = 105°.

Cwiczenie 3

a) a+ B = 110° + 55° = 165°
b) a+ 8 = 45° 4+ 22,5° = 67,5°
c) a+ =34 +17" =51°

d) a+ 6 =210° + 105° = 315°

MultiteZa

* Katy w okregu
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Cwiczenie 4 [0] Cwiczenie 4
Dowéd przypadku II Przeczytaj informacje w ramce oraz dowéd przypadku I, a nastepnie przepro-

Trojkat BOP jest rownoramien- oz dowody przypadkéw I1 i I11.

ny, zatem:
JIBOP = 180° — 203
a =180°— YBOP =
= 180° — (180° — 23) = 23

Aby udowodnié, ze kat srodkowy a w okregu jest dwukrotnie wiekszy od
kata wpisanego 3 opartego na tym samym tuku, wystarczy rozpatrzy¢ trzy

przypadki.
Dowéd przypadku ITT . p p
Na podstawie I mamy: L .Srodek okregu O II.. Srodek o.kr(—;;.gu 0 IH. Srodek okregu O
o1 = 26 lezy wewnatrz kata lez;ll na ramieniu kata lezy poza katem wpi-
—— wpisanego. wpisanego. sanym.

a+ a1 =26+ 01)

P
iz S A A

=26 +26 — 26 = 28

Dowdd przypadku I
Z punktu P prowadzimy promien PO. Wowczas 8 = (31 + [s.
Wyznaczamy miare kata srodkowego:

a = 360° — (180° — 206;) — (180° — 206,) = 2(By + B=2) = 20
Wskazéwka do przypadku ITI. Rozwaz katy o+ a1 1 8+ (1.
Ponizsze wnioski wynikaja z twierdzenia o katach srodkowym i wpisanym.

Twierdzenie

e

Katy wpisane w okrag  Kat wpisany w okrag opar-  Suma miar katéw « i § wpisa-

oparte na tym samym  ty na pélokregu (nasredni- nych w okrag, jak na rysunku
tuku majg réwne miary.  cy) jest katem prostym. powyzej, jest réwna 180°.
[0] Cwiczenie 5

Uzasadnij kazdy ze sformulowanych powyzej wnioskow.

Cwiczenie 5

1) Katy wpisane w okrag oparte na tym samym luku odpowiadaja temu samemu
katowi srodkowemu opartemu na tym tuku, zatem wszystkie sa réwne.

2) Kat srodkowy oparty na p6lokregu jest katem potpelnym, czyli réwnym 180°, zatem
kat wpisany w okrag i oparty na poétokregu jest o potowe mniejszy, czyli réwny 90°.
3) 2+ 283 = 360°, zatem « + 8 = 180°
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Cwiczenie 6 Cwiczenie 6

Promien okregu jest réwny r. Wyznacz miary katéw: o, 51 7. a) a=f = 60° (katy w trojkacie
réwnobocznym)
a) b) c) /\\ v = 1B = 30° (katy wpisany
y i Srodkowy oparte na tym samym
A 3 tuku) o
) b) a = 60° (kat w trojkacie réw-
nobocznym)
v 8 = % -60° = 30° (katy wpisany
71— i sSrodkowy oparte na tym samym
. ) tuku)
Cwiczenie 7 v = B = 30° (katy w trdjkacie
Wyznacz miary katow: «, 81 7. réwnoramiennym )

c) a=2-60°=120°

B =2-120° = 240° (katy Srodko-
wy i wpisany oparte na tym sa-
mym tuku)

v =3-2-60° = 60° (katy $rodko-
wy 1 wpisany oparte na tym sa-
mym tuku)

D

a) o
40°
0

J

B Kat miedzy styczna a cieciwa okregu

Cwiczenie 7

a) o = 1(180° — 40°) = 70°
B =a="T70° (katy wpisane
Kat zawarty miedzy styczna a cigciwag okregu popro- oparte na tym samym tuku)
wadzona z punktu stycznosei (zwany katem dopisa-
nym do okregu) jest réwny katowi wpisanemu opar-

temu na tuku wyznaczonym przez konce tej cieciwy.

v = 3 -40° = 20° (katy wpisany
i sSrodkowy oparte na tym samym
tuku)

b) 8 = 40° (katy wpisane

oparte na tym samym tuku)

[0] Cwiczenie 8 6 =180° — (80° 4 B) = 60°
Uzasadnij powyzsze twierdzenie. o+ 6 =90° (kat wpisany
oparty na poélokregu)
Zadania o = 30°
. ) v =a = 30° (katy wpisane
1. Punkty: A, B,C, ..., P dziela okrag na 16 tukéw G FE D c oparte na tym samym tuku)
o réwnej dtugosci. Punkt A lezy na jednym z ra- ¢) B =35
mion kata $rodkowego (. Ktory z punktéw lezy i B v = 90° — 65° = 25°
na drugim ramieniu tego kata? 1 A4 a=y=25
T _ ° J P
a) B=45 ] ©) b= 2250 o) Cwiczenie 8
b) B =112, d) 8 =315 Ly N JBAP = 90°— JOAB =
2. Dany jest okrag o promieniu 6. Podaj miare kata wpisanego opartego na =90° — 5(180°~ JAOB) =
tuku tego okregu, jedli luk ten ma dlugosé: a) 2w, b) 3w, ¢) 2x, d) Z. = 3 JAOB = JACB
Odpowiedzi do zadan
1.a) C lub O
b) F lub L
c) Glub K
d) C' lub O
2. a) 30°
b) 45°
c) 112,5°
d) 3,75°
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3.a) a=23", 3=134°
b) a = 51°, B = 102°
c) a=32°, B=064"

4. a) a=T74°, 3=37°
b) a = 113°, B = 56°30’
c) a="72°, 8=36"

5. a) a =30°, 8 =35°
b) a = 60°, B = 70°
c) a=50° 8 =40°

6. a) a = 32°
b) o = 42°
c) a=36°
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Wyznacz miary katéw « i (.
b)

|

58°

i)

39°

Kat g jest katem wpisanym w okrag, opartym na tym samym tuku co kat
srodkowy «. Wyznacz miary katéw « i 3.

a) a+ 3 =111° b) a = 8+ 56°30' ¢) fa+1ip=48

Wyznacz miary katéow « i (.

)

o

A\

Wyznacz miare kata a.

&
D S

a) W okregu o $rodku O poprowadzono cieciwe AB. Jeden z katéw troj-
kata AOB ma miare 96°. Wyznacz miare kata zawartego miedzy cieciwa
AB a styczng do okregu poprowadzong w punkcie A.

b) W okregu o promieniu 6 cm poprowadzono cigciwe AB. Diugo$é tuku

—

AB jest réwna m cm. Wyznacz miare kata zawartego miedzy cieciwg AB
a styczna do okregu poprowadzong w punkcie B.

. a) Niech « — szukany kat.

a=3 JAOB = § - 96° = 48°
b) Niech « — szukany kat.
JAOB = 5% - 360° = 30°
a=1-30°=15°



@ 8. Udowodnij twierdzenie o cieciwach. D
Jesli w okregu dwie cieciwy AB i C'D przecinaja
si¢ w punkcie P, to |PA|-|PB| = |PC|-|PD|. A
Wskazoéwka. Uzasadnij najpierw, ze tréjkaty PAC i1 PDB sg podobne. C
9. Oblicz x.
a) b) ¢)

b ;

w

8
o

10. Dany jest okrag o promieniu 11 cm. Przez punkt P, odlegly od $érodka
okregu o 5 cm, poprowadzono cieciwe o dhugosci 20 cm. Oblicz dtugosci
odcinkéw, na ktore punkt P dzieli cigciwe.

11. Oblicz promien okregu oraz pole tréjkata ABC.

S b) C ) A—A
4 <o/
A230 B o B
A P b

Powtorzenie

12. Wierzcholki tréjkata réwnoramiennego ABC o podstawie AB leza na
okregu. Kat miedzy bokiem BC' a prosta styczna do okregu w punkcie B
ma miare¢ 40°. Oblicz miary katow tego trojkata.

13. Wyznacz miary katéw: a, 51 4.
e AN
0

o
48° 7 86

24

12. 40°, 40°, 100°

13. a) a = 180" —2-48° = 84°
B=vy=48
b) a = 65° (katy wpisane oparte na tym samym tuku)
v =90° — 60° = 30° (katy wpisane oparte na tym samym tuku)
B = 180° — (65° 4 30°) = 85°
c) v = 180° — (24° + 86°) = 70°
a =~ = T0° (katy wpisane oparte na tym samym tuku)
B =90° — 24° = 66°

8.

10.

11

Zauwazmy, ze:

JABD = 4ACD
oraz

JCAB = 4CDB
(katy wpisane oparte na tym
samym tuku).
Zatem z cechy KKK trojka-
ty APC i DPB sa podobne.
Stad:

|PA| _ |PD|
[PC| — [PB
czyli:
|PA|-|PB| = |PC|-|PD|
.a)z=9
b) x = 22
c)z=3
8 cm, 12 cm

.a) 2(2r—2)=12
r=4

A2 1 O B
R? +12 =42

h =15
P=1.8-1/15=4V15

b)2.(2r-32)=9

T
P =

Il
TN

6 (28 -3 =18

¢) Zauwazmy, ze:
JABC = JADC
oraz
JIDAB = 4DCB
(katy wpisane oparte na tym
samym tuku).
Na podstawie cechy KKK
tréjkaty APD i CPB sa po-
dobne. Stad:
2 _ 4
[PCl] — 6
czyli |[PC| = 3.
Z twierdzenia o cieciwach:
2(2r —2) =9, czylir = L.
JACB = 90°, wiec z twier-
dzenia Pitagorasa:
2

|AC| =4/(63)" —62 =3
ZatemP:%-gﬁ:%.
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Uczen:

— rozwiazuje zadania dotyczace
okregu opisanego na trdjkacie
réwnobocznym lub prosto-
katnym,

— rozwiazuje zadania dotyczace
okregu opisanego na dowol-
nym tréjkacie,

_ . 2 __ abc
stosuje wzor P = 7%,

2 __ abc

— wyprowadza wzér P = 37=.

Cwiczenie 1

Niech O bedzie punktem prze-
ciecia symetralnych bokéw AB
i AC tréjkata ABC. Woéwczas
|AO| = |BO| oraz |AO| = |CO|.
Stad |BO| = |CO|, czyli punkt O
lezy na symetralnej boku BC.
Zatem symetralne bokéw trojka-
ta ABC przecinajg sie¢ w punk-
cie O.

Cwiczenie 2

Niech D bedzie spodkiem wy-
sokosci trojkata poprowadzonej
z wierzchotka C, wéwczas:

|CD| = R+ |0OD| = 283, czyli
|0D| = 22 — R

(£ -R) + (9 =

_ aV3
k=55

Cwiczenie 3

a) Bok trojkata: a = 16 cm
Promien kota: R = Lg/g cm
Pole kota: P = 2%67r cm?

b) Bok tréjkata: a = 6v/3 cm
Wysokosé tréjkata: h =9 cm
Pole tréjkata: P = 27v/3 cm?

MultiteZa

® Okrag opisany na trojkacie
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@ Cwiczenie 2

5.5. Okrag opisany na trojkacie

Okrag nazywamy opisanym na trojkacie, jezeli wszystkie wierzchotki tréjkata
nalezg do okregu. Méwimy tez, ze tréjkat jest wpisany w okrag.
Na kazdym tréojkacie mozna opisaé okrag — mowi o tym ponizsze twierdzenie.

Symetralne bokéw tréjkata przecinaja sie w jednym punkcie, ktory jest
srodkiem okregu opisanego na tym trdjkacie.

Srodek okregu opisanego na
trojkacie rozwartokatnym le-
zy na zewnatrz tego trojkata.

Srodek okregu opisanego na tréj-
kacie prostokatnym jest $rod-
kiem przeciwprostokatne;j.

Srodek okregu opisanego
na tréjkacie ostrokatnym
lezy wewnatrz tréjkata.

[0] Cwiczenie 1

Udowodnij, ze symetralne bokéw trojkata przecinaja sie w jednym punkcie.

Wskazowka. Rozpatrz najpierw odleglosci punktu przeciecia symetralnych dwéch bo-
kow tréjkata od jego wierzchotkéw.

9

Promien okregu opisanego na tréjkacie réwno-
bocznym o boku a wyraza si¢ wzorem:

R= 23

3

Udowodnij powyzsze twierdzenie.

Moéwimy, ze koto jest opisane na tréjkacie, gdy opisany jest na nim okrag
ograniczajacy to koto.

Cwiczenie 3

a) Oblicz pole kola opisanego na tréjkacie réwnobocznym o polu 64v/3 cm?.
b) Oblicz wysoko$é oraz pole tréjkata réwnobocznego, na ktérym opisano
okrag o promieniu 6 cm.



Przyktad 1
Na tréjkacie prostokatnym o jednej z przyprostokatnych dlugosci 6 opisano
okrag o promieniu 5. Oblicz pole tego tréjkata.

Srodek okregu opisanego na tréjkacie prostokatnym jest rod- >

kiem jego przeciwprostokatnej (jest ona $rednica tego okregu), /A
zatem przeciwprostokatna ma dlugosé ¢ = 2R =25 = 10.

Na podstawie twierdzenia Pitagorasa: b? = 102 — 62 = 64, v
skad b = 8, wiec pole trojkata P = 3 -6 -8 = 24.

Cwiczenie 4

a) Oblicz promien okregu opisanego na tréjkacie prostokatnym, ktérego przy-
prostokatne maja dtugosci 7 cm i 12 cm.

b) Pole trojkata prostokatnego jest réwne 18 cm?. Wysoko$é poprowadzona
z wierzcholka kata prostego jest réwna 4 cm. Oblicz dlugosé okregu opisanego
na tym trojkacie.

c) Pole tréjkata prostokatnego jest réwne 24+/2 cm?. Wysoko$é tego trojkata
opuszczona na przeciwprostokatng dzieli jg w stosunku 1:2. Oblicz pole kota
opisanego na tym trojkacie.

Przyktad 2

W tréjkacie réwnoramiennym kat miedzy ramionami ma miare 30°, a pod-
stawa ma dlugo$¢ 2. Oblicz promien okregu opisanego na tym tréjkacie oraz
odlegto$é srodka tego okregu od podstawy trdjkata.

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku obok. Wow-
czas kat AOB jest katem $rodkowym, opartym na
tym samym tuku co kat wpisany AC' B, zatem:
JAOB =24ACB =60°, czyli tréjkat AOB jest
réwnoboczny, wiec R = |OA| = |OB| = |AB| = 2.
Odlegtosé srodka okregu od podstawy tréjkata jest
réwna |OD)|, a odcinek OD jest wysokoscia tréjkata
rownobocznego:

|OD|:%§:\/§

Cwiczenie 5

a) W tréjkacie réwnoramiennym kat miedzy ramionami ma miare 45°, a pod-
stawa ma dlugosé 4 cm. Oblicz promien okregu opisanego na tym tréjkacie.
b) W okrag o promieniu 5 cm wpisany jest trojkat réwnoramienny o podstawie
dlugosci 6 cm. Oblicz dlugosci ramion tego tréjkata (rozpatrz dwa przypadki).

Cwiczenie 4

a) (2R)*> =7° +12°

R= —‘/gﬁ cm

b) P=1-2R-4=18 c
R=45cm
[ =97 cm
¢) AABC ~ ADBA ~ ADAC (cecha KKK), &
stad £ = 2t czyli h = 2v/2.
Papc =13z -h=32V22> =24V2, czyliz =4 cm h
R = %m =6 cm B
P, = 367 cm? 2l B

Cwiczenie 5

a) Trojkat AOB jest prostokat-
ny, zatem R = 2+/2.
b) I przypadek

C

|OD| =4 cm
|[DC| =9 cm
|AC| = |BC| = 3v/10 cm

IT przypadek

|OD| =4 cm
|IDC| =1 cm
|AC| = |BC| = v/10 cm
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Cwiczenie 6
a) 24 cm?
b) 8,125 cm

Odpowiedzi do zadan
1.a)4cm b) 5 cm
¢) 3(vV2—1) cm

2. a) Przyprostokatne trojkata:
5v2
Ob = 10(1 4+ /2)
b) Przyprostokatne trojkata:
x, 3x
22 + (3z)% = 102
=10
Ob = 2(5 + 24/10)
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Ponizsze twierdzenie pokazuje, jaka zaleznosé taczy ze soba dlugosci bokéw
trojkata, jego pole oraz promien okregu opisanego na tym tréjkacie.

Twierdzenie

Pole tréjkata o bokach dtugosci a, b, ¢ wpisanego w okrag o promieniu R
wyraza si¢ wzorem:

abce
P=1z

Dowéd
Dany jest tréjkat ABC' o bokach diugosci a, b, ¢ ¢
(rysunek obok), wpisany w okrag o srodku O i pro-
mieniu R. Odcinek CD jest wysokoscia trdjkata,
a odcinek CE — $rednica okregu. Katy CABiCEB ho R
sa réwne (dlaczego?). Zatem trojkaty ACD1 ECB A @)
sg podobne, czyli:

% = %, stad h = %

1 1 ab abc B

Cwiczenie 6

a) Oblicz pole tréjkata o bokach 4 ¢cm, 13 ¢cm i 15 cm wpisanego w okrag
o promieniu réwnym % cm.

b) Dany jest trojkat o bokach 13 ¢cm, 14 ¢m i 15 ¢cm i polu réwnym 84 cm?.
Oblicz promien okregu opisanego na tym trojkacie.

Zadania

1. Oblicz promien okregu opisanego na tréjkacie prostokatnym, jesli:
a) jego pole wynosi 8 cm?, a wysoko$¢ opuszczona na przeciwprostokatna
jest réwna 2 cm,
b) krétsza przyprostokatna ma diugo$é 5 cm, a jeden z katéw ostrych
tréjkata jest dwa razy wickszy od drugiego,
¢) jest on réwnoramienny, a jego obwdd wynosi 6 cm.

2. Oblicz obwdd trojkata prostokatnego wpisanego w okrag o promieniu 5,
jesli:
a) jest to tréjkat réwnoramienny,
b) jedna przyprostokatna jest trzy razy dluzsza od drugiej.

3. Oblicz pole tréjkata prostokatnego, jesli odlegtosci srodka okregu opisa-
nego na tym tréjkacie od jego przyprostokatnych sa réwne 4 i 6.

3. C
R
M <
W R R
BN
A 6 N B

Zauwazmy, ze |CM| =41 |NB| = 6.
Pole tréjkata: P = % -8-12 =48



4. W okrag o promieniu 4v/3 wpisano tréjkat réw-
noboczny ABD i tréjkat réwnoramienny AC D
(rysunek obok). Oblicz pole czworokata ABCD.

5. Oblicz promien okregu opisanego na trojkacie
rownoramiennym o podstawie 8 cm, jesli:

a) jego ramie ma diugoéé 41/5 cm,

D
: R I}
C D) iO 7B
A

b) sinus kata przy tej podstawie jest réwny 2.

6. Do podstawy trdjkata rownoramiennego poprowadzono wysokosé h. Oblicz
obwdd tego tréjkata, jezeli opisany na nim okrag ma promien rowny 13 cm.
a) h =20 cm b) h =6 cm

7. Oblicz pole tréjkata rownoramiennego o kacie
miedzy ramionami réwnym 120°, jesli tréjkat
ten jest wpisany w okrag o promieniu 4.

\

N2
DO | DO oo
8 Qo

<
_ ]
W~

=
~

8. Oblicz stosunek pol przedstawionych na rysun-
ku obok tréjkatow rownoramiennych wpisanych

w okrag o promieniu 8.

9. Oblicz pole tréjkata ABC oraz promien okregu opisanego na tym trdjkacie.
a) C b) c
Q
(L lik
16 5B

10. Oblicz pole trojkata prostokatnego, jesli wiadomo, ze pole kota opisanego
na tym tréjkacie jest réwne 257, a stosunek dtugosci przyprostokatnych

A 4 2 B A

Powtorzenie

wynosi 1:7.

11. Oblicz dlugosé okregu opisanego na trdjkacie prostokatnym o polu réw-
nym 45, je$li wysokos¢ tego trojkata opuszczona na przeciwprostokatna
dzieli ja w stosunku 1:4.

12. W tréjkacie rownoramiennym A BC' podstawa AB ma dlugo$é 8 cm. Oblicz
promien okregu opisanego na tym trojkacie, jesli wysokosé opuszczona na
podstawe ma dlugosé: a) 10 cm, b) 3 cm.

8. x=+82—22=2/15y =8 —42 =43
34V1510 _ 5/5

Stosunek podl:

%48\/34 — 4
9.a) P=9
g — 6513
4R
_ 5/13
R=5G2
b) P = 126
126 = 21-20-13
__ 65
k=7
10. 7
11, 157

12.a) 58 cm b) 2 cm

4. R=4V3

ANAOE i ADOE sa trojkata-
mi o katach 30°, 60°, 90°, stad:
|DE| = |[EA| =6

|EO| = 2V/3 = |EC]|

Papp = 1-12-6V3 =36V3
Pacp = 3-12-2¢/3=12V3
Papep = Papp + Pacp =

= 48V/3

=101

. a) I sposéb

C

4+/5 4+/5
@)

8—R

A 4 D 4 B
Wysokosc¢ trojkata:

|CD| = 8 cm, wowczas:
(8—R)??>+4%>=R?
R=5cm

IT spos6b

Wysoko$¢ tréjkata: 8 cm
Pole tréjkata: 32 cm?

39 — 84V54/6

iR

R=5cm

b) Wysokosé trojkata: 3cm
Ramie trojkata: 5cm

Pole tréjkata: 12 cm?

12 = &35

4R

R:%scm

. a) 4/10(v/3 + 1/13) cm

b) 4v/3(v/13 + v/10) cm
C

ZN

Tréjkat BOC jest réwnobocz-
ny, czyli |[CB| =4

i JACB = 120°.
P=1.4%.6in120° = 4v3
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Uczen:

— rozwiazuje zadania dotyczace
okregu wpisanego w tréjkat
réwnoboczny lub prostokatny,

— rozwiazuje zadania dotyczace
okregu wpisanego w dowolny
trojkat,

— stosuje wzér P =

a+b+c
S oy

— wyprowadza wzoér:
P = a+§+c o

Cwiczenie 1

Niech O bedzie punktem prze-
ciecia dwusiecznych katow
CAB i ABC tréjkata ABC.
Punkt O jest réwno oddalo-
ny od bokéw AC i AB oraz od
bokéw AB i BC. W zwiazku
z tym jest réwno oddalony od
bokéw AC i BC, czyli lezy na
dwusiecznej kata AC'B. Zatem
dwusieczne katéow wewnetrz-
nych tréjkata ABC' przecinaja
sie w punkcie O.

Cwiczenie 2

a) r= 3v3

I =6v3nm

b) r=>5

5=28 czyli a = 10V3
Ob = 30V/3

Cwiczenie 3
a=12 cm

r=2v3 cm
R =43 cm

2mr + 2rR = 124/37 cm

Multiteéa
® Okrag wpisany w trojkat
e Okrag i trojkat

dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 5.6

Generator

testow i sprawdzianéw
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5.6. Okrag wpisany w trdjkat

Okrag nazywamy wpisanym w tréjkat, jezeli wszystkie boki trojkata sa stycz-
ne do tego okregu. Méwimy tez, ze trojkat jest opisany na okregu.
W kazdy tréjkat mozna wpisa¢ okrag — mowi o tym ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie

Dwusieczne katow wewnetrznych tréjkata
przecinaja si¢ w jednym punkcie, ktory jest
srodkiem okregu wpisanego w ten tréjkat.

[0] Cwiczenie 1

Udowodnij, ze dwusieczne katéw wewnetrznych tréjkata przecinaja sie¢ w jed-
nym punkcie.

Wskazéwka. Rozpatrz najpierw odleglosci punktu przeciecia dwusiecznych dwéch ka-
tow wewnetrznych trojkata od jego bokdw.

Twierdzenie

Promien okregu wpisanego w trojkat réw-
noboczny o boku a wyraza si¢ wzorem:

_a\/?;
6

Dowéd
Odcinek AO (rysunek powyzej) jest zawarty w dwusiecznej kata BAC, czyli

JOAD = 30°. Zatem — = tg JOAD = tg30° = ?, stad r = g\? = aT\/;

nle|

Cwiczenie 2
a) Oblicz dlugosé okregu wpisanego w tréjkat réwnoboczny o boku 18.

b) Oblicz obwdd tréjkata réwnobocznego opisanego na okregu o dtugosci 107.

AN
AEN
Cwiczenie 3 v

Oblicz sume dlugosci okregu wpisanego w tréjkat réwnoboczny o obwodzie
rownym 36 cm i okregu opisanego na tym trojkacie.

Zwrdé uwage na okrag wpisany w trojkat rownoboczny
i okrag opisany na tym tréjkacie — maja one wspdlny
§rodek (punkt O na rysunku obok). Punkt ten dzieli wy-
sokos¢ tréjkata réwnobocznego w stosunku 2:1, gdy li-
czymy od wierzcholka.



Przyktad 1

Oblicz promien okregu wpisanego w troj-
kat prostokatny o przyprostokatnych diu-
gosci 51 12.

Obliczamy dlugosé przeciwprostokatnej:

c=+5%24122 = /169 = 13

Przy oznaczeniach jak na rysunku obok:

|AD|=5—r i |BD|=12—7r

Zatem (5 —r) + (12 —r) = 13.
Stad otrzymujemy r = 2.

Cwiczenie 4
Oblicz promien okregu wpisanego w tréjkat prostokatny, ktérego przyprosto-
katne maja dlugosci: a) 314, b) 71 24.

Cwiczenie 5
a) Na okregu o promieniu 4 cm opisano tréjkat prostokatny o jednej z przypro-
stokatnych diugosci 10 cm. Oblicz dlugosci pozostatych bokéw tego tréjkata.

a=12

\
\
\
\
Y
| ! \:D
VN
(& = ! =
\
\
\
\\T D
o B
VAR \
Va ~N
B r ~
b=5 cr 5-pr A

b) Na okregu o promieniu 2 cm opisano tréjkat prostokatny o przeciwprosto-
katnej dltugosci 10 cm. Oblicz dtugosci pozostalych bokow tego trojkata.

Ponizsze twierdzenie pokazuje, jaka zalezno$¢ taczy ze soba obwdd trdjkata,

jego pole oraz promien okregu wpisanego w ten tréojkat.

Twierdzenie

Pole trojkata jest rowne iloczynowi potowy
obwodu tego tréjkata i promienia okregu
wpisanego w ten trojkat.

pP= a+b+c

2 T

Uwaga. Jesli przez p oznaczymy polowe obwodu tréjkata: p = %(a—l—b—&—c), toP=p-r.

0] Cwiczenie 6
Uzasadnij podany wzér na pole tréjkata, korzystajac z powyzszego rysunku.

Cwiczenie 7

Oblicz pole trojkata o bokach 5, 5 i 6 opisanego na okregu dlugosci 3.

Cwiczenie 5
a) Z twierdzenia Pitagorasa mamy:
(x+4)%2+10% = (z +6)2
Stad x = 20. Zatem pozostale boki
maja dtugosci 24 cm i 26 cm.
T o
6
4 .
4 6

b)

Cwiczenie 4
a)c=5
3—r+4—-r=>5
r=1
b) c =25
7T—r—+24—1r=25
r=3
Cwiczenie 6

_ 1 1 1o
P =3ra+ 3rb+ 5rc=

= %r(a—i— b+c) = —a+3+8 T

Cwiczenie 7
__ 3
r=13

P =53346.8 =12

7 twierdzenia Pitagorasa mamy:
(z+2)2+ (2410 —z)? =102
2 —10z+24=0
r=4lubxz =6

Zatem pozostale boki maja dtugosci

6 cm i 8 cm.

10 — x

10 — x
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Przyktad 2
Oblicz promien okregu wpisanego w trojkat prostokatny o przyprostokatnych
dtugosci 911 12.

Oznaczmy a = 9 i b = 12. Obliczamy dlugos¢ przeciwprostokatne;j:
c=Va+b=92+122=/81+144=15

Obwod trojkata jest réwny a + b+ ¢ = 36,

Promien r okregu wpisanego
a pole P = &b = 2402 — 54 Przeksztalcamy | w tréjkat o bokach a, b, c

wzér na pole trojkata P = “+2E< . r odzie r | oraz polu P wyraza si¢ wzo-
jest promieniem okregu wpisanego w ten trdj- rem: 2P
kat: _ 2P _2:54 108 4 arilire
a+b+ec 36 36
Cwiczenie 8 Cwiczenie 8
¢ — przeciwprostokatna, Oblicz promien okregu wpisanego w trdjkat prostokatny o przyprostokatnych
_ 2P ;. . . . .
T= arbre dtugoéci: a) 12116, b) 1i1, c) 1024, d) 2i /5.
—90. 1 — 2.11216 4
a) c=20,r= 12416420 — ‘. . . . .- . . .
b) 3 Moéwimy, ze kolo jest wpisane w tréjkat, gdy wpisany jest w niego okrag
c= ) . .
edul 1 avs ograniczajacy to koto.
"= T2 T vz 2 i
1.10. Cwiczenie 9
c) c=26,r= Aot =4 » . . B
d) ¢ = Wysokos¢ opuszczona z wierzchotka kata prostego trojkata
. 2%2’\/5 o5 ABC dzieli jego przeciwprostokatna na odcinki o diugo- 2
T 24543 5+ 2 $ciach 91 16.
Cwiczenie 9 @ a) Uzasadnij, ze trojkaty ABC, ACD i CBD sg podobne.
= = D
a) JBAC = JCAD = YBCD b) Obli ot 1 ol kol wois (kat ABC
oraz JACB = JADC = ) 1cz promien 1 pole kota wpisanego w trojkat . -
= 94CDB = 90° c¢) Oblicz promien i pole kota wpisanego w tréjkat ACD
Zatem trojkaty ABC, ACD, oraz promien i pole kota wpisanego w tréjkat CBD. C A
CBD s3 podobne (cecha KKK).
b) A = ‘éi,, czyli |CA|=15  Zadania
©5 _ czyli |CB| = 20
16 \CBI .o ‘- . .
r=5 P=25m @ 1. a) Uzasadnij, ze pole tréjkata réwnobocznego o boku a wyraza sie¢ wzorem

¢) Z twierdzenia Pitagorasa dla P = 2ar, gdzie r jest promieniem okregu wpisanego w ten trojkat.

tréjkata AC'D otrzymujemy: b) Oblicz stosunek pola kota opisanego na tréjkacie réwnobocznym o bo-

|CD| =12 K la kol . -
Zatem dla trojkata ACD: u a do pola kota wpisanego w ten tréjkat.

7”1:3,P1:97l' . s ;s .
oraz dla tréjkata CBD: 2. a) Przeciwprostokatna tréjkata prostokatnego ma dlugosé 8, a jeden z ka-

ro =4, P, = 167 téw ostrych ma miare 30°. Oblicz promien okregu wpisanego w ten tréjkat.
b) W tréjkacie prostokatnym krétsza przyprostokatna ma diugosé 6, a je-
den z katéw ma miare 60°. Oblicz dlugosé okregu wpisanego w ten tréjkat.

Odpowiedzi do zadan

1. a) P=atete . p = 34y

b 2 = (2 = (o o) =2 =s
2. a) (\/5— 1)

b) 67(+/3 — 1)
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Uzasadnij, ze promien r okregu wpisanego w trojkat prostokatny o przy-
prostokatnych a, b oraz przeciwprostokatnej ¢ wyraza si¢ wzorem:
r=zi(a+b—rc)

Podstawa trojkata réwnoramiennego ma dlugos$é x, a jego ramie — dlu-
gos¢ y. Oblicz promien okregu wpisanego w ten trdjkat.
a) z =12,y =10 b) =10,y =13

a) Na okregu o promieniu 3 opisano tréjkat réwnoramienny o kacie miedzy
ramionami réwnym 120°. Oblicz dtugosci bokéw tego trojkata.

b) W tréjkat réwnoramienny o kacie przy podstawie réwnym 30° wpisano
okrag o promieniu 2. Oblicz pole tego tréjkata.

W tréjkat réwnoramienny o podstawie dtugosci 6 ¢m i wysokosci 4 ¢cm
wpisano kolo oraz w trojkat réwnoramienny o podstawie dlugosci 8 cm
i wysokosci 3 cm wpisano koto. Oblicz réznice pdl tych két.

W tréjkat rownoramienny o podstawie dlugosci 4 cm i ramieniu dlugosci
6 cm wpisano okrag. Oblicz promien tego okregu oraz odlegtosci srodka
okregu od wierzchotkow tego trojkata.

W tréjkat wpisano okrag o promieniu 4. Jeden z bokéw tego trdojkata
zostal podzielony przez punkt stycznosci okregu na odcinki o dlugosciach
4 i 44/3. Oblicz dlugosci pozostalych bokéw tego tréjkata.

Powtodrzenie

9.

10.

11.

12.

Pierscien kolowy ograniczony okregiem opisanym na tréjkacie rownobocz-
nym i okregiem w niego wpisanym ma pole réwne 167. Oblicz obwdd tego
tréjkata.

Oblicz promien okregu wpisanego w trjkat prostokatny, jesli:

a) jego przyprostokatne maja dlugosci 7 cm i 1 cm,

b) miara jednego z katéw ostrych wynosi 30°, a dlugos$é przyprostokatnej
lezacej naprzeciwko tego kata jest réwna 8 cm,

¢) $rodkowa poprowadzona z wierzchotka kata prostego ma dlugosé 5 cm,
a stosunek dlugosci przyprostokatnych wynosi 1:2.

W tréjkat réwnoramienny, ktérego podstawa ma dtugosé 12 cm, a pole jest
réwne 24 cm?, wpisano okrag. Oblicz obwdd trdjkata i dlugosé okregu.

W tréjkat réwnoramienny, ktérego obwéd jest réwny (12 + 6/3) cm, a kat
przy podstawie ma miare 30°, wpisano okrag. Oblicz dtugos¢ tego okregu.

B

\ 7
a—r
\ 6
= J

r\ 7 |7 SeaS

r b—r
c=a—-r+b—r
2r=a+b—c

10.

11.

12.

r=3%1(a+b—c)

. Niech h — wysokos¢ trdjkata.

a) h=1/102 — (1.12)° =38
P=3.12-8=48
"= ot = 3
b) h = /132 — (3 -10)% = 12

P=1.10-12=60
_ 2:60 10 __
"= {03313 — 3 — 9

. Promienie koét: r1 = % cm,
ro = % cm
Réznica pol: %W cm?
.= \/§ cm

|OA| = |OB| = V6 cm
|OC| = 3v2 cm

. TR? — 7r? = 167

=t (o) - (]

2

Ob = 4(3 + /13) cm
d=6(+/13 — 3)7 cm

6(2v/3 — 3)7 cm

a) c
AT
q?b
‘ 30°
D
l0C| = 2v3

|AC| = |BC| = 2(3 + 2V/3)

|DB| = (3+2v3)V3=3(v/3+2),
czyli |AB| = 6(v/3 + 2)

b) P =2./3+16

kwadratem, czyli JACB = 90°.

Czworokat CDEQO jest rombem, ktory ma kat prosty, wiec jest

(A4+4vV3)* + (4 +2)* = (z + 4V3)?
z=4(2+/3)

Pozostate boki tréjkata: 4+z = 4(v/3+3), 4V/3+z = 8(v/3+1)
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Problem mostow krolewieckich

W XVIII w. w Krélewcu, miescie nad Pregolg, bylo az siedem mostow.

Czy mozna byto przej$¢ kolejno przez wszystkie mosty tak, aby kazdy z nich
przekroczy¢ tylko raz i wroci¢ do miejsca, z ktorego sie wyruszyto?

Na to pytanie odpowiedzial w 1736 r. Leonhard Euler [czyt. leonard ojler],

a zaproponowane przez niego rozwigzanie zapoczatkowalo rozwdj teorii grafow.

(o] (o]

A ' D A D

B B
Uktad mostow w XVIII-wiecznym Krolewcu: jeden Uktad mostéw przedstawiony
most taczy dwie wyspy (oznaczone A i D), szes$¢ za pomoca grafu. Czesci miasta
mostéw taczy te wyspy z resztg miasta (litery B i C). oznaczone na mapie jako A, B,

C i D sa wierzchotkami, a mosty
— krawedziami grafu.

Stopniem wierzchotka grafu nazywamy liczbe krawedzi wychodzacych z tego wierzchotka.
W powyzszym grafie stopier wierzchotka A jest réwny 5, a stopnie wierzchotkéw B, C i D sa
rowne 3. Jest to przykitad grafu spéjnego, w ktorym miedzy dwoma dowolnymi wierzchotkami
wiedzie droga prowadzaca po jego krawedziach.

Euler wykazat, ze w spéjnym grafie ,spacer” po wszystkich krawedziach, zaczynajacy sie i koriczacy
w tym samym wierzchotku, wykorzystujacy kazda krawedz doktadnie jeden raz, jest mozliwy wtedy

i tylko wtedy, gdy kazdy z wierzchotkéw ma stopien parzysty. Taki graf nazywamy grafem
eulerowskim [czyt. ojlerowskim]. Graf z zadania nie jest grafem eulerowskim. Odpowiedz na pytanie
dotyczace spaceru po mostach w Krélewcu brzmi ,,nie”.

El Wyszukaj w dostepnych Zrédtach informacije o grafach.

A Znajdz informacje o grafie péteulerowskim [czyt. potojlerowskim].

Kaliningrad,
niegdys Krolewiec



5.7. Wielokaty foremne

Wielokatem foremnym nazywamy wielokat, ktéry ma wszystkie boki row-
ne oraz wszystkie katy réwne.

Cwiczenie 1
Narysuj czworokat oraz sze$ciokat niebedace wielokatami foremnymi, ktore
maja réwne wszystkie: a) boki, b) katy.

Cwiczenie 2

Ile osi symetrii ma przedstawiony wielokat foremny?

a) trojkat ¢) pieciokat e) siedmiokat g) dziewieciokat
b) kwadrat d) szesciokat f) o$miokat h) dziesieciokat

® OO0

Na kazdym wielokacie foremnym mozna opisaé¢ okrag. Jego érodek jest punk-
tem przeciecia symetralnych bokéw tego wielokata.

Moéwimy, ze koto jest opisane na wielokacie, gdy opisany jest na nim okrag
ograniczajacy to koto.

Przyktad 1
Na rysunku obok przedstawiono okrag o érodku O
opisany na pieciokacie foremnym. Oblicz miare kata
wewnetrznego tego pi@ciok@ta.
Kat o ma miare 3¢ = 72°. Zatem:

6= 5(180o —T72°) = b4°

czyli kat wewnetrzny ma miare rowng 2 - 54° = 108°.

/@\
\&

0] Cwiczenie 3

Uzasadnij, ze kat wewnetrzny n-kata foremnego ma miare réwna == - 180°.

Cwiczenie 3
Warto poleci¢ uczniom wykonanie odpowiedniego rysunku.
I sposéb
Suma miar katéw wewnetrznych n-kata jest réwna (n — 2) - 180°.
Zatem w n-kacie foremnym kat wewnetrzny ma miare:
(n—2)180°

, n
II spos6b
— 360°

B =180° — a = 180° — 260 — 180°:n=360° _ n=2, 1g¢p

n

Uczen:

— rozpoznaje wielokaty foremne
i podaje ich wtasnosci,

— oblicza miare kata
wewnetrznego wielokata
foremnego,

— wyznacza liczbe bokéw
wielokata foremnego, gdy
dana jest suma miar jego
katéw wewnetrznych,

— uzasadnia i stosuje zaleznosé
miedzy diugoscia boku
a promieniem okregu
opisanego na wielokacie
foremnym lub wpisanego
w wielokat foremny.

Cwiczenie 1
Czworokat niebedacy wieloka-
tem foremnym, ktéry ma:

a) réwne boki, to romb,

b) réwne katy, to prostokat.
Szesciokat niebedacy wielokatem
foremnym, ktéry ma:

a) réwne boki:

- ==

b) réwne katy (czyli o = 120°):

LZERC.

Q &

\@\ (a/

Cwiczenie 2
a)3 b)4d ¢)5 d)6
e) 7 £)8 g)9 h) 10

MultiteZa
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Cwiczenie 4

a) Py = 1503 — 25/3
R=a=10

[ =207

b) a =R =42

P=6. W22V _y3./3

Cwiczenie 5

a) a =9 cm
_ 9

r=s3 3 cm

P = —zi3ﬂ' cm?

b) r =6 cm
a =43 cm
2a:8\/§cm, av/3 =12 cm

Cwiczenie 6
n-kat foremny sktada sie z n tréj-
katow réwnoramiennych o pod-
stawie a i wysokosci r, zatem:

1

—n . Ligr=1
P =mn-3ar = snar

BN 228 5. Planimetria

Na rysunku obok przedstawiono okrag o $rodku O opi-

sany na sze$ciokacie foremnym o boku a. Zauwaz, ze

dtuzsze przekatne szesciokata dziela go na szesé przysta- R
jacych tréojkatéw réwnobocznych. Zatem promien okregu )
opisanego na sze$ciokacie foremnym ma dlugo$é réwna \ /

dtugosci boku szesciokata: R = a.

Cwiczenie 4
a) Oblicz dtugo$é okregu opisanego na szeéciokacie foremnym o polu 1504/3.

b) Oblicz pole szesciokata foremnego wpisanego w koto o polu 32.

W dowolny wielokat foremny mozna wpisaé okrag. Jego $rodek jest punktem

przeciecia dwusiecznych katow wielokata.

Moéwimy, ze koto jest wpisane w wielokat, gdy wpisany r \

jest w niego okrag ograniczajacy to koto.

Na rysunku obok przedstawiono okrag o érodku O wpi- ( )

sany w szesciokat foremny o boku a. Promien tego okre- ‘h

gu wyraza sie wzorem: o3 N A N
= 7

Cwiczenie 5

a) Oblicz pole kota wpisanego w szesciokat foremny o obwodzie 54 cm.

b) Oblicz dlugosci przekatnych szesciokata foremnego opisanego na okregu
o dtugosci 127 cm.

[0] Cwiczenie 6

Dany jest n-kat foremny o boku dlugosci a opisany na okregu o promieniu r.
Uzasadnij, ze pole tego wielokata jest réwne %n -a-r.

Zadania

1. Oblicz miare kata wewnetrznego:

a) o$miokata foremnego, b) dziesieciokata foremnego.

2. Tle bokéw ma wielokat foremny, ktérego suma miar katéw wewnetrznych
jest réwna: a) 720°, b) 900°, c) 1260°, d) 1440°, e) 1620°7

3. Wyznacz réznice miedzy polem kota opisanego na danym wielokacie oraz

polem kota wpisanego w ten wielokat.

a) kwadrat o boku a b) szesciokat foremny o boku a

Odpowiedzi do zadan
1. a) 135°
b) 144°
2.a)6 b)7 ¢)9 d) 10 e) 11
2
3.a) m(22) —m(5)" = Ln
2
b) ma® — w (“T‘/g) =T

N



4,

Dany jest szesciokat foremny o boku a i polu P. Promien okregu opisanego
na tym szesciokacie jest rowny R, a promien okregu w niego wpisanego jest
réwny 7. Przerysuj tabele do zeszytu i ja uzupelnij.

a R r P
4 cm 4 cm 2v/3 cm 244/3 cm?
6 cm 6 cm 3v/3 cm 544/3 cm?
% V12 cm %' 12 cm %1 108 cm 16 cm?
8v/3 cm 8v/3 cm 12 cm 288+/3 cm?

a) Podaj liczbe przekatnych szedciokata foremnego.

b) Uzasadnij, ze liczba przekatnych dowolnego n-kata jest réwna %nQ — %n

C
Przekatne o$miokgta foremnego poprowadzone D

z jednego wierzchotka podzielily ten o$miokat na
sze$é trojkatéw (rysunek obok). Wyznacz miary
katow tych trojkatdw.

Uzasadnij, ze pole oémiokata foremnego wpisanego F et
w okrag o promieniu 1 jest réwne 2v/2. a

Uzasadnij, ze promien okregu opisanego na os$miokacie foremnym o boku a

jest réwny Lav/4+2v/2.

Uzasadnij, ze promien okregu wpisanego w osmiokat foremny o boku a
a(1+v2)
R

jest réwny
Dany jest n-kat foremny o boku dtugosci 2 cm. Uzasadnij, ze réznica mie-
dzy polem kota opisanego na tym wielokacie i polem kota wpisanego w ten
wielokat jest réwna 7 cm?, niezaleznie od liczby bokéw wielokata.

Powtorzenie

11.

12.

10.

a) Pole szeSciokata foremnego jest réwne 12v/3 cm?. Oblicz réznice diugosci
okregu opisanego na tym szesciokacie i okregu wpisanego w ten szedciokat.
b) Promien okregu wpisanego w sze$ciokat foremny jest réwny 1 cm. Oblicz
obwdd i pole tego szesciokata.

Punkty A i B sa kolejnymi wierzchotkami n-kata foremnego. Styczna do
okregu opisanego na tym n-kacie poprowadzona w punkcie A tworzy z bo-
kiem AB kat o. Wyznacz ten kat, jesli: a) n =8, b) n =10, ¢) n = 12.

Niech r — promien okregu wpisanego  11. a) Niech a — dtugos$é boku szesciokata,

5.a)9

b) Z kazdego wierzchotka
n-kata wychodza n — 3 prze-
katne. Zatem liczba przekat-
nych jest réwna:

n(n-3) _ 1,2 3

7 g — zi

6. AABC i AAHG: 22,5°, 135°,

22,5°

AACD i AAGF: 22,5°,
112,5°, 45°

AADE i AAFE: 22,5°, 90°,
67,5°

7. O$miokat foremny wpisany

w okrag sklada sie z o$miu
trojkatow rownoramiennych
o ramieniu dtugosci r i ka-
cie miedzy ramionami 45°.
Zatem:
P=8-1.1% sin45° =22

8. Przyjmijmy oznaczenia jak

na rysunku.

R

R
a+a\/§

/]
D a
o2
(2R)? = a® + (a + aV/2)?
4R? = a*(4 + 2V2)
R’ = 1d*(4+2V2)

R=1aV4+2V2

a
o
o

2

S

a

l\)|

9. Przyjmijmy oznaczenia jak

na rysunku.

e

w n-kat foremny, R — promien okregu
opisanego na n-kacie foremnym.
Z twierdzenia Pitagorasa mamy:

R =+ (}-2)°
R*—r?=1

TR —mr =n(R*—r)=n-1=n7

7 — promien okregu wpisanego,
R — promien okregu opisanego.
6- 98 —12/3, czyli a = 2v/2 cm
2R — 2mr = 2ma — 27 - “T‘/g =
= 2(2v/2 — V6)7 [cm]
b) Niech a — dtugos$é boku szesciokata.

aV3 _ g _ 2V3
= =1, czylia = == cm

Ob =43 cm, P = 2+/3 c¢cm?

12. a) 22,5° b) 18° «¢) 15°

l\j|

AN

_%(I—F aﬂ:a(1+
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CerreE Konstrukcje wybranych wielokatéw foremnych

Po wykonaniu konstrukcji
warto przeprowadzi¢ dowod
poprawnosci konstrukeji,
aby wykazac, ze uzyskana
konstrukcja spetnia warunki
zadania.

Nie wszystkie n-katy foremne mozna skonstruowac, korzystajac tylko z cyrkla
i linijki. Carl F. Gauss udowodnit twierdzenie moéwigce, dla jakich liczb n jest
to mozliwe. Na przyktad dla n < 20 sa to: n € {3,4,5,6,8,10,12,15,16,17}.

1. = Konstruujemy dwie prosto-

padle $rednice AC i BD.
Punkty A, B, C'i D sg
wierzchotkami kwadratu.

= Konstruujemy dwusieczne
katéw wyznaczonych przez
srednice. Przecinaja one
okrag w czterech punktach,
ktoére razem z wierzchotkami
A, B, C, D tworza o$miokat
foremny.

. I spos6b

m Korzystamy z konstrukcji
pigciokata foremnego wpisa-
nego w okrag w celu otrzy-
mania kata 108°.

= Na prostej odktadamy odci-
nek AB — dany bok piecioka-
ta.

= Konstruujemy (przenosimy)
kat o mierze 108° taki, kté-
rego wierzchotkiem jest
punkt B, a jego ramie za-
wiera odcinek AB. Nastepnie
podobnie konstruujemy kat

o wierzchotku w punkcie A.
= Na otrzymanych ramionach
katéw odktadamy odcinki
dtugosci |AB| i otrzymujemy
wierzchotki C'i E.

= Rysujemy okrag o promie-
niu |AB]| i srodku w punk-
cie C oraz okrag o promieniu
|AB| i érodku w punkcie E.
Wierzchotek D jest jednym

z punktéw przeciecia tych
okregow.

BN 230 5. Planimetria

Konstrukcja szeSciokata i dwunastokata foremnego wpisanych w okrag
= Na okregu wybieramy dowolny punkt A
i zaczynajac od tego punktu, odmierzamy
tuki o promieniach réwnych promieniowi
okregu. Wyznaczone w ten sposéb punkty
A, B, C, D, Ei F sa wierzcholkami sze-
Sciokata foremnego.

= Konstruujemy symetralng odcinka AB.
Przecina ona okrag w punkcie A;. Odcinek
AA; jest bokiem dwunastokata foremnego
wpisanego w ten okrag.

= Nastepnie, zaczynajac od punktu A;, odmierzamy tuki okregéw o pro-
mieniu |AA;|. Punkty przeciecia tych tukéw z okregiem sa pozostalymi
wierzchotkami dwunastokata.

1. Skonstruuj kwadrat i oémiokat foremny wpisane w dany okrag.

Konstrukcja pieciokata foremnego wpisanego w okrag
= Rysujemy dwie prostopadte srednice AC' i BD.

= Wyznaczamy punkt M — srodek odcinka OC),
gdzie O jest $rodkiem okregu.

= Rysujemy tuk okregu o srodku M i pro- Py

mieniu |BM|. Luk ten przecina Srednice AC
w punkcie V. D

= Odcinek BN ma dlugosé boku szukanego
pieciokata — odktadamy go kolejno na okregu
i otrzymujemy pozostale wierzchotki piecio-
kata: Py, Py, P3 i Pj.

P

2. Powyzej opisano konstrukcje pieciokata foremnego wpisanego w dany
okrag. Opisz, jak za pomoca cyrkla i linijki skonstruowaé pieciokat fo-
remny, gdy dany jest bok tego pieciokata.

2. II sposéb
Niech a — dtugos¢ danego boku pieciokata.
= Rysujemy okrag o dowolnym promieniu r;.
m Zgodnie z konstrukcjg opisang w podreczniku konstruujemy pieciokat wpisany
w okrag o dowolnym promieniu r;. Diugo$é boku otrzymanego pieciokata ozna-
czamy przez ai.
m Niech r bedzie promieniem okregu, w ktéry mozna wpisaé¢ pieciokat o boku a.
Woéwezas = = ‘i—i Na podstawie twierdzenia Talesa konstruujemy odcinek o dtugo-
$ci 7.
m Rysujemy okrag o promieniu r i odkladamy na nim odcinek a — w ten sposéb
otrzymujemy szukany pieciokat.



5.8. Twierdzenie sinusow

Przypomnijmy, ze rozwiazaniem tréjkata nazywamy wyznaczenie dlugosci
jego trzech bokéw i miar jego trzech katéw. Jednym z twierdzen wykorzy-
stywanych do rozwiazywania trojkatéw jest ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie sinuséw

W dowolnym tréjkacie stosunki dhugosci bokéw do
sinusoéw przeciwlegtych katéow sa réwne srednicy
okregu opisanego na tym trojkacie:

2= 2 - —9R
sin v sin 8 siny
Dowéd. Udowodnimy, ze —— = 2R. (Réwnoéci —— = 2R oraz L =2R
sin~y sin sin 8
dowodzi si¢ analogicznie). Mozliwe sa trzy przypadki ze wzgledu na kat ~.

1° Kat « jest katem prostym (rysunek po prawej). B

Mamy ¢ = 2R oraz siny = 1, stad =*= = 2R.

sin~y

2° Kat v jest katem ostrym (rysunek po
B lewej).
‘\ D Prowadzimy $rednice AD i rozwazamy

tréjkat ABD. Kat ABD jest katem A——C
c .
AA prostym, zatem SR = Sy
A ¢ Katy 71 ¢ sa oparte na tym samym tuku, czyli sa réwne,
' wige 5% = sinvy. Stad otrzymujemy:
< =2R
sin~y

3° Kat v jest katem rozwartym (rysunek ponizej).
Prowadzimy érednice AD i rozwazamy tréjkat ABD.
Kat ABD jest katem prostym, zatem:

¢ —2R

sin ¢

Suma katéw v i ¢ jest rowna 180°, stad:

siny = sin(180° — ¢) = sin ¢

. ’ s, C
Zatem zachodzi réwnos¢ —— = 2R.
siny

A ——7C

Uwaga. Jezeli nie zostanie powiedziane, ze jest inaczej, bedziemy przyjmowad, ze boki
tréjkata: a, b, ¢ leza odpowiednio naprzeciw katéow: «a, 3, .

Uczen:

— stosuje twierdzenie sinusow
do rozwiazywania trojkatow,

— stosuje twierdzenie sinuséw
do rozwiazywania zadan
osadzonych w kontekscie
praktycznym,

— przeprowadza dowdd twier-
dzenia sinuséw.
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Cwiczenie 1

a) vy =75 a~4,39, b~ 538
b) v = 45°, a = 4v/2, b ~ 10,93
c) B=90°, a =~ 6,43, c = 7,66
d) o =76° b~ 4,81, c~ 2,96

BN 232 5. Planimetria

Jesli dane sa dwa katy i bok trdjkata, to do jego rozwiazania mozemy skorzy-
stac z twierdzenia sinusow. Tam, gdzie jest to potrzebne, odpowiednie wartosci
mozna odczytaé z tablic wartosci funkeji trygonometrycznych (str. 295).

Przyktad 1
Rozwiaz tréjkat ABC' (rysunek obok), w ktérym dane C
sa katy a = 50° i 8 = 67° oraz bok ¢ = 4.
Obliczamy miare kata : b a
~ =180° — (50° + 67°) = 180° — 117° = 63°.
Dtlugosci bokéw a i b obliczamy, korzystajac z twier- 50° 67°
dzenia sinuséw: A 4 B
.a _ .L’ satem a — c-.sinoa _ 4§in50O ~ 3744,
sin a sin y siny sin 63°
b o _c , zatem b= c.sinf _ 4sin67 ~ 4,13.
sin 8 sin vy sin -~y sin 63°

Cwiczenie 1

Rozwiaz tréjkat o danych katach i boku.
a) a=45°, 3=60°,c=06 c) a=40° v=50°b=10
b) a =30°, 3 =105° ¢ =38 d) 5=69,7=35°a=5

Twierdzenie sinuséw pozwala réwniez rozwiazac tréjkat, gdy dane sa dwa boki
i kat lezacy naprzeciw jednego z tych bokéw.

Przyktad 2 %
Rozwiaz tréjkat ABC' (rysunek obok), w kto- 4 5
rym dane sa dlugosci bokéw a = 51ib =4 30° B
oraz kat a = 30°. A c B
Na podstawie twierdzenia sinusow:
a b
sinoe  sinf3
. _ bsina _ 4sin30° _
sin g = Pt 5 =04
Z tablic odczytujemy, ze 3 ~ 24°, sin 8 = 0,4 réwniez dla f ~ 156°, ale te moz-

liwosé odrzucamy, gdyz 156° + 30° > 180°.

zatem v ~ 180° — (30° + 24°) = 126°.

, s’ . a
7, robwnosci —— = —
Sin o Sin

obliczamy dtugosé boku c:

i 5sin126° __ 5-0,81 , ; ,
="t a2t N o5 =81 sinl26° =sin(180° — 54°) = sin54° = 0,81




[ Gwiczenie 2
Rozwiaz trojkat o danych bokach i kacie.
a) a=7,b=6,a=2380° c) b=9,c=10,vy=45°
b) a=3,b=6, a =30° d)b=5,c=4, =060°

[D] Przyktad 3
Uzasadnij, ze nie istnieje trojkat o bokach a = 3, b = 9 i kacie a = 30°.

Zalézmy, ze taki tréjkat istnieje. Wowcezas na podstawie twierdzenia sinusow
prawdziwa jest réwnoécé: 3 9

sin30° ~ sin g

Stad otrzymujemy:

sin30° _ 3 > 1
3 2
7 otrzymanej sprzecznosci wynika, ze taki trojkat nie istnieje.

sinf=9-

[] Cwiczenie 3
Uzasadnij, ze nie istnieje trojkat spelniajacy podane warunki.
a) a=3,b=2,5=60° b)a=2b=4, a =45°

Przyktad 4
Rozwiaz tréjkat o bokach a =51 b = 8 oraz kacie o = 30°.

Wyznaczamy miare kata 3:

L .b Korzystamy z twierdzenia sinuséw.
sin « sin 3
. bsin o 8sin 30°
sin 8 = = =0,8
a 5

Z tablic odczytujemy, ze sin § = 0,8 dla kata ostrego [3; ~ 53°. Zauwazmy, ze
sin 8 = 0,8 rowniez dla kata B, = 180° — §; =~ 127°. Kat (3, spelnia warunki
zadania, gdyz 127° + 30° < 180°.

Zatem warunki zadania spelniajg dwa trojkaty:

« trojkat o katach: o = 30°, §; = 53°, e trojkat o katach: a = 30°, B, ~ 127°,
v &~ 180° — (30° 4+ 53°) = 97° Yo &2 180° — (30° 4 127°) = 23°

7 réwnania —— = =%— obliczamy: 7 réwnania —2— = —%— obliczamy:
sSin y1 Sin o« S y2 Sin o«
a sin asin
=221 x99 o =22002 139
Sin o S«
Cwiczenie 3
a) o = 2 czylisina = 34—‘/5 =y/% > 1, zatem taki tréjkat nie istnieje.

b) =2 = =2 czyli sin 8 = v/2 > 1, zatem taki trjkat nie istnieje.

sin45° sinf3’

Cwiczenie 2

a) B 57,5, 7 A 42,5°, c~ 4,8
b) 3 =190°, v = 60°, c = 3/3
¢) B~ 39,5, a~ 955,

a ~ 14,08

d) y~44°, a = 76°, a = 5,6
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Cwiczenie 4

a) f1 =~ 56,5°, B2 =~ 123,5°,

N1 R 93,5, v2 & 26,5°,

Ccl =~ 6, C2 = 2,7

b) B = 62°, B2 =~ 118°, 11 = 73°,
vo = 17°, c1 =~ 10,8, ca ~ 3,3

Rozpatrzmy dwa odcinki a i b oraz kat ostry «, z ktérych chcemy zbudowadé
taki trojkat, ze kat a bedzie lezal naprzeciwko boku a. Moze wowczas
zachodzi¢ jedna z ponizszych sytuacji:

. ) . b,/ 1 b/ N
c) Bi & 74°, B2 ~ 106°, y1 ~ 46°, @ :h\a :h N
No 2 14°, e1 & 7,5, ca & 2,5 FST N
® ® - = A W Q A Z
d) a~21° v~ 114°, c = 2,6 . . o
a < bsin « a = bsina bsina <a<b a>b
Taki trojkat Trojkat jest Istnieja dwa Istnieje jeden
nie istnieje. prostokatny. takie trojkaty. taki tréjkat.

] Cwiczenie 4
Rozwiaz tréjkat o danych bokach i kacie.
a) a=3,b=5,a=30° c) a=9,b=10, a =60°
b) a =8, b=10, a = 45° d)a=1,b=2, § =45°

Odpowiedzi do zadan
1. a) 3 =75, v=45°

b) B =45°, v = 15°
2. a) 192 b)6v2

¢) I sposéb Zadania
a=p0=15°
v = 180° — 20 = 150° 1. Oblicz miary pozostalych katéw tréjkata ABC.
R=gf—=prten = a) |AB| = /6, |BC| =3, 4BAC = 60°
— b) |AC| = 3v/6, |BC| =9, $BAC = 120°
LlEeecl C 2. a) Bok tréjkata polozony naprzeciw kata o mierze 120° ma dlugosé 10.

& Oblicz promient okregu opisanego na tym trdjkacie.

b) Kat rozwarty tréjkata wpisanego w okrag o promieniu 6 ma miare 135°.
Oblicz dhugosé boku trojkata potozonego naprzeciw tego kata.

¢) Kat przy podstawie tréjkata réwnoramiennego ma miare 15°. Uzasad-
nij, ze promien okregu opisanego na tym trojkacie jest rowny dlugosci
podstawy tréjkata.

%

Kat rozwarty AOB jest ka-
tem Srodkowym opartym na
tym samym tuku co kat wpi-

Rozwiaz tréjkat o danych bokach i kacie.
a) a=4,b=06, a =30° c) b=11,c=12, § =60°
b) a=9,b=10, « =45° d) a =10, ¢ =20, v = 150°

sany ACB = 150°, czyli kat
rozwarty AOB = 300°, stad
kat ostry AOB = 60°, czyli
tréjkat AOB jest réwnobocz-
ny, zatem |AB| = R.

BN 234 5. Planimetria

Oblicz promien okregu opisanego na trojkacie ABC, jedli:

a) a =4, a =135°, d) a="7, a=120°,

b) a=7, 3 =107, v = 43°, e) a=3, 8=30° a=4y,
¢) b=10, g =135°, f) e=11, a = g =45°.

.a) cAT,85, B 48,5, v~ 101,5°

lub ¢ ~ 2,48, B ~ 131,5°, v ~ 18,5°
b) ¢ =~ 12,63, 8 ~ 52°, v ~ 83°

lub ¢~ 1,55, B~ 128°, y = 7°

c) a~ 959, arx49°, v~ T71°

lub a &~ 2,42, a =~ 11°, v &~ 109°

d) b~ 10,7, a = 14,5°, B =~ 15,5°

.a) 2v/2 b) 7 c) 5v2

d) 22 e) V3 f) 55



[b]10.

W momencie, gdy promienie stoneczne tworza z po-
wierzchnia ziemi kat 30°, cien drzewa jest o 12 m
dtuzszy niz wtedy, gdy tworza one kat 40°.
Oblicz wysoko$é¢ drzewa.

Rozwiaz tréjkat ABC, jedli:
a) b=10, a = 30°, 8 = 75°,
b) b=6, a =45, v = 75°,
c) a=12,b=16, a = 30°,

d)b=6,c=5, 8=20°

e) a=5¢=7,v=110°

f) a=6,c=3, v=40°.

Dane sa katy « i § tréjkata wpisanego w okrag o promieniu 6 cm. Oblicz
obwdd trojkata, jesli:

a) a =45°, B=60°, b)a=30°, 8= 135"

Pétprosta CP jest dwusieczna kata v w tréj-
kacie ABC (rysunek obok). Korzystajac
z twierdzenia sinuséw, udowodnij réwnos¢:

zT_¥
a b C b A
Dany jest tréjkat o bokach a, b, ¢ oraz katach «, 3, v. Wyprowadz wzor:
a b ¢
sina  sinB  sinvy

korzystajac z tego, ze pole dowolnego trdjkata wyraza kazda z réwnosci:

P= %acsinﬁ7 P = Ybecsina

— 1l.bg
P = ;absinv, =3

Uzasadnij, korzystajac z twierdzenia sinuséow, ze
pole dowolnego tréjkata o bokach a, b, ¢ wyraza

C a
sie za pomoca wzoru:
p = abe ONE
" 4R
gdzie R jest promieniem okregu opisanego na tym b

tréjkacie.

Powtorzenie

1.

12.

12.

Rozwiaz tréojkat ABC, jesli:
a) f=120°,b=6, c =23,
b) B=120°, b =43, c = 4V/2,

c) a=30° 3=60° a=12,
d) a=30°a=5V3,b="1.

Oblicz dlugosé okregu opisanego na tréjkacie ABC, jesli:
a) B=150° b=4, b) a=08="75, c=6.
a) a=2V3, a=v=30°
b) a = 2,07, a = 15°, v = 45°
c) b=12V3, c =24, v = 90°
d) cr 14, B =~ 24°, v =~ 126°
a) 87 b) 127

6.

10.

okoto 22,2 m

a) a~ 5,18, ¢ =10, v =75°
b) a ~ 4,9, cx~ 6,7, 8 = 60°
c) c~ 2283, 3~ 42°,

v =~ 108° lub ¢ =~ 4,99,

B 138, v~ 12°

d) a = 10,35, o ~ 143,5°,

N A 16,5°

e) bx 35 ax42°, [~ 28°
f) Taki tréjkat nie istnieje.

. Informacja do zadania:

sin15° = Y82V2,
. o __ NG
sin 75° = @
a) 3(3v2+2V3+V6) ~
~ 30,47 [cm]
b) 3(24+v2+V6) ~ 17,59 [cm]

. Niech ¢BPC = a,

JAPC = 180° — .

P
. S1n

2 =2 cgyli —=2 =2
sin o« sin 7 sin o« a

b _ Y :
SI(180°—a)  sin 3’ czyli
sin% _y
sina ~ b
Zatem £ = ¥,

a b

1oge 1
. zabsiny = 5acsin 3

bsin~y = csin g,
czyli =& = <

sin@ ~ sinvy

1 5 _ 1 5
sacsin B = gbcsin o

asin § = bsin «,

s _a __ _b
Cth sina ~ sing
a b _ C

Zatem sina ~ sinfB ~ sinvy
< =2R
sin
3 —_ C
sy = 3R

= Llab - i —1lab. & =
P=3ab-siny= zab: 55 =

_ abe

~ 4R
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Uczen:

— stosuje twierdzenie cosinusow
do rozwiazywania trojkatow,

5.9. Twierdzenie cosinuséw (1)

— przeprowadza dowdd twier- Twierdzenie cosinuséw

dzenia cosinuséw.

Dla dowolnego tréjkata (oznaczenia jak na rysunku) prawdziwe B
sg nastepujace zaleznosci:

a® = b+ c? — 2bccos o
b? = a®+ c? — 2accos B

2 =a?2+b* — 2abcosy

Dowéd. Udowodnimy zalezno$é ¢ = a® + b* — 2abcos~y. (Pozostale dwie za-

leznosci dowodzi si¢ analogicznie). Mozliwe sa trzy przypadki ze wzgledu na
kat v. Rozpatrzmy dwa z nich (przypadek trzeci — patrz éwiczenie 1.).

1° Kat ~v jest katem prostym, czyli tréjkat ABC jest prostokatny.

20

[0] Cwiczenie 1
Udowodnij, ze ¢ = a? +b? — 2abcosy w przypadku,
gdy v > 90° (rysunek obok).
Wskazéwka. Zauwaz, ze |CD| = a cos(180° —+), a nastep-

nie wyznacz h?, korzystajac z twierdzenia Pitagorasa dla
trojkata BC'D oraz dla tréjkata BAD.

Wéwezas cosy = 0 i réwnoéé przybiera postaé ¢ = a® + b> — jest ona
prawdziwa na podstawie twierdzenia Pitagorasa.

Kat v jest katem ostrym (rysunek ponizej).
Dowdéd przeprowadzimy przy zalozeniu, ze < BAC jest ostry.
7 wierzchotka B opuszczamy wysoko$¢ h. Punkt D dzieli
bok AC na dwa odcinki o dtugosciach:

|DC| = acosy, |AD|=0b—acosy ¢
Stosujemy twierdzenie Pitagorasa dla tréjkatéow
CBD oraz ABD i otrzymujemy odpowiednio:

2 _ .2 2
h*=a (acosw) b— acosy acosy
oraz:
h? =c*— (b—acosvy)?
Zatem:
2 —(b—acosy)? =a’® — (acosv)?
c? — b* + 2abcosy — a® cos’ v = a® — a® cos? v

i ostatecznie ¢? = a? + b? — 2abcos .

Cwiczenie 1

|CD| = acos(180° — ) = —acos~y
h? =a® — |CD|?* = a®> — a®cos® v
2 =h?+ (b+|CDJ|)?

C2

=a®> —a*cos’y + (b—acosy)?

c? = a® — a® cos® vy + b2 — 2abcosy + a® cos” v

MUltlt(.’/éa c? =a® +b*> — 2abcosy

® Twierdzenie cosinuséw
dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 5.9
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] Cwiczenie 2
Uzasadnij, ze z twierdzenia cosinuséw wynika twierdzenie odwrotne do twier-
dzenia Pitagorasa.

Przykfad 1
Rozwigz tréjkat o bokach a = 2v/3 i b = 6 oraz kacie v = 30°.
Aby obliczy¢ dlugosé boku ¢, korzystamy z twierdzenia cosinuséw:
c? =a* +b* — 2abcosy
@ =(2V3)2 46 —2-2v3-6-cos30° = 12 + 36 — 24/3 - ? =12 ¢

Stad ¢ = V12 = 2V/3. o <

Zatem jest to trdjkat réwnoramienny o katach: a
a=30°, 3= 120°, v = 30°. _a\ (B
A c B

Cwiczenie 3

Oblicz dtugosé trzeciego boku tréjkata ABC, jesli:

a) a=>5,b="7 v=60°, c) a=3,c=2V2, (=45,
b) a=5b=7,~ =150 d) b=3, c=2V2, a =135

Twierdzenie cosinuséw pozwala réwniez wyznaczy¢ katy trojkata, gdy dane
sa dlugosci wszystkich jego bokdw.

Przyktad 2
Wyznacz miary katéw tréjkata o bokach: a = 6, b = 3v/2, ¢ = 3v/10.

Wyznaczamy miare kata v:
c? =a® +b*> — 2abcosy

Korzystamy z twierdzenia
(I()SillllS(’)V\'.
24b2-c2 _ 36+18-90 36 1 2
cosy =2 A0 et 364 = = —— V2
2ab 36v2
Zatem vy = 135°.
Wyznaczamy miare kata a:

a®> =b* 4 ¢ — 2bccosa

Stad:

T 36v2 0 V2 2

Korzystamy z twierdzenia
cosinusow.

Stad:
_ b24c?-a® _ 18490-36 _ 72 _ 2 _ 25 _
cosa = T = 5% —HwAE- T s ~ 0,8944

Q

Z tablic (str. 295) odczytujemy: a = 26°30'.
Wyznaczamy miare kata 3:
8 =180° — (o + ) ~ 18°30/

Cwiczenie 2

Twierdzenie odwrotne do twierdzenia Pitagorasa: Jezeli w tréjkacie suma kwadratéw
dtugosci dwoch krétszych bokéw jest réwna kwadratowi dhugosci najdiuzszego boku,
to trojkat ten jest prostokatny.

Zat6zmy, ze w trojkacie zachodzi nastepujaca zaleznosé:

c? = a® + b2, gdzie ¢ jest najdtuzszym bokiem.

7Z twierdzenia cosinuséw mamy: c? = a2 + b?> — 2abcos~, stad 2abcosy = 0,

zatem cosy = 0, czyli v = 90°, co oznacza, ze trojkat jest prostokatny.

Cwiczenie 3

a) 2 =5%4+72-2.5-Tcos60° =
=39

c=+/39

b) ¢ =524+ 7% —2.5-7cos 150°

cos 150° = — cos 30° = —@

2 =74+ 35V3

c=+T4+35V3

c) b? = 3% + (2v2)* +

—2-3-2v/2cos45° =5

b=+5

d) a® = 3% + (2v2)* +

—2-3-2v/2cos135°

cos 135° = cos(180° — 45°) =

= —cos45° = —@
a® =29
a=+29
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Odpowiedzi do zadan
1. a) V7

b) V13

c),d)2\/_
) di1 = 2V/7, d2 = 2/19
) di = 2v/2, da = 2+/10
) di=+v19,d2 =7
)d1_2\/_d2_2\/_
3. a) a=30°, 8 =290°, vy =60°
b)a_30,5_45 v = 105°
)

N
Ao oW

4. a) cosa = = Cosﬂ: E
o~ 29°, ﬂ 46,5°,
v A 104,5°

b) cosa = 14, cosfp =14

1
am22°, B~ 38,
v =~ 120°
5. a) Niech z, 3z — dtugosci
bokow tréjkata.
72 = 2% + (32)%+
—2-x-3x - cos60°
0% = \/7, i = 3\/7
b) Niech z, 4z — dtugosci
bokow tréjkata.
212 = 2% + (42)*+
—2-z-4x - cos 120°

=21, 4z = 421

6.a)cos7—sin7—@ P=2:
b) co! 7—31‘0F,sm7 @,
P

7. a) 60° b) 135°

8. a cos'y——
=6>+10>-2-6-10-2
c=38
b)coswz—%
@ =6>+10"-2-6-10-(—2)
c:4\/ﬁ
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Cwiczenie 4
Wyznacz miary katow trojkata o podanych bokach.

a)a=1, b=1 c=v2+3 b)a=+v2, b=2, c=1++3

Zadania

1. Oblicz dtugosé trzeciego boku tréjkata ABC.
a) a=4,b=+/3,v=30° c) a=2,b=6,v=120°
b) b=5, c =32, a = 45° d) a =23, c=4, 3=150°
2. Dane sg dlugoéci a, b dwoch sgsiednich bokéw réwnolegtoboku oraz kat

zawarty miedzy tymi bokami. Oblicz dtugosci przekatnych tego réwnole-
gtoboku.

a)a:2ab:4\/§>7:300 C)a:57b:377:600
b) a=4,b=2v2,v=45° d) a=6,b=28,v=120°

3. Wyznacz miary katéw trdjkata o podanych bokach.

a)a:2\/§,b:4\/§,c:6 b) a=+v6,b=2V3,c=3+3

4. Wyznacz miary katéow tréjkata o podanych bokach.

a)a=2,b=3,¢c=4 b)a=3,b=5¢=7

5. a) Jeden z bokdéw trdjkata jest trzykrotnie diuzszy od drugiego boku, a kat
miedzy nimi zawarty jest rowny 60°. Oblicz dtugosci tych bokow, jesli trzeci
bok tego trojkata ma diugosé 7.

b) Jeden z bokéw trdjkata jest czterokrotnie diuzszy od drugiego boku,
a kat miedzy nimi zawarty jest réwny 120°. Oblicz dlugosci tych bokdw,
jesli trzeci bok tego trojkata ma dlugosé 21.

6. Oblicz cos~y, sin~y i pole tréjkata ABC.

a) a=3,b=+v2,¢c=5 b)a=2b=+5c=3

Powtorzenie

7. Oblicz miare kata (8 trojkata ABC.
a) a=5b=+19 ¢c=3 b) a=+?2,b=+10,c=2
8. W tréjkacie ABC dane sa dlugosci dwoch jego bokéw a = 6 1 b = 10.

Oblicz dtugosé boku ¢, jedli wiadomo, ze siny = % oraz kat v jest:

a) ostry, b) rozwarty.
Cwiczenie 4
24622 1+1-2-V3 3 o o
a) copy = Ltbioc® _ 14138 _ _ VB o\ — 150°, a=f=15
b) cos = LtPoa® _ 44142v843-3 _ 8 g8 — 224’8 _ 24442V54 _ V3

2bc - 2:2(1+V3) - 2
a=30°, 8 =45°, v = 105°

2ac - 2\/5(1+\/§) 2



5.10. Twierdzenie cosinusow (2)

Aby rozwiazaé tréjkat, gdy mamy dane dlugosci jego dwdch bokéw i miare
kata potozonego naprzeciwko jednego z nich, mozemy skorzystac¢ z twierdzenia
sinuséw lub postapi¢ tak, jak w przykladzie ponizej.

Przyktad 1
W tréjkacie ABC' (rysunek obok) dane sa |[AC| = 4 ¢
i |BC| =5 oraz ¢ BAC = 60°. Oblicz dlugosé
boku AB.

Korzystamy ze wzoru a? = b2 + ¢? — 2bc cos a:
25=16+c*—2-4-c-cos60°
Otrzymujemy réownanie kwadratowe:
2—4c—-9=0
A=16+36=52, VA=2/13

Stad:
4-2\/13
2

c= 4+22“ﬁ — 24 V13

Zatem bok AB ma dlugo$é réwng 2 + v/13.

=2 — /13 < 0 (sprzecznoié)
lub

Zauwaz, ze réwnanie a? = b? + ¢ — 2bc cos «, gdzie nieznany jest bok ¢, moze
mie¢ dwa rozwiazania, jedno rozwigzanie lub nie mie¢ rozwiazan.

Cwiczenie 1

Oblicz dtugosé trzeciego boku tréjkata ABC, jesli:
a) |AC| =8, |BC| =7, <BAC = 60°,

b) |AC| =5, |AB| =8, SABC = 45°.

[ Cwiczenie 2
W tréjkacie ABC dane sa dtugosci bokéw |AC| = 2v/6 i |[BC| = 2/3 oraz
miara kata BAC réwna 30°. Rozwiaz ten tréjkat.

[ Cwiczenie 3

Rozwiaz tréjkat ABC, jesli:

a) b=6, c=6v2, 3 =45,

b) a =4, b=2+2V3, v =30°

c) a=3++3,b=3V2, 3=060°
d) a=2V7,c=2, a=120°

Cwiczenie 3
c) (3v2)? = (3+3)2+* —2(3+V3) - c-cos60°
A —(3+V3)c+6(+v/3-1)=0

A =9(4 —2/3)
c1=3—/3,c0=2V3
CoOsS (1 = —‘/62‘@, COS (v = @

@i = 1050, Qg = 750, Y1 = 150, Y2 = 45°
d) (2v7)? =b% +2% —2b-2- cos 120°
b? +2b—24 =0, czyli b= 4

cosff =2

V7
B=41° v =19°

Uczen:

— wskazuje najmniejszy
(najwiekszy) kat w tréjkacie,
gdy dane sa dlugosci bokow
trojkata,

— bada, czy tréjkat jest
ostrokatny, prostokatny,
rozwartokatny,

— stosuje twierdzenie cosinusow
do rozwiazywania zadan
osadzonych w kontekscie
praktycznym.

Cwiczenie 1

a) 72 =82+ |AB]* +
—2-8-|AB| - cos 60°

|AB|* — 8|AB| +15 =0
|AB| =3 1ub |[AB| =5

b) 5° = 8% + |BC|*+
—2-.8-|BC| - cos 45°

|BC|?> — 8v2|BC|+39 =0
A<O0

Taki tréjkat nie istnieje.

Cwiczenie 2
c=3v2-v6,3=135°,y=15°
lub ¢ = 3v2 + V6, B = 45°,

v =105°

Cwiczenie 3

a) 62 = a® + (6v/2)* +

—2a - 6v/2 - cos 45°
a=6,a=45",v=90°

b) ¢ =47 + (2+2v3)* +
—2-4-(242v/3)cos30° =8
Cl= 2\/5

a® = b% + ¢ — 2bccos a, czyli

_ b2+c27a2
COos @ = T a—
_ (4+8VB+12)48-16 __
COS ¢ = —4\/5(2+2\/§) =
_ 2
- 2

Zatem o = 45°, 3 = 105°.

MultiteZa
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Twierdzenie

W tréjkacie naprzeciwko wiekszego kata lezy dtuzszy bok.

Dowédd

Niech « bedzie katem ostrym. Mozliwe sa trzy przypadki ze wzgledu na kat S3.

1° Kat 8 jest katem ostrym (rysunek obok). Zalézmy, ze
a < f3, wowezas sina < sin 3, czyli 324 < 1. Na podsta-
wie twierdzenia sinuséw:

a _ b _ 3 sina
sina  sing’ zatem a =b sin 3 b a b
2° Kat [ jest katem prostym. Wowczas (3 jest najwiekszym katem trojkata,
a przeciwprostokatna jest jego najdtuzszym bokiem. C, o

3° Kat [ jest katem rozwartym (rysunek obok). Rozwazmy
tréjkat prostokatny ABC, taki, ze |BC}| = |BC|. Wéw-
czas a < |ACY| oraz z twierdzenia cosinuséw wynika,
ze |AC,| < b (gdyz cos 3 < 0). Zatem a < b.

Cwiczenie 4

a) Oblicz dlugos¢ najdtuzszego boku tréjkata, ktérego dwa krétsze boki maja
dtugoéci 2 em i 2v/3 cm, a jeden z katéw ma miare 150°.

b) Suma miar dwéch katéw tréjkata ostrokatnego jest réwna 135°, a jego dwa
dtuzsze boki maja dtugosci 3v/2 cm i (3 4 v/3) cm. Oblicz dlugoéé trzeciego,
najkrotszego boku tego tréjkata.

@ Przyktad 2
Dany jest trojkat o bokach 2, 3 i 4. Kat o jest najmniejszym katem tego
tréjkata, a kat 8 — najwieckszym. Wykaz, ze dla katéw tego tréjkata zachodza
zaleznosci: sin § = 2sin « oraz cos § = —% cos Q.

Kat « lezy naprzeciwko najkrétszego boku tréjkata, a kat S — naprzeciwko

najdtuzszego. Na podstawie twierdzenia sinusow:
2 4

. . sina ~ sing
zatem sin f = 2sin a.

Korzystamy z twierdzenia cosinuséw:
4243222 21 7

COSA="—="T3 ~“ 2 3
3242242 3 1
cosf=""F 55 =" ="1
Zatem cos 3 = —% cos Q..
Cwiczenie 4
a) ¢ =224+ (2v3)% — 2-2-2v/3cos 150° = 28
¢=2v7 cm

b) a + B = 135°, a, B — katy ostre, wigc o > 45° 1 B > 45°
2 =8v2)?2+(B+v3)2—2-(3v2) - (3+3)cos45° =12
c=2V3cm
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[0] Cwiczenie 5
Dany jest trojkat o bokach 4, 5 i 6. Wykaz, ze sin § = 2sinacos«, gdzie a
jest najmniejszym katem tego trdojkata, a 8 — najwiekszym.

[D] Przyktad 3
a) Wykaz, ze tréjkat o bokach dlugoscia = 4, b = 6 i ¢ = 9 jest rozwartokatny.

Bok c¢ jest najdluzszym bokiem tréjkata, zatem kat v jest jego najwigkszym
katem. Obliczamy cos~y, korzystajac z twierdzenia cosinusow:
a?4b2—c? _ 42462-92 29
2ab 2-4-6 48
OtrzymaliSmy cosy < 0, wiec v € (90°;180°). Oznacza to, ze tréjkat jest

cosy =

rozwartokatny.
b) Wykaz, ze trojkat o bokach dlugoscia =9, b =71 ¢ = 6 jest ostrokatny.

Bok a jest najdtuzszym bokiem trdjkata, zatem kat o jest jego najwigkszym
katem. Obliczamy cos «, korzystajac z twierdzenia cosinusow:
b2 4c?—a? | 7T246%2-92 4 1
oS = e T 276 84 21

OtrzymaliSmy cosa > 0, wiec a € (0°;90°). Najwiekszy kat tréjkata jest

katem ostrym, co oznacza, ze trojkat jest ostrokatny.

Cwiczenie 6
Oblicz cosinus kata lezacego naprzeciw najdtuzszego boku tréjkata o bokach
a, b, c. Czy trdjkat ten jest ostrokatny, prostokatny, czy rozwartokatny?

a) a=8b=7,¢=5 c) a=10,b=11,c=4
b) a=25,b=7,¢c=24 d) a=6,b=20,c=21

Zadania

1. Oblicz cosinus najwiekszego kata tréjkata o bokach a, b, c. Czy $rodek
okregu opisanego na tym tréjkacie lezy wewnatrz tréjkata?
a)a=6,b=7c=38 c)a=2,b=2v2,c=1
b)a=9,b=6,c=4 d)a=4,b=2V3,c=2

2. Boki trojkata maja dtugosci 5, 6 1 7. Oblicz:
a) cosinus kata lezacego naprzeciwko najdiuzszego boku,
b) dlugosé srodkowej poprowadzonej do boku o dtugosci 6,
¢) promien okregu opisanego na tym tréjkacie i promien okregu wpisanego

w ten trojkat.

Odpowiedzi do zadan

1. Srodek okregu opisanego na tréjkacie lezy wewnatrz trojkata, gdy tréjkat ten jest
ostrokatny, czyli gdy cosinus najwiekszego kata jest dodatni.
a) cosy = 1, tak

Cwiczenie 5
7 twierdzenia sinuséw:
4 6

sina ~ sing

7 twierdzenia cosinusow:
_ 52462-42 _ 3

cosa = 5= = ¢

Zatem sin 8 = 3 sina =

=2- %sina: 2 cos asin a.

Cwiczenie 6
a) cosa = %, ostrokatny

b) cos a = 0, prostokatny

¢) cos B = — 4, rozwartokatny

d) cosy = — %, rozwartokatny
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3. a)

cosy = %, c
lub cosy = —%, c=6V5
b) cosy = 3, c = V41
lub cosy = —%, c=9

D z C

A 83 B

JDAC = JCAB = 30°
JACD = 4JCAB

(katy naprzemianlegte)
Zatem trojkat ACD jest réw-
noramienny, czyli

|AD| = |DC| = z oraz
JADC = 120°.

7 twierdzenia cosinuséw:

6> =22 +2> -2 -2 xcos120°
m= 2\/§

|CB* =6 + (8v/3)*+
—2-6-8v/3cos30° =
=36+ 192 — 144 =84

|CB| = 2v21
Ob=8V3+2-2V/3+
+2v21 = 2/3(6 + V7)

.a)b=2, B~ 14° v~ 106°
lub b=6, 8~ 46°, v~ 74°
b)a=1, a=30° v=120°
lub a =2, a =90°, v = 60°
c)a=1, a~ 1830,

v =116°30" lub a = 3,
a~T71°30", v = 63°30
d) b=4V7, B~ 41° v~ 19°

.a) &5 b) &
D C
%Kz
(0%
A 6 B
a+ 2a = 180°,
czyli a = 60°
|BD|? = 2% +62—2-2-6-cos 60°
|BD| = 2/7 cm
|JAC|> =2 +6>-2-2-6-
- cos 120°
|AC| = 24/13 cm
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Dane sg dwa boki a i b pewnego trdjkata oraz jego pole P. Oblicz cosinus
kata wyznaczonego przez te boki, a nastepnie oblicz dtugo$é boku c.

a) a=4,b=10, P =12 b)a=5,b=6 P=10V2

W trapezie ABCD dluzsza podstawa AB ma dlugosé 8v/3, a kat BAD
jest réwny 60°. Przekatna AC ma dlugosé 6 i zawiera sie w dwusiecznej
kata BAD. Oblicz obwdd tego trapezu.

Na stoku o kacie nachylenia 10° ustawiono
stup XY wysokosci 14 m. Jakiej dlugosci sa
odciagi poprowadzone z punktu P, potozo-
nego w $rodku wysokosci stupa, do punktéw
A i B znajdujacych si¢ 6 m od podstawy
stupa (rysunek obok)?

Przeczytaj podany w ramce szkic dowodu twierdzenia mowiacego, ze kat
lezacy naprzeciwko dtuzszego boku tréjkata jest wiekszy od kata lezacego
naprzeciwko krotszego boku.

Rozpatrzmy tréjkat ABC, w ktérym |BC| < |AC).

Na boku AC wyznaczamy punkt D taki, ze |CD| = |CB|.

1. Zauwazamy, ze a < 6.

2. 4CBD < f oraz 6 =<4CBD
(tréjkat BC'D jest réwnoramienny),
wiec a < (. A B

Uzasadnij spostrzezenie, ze w powyzszym szkicu dowodu a < 4.

Powtorzenie

7.

Rozwiaz tréjkat ABC), jesli:
a) a =213, c=8, a=60°,
b) b=1,c=+/3, 3 =30,

c) b=+5,c=2V2, =45,
d) a =14, c = 2V7, a = 120°.

Oblicz cosinus najwiekszego kata tréjkata o bokach:
a) a=3,b=2V3c=2, b) a=3v2,b=3,c=4.

Kat rozwarty réwnolegtoboku jest dwukrotnie wickszy od jego kata ostre-
go, a jeden z jego bokéw jest trzykrotnie diuzszy od drugiego boku. Oblicz
dtugosci przekatnych tego réwnolegloboku, jezeli jego obwod jest rowny
16 cm.

. JAXP = 90° + 10° = 100°

IBXP = 90° — 10° = 80°
|PX|=7m

|PA? =62 +7>—2-6-7-cos100°
|PA| ~ 9,98 m
|PBI>=6>+7*—2-6-7-cos80°
|PB| ~ 8,39 m

. Niech bok DFE bedzie réwnoleglty do boku AB.

Wéwezas JCDE = « (katy odpowiadajace) i JCDE < JCDB, zatem o < o.



5.11. Zagadnienia uzupetniajace

B Symetria osiowa

Niech punkt P nie nalezy do prostej {. Punkt P’ nazywamy punktem
symetrycznym do punktu P wzgledem prostej [, jezeli punkty P i P’ leza
na prostej prostopadtej do prostej I i $rodek odcinka PP’
nalezy do prostej | (prosta [ jest symetralng odcinka PP’).
Punktem symetrycznym wzgledem prostej [ do punktu na-
lezacego do tej prostej jest ten sam punkt (patrz punkt B
na rysunku obok). B - B P

Symetria osiowa wzgledem prostej I (lub symetria wzgledem prostej 1)

nazywamy przeksztalcenie, ktore kazdemu punktowi ptaszczyzny przypo-

rzadkowuje punkt do niego symetryczny wzgledem prostej [. Prosta [ na-

zywamy osig symetrii.

N

1. Narysuj w zeszycie sze$ciokat foremny, a nastepnie jego N
obraz w symetrii wzgledem prostej (rysunek obok):

a) ll, b) 12, C) 13. ,
2. Dany jest kwadrat K, o wierzchotkach: A(0,0), ///
B<47 0)) C(4a 4) i D<0a 4) l1// lz} lg\\

a) K, jest obrazem kwadratu K; w symetrii wzgledem prostej y = x + 2.

Oblicz pole czesci wspdlnej K; N K.

b) K3 jest obrazem kwadratu K; w symetrii wzgledem prostej y = x — 3.

Oblicz pole czesci wspolnej Ky N K.

Figura jest osiowosymetryczna, jesli istnieje taka prosta [, ze figura ta
jest swoim wilasnym obrazem w symetrii wzgledem tej prostej. Prosta [
nazywamy wowczas osia symetrii tej figury.

= P I

Figura osiowosymetryczna, Figura nie ma osi Figura osiowosymetryczna,
ma jedna oS symetrii. symetrii. ma dwie osie symetrii.

3. Ile osi symetrii ma odcinek, prosta, potprosta?

4. Podaj przyklad figury, ktéra ma: a) trzy osie symetrii, b) pieé osi symetrii.

4. a) tréjkat réwnoboczny b) pieciokat foremny

b) ;
|
la)
c) \\
AN
2.a)4 b) 1

3. Odcinek ma 2 osie symetrii —
prosta zawierajaca ten odci-
nek i jego symetralna.

Prosta ma nieskonczenie wie-
le osi symetrii — dana prosta
i kazda prosta do niej prosto-
padia.

Poélprosta ma 1 os symetrii —
prosta zawierajaca te péipro-
sta.
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5.a)4 b)3 ¢)7 d)8 5. Podayj, ile osi symetrii ma ponizsza figura.
a) b) c) d)

6.a) O=A
Yt e B Symetria $Srodkowa
Punkt P’ nazywamy punktem symetrycznym do pun-
ktu P wzgledem punktu O, jezeli punkt O jest srod-
A kiem odcinka taczacego punkty P i P’. Punktem sy-
B' t B metrycznym do O jest on sam.
X Pary punktéw symetrycznych wzgledem punktu O na
rysunku obok to P i P’ oraz Ai A'. A
Symetrig $rodkowa wzgledem punktu O (lub symetria wzgledem punk-
b tu O) nazywamy przeksztalcenie, ktére kazdemu punktowi plaszczyzny
b) przyporzadkowuje punkt do niego symetryczny wzgledem punktu O.
i1 ¢ Punkt O nazywamy $rodkiem symetrii.
B A 6. Dany jest trojkat ABC, gdzie A(1,1), B(5,1), C(1,6). Narysuj obraz tego
AO tréjkata w symetrii wzgledem punktu O.
! B a) O(1,1) b) 0(2,2) ¢) 0(2,0)
L X
7. Figura F, jest obrazem figury F; w pewnej symetrii srodkowej. W jaki
Vod sposéb mozna wyznaczy¢ srodek tej symetrii?
c) YA b) c)
1 A O B
- L A X
D
8. Czy odcinek DC' jest obrazem odcinka AB w pewnej symetrii Srodkowej?
B
8y B by — ) ¢ D
c c____» C—, 4 B

7. a) Srodkiem symetrii jest srodek wspélnej cieciwy obu okregéw.
b) Srodkiem symetrii jest punkt przeciecia narysowanych odcinkow.
¢) Srodkiem symetrii jest $rodek narysowanego odcinka.

8. a) tak b) nie c) nie
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9

10.

11.

12

13.

14.

15.

12.

13.
14.

. Ktoéra z wymienionych figur ma srodek symetrii:

. Narysuj w zeszycie obraz lamanej ABC'D w symetrii wzgledem poczatku

uktadu wspotrzednych.

a) B Y A b) 1Y ¢ b
T~
/ | C /D Al ) |
ol 1 X [NO ]L/ X
D/ / / | A
I~
A B o B

Narysuj okrag o $rodku w punkcie (3,3) i promieniu 2 oraz obraz tego
okregu w symetrii wzgledem punktu: a) 0(0,0), b) A(3,0), c) B(2,2).

Dany jest czworokat ABCD, gdzie A(0,2), B(4,-2), C(2,2), D(4,6). Na-
rysuj obraz tego czworokata w symetrii wzgledem punktu:
a) 0(0,0), b) A(0,2), ) B(4,2).

Figura jest Srodkowosymetryczna, jesli istnieje taki punkt O, ze figura ta
jest swoim wlasnym obrazem w symetrii wzgledem tego punktu. Punkt O
nazywamy woéwczas Srodkiem symetrii tej figury.

tréjkat, rownoleglobok, prosta, kwadrat, odcinek,
pélprosta?

Czy przedstawiony obok rysunek karty krél karo
jest osiowosymetryczny czy srodkowosymetryczny?

Ktéra z ponizszych figur przedstawiajacych litery
jest srodkowosymetryczna, a ktora jest osiowosy-

@

;

metryczna?

ABCDEFGHIJKLM
NOPRSTUVWXYZ

W jaki sposéb nalezy do szesciokata ABC DEF dorysowad D c

kwadrat o boku 1, aby otrzymaé figure:

a) majaca o$ symetrii i §rodek symetrii, F__FE

b) majaca o$ symetrii, ale niemajaca $rodka symetrii, 1

¢) majaca $rodek symetrii, ale niemajaca osi symetrii? A B

Roéwnolegtobok (punkt przeciecia przekatnych),
prosta (kazdy punkt tej prostej),

kwadrat (punkt przecigcia przekatnych),
odcinek ($rodek tego odcinka).

$rodkowosymetryczny

Litery srodkowosymetryczne: H, |, N, Z
Litery osiowosymetryczne: A, B, C, D, E, H, |, M, O, T, U, V, W, X, Y

=
O
w
— X

11. a)

Y D
& A €,
o 1 X
( A
B
I /
b)
B Y D
! A A C
1
ol 1 X
D B
c)
Y D=8
A el A Al
P \
1
o] 1 X
B=D
15. a)
b) ] T
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16. a) S(3,2)

b) 1° Obrazem punktu A jest
punkt C, a punktu B —
punkt D. Srodkiem obrotu
jest punkt wspdlny symetral-
nych odcinkéw AC' i BD.
Symetralna AC: x = 2
Symetralna BD:

20 —y—4=0

Srodek obrotu: S(2,0)

2° Obrazem punktu A jest
punkt D, a punktu B —
punkt C. Srodkiem obrotu
jest punkt wspdlny symetral-
nych odcinkéw AD i BC.
Symetralna AD: y =z
Symetralna BC: ¢ = 3
Srodek obrotu: S(3,3)

c) S(4,2)

18. 2-360° = 225°

B Obroét

Obrotem dookota punktu O o kat « (obracamy w kierunku przeciwnym do

ruchu wskazéwek zegara) nazywamy przeksztalcenie, ktére kazdemu punk-
towi P plaszczyzny (réznemu od punktu O) przyporzadkowuje punkt P’

taki, ze:
1. kat POP’ ma miare «,
2. |OP| = |OP|.

Punkt O nazywamy Srodkiem obrotu. Obrazem punktu O jest punkt O.

Aby narysowa¢ obraz dowolnego wielokata w obrocie o kat o dookota da-
nego punktu, wystarczy znalez¢ obrazy wszystkich wierzchotkéw danego

wielokata, a nastepnie polaczy¢ je odpowiednimi odcinkami.

Cl

D ~.C
] 60° B

|
o o /|

=7
Obrét trojkata ABC do- Obrét kwadratu ABC'D do-
okota punktu A o kat 45°.  okota punktu O o kat 60°.

B/

Obrét deltoidu ABCD do-
okola punktu O o kat 90°.

16. Wyznacz wspoélrzedne srodka obrotu, jesli odcinek C'D jest obrazem od-

cinka AB w tym obrocie. W przykladzie b) podaj dwie mozliwosci.

a) Y b)Y
o N D
o 17
1 A n H B
iy X D 1 CA
ol 1 X ol 1 X

17. Na rysunku obok przedstawiono trojkat ABC.
Przerysuj ten tréjkat do zeszytu, a nastepnie
narysuj jego obraz w obrocie dookota punktu:

a) Ao 90°, b) O 0 90°, c) D o 180°.
G F
H E

c) Y
1 B D
0] X
Y
D
1
B
0] X

18. Dany jest o$miokat foremny ABCDEFGH (rysunek
A D obok). O jaki kat nalezy obrécié tréjkat ABO dookota
punktu O, aby otrzymacé trojkat FGO?

17. a) b) c)
i B 1Y Y
¢ c c
! A
D A
G s c’ 1 1
A I A A B A
ol 1 ol 1 X ol 1 Vel
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Zestawy powtdrzeniowe

M Zestaw |

1. Oblicz pole zacieniowanego obszaru, jesli |[AB| = 2 oraz:
a) |AB| = |BC] i luki sa pdlokregami, b) figura ABCD jest rombem.

D
r
2. Wyznacz miary katow a i 3.

A
: e
« 30°
\
3. Odcinek AC jest srednica okregu o promieniu 2. Cieciwa AB tego okregu
ma dhugo$é 2v/3. Wyznacz miare kata miedzy cieciwa AB a styczna do

okregu w punkcie B oraz miare kata miedzy cieciwg BC a styczna do
okregu w punkcie C. As

)

S LN
S <,

L
\

A B c

L

é

4. Punkty: A, Ay, ..., Ag dzielg okrag na 8 lukéw
o réwnej dlugosci (rysunek obok). Wyznacz mia-
re kata miedzy cigciwa:

a) A; A, a styczna do okregu w punkcie A,
b) A3Ag a styczna do okregu w punkcie Ag.

5. Oblicz promien okregu opisanego na réwnoramiennym tréjkacie prostokat-
nym, ktorego obwodd jest rowny:

a) 44 2v2, b) 4, c) 1.
6. a) Pole kola opisanego na tréjkacie réwnobocznym jest réwne 277. Oblicz
pole kota wpisanego w ten trojkat.

b) Suma pdl kola wpisanego w tréjkat réwnoboczny i kola na nim opisa-
nego jest rowna 607. Oblicz pole i obwdd tego trojkata.

6. Niech a — dtugos$é boku trojkata.
a) R=3V3= 3 czylia=9

p— a/3 _ 3V3
6 5
P=2g
2
b) ("33) 7r—|—(“T‘/§) T = 607
a=12

P =363, Ob = 36

Odpowiedzi do zadan
1.a) 7 b)2v3- 37

a=£=60°
b) a = 50°, B = 55°
c) a=100° g =130°
. 60°, 30°

. a) 22,5° b) 67,5°

. Niech a — dtugos¢ przyprosto-

katne;j.
Osza—l—aﬁ,Rz‘@a

a) 20+ av?2=4+22
a=2 R=2

b) 2a + a2 =4
a=22+v2), R=2(vV2-1)
c) 20 +av2 =1

a=22 Rp— -1
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7. Niech a — dlugosé boku wiek-
szego trojkata, b — dtugos$é bo-
ku mniejszego tréjkata.
2m - &3 4 o . a8 — 19

a=4v3 8.

r:aT‘/EZQ
r:bS—‘/g,czylinQ\/g

Ob = 3a+3b=12v/3+6V3 =
=18v/3

8. a) 3,75 cm”® b) 6,25 cm?

9. a) 67, 47 b) 16(m — 2) 9.

c) 8(vV2+2VV2+2)

Zestaw Il

Zauwazmy, ze:

a—r+b—r=2R 2.

Zatem a + b= 2R + 2r.

2. Niech R — promien kota opi-
sanego na tréjkacie.

3.
4,

AABC ~ NADE (cecha

KKK), stad: 5

22 = 2R czyli R=2V3 )

7 twierdzenia Pitagorasa:

2 2 2
Yy =(2R)" — (3z)" =
= 1227 — 9z* = 32°

czyli y = 2/3. 8.

Stosunek pol:

Tr(z\/§)2 _ %

%<3z~z\/§ - 3 4
5
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7. Oblicz sume obwodéw trdjkatow réwnobocznych

przedstawionych na rysunku obok, jesli suma dtu-
gosci okregéw jest rowna 127,

Jeden z bokéw tréojkata wpisanego w okrag jest
jego $rednica i ma dtugoé¢ 5 cm. Oblicz pole tego
tréjkata, jesli:

a) stosunek dlugosci jego pozostalych bokéw jest réwny %,
b) jest on réwnoramienny.
Réwnoramienny tréjkat ABC o kacie miedzy ramio-

nami 45° jest wpisany w okrag o promieniu 8 (rysunek 9
obok).

a) Oblicz dlugodci tukéw AB i BC. AR5
b) Oblicz pole zacieniowanego odcinka kola.
c¢) Oblicz obwéd tréjkata ABC. B

B Zestaw Il

(] 1.

Wykaz, ze w trdjkacie prostokatnym suma dtugosci przyprostokatnych jest
réwna sumie S$rednic okregu wpisanego w ten tréjkat i okregu na nim
opisanego.

Oblicz stosunek pola kota opisanego na tréjkacie prostokatnym do pola
tego trojkata, jesli symetralna przeciwprostokatnej dzieli jedna z przypro-
stokatnych w stosunku 1:2.

Oblicz promien okregu przechodzacego B

przez punkty: A, B, D oraz promien

okregu przechodzacego przez punkty: 3

A, B, C (rysunek obok). Oblicz odle- 4 - 6

glos¢ miedzy srodkami tych okregow. A D C

W tréjkat prostokatny wpisano okrag. Punkt stycznosci okregu z przeciw-
prostokatna podzielit ja na odcinki dtugosci 6 1 9. Oblicz pole tego tréjkata
oraz promien wpisanego okregu.

Wyznacz promien okregu opisanego na tréjkacie réwnoramiennym:

a) o ramieniu b i kacie « przy podstawie,

b) o wysokosci h opuszczonej na podstawe i kacie 2a miedzy ramionami.
Promien okregu przechodzacego przez punkty A, B, D: 2,5

Promien okregu przechodzacego przez punkty A, B, C: %
Odlegto$é miedzy srodkami okregéw: 5

.P=54,r=3
. a) Z twierdzenia sinuséw: R = 72—
b) Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku obok.
h _ S
3 =cosa, czyli b = ——
T =tga, czyliz = htga b b
_ 1 _ 2
P=3-2zx-h=h"tga
2htg - hz
_ 2zb? _ cos?a h
R= ZP - 4h? tg T 2cos?a h



10.

11.

13.

14.

15.

15.

Vv

Okrag o promieniu 1 cm jest wpisany w tréjkat réwnoramienny o podsta-
wie 4 cm. Oblicz dlugo$¢ ramienia tego trdjkata.

Oblicz dtugos$é okregu wpisanego w trojkat prostokatny réwnoramienny,
ktoérego wysokos¢ opuszczona na przeciwprostokatna 4
ma dlugosé 3.

W tréjkat o bokach: @ = 16, b = 13ic¢c =9
wpisano okrag (rysunek obok). Oblicz dtugosci
odcinkéw: AP, BQ i CR. B a C

Dany jest réwnoleglobok o bokach a i 2a oraz kacie ostrym 30°. Wyznacz

dtugosci przekatnych tego rownolegtoboku. A »

Bok kwadratu BC' D E ma dlugosé 6 (rysunek obok),
a przekatna prostokata ACDF ma dtugos¢ 10. Ob- p 3 E
licz promien okregu, ktorego tukiem jest BE. ' 7

Oblicz promien okregu wpisanego w trojkat, jesli:
a) dwa boki trojkata maja dlugosci 4 cm i 8 cm,
a miara kata miedzy nimi wynosi 60°,

b) boki tréjkata majg dlugosci 3 cm, 5 cm i 6 cm. D

W tréjkat réwnoramienny ABC wpisano okrag o érodku O. Punkty D i F
sa punktami styczno$ci okregu oraz odpowiednio podstawy AB i ramienia
BC'. Uzasadnij, ze trojkaty BC'D i OCFE sg podobne. Oblicz promien
okregu, jesli:

a) |AB| =4, |BC| =210, b) |CD| = 3,

|BE|: |EC|=1:2.

Oblicz pole o$miokata foremnego:
a) opisanego na kole o polu réwnym 47 cm?,
b) ktérego najkrétsza przekatna ma diugoéé 2 cm.

Oblicz obwdd i pole trojkata ABC, jedli:
a) a=10,b=38, v =60°, b) b=4, §=30°, v =45°.

Dziatka budowlana ma ksztalt nieregularnego czworokata. Wyniki pomia-
row wykonanych przez geodete sg przedstawione na rysunku. Oblicz pole
powierzchni tej dziatki.

D
a) ¢ c b 40m
D 7 /8 6()10
% Sl i A
o2 Sas0° o7 7 1500~
E A 5m B F A 60 m B

a) |ED| =20 m, |EA| = 20v/3 m, |BF| = 15 m, |FC| = 15v/3 m,

|GD| = (15+/3 — 20) m, |GC| = (65 + 20v/3) m

Pagp =200v3 m®, Pprc = 25\/3 m?, Ppao = (222+/3 — 200) m®

Prrcc = (975v/3 + 900) m?, Papcp = (375v/3 4+ 1100) m?, Papcp =~ 1750 m?

b) Papc = 3|AB| - |BC| - sin 150° = 450 m®. Z twierdzenia cosinuséw:

|AC|? = |AB|? + |BC|? — 2|AB| - |BC| cos 150° = 3600 + 900 — 2 - 1800 - ( f) =
= 900(5 + 2v/3), |AC| = 30v/5 + 2/3

_ |AD]2H|DC|2—|AC|?> __ 2500+1600-900(54+2v3) _ 2493
cos JADC = 2[AD[DC] = 2000 =~ "20
sin JADC = /1 — cos? JADC = Y———>= 153 36

Papc = 3|AD| - |CD| - sin JADC = 50\/153 — 36v/3 m?2

Pagcp = Papc + Papc ~ 926 m?

6.
7.
8.

10.

11.
12.

13.
14.

3% cm
6m(v/2 — 1)
Wprowadzmy nastepujace
oznaczenia;:
|AP| = |AR| =z,
|BP| = |BQ| =y,
ICR| = |CQ| = =.
Woweczas:
r+y=9 B =
r+2z=13 czyli  y=6
y+2z=16 z =10
Zatem |AP| =3, |BQ| = 6,
|CR| = 10.
D C
M
A 2a B

|IDB|? = a® + (2a)* +
—2-a-2acos30° =

= 5a? — 2\/5(12
|IDB| = aV/5 — 23
JADC = 150°,

cos 150° = — ‘/TE

|AC| = aV/5 +2V/3

Niech r — promien okregu.
Zauwazmy, ze |AC| = 8,
|AB| = 2.

7 twierdzenia Pitagorasa:
(r—2)2 +3% =2

Stad r = 3,25.

a) 2(v3—1) cm b) 224 cm

Przyjmijmy oznaczenia jak na
rysunku. C

A

JBCD = JOCE (ten sam

kat), JOEC = 4BDC = 90°

Zatem ABCD ~ AOCE

(cecha KKK).
V10—

a) 2( 130 1) b) %

a) 32(v/2—1) cm? b) 4y/2 cm?
a) Ob = 2(9 +/21)

P =20V3
b) Ob = 2(2 + 3v2 + v/6)
P =4(1++/3)
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@ Sposéb na zadanie

Przyktad

Punkt D lezy na boku AB tréjkata ABC oraz |AD| = |AC|, |BD| = 1,
|CD| =51 |BC| = 4v/2. Oblicz obwéd tréjkata ADC.

Aby rozwiazaé to zadanie, mozemy postapié¢ na rézne sposoby.

I sposéb C

Aby obliczy¢ cos 3, korzystamy z twierdzenia
cosinuséw dla tréjkata BCD:

52 = (4v/2)?2 +12 —2-4y/2-1-cos 3 b 5N\ \4v2
25 = 33 — 8v/2cos 3
8v2cos 3 =8 3
cosﬂzg A b D1B

Obliczamy b, korzystajac z twierdzenia cosinuséw dla tréjkata ABC:
b= (b+1)2+ (4v2)> =2 (b+1)-4v/2 - cos 3
=0 +2b+1+32—-8b—8
6b =25
b= 4%
Obwod tréjkata ADC jest réwny 2 - 4% +5 = 134,

IT spos6b

Aby obliczyé cos d, korzystamy z twierdzenia
cosinuséw dla tréjkata BCD:

(4v2)? =524+12—-2-5-1-cosd
32 =26 —10cosd E
10cosd = —6

cosd = -2 g

Zatem:
cos JADC = cos(180° — §) = —cosd = 2

Prowadzimy wysokosé AFE tréjkata réwnoramiennego ACD. Tréjkat ADE
jest prostokatny oraz |[ED| = 2, wiec:

cos YADC = cos SADE = 22
Stad:

§:

5

o nlen

,czylib:%-%:élé
Obwoéd trojkata ADC jest réwny 2 - 41 4+ 5 = 131,
Odpowiedz: Obpapc = 13%



Zadania testowe

)

Rozwiaz zadania i zapisz odpowiedzi w zeszycie. W kazdym zadaniu tylko

jedna odpowiedz jest poprawna.

1.

Dany jest okrag o promieniu av/2. Pole szeéciokata foremnego wpisanego
w ten okrag jest réwne:
A. 2Eq2, B. 6a?,

C. 3v/3a?, D. 6v/3a2.

Pole wycinka kota o promieniu 4 wyznaczonego przez kat 54° jest réwne:
A. 0,67, B. 1,27, C. 1,8, D. 24x.

Katy trojkata rownoramiennego maja miary: o, « i 4o, a jego ramie ma
dhugo$¢ 2. Promien okregu wpisanego w ten tréojkat jest réwny:

A. 23 -3, B. 23 -2, C. 3v2 -3, D. 3v2 —2.

Dane sa trzy okregi o srodkach A, B, C

parami styczne zewnetrznie (rysunek @
obok). Promienie tych okregéw sa od- ‘Y‘
powiednio réwne 3, 6 i 10. Cosinus naj-

wigkszego kata trojkata ABC' wynosi:

A, -1 B. -} C. -1 D. 0.

6 T 167 T 397
W trojkat réwnoramienny o kacie migdzy ramionami 120° wpisano okrag
o érednicy 12. Podstawa tego tréjkata ma diugosé:
A. 6 +44/3, B. 12V/3, C. 24 + 123,

Sinus kata przy podstawie trojkata réwnoramiennego jest rowny 0,6, a jego
ramie ma dlugosé 30 cm. Promien okregu opisanego na tym tréjkacie jest
rowny:

A. 25 cm,

D. 36 + 24/3.

B. 28 cm, C. 30 cm, D. 32 cm.

W tréjkacie ABC sa dane:  BAC = 120°, |AB| = v2—1i|AC| = v2+1.
Wskaz diugos$é boku BC' tego tréjkata.

A. V5 B. V6 C. V7 D. 2v2

Dany jest tréjkat o bokach: 2, 2v/2 1 v/2+ /6. Suma miar dwéch najwick-
szych katow tego trojkata jest réwna:

A. 135°, B. 150°, C. 155°, D. 165°.

Boki réwnolegloboku maja dtugosci 4 i 2 + 2v/3, a jego kat rozwarty ma
miare 150°. Jedna z przekatnych tego réwnolegltoboku ma dlugosé:

A. 2+V2, B. 2+ /3, C. 2V/2, D. 2/3.

. Najmniejszy kat znajduje sie naprzeciwko boku o dtugosci 2.

7 twierdzenia cosinuséw:
2v2)2+(V2+v6)2-22 _ 3 s — 20°
) = 32, czyli @ = 30

Suma miar dwoch najwiekszych katéw: 180° — 30° = 150°

CosS @ =

L =424 (2+2V3)2 —2-4-(2+2v3)cos 30° = 8

35:2\/5

Niech r — promien okregu wpi-
sanego w ten tréjkat.
Zauwazmy, ze o = 30°,

|DB| = /3, |CD| = 1, zatem
|OC|=1—r.

Trojkaty CDB i CEO sa po-
dobne (cecha KKK), zatem

|0E| _ |DB| Cor
60 = Bop eyl 1= =

Stad r = 2/3 — 3.

V3
2

. |AB| =9, |BC| = 16,

|AC| =13
162 =92+132—-2-9-13cos

= _1
cosa = —55

JOCE = 60°

|OD| = |OE| =6
‘Oﬁ—c‘ = sin 60°, czyli
|OC| = 4+/3, stad

|DC| = 6 + 4v/3
IDB| _

i = tg 60°, czyli

|DB| = 6v/3 + 12
Zatem |AB| = 12v/3 + 24.
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@ Przed obowigzkowa matura z matematyki

B Zadania krétkiej odpowiedzi

1. Z warunkéw zadania mamy: Zadanie 1 (2 pkt)
s mr? =P Pole wycinka kota o promieniu r wyznaczonego przez kat a < 180° jest
2 m(2r)? =8 325 - mr’ = rowne P. Ile jest réwne pole wycinka kota o promieniu 2r wyznaczonego przez
=8P , , kat 2a?
2.7 (W5522) —n (B2) = Zaganie 2 (2 pky)
= @w = %ﬁw Oblicz réznice miedzy polem kota opisanego na kwadracie o boku v/2 + 1
3. Zauwazmy, ze AABC jest a polem kota wpisanego w ten kwadrat.
tréjkatem o katach 30°, 60°,
90°, gdzie IBAC = 30°. Zadanie 3 (2 pkt)
Stad $BDC = 30°. Na rysunku obok przedstawiono okrag o $rodku O
JCED =180° — 70° = 1107 i promieniu . Wyznacz kat a. c
a = 180° — 30° — 110° = 40°
4. 7 twierdzenia sinuséw mamy: Zadanie 4 (2 pkt)
2R= = =38 Oblicz dlugosé okregu opisanego na tréjkacie ABC,
Zatem [ = 8. jesli SABC = 150° oraz |AC| = 4.
5. JO1PA = J0.PB D
Tréjkat PBO; jest prostokat-
yp wisE: M Zadania rozszerzonej odpowiedzi
|PO:|* = |PB|* + |BO2|?,
czyli |[POs| = 13. Zadanie 5 (5 pkt)
Zatem sin JO1 PA = . Dane sg dwa okregi o érodkach O, i O, styczne
|PO1| = |PO2| —R—r = zewnetrznie (rysunek obok). Okrag o $rodku O,
=8 =7 ma promien R =5 oraz wiadomo, zZe
sin JO1PA = g5 = 55 |PB| = 12. Oblicz sinus kata O; PA

T
— 20 _92
Zatem r = 5 = 25.

6. Przyjmijmy oznaczenia jak na

rysunku. Zadanie 6 (4 pkt)

oraz promien r okregu o srodku O;.

Dany jest trojkat prostokatny réwnoramienny,
716\ ktérego przeciwprostokatna ma dilugosé 8 cm.
W2 —r NS Oblicz pole kota wpisanego w ten trdjkat.
- Zadanie 7 (4 pkt)
=) Wyznacz miary katéw rombu o boku a
r N r N i jednej z przekatnych dlugosci av/2 — /2.
ro 4V2-r Zadanie 8 (5 pk)
42 —r 4+ 42 — 7 = 8, cayli Odcinek DC' na rysunku obok ma dtugosé
r=4(v2-1) cm V6 + /2. Oblicz obwdd tréjkata ADC.
Pole kota:

P = 167(3 — 2v/2) cm?

7. (aV2 —V2)? = a® 4+ a® — 2a% cos a
cos = 72, czyli o = 45°,
[ =180° — 45° = 135°

8. |[EC|V2 = V6 + V2, czyli |[EC| = V3 + 1= |ED|
% =tg30° = ?, czyli |AE| = ‘/Tg(\/g—i— 1)=1+ ?

% =sin30° = %,czyli |AD| :2(14_\/?3) :24_%
Obwéd tréjkata ADC: Ob =4+ /2 +2v/3 + /6
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proporcjonalne 108
sumy wielomianéw 59
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wielomianu 56 foremny 227
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do okregu 208, 209
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wypukly 188
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szerokos¢ pierscienia kotowego 205 proporcjonalnodci odwrotnej 108

szescian wielomianu 56
réznicy 68 wspolrzedne wierzchotka paraboli 13
sumy 68 wycinek kota (kotowy) 205

<rodek wykres Wielomi.anu '97
obrotu 246 wyraz wolny wielomianu 56

wyrazenie

okregu opisanego na trojkacie 218 .
wymierne 118

okregu wpisanego w trojkat 222

symetrii 244, 245 W}f@ierne .dv&.féch zmiennych 148
wyréznik tréjmianu kwadratowego 13
tangens kata 161 wzory Viete’a 48
tozsamos$é trygonometryczna 171, 173 wz6r dwumianowy Newtona 72
trapez 188, 190 wzo6r Herona 187
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