4‘ Trygonometria

Jedng z funkcji trygonometrycznych omawianych w tym

rozdziale jest funkcja sinus — stowo to po tacinie oznacza

zagiecie, zatoke. Jesli znamy wartosé sinusa kata o (w skré- a
cie sin o) oraz dlugosé przeciwprostokatnej ¢ tréjkata pro-

stokatnego, mozemy obliczy¢ dtugosé przyprostokatnej a A a
(rysunek obok), korzystajac z réwnosci a = csin a. b

Na przyktad, chcac sie dowiedzieé, na jaka wysokos$é siegnie drabina strazacka
o dtugosci 40 m podniesiona pod katem 65°, wykonujemy mnozenie 40 -sin 65°.
Poniewaz sin 65° ~ 0,9, wiec wysokos¢ ta jest rowna okoto 36 m.

Multitea

® Jak duza jest Ziemia

® Geometria hiperboliczna
e Tunel na wyspie Samos
® Zjawisko paralaksy

4. Trygonometria 155 I



Uczen:

— podaje twierdzenie Pitagorasa
i twierdzenie odwrotne do

4.1. Tréjkaty prostokatne

twierdzenia Pitagorasa oraz Twierdzenie Pitagorasa

wzory na dtugo$é przekatnej

kwadratu i wysokosé tréjkata W trojkacie prostokatnym suma kwadratéw diugo-

réwnobocznego, Sci przyprostokatnych jest réwna kwadratowi diugosci c a
— stosuje twierdzenie Pitago- przeciwprostokatne;.

rasa do wyznaczania dhugosci
odcinkéw w tréjkatach
prostokatnych,

a®+b=c? b

— korzystajac z twierdzenia
Pitagorasa, wyprowadza
zaleznosci ogdlne, np.

Istnieje wiele dowodéw tego twierdzenia (patrz str. 193-194), tu korzystamy
z wlasnoéci podobienstwa trojkatow.

dotyczace dtugosci przekatnej Dowéd

kwadratu i kosci trojkat .. .

rx'ngsotzln‘ggso e B Rozpatrzmy trdojkat prostokatny ABC o przyprostokatnych a i b oraz prze-
— TR d70w6d twier- ciwprostokatnej ¢. Prowadzimy w nim wysoko$¢ C'D (rysunek ponizej). Na

dzenia Pitagorasa i twier- podstawie cechy KKK tréjkaty: CBD, ACD i ABC sa podobne.

dzenia odwrotnego do twier- Z podobienstwa tréjkatéw ABC i CBD otrzymujemy:

dzenia Pitagorasa. a B

c a z

Komentarz a® = cx c=xz+y DS
Warto poleci¢ uczniom, aby ., L. , . .
T — . Z podob.lenstwa tréjkatéw ABC i ACD .
z twierdzenia Pitagorasa dla otrzymujemy: Y
trojkata o przyprostokatnych b_y a
k il oraz przeciwprostokat- c b

. o . o B
nej m — dzigki temu uczniowie b? = cy A b o,
0swo0ja sie z innymi oznacze-
niami. Zatem a® +b* = cx +cy = c(x +y), ale z +y = ¢, czyli a® + b = 2.
Cwiczenie 1 Cwiczenie 1
a) 50 Oblicz dtugo$éé¢ przeciwprostokatnej trojkata prostokatnego o przyprostokat-

nych a i b.




Aby sprawdzié, czy dany tréjkat jest prostokatny, mozna wykorzystaé ponizsze

twierdzenie.
Twierdzenie odwrotne do twierdzenia Pitagorasa Komentarz
Podczas wspdlnej analizy
Jezeli suma kwadratow dtugosci dwéch bokoéw trojkata jest rowna kwa- dowodu warto polecié uczniom
dratowi dtugosci trzeciego boku, to trojkat ten jest prostokatny. wykonanie odpowiednich
rysunkéw pomocniczych.
Dowéd

Rozpatrzmy tréjkat T o bokach dlugosci a, b, c takich, ze a® + b* = ¢?, oraz
trojkat prostokatny 77 o przyprostokatnych dtugosci a i b.

7 twierdzenia Pitagorasa wynika, ze przeciwprostokatna ¢, tréjkata Ty spetnia
warunek ¢ = a? + b?. Zatem ¢, = c.

Oznacza to, ze trojkaty T i Ty sa przystajace na podstawie cechy BBB. Zatem
trojkat T jest trojkatem prostokatnym.

Cwiczenie 3 Cwiczenie 3

Sprawdz, czy tréjkat o danych bokach jest tréjkatem prostokatnym. a), c), d) jest
9 6 3 b) nie jest

a) 3,4, 5 b) 5,9, 11 ¢) 9, 40, 41 Q283

Szczegdlne znaczenie maja dwa trdjkaty prostokatne. Jeden z nich to tréjkat

bedacy potowa kwadratu, czyli o katach 45°, 45°, 90°. D o

| Przekatna kwadratu o boku dtugosci a jest réwna av/2. d

Cwiczenie 4 ] Cwiczenie 4
@ a) Uzasadnij podane wyzej twierdzenie. 4 “ B

a) Na mocy twierdzenia Pitago-

g2 2 2
b) Oblicz obwdd tréjkata prostokatnego réwnoramiennego, ktérego pole jest Zas:a'a‘\i/i* OF nEFp PAR,

réwne 72 cm?.
b) 12(2 + v/2) cm

Drugi wazny trojkat prostokatny to tréjkat bedacy potowa tréojkata réwno-
bocznego, czyli o katach 30°, 60°, 90°.
C

Wysokosé tréjkata réwnobocznego o boku dlugosci a

o , 3
Jjest rowna % a a

Cwiczenie 5 A N
@ a) Uzasadnij podane wyzej twierdzenie. sa D 3a
b) Oblicz obwdd trdjkata réwnobocznego, ktérego wysokosé jest réwna 6 cm.

Cwiczenie 5
a) Na mocy twierdzenia Pitagorasa:
2 _ 2 1.2
h*=a" - za
V3

zatem h = a'3>.

b) Wysokosé tréjkata réwnobocznego:

_ aV3
h= %=
“T\/g = 6, zatem:
a= % = —12§/§ = 4v/3 [cm]

Ob=3a =3 43 = 12V/3 [cm]
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Odpowiedzi do zadan
1. a) Dtugosci bokéw tréjkata:

a, a, a2
2a + av/2 = 6(1 + v/2)
a = 3\/5
Pole: P = %aQ =0
b) Niech a bedzie dtugoscia
przyprostokatnej, wéwczas:
av2=a+1+2
a=3+2V2
Pole: P = %aQ = 12—7 + 62
. a) h/3 = 2v6, czyli h = 2/2
z=h=2V2
Yy = V2 =4
b) y =42
T+4=4/3
x=4(V/3-1)
. Jest to tréjkat o katach os-
trych 30° i 60°.
C

30°

a
A B

Jezeli |[AC| = a, to

|CB| = 2a, |AB| = aV/3.

7 warunkéw zadania:

av/3+2a = 26 + 6v/2

a=2(3v2—/6)
P=1.a-av3=24(2v/3-3)
. |BD| = |CD|V3
3v3=1|BD| |CD| = 2L
|BD| = 32
Ob =3v2-v/3+43v2+6v2 =
=3(V6+3v?2)

. a) |AC|? =22 + 16

|BC|> = (10 — z)® + 16

|AC|* +|BC|* = |AB|

z2—-10z4+16=0, 0<z <5

w=2

Ob = 2v5+ 4y/5 4+ 10 =
=2(5+ 3V/5)

b) 16 + (z+3)> =52, >0

(z+3)% =36

w= &

|AC| =5

Ob =8 + 213 = 2(4 +/13)

. a) V73 cm, 2v/13 cm

b) 3v/13 cm, 3v/7 cm
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Zadania

3. a) Przyjmijmy oznaczenia jak na

Oblicz pole réwnoramiennego tréjkata prostokatnego, ktorego:
a) obwdd jest réwny 6(1 + v/2),
b) przeciwprostokatna jest o 1 + /2 diuzsza od przyprostokatne;.

Oblicz z i y.
a) b)
°160°
Yy £45 Y
h
. 30° 45°
T 26 T 4

a) Najdtuzszy bok tréjkata réwnoramiennego ma dlugo$é 15 cm, a jeden
z jego katow ma miare 120°. Oblicz obwdd tego trdjkata.

b) Katy ostre trojkata maja miary 30° i 45°, a wysokosé opuszczona na
najdtuzszy bok jest réowna 3 cm. Oblicz obwéd tego tréjkata.

Oblicz pole tréjkata prostokatnego, w ktérym jeden z katéw ostrych

jest dwukrotnie wigkszy od drugiego kata, a suma dlugosci c
przeciwprostokatnej i dluzszej przyprostokatne;j

. , D

jest rowna 26 + 6v/2. “
Oblicz obwdd tréjkata ABD (rysunek obok), jesli 6

pole tréjkata BCD jest réwne 3v/3. A B

Wysoko§é trojkata ABC opuszczona z wierzchotka C ma dlugo$é 4. Oblicz
obwdd tego trojkata.

a) c b) ¢
4 N
x 10—z A
A 10 B r A 3 B

a) Dany jest tréjkat prostokatny o przyprostokatnych diugosci 6 cm i 8 cm.
Oblicz dtugoéci srodkowych poprowadzonych z wierzchotkéw katow ostrych
tego tréjkata.

b) Jeden z katéw ostrych tréjkata prostokatnego ma miare 60°; a jego
przeciwprostokatna ma diugo$é¢ 12 cm. Oblicz dhugosci srodkowych po-
prowadzonych z wierzchotkow katéw ostrych tego tréjkata.

b) Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

rysunku.
c b
b @@ b L
30° 2\ (45
d a
a a

a=3cm, b=av2=3v2cm,
c:2~3:6[cm],d:c§:3\/§cm
Ob=3(3++v2++3) cm

2a = 15 cm oraz a = b@, zatem:
b= %a = 5v3 cm
Ob = 2a +2b = 5(3 + 2¢/3) cm



8.

a) Obwdd tréjkata prostokatnego jest réwny 30 cm, a jego najdtuzszy bok
ma diugosé 13 cm. Oblicz dlugosci pozostatych bokéw tego trdjkata.

b) Przeciwprostokatna tréjkata prostokatnego ma diugosé 2 cm. Diugosé
jednej z przyprostokatnych jest érednia arytmetyczna dtugosci przeciwpro-
stokatnej i drugiej przyprostokatnej. Oblicz obwdd tego trdjkata.

Obwod rombu jest réwny 4v/41 cm, a jedna z jego przekatnych jest o 2 cm
dtuzsza od drugiej. Oblicz dtugosci tych przekatnych.

Powtodrzenie

10.

11.

12.

13.

14.

14.

Oblicz obwdd tréjkata ABC.
c) C
i /SN
A 6 B A B
Oblicz obwdd trojkata ABC.
a) C c o) C
2v/2 b
[ [ m
A B A B A 3 B

Jeden z katow ostrych tréjkata prostokatnego jest dwukrotnie wiekszy od
drugiego kata. Oblicz pole tego tréojkata, jesli wiadomo, ze:

a) jego obwdd jest réwny 6 + 2v/3,

b) réznica dlugosci jego przyprostokatnych jest réwna 12 — 41/3.

Oblicz obwdd tréojkata ABC.

a) o b) C 0B c) ¢
v ’ x

a

A A rz+1 B

W tréjkacie prostokatnym jeden z katéw ostrych ma miare 60°, a dtuzsza
przyprostokatna ma dlugos$é¢ 18. Oblicz dtugosci srodkowych poprowadzo-
nych z wierzchotkéw katéw ostrych tego trdjkata.

Dtugoséé krétszej przyprostokatnej: 6v/3
Niech z,y > 0 beda dtugosciami srodkowych.

Woéwczas:

(6v3) + 9% = ?
z = 3v21

(3v3)” + 182 = 12
y =3v39

8.

10.

11.

12.

13.

Niech z,y > 0 beda przypro-
stokatnymi tréjkata.
a) 4y + 13 = 30,
czyliy =17 —x

24+ (17 —z)® =132
x=>5Ilubx =12

Przyprostokatne tréjkata:
5 cm, 12 cm

b) y = =f2
(an+2)2 —

r =12

y=1,6

Ob = 4,8 cm

. ¢, x+2 — dlugosci przekatnych

rombu
Dtugo$é boku rombu: /41
o) 2 01232
(3)" +(=2) =4
z=38
Dtugosci przekatnych:
8 cm, 10 cm
a) 2(vV2+1)
b) 6(v2 +2)
c) 8(vV2+1)
a) 3v2+ 6
b) 2(v/3 +3)
¢) 3(V3+1)
Jest to tréjkat o katach
ostrych 30° i 60°, stad:
a) z+ V34 2z =6+ 23,
czylix =2
Zatem P = %xQ\/g = 2/3.
b) zV3—x =12 — 43,
czyli & = 44/3
Zatem P = %xz\/g = 24+/3.

a)m+2:x\/§
T =2v2+2

Ob =2 (3v2+4)
b) x = 2(6 — x)
=4
Ob=2(v3+3)
c) z+1=2zV3
o= 5

Ob=2V3+3

4.1. Trojkaty prostokatne 159 I



BN 160 4. Trygonometria

Trojki pitagorejskie
Liczby naturalne: a,b, ¢, wyrazajace dtugosci bokéw trdjkata prostokatnego
nazywamy trdjkami pitagorejskimi.

Taka trojke tworza na przyktad liczby: 3, 4, 5, gdyz 3% + 42 = 52,
Zauwaz, ze trojka pitagorejska jest tez dowolna trojka liczb
postaci: 3k, 4k, bk, gdzie k € N, np.:

o dla k = 2 otrzymujemy: 6, 8, 10,

o dla k = 3 otrzymujemy: 9, 12, 15.

Trojke pitagorejska a, b, c nazywamy pierwotna, gdy liczby 15
a, b, ¢ nie maja wspolnego dzielnika wigkszego od 1.

3 12 8
Jest 16 pierwotnych tréjek pitagorejskich, w ktorych najwieksza liczba jest
mniejsza od 100:

3,4,5 20, 21, 29 11, 60, 61 13, 84, 85
5,12, 13 12, 35, 37 16, 63, 65 36, 77, 85
8, 15, 17 9, 40, 41 33, 56, 65 39, 80, 89
7,24, 25 28, 45, 53 48, 55, 73 65, 72, 97

Twierdzenie

Jesli x 1 y sa dodatnimi liczbami naturalnymi oraz x > y, to liczby:
a:xQ—yQ, b = 2zy, C:x2+y2

tworza, tréjke pitagorejska.

Dowéd
a4+ b = (:(:2 _ y2)2 + (ny)2 =2t — 2%y 4yt + da?y? =
=2t 4 2y oyt = (xQ +yQ)Q — 2

Trojek pitagorejskich jest nieskonczenie wiele. Kazda trojke pitagorejska moz-
na otrzymac, korzystajac ze wzoréw podanych w powyzszym twierdzeniu lub
jest ona wielokrotnoécia liczb tej postaci.

1. Korzystajac z podanych w twierdzeniu wzordéw, wyznacz trojki pitagorej-
skie dla:

a)x=4,y=3, blx=5y=2 c)z=6,y=1, d)ax=3, y=2.

Odpowiedzi do zadan
1. a) 7, 24, 25

b) 20, 21, 29

c) 12, 35, 37

d) 5, 12, 13



4.2. Funkcje trygonometryczne kata ostrego  "*"

— podaje definicje funkcji trygo-
. , . , .. . nometrycznych kata ostrego
Stosunki diugosci bokéw tréjkata prostokatnego sa tak powszechnie stoso- w tréjkacie prostokatnym,

wane, ze otrzymaly wlasne nazwy. — podaje wartosci funkcji trygo-

. nometrycznych katéw 30°,
Definicja 45°. 60°

Stosunek dtugosci przyprostokatnej lezacej naprzeciwko e ~ oblicza wartosci funkeji trygo-

2 c . . nometrycznych kata ostrego
k‘@ta do dtugosci przeciwprostokatnej nazywamy . . w trjkacie prostokatnym
sinusem tego kata. o danych dlugoéciach bokéw,

sina =2 a : — oblicza wartosci funkcji trygo-
¢ A b c nometrycznych katéw ostrych
Stosunek dlugosci przyprostokatnej lezacej przy kacie do dtugosci przeciw- w bardziej ztozonych sytu-
prostokatnej nazywamy cosinusem tego kata. acjach,

— dowodzi zaleznosci migedzy
warto$ciami funkcji trygono-
metrycznych katow ostrych.

b
CoOsx = —
C

Stosunek dtugoéci przyprostokatnej lezacej naprzeciwko kata do diugosci

przyprostokatnej lezacej przy tym kacie nazywamy tangensem tego kata. Komentarz
¢ _a Warto poleci¢ uczniom, aby
8x=73 zapisali definicje funkcji trygo-
Stosunki te nazywamy funkcjami trygonometrycznymi kata ostrego . nometrycznych dla trojkata

o przyprostokatnych k i [ oraz
przeciwprostokatnej m — dzieki
) temu uczniowie oswoja sie
przyprostokatnej lezacej naprzeciwko tego kata. Jest to cotangens kata: ctga = = z innymi oznaczeniami.

Rozpatruje sie tez stosunek dlugodci przyprostokatnej lezacej przy kacie do diugosci

Zwroé uwage, ze stosunki te nie zaleza od By
wielkosci rozpatrywanego trojkata, a jedynie B
od kata «a. Z podobienstwa tréjkatéw: AB;,Ch,
AB,C5 wynikaja réwnosci:

o 1BiCa| _ [BaCo
sina = = : :
[AB;|  |AB| i oG
0] Cwiczenie 1 Cwiczenie 1
Uzasadnij, ze dla dowolnego kata ostrego o zachodza nieréwnoéci: a>0,b>0,c>0oraz
sina <1 i cosa <1 aeibsce
sina=2< %=1
Przyktad 1 cosa=2<t=1
Oblicz wartoéci funkcji trygonometrycznych kata 45°.
Rozpatrzmy tréjkat o katach 45°, 45°, 90° (rysunek obok). &% 1
a5 — L — V2 o L _ V2 o_1_
sm45—\/§—2, cos45—\/§—2, tgd5° =7 =1 A A
1
Multiteda

® Jednostki miar katow
dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 4.2

Generator

testow i sprawdzianoéw
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Cwiczenie 2
sin60° = %2, cos60° = 3,

tg60° = /3

Komentarz
Po tym ¢wiczeniu warto zapro-
ponowaé uczniom konkurs na
odgadywanie miary kata .
Nauczyciel podaje wartosci
funkcji trygonometrycznych,
a uczniowie podaja miary
katow. Wygrywa uczen, ktéry
poda miare kata z najwigksza
doktadnoscia.
Cwiczenie 3

5

a) sina = cos f = 3,
cosa=sinf3 = 12,

tga =3, tgf= 7

b) sina = cos B = %,
cosa =sinf3 = %

=~

8
tga =, tgf =2
c) sinaw = cos 8 = %,
cosa =sinf3 = %,

tga = %, tg 8 = 2v/2

Cwiczenie 4

Zauwazmy, ze cosa = |OBy|,
cos B = |OBz| oraz

|OB1| > |OBs|,

zatem cos a > cos 3.
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Przyktad 2
Oblicz wartosci funkcji trygonometrycznych kata 30°.

Rozpatrzmy tréjkat o katach 30°, 60°, 90° (rysunek obok).

. L 33 1 1
o_3 _1 o_ 3 _ V3
sin 30° = 1 5 cos 30 1 5 2
1 o
tg30° = 2 = Y3 30
5 3 &)
2
Cwiczenie 2

Oblicz wartoéci funkcji trygonometrycznych kata 60°.

Przyktad 3
Na rysunku przedstawiono tréjkat prostokatny o bokach 3, 4, 5.
Oblicz wartosci funkcji trygonometrycznych kata a.
4

cosa = ¢ =0,8

sina = % =0,6

_3_
tga =32 =0,5

Cwiczenie 3
Oblicz wartosci funkcji trygonometrycznych katéw ostrych tréjkata prostokat-
nego o bokach a, b, c.

a) a=50b=12¢=13 b)a=8b=15¢c¢=17 c¢)a=31b=Vv2,c=%

2

Dla katéw ostrych a i B z nieréwnosci a < (3 C
wynika nieréwnoscé sin o < sin . Aby to uzasad-
nié, rozpatrzmy trojkaty OB;C; i OByCsy (rysu-
nek obok). Punkty C; i C; leza na tuku okregu

. . . 1
o $rodku w punkcie O i promieniu 1. 1
Zauwaz, ze sina = |B,C}|, sin 3 = |ByC,| oraz
\Blcﬂ < |B2CQ‘7 zatem sin o < Sinﬁ. «
0O Bs By

@ Cwiczenie 4

Uzasadnij, ze jesli o < 8 < 90°, to cosa > cos (.

Zadania

1. Oblicz wartosci funkcji trygonometrycznych katéw ostrych tréjkata pro-
stokatnego o bokach dlugosci:

a) 6, 8, 10, c) 1,4, V1T, e) V5, 2v/5, 5,
b) 7, 24, 25, d) 1, 4, V15, f) V2, V6, 2.

Odpowiedzi do zadan

= 1
1. a) sina:cosﬁzg, d) sina = cos § = 7,

Cosa:sinB:%, COS(X:Sinﬁ:‘/TB,
tga=3tgB=% tga:%,tgﬂ: 5
— _
1) ehmer = ewsld = o, e) sina = cosf3 = §7
: 24
cosa =sinf8 = 5z, cosa:Sinﬁ:%
tga =5, tg8 =% 5
24° 7\ﬁ tgaz%,tgﬂ:Q
: 17
©) sine =cosf =7, f) sina = cos § = %2
—sin 3 — AT J
seRalS S S cosa =sinfg =¥
3

tga=1 tgp =4
* tga:‘g,tgﬁ:\/ﬁ



2. Przerysuj tabele do zeszytu ) _ 3. o
i ja uzupehij. Czy wiesz, ze... 8
Skrét sin pochodzi od tacinskiego stowa 1
« 30° 45° 60° sinus — zagiecie, zatoka;
1 V2 /3 cos to skrét od complementi sinus, czyli BY PR
sin o 5 5 5 . femia
sinus dopelnienia; 2
3 3 1
sese V73 VTZ 2 tg — skrot stowa tangens oznaczajacego Pr??k\a}tgnz prostokata ma dtu-
= gosé m.
to o V3 1 G styczng.
g 3 v3 sina = cos 3 = @,
- . . cosa—smﬂ 25,
3. Przekatna prostokata o bokach dlugosci 1 dm i 2 dm dzieli prostokat na tga =1, tgB =2
2 )

dwa tréjkaty. Oblicz wartosci funkcji trygonometrycznych katéw ostrych £, 2) N sy Sexdmts P

tych tréjkatow. gorasa:
(x +14)? + 22 = 262
2?4 142 — 240 =0

4. Dla trojkata przedstawionego na rysunku obok oblicz:
96

a) dlugosci przyprostokatnych, x A = 1156, VA = 34
b) wartosci: sin «, cosa, tg«a oraz x= =532 <01lub
sin 3, cos 3, tg 3. 14 - e (|
. . . ., . Zatem dlugosci przyprosto-
5. Oblicz wartosci funkcji trygonometrycznych katéw ostrych tréjkata pro- katnych wynosza: 10, 24.
stoka%tr.lego, w ktérym j.edna przyprostokatna jest trzy razy dluzsza od b) sina = cos B = 2,
drugiej przyprostokatne;j. cosa = sin = 12,
. , . , . tga =3, tgf =12
6. Dany jest réwnolegtobok (niebedacy prostokatem) o bokach dtugosci 10 cm . ga =13, 186
i 9 cm. Jedna z przekatnych dzieli réwnolegtobok na dwa trdjkaty pro- ’ Q%)
stokatne. Oblicz wartosci funkcji trygonometrycznych katéw ostrych tych a
tréjkatow. . a
3a
7. Podstawy trapezu réwnoramiennego maja dtugosci 6 i 10, a wysoko$c¢ jest sina = cos B = \/%0,
rowna 5. Oblicz wartoéci funkcji trygonometrycznych kata zawartego mie- cosa =sin G = \1/3*0 7
dzy dluzsza podstawsa trapezu a jego: tga =1, tg8 = 3
a) przekatna, b) ramieniem. 6. sina = cos 8 = -,
cos & = sin B \g,
Powtérzenie tga= 2D tg4 =
7. a) sina = %,
8. Oblicz wartosci funkcji trygonometrycznych katéw ostrych tréjkata pro- 8V89 ¢ 5
. cos . = ,tga =2
stokatnego o przyprostokatnych a i b. b) sin g = 89 g 8
sin ,
a) a=2,b=6 b)a=2b=+3 c)a=2,b=+5 29

Njot

cos 3 = 29 ,t 8=
9. Dany jest prostokat ABCD o obwodzie réwnym 10 cm i krétszym boku

BC dhugosci 2 cm. Oblicz wartosci funkcji trygonometrycznych katéw

ostrych trojkata ABC.

8.a)sina:cosﬁ—‘/&To,cosa—sinﬁ 3*5,tga—3,tgﬁ—3
b) sina = cos 8 = 2‘F ,cosa =sinf = rtga tgﬁ f

c) sinaw =cos 8 = g,COSO&—Slnﬂ—%,tga—%,tgﬁ—%
9. sin ¢BAC = cos JBCA =

cos BAC = sin ¢BCA = 13 )
tg JBAC = 2, tg JBCA =3

13’

4.2. Funkcje trygonometryczne kata ostrego
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Uczen:

— odezytuje z tablic wartosci
funkcji trygonometrycznych
danego kata ostrego lub miare
kata na podstawie wartosci
funkcji trygonometrycznych,

— wykorzystuje funkcje trygono-
metryczne do rozwigzywania
zadan praktycznych.

Komentarz

Rozwiazujac trojkaty prosto-
katne, korzystamy w tym
podreczniku z tablic wartosci
funkcji trygonometrycznych
umieszczonych na koncu. Jezeli
jest taka potrzeba, dtugosci
bokéw zaokraglamy do dwoch
miejsc po przecinku. Nalezy
pamietaé, ze wyniki moga sie
réznié w zaleznosci od tego,
czy korzystamy w obliczeniach
z funkcji trygonometrycznych,
czy z twierdzenia Pitagorasa.

Cwiczenie 1

h — wysokos¢ budynku
a) % = tg58° ~ 1,6003,
czyli h =~ 8 m

b) & =tg39° ~ 0,8098,

12
czyli h = 9,72 m

Multitefa

® Zastosowanie trygonometrii
— wyznaczanie WySoKosCi
obiektow

® Zastosowanie trygonometrii —
wyznaczanie potozenia statku
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4.3. Trygonometria — zastosowania

Funkcje trygonometryczne wykorzystuje sie w wielu sytuacjach praktycznych.
Ich przyblizone wartosci odczytamy z tablic wartosci funkcji trygonometrycz-
nych na str. 295. Mozemy tez skorzysta¢ z odpowiedniego kalkulatora.

Przyktad 1

Wierzchotek latarni morskiej znajduje sie 25 m nad poziomem morza i widaé
go z jachtu pod katem a = 5°. Jaka jest odleglosé jachtu od podnéza skarpy,
na ktorej stoi latarnia?

M

d

w Gg

Do wyznaczenia szukanej wartoéci d wykorzystamy odczytana z tablic przy-
blizona warto$¢ tg5° ~ 0,0875.
25

25 25
R d=ga ™

tga = N ——
& tg o 0,0875

czyli ~ 286 [m]
Cwiczenie 1

Oblicz wysoko$¢ budynku, ktorego cien ma diugo$é z

w momencie, gdy promienie stoneczne tworza z powierzch-

nia ziemi kat a.

a) z=5m, a =58 b) x =12 m, o = 39°
Przykfad 2

Obserwator widzi czubek drzewa odleglego u
0d=065m pod katem o = 29° (oczy ma g ff
na wysokosci 1,5 m nad ziemia). Jak wysokie

jest drzewo? o

o_ T , N
tg29 = %5 ol o

Z tablic odczytujemy: tg29° ~ 0,5543, czyli x ~ 65 - 0,5543 ~ 36 [m].
Wysokosé drzewa jest wige réwna okolo 36 + 1,5 = 37,5 [m].

Cwiczenie 2

Przyjmij, jak w przykltadzie 2., ze obserwator ma oczy na wysokosci 150 cm
nad ziemia i oblicz wysokos¢ drzewa, jesli:

a) a=40°, d =22 m, b) a =14°, d = 100 m.

Cwiczenie 2
Przyjmujemy oznaczenia jak na rysunku w przyktadzie 2.

a) 35 = tg40° ~ 0,8391, czyli z ~ 18,46 m
Wysokosé drzewa: h &~ 18,46 + 1,5 = 19,96 [m]
b) I = tg14° ~ 0,2493, czyli @ ~ 24,93 m

Wysokosé drzewa: h &~ 24,93 + 1,5 = 26,43 [m]



Przyktad 3

Przekatna prostokatnej dziatki budowlanej ma dltugo$é¢ 30 m i tworzy z krot-
szym bokiem dziatki kat « taki, ze cosa = 0,6. Ile metréw biezacych siatki
potrzeba na jej ogrodzenie, jezeli na brame wjazdowa nalezy zostawi¢ 3 m?

Obliczamy dlugosé jednego boku dziatki:

% =cosa = 0,6, czyli y = 30-0,6 = 18 [m].
Korzystamy z twierdzenia Pitagorasa: S
22 = 302 — y? = 900 — 324 = 576 > x
x = /576 = 24 [m]
Zatem obwéd dzialki: 2x + 2y = 48 4+ 36 = 84 [m], o
czyli potrzeba 84 — 3 = 81 [m] siatki. Yy

Cwiczenie 3

Oblicz obwdd prostokata, ktorego przekatna dtugosci d tworzy z jednym z bo-
kéw kat o mierze a.

a) d=15, cosa = + b)d:8,cosa:@

Znajomos¢ wartosci funkeji trygonometrycznych moze postuzy¢ do znajdowa-
nia miar katéw ostrych trojkata prostokatnego.

Cwiczenie 4

Korzystajac z tabeli wartodci funkcji trygonometrycznych (str. 295), podaj
przyblizona miare kata «, dla ktérego:

a) sina = 0,4067, b) sina = 0,4226, c¢) tga =0,5735, d) cosa = 0,9200.

Przyktad 4
Drabine dtugosci 5 m oparto o $ciane budynku tak, ze dotyka
jej na wysokosci 4,8 m. Jaki kat tworzy drabina z ziemia? 5m 4,8 m

sina = 4?8 = 0,96. Z tablic odczytujemy: o = 74°.

Cwiczenie 5
Jaki kat tworzy z ziemia drabina o dlugosci:
a) 6,5 m, jesli oparta o $ciane budynku siega na wysoko$é 5,5 m,

b) 4,5 m, jezeli jej koniec opierajacy sie o ziemig jest odlegly o 1 m od $ciany
budynku?

Cwiczenie 3
a) 126+ 6
b) 415 + 4

Cwiczenie 4
a) a = 24°
b) a & 25°
c) a=30°
d) o~ 23

Cwiczenie 5

a)

5,5 m

4.3. Trygonometria — zastosowania 165 I



Odpowiedzi do zadan
1. okolo 27,13 m

2. okoto 29,79 m

3. drzewo: okoto 37,3 m,
cien: okoto 13,58 m

4. Oznaczmy wysoko$¢, na jakiej
znajduje si¢ latawiec, przez h.

g
S h

[

% = sin 70°
h 2 20 - 0,9397 ~ 18,79 [m]

5. a) okolo 6°

b) okolo 17°

c) okolo 26,5°

d) 45
6. a) okolo 5,2%, spelnia

b) okoto 7%, spelnia

c) okoto 8,8%, nie spetnia

S x
S

[

Oznaczmy wysoko$é, na jaka,
siegnie drabina, przez h.

55 = sin72° =~ 0,9511
czyli © ~ 19,02 m.

Zatem h ~ 19,02 + 2,4 =
= 21,42 [m].
9. okolo 41,5°, 41,5°, 97°

BN 166 4. Trygonometria

Zadania

1. Budynek (rysunek obok) rzuca cien dtugosci 19 m w mo-
mencie, gdy promienie stoneczne tworzg z powierzchnig
ziemi kat a = 55°. Oblicz wysoko$¢ tego budynku.

2. Oblicz dlugo$é cienia rzucanego przez budynek o wyso-
kosci 25 m w momencie, gdy promienie stoneczne two-
rza 7z powierzchnia ziemi kat 40°.

3. Czubek drzewa widaé z odleglosci 80 m pod katem 25° (z poziomu ziemi).
Jaka jest wysoko$é drzewa? Jaka jest dlugosé cienia rzucanego przez to
drzewo, jesli promienie stoneczne tworza z powierzchnia ziemi kat 70°7

4. Naciagniety sznurek dlugosci 20 m, na ktérego koncu zamocowany jest
latawiec, tworzy z poziomem kat 70°. Jak wysoko nad ziemig znajduje si¢

latawiec?
Nachylenie drogi jest zwykle podawane w procentach:
h h
n =g -100%
Zauwaz, ze X = tga. =) ] d

5. Wyznacz kat « (rysunek powyzej), jesli nachylenie drogi jest réwne:

a) 10%, b) 30%, c) 50%, d) 100%.

6. Podjazd dla wozkow jest nachylony do poziomu pod katem «. Wyraz
w procentach nachylenie tego podjazdu. Czy spetnia on wymog, ze na-
chylenie podjazdu ma byé¢ mniejsze od 8%?

a) a=3° b) a =4° c) a=5°

7. Drabina wozu strazackiego moze by¢ rozsunieta na dtugo$é¢ 20 m i podnie-
siona pod katem 72°. Na jaka wysokos¢ siegnie drabina, jesli jest zamoco-
wana 2,4 m nad ziemia?

8. a) Jaki kat z powierzchnia ziemi tworza promienie stoneczne, jesli drzewo
0 wysokoéci 20 m rzuca cien dhugosci 17 m?
b) Drabing oparto o §ciane tak, ze dotyka jej na wysokosci 3,6 m i tworzy
z ziemia kat 54°. Jaki kat bedzie tworzyla z ziemia ta drabina, jesli zostanie
oparta o Sciane na wysokosci 4 m?

9. Przekrdj poprzeczny strychu jest trojkatem réwnoramiennym o podstawie
dtugosci 9 m i ramionach dtugosdci 6 m. Oblicz miary katow tego tréjkata.

8. a) b) Niech d oznacza dlugosé dra-
4m biny.
3,6 __ : o
20 m ) = = sin 54
czyli:
3,6
A d= gsr
‘ o 4sin 54°
17 m sina = 5 = 52— =~

4
d 3,6

~ 20,8090 ~ 0,8989
a =~ 64°

tga = 22 ~ 1,1765

a ~ 50°




10. Pilot lecacy samolotem na wysokoéci 50 m widzi poczatek pasa startowego ~ 10. Przyjmijmy oznaczenia jak na

pod katem o = 30°, a jego koniec pod katem 3 = 10°. Samolot nadlatuje rysunku, Wowczas:

o __ 50
wzdtuz pasa startowego. Jaka jest dltugosé tego pasa? . tg30° = 154
zatem:
|CA| ~ o,?% ~ 86,6
o __ 50
- a 3 tg10° = mgyea
C A B zatem:
o . . . .. . |AB| +|CA| ~ 376 &
11. Samolot zblizajacy sie do lotniska leci na wysokosci 2400 m. Do ladowania I

musi schodzi¢ pod katem 4°. Jak daleko od poczatku pasa startowego |AB| ~ 283,6 — 86,6
powinien rozpoczaé ten manewr? - 197 e

12. Startujacy samolot wznosi si¢ pod katem 15° z predkoscia 80 m/s. Jaka Dmg"éé pasa startowego wy-
wysoko$¢ osiggnie samolot po 2 minutach od momentu oderwania sie od e ol O R
ziemi? 11.

2400
)&O

13. Dwaj obserwatorzy stojacy w punk- L)
tach A i B (rysunek obok) w odle-

h &

glosci 400 m od siebie widza nadla- By o 3 tg4° = 2400
tujacy wzdtuz kierunku AB samolot z A B zatem:
pod katami av = 20° i B = 8°. Na jakiej wysokosci leci samolot? TR Gates ~ 34334,8

Powinien rozpoczaé ten ma-
newr okoto 34,33 km od po-
czatku pasa startowego.

12.

14. Wierzcholek komina widaé¢ z punktu A pod katem 26°, a z punktu B pod
katem 40°. Podstawa komina oraz punkty A i B leza na jednej prostej.
Komin ma wysoko$é¢ 20 m. Jaka jest odlegto$é miedzy punktami A i B?
Rozpatrz dwa przypadki (pomif grubosé komina).

15° .

Powtorzenie

Obliczamy droge, jaka pokona
samolot: v = 2, czyli

s =80 -120 = 9600
Obliczamy wysoko$é, jaka

16. O ile wyzej siegnie szeSciometrowa drabina ustawiona pod katem 73° do osiggnie samolot:

poziomu ziemi od takiej samej drabiny ustawionej pod katem 53°7 B —sin15° ~ 0,258, czyli

h a 2484,48 m
13. okotlo 91,53 m

15. Jaki kat z powierzchnia ziemi tworza promienie stoneczne, jesli budynek
o wysokosci 30 m rzuca cien dlugosci: a) 20 m, b) 30 m, c¢) 60 m?

17. Oblicz wysoko$¢ drzewa.

a) a =15°, 8 = 25°, b) a = 10°, § = 28°, .
. b) 45°
/ c) okoto 26,5°
5 16. 6sin 73° — 6sin 53° ~ 0,95 [m]
« NV
A B A 17. a) okoto 12,59 m
b) okolo 8,81 m
14. Podstawe komina oznaczmy przez O. 2° Punkty A i B znajduja si¢ po przeciw-

1° Punkty A i B znajduja sie po tej sa- 1ych stronach komina.

mej stronie komina.

20 m
20 m 400 3 260
> 40°\_[26° B o A
(0] B A Jak w przypadku 1° mamy |OB| ~ 23,84 m.
Ba = t840° ~ 0,8391 2 = tg26° ~ 04877, czyli |OA] ~ 41 m
zatem |OB| ~ 23,84 m Stad |AB| = |OA| 4 |OB| ~ 64,84 m.

20 — ° ~
czyli |AB| ~ 17,17 m
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Uczen:

— rozwiazuje trojkaty
prostokatne,

— wykorzystuje funkcje trygo-
nometryczne do wyznaczania
zwigzkéw miarowych w tréj-
katach i czworokatach.

Cwiczenie 1
a)
N
a
o
9
a=+102 — 92 = /19 [cm]
cos @ = %, czyli
a26°, f~90° —26° = 64°
b)
c
5
«a
13
c=1+/52 + 132 = /194 [cm]
tga = = ~ 0,3846, czyli
a~21° B~ 90° —21° = 69°
c) B =53
a

a = 15sin37° =~ 9,03 [cm],
b= 15sin53° ~ 11,98 [cm],
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4.4. Rozwigzywanie trojkatow
prostokatnych

Rozwigzaniem tréjkata nazywamy wyznaczenie dhugosci jego trzech bokéw

i wyznaczenie miar jego trzech katow.

Aby rozwiazaé trdojkat prostokatny, wystarczy znaé:

— dlugosci dowolnych dwoéch
bokdow

— dlugos¢ dowolnego boku i miare

o jednego z katéw ostrych.

Przyktad 1
Rozwiaz tréjkat prostokatny, majac dane dlugosci jego przyprostokatnych:
4 cmi 10 cm.

Dtugosé przeciwprostokatnej obliczamy, korzystajac z twier- A
dzenia Pitagorasa: ¢ = V102 4+ 42 = V116 = 2v/29 [cm].
tg 3 = 15 = 0,4. Z tablic (str. 295) odczytujemy:
0~ 22°1istad a =90° — 3 =~ 68°.

B 10 cm C

Przyktad 2

Rozwiaz tréjkat prostokatny, jesli dtugosé przyprostokatnej
lezacej naprzeciwko kata 50° jest réwna 8 cm.

a = 90° — 50° = 40°

= sin 50° = 0,766, stad ¢ ~ 10,44 cm.

=tg50° ~ 1,1918, stad a ~ 6,71 cm.

Qoo ol

[ Cwiczenie 1

Rozwiaz tréjkat prostokatny, jesli:

a) dwa jego dluzsze boki maja dlugosci 9 cm i 10 cm,

b) dlugosci przyprostokatnych sa réwne 5 cm i 13 cm,

¢) przeciwprostokatna ma diugo$é 15 cm, a jeden z katéw ma miare 37°,
d) dlugoséé przyprostokatnej lezacej naprzeciwko kata 54° jest réwna 8 cm.

Jesli potrzebna jest wieksza dokladnosé, to miare kata mozemy podawaé
w stopniach i minutach, a nawet w sekundach.

o __ /
1 minuta (oznaczana 1') jest réwna &= stopnia. 17 =60
: . . 1" = 60"

1 sekunda (oznaczana 1”) jest réwna & minuty. i — S

Na przyklad 24,5° = 24°30'.

d) B = 36°

b
c= %5 ~9,89 [cm],

b~ \/(9,9)2 — 82 = /34,01 ~ 5,81 [cm]



Przyktad 3

Wyraz w minutach i sekundach - kata 45°.
45 _ "o " __ /! " __ !/ 1"
To00 — 1000 -3600" = 162" = 120" 4 42" = 2'42
Cwiczenie 2
Wyraz w stopniach, minutach i sekundach — 100 kata:
a) 360°, b) 4°, c) 15°, d) 12, e) 42°.
Przyktad 4 C
Dany jest tréjkat prostokatny ABC (rysunek obok).
Odcinek AD jest zawarty w dwusiecznej kata BAC.
Oblicz miary katéw tréjkata ADC, jesli |[AB| = 8, D
|BC| = 6.
tg SBAC = 2 = 0,75, czyli $BAC =~ 37° i 5
Zatem: SCAD ~ L -37° = 18°30/
JACD ~ 90° — 37° = 53°
JADC =~ 180° — 18°30' — 53° = 108°30’

[ Gwiczenie 3

W tréjkacie prostokatnym ABC o kacie prostym przy wierzchotku A kat BC A
ma miare 55°, a |CB| = 10. Oblicz dlugoéé odcinka C'D oraz miary katéw
trojkata BCD, jesli punkt D nalezy do boku AB oraz odcinek CD jest:

a) zawarty w dwusiecznej kata BC' A, b) érodkowa tréjkata ABC.

Zadania

1. W trapezie prostokatnym ABCD (rysunek obok) kat
AD B ma miare 43°46'25”, a kat ABC —miare 73°42'10". p
a) Wyznacz miary katéw tréjkata BCD.
b) Wyznacz miary katéw trojkata ABP, jesli punkt P
lezy na dwusiecznej kata ABC.

A B
2. Rozwiaz trojkat prostokatny o podanych dlugosciach przyprostokatnych.
b) 1 cm, 7 cm

a) 4 cm, 6 cm c) 8 cm, 10 cm

3. Dany jest tréjkat prostokatny ABC o kacie prostym przy wierzchotku C.
Rozwiaz ten trojkat, jesli wiadomo, ze:

a) SCAB = 34°, |CB| = 6, b) YCBA = 66°, |AB| = 10.

Odpowiedzi do zadan

1. a) IBCD = 106°17'50", IDBC = 27°28'35", IBDC = 46°13'35"
b) IPAB = 90°, JABP = 36°51'5", IBPA = 53°8'55"

2. a) 21/13 cm, okoto 34°, okoto 56°
b) 5v/2 cm, okoto 8°, okoto 82°
¢) 2v/41 cm, okoto 39°, okoto 51°

3. a) ﬁABC = 56°

|AC| = tgw ~ 8,9
|AB| = & ~ 10,73
b) JBAC = 24°

|AC| = 10sin 66° = 9,14
|BC| = 10 cos 66° ~ 4,07

Cwiczenie 2

a) 3°36' b) 224" ¢) 9’
d) 712" e) 25'12"
Cwiczenie 3

251 — sin55° ~ 0,8192,
czyli |AB| =~ 8,192

O — cos55° ~ 0,5736,
czyli |AC| = 5,736

a) B

© A
§ =275, qgg\ = c0s 27,5°
5,736
ICD| ~ 2238 = 6,47
Katy: 27°30, 35°, 117°30’
b) B

g [
@ A

|CD| =

= /lacp +

_ _lAac
tg SJADC = 1745
JADC = 54°,
czyli IBDC' =~ 126°

Katy: 35°, okoto: 126°, 19°

~ 1.4

4.4, Rozwiazywanie trojkatow prostokatnych

(314B|)* ~ 7,05

169 IS



4. a) Dlugos¢ podstawy: 4. Oblicz obwdd i pole trojkata réwnoramiennego:
a=2-4cos37° ~ 6,3888

Wysoko$é: ) ) ) ] ] ] )

h = 4sin 37° & 2,4072 b) o podstawie dlugosci 10 i kacie miedzy ramionami 70°.
Ob =~ 14,39, P ~ 7,69
b) Dlugosé ramienia:

b= —2— ~8,7169

a) o ramieniu dlugosci 4 i kacie przy podstawie 37°,

5. a) Trapez réwnoramienny ma podstawy dlugoéci 6 dm i 10 dm, a jego
obwdd jest réwny 32 dm. Oblicz miary katéw tego trapezu.

Wysokosfﬂc’r;350 b) Trapez réwnoramienny ma podstawy dlugosci 4 cm i 8 cm oraz wyso-
h= tg% ~ 7,1408 kosé¢ 8 cm. Oblicz miare kata, jaki przekatna trapezu tworzy z jego pod-
Ob ~ 27,43, P = 35,7 stawg.
5. a) 6 ¢) W trapezie réwnoramiennym przekatna o dtugosci 13 cm tworzy z ra-
mieniem kat prosty. Oblicz miary katéw trapezu, jesli jego wysokosé jest
réwna 5 cm. D 15 C
C (&
6. Oblicz dlugosci bokéw AB i AD trapezu prosto-
A katnego ABCD oraz miare kata DC'A (rysunek
= 0 obok). A 5

Obliczamy dtugosé
ramienia c¢: 6 + 10 + 2¢ = 32,
zatem ¢ = 8 dm.

7. Przekatne deltoidu maja dlugosci 20 cm i 30 cm. Punkt przeciecia przekat-
nych dzieli dtuzsza z nich w stosunku 2:1. Oblicz miary katéw deltoidu.

cosa=2=2=025 2
c— 8 1495 8. Wyznacz katy rombu, jesli wysokos¢ poprowadzona o
~ 7E0QN/ . ST
zatem a =~ 75°30'. do jego boku podzielita go w stosunku 1: 3.
Drugi kat trapezu ma miare
okoto: 180°—75°30" = 104°30'. 9. W troéjkacie réwnobocznym o boku 12 na boku C'B
b) tga = & ~ 1,333, a ~ 53° obrano taki punkt D, ze 3|DB| = |CD| (rysunek D
9 p o obok). Oblicz dlugosé odcinka ED. Rozwiaz tréjkat
5 ABD. A EB
(& (& , .
5 Powtérzenie
A\
A a B 10. Rozwiaz tréjkat prostokatny, ktorego przyprostokatne majg dtugosci:
Ppapp =3 -5a =3 -13c a) 5, 12, b) 8, 15, c) 12, 16.
czyli ¢ = 15—3 = cosa,
satem o~ 67°. 11. Rozwiaz tréjkat prostokatny, jesli dlugosé jego:
Drugi kat trapezu ma miare a) przeciwprostokatnej jest réwna 12 c¢m, a przyprostokatnej — 10 cm,
okoto: 180° — 67° = 113°. b) przeciwprostokatnej jest réwna 7 cm, a jeden z katéw ma miare 43°,
6. ?Béz 20,88, |AD| = 8,09, ¢) przyprostokatnej lezacej naprzeciwko kata 26° jest réwna 12,5 cm,
D ~ 28°
d) przyprostokatnej lezacej przy kacie 69° jest réwna 15 cm.
7. 90°, okoto 53°, okoto 108°30, ) przyp AHNC) TCEACE] PIAY K .
okolo 108°30/ 12. W réwnolegtoboku o bokach ditugo$ci 10 cm i 30 cm krétsza przekatna
8. okolo 75°30', okoto 104”30/ tworzy z jednym bokiem kat 90°. Oblicz miary katéw tego réwnolegloboku.
lub okoto 41°, okoto 139°
9. Niech « =4DAE. |BD| = 3. 10. a) 13, okoto 22°30/, okolo 67°30'
|EB| = 3sin30° = 2, czyli |AE| = 101, ) 20, okoto 37, okolo
Wowezas: 11. a) 24/11 cm, okoto 56°30/,
koto 33°30'
ADJ? = (101)2 + (33)2 = (3//13)2 ©
4D (103)"+ (5%) (8v13) b) 47°, okoto 4,77 cm,
|AD| = 3v/13 okolo 5,12 cm
Boki tréjkata ABD maja dlugosci: 12, 3, c) 64°, okoto 25,63 cm,
3v/13. v okoto 28,51 cm
3V3 o
tga = 2 = 2 ~0,2474, czyli a ~ 14°. d) 21°, okoto 39,08 cm,
2

okoto 41,85 cm
Zatem katy tréjkata ABD maja miary: 60°,
okolo 14°, okoto 106°. 12. okoto 70°30', okoto 109°30
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4.5. Zwiazki miedzy funkcjami
trygonometrycznymi

Tozsamoscia trygonometryczng nazywamy rownosé¢ prawdziwa dla wszystkich
wartosci kata, dla ktorych jest okreslona.

Podstawowe tozsamosci trygonometryczne

Dla dowolnego kata ostrego a prawdziwe sa ponizsze zaleznosci.

1. sin®a+cos’a =1 2. tgoz:Siﬂ

COos «

Uwaga. Zapis sin® a oznacza (sin a)?, analogicznie cos? a = (cos ar)?.

Tozsamoéé sin® a + cos? & = 1 nazywamy jedynka trygonometryczna. B

Dowéd jedynki trygonometrycznej c a
Przy oznaczeniach takich, jak na rysunku obok:
o
sina=% i cosa="2 A b C
(& C

Korzystamy

2 2 2 2 2 2 2 ) A
sin o =+ cos?2a = (ﬂ) =+ (9) = a_2 + b—2 =2 _;b = 0_2 =1 7 twierdzenia

(& (& C C C C

Pitagorasa.
7 jedynki trygonometrycznej wynikaja nastepujace tozsamodci:

sina=1—cos?a oraz cosla =1—sin’a

[] Ewiczenie 1

Udowodnij tozsamosé trygonometryczna tg o = sina

Cos & ’

Jezeli dana jest warto$é jednej funkcji trygonometrycznej, to — korzystajac
z podanych wyzej tozsamo$ci — mozna wyznaczy¢ wartosci pozostatych funkeji
trygonometrycznych.

Przyktad 1
Oblicz cos a, jesli sina = % oraz « jest katem ostrym.

Warto$¢ cos o obliczymy, korzystajac z jedynki trygonometrycznej:

312
(E) + costa=1

2 9 16
cosa=1——=—
25 25

cosa = 4 Wartosci funkcji trygonometrycznych

5 kata ostrego sg dodatnie.
Cwiczenie 2
Oblicz sin «, jesli cosa = %? oraz « jest katem ostrym.
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Uczen:

— podaje zwiazki miedzy
funkcjami trygonometrycz-
nymi tego samego kata oraz
miedzy funkcjami trygonome-
trycznymi katéw « i 90° — «,

— wyznacza wartosci pozo-
statych funkcji trygonome-
trycznych, gdy dana jest
jedna z nich,

— sprawdza, czy istnieje kat
ostry spelniajacy podane
zaleznosci,

— stosuje poznane zwiazki do
upraszczania wyrazen zawie-
rajacych funkcje trygonome-
tryczne,

— uzasadnia zwiazki miedzy
funkcjami trygonome-
trycznymi,

— przeprowadza dowody
podstawowych tozsamosci

trygonometrycznych.
Cwiczenie 1
sihna _ a . b _ a _
cosa_Z’E_E_tga
Cwiczenie 2 ,
sinfa=1-— (4) = %
sina = %
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Przyktad 2
Oblicz wartosci pozostalych funkcji trygonometrycznych kata ostrego «, jesli
1

Cosx = 3"

Wartos¢ sin a obliczymy, korzystajac z jedynki trygonometrycznej:
2
sin® o + (%) =1

’ sin® o = g
Cwiczenie 3 . 2v/2  Wartoéci funkeji trygonometrycznych
a) cosa = %, tga = % sima = "3 kata ostrego sa dodatnie.
b)sina = 2, tga = = Obliczamy wartos¢ tg a: - .
c) sina:@,tga:m tga=:;r;z=%=2\/§
S)W'czeme 4 Cwiczenie 3
a) Oblicz cosa i tga, jesli sina = 0,8 oraz « jest katem ostrym.
NG 9 b) Oblicz sina i tg v, jesli cosa = % oraz a jest katem ostrym.
¢) Oblicz sina i tga, jesli cosa = 1 oraz a jest katem ostrym.

Aby obliczyé wartosci funkcji trygonometrycznych, mozemy wykorzystaé od-

sina = %, cosa = @ powiedni tréjkat prostokatny.
b)
Ja Przyktad 3
V2 Oblicz sina i cos av, jesli tga = % oraz « jest katem ostrym.
A 5 g Rysujemy tréjkat prostokatny o przyprostokatnych B
sina — é’ cos o — @ a =T71ib=24. Dlugosé przeciwprostokatnej .
) obliczamy, korzystajac z twierdzenia a
Cc
Pitagorasa: a
” c=VT+242 = 25 A b ¢
21 Zatem:
sina = —, cosa = 2=
AN 25’ 2
N b " Cwiczenie 4
SN Q= 39, COSA = 59 Oblicz wartoéci pozostaltych funkcji trygonometrycznych kata ostrego «, jesli:
d
) a) tga = 2, b) tgazg, c) tga:%, d) tga = V2.
V3 V2 Cwiczenie 5
A Narysuj odpowiedni trojkat prostokatny i oblicz wartoéci pozostatych funkcji
1 a trygonometrycznych kata ostrego «, jesli:
sina =¥, cosa = Y2 a) sinazg, b) sina:\/?i7 c) cosazg, d) cosa:%.
Cwiczenie 5
a) Tréjkat o bokach dtugosci: 2, /5, 3
cosa = ‘/Tg, tga = ¥

b) Tréjkat o bokach dtugosci: v/2, v/7, 3
V7 _ V4
3 tga =

cosa =
¢) Tréjkat o bokach dtugosci: v/5, 2v/5, 5
sina = %, tga =2

d) Tréjkat o bokach dtugosci: v/11, 5, 6

; _ Vi1 _ Vil
sina = 5=, tga = ==
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Rozwazmy tréjkat prostokatny ABC (rysunek obok). B

W tym tréjkacie 8 = 90° — a. Zauwazmy, ze: a c
sin 8 = sin(90° — o) = g >
Odpowiedzi do zadan
i jednoczesnie cosa = é, zatem sin(90° — a) = cos a. ¢ b A P .
c 1. a) sina = 0,6, tga = 0,75
i —4 —4
Twierdzenie b)sina =3, tga =3
) c) cosa:‘/F,tg :‘/115?
Dla dowolnego kata ostrego a zachodza réwnosci: d) cosor F Ctga— 2F
1. sin(90° — o) = cos & 3. tg(90° — a) = 1 e) sina = &, tga = GF
2. c0s(90° — @) = sin « tga f) sina = 3‘1/;, cos o = %?3
g) sina = 12, cosa = &
5 ino = 441 IV S
@ Cwiczenie 6 b) sina M ORe= T

Uzasadnij podane wyzej tozsamosci trygonometryczne 2. i 3. Oblicz wartosci 2. a) cosr = gsina

funkcji trygonometrycznych kata ostrego «, jesli:
W) SO0 —a)= 3. b)eos(O0 —a)=F, ¢ tgOr —a)=2

10” 27 sino =

sin? a + ( sma)2 =1

Wgin2a=1

3v10
10

b) sina = 1 cosa

Zadania (heos)* +eota=1
% cosla =1
1. Oblicz wartosci pozostatych funkcji trygonometrycznych kata ostrego «, cosa = %
jesli: 3. a) tak
: 1 Vi3 2 23)\% (128, 1_ 1
a) cosa =08, c¢) sina= 7, e) cosa = Y22, g) tga =2z, ) +(3) =5+s5=
b) cosar = 2, d) sina=04, f) tga=3, h) tgor = 2 b) gie ,
sin” o + (%) =1
2. a) Oblicz sinus kata ostrego «, jesli jest on trzy razy wiekszy od cosinusa sina — %
tego kata. tga = % —2V6 # 2 26
b) Oblicz cosinus kata ostrego «, jesli jest on dwa razy wiekszy od sinusa ¢) nie
tego kata. 2
g0 (@) +cos?a =1
3. Cgzy istnieje kat ostry a spelniajacy podane zaleznoéci? COS o — F
a) sina =22 i cosa=1 ) tga=12 i sina =0 tgazzggf;:@#%
b) tga =28 i cosa=1 d) tga =2 i cosa=2 d.);ak o
sin®a+ (2)" =1
4. Oblicz dlugosci przyprostokatnych tréjkata prostokatnego, jesli « jest jed- sina = Y8
3
nym z katéw ostrych tego tréjkata oraz: tgo = sne — VB
~ cosa 2
l Py . . 7 .
a) tga = 3, a dlugosc przeciwprostokatnej réwna jest 10 cm, 4. a) 2v/5 om, 4v/5 om
b) tga = % a dtugosé przeciwprostokatnej réwna jest 39 cm. b) 61/13 cm, 9v/13 cm
Cwiczenie 6

Uzasadnienie tozsamosci trygonometrycznych:
2. cos(90° —a) = ¢ =sina
3.t(90° —a) = 2 = L

a tga
a) cosa = %, sina = %7 tga = %
b) sina = ‘/73, cosa=1,tga=+3
¢) tga =3, sina =34 cosa= %

4.5. Zwigzki miedzy funkcjami trygonometrycznymi 173 I



5. a) B9 — czyli 5. Dany jest tréjkat prostokatny ABC o kacie prostym przy wierzchotku C.

|BC‘?|B_‘ §1-3|’AB| Oblicz obwéd tego trojkata.

ABP? = 122 1 (& - |AB))? a) |[AC| =12, singBAC = 2 ¢) |BC| = V3, sinyABC = &
|AB| =13, |BC| =5 b) |[AC| =4, sin JABC = & d) |BC| =6, cosg BAC = I
Zatem Ob = 30. ) o B .

b) % {7 cayli 6. Obh-cz wartosci fur;l:ql trygonometrycznych kata ostrego «, jesli:

|AB| = 4v/5 a) sin(90° — o) = 32, ¢) cos(90° — ) = 1, e) tg(90° —a) = 2,
\BC| = \/TABE —JACP = 8 b) sin(90° — a) = 3, d) cos(90° — o) = §7 f) tg(90° — ) = 2.
Zatem Ob = 4(V/5 + 3). 7. Przedstaw w prostszej postaci.

c) % = B, cayli a) (1 —sina)(1+ sina) c) cosa-tga e) sina - tg(90° — «)
|AC| = {2 - |AB b) (1+sin(90°—a))(1—cos ) d) sinev- o f) tga-tg(90° — )
|AB|* = (V3)*+ (36 : |AB|)2 8. Korzystajac z tabeli wartosci funkeji trygonometrycznych (str. 295), wy-
|AB| =3, |AC| = V6 znacz przyblizone wartosci pozostatych funkcji trygonometrycznych kata
Zatem Ob = 3 + /3 + /6. ostrego «.

d) 55l = 3{;, czyli a) sina = 0,91 b) cosa = 0,91 c) tga = 0,55 d) tga =4

AC| = 232 .| AB| o
Czy wiesz, ze...

2
2_ g2, (3/I3 .
[AB|" =67+ ( & |AB|) Do oznaczania katéw zwykle uzywamy liter alfabetu greckiego.

|[AB| = 3V13, |[AC| =9 A « alfa H n eta N v ni T 7 tau

e Obf?’(m* g)' B B beta O 0 teta 5 & I P yplon
6 ?) Sma\; 21 COSQ= "3 I' v gamma I ¢ jota O o omikron b ¢ fi

ga= ¥ . .

) st = 12 e = L A 6 delta K k kappa II © pi X x chi

tgo = 12 E ¢ epsilon A X lambda P p ro ¥ 4 psi

¢)sina = 1, cosa = @, Z (¢ dzeta M p mi Y o sigma {2 w omega

t Vi5

X = T5 e

d — 13 = ¥6 . .

)Smaf 30 CORAT Powtdrzenie

tga = 5

N _ 2w

t) sina = %y, cosa = S 9. Cgy istnieje kat ostry a spelniajacy podane zaleznoéci?

ga=3

f) sina = L, cosa = 283, a) sina =% i cosa=1 d) sinav=2 i sin(90° —a) =2

tga =3 b) tga =32 i sina =12 e) cosazg i Cos(90°—a):2‘f

2 =2 2
" ?1)) Z(())Z aa el)))czlsna af)ci e ¢) sina = @ i sin(90° —a) =3 f) tga=+v2 i tg(90° —a) = ‘f
8. a) cosa~ 041, tga ~ 2,25 10
b) sin @ =~ 0,41, tga ~ 0,45
c) sina ~ 0,48, cos a =~ 0,87 4
d) sin o ~ 0,97, cos a ~ 0,24 a) tga = 3, ¢ =15 cm

. W tréjkacie prostokatnym jeden z katéw ostrych ma miare «, a przeciwpro-
stokatna ma diugosé c. Oblicz dtugosci przyprostokatnych tego tréjkata.
b) tga =12, c=39 cm

9. a) nie b) tak c) tak d) nie e) tak f) tak
10.a) 9cmi 12 cm b) 15 cm i 36 cm
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Trygonometria i astronomia

Odleglosci dzielace nas od stosunkowo bliskich gwiazd mozna obliczy¢-
na podstawie obserwacji zmiany ich polozenia na tle odleglych gwiazd.
Astronomowie w tym celu wyznaczaja kat, zwany katem paralaksy.

Ma on miare rzedu setnych czesci sekundy.

odlegte gwiazdy

O e o
- ~

N
gwiazda widziana B —— gwiazda widziana
z Ziemi w grudniu She _-/  zZiemiw czerwcu

potozenie gwiazdy wyznaczone
na podstawie obserwacji wykonanych
w czerwcu i grudniu

kat paralaksy a
\
X
~ W i ¥ i ~
7 toy 3
. . . . / N . . . .
potozenie Ziemi / r r \ potozenie Ziemi
W Czerwcu S 7 w grudniu L
\ Storice 4
N 7
~ - Y

Do wyznaczenia kata paralaksy mozemy wykorzysta¢ obserwacje wykonane w czerwcu

i grudniu, gdy Ziemia znajduje sie w dwadch przeciwlegtych potozeniach na swojej orbicie
wokoét Stonca (patrz rysunek). Oznaczmy przez r Srednig odlegto$é Ziemi od Stonca, réwna
w przyblizeniu 150 min km (wielkos¢ ta zostata nazwana jednostka astronomiczng).
Odlegtosc¢ x obliczamy, korzystajac ze wzoru tg o :5, gdzie a - kat paralaksy.

Oblicz odlegtos¢ od Storica najblizszej nam gwiazdy spoza Uktadu

Stonecznego — Proximy Centauri, dla ktérej kat paralaksy a = 0,77".
Przyjmij tg 0,77" ~ 0,00000373.

_ _r_ ., 150000000 .
1. z= e ~ 0.00000373 ~ 40214477211796 [km]
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Uczen:

— okresla znak funkcji trygono-
metrycznej kata rozwartego,

— oblicza wartosci funkeji trygo-
nometrycznych kata, gdy
dane sa wspoétrzedne punktu
lezacego na jego koncowym
ramieniu; przedstawia ten kat
na rysunku,

— stosuje zaleznosci migdzy
funkcjami trygonometrycz-
nymi kata wypuklego,

— znajac warto$¢ tangensa kata
wypuktego, rysuje ten kat
w uktadzie wspotrzednych.

Cwiczenie 1
a) 45°, np. (1,1)
b) 90°, np. (0,1)

c) 135° np. (—1,1)

Cwiczenie 2

a) |OP| =5,

sina = %, cosa = %
tga = %

b) |OP| = 10,

sina = %, cosa =

alw

tga:%

c) |OP| =2,
sina:%,cosa:
tga = @

V3
2

MultiteZa

® Funkcje trygonometryczne kata
w uktadzie wspodtrzednych (1)

® Funkcje trygonometryczne kata
w uktadzie wspdtrzednych (2)
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4.6. Funkcje trygonometryczne
kata wypuktego (1)

W tej i kolejnych lekcjach bedziemy rozpatrywaé¢ katy umieszczone w ukta-
dzie wspotrzednych w ten sposob, ze poczatek uktadu jest wierzchotkiem kata,
a jedno z ramion kata, zwane jego ramieniem poczatkowym, zawiera si¢ w do-
datniej potosi OX. Drugie rami¢ bedziemy nazywaé ramieniem koncowym.
Kat odtozony jest od ramienia poczatkowego do konicowego w kierunku prze-
ciwnym do ruchu wskazowek zegara.

Figure nazwamy wypukla, gdy odcinek taczacy dowolne dwa punkty nalezace
do tej figury jest w niej zawarty. W tym rozdziale rozpatrujemy katy wy-
pukle, ktérych miary naleza do przedziatu (0°;180°). Przypominamy, ze kat
nazywamy rozwartym, gdy jego miara nalezy do przedziatu (90°; 180°).

Y Y Y
60° 120° 150°
O] X O] X O| X
Cwiczenie 1

Jaka jest miara kata, do ktérego ramienia konicowego nalezy punkt P? Podaj
wspolrzedne innego punktu nalezacego do ramienia koncowego tego kata.

a) Y b) Y c) Y
P(2,2) P(0,2) P(<2,2)
« «@ o
O] X 0| X 0| X
Przyktad 1

Dany jest tréjkat POA, gdzie P(3,2) i A(3,0). Oblicz dlugos$é odcinka OP
i wartosci funkcji trygonometrycznych kata PO A.

Rysujemy tréjkat prostokatny POA (rysunek obok). Y P(3,2)
Oznaczmy miare kata POA przez a. ’
Poniewaz |OA| = 3, |AP| = 2, z twierdzenia Pitago-

—

rasa otrzymujemy: o
O 1 A X
OP|= V2137 = V13
Zatem sina = A = %?}_3, cosa = Ao = %?}_3 i tga =2

Cwiczenie 2
Oblicz dtugosé odcinka O P i wartoéci funkcji trygonometrycznych kata PO A.
a) P(3,4), A(3,0) b) P(6,8), A(6,0) c) P(V3,1), A(V3,0)



Niech P(x,y) bedzie dowolnym punktem, réznym od poczatku uktadu wspét-
rzednych, lezacym na ramieniu koicowym kata ostrego a. Wtedy:

<
<

Cosx =

. xX
sina = ¥, =
T T

) tga:x7

gdzie r = |OP| = /a?% + y?

|
ol 7 X
Podane powyzej wzory stuza réwniez do zdefiniowania funkcji trygonome-
trycznych dowolnego kata o € (0°;180°).

Definicja

Niech P(z,y) bedzie dowolnym punktem, réznym od poczatku ukladu
wspdélrzednych, lezacym na ramieniu koncowym kata o € (0°; 180°). Wtedy:

sina:%, cosa:%, gdzie r = /2% + o2, g___Y1,

|
tga = % (z #0, czyli a # 90°). | a

Zauwaz, ze kazdy ze stosunkéw: £, £ L zalezy wylacznie od polozenia ramienia

r’r’x

koncowego kata, a nie zalezy od wyboru punktu P lezacego na tym ramieniu.

Przyktad 2 . Y
Do ramienia koficowego kata a nalezy punkt P(—3,4). P
Oblicz wartoéci funkcji trygonometrycznych tego kata.

Punkt P ma wspdélrzedne (—3,4), zatem © = —3, y = 4,

czyli:

—y_ _4 &
tga=75="3 ol 1Xx
r=y2?+y? =/(—3)>+42 = /25 =5, zatem sina = 3, cosa = —32.
Cwiczenie 3

Do ramienia koncowego kata o naleza punkty P i Q. Przedstaw ten kat na ry-
sunku i oblicz wartoéci jego funkcji trygonometrycznych, korzystajac ze wspot-
rzednych wybranego punktu.

a) P(—4,3), Q(-8,6) b) P(—1,2), Q(—2,6)

Cwiczenie 4
Wybierz dowolny punkt na ramieniu koncowym kata « i oblicz wartosci tych
funkcji trygonometrycznych kata o, ktére sa dla niego okreslone.

a) a=0° b) a = 90° c) a=180°

Cwiczenie 4

a) sin0° =0, cos0° =1, tg0° =0

b) sin90° = 1, cos 90° = 0,

c) sin 180° = 0, cos 180° = —1, tg180° =0
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Cwiczenie 3
a) sina = %, cosa = —%,
_ 3

3v10
10

Eﬂ

b) sina = cosa = —

10
tga = -3

Komentarz
Nalezy poleci¢ uczniom, aby
wykonali ¢wiczenie 4.



Cwiczenie 5

a) cos110° < 0, tg 115°
Liczba a jest ujemna.
b) cos 130° < 0, tg 140°
Liczba a jest dodatnia.
c) sin160° > 0, tg170°
Liczba a jest ujemna.

10 ?

Cwiczenie 6
r=+10, sina = B0
cosa = —%, tga = —

a) sin® o + cos a—%

sina __ O .
b) cosa . (

:—g—tga
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[0] Cwiczenie 7

Jako wartosci funkcji trygonometrycznych Y

kata BAC w tréjkacie ABC przyjmuje-

my wartosdci funkcji trygonometrycznych

przystajacego do niego kata o umieszczo- a o

nego w uktadzie wspotrzednych. A B O] X

Dla a € (0°;90°) zachodza nier6wnosci: sina > 0, cosa > 0, tga > 0.
Dla « € (90°; 180°) zachodzg nier6wnosci: sina > 0, cosa < 0, tga < 0.

Cwiczenie 5
Okresl, czy liczba a jest dodatnia, czy ujemna.
a) a =cos110°+tg115° b) a =cos130°-tg140° c¢) a = sin160° - tg170°

Cwiczenie 6
Do ramienia konicowego kata « nalezy punkt P(—3,1). Oblicz wartosci funkceji
trygonometrycznych tego kata. Sprawdz, czy dla obliczonych wartosci zacho-
dzi réwnosc:

a) sin®a +cos?a = 1,

Poznane wczesniej tozsamosci trygonometryczne zachodzg dla dowolnych ka-
tow wypuktych.

Dla kata o € (0°;180°) prawdziwe

a) Uzasadnij podane obok twierdzenie. | 5% zaleznosci:

2 2 _
b) Uzasadnij, ze dla dowonego kata L. sin"a +cos"a =1

wypuktego a zachodzg nieréwnosci: 2. ::;z =tga, gdzie a # 90°
sina<1l icosa<l

Przyktad 3

Oblicz cosar i tg ey, jesli v € (90°;180°) i sinar = +.

2 Korzystamy z jedynki
(1) +cos’a=1 hometrvezne;
1 - trygonometrycznej.

15

cos?a = 22, stad cosa =

2 Y5 lub cosa=—¥2

4

Dla « € (90°;180°) cosinus jest ujemny, wiec cosa = —@.

. 1
Obliczamy warto$é¢ tgo: tga = 22 = *jTﬁ =—2== —%.
Cwiczenie 8

Oblicz cos? a, cosa i tga, jesli a € (90°; 180°) oraz:

a) sina = 2, b) sina = 2, c) sina = L.
Cwiczenie 7

a) Niech punkt P(z,y) lezy na ramieniu konicowym kata « oraz r = \/z2 + y2.

1. sin? a—!—cosoz—() (E)Q:M::—zzl

T T

sina __
2. cosa

Slfske

&I@

tga

b) Zauwazmy, ze x < r iy < r. Zatem sina = L{I=1orazcosa= <<~ =1

Cwiczenie 8
a) cos’a = ég,cosa——4 tga:—%
2 5 _ \F 2V/5
b) cos® o = g, cosa = , tga = —=£
2 4 2\F _ 1
c) cos“a =%, cosa=—="2, tga=—3



Cwiczenie 9 Cwiczenie 9

Oblicz sin® a, sina i tga, jesli a € (90°180°) oraz: a) sin®a = 2, sina = 2,
a) cosa = —3, b) cosa = —41, c) cosa:—‘{—l_oo. tga=—3
b) sin®a = &, sina = 23—‘/5,
Zadania tga = —2f
in2 310
1. Podaj wartosci funkcji trygonometrycznych Y E) Sul a; 107 Sin e = g2,
podanego kata (rysunek obok). B S s ==
a) < AOP b) < AOQ c) < AOR Odpowiedzi do zadan
2. Punkt P nalezy do ramienia koncowego ka- 1. a) sin JAOP = 4477,
B L. ) Q cos JAOP = —ﬂ,
ta «, a punkt Q — do ramienia koncowego 1 17
kata (3. Oblicz sin o — sin 3. 4 tg JAOP = —
3 P(-2.4). Q4.2)  b) P(=9.3), Q2.0 TR ga0a- 7
) ) 9 ) ) ) oS qAOQ _ _¥7
3. Punkt P nalezy do ramienia koncowego kata «, a punkt ) — do ramienia tg J40Q = —1
koncowego kata 3. Oblicz cosa + cos (3. c) sin JAOR = 241
a) P(3,1), Q(~1,4)  b) P(=2,4), Q(-4,2) c¢) P(~2,V2), Q(*2,1) cos JAOR = — 4L
i o tg JAOR = -}
4. Oblicz: sin” a, sina i tga, jesdli a jest katem rozwartym oraz:
a) cosa = —1, b) cosa = —2, c) cosa =—¥.
5. Przeczytaj podany w ramce przyklad. 5. a) sina = %,
CoOS &x = —%
W uktadzie wspolrzednych narysowano Y b) sina = &
kat o € (0°;180°), taki ze tga = —3. 1;3’
COSx = — 3
Oblicz sin av. P(-2.3) L
c) sina = 3z,
r=|0OP|=+/(—-2)?+ 3% = V13, stad: ; coso e — 5
13
s _y_ 3 _ 3/13 @
SIMa = = —pm = = - ol 1 X

W uktadzie wspoétrzednych narysuj odpowiedni k@t a € (0°;,180°) oraz
2

oblicz sina i cos o, jedli: a) tga = —2, b) tga=—35, ¢) tga=—2.

Powtodrzenie

6. Do ramienia koncowego kata o nalezy punkt P. Oblicz wartosci funkcji
trygonometrycznych tego kata.

a) P(5,12) c) P(-5,12) e) P(V5,2) g) P(—/3,1)
b) P(1,3) d) P(-5,10) f) P(v2,1) h) P(—+/3,6)

2. a) sina —sin§ = %_gzg 6. a)sina:}—g,cosa—m,tga—g
b)sma—smﬁz‘%ﬁ—%:—@ b)sina:%,cosaff),tgaf%

3. a) cosa+cos B = %{O a2 = 73@64\/3 ©) sino:= }_3\2}(:08& B li}tga =
b) cosa—|—cosﬁ:—§-|-(—2—55):—B’T\/g 9 s1na:z cosa}—— tgo;\;—2
c) cosa+cosff = — T6+T3:‘/§7‘/6 ) sma:?f,cosa 3{,tga* s

4. a) sin? %,sma:@,tga:—\/ﬁ f) sina = £% cosa =48 tga =L
b) sin2 zg,sinazé,tga*—é g) s1na:%,cosa:—§,tgaf—§
¢) sin2 :5,sma—¥,tga:—2 h)smaz%,cosaz—?,tga:—\/ﬁ

4.6. Funkcje trygonometryczne kata wypuktego (1) 179 s



Uczen:

— oblicza wartosci funkcji trygo-
nometrycznych szczegdlnych
katéw, np.: 90°, 120°, 135°,

— korzysta z tablic i przybli-
zonych warto$ci funkeji trygo-
nometrycznych do wyzna-
czenia miary kata rozwartego.

Cwiczenie 1
P(47 2)7 Pl(_432)

Y

P P
IR0 X
1
A

O] 1 X
r=2V5
sina = @
cos . = %
tg o :%

sin(180° — a) = X8
cos(180° — a) = — 26

5
tg(180° —a) = —1

Multitefa

® Funkcje trygonometryczne kata
w ukfadzie wspdtrzednych (3)
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4.7. Funkcje trygonometryczne
kata wypuktego (2)

Rozpatrzmy punkt P(z,y) nalezacy do ramienia koficowego kata « oraz punkt
Py(—=z,y) nalezacy do ramienia koncowego kata 180° — « (rysunek ponizej).
Zauwazmy, ze |OP;| = |OP| = r, zatem:

sin(180° — @) = ¥ =sina

cos(180° — o) = _Tz = —cosw
tg(180° — o) = _im =—tga
Przyktad 1

Oblicz wartosci funkcji trygonometrycznych katéw a1 180° — «, jezeli punkt
P(4, 3) nalezy do ramienia koficowego kata «, a punkt P;(—4, 3) — do ramienia
koncowego kata 180° — a.

Y
|OP;| = |OP| =5, zatem: P P
sina =2, sin(180° — ) = 2
_ 4 o _ 4 180 Q
cos « =5 cos(180° — o) = —% 1
tga =2, tg(180° —a) = -2 4
(0] 1 X
Cwiczenie 1

Narysuj w ukladzie wspétrzednych kat a, do ktérego ramienia koncowego
nalezy punkt P(4,2), oraz kat 180° — . Oblicz wartosci funkeji trygonome-
trycznych katéw a i 180° — au.

Dla kata « € (0°;180°) prawdziwe sa wzory:
1. sin(180° — o) = sin« .

3. tg(180° — a) = —tga, gdzie o # 90°
2. cos(180° — o) = —cosa

Przyktad 2

Oblicz wartosci funkcji trygonometrycznych kata 120°.
sin 120° = sin(180° — 60°) = sin 60° = £
cos 120° = cos(180° — 60°) = — cos 60° = —

tg 120° = tg(180° — 60°) = — tg60° = —/3

1
2

Cwiczenie 2
Oblicz wartosci funkeji trygonometrycznych kata: a) a = 135°, b) a = 150°.

Cwiczenie 2

a) sin 135° = sin(180° — 45°) = sin 45° = L2,
cos 135° = cos(180° — 45°) = — cos45° = — L2,
tg 135° = tg(180° — 45°) = — tg45° = —1

b) sin 150° = sin(180° — 30°) = sin 30° = 1,
cos 150° = cos(180° — 30°) = — cos 30° = — 2,

[

tg 150° = tg(180° — 30°) = — tg30° = — ¥



Zadania

1. Przerysuj ponizsza tabele do zeszytu i ja uzupelnij.

« 0° 30° 45° 60° 90° 120° 135° 150° 180°
sin o 0 % \/Tﬁ \/T; 1 \/73 VTE ]Z 0
tga 0 | 1 VB x| B -1 -9 0
Odpowiedzi do zadan
2. Oblicz. 2.a) V3 b) V3 ¢) 2 d) L2
a) sin120° +sin60°  ¢) sin135°-sin150°  e) 4cos150° — 3tg135° e) 3—2v3 f) —10v3
b) cos150° — cos 30° d) cos120° - cos 150° f) 8tg120° + 6tg150°
3. Oblicz.
) sin 120° —cos 150° C) tg 150°—tg 120° e) cos 135°+cos 150°
3tg 150° cos 120° sin 120°+sin 135°
b) tg 120°—cos 30° d) tg 135°+cos 45° f) tg 120° —cos 30°
sin 120° sin 45° - cos 135° cos 150°+-cos 60°

4. Przeczytaj podany w ramce przyklad.

Korzystajac z tablic wartosci funkeji trygonometrycznych (str. 295),
oblicz przyblizone wartosci sin 125° i cos 168°.

sin 125° = sin(180° — 55°) = sin 55° ~ 00,8192

cos 168° = cos(180° — 12°) = —cos 12° =~ —0,9781

Korzystajac z tablic wartosci funkcji trygonometrycznych, oblicz przybli-

zong wartosé:

a) sin105°, b) sin165°, c¢) cos130°, d) cos175°, e) tgld2°, f) tg163°.
5. Korzystajac z tablic wartosci funkcji trygonometrycznych, sprawdz, czy

prawdziwa jest podana nieréwnosé.

a) sin 160° 4+ cos 130° < 0 b) sin 105° + cos 145° > 0
6. Korzystajac z podanych obok informacji, oblicz: Sina = % 6.2a) —1 b) 1
a) sin(180° — ) + cos(180° — 3), tgy=2

wIin

b) 2sin(180° — a) — cos(180° — 3) + tg(180° — ). 08B =

7. Korzystajac z tablic wartosci funkeji trygonometrycznych, wyznacz przy- 7. a) =~ 110° b) B~ 152°

blizona miare kata rozwartego (3. c) B~ 164° d) g~ 115°
e) 0~ 144° f) B~ 109°

a) sin 8 = 0,9397 ¢) cos 3 =—0,9613 e) tg 8 = —0,7265
b) sin 8 = 0,4695 d) cosf=—0,4226 ) tg [ = —2,9042
I o V3 V3 . s . o
3. a) snf0tcosi0” T;g =-1 4. a) sin 105° = sin 75° ~ 0,9659
° /s b) sin 165° = sin 15° ~ 0,2588
b) —tg60?7c0s30° _ V8- -3
G v/ ¢) cos130° = — cos 50° ~ —0,6428
o o ,@ p— ~
c) —a30tig60” _ 37;\/5 =43 d) cos175° = — cos 5 ~ —0,9962

e) tg142° = —tg38° ~ —0,7813
f) tg163° = —tg 17° ~ —0,3057

Il
£,

/"\

d) —tg45° + cos 45°
sin 45° (— cos 45°)

n
SMS
Il
T
¥

~—|

e) —c0s45° —c0s30° _ V2 8 " 5. a) prawdziwa,
SmEOTHSIRAST T a2 sin 20° —cos 50° & 0,3420—0,6428 < 0
o o — — \/5
) eSO _coss0 _ VB 5 _ 3(3 4 /3) b) prawdziwa,

45
+

=

sin 75° —cos 35° &~ 0,9659—0,8192 > 0

4.7. Funkcje trygonometryczne kata wypuktego (2) 181 s



8. Zauwazmy, ze:
135° = 90° + 45°
Rozpatrzmy tréjkat prosto-
katny réwnoramienny POA
o bokach dtugosci: 1, 1, v/2.

Y
A
/
/
/
/
/
/
_____ /
P(z,y); P
|
I N\45°
[
|
(0] X

|OP| = 2, |PP/| = £
Zatem punkt P nalezacy do
ramienia koricowego kata 135°

ma wspolrzedne:

(_ﬁ ﬁ)
2772 )
a stad:

sin 135° = ¥2

cos 135° = —@,

tg135° = —1

N 182 4. Trygonometria

@ 8. Przeczytaj podany w ramce przyklad.

Oblicz wartosci funkcji trygonometrycznych kata 150°.
Zauwazmy, ze 150° = 90° 4 60°. v
Rozpatrzmy tréjkat réwnoboczny PO A (ry- -
sunek obok) o boku dlugosci 1, wéwcezas: -
0P| =1, |PP|= 4 "
Zatem punkt P nalezacy do ramienia konco-

wego kata 150° ma wspoélrzedne (—‘/—§ 1),

272

a stad:

sin150° = Jp = 4, cos150° = g = =%, tg150° = £ = —

of

27 2
i oblicz wartosci funkcji trygonometrycznych tego kata.

Uzasadnij, ze punkt P (7@ ﬁ) nalezy do ramienia koncowego kata 135°

Na rysunku obok przedstawiono przyporzad- Yy
kowanie katowi z przedzialu (0°; 180°) warto-
Sci sinusa tego kata. Zauwaz, ze dla dowolnego
x € (0°180°) zachodzi réwnosé:

[

) ) Ol 30° 60° 90° 120°150°180°
sin(180° — x) = sinx

Na rysunku obok przedstawiono przyporzad- . g
kowanie katowi z przedzialu (0°; 180°) warto-

Sci cosinusa tego kata. Zauwaz, ze dla dowol- O 30° 60° 90~120°150°180° X
nego z € (0°;180°) zachodzi réwnosé:

cos(180° — z) = —cosx

Powtorzenie

9. Jakie miary kata mozna wpisa¢ w miejsce | ?), aby, korzystajac z tablic war-
tosci funkcji trygonometrycznych (str. 295), mozna bylo podaé przyblizona
warto$é¢ funkeji? Podaj te wartosc.

a) sin111° = sin(180° —[?]) ¢) cos123° = —cos(180° —[?])
b) sin 132° = sin(180° — 7)) d) cos107° = — cos(180° —[?))

10. Korzystajac z tablic wartosci funkcji trygonometrycznych, oblicz przybli-
zong wartosé:
a) sin 160°, b) sin 95°, ¢) cos 100°, d) cos 147°, e) tg102°.

b) sin48° ~ 0,7431
c) cos123° = — cos(180° — 123°) = — cos 57° ~ —0,5446

9. a) sin69° ~ 0,9336
d) cos 107° = — cos(180° — 107°) = — cos 73° ~ —0,2924

10. a) 0,3420 b) 0,9962 c) —0,1736 d) —0,8387 e) —4,7046



Wspodtczynnik kierunkowy prostej

a>0 a<0
Y Q & Y
K &
P(z,y) & %, Pl y)\ N
X R
N or
QO Q o (6%
X 0] X
&

7
N

Niech punkt P(x,y) nalezy do prostej y = ax, gdzie a # 0, i lezy w I lub II
¢wiartce uktadu wspéirzednych. Wéwcezas zgodnie z definicja funkcji tangens:

Y —tga, czyliy=tga-x

x
Zauwaz tez, ze dla dowolnego wspdlczynnika b prosta y = ax + b tworzy

z osig OX taki sam kat jak prosta y = ax. Wynika stad ponizsze twierdzenie.

Wspotezynnik kierunkowy a prostej y = ax + b, gdzie a # 0, jest rowny
tangensowi kata «, jaki ta prosta tworzy z osig OX:

a=tguo
1. Wyznacz miare kata, ktory dana prosta tworzy z osia OX. 1. a) 30°
a)yz@m b) y =3z c) y+x=0 b) 60°

c) 135°
2. Przeczytaj podany w ramce przyklad.

Wyznacz miare kata miedzy prostymi: Y
y=—Lriy=—V3z
Prosta y = fgx tworzy z osia OX kat « ’ 7 /\3
taki, ze tga = —%g, czyli a = 150°. o \
Prosta y = —v/3z tworzy z osia OX kat 3 0 PN X
taki, ze tg 8 = —v/3, czyli B = 120°. \\\ <A
Kat miedzy tymi prostymi jest wigc réwny: \103
v=a—f=150°—120° = 30° \
Wyznacz miare kata miedzy prostymi:
a) y=—3z i y=u, b)yz‘/?gm—l—liy:—m—i-z

2. a) tga = —V/3, czyli a = 120°
tg B =1, czyli = 45°
y=a—pF="75
b) tga = g, czyli a = 30°
tgB = —1, czyli g = 135°
v =0—a=105°

Wspdtczynnik kierunkowy prostej 183 I



Uczen:

— podaje rézne wzory na pole
trojkata,

— oblicza pole tréjkata,
dobierajac odpowiedni wzor,

— wykorzystuje umiejetnosé
wyznaczania poél trojkatow
do obliczania pdl innych
wielokatow,

— dowodzi prawdziwosci wzoru
P = %ab sin 7.

Cwiczenie 1

Niech a oznacza dtugosé podsta-

wy, b — dtugos¢ ramienia tréjka-

ta. Wowczas a + 2b = 28.

a)a=b+4

a=12,b=38

h=1/b2 = (&) = 2v/7 [cm]
P =127 cm?

b) 57 =32

a=8,b=10

h=1/6%— (%)* = 2v21 [cm]
P = 821 cm?

Cwiczenie 2

a), b) P = 120 cm?

¢) P =13 cm?

Cwiczenie 3
Niech a oznacza dlugos$¢ ramie-
nia trojkata. Wowczas:

a) P=1.a"=45cm’
czyli a = 3 cm
Ob:2a+a\/§:3(2+\/§) cm
b) Ob = 2a+av2 = a(2+V2) =
=15(2+ v/2) cm

a
P=1.a">=1125 cm?
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@ a) Wyprowadz podany obok wzor.

4.8. Pole trojkata

Pole tréjkata jest rowne potowie iloczynu diu-
gosci boku i wysokosSci opuszczonej na ten bok.

1
P—Eah

Cwiczenie 1
Oblicz pole trojkata réwnoramiennego o obwodzie réwnym 28 cm, jesli:
a) jego ramie jest o 4 cm krétsze od podstawy,

b) cosinus kata przy podstawie jest réwny %

B
Pole tréjkata prostokatnego jest réwne potowie
iloczynu dtugosci jego przyprostokatnych. ¢ a
1
P=ab :
2
A b C

Cwiczenie 2

Oblicz pole tréjkata prostokatnego o przeciwprostokatnej dtugosci 26 cm, jesli:
a) sinus jednego z jego katéw ostrych jest réwny 15—3,

b) tangens jednego z jego katéw ostrych jest réwny 2,4,

c) jego katy ostre o i 3 spelniaja warunek sin o + cos 3 = V3.

Cwiczenie 3
a) Oblicz obwdd tréjkata prostokatnego réwnoramiennego o polu 4,5 cm?.

b) Oblicz pole trojkata prostokatnego réwnoramiennego o obwodzie réwnym
(30 + 15v/2) cm.

Cwiczenie 4 B )
Pole trojkata réwnobocznego

. . B o boku a wyraza sie wzorem:
b) Oblicz pole tréjkata réwnobocznego 2./3
p— V3

o obwodzie réwnym 30v/3 cm. 1

Cwiczenie 5

a) Oblicz pole tréjkata réwnobocznego, ktérego wysokosé jest réwna 4 cm.
b) Oblicz obwéd tréjkata réwnobocznego o polu réwnym 108v/3 cm?.
Cwiczenie 4

a) Korzystamy z twierdzenia Pitagorasa
i otrzymujemy:

2 _ 2 1.2 _ 3 2 s V3

h™=a" — 7a° = 3a”, czyli h = Fa. - a
2

Zatem pole:P:%ah:“T‘/g.

b) Bok tréjkata jest réwny 104/3 cm,
czyli pole: P = 75v/3 cm?. B

wle
(SIIS]

Cwiczenie 5
a) P=123cm®

b) Ob = 364/3 cm



Twierdzenie
Pole tréjkata jest rowne potowie iloczynu dtugosci dwéch
jego bokéw i sinusa kata zawartego miedzy nimi. b

1 .
P = §absma

Dowod
Mozliwe sa trzy przypadki ze wzgledu na kat « zawarty miedzy bokami a i b
trojkata. Rozpatrzmy dwa z nich (przypadek trzeci — patrz éwiczenie 6).

1° Kat « jest katem ostrym (rysunek obok).
Niech h bedzie wysokoscig opuszczonag na bok a.
Wowczas % = sin o, wiee h = bsin av.

Zatem P = %ah = %absin Q.

2° Kat « jest katem rozwartym (rysunek obok).

Niech h bedzie wysoko$cia opuszczona na przedluze-
nie boku a. hl b

Wowczas % = sin(180° — ), wiec h = bsin(180° — ).

Zatem P = fah = $absin(180° — «).
Korzystamy ze wzoru sin(180° — o) = sin «v i otrzymujemy P = %ab sin a.
0] Cwiczenie 6 Cwiczenie 6

Uzasadnij prawdziwodé wzoru na pole trojkata P = absina w przypadku, Dla *= 9(10 manmy Sinla =1
gdy kat a zawarty miedzy bokami a i b jest katem prostym. czyli P = gabsina = 3ab.

Cwiczenie 7 Cwiczenie 7
Oblicz pole trojkata ABC, gdy: a) P=1-6-10-sin30° =15
a) |AB| =6, |BC| =10 i <}ABC = 30°, b) sin 120° = sin 60°

P =1.10-12sin60° = 30v/3

¢) SBAC = 180° — 135° = 45°
P=1.4V3-/3sin45° =32
d) SBAC = 180° —2-15° = 150°
sin 150° = sin 30°
P=1.3v2-3V/2sin30° =45

b) |AB| =10, |AC| =12 i JCAB =120°,
c¢) |AB| =4V3, |AC| =3, SABC =35 i YACB = 100°,
d) |AB| = |AC| =3v2 i YABC = 15°.

Cwiczenie 8
W tréjkacie ABC o polu 12 cm? bok AB ma dlugos$é 4 cm. Oblicz dlugosé
boku AC, jesli kat C AB ma miare:

a) 30°, b) 45°, c) 120°.
Cwiczenie 8
a) 12 cm

b) 61/2 cm
c) 44/3 cm
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Odpowiedzi do zadan
1.a) P=3-5-7-sin(180°+
—120°) = L sin60° = 352
b) Kat migdzy ramionami ma
miare:
180° — 2-22°30' = 135°
Zatem pole:
P =1.8sin(180° — 135°) =
= 32sin45° = 16v/2 [cm?]
3. a) 6(2v/2 + V10) cm
b) 30°, 30°, 120°,
Ob = 4(2V/3 + 3) cm

4. P =24 cm?,
Ob = 4(v/2 + 21/5) cm
5. a) 612

b) P1 = 36(v/3 — 1),
P = 36(3 — V/3)

6. Niech a oznacza dtugosé pod-
stawy, b — dlugos¢ ramienia
trojkata. Wowcezas:

ﬁ =2, czylib=2a
h=/Ga? - Gop = %a
P=1ia %a:&/g,
czylia=8,b=06

7. |BD| = |BC| =

=4/10% - (5v/3)2 =5

Trojkat ABC jest tréjkatem
o katach 30°, 60°, 90°, gdzie
JBAC =30° i JABC = 60°.
Stad:
JCBD = 180° — 60° = 120°
oraz {BC'D =<4BDC = 30°.
Zauwazmy, ze
IBDC = 4BAC = 30°, czy-
li tréjkat ADC' jest roéwnora-
mienny, zatem |CD| = 5v/3.
Obwdd tréjkata BCD:
Ob = 5(2 +/3)
Pole tréjkata BC'D:
P=1.5%sin120° = /3

8. P= %ab sin
Najwieksza wartosé sina = 1
jest osiagnieta dla kata
a = 90°.
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Zadania

a) W tréjkacie ABC: |AB| =7, |AC| = 51 4CAB = 120°. Oblicz pole
tego tréjkata.

b) Oblicz pole tréjkata réwnoramiennego, ktérego ramie ma dtugosé 8 cm,
a kat przy podstawie ma miare 22°30'.

Obwdd tréjkata réwnoramiennego ABC' (rysunek obok) c
jest réwny (12 4 8v/3) cm. Punkt P jest $rodkiem @
boku BC', a punkt R dzieli bok AB w stosun- P
ku 3:2. Oblicz pole trojkata:

a) APC, b) ARC, c) PRB. A R B

a) Podstawa tréjkata réwnoramiennego jest cztery razy dluzsza od wyso-
kosci opuszczonej na te podstawe. Oblicz obwdd tego trdojkata, jesli jego
pole jest réwne 36 cm?.

b) W tréjkacie réwnoramiennym o polu 12v/3 cm?

stosunek wysokosci
opuszczonej na podstawe do dtugosci tej podstawy jest rowny ‘/g’ Oblicz

miary katow tego trojkata oraz jego obwdd. D C

W kwadracie ABCD o boku 8 cm punkty £ i F
sa $rodkami odpowiednio bokéw AD i AB (rysunek
obok). Oblicz pole tréjkata EFC oraz jego obwdd.

Ramie tréjkata rownoramiennego ma dtugosé 12
i tworzy z podstawa kat o mierze 45°. A F B

a) Oblicz wysokosé tego trojkata poprowadzong do podstawy.
b) Z wierzcholka tego tréjkata poprowadzono do podstawy odcinek dzie-
lacy kat miedzy ramionami w stosunku 2:1. Oblicz pola powstalych tréj-

katow.

Stosunek dtugosci ramienia tréjkata réwnoramiennego do jego obwodu
wynosi 0,3. Pole tréjkata jest réwne 8v/5. Oblicz dlugoséci bokéw tego
tréjkata. C

o

Oblicz obwdd i pole tréjkata BC'D (rysunek
obok), jesli wiadomo, ze |BC| = |BD|.

A 10 B D

Rozpatrzmy trojkaty o dwéch danych bokach a i b. Jaka powinna by¢
miara kata miedzy tymi bokami, aby pole trojkata bylo najwigksze?

Wyznaczamy potrzebne dtugosci:
|DB| = 2,52 = h/3, czyli |AB| = 2+/3h
oraz |AC| = |BC| = 2h, zatem:

2v/3h +4h = 12 + 83

C

A

P
/3o°
D R B

|AR| = 3z, |RB| = 2z, |[CD| = h

h=2v3 cm
|AC| = |BC| = 4V/3 cm, |AB| = 12 cm,

|AR| = % c¢m, |RB| =2 cm

a) Prapc = % -4v/3-2v/3sin(180° — 120°) =
= 125in 60° = 6/3 [cm?]

b) Prarc = % -4v/3- Esin30° = £+/3 [cm?]

¢) Papre = 3 - 2 -2/35in30° = £v/3 [cm?]



D).

10.

Dany jest trojkat, w ktorym kat miedzy bokami o dhugosciach x i 2z ma
miare 120°. Uzasadnij, ze pole tego tréjkata jest dwukrotnie wicksze od
pola tréjkata rownobocznego o boku dlugosci x.

Czy wiesz, ze...
Jezeli dane sg dtugosci bokéw a, b, ¢ tréjkata, to mozna obliczy¢ jego pole,
korzystajac ze wzoru Herona (Heron z Aleksandrii, I wiek n.e.):

P=+/plp—a)(p—"b)(p—c)

gdzie p = %M jest potowa obwodu tréojkata.
Tréjkatami Herona nazywamy tréjkaty, ktérych 5 5
dtugosci bokéw oraz pole wyrazaja sie liczbami
naturalnymi. 4 4

Przykladem tréjkata Herona jest trojkat o bokach

5, 5, 8 (ktéry powstal przez ztaczenie dwéch trdj- 15 13 |12
katéw prostokatnych o bokach 3, 4, 5) oraz tréjkat

o bokach 4, 13, 15 (ktéry powstal przez odciecie

z trojkata prostokatnego o bokach 9, 12, 15 troj- A
kata prostokatnego o bokach 5, 12, 13). 4 5

Oblicz pole trdjkata o podanych bokach, korzystajac ze wzoru Herona.
Czy tréjkat ten jest trojkatem Herona?

a) 3,4,5 c) 5,5,6 e) 9,10, 17

b) 4,5, 7 d) 4,6,8 f) 7,15, 20

Powtorzenie

11.

12.

13.

12.

13.

Dany jest trojkat ABC, w ktérym S ABC = 105°, < BC A = 45°. Oblicz
pole tego tréjkata, jesli |[AC| = 6, |AB| = 6 + 6/3.

W tréjkacie réwnobocznym ABC' o boku dtugosci 6
punkty M i N dzielag bok BC na trzy rowne czeSci.
Oblicz pola tréjkatéw BAM i NAM.

a) Boki tréjkata réwnobocznego wydtuzono o 50%.
O ile procent wzrosto pole tego trojkata?

b) O ile procent nalezy wydluzyé boki tréjkata réwnobocznego, by jego
pole wzrosto o 69%?

Pgay =1 -6-4-5in60° = 63

Pnayv = Peav — Pean = 6\/_— % -6-2-sin60° = 3\/3

Warto zauwazy¢, ze zadanie mozna rozwiazaé tez innym sposobem.
Papc = GZT\E =93

Pagn = Panm = Panc = 3Pase

Zatem Ppay = 6\/§, Pyan = 3V/3.

Pole tréjkata réwnobocznego: Pr = a27¢§

a) Powigkszone pole: P = % =2,25- # = Pr+ 1,25Pr
Pole tréjkata wzrosto o 125%.

b) Powigkszone pole: P = 1,69 - % = %
Boki nalezy wydtuzyé o 30%.

-z 22-sin 120° = 22 sin 60° =

_22V3 _ o z2V3
2 4

9.

4
2

10. a) 6, tak
b) 4+/6, nie
c) 12, tak

d) 3v/15, nie

e) 36, tak

f) 42, tak

1. P=1.6-(6+6v3) sin30° =
=9(vV3+1)
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Warto powtorzyé

Czworokaty wypukite

Wielokat nazywamy wypuklym, gdy odcinek ta-
czacy dowolne dwa jego punkty jest w nim zawarty.

A
B

Wszystkie katy wewnetrzne wielokata wypuklego ¢ worokat ABCD nie jest
sa wypukle. Wielokat, ktory nie jest wypuktly, na-  wypukly.

zywamy wklestym.

/czworokqty \
Czworokatami wypuklymi tlfrapezy \
sa m.in.: kwadraty, romby, r(?WnOlegh)boki
5 i romby N
Prostokqty, rownolegloboki ‘ —— prostokaty
1 trapezy.
Kwadrat Prostokat

o Wszystkie katy sa proste,
wszystkie boki sa rownej dtu-
gosci.

 Przekatne sa réwnej dlugo-
Sci, sa do siebie prostopadile,
a punkt ich przeciecia dzieli
je na polowy.

Romb

o Wszystkie boki sa réwnej dlugosci,
przeciwlegte boki sa réwnolegle, przeciw-
legte katy sa réwne.

o Przekatne sa do siebie prostopadie,
a punkt ich przeciecia dzieli je na potowy.
e Suma katéw wewnetrznych przy jed-
nym boku jest rowna 180°.

Trapez

e Ma co najmniej jedng pare bokdw
rownolegtych.

e Suma katow wewnetrznych przy kaz-
dym z ramion jest réwna 180°.

» Wszystkie katy sa proste, przeciwle-
gle boki sa rowne i réwnolegle.

o Przekatne sa réwnej dlugosci, a punkt
ich przeciecia dzieli je na potowy.

Réwnoleglobok

o Przeciwlegle boki sa réwne i réwnole-
gle, przeciwlegle katy sa réwne.

o Punkt przecigcia przekatnych dzieli je
na polowy.

e Suma katéw wewnetrznych przy jed-
nym boku jest rowna 180°.

Trapez réwnoramienny

e W trapezie rownoramiennym, ktory
nie jest réwnoleglobokiem, przekatne
sg rownej dlugosci, a punkt ich prze-
ciecia dzieli je na potowy.



4.9. Pole czworokata

Aby obliczyé¢ pole dowolnego czworokata, mozemy podzieli¢ go na dwa tréj-
katy, a nastepnie obliczy¢ pola tych tréjkatéow i je dodaé. Do obliczania pdl
szczegolnych czworokatéw, takich jak réwnoleglobok, romb i trapez, mozemy
stosowa¢ odpowiednie wzory.

Réwnoleglobokiem nazywamy czworokat majgcy dwie pary bokéw réwnole-
glych.

Pole rownolegloboku jest rowne iloczynowi dtugo-
Sci boku i wysokosSci opuszczonej na ten bok.

P=a-h

b

Cwiczenie 1
Boki réwnolegtoboku maja dlugosci 6 cm i 10 cm, a kat ostry ma miare 60°.
Oblicz wysokoéci tego rownolegloboku i jego pole.

[0] Ewiczenie 2 bole benolotobokn o hokach o 1 b '
Uzasadnij podany ole rownolegloboku 0 bokach a 1 ! oraz kacie
Obok WZér. Ostrym  wyraza S1€¢ wzorem P = absin a.
Cwiczenie 3

Oblicz pole réwnolegtoboku, ktérego boki maja dlugosci 8 i 12, a kat:

a) ostry ma miare 45°,  b) rozwarty jest pie¢ razy wiekszy od kata ostrego.

Cwiczenie 4

@ a) Uzasadnij, ze przekatne réwnolegloboku dziela go na cztery tréjkaty o réw-
nych polach.

b) Oblicz pole réwnolegtoboku, ktérego przekatne maja dlugosci 5 cm i 10 cm
oraz przecinaja sie pod katem 30°.

Rombem nazywamy czworokat majacy wszystkie boki rowne.

Aby obliczyé¢ pole rombu, mozemy zastosowaé wzér na pole réwnolegtoboku
lub skorzystaé z tego, ze przekatne rombu przecinajg sie pod katem prostym,
a ich punkt przecigcia dzieli je na potowy.

[0] Ewiczenie 5 '
Udowodnij podany Pole rombu o przekatnych dlugosci d;, d; wyra-
obok wzér. za sig¢ wzorem P = %dldg.
Cwiczenie 4
a) Oznaczmy przekatne réwnolegltoboku przez cid. P = % ° o %sina =P
Py =35 2sin(180° — (180° +
Py 1 ¢ d

L
boﬂ b) P=4(3-2,5-5sin30°) =

P, = 12,5 [cm?]

B =180° —

Uczen:

— rozréznia czworokaty oraz zna
ich wlasnosci,

— podaje wzory na pola: réwno-
legtoboku, rombu, trapezu,

— oblicza pola czworokatow,

— wykorzystuje funkcje trygo-
nometryczne do wyznaczania
zwigzkéw miarowych w czwo-
rokatach,

— uzasadnia zwiazki miarowe
w czworokatach.

Cwiczenie 1 b
ha
a hy A
60°\ [\
b

Przyjmijmy oznaczenia jak na
rysunku, wéwczas:

he = b -sin60° = 5v/3 cm

hy = a-sin 60° = 3v/3 cm

Pole P = ah, = 30v/3 cm?
Cwiczenie 2

h

3 = sina, zatem h = bsina,

czyli pole P = ah = absin a.
Cwiczenie 3

a) P=8-12-sin45° = 48v/2

b) Kat ostry a spelnia warunek
180° — o = bay, czyli o = 30°.

P =8-12-sin30° =48

Cwiczenie 5

Korzystamy z tego, ze przekatne
rombu przecinaja sie pod katem
prostym.

dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 4.9

Generator

testow i sprawdzianoéw
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Cwiczenie 7

a) 6
9
z/ |h
B
2 8
h=+v92—-82 =17

P =1(6+10) V17 =8V17
r=14/22 4+ (VI7)2 = V21

Ob = 2(8 4+ /21)
b) 5

7 35 7

By

45 5 45
r=4/7—(3V5)2 =2

P =215, Ob =28

c) 3v3

T 60° h 4

N

2¢/3 3v3 2v/3
h=2 =14
P =103, Ob = 2(5V/3 + 4)

d) T
Y 9 \¥
3v5
By
T 2x
22 = 1/92 — (3+/5)2 = 6,
czyli x =3

y=1/3+ (V5 =36

P =18V/5, Ob = 6(\/6 + 2)
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Przyktad 1
Ile jest rowna wysokosé rombu o przekgtnych dlugosci 6 cm i 8 cm?

Dlugosé boku rombu obliczamy, korzystajac z twier- D C

dzenia Pitagorasa: a? = 3% 4+ 42, czyli a = 5 cm. V

Pole rombu: P = %dldg = % <68 =24 [cm?].
Ale jednocze$nie P = ah, czyli h = %, zatem:

h=2 =48 [em]

Cwiczenie 6
Oblicz pole i wysokosé rombu o boku:
a) 13 cm i dluzszej przekatnej réwnej 24 cm,

b) 6 cm i kacie ostrym « takim, ze cosa = %

Trapezem nazywamy czworokat majacy co najmniej jedna pare bokéw row-
nolegtych.

Pole trapezu o podstawach dtugosci a, b b
i wysokosci h wyraza si¢ wzorem: | L
p= by 2
2 a

Uzasadnienie wzoru na pole trapezu

Pole trapezu ABCD jest réwne sumie pél tréjka-
téw ABD i BCD. Tréjkaty te maja taks sama wy- D b c
sokosé h, a ich pola sg réwne: I

1 1
Pragp = Eah, Prpep = Ebh

Zatem pole trapezu P = 1ah 4+ bh = £(a + b)h. A a B

Cwiczenie 7

Oblicz pole i obwdd trapezu réwnoramiennego, jesli:

a) jego podstawy maja dlugosci 10 i 6, a przekatna ma dlugosé 9,

b) jego ramie ma dlugosé 7, krétsza podstawa 5, a wysokos¢ jest réwna 3v/5,
c) jego krétsza podstawa ma dlugosé 3V/3, dluzsza podstawa 7v/3, a miara
kata rozwartego wynosi 150°,

d) jedna z jego podstaw jest trzy razy dluzsza od drugiej, przekatna ma dhu-
g0$¢ 9, a wysoko$é jest réwna 3v/5.

Cwiczenie 6

a) Krétsza przekatna ma dlugosé 10 cm.
P=1.10-24 =120 [em?]

h— P _ 120

=T an

b) sina =+v1—cos?a=4/1-§=
P=6-6-22 =242 [cm?
h:asina:6~¥:4\/§[cm]

N
“+
V)



Zadania

1.

[D] 2.

. a) W ¢éwiczeniu 4a) uzasadniliSmy, ze:

a) Oblicz pole réwnolegloboku, w ktérym kat rozwarty ma miare 150°,
a boki maja dlugosci 4 cm i 9 cm.

b) Pole réwnolegloboku wynosi 8 cm?, a jego obwdd 24 ¢cm. Oblicz wyso-
kosci tego réwnolegltoboku, jesli sinus jego kata ostrego jest réwny 0,25.

a) Wykaz, ze jesli przekatne réwnolegloboku o dlugosciach p i ¢ przecinaja
si¢ pod katem «, to pole réwnolegtoboku wyraza si¢ wzorem:
1 :
P =3pgsina
b) Przekatne réwnolegloboku o dtugosciach 6 cm i 10 ecm tworza z jednym

z bokéw odpowiednio katy 12° i 33°. Oblicz pole tego réwnolegltoboku.

Przekatne réwnolegloboku o polu réwnym 16v/2 cm? przecinaja sie pod
katem, ktérego sinus wynosi % Jedna z przekatnych tego réwnolegtoboku
jest trzykrotnie dluzsza od drugie;j.

a) Uzasadnij, ze krdtsze boki tego réwnolegloboku sa prostopadte do jed-
nej z jego przekatnych.

b) Oblicz obwdd tego réwnolegtoboku.

a) Przekatne rombu maja dlugosci 12 cm i 16 cm, a jego kat ostry ma
miare a. Oblicz sin a.

b) Pole rombu o obwodzie réwnym 48 cm wynosi 108 cm?. Oblicz wysoko$é
tego rombu.

W prostokacie o przekatnej dtugosci 12 cm potaczono odcinkami $rodki
sasiednich bokéw. Otrzymany romb ma pole réwne 121/3 cm?. Oblicz war-
tosci funkcji trygonometrycznych kata ostrego tego rombu.

W trapezie prostokatnym o polu 90 cm? i kacie ostrym 45° dtuzsza prze-
katna tworzy z podstawami kat o taki, ze tga = % Oblicz obwdd tego

trapezu.
D C
W trapezie prostokatnym (rysunek obok) sinus kata DAB
jest réowny ‘/Tg, a boki AD i AB maja odpowiednio
dtugosci 10 cm i 14 ¢cm. Oblicz pole tego trapezu. 1 KB

a) Oblicz pole trapezu réwnoramiennego, ktérego kat ostry ma miare 30°,
a podstawy maja dtugosci 4 cm i 10 cm.

b) Trapez réwnoramienny o podstawach dlugosci 2 ¢cm i 4 ¢cm ma pole
réwne 18 cm?. Oblicz sinus kata, pod jakim przecinaja sie przekatne tego
trapezu.

Praop = Papoc = Prpoc = Praos
zatem:

P=4-%-1p igsina= ipgsina
b) Kat ostry miedzy przekatnymi ma miare:
12° 4 33° = 45°

zatem:
P=1.6-10sin45" = 15v/2 [em?]

Odpowiedzi do zadan
1. a) 18 cm?
b) 1 cm, 2 cm
3. a) D C

B

A B
7 zalozen zadania:
|DB| =z, |AC| = 3z
gdzie z > 0, zatem:
P = %az-3m-sina:
=2°V2 =16V2
czyli x = 4 cm. Wéwczas:
|DE| _ _ 2V2
Tz T sma= T

zatem: |DE| = % cm

B0| = /22— (42)" =

= 2 [cn]
czyli |AE| = 53 cm.
Obliczamy bok réwnolegtobo-

2

ku: [AD[? = (53)° + (42) .
Stad |AD| = 4v/2 cm.
Zauwazmy, ze:
|AD|? + |DO)? =
= (4v2)* + 2% = 36 = |A0)?
zatem na mocy twierdzenia
odwrotnego do twierdzenia
Pitagorasa trojkat ADO jest
prostokatny, czyli:
JADB = 90° oraz
IDBC =90° (jako kat na-
przemianlegly z katem ADB).

b) 8(v2 + v/3) cm
4. a) 0,96 b) 9 cm

5. sina = ?,
tga = ‘/75

6. 6(6 +/2) cm

320
i

8. a) 7/3 cm?

_ V6
Ccos&x = 3

5 cm?

) 0.8
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9.

10.

12.

13.
14.

15.

16.

a) P = Ppracp + Prace =
:%'%dZ'dl‘i‘%'%dZ'dl:
= Idid>

b) 21

161 m siatki, P; = 188 m?,
Py =512 m?

Przyjmijmy oznaczenia jak na

rysunku.
D b C
E F
B B
A K a L B

Po ,usunieciu” prostokata
KLCD otrzymujemy trojkat,

ktérego bok A1 Bi ma diugosé¢ plq12,

a—b. o
El F1
N
Ay K1 B:

Tréjkat E1F1Ci jest podob-
ny do tréjkata A1 B1Ci (cecha
BKB) w skali 1:2, zatem:

|BvFi| = 3|A1Bi] = 5(a—
Stad:

|EF| = La—b) +b= =g
a=12,5 cm, P = 24 cm?

b)

a) P =12, Ob=4(3+2)
b) P = 16/3, Ob = 24

c) P =32, 0b=26

a) P =10v3, Ob = 2(7++/3)
b) P = 14v/3, Ob = 22

c) P =2(4v/3+3),

Ob="T+4V3++/73 —24/3

a) Ob = 48 cm,
P =723 cm?
b) 44/3 cm?

BN 192 4. Trygonometria

D] e.

10.

DJ11.

a) Na rysunku obok przedstawiono deltoid o prze-
katnych d; i dy. Uzasadnij, ze jego pole wyraza
si¢ wzorem P = 1d;d,. A
b) Krétsza przekatna deltoidu o bokach 3v/2 i 5
ma dlugosé 6. Oblicz pole tego deltoidu.

D
4

B
Dziatke budowlana w ksztalcie trapezu o bokach dlugosci: 50 m, 25 m,

d
! c

20 m i 25 m podzielono linig réwnolegla do podstaw tak, ze obwody kazdej
z nowo powstalych dzialek sa réwne. Ile metréw biezacych siatki potrzeba
do ogrodzenia obu dziatek (siatka miedzy dziatkami jest wspdlna), jezeli
beda one mialy furtki o szerokosci 1,5 m? Oblicz pola tych dziatek.

Przekatne AC i BD trapezu ABCD o podstawach AB i CD przecinaja
sie w punkcie E. Wykaz, ze tréjkaty AED i BEC majg réwne pola.

D b c

Udowodnij, ze odcinek taczacy srodki ramion

AD i BC trapezu ABCD (rysunek obok) ma

sz a4+
dlugosé = A a

B
Ramiona trapezu majg dtugosci 3 cm i 4 cm, krétsza podstawa ma dtugosé
7,5 cm, a odcinek taczacy $rodki ramion — 10 cm. Oblicz dlugosé dtuzszej
podstawy tego trapezu i jego pole.

Powtorzenie

14.

15.

16.

11.

Oblicz pole i obwdd réwnolegtoboku.

a) b) 8 c) oyl
7 j
‘ 2 60°
6

Oblicz pole i obwéd trapezu.

a) 4 b) 5 c) 3
L/ : . / 4
60° 30° /]

/o

a) W prostokacie o przekatnej dtugosci 24 ¢cm potaczono odcinkami $rodki
sasiednich bokdéw i otrzymano romb o kacie ostrym 60°. Oblicz obwbd
i pole tego rombu.

6

b) W rombie o boku dlugosci 4 cm i kacie ostrym 60° potaczono odcinkami
srodki sasiednich bokdéw i otrzymano prostokat. Oblicz jego pole.

Zauwazmy, ze JEAB = JECD i JEBA = JEDC (katy naprzemianlegle) oraz
JAEB = 4DEC (katy wierzchotkowe). Na mocy cechy KKK AABE ~ ACDE,
ich skale podobienstwa oznaczmy przez k.

D C
JAED = 4BEC = « (katy wierzchotkowe) W
Woéwcezas PAE? = %km Y- sin « »4
oraz Ppce = 5ky - -sina.
w9 £y

Zatem Pagp = PacE.




4.10. Zagadnienia uzupetniajace

B Dowody twierdzenia Pitagorasa

Znanych jest wiele dowodéw twierdzenia Pitagorasa. Autorem pierwszego
z przedstawionych ponizej dowodéw jest 20. prezydent Stanéw Zjednoczo-
nych James Abram Garfield [czyt. dzejms abram garfild] (1831-1881).

Dowéd 1
Rozpatrzmy tréjkat prostokatny ABC' o przyprostokatnych a i b oraz prze-
ciwprostokatnej c¢. Rysujemy trapez prostokatny ABDE o podstawach a
i b oraz wysokosci a + b (rysunek obok). Kat ACE jest E oD
katem prostym (uzasadnij). Pole P trapezu jest suma pél 9
tréjkatow ABC, CDE i ACE:

P =zab+ iab+ ic?

Korzystamy teraz ze wzoru na pole trapezu: E
P=1(a+b)(a+b)
i otrzymujemy réwnosc:
(a+b)? =2ab+ 2 a
Zatem a® + b = 2. A b B

Dowad 2

Rozpatrzmy trojkat prostokatny o przyprostokatnych a i b oraz przeciw-
prostokatnej c. Rysujemy kwadrat o boku a + b i wewnatrz niego kwadrat
o boku ¢ (rysunek ponizej).

a b
Duzy kwadrat ma bok réwny a + b, wiec jego pole:
P = (a+b)? , “
Pole duzego kwadratu jest rowne sumie pola ma-
tego kwadratu i pdl czterech trojkatow: b
P=c+4-2a-b a
Zatem a® 4 2ab + b? = % + 2ab, czyli a® + b? = 2. b a
a
Udowodnij twierdzenie Pita- a
gorasa, korzystajac z przed-
stawionych obok rysunkéw.
b a b

Odpowiedzi do zadan

1

. Oba rysunki przedstawiaja kwadrat o boku dtugosci a + b.

Obliczamy pole tego kwadratu:

z pierwszego rysunku: ¢® + 4 - %ab,

z drugiego rysunku: a? + b% + 4 - %ab.

Zatem ¢ + 4 - %ab =a?+b%+4- %ab, czyli ¢ = a? + b2

Uzasadnienie

Na mocy cechy BBB

AABC = ACDE, stad
JBAC = 4DCE = « oraz
JACB = 4CED = (3, ponadto
a+ B =180° —90° = 90°.

JACE =

=180°— SDCE — JACB =
=180° —a— =

=180° — (a+ B) =

= 180° — 90° = 90°
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2. a) NieCh' P Ta}) K = 'POIa od- @ 2. a) Udowodnij twierdzenie Pitagorasa, wyznaczajac po- a b
E@Ziiirtlf fd ik o nnalizo le duzego kwadratu przedstawionego na rysunku obok.
Pole duie.go It b) Przyjmij, ze bok duzego kwadratu ma dlugosé 8, €| a o “
P—c? a bok matego — dlugosé 2. Oblicz dlugosci przyprosto- <4 b
P =4Pr + Px = katnych a i b. b “
=4-lab+(a—b)*=
= 2ab+a% — 2ab+ b% = Dowéd 3
= a2 4+ b2 Rozpatrzmy dwa kwadraty o bokach a i b po-
Zatem a® & b2 = c2. tozone jak na rysunku obok. Suma ich poél jest
b) Z zalozen zadania: SO G B ¢
c=38, czyli ¢ = a® +b* = 64. Tréjkaty prostokatne o przyprostokatnych a
Ponadto a — b = 2. i b oraz przeciwprostokatnej ¢ sg przystajace b
{ (24Db)° +b> =64 (rysunek ponizej).
@=A3-6 p Tr6jkat niebieski °
b +20-30=0 obracamy woko?
A =124, VA = 24/31 punktu P, a zotty —
b= 22481 al \¢ 0 wokét punktu Q, az
lub b = *2+T2\/371 =31-1 . otrzymamy kwadrat
Zatem: b o boku ec.
a=v3T+1,b=+31—1. b a Zatem a® + b* = ¢?.

Twierdzenie Pitagorasa mozna sformutowaé nastepujaco:

Pole kwadratu zbudowanego na przeciwprostokatnej trojkata prostokat-
nego jest réwne sumie pél kwadratéw zbudowanych na jego przyprosto-
katnych.

Szkic dowodu 4 P D

= Trojkaty FFAC i BAFE sa przystajace. ;

= Pole trojkata F*AC jest rowne polowie pola

kwadratu AFGB.

= Pole trojkata BAF jest réwne polowie pola C
prostokata AEPR.

= Pole kwadratu AF'G B jest réwne polu pro-
stokata AEPR. B
= Pole kwadratu C BHI jest réwne polu pro-
stokata DCRP.

Przedstawione powyzej rozumowanie pochodzi
z I ksiegi ,,Elementéw” Euklidesa. F G

E

@ 3. Podaj uzasadnienia kolejnych etapow szkicu dowodu 4.

3. n |[FA| = |BA| (boki kwadratu FABG), |AC| = |AE| (boki kwadratu AEDC),
JFAC =90° + 4CAB =4BAE
Zatem na mocy cechy BKB: AFAC = ABAE.

m Wysokosé tréjkata FFAC opuszczona z wierzchotka C' jest réwna dlugosci
boku AB.

Prac = 3|FA|-|AB| = tParcs

m Wysokosé tréjkata BAE opuszczona z wierzchotka B jest réwna dlugosci
boku EP.

Ppap = 3|AE| - |EP| = $Pagpr
s AFAC = ABAE, czyli Prac = Pag, zatem Parge = PAEPR-

= Analogicznie AICA = ABCD, Prca = +Pcprr oraz Pecp = 2 Ppcrp,
czyli Pcpur = Ppcrp.
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Zestawy powtdrzeniowe

H Zestaw |
D
1. Dany jest tréjkat ABC, w ktérym |AB| = 4v/3 cm,
|AC| = |BC| = 4 cm. Punkt P jest $rodkiem odcin-
ka AB. Oblicz wysokosci trojkata APC. K
2. Oblicz obwéd tréjkata ACD (rysunek obok), jesli
wiadomo, ze krétsza przekatna trapezu BCDE ma 15°\ /] /]
dlugosé réwng $v/41. A 25 B C
3. Przekatna prostokata ma diugo$é 10, a obwdd kazdego z trojkatéw po-
wstalych przez podzial prostokata przekatna jest réwny 24. Oblicz pole
prostokata.
4. Oblicz wartosci funkeji trygonometrycznych
katéow a i B w trojkacie ABC
(rysunek obok). :
A 6 D B
5. a) W tréjkacie prostokatnym, ktérego obwdd jest réwny 60, tangens jed-
nego z katéw ostrych wynosi 2,4. Oblicz dlugosci bokéw tego tréjkata.
b) W tréjkacie prostokatnym o polu réwnym 44/2 sinus jednego z katéw
ostrych jest rowny % Oblicz obwdd tego trojkata.
¢) W tréjkacie prostokatnym o przeciwprostokatnej 16 i katach ostrych «
i B zachodzi réwno$¢ sin a.cos 3 = é Oblicz pole tego trojkata.
6. Oblicz wartosci funkcji trygonometrycznych katéw ostrych tréjkata ABC.
a‘) A(07 0)7 B(37 0)7 0(07 2) C) A(_67 1)7 B(67 _4)7 0(67 1)
b) A(Ov 0)7 B(67 0)7 0(67 4) d) A(_la _5)3 B(47 5)7 C(_47 1)
7. Oblicz wartosci pozostalych funkcji trygonometrycznych kata ostrego a,

jesli wiadomo, ze:

a) sinae =0,1, ¢) cosa = g, e) tga ==, g) tga =1,
b) cosa =0,9, d) sinazg, f) tga = V/5, h) tga = 2V/3.

Rozwiaz tréjkat réwnoramienny ABC o podstawie AB, jesli:
a) SACB = 40°, a wysoko$¢ C'D tréjkata ma 6 cm,
b) jego obwdd jest réwny 34 cm, a wysoko$é C'D ma 13 cm,

c) jego pole jest réwne 12 cm?, a SCAB = 40°.

.a) cosa = 2V tgq = Y11 8.a) a=p3=70"
b)sina:@tga:@ a=b=6,39 cm, c~ 4,37 cm
10 9
c)sina:@,tga:\/% b)a=b= 2 cm, c= T cm,
d)cosa:@,tga:@ o= B ~T75°, v~ 30
. 8 15 c) a=b~ 4,94 cm, ¢~ 7,56 cm,
e) sina = =, cosa = 32
, a Y B =40°, v = 100°
f) sina = %=, cosa = &2
g) sina = %77, cos o = 41—@
h) sina = —2*1/?, cos o = @

Odpowiedzi do zadan

1. /3 cm, 2 cm, 2v/3 cm

2. |BC| = \/JECP = |BEP =2
Ob = 4,5(2 4+ V/2)

3. Przyjmijmy oznaczenia jak na
rysunku.

10

I sposéb

r+y=14

z2 4+ 3% = 100
czyliz =6, y =8.
Zatem pole P = 48.

IT sposéb
P=ay=3(z+y)°+
-3 +y?%)

P=1(14*-10%) =48

4. |AC| =213, |BD| = 2v/5

. o/i3 3/13
BN = =gy 13

tga=2,sinf =2,
cos§ =, tgf = 22,

Cos @ =

5. a) 10, 24, 26
b) 4(v/2 + 2)
c) 16V/7

6. a) sin 8 = cosy = %,
cos B =siny = %,
tgf=3, tgv=3
b) sina = cosy = %,
cosa = siny = %?3,

_ 2 _3
tga=3,t87=3
c) sina = cos 8 = %,
cosa = sin 8 = 12,

tga= g5, tgf = 2

"5

d) sinaw = cos 8 = %,
cosa =sinf3 = %,
4 3
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9.

10.

a) okoto 329,26 m

)
b) okotlo 70°
) @
)

a) x = 500sin 5° &~ 43,6 [m]
b) 25 = sin5°

s~ 1,49 [km]
t=2nr~ 32 ~033 [h],

czyli okoto 20 minut

1sc| o
11. 1o = t850°,
C|
stad |[BC| = thOO
IS¢l _
o0+ BC] — '8 297,
stad |SC| =
_ o | |SC|tg29°
= 800tg29° + St
S0 = 20t ise
~ 829 [m]
Zestaw 11
1. ¢
»
s/ |
A D B
|AD| = 4/ (4v/3)2 -
= 2+/3 [cm]
ANADC jest trojkatem 30°,
60°, 90° o kacie 30° w wierz-
chotku C, co oznacza, ze
ABDC' jest tréjkatem pro-
stokatnym réwnoramiennym.
Stad |DB| = 6 cm.
Zatem:
=1(2v3+6)-6=
= 6(V3+ 3) [cm?
2. 6 cm, 64/3 cm, 64/3 cm
4. sin {BAP = g,
sin JABP =
5. d1 = 47 cm, do = 41/13 cm,
P = 24v/3 cm?
6. 8 cm?
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Vv
o

E0.

&,

a) Obserwator widzi wierzchotek 70-metrowej wiezy stojacej na plaskim
terenie pod katem 12° do poziomu. Jaka jest odleglo$é obserwatora od
podstawy wiezy? Pomin wzrost obserwatora.

b) Line podtrzymujaca maszt przymocowano do niego na wysokosci 110 m
nad ziemig i zakotwiczono w ziemi w odlegtosci 40 m od podstawy masztu.
Oblicz miare kata, jaki lina tworzy z poziomem.

Turysta idzie prosta droga wznoszaca sie pod katem 5°.

a) Jaka réznice pozioméw pokona po przejsciu 0,5 km?

b) Jak dlugo musialby i$¢ ta droga z predkoscia 4,5 km/h,

aby pokonaé réznice poziomdéw rowng 130 m? S

Z punktéw A i B odlegltych od siebie o 800 m widaé
szczyt gory S pod katami o = 29° 1 8 = 50°. Oblicz

wysokoéé SC' tej gory. « B
A

B Zestaw I

1.

w

W tréjkacie ABC kat ACB ma miare 75°, bok AC' ma dlugos$é 4/3 cm,
a wysoko$¢ opuszczona z wierzchotka C' jest réwna 6 cm. Oblicz pole tego

trojkata.

Dany jest tréjkat réwnoramienny o ramieniu diugosci 6 cm i kacie przy
podstawie 30°. Oblicz odleglosci punktu przeciecia prostych zawierajacych
wysokoéci tego trojkata od jego wierzchotkéw.

a) Obwdd rombu jest réwny 52 cm, a jedna z jego przekatnych ma diu-
gos¢ 10 cm. Oblicz pole tego rombu oraz sinus kata ostrego.

b) Pole rombu o obwodzie réwnym 48 cm wynosi 108 ¢cm?. Oblicz sinus
kata ostrego tego rombu.

Punkt P jest punktem przecigcia przekatnych réwnolegtoboku ABCD.
Kat BAD ma miare 60°, a przekatna BD ma diugoéé 61/3 i jest prosto-
padla do boku AD. Oblicz sinusy katéow ostrych trojkata ABP.

W réwnolegltoboku o obwodzie 32 ¢cm jeden bok jest trzy razy diuzszy od
drugiego, a kat rozwarty ma miare 120°. Oblicz dhugosci przekatnych i pole
tego réwnolegltoboku.

Dtuzsza podstawa trapezu rownoramiennego ma dlugosé 6 cm, a kat mie-
dzy przekatna a ta podstawa ma miare «. Oblicz pole tego trapezu, jesli
jego wysokos¢ jest rowna 2 cm, a sina = V5

=
a) Niech di = 10 c¢m i d2 beda przekatnymi rombu, wowczas:
(31)° + (3d2)° =137
do = 24 cm
Zatem:
P=1.10-24 =120 [cm?]
120 = 132 - sin o, czyli sina =
b) @ = 12 cm, P = 108 cm?

P = a®sin a, czyli:

120
169

144 sin o = 108

Zatem sina = 3.



10.

11.

[b]12.

13.

[D]14.

*15.

14.

15.

Vv

Dany jest trapez prostokatny o kacie ostrym «, dtuzszej podstawie a, krot-
szej podstawie b i wysokosci h. Oblicz obwdd i dlugoéci przekatnych tego
trapezu, jesli:

a) a=60°, a=8cm, h =63 cm, b) o =30° b=10 cm, h =4 cm.

Przekatne trapezu réwnoramiennego ABCD przecinaja sie pod katem
prostym w punkcie P. Podstawy trapezu maja dlugosci |AB| = 12 cm
i|CD| =4 cm. Wyznacz wartosci funkeji trygonometrycznych kata PAD.

Podstawy trapezu maja dlugosci 10 i 4, a jego ramiona tworza z dluzsza
podstawa katy 45° i 60°. Oblicz pole tego trapezu.

Dany jest trapez réwnoramienny o kacie ostrym 30° i podstawach dtugosci
16 i 12. Oblicz obwdd i pole tego trapezu.

Narysuj w uktadzie wspélrzednych kat «, do ktérego ramienia koncowego
nalezy punkt P. Oblicz wartosci funkcji trygonometrycznych tego kata.

a) P(1,4) b) P(—1,4) ¢) P(~3,2) d) P(~2,3)

Uzasadnij, ze nie istnieje kat o € (0°;180°) spelniajacy podane réwnanie.

a) Tcosa+1=1cosa  b) VBsina=5-+v5  ¢) 3cosa+V3=6
Oblicz.
a) sin30°(cos0° — 2 cos 135°) e) cos135°-sin90° — sin 135° - cos 90°
b) (cos30° + cos 150°) - tg 75° f) sin15°- (tg135° + 1) + cos? 0°
sin 150°~2sin30° o tg 60° .9 o
C) cos 45° fg 135 g) sin 30°—cos 150° + sin” 180
sin45°+cos150° o tg120°4+tg 150° . o
d) g Cos 180 h) oo sin90

Uzasadnij, ze podane wyrazenie przyjmuje wartosc 1.
a) sin®37° + sin” 53° ¢) sin20° - cos 70° + cos? 20°
b) sin® 18° + sin” 72° d) sin® 26° + sin 64° - cos 26°

Wskazéwka. Skorzystaj z zaleznosci cos o = sin(90° — ).

Ekierki majace ksztalt polowy kwadratu o boku 20 cm
sa produkowane z drewnianych listew o szerokosci 2 cm
i grubosci 2 mm. Jaka jest objetosé drewna zuzytego do
wyprodukowania 1000 takich ekierek? Pomijamy obje-
to$¢ odpadow. Jaka bytaby objetoéé¢ drewna zuzytego
do wyprodukowania z takich samych listew 1000 ekie- |

rek majacych ksztalt potowy trdjkata réwnobocznego o boku 24 ¢m? ’

a) sin? 37° +sin?(90° — 37°) = sin® 37° 4 cos? 37° = 1

b) sin® 18° + sin?(90° — 18°) = sin® 18° + cos? 18° = 1

¢) sin 20° - cos(90° — 20°) + cos? 20° = sin® 20° + cos? 20° = 1

d) sin® 26° + sin(90° — 26°) - cos 26° = sin? 26° + cos? 26° = 1

1° Pole podstawy ekierki:

P=1.20>-1(20-2-2-2v2)® =68 +32v2 ~ 113,255 [cm’]

Objetosé 1000 ekierek: V' = 1000 - P - 0,2 ~ 22 651 [cm?]
o 2

2°x = 2\/§, Yy = Tg15°

Pole podstawy ekierki:

P=3-12-12v/3- 3(12-2-2V3)(12v3 -2 - ) =

ObJQtOSC 1000 ekierek: V' = 1000 - P - 0,2 ~ 17 543 [cm?]

~ 87,717 [cm?]

11.

12.

13.
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. sin JPAD =

a) Ob = 2(11 + 3+/3) cm,

di = 47 cm, dz = 2¢/43 cm
b) Ob = 4(8 + /3) cm,

d1 = 2v/29 cm,

dy = 2v/41 + 20v/3 cm

V10

10 ?

3V10

cos JPAD = 252,

. 21(3 —V/3)
10.

Ob =28+ 23 p =28/

&

4v17

a) sina = =z, cosa = =,

17
tga =4
4V17
17
vir

CoOS &x = 17

2v13
13

_3v13
cosa = R

— 3/13

b) sina =
tga = —4
c) sina =

tga=—%

d) B2 o) _¥2 f)
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@ Sposéb na zadanie

Przyktad C
Dany jest tréjkat réwnoramienny o podstawie 4 cm i ramio-
nach dtugoéci 6 cm. Oblicz wysokosé tego tréjkata opusz-
czona na jego ramie.

Aby rozwigzaé to zadanie, mozemy postapié¢ na rézne

sposoby.
P
I sposéb
Mozemy skorzystaé¢ z podobienstwa tréjkatéw APB ia B
. _|AP| _ |CD| A D B
i CDB (cecha KKK): a5 = o8
Na podstawie twierdzenia Pitagorasa: |CD| = v/62 — 22 = /32 = 41/2 [cm],
zatem: AB|-|CD| _ 4-4V2 _ 8V2
AP| = B = 257 = 5 fem
IT spos6b
Kat 3 jest katem ostrym tréjkata C'DB:
_ DBl _ 2 _ 1
cos 3 = =

|CB| — 6 3

Zatem sin 3 = /1 —cos? 3 = 4/1 — % :\/gz%g.

Kat 3 jest réwniez katem ostrym tréjkata ABP, wiec:

“3?‘ =sinf, stad |AP|=|AB|-sinf3=14- 23—\/5 = %ﬁ [cm].

IIT sposéb

Obliczamy wysokoéé C'D tréjkata ABC: |CD| = /62 — 22 = 4y/2 [cm].
Pole trojkata ABC obliczamy na dwa sposoby:
P=1AB|-|CD|=1-4-4y2 = 82 [em?]

P =3|BC|-|AP|=1.6-|AP| = 3|AP| [cm?]

Poréwnujemy wyznaczone wyrazenia i otrzymujemy:

3|AP| =82, stad |AP| =22 em

N= po =

IV sposé6b
Oznaczmy |PB| = z, woéwczas |[PC| = 6 — x. Korzystamy z twierdzenia Pita-
gorasa dla tréjkatow APB oraz APC' i otrzymujemy uklad réwnan:

APP = 42 - 2?
AP =6 — (6 — x)*

. . . . . . 4
Rozwiazujemy réwnanie 4% — x* = 6% — (6 — x)? i otrzymujemy: z = 3 Cm oraz

8
|AP| = \/_ m. Odpowiedz: |[AP| = M cm



Zadania testowe @

Rozwiaz zadania i zapisz odpowiedzi w zeszycie. W kazdym zadaniu tylko
jedna odpowiedz jest poprawna.

1. Tréjkat prostokatny, ktérego przeciwprostokatna ma dlugosé ¢, moze mieé¢ 1. Tréjkat prostokatny réwnora-

pole réwne: mienny o przyprostokatnych

dlugosci CiEy
A. 1, B. i, C. 3¢, D. 2. ?
2. Dany jest trapez rownoramienny, ktorego ramiona sa tej samej dtugosci co 2. D a C
krotsza podstawa, a dluzsza podstawa jest dwa razy dluzsza od krétszej.
Przekatne tego trapezu przecinaja sie pod katem: a %) a
A. 90°, B. 60°, C. 457, D. 30°.
3. Jezeli av jest katem ostrym oraz sina = %, to cos « jest rowny: A 2a B
4 V6 26 Zauwazmy, ze:
A 2 B. & C. 248, D. 1. Y )
JDAB = JCBA = 60
4. Jedli a jest katem ostrym oraz cosa = %, to a nalezy do przedziatu: JADC = <4BCD = 120°
A. (0%30°), B. (30°;45°), C. (45°;60°), D. (60°;90°). Trojkat DCB jest rownora-
mienny, czyli:
5. Jezeli w tréjkacie prostokatnym przeciwprostokatna ma dlugosé¢ 50 cm, JCDB = JCBD = 30°
a sinus jednego z katow ostrych jest réwny %7 to: Zatem JDBA = 30°

i analogicznie JCAB = 30°,

li YAOB = 120°
B. obwdd tego trojkata jest réwny 112 cm, ifélog — 60°. o

A. pole tego trojkata jest réwne 300 cm?,

C. cosinus jednego z katéw ostrych tego tréjkata jest rowny %,
D. tangens jednego z katéw ostrych tego tréjkata jest réwny %.

6. Dla a = 60° prawdziwa jest rOwnosé: 6. A.V3sina+1 = \/§§+% —
A. V3sina+ L =tg30°, C. cosa+cos(90°—oz):ﬁ, =2 # tg30°
B. sin’a —cos’a =1, D. ZSina—l—cosa:ﬁL. B. Si;;:a_closjaT
+ =(5)-(G)r=3#1
7. Wskaz wyrazenie, ktérego wartosé jest réwna 1. C. cosa + cos(90° — a) =
A. sin40° — cos 50° C. 2sin? 30° — 2 cos? 30° =i+ ¥ =7
B. sin29° + cos61° D. sin® 30° + cos® 45° + 1 tg 45° D.2sina+tcosa =22 +1 =
. . . . :2\/g+17é\/§+1
8. Wskaz wyrazenie, ktérego wartosé¢ jest rowna 1.
A. sin61° 4 cos 151° C. sin151°- cos61°
B. sin151° — cos61° D. sin 151° : cos61°
9. Wartosé wyrazenia (sin 150° + tg 135°) - 55811250(; jest liczba przeciwna do
liczby:
A. —1, B. 1, C. V3, D. —/3.
7. A. sin40° — cos 50° = sin40° —sin40° =0 # 1
B. sin 29° + cos 61° = sin 29° + sin 29° = 25sin 29° # 2sin 30° = 1
C. 25in230° — 2¢0s%30° = 2((3)? — (L)) = -1 #1
D. sin? 30° + cos® 45° + 1 tg45° = (3)* + (LE)2 +i=1
8. A. sin(90° — 29° ) + cos(180° — 29°) = c0s29° — c0s29° =0 # 1
B. sin(180° — 29°) — cos(90° — 29°) =sin29° —sin29° =0 # 1
C. sin(180° — 29°) - cos(90° — 29°) = sin® 29° # 1
D. sin(180° — 29°) : cos(90° — 29°) = =29 —

9. (sin(180° — 30°) + tg(180° — 45°)) - ABUBC 60 _ (i 30° — g 45°) . 8O0 — ]

cos(180°—-30°) ~ cos30° T
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@ Przed obowigzkowa matura z matematyki

Odpowiedzi do zadar M Zadania krétkiej odpowiedzi
1. Dhlugosé przeciwprostokatne;j:
c=+10 Zadanie 1 (2 pkt)
sina - sin 8 = \/—‘% : % =2 Dany jest trojkat prostokatny o przyprostokat-
oy — LOD] ;. nych /2 i 2v/2 oraz katach ostrych a i 5. Oblicz
2. sina TAG] czyli:
|OD|:0,86:4,8 SinOé'SiIlﬁ.
|AD| = /6% — 4,87 = 3,6 Zadanie 2 (2 pkt)

b8 = 2ol = Dany jest okrag o $rodku O i promieniu 6 (ry-

sunek obok). Oblicz dlugosé¢ cieciwy AB, jesli A a
sina = 0,8. A~_D B

3.

Zadanie 3 (2 pkt)
Punkt P jest spodkiem wysokosci trdjkata ABC opuszczonej z wierzchotka C.
Oblicz diugoéci odcinkéw AP i BP, jesli |[BC| =61 |AB| = |AC| = 8.

A P B
|AD| = /82 — 32 = /55
Papc = 1-6-v/55 = 1.8:|PC|,

Zadanie 4 (2 pkt)
Oblicz cosinus kata rozwartego, jesli kwadrat odwrotnosci sinusa tego kata
jest réwny 5.

czyli |PC| = #

2
BP|= /62 — (¥355)" = . . N
B ( 2 ) 5 05 B Zadania rozszerzonej odpowiedzi
|AP| =575 Zadanie 5 (4 pkt)

4. (s=)° =5, coyli sina = 1 Oblicz obwdd tréjkata ABC' (rysunek obok) oraz
@@=l == S wartosci funkeji trygonometrycznych kata .
iae (90°;180°),

25 Zadanie 6 (4 pkt)

stad cosa = —=f

5. (2 +0,5)% = (z — 2,5)°+
+(2z)* iz >25
22 —Tx4+6=0iz>25, Zadanie 7 (4 pkt)

Dlugosci bokéw tréjkata prostokatnego o katach ostrych « i G sg kolejnymi
liczbami parzystymi. Oblicz warto$¢ wyrazenia (sin o + sin 3)?.

Z)ZZ’h 5= Dany jest trapez o podstawach dtugosci 4 cm i (7 + 3v/3) cm oraz wysokosci

=5z — 2 =28, . L . .

g 35 _ 7 3 f:m. Je:go katy ostre Prleegam do d'hlZSZQ] podstawy, a jeden z nich ma
125 — 2 miare rowna 45°. Oblicz iloczyn cosi- E

COS &x = 2 = 22

1

N

5 — 25 nusow katéw rozwartych tego trapezu.

3]

_ 3,5 e
tga =33 =51

6. Dlugosci bokéw: 2n, 2n + 2, Zadanie 8 (4 pkt) ¢
2n + 4, gdzie n > 0.

Aby obliczyé¢ szerokosé rzeki (dtugosé

2 2 _
(2n)” + (22+ 2). - odcinka C'E na rysunku obok), doko- B
= (2n+4)°, gdzie n > 0 o .
Stad n = 3 oraz dtugosci nano pomiaré6w w terenie: o = 32°,
bokéw trojkata: 6, 8, 10 8 = 8, |AC| = 120 m. Oblicz szero- 79 /]
(sina + sin §)2 = ko$é rzeki. A B
—(2+4)i=2
5 5 25
7. < 8. % = sin 32°, czyli |[BC| = 120 - sin 32°
5 . 281 = cos32°, czyli |AB| = 120 - cos 32°
BBl _ tg40°
45°\ /<] B B 45| = B85
3 4 33 czyli |BE| = 120 - cos 32° - tg 40°
(g9 = 25, sotom = 30 CE| = |BE| - |BCI =
cos(180° — 45°) - cos(180° — 30°) = =120 - (cos32° - tg40° — sin 32°) ~

o cosd5 (- cos307) = LB _ 8~ 120+ (0,848 -0,8391— 0,5299) ~ 21,8 [m]
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