3 Funkcje wymierne

Cgzas potrzebny na przebycie pewnej usta-
lonej odlegtosci jest tym mniejszy, im
wieksza jest predkosé, z jaka sie porusza-
my. Na wykresie obok przedstawiono za-
lezno$é miedzy predkoscig a czasem po-
trzebnym na pokonanie odlegtosci 360 km.
Predko$é i czas (potrzebny do przebycia
okreslonej drogi) to wielkosci odwrotnie
proporcjonalne.
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Warto powtérzyé

Proporcjonalnos¢ odwrotna

Funkcjg postaci y = 2, gdzie * > 0 oraz a jest stala dodatnia, nazy-
wamy proporcjonalno$cia odwrotng. Wielkosci x i y nazywamy odwrotnie
proporcjonalnymi, a stala a — wspolczynnikiem proporcjonalnosci.
Odpowiedzi do zadan
1.a=18,y=2 1. WielkosSci « i y sa odwrotnie proporcjonalne. Przerysuj tabele do zeszytu
i ja uzupelnij. Podaj wspétczynnik i wzor tej proporcjonalnodci.

1 2 3 4 6 9 10 18
Y 36 18 9 6 4,5 3 2 1.8 1

T

N =

2. a) Na zakup gruszek przeznaczono 6 zt. Niech = oznacza cene w zlotych za
kilogram, a y — liczbe kupionych kilograméw gruszek. Na rysunku przed-
stawiono wykres zaleznoéci y od . Wpisz do tabeli wspélrzedne punktéw

B,C,DikFE.
A B C D E v
20 \ el 1 2 3 4 | 6 8
ylke 6 3 2 15 1 ’
6l 4
\ b) Przerysuj tabele do zeszytu i ja uzu- 5
\ petnij. Naszkicuj wykres zaleznodci y 4
od z, jezeli na zakup gruszek przezna- 3
czono 8 zl. B
N 2 C
z[zt] 1 2 3 4 5 1 D
1 T E
) y kg 8 4 22 2 | 12
ol 1 % 3 5 O 1 2 3 4 5 6 7 8X

3. Podaj wzér proporcjonalnosci




3.1. Wykres funkcji f(x)=% Uczer:

— szkicuje wykres funkcji
f(z) = ¢ ipodaje jej
wlasnosci oraz wyznacza

Rozpatrzmy funkcje f(z) = 1 — jest ona okreSlona dla z € R\ {0}. Spo-

rzadzamy tabele wartosci funkcji f, a nastepnie taczymy wyznaczone punkty réwnania asymptot jej
krzywa jak na rysunku. wykresu
— szkicuje wykres funkcji
1 1 1 1 _a :
T —4 —2 —1 -3 -7 1 5 1 2 4 f(z) = £ w podanym zbiorze
1 1 _ _ _ 1 1 — odczytuje z wykresu wspot-
f (J:) 4 2 1 2 4 4 2 1 2 4 rzedne punktéw przeciecia
.. . j i hi li
Wykres funkcji f(x) = 2, gdzie a # 0, Y prostej 1 1perl/30 b
. z l — wyznacza wspolczynnik a
oraz kazda krz.yvs{&g powstala z te‘go wykresu \ tak, aby funkcja f(z) = 2
przez przesuniecie nazywamy hiperbola. \ Fay =1 speiata podane warunki
7 . e . 1 . z
Witasnosci funkcji f(z) = 1 \
e Dla z < 0 funkcja f przyjmuje wartosci .
ujemne, natomiast dla x > 0 — przyjmuje B —
wartosci dodatnie. T 0| 1 X
o Funkcja f nie ma miejsc zerowych.
o Funkcja f jest malejaca w przedzialach \
(—00;0) i (0;00). \
Uwaga. Funkcja f(z) = L nie jest malejaca \
w zbiorze (—o0;0) U (0; 00). Hiperbola sklada sie z dwoch galezi.

Cwiczenie 1
Zauwazmy, ze kazda z gatezi wykresu funkcji f(x) = % »zbliza si¢” do prostej
poziomej y = 0 oraz ,zbliza sie” do prostej pionowej z = 0. O takich pro-

stych méwimy, ze sa asymptotami wykresu funkcji — odpowiednio asymptota b) z |-8|—-4|-2|-1|—3
oziom3 i asymptota pionows.
p L ymptota p 9 fla) |1 -1]-2|-4|-8
Cwiczenie 1 Y
o x [ 3| 1]|2|4]8
Na rysunku obok przedstawiono jedna ga- T
L . 1 fa)| 8| al2|1]32
taz hiperboli f(z) = 7. 2
a) Podaj brakujace wspétrzedne punktéw: v\
A B,C,DiE.
b) SporzadZ odpowiednia tabele i naszki- I
cuj obie gatezie tej hiperboli. 1 o
. ) —_ O] 1 X
Cwiczenie 2
Sporzadz odpowiednia tabele i naszkicuj 1
wykres funkcji f.
=2 —3 -8 O
&) f@)=2 b) f@)=2 o fa)=2 \
Cwiczenie 2
a) c)
z |—4|-2|-1|-3|3[1|2]|4 x [—8|—4|-2(-1|1[2|4]38
f@)|—%|-1|-2|-4]4|2|1]1% flz)|-1|-2|-4|-8| 8|4 | 2|1
: Multitefa
) * Wykres proporcjonalnosci
rz |—6|—-3|—1 —% % 1 (3|6 odwrotnej
1 1
f@)|—3|-1|-3|-6] 6|3 |1]3 dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 3.1

Generator

testéw i sprawdzianow
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Cwiczenie 3

a) f(1) =3, 9(1) =2, h(1) =4,
k(1) =6

b) niebieski — f, zielony — g,
czerwony — h, brazowy — k
¢c)A-k,B-g,C—-f,D-g,
E-h

Cwiczenie 4

A, T—al2[-1]1]2]4

f@)| 3|12 |-2[-1-3
1Y
|
/
O] 1 "
f
[
[
|
D) -3|-1|-3| 3|13
fx)| 1]3]|6|-6|-3]-1
1Y
/
/ 1
e + X
O | st
Va4
[
l

Cwiczenie 3 M|
Na rysunku obok przedstawiono wy- \ \
kresy funkcji: \
fl@) =5, g(z) =2,
h(z) =7, k(z) =2
a) Podaj wartosci kazdej z tych funkeji —
dla z = 1. p—

b) Dobierz wzér do kazdego wykresu.

—

/

e

¢) Do ktérych hiperbol naleza punkty:
A(2,3), B(2,3), C(4,1), \

D(—4,-%), E(-%,-6)?

2 39

/
el B

Aby naszkicowaé wykres funkeji g(z) = —1, gdzie € R\ {0}, mozna spo-
rzadzi¢ odpowiednia tabele wartosci funkeji lub odbié symetrycznie wzgledem
osi OX wykres funkcji f(z) = L.

x

I
Wiasnosci funkeji g(x) = —2: YI' :
e Dla # < 0 funkcja g przyjmuje war- g() = 7;/ l\
tosci dodatnie, natomiast dla = > 0 — : / '\

przyjmuje wartosci ujemne. .

.
o Funkcja g nie ma miejsc zerowych. [ N T B - S~
« Funkcja g jest rosngca w przedziatach ~ =~~~ -~ O] 1_—"""X
(—o0;0) i (0;00), ale nie jest funkcja N
rosnaca w swojej dziedzinie. ! /

NS
e Prosta y = 0 jest asymptotg pozioma, (z) =12 “ !
a prosta x = 0 — asymptota pionowa || ’I

I

wykresu funkcji g.

Cwiczenie 4
Sporzadz odpowiednia tabele i naszkicuj wykres funkcji f.

) fo)=-2 b f@=-2 o f@=-% afa)=-2°

| 4y Zadania
1. Naszkicuj wykres funkcji f(z) = %, ktérej dziedzing jest zbiér D. Podaj
) zbiér wartodci tej funkcji.
= . X a) D =R\ {0} b)D=(—o0i—1) ¢ D=(28)
l s
f Odpowiedzi do zadan
1. a) f(D) =R\ {0} b) f(D) = (=4;0) ) f(D)=(3;2)
| Y Y
/ \
S0 I Y B Y I R ;
HODEEE 1 » A e
— 9 X — Q 9] X
b
\
|
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2. Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj jej warto$¢ najmniejszg i warto$é¢ naj-

wigksza w przedziale (1;2).

_6 __ 2 -1 -5

D f@ =% b f@=-t O f@=-L ) f@)=-1
Na rysunku obok przedstawiono wykresy 1Y
funkcji: /

fla)==% gla)=~% @)= /-
a) Dobierz wzér do kazdego wykresu. -
b) Ktére spoéréd punktéw: P(—v/2,v2), ——— 711 X
Q(—%,4) i R(3%,—2) nalezg do wykresu 0| r //‘——
funkcji g7 -
¢) Dziedzing funkeji k(x) = —2 jest prze- [
dzial (—3;—1). Podaj zbiér wartodci tej [/
funkcji. [
Na rysunku przedstawiono wykres funkecji f(xz) = 2. Oblicz a. Znajdz
wspolrzedne punktu, w ktérym hiperbola przecina prostg y = —3. Od-

czytaj z wykresu, dla jakich argumentéow funkcja f przyjmuje wartosci
wieksze od —3.

a) [1Y b) /1Y

—

{1
b

Powtorzenie

a

5. Do wykresu funkcji f(x) = ¢ nalezy punkt P. Naszkicuj ten wykres.

a) P(4,3) b) P(=5,—3) ¢ P(8:—3)  d) P(=5,16)

Dla jakiej wartosci wspétczynnika a punkt P nalezy do hiperboli y = 27
a) P(—1,8) b) P(4,—16) ¢) P(—3,2) d) P(—5,-25)
Dana jest funkcja f(z) = ¢, gdzie a > 0. Prosta = 1 przecina wykres
funkcji f w punkcie P, a wykres funkeji g(z) = —f(z) w punkcie Q.
Wyznacz wzor funkcji f. Naszkicuj wykresy funkeji f i g.

a) |PQ| =2 b) [PQ| = 12 ¢) 1PQ| =1

2. a) warto$é najmniejsza: 3

wartos¢ najwigksza: 6
b) warto$¢ najmniejsza: —4,
warto$¢ najwieksza: —2

¢) warto$¢ najmniejsza:

’ 2 . . . l
wartos¢ najwigksza: 3

d) wartos$¢ najmniejsza: —5,

7 7 . . . _é
warto$¢ najwigksza: —

. a) czerwony — f, zielony — g,

niebieski — h
b) P, Q
c) (2;6)

. a) a= -3, P(1,-3),

f(z) > -3 dla
z € (—00;0) U (1; 00)
b) a = —6, P(2, —3),
f(z) > —3dla
z € (—00;0) U (2; 0)

a)a=—-8 b)a=-64
c)a=-2%2 d)a=125
b) f(z) =%, g(z) =-¢
c) f(z) = 55, 9(z) = —5;
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Uczen:

ot v R G 3.2. Przesuniecie wykresu funkcji
e f(x)=2 wzdiuz osi OY

— szkicuje wykres funkcji

y = £ + 4, podaje jej Y

wlasnosci oraz wyznacza Przyktad 1

réwnania asymptot jej Wykres funkcji  f(x) = % + 2 otrzymu- \

wykresu jemy przez przesuniecie hiperboli g(z) = + fla).= 542
— wyznacza wzor funkcji spet- 0 2 jednostki w gére. e \ T

niajacej podane warunki ) i B ) ) 7 1 . 1

Zbiorem wartosci funkcji f jest zbidr SIS U
Cwiczenie 1 (—00;2)U(2;00). Prosta y = 2 jest asymp- ~ —~_@| 1 X
a) g(D) =R\ {3} tota pozioma wykresu funkcji f, a prosta |
asymptoty: ¢ =0, y =3 x = 0 — jego asymptotg pionowa. \
A
\\ Twierdzenie

Q

o Wykres funkcji y = f(z) + g dla ¢ > 0 otrzymujemy przez przesuniecie
= wykresu funkcji y = f(x) o ¢ jednostek w gore wzdtuz osi OY'.

==

\ o Wykres funkcji y = f(z) — g dla ¢ > 0 otrzymujemy przez przesuniecie
al 1 X wykresu funkcji y = f(x) o ¢ jednostek w dét wzdtuz osi OY'.
|

b) g(D) =R\ {-1}

asymptoty: z =0, y = —1 Cwiczenie 1
Yy Naszkicuj wykres funkcji f(x) = 1, a nastepnie, stosujac odpowiednie przesu-
| niecie, naszkicuj wykres funkcji g. Podaj zbiér wartosci funkcji g oraz réwnania
1 \¢ asymptot jej wykresu.
o[ 1 X a)g@)=:+3 b) g(a) == 1 ¢) glx) =1 -3
\ Cwiczenie 2
| Ponizej przedstawiono wykresy funkcji: f(z) =2 -2, g(z) =2 -1 oraz
| h(z) = L — 2. Dopasuj wzér funkcji do kazdego wykresu.
¢) 9(D) = R\ {-3} A B o
asymptoty: x =0, y = —3 Y l Y \ Y \
W
1 \ \
[9) \ i X O\l X Ol 1 X O 1 X
\ \ \
\ \ \ |

Cwiczenie 2
A - h’a B - 9, C- f

Multitefa

® Postac kanoniczna funkcii
homograficznej

dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 3.2

Generator

testow i sprawdzianow
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Zadania

1. Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj zbiér wartosci tej funkceji oraz réwnania
asymptot jej wykresu.

a) f(z)=-1-1 ¢) fla)=1+1 o) fla)=S-3
b) f(z) =2 2 d) fla)=3-2 0 fl@)=—%+1

2. Naszkicuj wykresy funkcji f i g. Podaj wzér funkcji g, jej dziedzine, zbior
wartosci i réwnania asymptot, jesli wykres funkcji ¢ otrzymujemy przez
przesuniecie wykresu funkcji:

a) f(z) =2 02 jednostki w gére, b) f(z) = —2 o 2 jednostki w dot.

3. Na rysunku przedstawiono wykres funkcji f(z) = —2 + a. Podaj wartosé
wspoélezynnika a oraz wszystkie punkty o obu wspoélrzednych catkowitych
nalezace do wykresu funkcji f.

a) b) c)
1Y [y 1Y

)|
\
|
\
|

O| 1

—

[ Ol A X

I / /
4. Dla jakiej wartosci wspétczynnika ¢ punkt P nalezy do wykresu funkcji f7
6 1

b) f(@)= -2 +q P(-6.-3) &) f(2) =" +q P(-v2.V3)

x

Powtorzenie

5. Do wykresu funkcji f(z) = —2< + ¢ nalezy punkt P. Naszkicuj wykres
funkcji f i podaj jej zbidér wartodci. )
a) P(1,4) b) P(2,-33) c) P(4,-1) J

6. Na rysunku obok przedstawiono wykres funkcji ol 1 ;

f(z) = 2. Wyznacz wspélczynnik a. Naszkicuj
wykres funkcji g(z) = f(x) + g, jesli jej miej-
scem zerowym jest liczba: a) 1, b) 3, c¢) —3.

5. a) f(z) = —3+5, f(Dy) = R\{5} b) f(z) = —3 =3, f(Dy) = R\{-3} c) f(z)

Odpowiedzi do zadan

1.a) (D) =R\ {1},

asymptoty: © =0, y = —1
b) f(D) =R\ {-2},
asymptoty: © =0, y = —2
c) f(D)=R\{1},
asymptoty: =0, y =1
d) f(D) =R\ {3},
asymptoty: =0, y =3
e) f(D)=R\{-3},
asymptoty: x =0, y = —3

f) f(D) =R\ {1},
asymptoty: =0, y =1

- a) g(z) = 2+2, Dy = R\{0},

9(Dg) =R\ {2},
asymptoty: x =0, y = 2
b) g(z) = —1 — 2,

Dy =R \ {0}7

9(Dg) =R\ {-2},
asymptoty: x =0, y = —2

.a)a=1,(-2,2), (-1,3),

(17 _1)7 (270)

b)a =2, (-2,3), (—1,4),
(1,0), (2,1)

c) a=-2,(-2,-1), (-1,0),
(1,—4), (2,-3)

g=-1Db)g=-3
c)q:—ll—s8 d)¢=2V3

a=3

2) gla) = 2 -3
b) g(z) =2 -1
c) g(x):%-i-l

v} Y|
l 4 l
| | el
/ a1 X |
[ [ [
h [’ ol[1 X
Of 1 X

3.2. Przesunigcie wykresu funkgji f(x) =< wzdtuz osi OY 113 I




Uczen:

— dobiera wzor funkcji do jej
wykresu

— szkicuje wykres funkcji
Yy = ﬁ, podaje jej wlasnosci
oraz wyznacza réwnania
asymptot jej wykresu

— wyznacza wzor funkcji spet-
niajacej podane warunki

— szkicuje wykres funkcji
f(x) = 3% +q i wyznacza
réwnania asymptot jej
wykresu

— wyznacza réwnanie hiperboli
na podstawie informacji
podanych na rysunku

— przeksztalca wzér funkeji
danej w postaci f(z) = ZIZ’
do postaci f(z) = 5 ta
oraz szkicuje jej wykres

Cwiczenie 1

a) D =R\ {2},

asymptoty: =2, y =0

Funkcja f jest malejaca w prze-

dziatach (—o0;2) i (2;00).

b) D =R\ {4},

asymptoty: x =4, y =0

Funkcja f jest malejaca w prze-

dziatach (—oo;4) 1 (4; 00).

¢) D=R\ {1},

asymptoty: =1, y =0

Funkcja f jest rosnaca w prze-

dziatach (—o0;1) 1 (1;00).

1
l
!

/

4
1

0| 1 — X

Multitefa

® Postac kanoniczna funkcii
homograficznej

dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 3.3

Generator

testow i sprawdzianow
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3.3. Przesuniecie wykresu funkcji
f(x)=< wzdtuz osi OX

Przykiad 1 Y \ ‘

Naszkicuj wykres funkcji f(z) = —. | |

Wykres funkcji f(z) = -1 otrzymujemy \ Vo) =25
przez przesunigcie hiperboli g(z) = X 1

o 3 jednostki w prawo. =51 - \\X
Dziedzing funkcji f jest zbiér R\ {3}.

Prosta x = 3 jest asymptota pionowa wy- g(r) = = \ \

kresu funkcji f, a prosta y = 0 — jego | \

asymptota pozioma. ‘ \

Twierdzenie

Wykres funkcji y = f(z — p) dla p > 0 otrzymujemy przez przesuniecie
wykresu funkeji y = f(x) o p jednostek w prawo wzdtuz osi OX.

Cwiczenie 1
Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj dziedzing i przedzialy monotonicznodci tej
funkcji oraz réwnania asymptot jej wykresu.

b -2 - L R
2 fl)= = b) o)== o) f)= = d) fla)= =2
Przykfad 2 flo) = 4L YI
Naszkicuj wykres funkcji f(z) = — 5. i | |
Wykres funkcji f(z) = — 35 otrzymuje- L]
my przez przesuniecie hiperboli g(z) = —% 1
o 2 jednostki w lewo. o
Dziedzina funkeji f jest zbiér R\ {—2}.
Asymptota pionowa jej wykresu jest pro- [ ]olz) =1
sta x = —2, a asymptota pozioma — prosta l I
y=0. ’ I
Twierdzenie

Wykres funkcji y = f(z + p) dla p > 0 otrzymujemy przez przesuniecie
wykresu funkcji y = f(«) o p jednostek w lewo wzdluz osi OX.

d) D =R\ {2}, v
asymptoty: =2, y =0
Funkcja f jest rosnaca

w przedziatach (—o0;2) i (2;00).

———




Cwiczenie 2
Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj dziedzing i przedzialy monotonicznosci tej
funkcji oraz réwnania asymptot jej wykresu.

a) f(2) =~ 5 0 f@) =5 o) fla) =115
b) f(2) = = Q) fla) = = ) f@) =
Zadania

1. Naszkicuj wykresy funkcji f i g. Podaj wzoér funkcji g, jej dziedzine, zbiér
wartosci i réwnania asymptot jej wykresu, jesli wykres ten otrzymujemy
przez przesuniecie wykresu funkcji:

a) f(z) =2 o1 jednostke w lewo, c¢) f(z) = —2 o0 3 jednostki w prawo,

b) f(x) =2 o 3 jednostki w lewo, d) f(z) = —2 0 2 jednostki w prawo.
2. Sprawdz, czy punkt P nalezy do wykresu funkcji f.

a) f(2) = 15, P(2,—4) 0) f2) =5 P(3-3)

b) () = =5, P(4.3) d) f(z) = 2%, P(-6,-1)

3. Na rysunku przedstawiono wykres funkeji f(z) =
Wyznacz wzor funkcji f. Oblicz f(12) i f(—4).

a) Y \ b) Y
P(3,3)

“ dla pewnego a.

T

N

|

[

|

~|
|
/

1
~9] 1

I

4. Naszkicuj wykresy funkcji f i g. Podaj rownania ich asymptot.
_ 1 -1 -4 -4
8) fl)= 5. g(0) = 541 b) f) = . g@) = -2
5. Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj liczbe punktéw o obu wspdlrzednych
catkowitych nalezacych do jej wykresu.

) f@)==5-3 o fl@)=-5+1 e fla)=-—5-2
b) fla)= 2= -1 ) f@)=Z5+3 D) fa)= =25 +2

4. a) asymptoty wykresu funkcji f: z =2, y =0,
asymptoty wykresu funkcji g: x = 2, y = 1
b) asymptoty wykresu funkcji f: z = —1, y = 0,
asymptoty wykresu funkcji g: ¢ = -1, y = —2
5. a) 6 punktéw b), d), f) 4 punkty
c) 8 punktéw e) 2 punkty
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Cwiczenie 2

rosnie w (—oo; —1) i w (—1;00),
asymptoty: z = —1, y =0

b) D =R\ {-2},

maleje w (—o0; —2) i w (—2;00),
asymptoty: © = =2, y =0

¢) D=R\{-3},

ro$nie w (—o0; —3) i w (—3;00),
asymptoty: © = =3, y =0

d) D =R\{-2},

maleje w (—o0; —2) i w (—2;00),
asymptoty: © = =2, y =0

e) D =R\ {-4},

ro$nie w (—oo; —4) i w (—4; 00),
asymptoty: x = —4, y =0

f) D=R\{-4},

maleje w (—o0; —4) i w (—4;00),
asymptoty: x = —4, y =0

Odpowiedzi do zadan

1. a) g(l‘) = %_5_17 Dg = R\{_1}7
9(Dy) = R\ {0},
asymptoty: © = —1, y =0
b) 9(z) = ;13
Dy =R\ {-3},
9(Dy) = R\ {0},
asymptoty: © = =3, y =0
¢) g(z) = 3%,
Dy =R\ {3},
9(Dg) =R\ {0},
asymptoty: z =3, y =0
d) g(z) = — 755,
Dg =R \ {2}7
9(Dg) =R\ {0},
asymptoty: t =2, y =0

2. a), ¢) nie nalezy b), d) nalezy

3. a) f(z) = %, f(lg) = —12,
f(—4)=-3
b) f(z) = =%, f(13) =38,
f-4) =1



Sa)y == 2
b)y = 2(303—3) 1
c) y:—3(z12) +1
d)y= _3(z€r1) 2

. a) g(z) = 7%,

maleje w (—00;2) i w (2;00),
asymptoty: z =2, y =0

b) g(z) = ziﬂ, maleje

w (—o0;—1) i w (—1;00),
asymptoty: = —1, y =0

.a) D=R\ {4},
maleje w (—o0;4) i w (4;00)
1 \f
\
\
T i
\
\
l
b) D =R\ {—1}, rosnie
w (—o0;—1) i w (—1;00)
| Y
f
O] 1 —X

| Y
f|
/
— or T X
/
I
I
d) D =R\ {2},
maleje w (—00;2) i w (2;00)
vy
| ¢
\
T
\
|
\
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*6. Wyznacz rownanie przedstawionej hiperboli na podstawie informacji po-

danych na rysunku.
a) 1Y C) Y

Ix:2
N2 |

|

|

b) Y | d) v
e=3) :

1 | 11
__Ei:l_}Z_L__L_:??§ P(-3,-%) o[ 1 X
I N (RS ' y= 22

e e e e === = = —Ft+—-————====
I | /'/—
\x: 937—1:

Powtorzenie

7.

9. a) f(z) =

Na rysunku przedstawiono wykres funkcji g, ktéry otrzymano przez prze-
suniecie wykresu funkeji f(z) = % wzdtuz osi OX. Podaj wzér funkcji g,
jej przedzialy monotonicznosci oraz rownania asymptot jej wykresu.

a) v \ b) Y

\ \

-

<l

| \

Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj jej dziedzine i przedzialy monotonicz-
nosci.

)@= W= o fw=ok e =2

Naszkicuj wykres funkcji f(z) = ﬁ, jesli jego asymptota pionowa prze-
chodzi przez punkt Q.

a) Q(1,6) b) Q(=3,8)

1l
| |0
s
=2
-
—
—~
8
N
Il
8
I
@



Funkcja homograficzna o .
Odpowiedzi do zadan

Funkcja homograficzna to funkcja, ktorej wykresem jest hiperbola. 1. a) f(z) = 3247
Wykres kazdej funkeji homograficznej mozemy otrzymad, przesuwajac wzdiuz ) ) = o2
osi OX i osi OY hiperbolg y = ~, gdzie r jest pewna staly r6zna od 0. ) f(@) _:2;:5
C xXr) = “2t2
Wzoér funkcji homograficznej mozemy zapisa¢ w postaci: 2. a) f(z) = 2 +1,
« kanonicznej: f(z) = 5 tadlaze R\ {p}ir#0, Dy =R\ {1}
« ogélnej: f(z) = 2 dlaz e R\ {2} i c#0. LA ;
1. Zapisz wzér funkcji homograficznej w postaci ogdlnej.
-4 -2 - =3 _ + i
a) f@)= 243 b)fl)=2 44 o) fla)= =56 e
X
Przyktad 1 Y |
Naszkicuj wykres funkcji f(z) = £=2. \\ \\ \\
Drziedzing funkcji f jest zbiér R\ {3}. \— |
. r)=—"=+1 —
Przekzztalcarr;y v;/zor funkci]l. 1 Ha) =5 ud i 1) 7)) — #2 41,
g2 (emd)dl g 11y —————0| 1 X Dj =R\ {2}
z—3 z—3 r—3 r—3 (@) =7 //»\ \ y
Wykres funkcji f otrzymamy przez przesu- | | \
nigcie wykresu funkcji g(x) = I o 3 jed- | | \
nostki w prawo i 1 jednostke w gore. \ |
2. Naszkicuj wykres funkcji f. — e
= =+l — zt3 — ol 0| 1 X
8) fx) = 21 b) f(a) = 22 o) fa) = 24 \
Przykfad 2 \\
Naszkicuj wykres funkcji f(z) = 2. [Ny l
Dziedzing funkcji f jest zbiér R\ {—2}. / li ) f(z) =5 +1,
Przeksztalcamy wzér funkeji: Dy =R\ {2}
/ Y
ool (@423 g 3 bbb \
Ao B 2 T @ s f
_ 3 — ———
=3t 1 or1 X N
Wykres funkcji f otrzymamy przez przesu- glay==2 -
nigcie wykresu funkeji g(z) = —2 0 2 jed- | — 51T =
nostki w lewo i 1 jednostke w gore. { / A
3. Naszkicuj wykres funkcji f. \
+3 -5 —z+1
a) f(o) =7 b) f(z)= =5 o) flx) =75 \
8.a) f(z)= -z +1, b) f(z) = -5 +1, ¢) fl&)=—35—1,
Dy =R\ {-4} Dy =R\ {4} Dy =R\ {2}
I Y Y Y f,

I
I | I
/

JF/ .

— 4 4 | _ 0 _ —)E
ol 1 X O] 1 X
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Uczen:

— wyznacza dziedzing wyrazenia
wymiernego

— oblicza warto$¢ wyrazenia
wymiernego dla danej
wartosci zmiennej

— upraszcza wyrazenia
wymierne

— wyznacza dziedzine funkcji
wymiernej

— okresla dziedzine funkcji,
w ktorej wzorze wystepuje
utamek lub pierwiastek

kwadratowy
Cwiczenie 1
a) D=R\ {0}
b) D =R\ {5}
¢) D=R\ {-3}
d) D=R\{f}
Cwiczenie 2
a) D =R\ {0},
dlaz=1:2,dlaxz=-1:0
b) D=R\ {3},

dlaz=1: -3,dlaz=—1: —%
¢) D=R\{-3,3},

dla x = 1: —%,dlax:—lz
d) D=R,dlaz=1:1,
dlaxz—l:%

N[

Cwiczenie 3

a) D=R\ {3}, —z—3
b) D =R\ {2}, 3z
D =R\ {-55}, 2=
)D=R, z
)

a o

)

) D=R\{0,1}, =t
f) D=R\{0,2}, -2
g) D=R\{3}, &5

b) D =R\ {-2,2}, ooy

)

dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 3.4

Generator

testow i sprawdzianow

I 118 3. Funkcje wymierne

3.4. Wyrazenia wymierne
i funkcje wymierne

Wyrazenie wymierne to wyrazenie arytmetyczne utworzone z liczb wymier-

nych i zmiennych, w ktérym moga wystepowaé tylko dzialania dodawania,
6z+4 7 z243 T z2-4

2 oz’ x-4’ x2-17 2241°
Dziedzing wyrazenia wymiernego jest zbiér tych wszystkich liczb, dla kto-
rych wyrazenie ma sens liczbowy. Nalezy zatem pamigtaé, ze miejsca zerowe
mianownika nie naleza do dziedziny.

odejmowania, mnozenia i dzielenia, np.:

Przykfad 1
Sy o .. 222-6z+5
Podaj dziedzine wyrazenia v

2z + 8 =0 dla x = —4, wiec dziedzing wyrazenia jest zbiér D = R\ {—4}.

Cwiczenie 1
Podaj dziedzine wyrazenia.
3 6 z—3 —z2+49

a) s b) -5 ©) 2z+6 d) —2x+7
Cwiczenie 2
Podaj dziedzine wyrazenia. Oblicz jego wartoéci dla x = 1 oraz x = —1.

z+1 2z+4 4z z+3
a) x b) z—3 c) xz2-9 d) x243

Aby uproécié wyrazenie wymierne, rozkladamy wielomiany w liczniku i mia-
nowniku na czynniki. Nalezy jednak pamigtaé, ze dziedzing wyrazenia uprosz-
czonego jest dziedzina wyrazenia przed uproszczeniem.

Przyktad 2

Podaj dziedzine wyrazenia

x3—2x2

—2—;» & nastepnie je uprosé.
Dziedzina wyrazenia jest zbiér D = R\ {—2,2}.
z2(z—2)" x2

P-4 (e42)e=2)" a+2

z3—2x2

Cwiczenie 3
Podaj dziedzine wyrazenia, a nastepnie je uprosé.

a) z2-9 ) 222410z e) z2-1 ) 3322
3—x x2-25 xd—x3 & x2—6x+9
b) 3z2—6x ) m3+4x f) 4—22 ) a:2+4x+4
xr—2 x244 22z z4-16



Funkcja wymierng nazywamy funkcje postaci f(x) = U((Z)), gdzie v i w sg

w
wielomianami (w nie jest wielomianem zerowym). Dziedzing takiej funkcji

jest zbidr wszystkich liczb rzeczywistych z, dla ktérych w(x) # 0.

Przyktad 3

a) Funkcja dana wzorem f(z) =
dzing jest zbiér Dy = R\ {0}.

2 50
R jest funkcja wymierna, jej dzie-

4
b) Funkcja dana wzorem g(x) = ;fl

jest zbior D, = R\ {—3,3}.

jej dziedzing

Cwiczenie 4 Cwiczenie 4
Okreél dziedzine funkeji f. Oblicz £(0), f(—1) i f(1). a) D =R\ {4}, f(0 )
_ 222-8 2244 a4 f(-1)=§ f(1)=
a) f(.’L') - r—4 b) f(x) - x2-4 C) f(l') - x274x+4 b) D= R\{ 2 2} f( )
1 — _5
Przykiad 4 f)( D) R\( {)2} f(‘°’)
Okre$l dziedziny funkcji: f, g i h, a nastepnie upro$é ich wzory. F=1) =1, f(1) =
3
flz) = x(zil), Dy =R\ {0,1},  wzor po uproszczeniu: f(x) = ﬁ
_ z(x+1) o . . s _ T
g(z) = DD’ D, =R\ {-1,1}, wzor po uproszczeniu: g(x) = —
h(z) = ff:)lg, D, =R\ {1}, wzlr po uproszczeniu: h(x) = ﬁ

Zwréé uwage, ze funkcje: f, g, h nie sa réwne, gdyz maja rézne dziedziny.
1o 1 1o
\ \ \

\/ \£ \/

ON1 X ON\1 X O\ 1 X
\ \ \
\ \ \
I I I
I | |
Cwiczenie 5
Okredl dziedzine funkcji f i naszkicuj jej wykres.
LL’2 x 1'2 xX 233* €T
a) flz) = 222 b) f(z) = =3 ¢) fla)="="
Cwiczenie 5
a) D =R\ {0}, f(z) =z +2 b) D =R\ {-4}, f(z) == ¢c) D=R\{0}, f(z) ==z>—4
Y Y \ Y /

—

=

3.4. Wyrazenia wymierne i funkcje wymierne 119 I



Cwiczenie 6

Cwiczenie 7

a) D =(—2,2) U (2;00), nie ma
b) D = (—o0; —v/2) U (—v/2;0),
f(0)=0

c) D=(-2;1), f(1) =0

d) D = (3;00), nie ma

D =R\ {0}, nie ma

)
f) D={1}, f(1) =

@

I 120 3. Funkcje wymierne

H Dziedzina funkcji

Gdy jest podany wzér funkcji y = f(z), ale nie zostala okreslona jej dziedzina,
przyjmuje sie, ze dziedzina jest zbidr wszystkich liczb rzeczywistych z, dla
ktérych wzoér funkeji ma sens liczbowy (taka dziedzine nazywa sie tez dziedzing
naturalng funkcji).

Przyktad 5
Okresl dziedzine funkcji f(z) = z—\/—i

Wzér funkeji f(z) = x—g ma sens liczbowy, gdy x > 0 (ze wzgledu na wyra-

zenie pod pierwiastkiem) oraz = # 2 (ze wzgledu na mianownik utamka).

Zatem dziedzing funkeji f jest zbiér Dy = (0;2) U (2; 00).
Cwiczenie 6
Okredl dziedzine funkcji f.
o o i W6z
W) f@)=VE S d) fl)= L ) f() = V2
o T o 46
b) f@) =VE—T o) fla) = ) fa) = L
— _ =z 4—x
o) f@) = vz 0 f@) = ) f)=
Przykiad 6
z2-4

Wyznacz miejsca zerowe funkcji f(x

2_
Wzor funkeji f(z) = % ma sens liczbowy, gdy = + 1 > 0, zatem dziedzing

funkcji f jest zbiér Dy = (—1;00).

Réwnosé 22 — 4 = 0 zachodzi dla z = —2 oraz @ = 2. Zauwaz, ze —2 ¢ Dy,
zatem jedynym miejscem zerowym funkcji f jest liczba 2.
Cwiczenie 7
Podaj dziedzine funkcji f. Czy funkcja f ma miejsca zerowe?

VT F2 -
2) fla) = T o) flr) = Y2 Q) fla)=

= I5 —1

b) f(z) = L% d) f(z) = V22 £) flo) = 2
Cwiczenie 8

Podaj dziedzine i miejsca zerowe funkcji f.

a) f(z) = 2218

) — —
|| +4 x2-25 |z|-3

Cwiczenie 8
a) D=R, f(-4) = f(4) =0
b) D =R\ {-5,5}, brak miejsc zerowych



Zadania Odpowiedzi do zadan
1. a), d) tak b), c) nie

1. Czy liczba 2 nalezy do dziedziny wyrazenia? 2. a) R\ {1}
z—2 2 224 z2-2z b) R\ {3}
a) T+2 b) 428 ©) z2—4 d) z24+4 ¢) R\ {-3}
2. Podaj dziedzine wyrazenia. d) R\ {-3
2) —32241 ¢) 3219 e) St8 ) 322-12 e) R\ {-4,4}
z—1 3z+9 z2-16 9z2-1 f) R\ {—v2,v2}
) 3226z ) 5242z ) 222—5—350 ) x3273 g) R\ {—é, é}
226 2245 x2-2 422-9 h) R\ {32, 3}
3. Rozl6z mianownik wyrazenia na czynniki i podaj dziedzing tego wyrazenia. 3. a) %7 D =R\ {0,2}
8x34dx+1 —x3 4207 9x2—6x+1 223 _4z? g
) x3—2x2 ) 349z ) 23 —-622492x b) IS%T D =R\{-9,0}
b) 223422z d) 53 —2242 ) 0 atta? c) %, D =R\ {0}
x349z2 x3 -9z 4at44x3 422 d) 5030240
z(e=3)(a+3)”
4. Podaj dziedzing wyrazenia. Oblicz jego wartoé¢ dla x = —1. D=R\{-3,0,3}
) 30 223 o ) 192448236 ) 62—9 ) 1422482244 e) L%’ D=R\{0,3}
z2-9 x2-3zx z2+52+6 542722 . z(fz“lm [
) 6224327 ) 622 —51+1 ) 4a3+2z+1 ) 52210z ) eernT \{=2.0}
4225 22245z 252-Tz+6 23 —572442—-20 4.a) D=R\{-3,3}, 2
4
5. Podaj dzedzine funkeji f. Oblicz: f(=3), (1) f(3). b) D=R\{-3,3}, 3
z2-1 x2 42z 22421 ¢) D= R\ {0 3}7 1
2) f(a) = 2] ¢) fla) = Lot &) fla)= 2 0=y (- ;,o}}
x? -3z 6z 234322 e) D=R 3, -2}, —=2
b) f(z) = 5— d) f(@) = 205 f) flx) = =7~ f) D=R\ {22}, -
D =R\ {-3,0}, 1
6. Okresl dziedzine funkcji f. g) \ 13,0},
Va—1 22-16 71 p— b D=R\ {5}, 3
a) f(x) = 2249 b) f(l’) - JT+3 C) f(x) = =z d) f(l’) - o4 5.a) D=R\{-2},
. i f(_3):_87 f(l): )
Powtoérzenie B3 =2
b) D=R\{1}, f(-8) =2,
7. Podaj dziedzine wyrazenia, a nastepnie je uproéé. Oblicz jego wartosci dla f(1)=-1,f3)=0
x=1orazdlaz=-3. ¢) D=R\{-2,2},
2 2 f(_3 :%7f(1):_17
a) 72 C) 4x+48 e) T4z g) x“—9 f(3)=3
18z« r+2 2z r—3
16 z—5 22-1x 2246 4D :3’ f3)=-1
2oz - 3 1) =3 =1
b) 53 d) 5210 f) - h) o f1) =3, f3)
e) D=R\{-V3,V3},
8. Podaj dziedzine wyrazenia, a nastepnie je uprosc. F(=3) =5, f(1) = —11,
a) x4z ) z2—4 ) z2 42z ) z24z+1 7@ =6
z2-16 x24+4x+4 x3—4x g x3—1 f) D=R\{-2,2},
b) 42 ) x2-9 ) 222462 ) x3-27 f(=3)=0, f(1) = -3,
422-1 x2—6x+9 3 -9z 243249 f(3) = %
7.2) D=R\ {0}, ¢ 8.2) D=R\ (-4}, 3% 6 2) D ={l;c0)
gla x=3:8, dl’a% _3._92 . z_é D) 2= (=gieo)
b D_R o8 B) D=R\{-33 DR ¢) D =(-1;5)
d{ \{}’z’ G ¢) D=R\{-2}, 23 d) D = (—4;2)
arx=g3:16,dlaz=—-5: —= d) D=R\ {3}, =22
c) D:R\{—Q}7 4, [ N
d]ax:%jx__§ 4 e) - \{ 27052}5m
d)D:R\{5},;,dlax—%ix:—%:% f) D=R\{-3,0,3}, %
e) D=R\{0}, &, dlaz=1: 3, dlaz=-3: -1 g D=R\{l}, ;55
f) D=R\ {0}, z— 3%, dlaz=1:0,dlaz=-%:-2 h D=R,z-3

g) D=R\ {3}, z+3,

dlau:v—l?:l dlax-—%:l%
h) D =R\ {-3,3}, zg,

. 3. 4
dlal‘—a 57dlal‘——§. -9

3.4. Wyrazenia wymierne i funkcje wymierne 121 I



Warto powtorzyé

Odpowiedzi do zadar Dziatania na liczbach wymiernych
1.a)1 b) 2
A np 1. Oblicz.
C) 5 d) 45 36 24 12 , 18 33 22 13 . 12
¢) -8 f) 36 a) 355 c) 51 e) 3% (-23) g) (-13): 12
g) —13 h) 13 DR d) 3% 5% f) (=53)-(=63) 1) 63:(—45)
1 2
2-2) 5 b) 5 2. Oblicz.
9w 43 a) .1 10 by £.82.1 ¢) 8.2 21 d) 24936
3. a) 2 5 18 21 16 35 15 8 45 121 27 20 35
b) 45 3. Oblicz.
2 5 5 5
3%1 a) 3+5+5 ¢) 15+ 15 ) s+i %
18 1 1 3 11 9 5 2 3
e)@m b) 15+ 3 +24 d) 5% f) -5
75
f) —& 4. Dla jakiej wartosci parametru m warto$é wyrazenia jest réwna 07
4. a) m=—¢ a) t—+4m ¢) 13 —21 —2m e) 13 —2m—0,75
_ T
b) m = 55 b) 2—2+m d) 33 —11+1Im f) 0,125m — 2 —11
c)m=— 1411
d)m=-1 5. Zaokraglij liczbe p do liczby catkowitej.
e) m=13 a) p=(2£ —075): (2 —0125) ¢) p=(8—(-23)):(12: 12 -2
f) m = 142 _ (91 _ 11\ . (9l _ 13 _1(ol 1\ . (5 5
) 5 b)p=(25-4): (25 - %) d)p=3(235 -33): (% — %)
5.a) p=3 =10z ~ 11
b)p=2L =10 ~ 11 6. Podaj najwiekszg liczbe catkowita mniejsza od liczby p.
2 2
By te #1558 a - % 06= %+ 4
1 1 1 2 1
6. =12; 11 17 -25-15 33-g5+3
a) p b)p=12:(3 - 1) dp=——3 91 Dr=1-2,
b) p = 16,5; 16 12 6 6 18
)p=735;0 7. Rozwiaz réwnanie.
d))p:1,9;1 a)xfﬁzg ¢ 1%+SE=219—0 e)i—f—sx—g
&) (9= iR & 5 5 3 2 3 5 2
7.a) z =12 8. Oblicz sume, réznice, iloczyn i iloraz liczb x i y spelniajacych warunki:
b) = 2 3 5\.._1_ 2 : (7 _ 3\/(1 _ 1
) 5 G-%e=3-31G-3G-v=-5
c) x= 15
dz=1 9. a) Znajdz dwie liczby, ktérych suma jest réwna 1530, jesli wiadomo, ze
) z =4 pierwsza liczba stanowi % drugiej liczby.
f)a=1 b) Znajdz trzy liczby, ktérych suma jest réwna 134, jesli wiadomo, ze

. . . . . 15 . . . 4 . .
pierwsza liczba stanowi 1z drugiej liczby, a druga 3 trzeciej.

8'xz?ay:_%ax+y:%ax_y:%axy:_g)

9. a) Niech z, 2 — szukane liczby.
x4+ 12z = 1530
Szukane liczby to: 663 i 867.
b) Niech % . %x, %x, x — szukane liczby.
%-%m—&—%-%m—&—w:liﬂ

Szukane liczby to: 30, 32 i 72.
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3.5. Mnozenie i dzielenie
wyrazen wymiernych

Przykfad 1

. . . 2_ —
Wykonaj mnozenie 25— . £-3

2x—1"
97&01230—17&0 zatem z € R\ {-3,3,3}.
_2e=120+1)(z—3) " 2z+1

Zakladamy, ze x?

422-1  z-3

22-9  2z—-1 | (2=3)(z+3)(2z—1) | =+3
Cwiczenie 1
Wykonaj mnozenie. OdpowiedZ podaj w najprostszej postaci.
a) 4z—12 2z+4 ¢) —a?4+5x  4a?-1 ) (x=2)?  24a
z+2  22-6 2c+1 x2 r2+4+4x+4  x2-4
b) 3—z 2246 d) z2-9 0,5z+41 ) 3z2—a®  ?42x41
T z2-9 x2-4 9-3x 2r—6 xd—x2
Przyktad 2
Wykonaj dzielenie —=- + = 313212'
Zakladamy, ze  +4 # 01 3z + 12 # 0, zatem = € R\ {—4}.
2 .10 2l 3@yl 3
z+4 T 3z+12 x4 W5 5
Cwiczenie 2
Wykonaj dzielenie. OdpowiedZ podaj w najprostszej postaci.
a)i-g C)—6.9 )7,—_35
z—2 " 4z-8 3-2z ' 4z-6 52435 * 247
b) -5 . _10 d) 16 . _12 £) 25 . _15
2z+1 6243 3z+1  9z+3 6z+9 4z+46
Przyktad 3 a ¢ _a d
Wykonaj dzielenie £ +2I : % 'd b @
Zakladamy, ze x> —1750,16—1—27&013:2—387&0, dla b # 0, ¢ # 0,
zatem z € R\ {-2,-1,0,1}. 4520
x?42x  x42 2’422 -z li Cz(a—=T) 17 x?
w2-1 " z2—z  22-1  z+2  (z=D)(z+1) T2 | ax+l
Cwiczenie 3
Wykonaj dzielenie. OdpowiedZ podaj w najprostszej postaci.
a) 22—6 -3 ) x2-4 42 ) 2 622
r  4z? z+1 " x?2-1 z2-9 " 22—-6x2+9
Cwiczenie 3
a) D=R\{0,3}, 250 : £33 = 223 . 4o — gy
2 T z—2)(x x—1)(x
b) D=R\{-2,-1, 1}, oA a2 o e 2)edd) | @ DEED o (3 - 2)(z — 1)
_ . 622 _ 2x (z—3)2 _ z—3
¢) D=R\{-3,0,3}, z2——9 * 22-6219 — (@=3)(@+3) 622 — 3z(z+3)

Uczen:

— wyznacza dziedziny iloczynu
oraz ilorazu wyrazen
wymiernych

— mnozy wyrazenia wymierne,
podajac ich iloczyn
w najprostszej postaci

— dzieli wyrazenia wymierne,
podajac ich iloraz
W najprostszej postaci

Komentarz

Pojecia mnozenia i dzielenia
oraz dodawania i odejmowania
wyrazen wymiernych warto
wyjasni¢ uczniom na przykta-
dach i poprzez opis stowny.
Podczas wykonywania dziatan
uczniowie czesto zapominaja

o dziedzinie. Dlatego warto
przypilnowac ich, aby zaczynali
od wyznaczenia dziedziny. Przy
dzieleniu wyrazen wymiernych
uczniowie czesto zapominaja

o zatozeniu, ze licznik drugiego
wyrazenia musi by¢ rézny od
Zera.

Cwiczenie 1
a) D=R\{-2,3}, 4
b) D:R\{—3 0,3}, —2

¢) D=R\{-3,0}, L  —
d) D _R\{—2 2,3}, —63;32)
e) D=R\{-2,2}, 52>

f) D=R\{-1,0,1,3}, —5&%
Cwiczenie 2

a) D=R\ {2}, 8

b) D=R\{-}}, -3
¢) D=R\{3}, 3

d) D=R\{-3} 4

e) D=R\{-T}, —5
f) D=R\{-3}, ¥
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Cwiczenie 5

a) D =R\ {0}, f(z) = -2
1Y
@) ;X
f
1
b) D =R\ {1}, f(z) =2
Y
1 f
Ol 1 X
¢) D=R\{0,2}, f(z) =3
Yy
i
Ol 1 X
d) D=R\{-2}, f(z) =22
Y
X
/
e) D=R\{0,1}, f(z) = z?
e Jr
\ /-
|/
Ol 1 X
f) D =R\ {0},
fl@)=(z—-2)* -4
Y ¢/
1“ J
0) X
\ /

Odpowiedzi do zadan
1.a) z € R\ {2}, 22 — 4
b) z € R\ {—4,4}, %H
¢) z € R\ {-3,0,3}, ;5
d)z € R\ {-6,0}, 21
)z eR\ {3}, 3z +32
f) mGR\{—%,% , 3;;_2
2. a) Dy =R\ {0,9},
Dp =R\ {-2,0},
Dap =R\ {-2,0,9}
b) Da =R\ {-2,2},
Dp =R\ {-2,0,2},
Dag=R\{-2,0,2}
c¢) Da =R\ {-2,0,2},
Dp =R\ {0, 2},
Dap =R\ {-2,0,2}
d) Da =R\ {-1,1,2},
Dp =R\ {-2,1},
Dap =R\ {-2,-1,1,2}

)

I 124 3. Funkcje wymierne

Cwiczenie 4
Wykonaj dzielenie. OdpowiedZ podaj w najprostszej postaci.
) 125-2% z-5 b) z3-1  2?4az+1 ) o+4 2?44z
z2422+1 " x+1 z—1 = x241 z2-3z+9 ~ z3427
Przyktad 4
2044
Podaj dziedzing funkeji f(x) = == i naszkicuj jej wykres.
z—1
Dziedzing funkcji f jest zbiér D = R\ {1}. Y

Upraszczamy wzor funkcji f:

_2a44 . 2 M@+2) z—a!
f(m)_:cfl “r-1 qa—t 2\1_$+2

f./3
Wykresem funkcji f jest prosta bez punktu
o wspOlrzednych (1, 3). 0| 1 X
Cwiczenie 5
Wyznacz dziedzine funkcji f i naszkicuj jej wykres.
-2 32-6 22—
—1
a) f(x) = - o) f(z) = 25 e) f(z) =5
z Tz z
_6_ A 228
1 +2
b) f(z) =5 d) fz) = 5 f) flz)=—5
z—1 z+2 22
Zadania

1. Wykonaj mnozenie. OdpowiedZ podaj w najprostszej postaci.

2 2 _ 2_
a) 14 r“—4 C) x :E_3 ) 4x 1. 6

— e
+2 7 z2-9 x 4 2x—1
b) 24 z— ) 2z 2?-36 £) 3z+2 12
x2-16 3 z+6 2 3 9x2—4
2. Dane sg wyrazenia A i B. Wyznacz dziedzine wyrazeh A, B oraz A - B.
2 2
re—2 r°+4x 6x—5 5r—6
a) A= ———, B= c) A= —— = =
) 29z’ 2422 ) x3—4z’ x3—4x2 44z
4x2-1 9z —23 5x2—2x+4 3x2—2x+45
b)) A=——, B= d) A= 0= —=—T= — 2T —arTo
) x2—4"’ dz—a3 ) 322 —z+2’ x2+z—2
3. Wykonaj mnozenie. Odpowiedz podaj w najprostszej postaci.
) x72. 3z d) r—1 . 342 ) 422-16 . x?
2 24 z+1  x4-1 8 6-3x  4x+8
b) 3u44,5 1-a o) z—%  (x+1)2 h) 2242241 4-22
-1 x+1,5 rx2-1 2x-1 x2—4x+4 2x22-1
C) 2 . 3x—9 f) z2-4 . z4-9z2 i) x2+6x+9 . 327
3—x x4 34322 242 x243z+9 x2-9
Cwiczenie 4
_ 125-23 . z—5 __ (5-x)(25+5z+z?) m41 __ 24 57425
a) D=R\{-L5}, o5 m o1 = DT s T e
— 3.1, 224at1 _ (z-1)(z2ta+1) 241 2
b) D= R\ {1}7 zzfl . zz2f>1 - z—1 ’ z2z+z+1 =" +1
_ z4+4 . z244s _ _ x44 (z4+3)(z2-3z+9) _ z+3
C) D= R\ {_47 _37 O}’ 223249 ° z3+27  x2-3x+9 z(x+4) - Tz

Odpowiedzi do zadan
3.a) D=R\{0,2}, 2

T

b) D:R\{—%,l}, -3
c¢) D=R\{0,3}, —Z%

f) D =R\ {-3,-2,0}, =223
g) D=R\{-2,2}, -%
h) D = R\{-1,1,2}, — &tlEtd)

22 (z—1)(x—2)
d) D =R\ {-11}, o57z713 iy D=R\{-3,3}, z+3

e) D=R\{-1,1 1}, ;&

)20~ Sy 2(z—-1)



4. Wykonaj mnozenie. OdpowiedZ podaj w najprostszej postaci.

a) m2+61+9 . z3—2x2 ) z2-16 . 1—22 ) z3—|—3m2+3z+1 . r+2
2128 z243x x+1 x+4 r242c+1 x2-1
5. Wykonaj dzielenie. OdpowiedZ podaj w najprostszej postaci.
a)8.7 C)ls,—s e)955,6
2z—9 ' 4x-18 226 * 4z—12 2z+4 " o+2
-8 2 -6 9 10z 5
b) 3z—2 " 9x—6 d) 32z " 4x-6 f) x5 = 102z
6. Wykonaj dzielenie. OdpowiedZ podaj w najprostszej postaci.
3z—-3  x-1 10z+2 . 5z+1 x5 2
a) 4r 6z C) 2 oz e) 6x—2 " 1-3z
) 244  3-x d) 6-4r  2z-3 ) z+1 | 2?-1
z—3 " z+2 (1-2)2 " z-1 (z+2)2 " x2-4
7. Upros¢ wyrazenie.
2242241 z2+8x+16 4221
z—3 62—9 x24+4x+4
) — i1 b) 5 16z ) I api
z2-9 6x—4x2 x2-4
8. Pole prostokata wyraza si¢ wzorem P = ——
a dhugosé jednego z jego bokéw jest réwna a b P
1—32, gdzie x > 2. Wyznacz dtugosé drugiego ol 1 )
boku tego prostokata. 2?+1 o+l o?+1
9. Dany jest prostokat o bokach a, b oraz po- e o2 o
lu P. Przerysuj do zeszytu tabele przedsta-
wiong obok i ja uzupelnij. Podaj odpowiednie e ,,,;zjf 4122_+98
xr— 43 xre—
zalozenia.
Powtdrzenie
10. Wykonaj mnozenie. OdpowiedZ podaj w najprostszej postaci.
1 22-9 x z2-25 4221 x
a) z+3 2z b) 2245z z+2 C) 2 2224z
11. Wykonaj dzielenie. OdpowiedZ podaj w najprostszej postaci.
z2—6x x | xl4x x2-1  22-2x41
a) z+3 " x42 b) 6—x  22-36 C) x24x 1 2241

ktorych jest okreslone.

4r  2x%44x 4—z2 6x (z—1)2 z41
) o T b) % e ) T o
10.a) D =R\ {-3,0}, &2
b) D =R\ {-5,-2,0}, 25
¢) D=R\{-3,0}, %+
z2—4x—
11.a) D =R\ {-3,-2,0}, =212
b) D = R\ {_67 -1,0, 6}7 _i_ﬁ
¢) D=R\{-1,0,1}, &+l
12.2) D =R\ {-2,0}, Az, . 2=z} _ g
— (2-x)(2+2) o _
b) D =R\ {-2,0,2}, —(2-z) z(g+2) =6
_ (z—l)2 x _

Uzasadnij, ze podane wyrazenie przyjmuje stala wartosé¢ dla tych z, dla
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4. a) D=R\{-3,-2,0,2},

z(x+3)
2(z+2)

b) D =R\ {-4,—-1},
—2? 4+ 5z —4

¢) D=R\{-1,1}, 2

o
o

) D=R\{$}, %
b) D=R\ {2}, —12

) D=R\ {3}, —12

) D=R\{3}, 4

) D=R\{-2}, iz

f) D =R\ {5}, —4z?

) D=R\{0,1}, §

b) D =R\ {-2,3}, — 222
) D:R\{_%70}7 %

d) D=R\{1, 8} -5

e) D=R\{0,1}, -2

f) D=R\{-2,-1,1,2},

T—2

@) (@-1)

7.a) D=R\ {-3,-1,3},
(z + 1)(z + 3)
b) D =R\ {-4,0, 3,4},

_ 2(z+4)
3(z—4)

¢) D=R\{-2,3,2},
(2z+1)(z—2)
(z+2)(2z-1)

8. 2

=
e

o

)

@
o

o

6
(z—2)(z+2)

L2
tx—-2 T

N

3
)

l\)|

9. kolejno w wierszach:
z>-1,x>-2,>3



Wozeti: 3.6. Dodawanie i odejmowanie

— wyznacza dziedziny
sumy i réznicy wyrazen - A H
e e wyrazen wymiernych
— dodaje i odejmuje wyrazenia

wymierne, podajac ich sume Reguly dodawania wyrazen wymiernych sa analogiczne do regul dodawania

i réznice w najprostszej utamkéw. Szczegdlng uwage nalezy zwrécié na dziedziny dodawanych wyrazen.
postaci
— przeksztatca wzory, stosujac Przyktad 1
. . . . .2 1 .
dziatania na wyrazeniach a) Wykonaj dodawanie = + 5.+ 8dzie z € R\ {0}.
wymiernych, wyznacza 5 1 so 693 1x . o A -
z danego wzoru wskazana S =2t o0 21 Wspoélnym mianownikiem
. x 3z 3.z 3x 3x 3z 3z obu ulamkow jest 3z.
zmienng
1
b) Wykonaj odejmowanie —— s 2I+4, gdzie x € R\ {—2}.
1 3 9 3z 2 3z 23 \'\.l:.polnytm 111}1?\11(1\\:— ,
—x+2 2x+4 = 2(x+2) 2x+4 — 2x+4 2x+4 — 2{[+4 %ll 16?111 o )yll U1amgKOw
jest 2x + 4.
Cwiczenie 1 Cwiczenie 1
a) z € R\ {0}, 5= Wykonaj dzialanie. Odpowiedz podaj w najprostszej postaci.
7 1 20—
b) z € R\ {0}, 175 a)g+i c) e) z+l z—5
) = R\{Q} 6+ x 2x 2x—4 r—3 4r—12
¢ 2x—4
b) = — 2 ) = - L fy 221zl
d) z € R\ {-1}, &% 3¢ 4z 3043 o+l 3046 w12
e) z € R\ {3}, {55
§ o R {- 2}‘” 12 Przykiad 2
x 5 . . —4 2 .
346 a) Wykonaj dodawanie 5ol T o gdzie z € R\ {—3,0}.
—4 + E . —4x 2(2z+1) _ Wspélnym mianownikiem
2x41 z  (2z+1)z 2z+D)z obu utamkéw jest (2z + 1)z.
—4x+4x+2 2

(2z4+1)x - (2z4+1)x

b) Wykonaj odejmowanie L m, gdzie z € R\ {-3,3}.

r—3
1 1-x 1 1—x
z—3 22-9  z-3 (z-3)(z+3)
+3 1—g Wspélnym Tniz.l‘nownikicm
= — — = obu utamkéw jest
(@-3)(2+3)  (2—3)(a+3) (24 3)(z— 3),
i 5 _ z+3—(1-x) _ 2z42
wiczenie - _ o2
2 zcR\ {3 3), 60 (z—3)(z+3) x2-9
¥ ) z2-9 A . .
b) @ € R\ {2,0}, =3z=10 Cwiczenie 2
Y 14(;1? Wykonaj dziatanie. OdpowiedZ podaj w najprostszej postaci.
9z €R\ (3,0}, 655 N (L
r+3 x r+2 x x+3 x2-9 r+3

d) 2 c R\ {-3,3}, 2=
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Cwiczenie 3
Wykonaj dodawanie. Odpowiedz podaj w najprostszej postaci.
43 ac—4 3 4 3 46
a) x+4 + z—1 ©) z2 T z’+z ¢) z—2 + z2—4z+4
z+1 2 2 1 1
b) T2 + 2 a?—i—l d) 2+ T 2z ) x2-1 T z2+42z+1
Cwiczenie 4
Wykonaj odejmowanie. OdpowiedZ podaj w najprostszej postaci.
3 4 z—1 T 8 z+4
)E_az—+2 C)x+4_x—+1 ) e T T
6 —4x 2x 3x r+2
b i - e Sl i

Cwiczenie 5
Podaj dziedzing funkeji f i uproéé jej wzér. Oblicz f(—1) i f(1).

_ Tx+T 3z+5 2z _ =z 3
a) f(m) T 2044 2rx+4  x+2 b) f(x) T 6-3x -2 t 3z—6

Zadania

1. Wykonaj dziatania. Odpowiedz podaj w najprostszej postaci.

Y st S 9 w55+
R i
2. Wykonaj dzialania. OdpowiedZ podaj w najprostszej postaci.
R ) 5t o - A
_ 2 _
b) 96311 - 2-;-% d) 92C—+2 o % f) xxz—l-lx af;iv

3. Wykonaj dzialania. OdpowiedZ podaj w najprostszej postaci.

3 z+1 2?44 2227 2—3z2
a) r—2 + x+2 x2-4 d) 9x2—-6x+1 3r—1 r
4 1—x x—1 2x—4 x+2 x+1
b) —2 1z oz _cr—4  r¥s ozl
) 2246z 2 + z+6 ) r2-2x+1 T rz—1
x? 21 6 6x—1 32z 1
c) 220 T 2oo3 32w f) 4221 ' 222—z  2z+1
4. Upro$¢ wyrazenie. Oblicz jego warto$¢ dla x = —3.
a) x2+z—3 _zt2 1 ) —3z-3 z+1 5—x
z2—-6x+9 2x—6 z2-16 4—x 2x+8
2x2 -4z r—1 2z2+z—|—1 x+3 2x
b) 2k ety =
xe+4x+4 x+2 4xc—1 2x—1 2x+1

3. a) 4.2) D=R)\ {3}, =115 g
b) D = R\ {=6,0}, 2-t3ed2 b) D =R\ {2}, 2=, 31
¢) D=R\{-%,3}, =5 ¢) D=R\{—4,4}, Ztiicls 33
) D =R\ {3}, 315 d) D=R\{-3,3}, 51, — %
e) D=R\{0,1}, %
f) D:R\{_ 72}7 z(ﬁ;i)

Cwiczenie 3
a) D=R\{-4,1}, 224219

’ (z+4)(x-1)
3327 €T

b) D =R\ {-1,2}, &5
¢) D=R\{-1,0}, z;g;fl)

d) D=R\{-1,0,1}, =
¢) D=R\ {2}, 52
)

2
D=R\{-1,1} gGFne

Cwiczenie 4
a) D =R\ {-2,0}, ;55
D R\{2} 12 3a:

b)
c¢) D=R\ {4, —1},

4x+41
@4 (@t
:L‘2
d) D =R\ {-2,4}, ~==ry
) D=R\{-44}, -c55cs
f) D=R\{-1,0}, -5
Cwiczenie 5
a) D=R\{-2},
fla) = Mt sty = 2 =
_ 6(z+2) _3
2(z+2)
f(=1)=f(1)=3
b) D =R\ {2},

N 9 4 __
f@)=5% — 55t 506 =
3z—9 __ z—3

3z—6 — x-2?

Odpowiedzi do zadan

1. a) D =R\{-2,3}, o=5ary

b) D =R\ {L,4}, =5 2%
C) D_R\{_171}7

1222 -13z—11

2(x2-1)
332* Y
d) D =R\ {0,2}, %ot
e) D=R\{-5, 3},
—14z+10
(@+5)(32-1)

f) D=R\{-6,6}, 22—
2.a) D=R\{-1,1}, %
b) D =R\ {-2,2}, =&

¢) D=R\ {1}, o=3=
d)D:R\{—Q},M

(z+2)2
2
f) D=R\{-1,0,1}, m;g
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5.a) D=R\{-1,1}, =~
b)D R\{OS}

8z
(z—1)2(z+1)

d) D =R\ {3}, &

’ g3-27

e) D=R\{-2,2}, 3425

T z2-4

f) D=R\{-5,0,5},

—2z3+224312—20

z(x2-25)
RiR. _ RiR
6. Ry = Rll » Be = R11+1§2
7. a) | = o’
_ 2P
b) b= - —
o) h=25
d)r=¢/3
o) R= 1500
f) m= 9752}3
g) m = G]\‘//IV(”}‘%}ET)
_ _RGMm
h) r = WR+GMm
8 P __ 2ab+2ah+42bh __
Vv abh =
_ ab bh\ _
- 2(% + abh + abh)
_o9(l 1,1
=2(3+3+3)
9.a) z € R\ {0}, &
b) z € R\ {0}, L3¢
8z2-3
c) z € R\ {0}, =
d) z € R\ {0}, 252

I 128 3. Funkcje wymierne

z2 3z

5. Wykonaj dziatania. Odpowiedz podaj w najprostszej postaci.

1 2 23z z+3 z—3 z2-9 | -3 1l-=x
a) z—1 + z+1 + z2-1 ) z2—2x+1 z2—-1 e) z2—-4 42  z-2
2 4 2z—1 1 3 16—x2  x—4 2
b) = — — d) — f -4+ =
) T x—3 - 232 ) z—3 + 327 ) r2-5x T z+5
Przeczytaj podany w ramce przyktad.
1141
Wyznacz R, ze wzoru ==mt5
111
R.  Ri1 ' Ra
1 1 1
T A
1 _ Ra-Re R. jest oporem zastepczym
B Re-Ra uktadu dwéch oporéw Ry i Ro
Zatem R, = %. potaczonych réwnolegle.
111
Wyznacz R, oraz R, ze wzoru E=mt5

Wyznacz ze wzoru wskazang zmienna.

a) P=mnr?+mrl, 1 e) F=mg—mw?R, R
b) P=2h, b f) F=mg—mw?R, m
¢) V=1imr’h, h g) W=GMm(:-1%), m
d) V=z3mrs, r h) W=GMm(:—%), r

Podstawa prostopadtoscianu jest prostokat o bokach a i b. Wysokos$¢ tego
prostopadtoscianu jest réwna h, jego pole powierzchni calkowitej wynosi P,
a objetos¢ — V. Uzasadnij, ze:

P (1,1, 1
v=2i+5+7)

Powtodrzenie

9.

10.

11.

10.

Wykonaj dziatanie. OdpowiedZ podaj w najprostszej postaci.
2 3 1 ) 4z 1 2 3

1
Ntz P 3w Ygatas

Wykonaj dzialanie. Oblicz warto$é otrzymanego wyrazenia dla xz = 2.

2 1 z—1 T 2 z—1
[ e B ) ety Vi

r—3 1-x

Wykonaj dzialania. Odpowiedz podaj w najprostszej postaci.

x x r+1 4 x—1 r+2
a) x+4 + -4 x4 C) r2-1 z—1 x+1 e) 243z x2—4zx
6 . i 1 x+3 1 § x+1 - T
b) a:_—3 3—x + x+3 d) 2422 2x+4 T ) r242x+1 2+
x 7 —x x
a) 2 € R\ {=3,-1}, o3hCss 15 11.a) z € R\ {—4,4}, =t;dzss
b) z € R\ {1,3}, =5r—y, -3 b) z € R\ {-3,3}, 15X
C):L‘GR\{O,].}, %a% C)mER\{—l,l},—%
d) z € R\ {0,3}, ;&5 5 d)z € R\ {-2,0}, —&
. 222410
e) z € R\ {-3,0,4}, =25
f) e R\ {-1,0}, 0



3.7. Rownania wymierne (1)

Przyktad 1

Rozwiaz réwnanie % =0.

Zakladamy, ze —2 # 0, czyli © € R\{2}. W wyznaczonej dziedzinie réwnanie

z(z+3)
r—2

z(z+3)=0dlaxz=01lubx=-3

Rozwiazaniem réwnania sa liczby 01 —3.

= 0 jest réwnowazne réwnaniu z(x + 3) = 0.

Przyréwnujemy do zera licznik wyrazenia.

Cwiczenie 1

Rozwiaz réwnanie.

a) z—j:;l:() c) %:0 e) 151121):0
o DEI-0 o
Przyktad 2

Rozwiaz réwnanie % =0.

Zaktadamy, ze 22 — 4 # 0, czyli z € R\ {—2,2}. W wyznaczonej dziedzinie
wyjsciowe réwnanie jest réwnowazne réwnaniu z(x — 2) = 0, ktére zachodzi
gdy x = 0 lub z = 2. Odrzucamy liczbe 2 jako nienalezaca do dziedziny.
Zatem jedynym rozwigzaniem réwnania jest liczba 0.

u(w) _

Rozwiazywanie rownania wymiernego -~ = 0 sklada si¢ z etapow:

= wyznaczenie miejsc zerowych Wlelormanu w 1 przyjecie zatozen,
= wyznaczenie miejsc zerowych wielomianu wu,
= uwzglednienie zalozen i sformutowanie odpowiedzi.

Cwiczenie 2
Rozwiaz réwnanie.

3z(x+2) (z— 1)(233+1) (4x—-3)(z—2)
2) 22-6 0 ) z+3 =0 e) 6x—2 =0
(Bx+12)x (3x+2)(4w+3) (3z—2)(2x+3)
b) z+4 0 d) 6z+4 =0 £) 223 =0
Cwiczenie 3
Rozwigz réwnanie.
=l b) L =0 o) S =0
Cwiczenie 3
a)z=0
b) z=0

c)z=—-1lubz=0

Uczen:

— rozwiazuje réwnania
wymierne typu Z((x)) =0,

podaje i uwzglednia odpo-

wiednie zalozenia

— rozwiazuje réwnania
wymierne, stosujac wzory
skréconego mnozenia,

i podaje odpowiednie
zalozenia

Cwiczenie 1

a) r=—4

5\-/

o
~

8 8 8 8 8
I
N

e ~
=
Il
N vl | wie

[
~ ~—

I
|
)

Komentarz

Kolejne etapy rozwiazywania
réwnania wymiernego Z((?) =0
warto oméwic bardziej szczego-
towo i zaproponowaé¢ uczniom,
aby rozszerzyli ten plan wlasny-
mi stowami. To pozwoli im

na powtorzenie i lepsze zapa-
migtanie materiatu.

Cwiczenie 2
a)z=—-2lubz=0
b)z=0

c)z=1

d)z=-2
e)z=3lubz =2
fs=—3lubz=2
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Cwiczenie 4

a)x=3
b) x = —4
c) z=—-4
d) z=-2
e) z=4

f) sprzeczne

Odpowiedzi do zadan

1.a) z=-1
b)z=-3lubz=1
c)z=0
dyz=-1
e) x =—16
f) x=3

2.a) D=R\{-3},2=0
b) D=R\{0,2}, z=-3

o
~

D=R\{0,5},z =3
D=R\{-3—3},

ak miejsc zerowych
D=R\{1},z=-1,2=0
D=R\{-2},z=0,z2=2

T A
=

)

-
~ ~—

3.a)z=0lubz=5
b)z=-2lubz =4
c)z=3
d)z=-6lubz=0
e)z=2
f)x=—-2lubz=2
g z=-3
h)z=0
i) x=-3lubz=0

4. a) D =R\ {0},
r=-2,x=—1
b) D=R\{-3,0,3},x=4
c) D=R\{-1,1}, z =0,

5.a)x=0lubz =3
b)z=—-2lubz=
c)z=1
d)z=0
e)z=—-4lubz =4

)
f) sprzeczne
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Cwiczenie 4
Rozwiaz réwnanie.
%) g =0 ) I =0 ) sorras =
) bty B S _g gy P
Zadania
1. Rozwiaz réwnanie.
a) (z:(l;iia:)rfi) =0 ©) (2z£41:§(7x232) =0 ©) (xjg(l:?él) =0
VR =0 0 B =0 0 glgng =0
2. Wyznacz dziedzine i miejsca zerowe funkcji f.
W) f@) =D o) f@) = CERUED o) f@) = HE
b) flw) = LD q) p(g) = GV gy () - oD
3. Rozwiaz réwnanie.
O T =0 O HEEE a0 g e
) EERER =0 o CEET =0 w S =0
) S =0 0 S s ) o o

4. Podaj dziedzine wyrazenia i okresl, dla jakich z przyjmuje ono wartosé

réwna zero.

) x3+3x2+2x ) x377x2+12x ) 2a:4+43:3+:1:2
34322 +4x 2z4—5x3 32 ¢ x4 22241
Powtodrzenie
5. Rozwigz réwnanie.
z(3x—4) (22+8)(z—1) z2-16
a) z-3 0 c) x(z+4) 0 e) 2416 0
(x—4)(5z+2) z(3x—5) B x2416
b) 2x+5 =0 ) (6z—10)(6z—1) 0 f) z2-16 0
6. Rozwiaz réwnanie.
2) (2e41)(6-22) _ b) x(ﬂﬂ“)(%w*l) -0 ¢) (z43)2(22—-3)2

z(z—3)(z+2) (4z—-2)(x—1)
6.a)z=—1

b)z=—-1lubz=01Iubz =2

c) sprzeczne

(2$—|—6)(z—%) -



Uczen:
— rozwiazuje réwnania
wymierne, przeksztalcajac

3.8. Rownania wymierne (2)

Przyktad 1 Y \ wyrazenia wymierne, podaje
R L., .6 4 ) i uwzglednia odpowiednie
ozwiaz réwnanie — = 4. g salosenia
Zakladamy, ze x — 1 # 0, czyli x # 1. — podaje interpretacje geome-
6 A 1 1 I tryczna rozwigzania réwnania
w1 [ (x—1) —— ~ 3 wymiernego
6 =4z —4 o
10 = 4x 5
y= 7\
r=3
Liczba 2 spelnia zalozenie, wigc jest Hiperbola y = —%- i prosta y = 4 prze-
rozwigzaniem rownania. cinaja sig dla x = 2.
Cwiczenie 1 Gwiczenie 1
Rozwiaz réwnanie. a)z=1
6 3 Tz4+6 _ =5 5 _ b)z=1
a) g =4 ¢) pr7 =1 e) Ty = 4 8) 3o —2=0 Q) z=2
b) 3z+2 -5 d) 2z -3 f) 4—-2x — 9 h) 2z+4 +4=0 d) =3
x r—1 4—x r—1 e) =2
Cwiczenie 2 f) 2=3 .
Ktoére z podanych réwnan nie majg rozwiazania, a ktére maja nieskoniczenie g z=—3
wiele rozwiazan? ) =0
3x—3 _ 6x—2 _ 1-4x _ 3x+9 _ Cwiczenie 2
I =2 I1. =2 I11. =-05 Iv. =0,3
z—1 3z—1 8z—2 ’ 102+30 ’ Réwnanie I nie ma rozwiagzania,
réwnania II, TII, IV maja nie-
Przyktad 2 ) Y ~ skoficzenie wiele rozwigzar.
Rozwiaz réwnanie R 1.
Zakladamy, ze  — 2 #£ 0, czyli = # 2. \\ N
2
2=(zx—-1)(z—2) _ B——
D 1 X
2=2%—-3x+2 =i
22 -3x=0 \\
r(r—3)=0 I
z=0lubx =3

Liczby 0 i 3 spelniaja zalozenie, wiec Hiperbola y = 25 i prosta y = & — 1
=0

sa rozwiazaniami rownania. przecinaja sie dla x oraz r = 3.
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Cwiczenie 3 Cwiczenie 3

a)x=-2lubz=1 Rozwiaz réwnanie.
b) x = -1 2 4 6 _ 3
O r= —5lubaz— 1 a);—m—}—l 0)13—x+3 e)x z+5 g) pore B
d)z=3 b) B d)izx f) 3 — 246 h) — 5 941
e)z=-—6lubz=1 z 6-x z z-3
f) 2= —4lubz=—2 Przyktad 3
g z=—-3lbx=1 Rozwiaz réwnanie —— = —>—.
h)z=1lubz =3 ol w2
Zakladamy, ze x +1#0ix —2#0, czyli x € R\ {-1,2}.
2 _ 3 . _
cc——i-l — (fL‘+ 1)(33 2)

2(x—2)=3(x+1)
20 —4=3x+3
=7

Liczba —7 spelnia zalozenia, wiec jest rozwiazaniem réwnania.

Cwiczenie 4 Cwiczenie 4
a) z=—8 Rozwiaz réwnanie.
b)z=—3 T -3 & k2 o3 _ 6
c) =4 * a) x+1 o r+5 C) z—2 z-1 e) z—3  z-3
- —2 _ _4 =3 _ a2 2z _ =z
d)z=-3 b) z—1  2z+3 d) z  2z+1 £) -7 x+l
e) sprzeczne
f)z=-9lubz=0 Przykiad 4
Wyznacz wspolrzedne punktow wspélnych wykresow funkceji:
fla)=22 i ga) =z +1
Zakladamy, ze © # 0. Aby wyznaczy¢ Y
wspoétrzedne punktéw wspolnych wykre-
sow funkcji f i g, rozwiazujemy réwna-
nie: 2c4+2
el ) e 2esz | T
2$+2I$2+$ \7‘/*21;-9 H
> —r—-2=0 - ¥,
OtrzymaliSmy réwnanie kwadratowe, x>/ 0| 1 X
ktérego rozwiazaniami sg liczby —1 i 2. Va y
Dla x = —1 mamy y = 0, %\&
a dla z = 2 mamy y = 3. /

Zatem punktami wspélnymi wykreséw funkeji f i g sa punkty (—1,0) 1 (2,3).
Zauwaz, ze wspOlrzedne punktéw wspdlnych wykreséw funkeji f i g mozna
odczytaé z wykreséw tych funkcji.

I 132 3. Funkcje wymierne



Cwiczenie 5 Cwiczenie 5
Wyznacz algebraicznie wspolrzedne punktéw wspdlnych wykresow funkceji a) (—1,-2), (1,0
(1,4

)
f 1 g. Naszkicuj wykresy tych funkcji i sprawdz otrzymana odpowiedz. b)) E_L _)2)(’ ) ;
1— —27—92 c) (—1,0), (1,—4
a) f(z)= 7x7 g(x)=z—-1 c) f(z)= 2 , glz) = -2z -2 d) (=2,4), (2,-2)
+3 —6
b) f(x) = =2, g(a) = 30 +1 Q) f(@) = =5, g(a) = —2a+1
Wskazéwka do podpunktu a). Zauwaz, ze f(z) = =2 =1 1,
Zadania o .
Odpowiedzi do zadan
1. Rozwiaz réwnanie. l.a)z=2
5 _ x Sz+4 b)x =2
a) —=4 ¢) 5oa7 =1 e 5— =3 SO
T “6r _ dz-2 1 da=1
b) 18 d) 29:75_2 f) 3—2z 2 e))z:7
2. Rozwiaz réwnanie. f) 2=0,7
4,2 31 12 _
a) :v——i-l + m——l-l - b> x—2 z—2 5 C> 6+ x+1 rx+1 = a) r .
b) x = 2,4
3. Rozwiaz réwnanie. c)z=-11
i_3 = _zf2 zHl _ 24l -
);_2+x C) z—1 = e) z  2x+1 3'::))x_88
=
2 1 _ 23 _ 243 etd 1 _
b) m——|—2 T 23 0 d> z—2  x42 f) 2zx—1 T 0 c) T =2
L . d)z=0
4. Rozwiaz réwnanie. = il
x =5 _ 2-22 6z—4 _ _, & x=
a)__3_x_+2 c)x—i—l—w_l e) 5y = 2 f) o =—1
4. a)z=-5lubzx=3
_ 5x+3 2z—-2 o
b) z = 2z d) z+2 -1 f) 6z+1=7 b)x:félubx:i’,
.. . =-3
5. Rozwiaz réwnanie. o) &
21?2%—1 2248 —32242¢ i) & =9=/F b & =B4=/¥
a) =3 c) =2 e) ———— =-3 e) z =
2 x2-4 244 .
6r_ _ 4 q) 222710 py 2eitde )@= L e —
) 2249 ) z2-9 ) z2-3 5,a)z=—-1lubz=1
b) z =-3
6. Na rysunku obok przedstawiono hiper- Y : )@

6 - R | \ c)z=—-4lubz=4
bole y = 7 i proste: y = jx, y = 30 — 1, ! d)z=-1lubz=1
y=z+1, y =2 — 1. Rozwiaz réwnanie e) & =—6
i podaj jego interpretacje geometryczna. 1 : = f)z=-3lubz=—1
a)g:gx c)g:x—l o = = X 6.a)z=—-21ubz =2

5 6 1 b)z=-3lubz =2
b);:$+1 d)zzgiﬂ*l » c)z=—-2lubz=3
\ d)z=-3lubz=6
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8. dla a = 4: A(—2,—2), 7. Rozwiqz réwnanie.
2

B(2,-2), 0(2,2), D(~2,2), I 2 .3 _
P = 16; a) 1- ac2 T 1+:c 2 e) x+4 x4 r2-16
dla a = 3: A(—v/3,—V3), 33—z _ 5z _ 3 12 1 _
(\/_ _\/_) o 37\/§)7 b) 4x2+4x+1 2z+1 0 f) z+2 T z2-4 2z 0
D(—/3,V3), P =12 2¢ _  1-x z+5 3 _ 36
9.a) f(z)=-3dlaz=—1 C) z2-1  z242z+1 g) z—4 + z  z2-4x
f(z)=0dlaz=—4, d) =tl 4zl ) A S
f(a:) —ldlaz——3 x4+6x+9 9—x z+2 2—x r4—4
Y
b) b= —1 8. Osie uktadu wspoétrzednych sa osiami symetrii
10.a) z =2 kwadratu ABCD (rysunek obok). Wierzchotki D ¢
b)z=-3lubz=5 A i C naleza do hiperboli y = 2. Podaj wspot- -
c)r=3lubz=4 rzedne wierzchotkéw kwadratu i oblicz jego pole X
d)z=-2-+61lub dla a = 4 oraz dla a = 3. A B
z=—-2+6
e)z=—2lubz=4 9. Naszkicuj wykres funkeji f(z) = m —1.
f)z=0 a) Odczytaj z wykresu rozwiazania réwnania f(z) = a dla a € {-3,0,1}.
11. a), f), h), i) 1 Sprawdz algebraicznie otrzymane odpowiedzi.
b), d), e) 2 b) Dla jakich wartosci b réwnanie f(z) = b nie ma rozwiazan?
c) 0
g) nieskonczenie wiele Powtdrzenie
122a) 2=—-2lubz =2
b) x = _34_\/5 lub 7 = 322 10. Rozwiaz réwnanie.
c)z=—-1lubz=1 a)4x_+5:4 C)x:7174 e) 2x+7:x_1
d) - _% 2x 2x—2 r+1
15 _ 2-2z 6x+2
18.a)z=-1,2=1 b) — =x-2 d) r+2= f) o= = -2z -2
Y \\ 11. Podaj, ile rozwiazan ma réwnanie.
9 z4+1 _ 2z42 -1 z42 3—z _ 2x-6
e D R 8 %1~ ra
f 4 4—-3x z—1 _ z+1 2z—1 _ 6x—3
4 — b) o+ =0 ¢) 42 3z+1 h) T =25
T 2 4 3z 2z—7  2z—6 N -9 3z
I X ) itiTis Dm0 Vs 5ma0
\ 12. Rozwi@i rownanie.
92 1222-9 z248 2e2—x 1
\ a) =3 b) e ) 22241 ) 4243 2
b)z=-1,z=3
[1Y 13. W tym samym ukladzie wspélrzednych naszkicuj wykresy funkcji f i g.
p | Odczytaj z rysunku rozwiazanie réwnania f(z) = g(x) i sprawdZ jego
| poprawnosé, przeprowadzajac odpowiednie obliczenia.
a) f(z)=2+1, g@)=22+1 b) fla)=-2-1, g(z) =-z+1
AN 7.a)z=0lubz =1
- o 1 X
o b) z = 731—({@ lub z = 73";—({@
p c) sprzeczne
d)z=0lubz =7
e)x =2
/ f)D:R\{—Q,O,Q},m:%1ub:r:=—2§{D,zatemx:%

g) D=R\{0,4}, z = —12lub x =4 ¢ D, zatem = = —12
h) D=R\{-2,2},z=—-1lubax=2¢ D, zatem z = —1
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Hiperbola i hiperboloida

Ogodlna definicja moéwi, ze hiperbola to zbiér tych
wszystkich punktow P na ptaszczyznie, dla ktérych
wartos¢ bezwzgledna réznicy odlegtosci od dwoch
konkretnych punktéw F; i F,, zwanych ogniskami,
jest stata:

|rq = 15| = const.

Obrot hiperboli

Hiperboloida to powierzchnia zakreslona w wyniku obrotu hiperboli wokét jej osi symetrii
w przestrzeni tréjwymiarowe;.

Po obrdceniu pokazanej wyzej hiperboli Po obrdéceniu tej hiperboli wokaét osi OX
wokot osi OY powstanie hiperboloida otrzymujemy hiperboloide dwupowiokowa.
jednopowtokowa.
>
Y Y

S

Chtodnie kominowe

Chtodnie kominowe maja najczesciej ksztaft
hiperboloidy jednopowtokowej. Pozwala to na
oszczedne zuzycie materiatéw konstrukcyjnych. (
Mimo znacznych rozmiaréw (wysokos$¢ chtodni
przekracza zwykle 120 m, a $rednica podstawy
chtodni — 90 m) grubos$¢ zelbetowego ptaszcza

w najcienszych miejscach wynosi zaledwie

12-18 cm. Taki ksztatt chtodni zwigksza

réwniez ich odpornosc¢ na zginanie.
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Uczen:

— rozwiazuje rownania postaci
|z — a| = b, wykorzystujac
odleglosé miedzy liczbami na
osi liczbowej

— stosuje wtasnosci wartosci
bezwzglednej do rozwia-
zywania réwnan typu
laz + b =c

— rozwiazuje proste réwnania
wymierne ze znakiem
wartosci bezwzglednej

Cwiczenie 1
a)z=—1lubz=5
b) z =0,51lub z = 7,5
c)z=-8lubz=-4
d)z=-2lubz=-1
e)z=5lubz="7
f)z=—-7lubz=1
g)r=—-2lubz=1
h)m:—2—\/§lubm=—2+\/§
Cwiczenie 2

a), d) sprzeczne

b)z =5

c) z=-9

dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 3.9

Generator

testow i sprawdzianow

I 136 3. Funkcje wymierne

3.9. Réwnania z wartoscig bezwzgledna

Warto$¢ bezwzgledna liczby a jest réwna
jej odlegtosci na osi liczbowej od 0.
Ogodlnie odleglo$¢ na osi liczbowej miedzy

liczbami a i b jest réwna |a — b|.
la —b|
\ |

la —b] =|b—al
Odleglos$é miedzy liczbami a
i b na osi liczbowej jest taka
sama jak odleglos¢ miedzy
liczbami b i a.

a b

Przykfad 1
Rozwiaz réwnanie |z — 3| = 5.

Szukamy na osi liczbowej takich liczb x, ktorych odlegtosé od 3 wynosi 5.

5

5

J

it !

-2

Szukanymi liczbami sa —2 i 8.

Przyktad 2
Rozwiaz réwnanie |z 4 4| = 3,5.

3 8
Sprawdzenie:
dlaxz = —-2: |-2-3|=|-5| =5,
dlaz=8: |[8—3| =15 =5.

Réwnanie zapisujemy w postaci: |z — (—4)] = 3,5 1 szukamy na osi liczbowej
takich liczb z, ktorych odleglosé od —4 wynosi 3,5.

3,5

3,5

J

I\ !

-7,5
Szukanymi liczbami sa 7,51 —0,5.

Cwiczenie 1

Rozwiaz réwnanie.

a) lx—2|=3 ¢) |z +6]=2
b) [z —4[=35 d)|z+1]=3
Przyktad 3

Rozwiaz réwnanie |z — 4| = —2.

—4 -0,5

Sprawdzenie:
dla x = —7,5: |-7,544| =|-3,5] = 3,5,
dla z = —0,5: |—0,5+ 4] = [3,5| = 3,5.

e) 6—z=1
f) 34+ =4

g) v+ il=3
h) |24z =3

|a] > 0 dla dowolnego a € R.

Réwnanie jest sprzeczne (nie ma rozwigzan).

Cwiczenie 2
Rozwiaz réwnanie.

a) lt+1=-1 b)|z—=5/=0

c) l[t+9/=0 d) |z —2/=1-2



Réwnania typu |ax + b| = ¢ mozemy rozwia-
zywad, korzystajac z podanej obok wtasnosci
wartosci bezwzgledne;j.

Jeslia > 0, to |z| = a
wtedy i tylko wtedy, gdy
= —alub x = a.

Przyktad 4
a) Rozwiaz réwnanie |z — 1| = 6.
|z — 1] = 6 wtedy i tylko wtedy, gdy t —1=—6 lub x—1=6
r=-5lub =7

Rozwigzania réwnania: —51 7.
b) Rozwiaz réwnanie |3z — 4] = 2.
3r—4=-2 lub 3z —-4=2
3r=2 lub 32z=6

xz% lub =2

Rozwiazania réwnania: % i2.
Cwiczenie 3

Rozwiaz réwnanie.

a) [bx — 3| =2 c) 9z +5| =14 e) ’§m+4|= g) ‘6—§m‘:
b) 20 —1/=1 d) Bz+2/=4 f) [lo-3|= h) |5+ 2z| =
Przyktad 5

Rozwiaz réwnanie |z — 5| + 2|z — 5| = 12.
3z —5/=12/:3
|z — 5] =4
r—5=—4 lub x-5=4

z=1 lub z=9 Rozwigzania réwnania: 11 9.
Przyktad 6
Rozwiagz réwnanie |2z — 4| + |z — 2| = 12.
L |a-b] = |a] - [0
2z —2|+ |z —2|=12 al _ lal

lx—2|=12/:3
|l —2] =4
r—2=—-4 lub z—2=14
z=-2 lub =6

Rozwiazania réwnania: —2 i 6.
Cwiczenie 4

Rozwiaz réwnanie.

a) |[x—3|+ 122 —6]=9
b) |3z — 6] — |z — 2] =8

c) Az —8|+2—x[=5
) |5z — 20| — |2z — 8| = 15
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Cwiczenie 3

=0lubz=1
—1lub x =
—2lub x =
—151lub z =3
4 1lub z =38

:élubxzf)

:—4lubx:—§

1
9

Wl |

8 8 8 8 8 8 8
I

Cwiczenie 4

a) 3|z — 3| =9,

z=0lubz=06

b) 2|z — 2| =8,

r=—-2lubz=6
c) 5lz — 2| =5,

rz=1lubz =3

d) 3|z — 4| = 15,
r=—1lubz=9



Cwiczenie 5
a)z=-b5lubzr=1
b)r=2lubz=1

c), d) sprzeczne

Odpowiedzi do zadan
1.a)c=4lubz =6

b)z=—-11lubz =17
c) z=-101ubz = -2
d)z=-11lubz=-7
e)z=1lubz=1
flz=—-3lubz=3
g) =63 luba="71
h)z=-1lubz=1

2.a)z=—2lubz =13
b)z=11lubz =
¢cJz=-5lubz=2
dz=-3luwbz=2
e)z=—2
fz=2lubz =1
g)z=—2lubz=-1
h) x=—-2/3lubz =0

3.ajz=-2lubzr=-1
b))z =0lubz =6
c)z=5lubx=7
d)z=-5lubaz=

4.a)z=-2lubz =2
b)z=-2lubz =13

x

5.a) z=—41lubxz =10
b)z=-8lubz =4
c)z=2lubz=6
d)yz=-2lubz=1
e)z=—-4lubzx =38
f) x=—-91lub z=-3
g)z=61lubaz=14
h)yz=-3lubz=1

6.a) z=-3,z=
b)r=—-Llubz=1
c)x=—-Tlubz=3
dz=—-2lubz=0
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Przyktad 7
Rozwiaz réwnanie —2— = 1.

le—1] —

Zakltadamy, ze x # 1.

Mnozymy obie strony réwnania przez |x — 1] i otrzymujemy:
=1 =2
r—1=-2lubz—-1=2

r=—1lubxz =3

Rozwiazania réwnania: —1 1 3.

Cwiczenie 5
Rozwiaz réwnanie.
3 2 -5 1
) lz+2| b) [7Tz—1] — o ) [22—-1] — ) |5z—2|
Zadania
1. Rozwiaz réwnanie.
a) lx—5/=1 c) |lt+6/=4 e) |x—%’:% g) [T—2|=1
b) |t -8/ =9 d) |[z+9] =2 f) loe+1 =2 h) [t 4| =2
2. Rozwiaz rownanie.
a) Bz +1/=5 ¢ [2z+1|=2 e) [4x+5/=0 g) [3z+5|=2
b) 2z —3|=1 d)[2—2z|=3 f) [3z—-6/=4 h)|z+V3 =3

3. Rozwiaz réwnanie.
a) |4z + 6]+ [6x + 9] = 10
b) |11z — 33| — |2z — 6] = 27

4. Rozwiaz rownanie.

c) |v— 6|+ |4x — 24|+ |20 — 12| =7
d) |62 + 4| — |32+ 2|+ |92+ 6| =8

2 1 1

7 6 _1 - _
a) le—1] — 2 b) [224+1] 3 ©) |63z — 2 d) l[4z—1] —

Powtérzenie

5. Rozwiaz réwnanie.
a) lt—=3|=7 ¢ 2z—-8=4 ) |fz—1]=3 g [10—z =4
b) lx+2[=6 d)[dz+2/=6 f) |22+4|=2 h)|1-3z/=6

6. Rozwiaz rownanie.
a) |z —1]4 |3z — 3] =16
b) |6z — 9| + |4z — 6] = 20

c) |9z + 18| — |7z + 14| = 10
d) [62 + 10| + |9z + 15 = 25



3.10. Nierdwnosci z wartoscia
bezwzgledna

Przyktad 1
a) Rozwiaz nieréwnosé |x — 2| < 5.

Szukamy na osi liczbowej takich liczb x, ktérych odlegtosé od 2 jest mniejsza
od 5.

-3 2 7
Zatem —3 <z < 7, czyli x € (=3;7).
b) Rozwiaz nier6wnosé¢ |z + 4| < 3.

Szukamy na osi liczbowej takich liczb x, ktorych odlegtosé od —4 jest mniejsza
od 3 lub réwna 3.

-7 -4 —1
Zatem —7 <z < —1, czyli z € (-7;—1).

Cwiczenie 1

Rozwiaz nieréwnos¢.

a) lr—1/ <3 b) [z +3| <1 ) |z —6]<2 d) lz+3 <2
Przyktad 2

Rozwiaz nier6wnosé |z — 4| > 2.

Szukamy na osi liczbowej takich liczb x, ktérych odlegtosé od 4 jest wieksza
od 2.

2 4 6
Zatem z < 2 lub z > 6, czyli € (—00;2) U (6;00).

Cwiczenie 2

Rozwiaz nieréwnosé.

a) |z —2>3 b) |z + 3| > 4 ¢) lt—3/>5 d) lz+3i>1
Przykitad 3

Wyznacz zbiér liczb spelniajacych warunek 1 < |z — 2| < 4.

Szukamy na osi liczbowej takich liczb x, ktérych odlegtoéé od 2 jest wigksza
od 1 i mniejsza od 4.

-2 1 2 3 6
Zatem x € (—2;1) U (3;6).

3.10. Nieréwnosci z wartoscig bezwzgledng 139 I

Uczen:

— rozwiazuje nieréwnosci
postaci: |z — a| < b,
|z —a|l <b, |z —a| >b,
|z — a| > b, wykorzystujac
odlegto$é miedzy liczbami na
osi liczbowej

— stosuje wlasnosci wartosci
bezwzglednej do rozwia-
zywania nierownosci typu:
lax +b| < ¢, lax+b| < ¢,
|az + b > ¢, |ax +b| > ¢

— rozwiazuje proste nieréwnosci
wymierne ze znakiem
wartosci bezwzglednej

Cwiczenie 1

a) z € (—2;4)

b) x € (—4;—-2)

c) z € (48)

d) z € (—2;1)

Cwiczenie 2

a) x € (—oo; —1) U (5; 00)
b) z € (—oo0; —7) U (1;00)
c) x € (—oo; —2) U (8;00)
d) z € (—o0;—1) U (0;00)
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Cwiczenie 3
a) z € (—4;0) U (2;6)

b) z € (=7;-5) U (=1;1)

c) =z € (—2;2) U (6;10)

Bz e (~5-5)U(-3:1)

e)ze(—1;2)U (47

f) x € (-8, -T)U(-3;-2)

Cwiczenie 4

a) xz € (—3;-2)

b) z € (—2;2)

c)ze(-31)

d)ze(—%1)

Cwiczenie 5

a) z € (—oo;—4) U (3;00)

b) z € (—o0; —1) U (2;00)

c) z € (—oo0; —8) U (4;00)
( .
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Cwiczenie 3

Wyznacz zbiér liczb spelniajacych podany warunek.

a) l<|z—1]<5 c) 2< |z —4]<6 e) 1<z —3]<4
b) 2<|z+3]<4 d) s <|z+2/<3 f) 2<|z+5/<3

1
2

Przyktad 4
Rozwiaz nieréwnosé |2z + 3| < 5, korzystajac
z podanej obok wlasnosci.

Jesli @ > 0, to |z| < a
wtedy i tylko wtedy, gdy

—a<z<a.
—5<2xr+3<5H

—8<2r<2/:2
—4d<zr<l1
x € (—4;1)

Cwiczenie 4
Rozwigz nieréwnosé.
a) 2045/ <1 b) Bz—2/<4 ¢ [Mr+1/<5 d) [2z-3[<3

Przyktad 5
Rozwiaz nieréwnosé |3z — 1| > 2, korzystajac
z podanej obok wlasnosci.
|3z — 1] > 2
3r—1< -2 lub 3z—-1>2
3r<—1 lub 3z >3
T < —% lub z>1

Jeslia > 0, to |z| > a
wtedy i tylko wtedy, gdy
x < —alub z > a.

z € (—o0;—3%) U (1;00)

Cwiczenie 5
Rozwigz nieréwnoscé.
a) [Bz+4/>8  b) [4z—2/>6 ¢ [fz+1|>3 d)|[jz—1]>3
Przyktad 6
Rozwiaz nieréwnosé 1/ (x — 2)2 < 5, korzystajac z podanej wlasnosci.
|z —2] <5
5<z-2<5 Dla dowolnego a € R:
—3<a<T Va =ld
x € (=3;7)



Cwiczenie 6 Cwiczenie 6

Rozwigz nieréwnosc.

a) |z —3| <6,z € (-3;9)

a) VIZ—6219<6 b)) V@82 +16<3 ¢ Vi —dz +1>2 19) s 2= << 85 a7 € (=5 =1

¢) 20— 1] > 2,

Zadania z € (005 —3) U (3;00)

Odpowiedzi do zadan

1. Rozwiaz nieréwnos¢, korzystajac z interpretacji geometrycznej wartosci
. ) = € (4;10)
bezwzgledne;j.
Jle—7)<3 o) letdl <1 o) d—x[>1 g |et2>1 by (710
a) |x c) |z e x g) |v+3 5 ¢) z € (—5—3)
b) l[x—3/<7 d)|z+1/<4 f) [d+z[>3  h) |z —VT|>VT d) z € (—5;3)
L ., e) x € (—0o0;3) U (5; 00)

2. Rozwiaz nieré6wnosc. £) 2 & (—o0:—THU (~1: co)
a) [x—5|>1 c) [e+2/>6 e) 3+z <6 g) |w—%|<% g) T € (—o0;—1) U (—3;00)
b) lz—2[>5 d)|z+3[>3 f)[9-2|/<7 h)|z+i< h) z € (—00;0) U (2v/7; 00)

2. a) z € (—o0;4) U (6;00)

3. Rozwiaz nieréwnosé. b) z € (—o0; —3) U (T; 00)
a) Bz —5/<2 ¢ [204+4/<8 ) [6-3z/<9 g) |-3x+6/<0 c) = € (—o0; —8) U (4; 00)
b) |4z —2/<8 d) [t+a2|<i f) [22-1/<7 h)|-%z-2/<0 il @ € (oo —H) L {the9)

e) z € (—9;3)

4. Rozwiaz nieréwnosc. f) x € (2;16)

a) pr+2/>7 ¢ [fe+2|>1 ¢ |22-3/>5 g 20-3>0 g we(-33)

Wze(-2;-%

b) 3z —%]>2 d)[6z+2/>1 f) [Bz—1i>L h)[dz—-1/>0 )@ € (~15i ~50)
K t

5. Przeczytaj podany w ramce L, ., Pom;n grz "

: . Rozwiaz nieréwnosé¢ —— > 1 rayxlad w ramece warto
przyklad, a nastepnie rozwiaz ) lz—3| oméwi¢ wspélnie z uczniami
nieré6wnogé. Zakladamy, ze = # 3. — nalezy ustali¢ dziedzine

4 2 _2 >1/-lz—3 2—3>0 nieréwnosci oraz wyjasnic,
2) lz+2] >1 ¢ |z—1] <1 |—3| /- | o dlaczego pomnozono nieréwnosé
6 1 L 2> |z — 3 przez |x — 3| i nie zmieniono
b) |z—5] >3 d) |z+3] S2 —2<x—-3<2, stad 1<z <5. znaku nieréwnosci.
Zatem x € (1;3) U (3;5). 3. a) e (1)
Powtérzenie b)z e (-%;3)
c) z € (—6;2)
6. Rozwiaz nieréwnosc. d)ze (21
a) v —1/<3 c) lx—2l<1 e) lx—4]>5 g) |2—a|>1 e) z € (—1;5)
b) g—3[<1 d)|z+2/<9 f) [z+5>3 h)|[t+a|>1 f) o€ ({-1824)
6 3 ) =d
7. Rozwiaz nieréwnosc. h) sprzeczna
._9 .
A 5 5 = - X 14 T B )
a) 20 4+3/<5 o [22+1]>2 e [3z+10/>5 g) [20—4]<0 4.a) z € ( 00—1)0(1200)
. b)x € (—o0;—3) U (%5;00
b) 3z -9/>6 d)|2—1z|<1 f) |2+32]<i h)|z+11>0 C))xe((—oo;—§>)u<(—3,oo))

6. a) € (~2;4) 7.8) ze(—4;1) d) z € (—00;—3) U (—§;00)
b) = € (2;4) b) z € (—o0;1) U (5; 00) e) € (—oo; —13> U <{2; o)
c) z € (1;3) ¢) v € (—o0;—3)U(3;00) f) ze (—oo;3ﬂ)u(§;oo)
d)z e (~11;7) d) z € (3;9) g) xR\ {3}

e) z € (—oo; —1) U (9; 0) e) z € (—oo; —6) U (—2; 00) h)z € R

f) z € (—o00; —8) U (—2; 00) ) @ E(=5=3) 5. a) z € (=6;—-2) U (-2;2)

g) € (—o0;3) U(E;00) g) r =2 b) z € (3;5) U (5; 7)

h) z € (—o0;—3) U (3;00) h) z e R\ {-11} ¢) z € (—00;—1) U (3;00)
d) z € (—o0; —5) U (—1; 00)
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Uczen:

— wykorzystuje wyrazenia
wymierne do rozwigzywania
zadan tekstowych (takze
osadzonych w kontekscie
praktycznym)

Cwiczenie 1

) 10+20 _ 10

z+30 T
gdzie z € R\ {—30,0}
z=15
Zatem szukany utamek to %.

Lz=2 _ =249
b) 2 r ~ x+5

gdzie z € R\ {5, 0}

22 —x—20=0

r=—4lubz =5
Nieskracalny utamek: %

c) Niech z, z + 3

(z > 0) — szukane liczby.

e = 5., gdzie x # —3,
z=9

Zatem szukane liczby to 9 i 12.

Cwiczenie 2

a) Dlugosé boku kwadratu:
5 =13 [cm],

dtugosci bokéw prostokatas:
(13 — z), (13 + x),

gdzie = € (0;13)

134 _ 4
13—z 3
=2

7
Pole prostokata:

P (13- %) (134 %) =
=169 — 5* = 16545 [cm”]
b) Dtugos$é boku kwadratu:

V324 = 18 [cm], dtugosci bokow
prostokata: 18 + (z+1), 18+ 2z,

x>0

1° Jesli z + 1 > 2z, to
1189'*_',_25 = %, gdzie z > 0,
stad sprzecznos¢.

2° Je$li x + 1 < 2z, to

118912””1 = %, gdzie z > 0,
stad z = 6.

Obwdbd prostokata:
Ob=2(18+7)+2(18 +12) =
=110 [cm]
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3.11. Wyrazenia wymierne — zastosowania (1)

Przykiad 1
Licznik pewnego utamka jest rowny 6. Jesli licznik tego utamka zmniejszymy
o 2, a mianownik o 3, to warto$¢ utamka sie nie zmieni. Jaki to utamek?

Szukany utamek mozemy zapisa¢ w postaci g, woéwcezas nowy utamek bedzie
. , 6-2 <4 . . 7 -
mial posta¢ 7=, czyli —. Otrzymujemy wigc réwnanie:

2 = 2 gdzie x € R\ {0,3}

xX
6(x —3) =4z

z=9
Zatem szukany ulamek to $.

Cwiczenie 1

a) Licznik pewnego utamka jest réwny 10. Jesli licznik tego utamka zwiek-
szymy o 20, a mianownik o 30, to warto$¢ utamka sie nie zmieni. Jaki to
utamek?

b) Licznik pewnego ulamka nieskracalnego jest o 2 mniejszy od jego mianow-
nika. Jesli licznik tego utamka zwigkszymy o 9, a mianownik o 5, to wartosé
ulamka dwukrotnie wzro$nie. Wyznacz ten utamek.

¢) Dane sa dwie liczby dodatnie. Jedna z tych liczb jest o 3 mniejsza od
drugiej, a ich stosunek jest jak 75 do 100. Wyznacz te liczby.

Cwiczenie 2

a) Obwod kwadratu jest réwny 52 cm. Jeden bok tego kwadratu wydtuzono
o x cm, a drugi skréocono o x cm i otrzymano prostokat, w ktorym stosunek
dhugosci bokéw jest rowny 4:3. Oblicz pole tego prostokata.

b) Pole kwadratu jest réwne 324 cm?. Jeden bok tego kwadratu wydtuzono
o (x+1) cm, a drugi — o 2z c¢m i otrzymano prostokat, w ktérym stosunek
dhugosci bokéw jest réwny 5:6. Oblicz obwdd tego prostokata.

Cwiczenie 3

a) Ola kupila cukierki A w cenie x zt/kg i zaplacila 24 zl. Ala kupila taksg
samg ilo$é¢ cukierkéw B, drozszych o 4 zt/kg, i zaplacita 30 zl. Ile kosztuje
kilogram cukierkéw A, a ile — cukierkéw B?

b) Cena winogron to obecnie x zl/kg. Tydzien temu, kiedy winogrona byly
o 4 z1/kg drozsze, Tomek wydal na ich zakup 20 zl. Gdyby obecna cena
spadla o 1 zl/kg, to taka sama ilos¢ winogron mozna by kupié¢ za 12 z}. Jaka
jest obecna cena winogron?

Cwiczenie 3

30 _ 24 :
a) 1 = 5 edziez >0,
xr =16

Cukierki A kosztuja 16 zt/kg.
Cukierki B kosztuja 20 zt/kg.
b) f—_& = %, gdzie z > 1,

r=28,5
Winogrona kosztuja 8,50 zt/kg.



Zadania

1. a) Mama Bartka jest o 6 lat mlodsza od jego taty. Stosunek wieku mamy
i taty jest jak 8 do 9. Ile lat ma mama Bartka, a ile jego tata?

b) Wujek Stefana jest o 4 lata starszy od jego cioci. Stosunek podwojonego
wieku wujka do wieku cioci jest réwny 20:9. Ile lat ma wujek, a ile ciocia?

2. a) Magda ma 25 lat, a jej mlodsza siostra — 13 lat. Za ile lat stosunek
wieku Magdy i jej siostry bedzie réwny %?
b) Babcia Krysi jest o 8 lat mlodsza od jej dziadka. 34 lata temu stosunek
wieku babci do wieku dziadka byl jak 2 do 3. Ile lat ma babcia, a ile
dziadek?

3. a) Boki prostokata maja dlugosci  cm i 22 cm. Gdyby jego krétszy bok
wydtuzyé o 6 cm, a dluzszy — o 5 cm, to stosunek dtugosci bokéw bytby
rowny 2:3. Oblicz obwod tego prostokata.

b) Dany jest prostokat o bokach 30 cm i 18 cm. Jeden z tych bokéw wydtu-
zono o x c¢m, a drugi — o 2z c¢m i otrzymano prostokat, w ktérym stosunek
dtugosci bokow jest rowny 5:9. O ile zwickszyl sie obwdd tego prostokata?
Rozpatrz wszystkie przypadki.

4. Przeczytaj podany w ramce przyktad.

Piotrek potrzebuje 4 godzin na pomalowanie ptotu wokét domu. Adam
te sama prace wykonalby w ciagu 8 godzin. Ile czasu zajeloby im po-
malowanie plotu, gdyby pracowali razem, kazdy w swoim tempie?

Oznaczmy przez w prace, ktora nalezy wykonaé¢. Wowczas:

“ — praca wykonana przez Piotrka w ciagu godziny,
w
8

Tt = %w — praca wykonana wspdélnie w ciagu godziny.

7 tego wynika, ze na wspolne wykonanie pracy chtopcy potrzebowaliby:

w:w=13=22 [}

— praca wykonana przez Adama w ciggu godziny,

czyli 2 godzin i 40 minut.

Artur potrzebuje 10 godzin na pomalowanie pokoju, a Darek zrobiltby
to w ciaggu 6 godzin. Ile czasu zajetoby im pomalowanie pokoju, gdyby
pracowali razem, kazdy w swoim tempie?

. 15 — praca wykonana przez Artura w ciagu godziny
5 — praca wykonana przez Darka w ciaggu godziny
WA= %w — praca wykonana wspélnie w ciggu godziny

w: w =1 =33 [h]

Razem malowaliby 3 godziny i 45 minut.
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Odpowiedzi do zadan

1. a) Niech z — wiek mamy,

(z + 6) — wiek taty.
ﬁ_ﬁ:%,gdziex>0
r =48

Mama ma 48 lat,

a tata 54 lata.

b) Niech = — wiek cioci,
(z + 4) — wiek wujka.
@:%,gdziem>0
x = 36

Ciocia ma 36 lat,

a wujek 40 lat.

. a) Niech = — szukana liczba

lat.

fgii = %, gdzie x > 0
z=11

b) Niech z — wiek babci,
(z + 8) — wiek dziadka.
x_‘f_ﬁ‘;l = %, gdzie z > 34
x =50

Babcia ma 50 lat,

a dziadek 58 lat.

.a) Z8 = 2 odzie z > 0

2745
x =38

Ob = 48 cm

b) Réznica obwodéw:
2(x + 2z) = 6z

I przypadek

30+ _ 5 ;
Etos — o gdzie z > 0

x =180

II przypadek

30+x
1842z

= %,gdziem>0

Tr = 4z _ sprzeczne

IIT przypadek

3042z _ 5 .
et — 5, 8dzie >0

W tym przypadku sprzecz-
nos¢ mozna zauwazy¢ bez ob-
liczen. Wiemy, ze:

30 > 18 i 22 > z, zatem

30 +2x > 18+ 1z, ale 5 < 9.

IV przypadek
3042z _ 9 :
18+:f =z, gdziez >0

x =12

Zatem obwod zwigkszyt sie
0 72 cm lub o 1080 cm.




7.

10.

11.

. a) z+64+11 _ 4

a) {5 — praca wykonana przez
pompe A w ciagu godziny

% — Ppraca wykonana przez
pompe C' w ciggu godziny
- 14—5w — praca wyko-
nana wspoélnie w ciaggu godzi-
ny

w: w =1 =33 [h]

Obie pompy potrzebuja

3 godzin i 45 minut.

b) $+% = fu

w:%wz%ziﬂ% [h],
czyli 3h 36 min
Zatem wypompowanie zakon-

czy sie o godzinie 12:36.

Va _ 4
Vg = 5
{VA=3+%VB

Va=28
Ve =10

Zatem w ciggu minuty obie
rury wypelniaja 18 m?, czyli
zbiornik o pojemnoéci 360 m>
zostanie napelniony w 20 mi-
nut.

+11 3
z="7
Szukany utamek to %

410 _ 2
b) s =152 >0
2?4+ 13z —30=0, A =172
il = # <0, z2=2

Szukany utamek to %

a)%:%,gdziex>4
z =10

Boki prostokata: 10 cm i 14 cm
Obwdd prostokata: 48 cm

b) Réznica obwodow:
2-(z+3z) =8z
I przypadek

32—z _ 3
5130 4’
gdzie x € (0;17)
=95

II przypadek
32—z __ 4

51-3c 3’
gdzie z € (0;17)
=12

Zatem obwdd zmniejszyt sie
0 40 cm lub o0 96 cm.

w w _ 5
z1ts= 12w
12

__ 02
5 =25
Razem beda pracowac
2 godziny i 24 minuty.

Sy =12
w: 5w =
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Dwie koparki, pracujac razem, wykonuja wykop w ciagu 8 dni. Gdyby
w tym samym tempie pracowala tylko pierwsza z nich, wykop powstalby
w ciggu 12 dni. Ile czasu zajetoby wykonanie wykopu drugiej koparce?

Pierwsza koparka wykonata polowe wykopu w ciggu 6 godzin, reszte wy-
kopu wykonala druga koparka w ciagu 9 godzin. Ile czasu zajeloby wyko-
nanie wykopu, gdyby obie koparki pracowaly jednoczesnie, kazda w swoim
tempie?

W tabeli podano, ile czasu potrzeba na wy-

pompowanie wody ze zbiornika przy wykorzy- Pompa 4 | 10 godzin
staniu pompy: A, B lub C. Pompa B 9 godzin
a) Ile czasu zajmie wypompowanie wody, jesli oo @ 6 godzin

wykorzystamy jednoczesnie pompy A i C?7
b) O ktérej godzinie zakoficzy sie wypompowywanie wody, jesli pompy B
i C' zaczng pracowaé o godzinie 9:007

Objetos¢ wody przepltywajacej w ciggu minuty przez rure A jest o 3 m?
wieksza od polowy objetoéci wody przeplywajacej w tym czasie przez
rure B, a stosunek tych objetosci (V4 : Vi) jest réwny 4 : 5. Oblicz, ile czasu
zajmie napelnienie zbiornika o pojemnosci 360 m® jednoczeénie z obu rur.

Powtorzenie

9.

10.

11.

. W ciagu jednego dnia pierwsza koparka wykonuje

a) Licznik pewnego ulamka jest o 6 wiekszy od jego mianownika. Jesli
licznik i mianownik zwigkszymy o 11, to otrzymamy utamek réwny %.
Znajdz wyjsciowy utamek.

b) Licznik pewnego utamka jest liczba dodatnia i jest o 3 mniejszy od jego
mianownika. Jesli licznik i mianownik zwigkszymy o 10, to otrzymamy
utamek dwa razy wiekszy. Znajdz wyjsciowy utamek.

a) Boki prostokata maja dtugosci z cm i (x+4) cm. Jedli oba boki skrécimy
0 4 cm, to stosunek ich dlugosci bedzie rowny 3:5. Oblicz obwdd tego
prostokata.

b) Dany jest prostokat o bokach 32 cm i 51 cm. Jego krétszy bok skrécono
o x cm, a dtuzszy bok — 0 3x cm i otrzymano prostokat, w ktérym stosunek
dtugosci bokéw jest réwny 3:4. O ile zmniejszyt sie obwdd prostokata?
Rozpatrz dwa przypadki.

Rodzice Roberta maja na dziatce truskawki. Zebranie truskawek zajetoby
Robertowi 4 godziny, a jego mlodszemu bratu — 6 godzin. Ile czasu zajmie
im zbiér truskawek, jesli beda pracowaé razem, kazdy w swoim tempie?

% wykopu, a obie — % wykopu.

Druga koparka w ciagu jednego dnia wykonuje % - % = i wykopu.
Zatem druga koparka potrzebuje 24 dni.
lw . . .
2~ = {5 — praca wykonana przez pierwszg koparke w ciggu godziny
1
79—w = {g — praca wykonana przez druga koparke w ciagu godziny
T = %w — praca wykonana wspoélnie w ciagu godziny

.5, _ 36 _ =1
w:ggw =5 =75 [h]

Obie koparki potrzebuja 7 godzin i 12 minut.



3.12. Wyrazenia wymierne —
zastosowania (2)

Przyktad 1

Dwa samochody wyruszyty jednoczesnie z Malborka. Po pewnym czasie pierw-
szy znajdowal sie w odlegtosci 320 km, a drugi — 240 km od tego miasta.
Srednia predkos$é drugiego samochodu byla o 20 km/h mniejsza od predkosci
pierwszego. Oblicz $rednie predkosci, z jakimi poruszaly sie te samochody.

Oznaczmy przez v; i vy Srednie predkosci samochoddéw. Wéwezas:
320 240

Korzystamy ze wzoru t = % gdzie
V1 v1—20

t oznacza czas, s — droge.

320(v; — 20) = 240v,, stad v; = 80 oraz v, = 80 — 20 = 60
Srednie predko$ci samochodéw wynosity odpowiednio 80 km/h i 60 km /h.

Cwiczenie 1

a) Samochdd jadacy ze $rednia predkoscia v pokonal odlegtosé 195 km. Samo-
chéd jadacy ze $rednia predkoscia o 20 km/h wieksza pokonal w tym samym
czasie 260 km. Oblicz érednie predkosci obu samochodéw.

b) Droga miedzy miastami A i B ma 350 km. Z tych miast wyruszyly row-
noczesnie naprzeciw siebie dwa samochody. Pierwszy z nich jechal ze $rednig
predkoscia o 30 km/h wigksza niz drugi. Samochody minely sig, gdy pierwszy
pokonat % trasy miedzy miastami. Oblicz Srednie predkosci obu samochodoéw.

Cwiczenie 2

a) Pociag ekspresowy jechal ze $rednia predkoscia o 30 km/h wicksza niz
pociag osobowy i przebyl trase dhugosci 360 km w czasie o godzine krotszym.
Oblicz $rednie predkosci tych pociggdw.

b) Trasa kolejowa z miasta A do miasta B ma 510 km. Z tych miast wyruszyly
réwnocze$nie naprzeciw siebie dwa pociagi. Srednia predkosé pierwszego byla
0 10 km/h wieksza niz érednia predko$é drugiego. Pociagi spotkaly sie w od-
legtosci 270 km od miasta A. Oblicz $rednie predkosci, z jakimi sie poruszaly.

Cwiczenie 2

a) Niech v — érednia predkosé pociagu osobowego,

(v + 30) — érednia predkosé pociagu ekspresowego.

360 _ _360

o = s T Lv>0

v =90

Srednie predkosci pociggéw ekspresowego i osobowego wynosity
odpowiednio 120 km/h i 90 km/h.

b) Niech v — §rednia predkos$é drugiego pociagu,
(v + 10) — s$rednia predkosé pierwszego pociagu.
270 _ 510-270

v4+10 v
v =80

Srednie predkosci pociggéw wynosity odpowiednio 90 km/h i 80 km/h.
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Uczen:

— wykorzystuje wielkosci
odwrotnie proporcjonalne
do rozwiazywania zadan
tekstowych dotyczacych
zwigzku miedzy droga,
predkoscia i czasem

Cwiczenie 1

195 __ 260
a) == = 120
v = 60

Srednie predkosci samochod6w
wynosily odpowiednio 60 km/h
i 80 km/h.

b) Niech v — $rednia predkosé
drugiego samochodu,

(v + 30) — $rednia predkosé
pierwszego samochodu.

3 2

5 -350 _ 3 -350
v+30 v

v = 60

Srednie predkosci samochodéw
wynosity odpowiednio 90 km/h
i 60 km/h.
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Odpowiedzi do zadan
1. Niech v — érednia predkosé

pociagu zgodnie z rozktadem,
s — odlegtos¢ miedzy miasta-
mi.

v >0

s _ s-120 | 1 120
TES g v+20°
120 _ 4204240
v~ 2(v+20)

v® 4+ 20v — 4800 = 0

v = 60

Srednia predkosé pociggu po-
winna wynosi¢ 60 km /h.

. Niech v, v+ 6 — Srednie pred-
kosci rowerzystow.

36 __ 36
T—m+1,v>0

v =12
Srednie predkos$ci rowerzys-
téw wynosza odpowiednio
12 km/h i 18 km/h.
. Niech v — érednia predko$¢ na
polnej drodze,
(v+20) — $rednia predkosé na
szosie.

32 20 _ 92
iz T o =25 0>0
v =12
Srednie predkosci jazdy po
szosie 1 polnej drodze wy-
nosity odpowiednio 32 km/h
i 12 km/h.
. Niech v, v + 5 — Srednie pred-
kosci rowerzystow.

312 __ 4-12
o= = v+5,v>0

v=15

Srednie predkosci rowerzys-
téw wynosza odpowiednio

15 km/h i 20 km /h.
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Zadania

Pocigg mial pokonaé¢ trase miedzy dwoma miastami w czasie okreslonym
w rozkltadzie jazdy. Z powodu awarii zostal zatrzymany na pét godziny
na stacji posredniej. Pozostate 120 km przejechal z predkoscia wicksza
0 20 km/h i dzieki temu nadrobil powstale opdznienie. Oblicz, jaka po-
winna by¢ $rednia predkosé pociagu zgodnie z rozkladem jazdy.

Dwaj rowerzyéci wyjechali réwnoczesnie na trase dlugosci 36 km. Sred-
nia predkoéé pierwszego rowerzysty byla o 6 km/h wieksza niz $rednia
predkoéé¢ drugiego, wiec pokonal on trase w czasie o godzine krétszym niz
drugi. Oblicz érednie predkosci obu rowerzystow.

Tomek przejechal na rowerze 32 km szosa i 20 km polna droga w czasie
2 godzin i 40 minut. Srednia predko$¢ jazdy po szosie byla o 20 km /h wiek-
sza od $redniej predkosci jazdy po polnej drodze. Oblicz $rednig predkosé
na szosie i $rednia predko$¢ na polnej drodze.

Trasa rowerowa wokét jeziora ma dtugosé 12 km. Dwoch rowerzystow wy-
ruszylo jednocze$nie z tego samego miejsca i okrazalo jezioro w tym sa-
mym kierunku. Srednia predko$é jednego z nich byta o 5 km/h mniejsza
niz Srednia predkosé drugiego. Do ponownego spotkania rowerzystéw do-
szlo, gdy szybszy z nich wykonal 4 okrazenia jeziora, a wolniejszy — 3.
Oblicz srednie predkosci obu rowerzystow.

Samochdd przejechal droge z miasta A do B o dlugoéci 240 km ze Sred-
nia predkoscia v. W drodze powrotnej przez godzing jechal ze Srednia
predkoécia v, a nastepnie zwiekszyt predkosé o potowe, w rezultacie droge
powrotna przejechal w czasie o godzine krétszym. Wyznacz $rednia pred-
kosé v.

Powtorzenie

6.

Droga miedzy miastami A i B ma 210 km. Z tych miast wyjechaly jed-
noczes$nie naprzeciw siebie dwa samochody. Kazdy z nich jechal ze stala
predkoscia. Mingly sie one w odlegtosci 90 km od miasta A. Oblicz pred-
ko$¢ kazdego z nich, jesli jeden jechal o 15 km/h szybciej niz drugi.

Trase o dtugosci 144 km samochdd przejechal w czasie o godzine krot-
szym niz motocykl. Oblicz $rednig predko$é¢ kazdego z pojazdow na tym
odcinku, jedli érednia predko$é samochodu byta o 24 km/h wiegksza niz
$rednia predkos¢ motocykla.

. Zauwazmy, ze jezeli jedziemy z predkoscig v km/h,

to przez 1 godzine pokonamy droge v km, stad:
241_0:E+240—v+1’v>0

v v 1,5v

v = 60 km/h

. Niech v, (v + 15) — $rednie predkosci samochodéw.

90 _ 120
v — wv+15?

v =45
Srednie predkosci samochodéw wynosza odpowiednio 45 km/h i 60 km /h.

v >0

. Niech v — érednia predkosé motocykla, (v + 24) — $rednia predko$é samochodu.
W,
v T w424
v =48

Srednie predkosci motocykla i samochodu wynosza odpowiednio 48 km/h i 72 km /h.



3.13. Zagadnienia uzupetniajace

B Nierownosci wymierne

Przyktad 1 v \
ey, s 3
Rozwiaz nier6wnos¢ 2 < —1. \ _s
Zakltadamy, ze x # 0. 1
3 T
z =1 — 1 o[ 1 X
34+1<o0
T y < —1
—3::” <0/ -a?
Mnozymy obie strony nieréwnosci \
przez kwadrat mianownika. Zwrot ~ Rowiazanie nieréwnosci 3 < —1 mozna
., L e . .. . réwniez odczytaé z wykresu.
nieréwnosci sie nie zmienia, ponie-
waz kwadrat wyrazenia réznego od zera jest zawsze dodatni.
B+z)x <0
Szkicujemy odpowiednia parabole i, uwzgledniajac zato-
zenie, odczytujemy rozwiazanie nieréwnosci: x € (—3;0). —& ;6 X
Odpowiedzi do zadan
1. Rozwiaz nieréwnosc. 1. a) z £ 0, 2z(z — 2) <0,
a) = >2 b) 2 < -1 ) —2 =2 d) -2 <2 z € (0;2)
z z 2z dz b) z #0, z(z+2) <0,
Przykiad 2 . o & (=0
Rozwiaz nieréwnosé 22 < 3. \ s c) = # (3)7 2z(4z 4+ 3) <0,
. ‘ \v=2% v € (=10
Zakladamy, ze x # 3. d) = # 0, 4z(8z + 3) > 0,
290*35 ~3<0 ] —— z € (—o0;—2) U (0;00)
Tr— P
1
22—-5-3(z—3) -
S )
e=3 o 1 ) X
<0/ (2 -3 ives
— (e — —3)< (=
(LL‘ 4)($ 3) = 0/ ( 1) Rozwiazanie nieréwnosci % < 3 mozna
(x—4)(x—3)=20 réwniez odczytaé z wykresu.
Szkicujemy odpowiednia parabole i, uwzgledniajac zato-
zenie, odczytujemy rozwiazanie nieréwnosci: o : A ;

x € (—00;3) U (4;00)
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2. a) f(z) >2dlaz e (0;1),

f(z) > —2dla

x € (—o0;—1) U (0; 00)
b) f(z) > 2 dla z € (—3;0),
f(z) > —2dlax € (—o0;0)U
U(3;00)
c) f(z) >2dlaz € (5;00),
flz) > —2dlaz € (—o0;4)U

U(5;00)

3.a)z#2, (5—2z)(z—2) >0,
z € (2;5)
b) « # 4, (x—4)(—z+19) > 0,
z € (4;19)

c) z#4, (4—z)(3z—10) <0,
z € (—00;33) U (4;00)
d)z#2, 3—z)(z—2) <0,
z € (—00;2) U (3;00)
e)z#0,z(3z+1) <0,
z € (=30
f)z#-1,2+1<0,
z € (—o0; —1)
gz # =3,
(—=3z —12)(z + 3) < 0,
z € (—o0; —4) U (—3; 00)
h) z # —3,
5-z)(z+3) <0,
z € (—o0;—3) U (5;00)
4. a) z £yixz#—y, ﬁ,%
b)z#yiy#0, %, -1
c) ¢ #vy, %, —%
5.a)a#bia#—-ba-+b 1
b)a#b,a#—-bib#0,

a?4b?2 5

b ’ 2
6.a)x7é01y7é—3,ﬁ
b)z#0iy#§, =G
¢) x#0,y#0iz#4y, oy
dyr#y z#-yiz#-2y,
—i(z+2y)
e) I#_yv (x_y)Q

I 148 3. Funkcje wymierne

2. Odczytaj z wykresu funkcji f rozwiazania nieréwnosci f(z) > 2 oraz
f(z) > —2. SprawdZ odpowiedzi, rozwiazujac odpowiednie nieréwnosci.
a) b) c)
Y \ Y Y
(z) =72 ) ==3]
\ —
1 = 1 y TN
B X N\ X
o
filg) = 2z=6
\ AU 7-5
| [ \
| |
3. Rozwiaz nieréwnoscé.
3 2 1-x 2x+3
o> = T <
a) — =1 c) T <3 e) — < —4 g) 13 < 5
247 dx—7 2x—-2 —Tx+2
< —
b) — >3 d) — <5 f) x+1>2 h) D S 6
B Wyrazenia wymierne dwoch zmiennych
4. Upros¢ wyrazenie i oblicz jego wartosé¢ dla x = 2 oraz y = —4.
) oty b) 2322y ) 22— y2
z2—y? yz—y? z2=2zy+y?
5. Upros¢ wyrazenie i oblicz jego wartosé dla a = —11 b= 2.
) a?+2ab+b> . a®—b3 b) a*—b* . _a=b
a?—-b? a?2+ab+b2 a?+b2-2ab ab+b2
6. Wykonaj dziatania. Odpowiedz podaj w najprostszej postaci.
y+3 x3 z2—Azy x4y 3 —y3 2 —y?
a) 22 y21+6y+9 ) 5¢  20xy e) tty  z2tayty?
b) 4y2-9 ) 622 d) x2—y?  4y?—4x? ) (z4y)3 .xz—}—yz
4x 3-2y 42y " x?44ayt4y? 2 2xy+y2  xt—yt
7. Wykonaj dziatania. OdpowiedZ podaj w najprostszej postaci.
1 1 y2—1 . z2-1 z Yy _ _2xy
2) z+y + z—y ) zy3 z3y ) z—y + zty  z?-y?
T Y 1 1 1 3z 3w dxy
) z+y  x—y d) xy - y2 + x2 ) 2c—y 2z+y 4dx2—y2
8. Wykonaj dzialania. OdpowiedZ podaj w najprostszej postaci.

b) (a_ aafi)ilc—z—l N b—lab)

a) a2+ab( a  a )
a?b?2 \a-b a+b

'a)x¢y1x5£—yaw£+y2

b)z#yiz#—y, S
) w#0iy#0, L
d)z#£0iyA0, 2t
JrFyiz# -y, 1

)

)

f) y#2ziy# -2, 2%
.a)a#0,b#0,a#bia# —b, b(a2—b)

b)a#0,a#1ib#0, —%



Zestawy powtdrzeniowe

B Zestaw | - .
Odpowiedzi do zadan
1. Podaj wzor proporcjonalnosci odwrotnej y = £, jesli do jej wykresu na- 1.a) y =22 np. (1,24), (4,6),
lezy punkt A. Podaj wspotrzedne trzech innych punktow nalezgcych do (8,3)
wykresu tej zaleznosci. b) y =2, np. (1,2), (2,1),
a) A(3,8) b) A(2,4) ¢) AT, %) d) A2, ) 42)
C) Y= 4z’ np (17 i)7 (i71)7
2. Oblicz wartosci funkcji f(z) = ¢ dla: (2,1)
a) xe{—4,—%,§}, a= -2, c) xe{—Q,f’—O,l%}, a=1%, d)y =2, np. (1,3),(3,1),
6,1)
b) z € {-2,-1,%}, a=1, d xe{—Q,\/g,\/i—l},a:\/ﬁ+1. (62
) { 4} 2 ) 2 2. a) f(_4):%7f(_%):47
. Y f3)=-3
3. Na rysunku przedstawiono wykres funk- j 3 ) .
cji f(z) = 2. Oblicz a. \ ;)(f)(_Qg =-1 /=) =-3
a) Ktére sposréd punktéw: P(—8, —2), 0 ‘}(:9) — 2 8=l
Q(%,12), R(V2,V/3) naleza do wykresu : - Fd) =4 o7 a0 3
funkeji f? : i
, . o1 X d f(Z)=2+v2,
b) Odczytaj z wykresu, dla jakich argu- VB) = 2tV
m.ent()w funkcja f przyjmuje wartosci \\ ;E \/5)— N i 2’\/§+3
wieksze od —3. \ 3 6
. a4 =
¢) Rozwigz nieréwnosé f(z) < 4 \ 2) P.Q
4. Naszkicuj wykres funkcji f(x) = —2, ktérej dziedzing jest zbiér D. Podaj b) z € (—00; —2) U (0; 00)
zbiér wartosci tej funkcji. ¢) z € (—00;0) U(13;00)
a) D=R\{0} b)D=(-o0;—1) ¢)D={(1;5) d)D=(-1;1)\{0} 4 a) f(D)=R\{0}
i o Co N . b) f(D) = (0;5)
5. Naszkicuj wykresy funkcji f i g. Podaj dziedzine funkcji g i réwnania ¢) f(D) = (=5, 1)
asymptot jej wykresu. d) f(D) = (—00;—5) U (5; 00)
— 4 @ =t fa) =1 o) = =m0y
a) flx)=-, glx)=—+ ¢ f(z)=<, g9(z) = —; 5.a) Dy =R\ {0}, 2=0,y=1
__3 __3_ —_1 —__1 b) D, =R\ {0},
b) fl@) =2 ge)=-2 -2 ) f@)=-L gl)=-% b Dy =R\ (0}
6. Naszkicuj wykresy funkcji: f, g i h. Podaj dziedzine i zbiér wartosci kazdej ¢) Dy =R\ {4}, 2 =4,y=0
z tych funkcji. d) Dy, =R\ {—2},
_2 _ 2 _ 2 — 2,y=0
a‘) f(.’E)— 2’ g(l’)— z—1" h<x)_ z—1 +1 z Y
_3 _ 3 -
b) @) =2 g@=5 k@)= 1

0) fl@)==2, gla)=—25, h@)=-—5+3

6. a) Dy =R\ {0}, f(Dy) =R\ {0},
Dy =R\ {1}, g(Dy) =R\ {0},
D, =R\ {1}, h(Dn) =R\ {1}

b) Dy =R\ {0}, f(Dy) =R\ {0},
Dy =R\ {-1}, g(Dyg) =R\ {0},
D, =R\ {-1}, h(Dn) =R\ {-1}
¢) Dy =R\ {0}, f(Dy) =R\ {0},
Dy =R\ {_2}7 g(Dg) =R\ {0}7
Dp, =R\ {-2}, h(Dp) =R\ {3}
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Vv

7.2a)0 7. Ktoére sposrdd liczb: —3, —2, —1, 0, 1, 2, 3 nie nalezg do dziedziny wyra-
b) 0, 2 zenia?
¢) —2,3 2) 1622+345 ) 22+462+9 ) 253zt 4 d) 204—1623+9
d) —-1,0, 2 z3—-9x2 x4 —4x3 4422 z2-2-6 z3—22-2x
8. a) D = (—00;—2) U (-2;2)U 8. Wyznacz dziedzing funkeji f. Oblicz f(—3), f(1) i f(3).
U(27 OO)» f(_3) = %7 x2+2w 40,5
f(l) E— | f( ) a) f(x) - 24 C) f(.’lf) - Ar2 -1
= (—cer — 2421 3z2—6z
) D= (s =y b) f(z) = 552 d) fla) =22
U(—v/3;v3) U (v/3; 00),
f(=3) =5, f(1) = —11, 9. Wykonaj dzialania. OdpowiedZ podaj w najprostszej postaci.
f(3) =5 a) 2z z?-1 ) 22—6z+9  2z+8 ) 2-1,5¢ | x+3
¢) D = (—oo; _% U (_%’ %)U :73721 24 xi+8w+16 z—3 9:;2716 " 443z
U l;oo , f(3) = _i’ 4x“—-9 . 2x+1 -z x+1 c+2x+4 | x_—&—2
f((12) -~ )1 ];((3)) M b) T m d) T 2241 ) Yo s
- 2 — 10
d) D = (—o00;—2)U(=%;2)U 10. Wykonaj dziatania. OdpowiedZ podaj w najprostszej postaci. Ny
3. _ 5 xT x
U(i’oo)’f(_?’) e 2) St ) tim e e §
9.a) zeR\ {—1 0,1}, 2 -3 3-x z+2  z+l z-3 | 22-3z
1 3 _ 2z+3
b) xR\ {-3,3,3 22-1  11. Wyznacz pole trapezu o podstawach a, b 1 wysokosci h (:Jc > 0).
c) z € R\ {-4,3}, Qf—j) o) = 2 po A 26 gy _ 4z43 , _ 2a+1
d)z €R\ {1}, z(z +1) T z+3’ _ac+3’ ) To2z41’ T 22417 T 2242
e) z e R\ {-3,-%,3}, 12. Wyznacz dziedzine funkcji f.
1
T 2(2+3) _ \/x243 _ J=z—2 _ Vz+3
f) v € R\ {-2,2}, 21 a) flz) = 7= b) fla) = Y= ¢) flz) = Y
10. a) z € R\ {—4,4}, 8t
) M 1]; 1 M Zestaw Il
) z € R\ {-3,0}, ;215 1. Rozv;zf(sz réwnanie. . s
-2 -1 rTor _ Rt A T oarme
d);jzf;j\{ ) }7 a) 22— 62 0 C) z2—4z+4 0 e) z2—z-2 0
(z+1)(z+2) z2-4 45212049 z2-7x4+12
e) 52 €ER\{-1,1}, b) x2422 0 d) 3z—2x2 0 f) z2-6z+8 0
_ztz+1
&=L - 2. Rozwigz réwnanie.
f) 2 € R\{0,3}, 2555 2) 2024503 0 2203 _ o) 202 3a41 _
11.a) 2 b) 1 4z2-4z+1 z2—2—6 x2-3x+2
) 922 +122+4 x?-5x4+4 6x24+x—1
12-335 >) b) (~5;-2) b) S =0 d) ez =0 f) se7imes =0
c
3. Rozwiaz réwnanie dla a = 0 oraz dla a = 1.
48 z4+9 4z2-1 x2—x—-2
a)%—a b)ﬂ—a ¢) g1 = d)—erl =a
Zestaw 11
1.a)z=—-6 b)z=2 3.a)z=—-8dlaa=0,z=8dlaa=1
c) z =0 d) sprzeczne b)z=-9dlaa=0,z=-31dlaa=1
erz=-2lubzx=4 cJz=1dlaa=0,r=2dlaa=1
f) =3 d)jz=2dlaa=0,z=3dlaa=1
2. a) z = —3 b) sprzeczne
cJz=-1dxz=14
e) x= % f) z = —%
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Rozwigz réwnanie.

R __* _
a) z—1 2 d) x+2
r+1 T
b) g =1 e) _CB—4 =X 3
227 2z+10 _
) =—=-5 f) s 2

Rozwiaz réwnanie.

a) 5r—-2  z-1 d) z—1  2-x
5 x+1 x+2 - x+1
2x  6x42 z+4 x4
b) z+4  3z+6 ¢) -2  x+2
2x-5  x—1 r—3 z4+6
C) 2z+1 x+3 f) + T+2

Wyznacz ze wzoru podana zmienna.

a) P=20h b ) P =mr?+mrl,

b) P=%2h h d) V = Ltxr2h, b

Naszkicuj wykres funkcji f(z) = “-*. Wyznacz wspélrzedne punktéw,
w ktérych wykres funkcji f przecina prostg y = 2 oraz prosta y = x.

a) a=2 b) a=-1 c) a=1

Na rysunkach przedstawiono wykresy funkcji f(z) = =%

I Yy o) 1T

a

=5
—

ST

=3
-

R

1
1

o]l i) X

|

a) Dopasuj wzér do wykresu. Podaj miejsca zerowe funkcji f 1 g.

b) Rozwiaz réwnania: g(z) = x oraz f(z) =

Rozwiaz réwnanie.

a) |2z — 6| =4 c) 4—-2z|=7
b) |4z + 8| =2 d) |[-4z—-1/=9
. Rozwiaz nieréwnos¢.
a) [2x — 8| <8 c) |3z +6/>6
b) |4 —2z| <6 d) [-9—3z| >3
a)z=1lubz =5
x:—%lubw:—%
gr=—-2lubz=1
dz=-3lubz=2
ez=1lubz=5
flz=-3lubz=3
a) 0; 8)

e) |lx—3]+[3z—-9|=38

~l4w+2| =4 La)ll-f,e=0;1-g, =

e) |[dx—4|+3z—-3| <7

a) x =2
b)xz=1
c)z=1
d)z=-3lubz=0
e)z=2lubz=6
f)z=14
g)x:2—\/61ubx:2—|—\/6
h)z=-3
i) e=1
a)z=1
r=—%
c)xz="7
d) z —glubx:@
e)z=0
f) =0
gz=-%
h)z = -6
i) z=-8
a)b=22_q
h:ffb
) 1 = £z
d) n =245
e) =,/
f) r=¢/3L
. a) z prosta y = 2: (%,2);
zprost@y—x
(171)7 (_27 _2)

b) z prosta y = 2: (—%,2);

z prostg y = x — brak

c) z prosta y = 2: (%,2);

z prostg y = x:

(—1+\/5 —1+\/5)
2 1 2

(=% 255)
2 2
d) z prosta y = 2: (—2,2);
z prosta y = x — brak
4
3
b)g(z) =z dlaxz=1,z=4,
flz)=—zdlaz=-3z=

Zestawy powtdrzeniowe 151 I



dlanauczyciela.pl | Klaséwka 3

Generator

testow i sprawdzianow

I 152 3. Funkcje wymierne

@ Sposaéb na zadanie

Przyktad

7 miasta A do oddalonego o 640 km miasta B wyruszy! samochdd jadacy ze
$rednia predkosdcia v km/h. Réwnoczesnie z miasta B ta sama droga wyruszyl
samoché6d do miasta A ze Srednia predkoscia o 20 km/h wieksza. Samochody
te minely sie w odleglosci 280 km od miasta A. Oblicz érednie predkosci obu
samochodow.

Zadanie to mozna rozwiazac¢, uktadajac i rozwiazujac réwnanie wymierne lub
ukltad réownan.

I sposob
Korzystamy z zaleznosci: t = 2, gdzie ¢ jest czasem, s — droga, a v — predkoscig.
Pierwszy samochdd, jadac z predkoscia v km/h do momentu miniecia z drugim
samochodem, przejechal 280 km. Zatem otrzymujemy réwnosé t = Qi—o.
Drugi samochéd, jadac z predkoscia (v + 20) km/h, w tym samym czasie
przejechal 640 — 280 = 360 [km]. Zatem otrzymujemy réwnosé t = u?fgo‘
360 _ 280
v+20 )
360v = 280(v + 20)
360v = 280v + 5600
80v = 5600

v="70

IT spos6b

Korzystamy z zaleznosci: s = v - t, gdzie s jest droga, v — predkoécia,

a t — czasem.

Pierwszy samochdd, jadac z predkoscia v km/h, pokonal w czasie t droge
280 km. Zatem 280 = v - t.

Drugi samochdd, jadac z predkoscia (v 4+ 20) km/h, pokonal w tym samym
czasie droge 360 km. Zatem 360 = (v + 20) - ¢.

280 = vt
{ 360 = vt + 20t
360 = 280 + 20t
20t = 80
t=4

Podstawiamy ¢t = 4 do pierwszego réwnania i otrzymujemy v = 70.

Rozwiazujemy uktad réwnan:

Odpowiedz: Srednie predkoéci samochodéw wynosily 70 km/h i 90 km/h.



Zadania testowe @

Rozwiaz zadania i zapisz odpowiedzi w zeszycie. W kazdym zadaniu tylko
jedna odpowiedz jest poprawna.

1.

Punkty P(1,2) 1 Q(3,4) naleza do wykresu funkcji:

A. flw) =222, C. f2) =,
B. f(z) = i—f;, D. f(z) = 2;_:_36.

Liczba 3 jest miejscem zerowym funkcji f(x) = ﬁ + ¢ dla:
A.p=-3,¢q=0, C.p=4,qg=-3,
B.p=2¢g=-1, D.p=1,q=2.

Funkcja rosnaca w kazdym z przedzialéw (—oo; —2) i (—2; 00) jest funkcja:

12 _2-/3
A flo)= =5, C. f(z) = 5>
_ 6 _ 1
B. f(z) = =5, D. f(z) = 5 +8
Liczby —b i 1 sa rozwigzaniami réwnania:
88z = 6430
e R 3, C. i =z 45,
2—6z _ z+5 _
e R 3, D. x+1—x+5.
2 2
Ile rozwiazan ma réwnanie % =07
A1 B. 2 C.3 D. 4
Jesli %—2—%271, to:
_ m—1 m—1 n—+2 _ n—2
A. a= > Ba——n72, Ca——mil, Da——mil
Wykresy funkcji f(z) = 2 i g(z) = bz prze- Y1
cinaja sie w punktach P(3,1) i Q(—3,—1) \\
(rysunek obok). Wynika stad, ze a + b jest ¥
rowne:
1 NP —
A. —2%, B. 0, C. 3%, D. 6. 1 /><\\
. . . . . —— — | X
Kajakarz pltynie po stojacej wodzie z predko- s
$cia 10 km/h. Plynac z pradem rzeki, poko- \
nuje trase dlugosci 24 km w czasie o godzine
krotszym, niz zrobitby to, gdyby ptynal pod
prad. Prad rzeki ma predkosc:
A. 1 km/h, B. 1,5 km/h, C. 2 km/h, D. 2,5 km/h.

ma—lzn_’_Q
_ m—1
a_n+2
a=3,b:%

. Niech v — predkos¢ pradu

rzeki.

24 _ 24 _ 4
10+wv 10—v
v=2km/h
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@ Przed obowiazkowa maturg z matematyki

Odpowiedzi do zadar M Zadania krotkiej odpowiedzi
1. flz)= -2 +1==2022 = Zadanie 1 (2 pkt) Yt |
=3 Na rysunku obok przedstawiono wykres |
a=1,b=-5 funkcji f(z) = <L, Powstgl on w wyniku |
przesuniecia hiperboliy = — j Oblicz wspot-
czynniki a i b. %
2. flz) =3 _1=:% Zadanie 2 (2 pkt) ———— o
a=—1 Dana jest funkcja f(z) = 2. Oblicz a, je- ol p /X_
§li wzér funkcji f mozna zapisaé w postaci
flo) =3 -3 / !
3.32z—1|—|2c—1]=10 Zadanie 3 (2 pkt) |
20 — 1] =5 Rozwiaz réwnanie |62 — 3| — |1 — 22| = 10. l
2 —1=—-5lub2x—-1=5
=2y =3 M Zadania rozszerzonej odpowiedzi
1
4, 2) b=2, Zadanie 4 (4 pkt) \
WartOS"égnajm{liejSZ&i Na rysunku obok przedstawiono wykres funk- \
6) =2 =21 .
::)() )4—342 3z _ CJlf(x):%—i_b' —
g(f SmtiTE = a) Podaj warto$¢ wspolczynnika b i oblicz — ——_ i
—3z° + 16z +12 =0 . .. 2 .. . A
5 najmniejsza wartos¢ funkcji f w przedziale
z=—3lubx=6 1 O 1 X
(2:6). \
b) Wyznacz miejsca zerowe funkcji: |
9(x) = f(z) = §a \
[0] Zadanie 5 (3 pkt)
3_
Uzasadnij, ze funkcja f(z) = gxgingﬂ ma tylko jedno miejsce zerowe.
6. t(v) =10+ {% =20 >0 Zadanie 6 (4 pkt)
#(120) = 210 2: 145 Pierwsza polowe trasy pociag przebyl ze $rednia predkoscia v, a druga po-
120 60
8 =1 I 45 mim towe — ze érednia predkoscia dwa razy mniejsza. Cata trasa ma dtugosé 140 km.

Wyznacz wzér opisujacy zalezno$¢ miedzy czasem t, w jakim pociag przebyt
cala trase, a $rednia predkoscia v. Oblicz ¢t dla v = 120 km/h.

Zadanie 7 (4 pkt)

Ze stacji A do stacji B, oddalonych od siebie o 100 km, wyjechal pociag. Po
przejechaniu 20 km zatrzymal sie z powodu awarii i stal 10 minut. Aby nad-
robié¢ opdznienie, pozostaly czes¢ trasy jechal ze érednig predkoscig 1,2 raza
wiekszg niz przed awarig. Oblicz Srednig predkosé, z jaka jechal pociag na
pierwszym odcinku trasy.

5. D=R\{-3,0}
f(x) _ 9232 _ xz(9z2-1) _ z(Bz—1)(3z+1) __ 3z-1
T 9x346x2+2 ~ x(922+6x+1 z(3z+1)2 ~ 3z+1

fz)=0dlaz=1

Zatem funkcja f ma tylko jedno miejsce zerowe.

7. Niech v — $rednia predkosé pociagu przed awaria.
Byl =10 y50
v =80

Srednia predkosé pociggu na pierwszym odcinku trasy wynosilta 80 km/h.

I 154 3. Funkcje wymierne
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