Wielomiany

Omawiane w tym rozdziale funkcje, zwane wielomianami, stuza do opisu wielu
zjawisk. Na przyklad za pomoca wielomianu mozna opisaé¢ zalezno$é miedzy
liczba obrotéw na minute silnika todzi motorowej a jej predkoscia. Na rysun-
kach ponizej przedstawiono wykresy przyktadowych wielomianéw.
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Uczen:

— rozréznia wielomian, podaje
przyktad wielomianu, okresla
jego stopien i podaje wartosci
jego wspotczynnikéw

— zapisuje wielomian okre-
$lonego stopnia o danych
wspotczynnikach

— zapisuje wielomian w spos6b
uporzadkowany

— oblicza wartos¢ wielomianu
dla danego argumentu

— wyznacza brakujace wspot-
rzedne punktu nalezacego do
wykresu danego wielomianu

— sprawdza, czy dany punkt
nalezy do wykresu danego
wielomianu

— wyznacza wspolczynniki
wielomianu spelniajacego
dane warunki

Cwiczenie 1

a) tak, stopnia 7

b) tak, stopnia 1

c), d) nie

e) tak, stopnia 3

2.1. Stopien i wspoétczynniki wielomianu

Definicja

Jednomianem stopnia n nazywamy funkcje y = ax™, gdzie a € R\ {0},
n € N;.

Jednomianem stopnia 0 jest funkcja stala y = a, gdzie a # 0.

Funkcja y = 0 jest jednomianem zerowym, ktorego stopnia nie okreslamy.
Liczbe a nazywamy wspolczynnikiem jednomianu.

Cwiczenie 1
Czy ponizsza funkcja jest jednomianem? Jedli tak, to podaj jego stopien.

)y=1 dy=6vyr e y=v2*

Sume dwoch jednomianéw réznych stopni nazywamy dwumianem, np.:

a)y=-5z"  bly=3

y=a° + 2x dwumian trzeciego stopnia
Yy = 52t +1 dwumian czwartego stopnia
Sume trzech jednomianéw réznych stopni nazywamy tréjmianem, np.:
Yy = 2?24+ 22 +1 tréjmian drugiego stopnia (kwadratowy)

Yy = 528 — 222 + 4 tréjmian széstego stopnia
Ogodlnie sume jednomianéw nazywamy wielomianem, np.:
y = 62® — 92° + 223 — 22

wielomian 6smego stopnia

Zwréé uwage na to, ze stopniem wielomianu jest najwyzszy stopien sposréd
stopni wystepujacych w nim jednomianéw. Wielomian jest zapisany w sposéb
uporzadkowany, gdy jednomiany, ktorych jest suma, sa ustawione kolejno —
od jednomianu najwyzszego stopnia do jednomianu najnizszego stopnia.

Definicja




Zauwaz, ze — zgodnie z definicja — wielomianem jest zaréwno funkcja liniowa,
jak i funkcja kwadratowa.

Cwiczenie 2
Uporzadkuj wielomian w i podaj jego stopien.
a) wz)=zx+2*+2°—1-2—2* ¢) w(r)=32'-246z—2°+2"+22°

b) w(z) =225 —2® + 22* —x — 225 d) w(z) =5— o+ 22" — 26 + 322

Przykfad 1

Wypisz wspotezynniki wielomianu w(z) = bzt — 222 + %x + 1 i podaj jego
stopien.

ay=>5,a3=0,a, =-2,a;, = %, ap = 1, stopien wielomianu: st (w) =4

Cwiczenie 3
Wypisz wspbélezynniki wielomianu w i podaj jego stopien.

a)w(z) =2 +2 b uw@) =at—ld+a®+a+1 ) w(z) =21

Cwiczenie 4
Zapisz wielomian czwartego stopnia, dla ktorego:

a) ag =ay =a9=—3,a3=a; =0, b) a, = (-1)"dlan =0,1,2,3,4.
Przykfad 2
Oblicz wartoéci wielomianu w(z) = 3z* —52° —7dla:z =2, 2 = -2 iz = 0.

w(2)=3-29-5.22-7=3.16-5-8—7=48—-40-7=1
w(—2)=3-(=2)*—5-(=2)*—7=3-16—5-(—8) — 7 =48+ 40 — 7 = 81
w(0)=3-0—5-0—7=—7

Zauwaz, ze warto$¢ w(0) jest réwna wyrazowi wolnemu wielomianu w.

Cwiczenie 5

Oblicz wartosci wielomianu w dla: . =0, z =212 = —2.

a) w(z) =22 -2 +x—4 ¢) w(z) =a%— 2%+ 3z —2
b) w(z) = x* + 223 — 62 + 1 d) w(z) = —25+22° —x+3
Cwiczenie 6

Oblicz wartoéci wielomianu w dla: . = —3 iz =3

a) w(r) = —42® — 22* — 62 + 3 b) w(x) = 322" — 82% — 2z +
Cwiczenie 5

a) w(0) = —4, w(2) = 10, w(—2) = —26

b) w(0) = 1, w(2) = 21, w(~2) = 13

c) w(0) =—-2, w (—2)
d) w(0) =3, w(2) = —47, w(-2) = =75
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Cwiczenie 2

a) w(z) = 2®—at+2’—?4z—1,
st(w) =5

b) w(z) = 22° — 32° + Z2*+
—z3 — 1z, st(w) =6

¢) w(z) =22°+ 2" + 32" —2°+
+6x — 2, st(w) =8

d) w(z) = 22*° — 2° + 3%+
—1xz+5, st(w) =10

Cwiczenie 3

a) as = —2, a4 = a3 = a2 =0,
a1 =1,a0=0,st(w)=5
b)a6:17(l5:—%,a4:1,

CL:),:O7 a2:1, a1:0, a0:1,
st(w) =6

c) ap =2'° st(w) =0
Cwiczenie 4

a) w(z) = —3z* — 32°> -3

b) w(z) =z -2+ 2% —z+1



Odpowiedzi do zadan

1

. a) v(z) = 2% — 622 + 4,

a3:1, a2:—6, a1:0,

ag =4

b) w(z) = —iz°+1a"—12%+
eI WA P )
a3:—%,a2:07a1:%7

ap = —].,
as+astaztaz+ai+ao = —%

w(—2

b) w(0) = 2, w(}) = -1,
w(—2) = 32, w(—3) = 80

¢) w(0) = —4, w(}) = -,
w(—2) = —34, w(—3) = —76
d) w(0) = —10, w(}) = — 18,

w(—2) = =58, w(—3) = —214

.a=1,b=-2,c=-8,d=14
. a) punkt @,

u(=2) = —17 £ 7, u(2) = -5
b) punkt P,

u(3) =2
w(“)=-22-1

.a)w(l)=a+1+1=3,a=1

(1
b) w(3) =81 —-9+a =0,
a=—"T2
c) w(—4) =
a=4
d) w(2) = 16a + 10 = —6,
a=—1

{3+ab+2—4
a)

—64+16a+3 = 3,

—24+4a+2b+2 =20
azG%,bz?%
. {81—27a+96+2—11

l4+a+b+2=7
a=3,b=1

.a)B,C b) A

.a)a=3 b)a=3
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Zadania

Dane sa wielomiany: u(z) = 22* — 62% + 0,1z%, v(x) = —62* + 4 + 23,
w(z) = o+ ta* — $2° — L2 — 1. Wskaz wéréd nich wielomian:

a) stopnia trzeciego, uporzadkuj go i podaj wspdtezynniki: as, as, a1 i ao,
b) stopnia piatego, uporzadkuj go, podaj wspdlczynniki: as, a4, as, as, a;

i ay oraz oblicz ich sume.

Uzasadnij, ze suma wspélczynnikéw dowolnego wielomianu w jest réw-
na w(l).

Oblicz wartosci wielomianu w dla: © =0, x =
a) w(z) =323+ 2? —2x -3
b) w(z) = —22% + 2* — 5z + 2

Lr=-2iz=-3.
c) w(r) =2 —42®> +3x — 4
d) w(z) = —z* + 52 — 42 — 10
Y

A

Punkty: P(1,a), Q(—1,b), R(2,¢), S(3,d) naleza do
S — 12—1302 +3x+4

wykresu wielomianu w(z) = z* — Sz
(rysunek obok). Wyznacz wspélrzedne: a, b, ¢ i d.

Ktére z punktow: P, @ naleza do wykresu wielo-
mianu u?

a) u(z) =22* — 322 —5x + 1, P(-2,7), Q(2,-5)
b) u(z) =4z* — 22 + 3z + 1, P(3,2),Q(-%,-1)

Oblicz wspolczynnik a wielomianu w, jesli:
a) w(z) =ax® +z+1, w(l) =3,
b) w(z) = 32* — 2* + a, w(3) =0,

¢) w(z) =2*+ax®+ 3, w(—4) = 3,
d) w(z) = azx* +42+2, w(2) = —6.
Oblicz wspoétcezynniki a i b wielomianu w, jesli:

a) w(z) = =32 + ax® + br + 2, w(—1) = 4, w(2) = 20,

b) w(z) = 2z* + ax® + ba? + 2, w(—3) = 11, w(1) = 7.

Powtorzenie

8.

2.

Ktére sposréd punktéw: A(1,1), B(%,5), C(—1,—3) naleza do wykresu

3 )
wielomianu w?

a) w(z) = -3z —8z*+3z+5 b) w(z) = 2a* 4+ 32* — 2* — 3

Oblicz wspolczynnik a wielomianu w, jesli:
a) w(z) =2 —azx+3,w?2)=1, b) w(r)=2ar*—ax®-5,w(—1)=4.

Niech w(z) = anz™ + an_12™ * + ... + a22® + a1z + ap. Wtedy:
wQ) =an-1"+an1-1"""+.. . 4az-1>+a1-14a =
=an +Gn-1+...+a2+a1+ao
co nalezato uzasadnié.



2.2. Dodawanie i odejmowanie
wielomiandw

Aby wyznaczy¢ sume wielomianéw, dodajemy wyrazy podobne wystepujace
w tych wielomianach. Suma wielomianéw jest wielomianem.

Przyktad 1
Wyznacz sume wielomianéw:

w(z) =22+ 923 — 62> + 32 —5 1 w(xr)=-32>+222 -z

w(@) + w(z) = (22* + 92° — 62° + 32 — 5) + (—32° + 22° — ) =
=2x* 4 92° — 62° 4+ 3z — 5 — 32° + 227 — x =
=2x* 4 62 —42® + 22 — 5

Cwiczenie 1

Wyznacz sume wielomianéw u i w. Podaj stopien wielomianu w, wielomianu
w oraz stopien ich sumy.

a) u(r) =17z — 1422 + 72z — 5, w(z) = 62® + 112> —5x +5

b) u(z) = 927 — 132% + 102% — 2, w(z) = —927 + 62* — 122% + 7

Cwiczenie 2

Podaj przyklady wielomianéw w i w takich, ze st (u) = 4, st (w) = 4 oraz:
a) st (u+w) =4, c) st(u+w)=2, e) st(u+w)=0.

b) st (u+ w) =3, d) st(u+w) =1,

Twierdzenie

Jesli wielomiany: u, w oraz u + w sa niezerowe i st (u) < st (w), to:
st (u + w) < st (w)

Przyktad 2

Wyznacz sume wielomianéw u(x) = 8z + 5x? — 7x i w(z) = —8x — ba? + Tx.
u(z) +w(x) =8z% + 5z — T — 8x3 — bz’ + Tx =0

Zatem suma u + w jest wielomianem zerowym.

Cwiczenie 3

Dany jest wielomian w(z) = a,z" + a, 12" ' + ... + a2® + a1 + ag. Co
mozna powiedzie¢ o wspolczynnikach wielomianu w, jeli u + w jest wielomia-
nem zerowym?

Cwiczenie 3
Wspotczynniki wielomianu w sg liczbami przeciwnymi do odpowiednich wspoétczynni-
kéw wielomianu w, tzn.:

1

= 2
w(T) = —anx™ — an-12™ " — ... — a2x” — a1T — ao

Uczen:

— wyznacza sume i roznice
wielomianéw

— okresla stopien sumy i réznicy
wielomianéw

— szkicuje wykres wielomianu
bedacego suma jednomianéw
stopnia pierwszego i drugiego

— odczytuje informacje
z danego wykresu wielomianu

— wyznacza sume i réznice
wielomianéw wielu zmiennych

— stosuje wielomian do opisania
np. pola powierzchni prosto-
padtoscianu i okresla
dziedzing tego wielomianu

— oblicza warto$¢ wielomianu
dwoch (trzech) zmiennych dla
danych argumentéw

Komentarz

Warto sprawdzi¢, czy wszyscy
uczniowie rozumiejg pojecia
sumy i réznicy wielomianéw.
Cwiczenie 1

a) u(z) + w(z) = 17z* + 623+
—3x% + 2z, st (u) = 4,

st (w) = 3, st(u+w) =4

b) u(z) + w(zr) = 62* — 132>+
—22% + 5, st(u) =7,

st(w) =7, st(u+w) =4
Cwiczenie 2

a) np. u(z) = z* + 1, w(z) =z
b) np. u(x) = —2* + 1,

w(z) = z* + 2*

¢) np. u(z) = —z* —x + 1,
w(z) = z* + 2?

d) np. u(z) = —2* +1,
w(x)=z*+z+1

e) np. u(x) = —a* + 1,

w(z) =z* +1

4
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Cwiczenie 4

a) u(z) — w(r) = 52° + 4% +
+10z* 4+ Lz + 2, st(u) =9,
st (w) =8, st(u—w) =9

b) u(z) — w(z) = 2z*+

— 1% +1, st(u) =6,

st (w) =6, st(u—w) =

Cwiczenie 5

a) h(z) = —102° + 8z* + 7,
h(-1)=5

b) h(z) = —14x* — 1522 + 4,
h(—1) = —25

B 60 2. Wielomiany

Aby wyznaczyé réznice wielomianéw, odejmujemy od wyrazéw pierwszego
wielomianu odpowiednie wyrazy podobne drugiego wielomianu. Réznica wie-
lomianéw jest wielomianem.

Przyktad 3

Dane sa wielomiany u(x) = 6x* — 32% + 222 — 3 1 w(z) = 4a* + 223 — 2% — bu.

Wyznacz réznice u — w.

w(z) —w(x) = (62* — 32® + 222 — 3) — (da* + 223 — 2% — bx) =
=62 —32° +22% — 3 — 4o’ — 22° + 2% +Hx =
=2z* — 52® + 327 + 5z — 3

Zmieniamy
znaki wspot-
czynnikéw
wielomianu w.

Cwiczenie 4

Wyznacz réznice u — w. Podaj stopnie wielomianéw: u, w i u — w.
a) u(x) = ba®+ 22° +4a* + 22 + 1, w(z) = —22° — 62 + 2z —
b) u(z) = 325 + ta* — 227 + 1, w(x) = 0,752° — 0,22* + 0,12527

1
2

Przyktad 4
Dane sg wielomiany f(z) = — 227 4 2.
Wyznacz wielomian h(x) 3f(z) — 2g(z).
h(z) = 3(3z* — s2? +1) — 252" + 2% — 22% 4 32) =
:97964—@—29;%’)—1037 —22° + 4% — 32 = s
— - wyraz wielomianu g

= —134 — 8£U3 + 3372 —3x+3 przez —2.

3t —22% — 22?4+ 11 g(x) = 5" + 2°

Mnozymy kazdy
wyraz wielomianu f
przez 3 i kazdy

Cwiczenie 5

Wyznacz wielomian h(z) = 3f(z) — 4¢g(z). Oblicz h(—1).

a) f(x) = —22%+42% —8x+5, g(z) =% — 22* + 32° — 60 + 2
b) f(z) =22° — 62* — 2? + 4z, g(z) =1,52° —2* + 32> + 3z — 1

Cwiczenie 6 Y

Na rysunku obok przedstawiono wykresy \ ;
wielomianéw f(x) = 2 — 222 +x + 1 oraz \ ¥ /g
g(z) = a* — 32® + 227 — 1.

| ——
[
[

a) Czy punkt P(1,—2) nalezy do wykresu
wielomianu u(x) = 2f(z) + 4g(z)? 19} 1 X
b) Niech w(z) = 2f(x) — 3g(x). Dla jakiej
warto$ci wspélrzednej a punkt Q(0, a) na- /
lezy do wykresu wielomianu w?

Cwiczenie 6
a) f(1)=1,g(1)=-1, u(l) =2f(1) + 49(1) = —2; nalezy
b) f(0) =1, g(0) = =1, a = w(0) = 2f(0) — 39(0) = 5



Oprécz wielomianéw jednej zmiennej (patrz str. 56) rozpatruje sie réwniez
wielomiany wielu zmiennych, np.:
u(z,y) = 3xty? — 72%y® — xy — 2y* jest wielomianem dwéch zmiennych,

w(z,y,z) = 9xy’z + 40y32> + 6yz jest wielomianem trzech zmiennych.

Przyktad 5
Podaj wielomian opisujacy pole powierzchni catkowite]

|
oraz wielomian opisujacy objetos¢ prostopadlo$cianu |
o krawedziach dtugodci z, y, z (rysunek obok). |
\
|
|
|

P(x,y,z) = 2xy + 22z 4+ 2yz jest wielomianem trzech 2
zmiennych opisujacym pole powierzchni catkowitej pro-
stopadtoscianu. Objetoéé¢ tego prostopadloscianu opi- e
suje wielomian V(z,y,z) = zyz. z

Wyrazy wielomianu wielu zmiennych sa podobne, gdy odpowiednie zmienne
wystepuja w nich w tych samych potegach. Wyrazami podobnymi sg na przy-
klad 42*y? i 623y?. Aby wyznaczy¢ sume (réznice) wielomianéw wielu zmien-
nych, nalezy doda¢ (odjaé¢) wyrazy podobne tych wielomianéw.

Przykiad 6
a) Wyznacz sume wielomiandw u i w.

w(z,y) = 322y + 6zy* — 4oy, w(z,y) = dbry® + 42’y + 2y + 2

u(z,y) +w(z,y) = 32%y + 62y — doy + Sxy® + 2%y + 2y + 2 =
= T2’y + bxy® + 6zy? — 3zy + 2

b) Wyznacz réznice wielomianéw u i w.

u(z,y, z) = bay?z? — dxyz?, w(z,y,z) = bx*y’z — 3xyz® + 2yz?
w(z,y,2) —w(x,y, z) = bry?z? — dayz® — bry?z + 3ayz? — 2y2* =

= 5xy?2? — 5x?y’2 — xy2? — 2y2°

Cwiczenie 7
Wyznacz sume i réznice wielomianow w i w.
a) u(z,y) = 4o’y? — 32%y? + 22y + 2, w(w,y) = 32?y® — 622y* — 62y — 3
b) u(x,y) = 22ty + 32’y — sy’ + 1, w(z,y) = 2o’y + sy’ —x +4

Cwiczenie 8

Wyznacz sume i réznice wielomianéw u i w.

a) u(x,y,z) = dwy?z® — 62%y%z — xyz3, w(z,y,z) = 2y?2® + 62%y2% + 22y2°
b) u(z,y, z) = 8x%y + 6x2? — 4y?z — y2?, w(z,y,z) = 8xz? +4y*z — 3yz? + 23

Cwiczenie 7
a) u(z,y) + w(z,y) = 4a®y® + 322> — 92y — 4oy — 1
w(z,y) — w(z,y) = 423y® — 322y + 322y® + Sxy + 5
b) u(z,y) + w(z,y) = §x4y + 13—0x3y - ény —z+5
u(z,y) —w(z,y) = §x4y + %msy = %xy2 +x—3
Cwiczenie 8
a) u(z,y, 2) + w(z,y, z) = —622y?z + 6x2yz? + 5wy?2® + xy2?
w(z,y, z) — w(z,y, 2) = —6x2y*z — 62°yz? + 3zy>2® — 3zy2>
b) u(z,y, z) + w(z,y, 2) = 8x%y + 14wz? — 4y2°> + 2°
w(z,y,z) —w(z,y, 2) = 8zy — 22> — 8y?z + 2y2° — 2°
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Odpowiedzi do zadan

1l

a) f(z) +g(z) = a® +2°+
+2? — 22 + 6,

f(@) = g(z) = 32° — 4z’ +
—x3+%x2+2x+2

b) f(x) +g(z) = —32° + 2+
—x 42,

f(@) —g(x) =
— 522 4+ 9z + 2
¢) f(z)+g(z) = 2° + 32" +
a5 = 3

flz)—g(z) = 42" —x° +32* +

—2a% + 32° +

u(z) = —12° — 2%, st(u) =5,
Su:—é

b) w(zx) = 122 — 18,

st (w) =2, Sy = —6,

u(z) = —22> + 3z, st (u) = 2,
Su=1

a) f(5) =3, g(5) =20

b) u(—3) = =%,
w-p) = -3
a)st(p+q)=5

b)st(p+q) <5lubp+qg=0

c) Jesli m # n, to

st (p + q¢) = max(m,n).
Jeslim=mn, tost(p+q) <n
lubp+¢=0.

a) st(u+w) =6 dla a #0,
st(u+w)=4dlaa=0

b) st(u + w) =5 dla a # —6,
st(u+w)=1dlaa=—6

c) st(u+w)=4dla
a€R\{-1,1},
st(u+w)=3dlaa=1,
st(u+w)=1dlaa=-1

B 62 2. Wielomiany

Zadania

1.

Wyznacz sume f + g oraz réznice f — g wielomianéw f i g.

a) f(x) =32% — 22" + 22?2 + 4, g(x) = $2° + 22" +2° — 12® — 22 + 2

b) f(z) = —22% + 4z — 2542, g(x) = -5z + 32 + 25 — 325

¢) f(z) =3z 4+ 22" =5+ 4z, g(x) = -3z + 2% — 22" +2

Wyznacz wielomiany w(z) = 2f(x) — 3g(x) oraz u(xz) = sg(x) — +f(x).
Podaj stopien oraz sume wspdtczynnikéw kazdego z tych w1elom1anow.
a) f(x) =2+ 32> +3, g(z) = 22"+ % +2

b) f(x) = 32° + 62 — 9z, g(x) = 22° + 4a® — 42

Wiadomo, ze f(x) = u(z) 4+ 2w(z), g(z) = 2u(z) — 3w(z), gdzie u i w sa
pewnymi wielomianami. Oblicz:

a) f(5) 1 g(5), gdy u(5) =7 i w(5) = -2,

b) u(=3) 1 w(=3) edy f(=3) = -9 1 g(=3) = 13.

Co mozna powiedzie¢ o stopniu sumy wielomianéw p i ¢, jesli:

a) st(p) =5, st (q) = 4, c) st(p)
b) st (p) =5, st (q) =5,

=m, st(qg) =n?

Okresl stopien wielomianu u + w w zaleznoéci od parametru a.
a) u(z) =22* — 32+ 6, w(x)=az’+ 52 +4
b) u(z) = 32° — ax® + 22 — z, w(z) = —32°% — 62° — 22 + 9

¢) u(z)=(a+1)z* —2? +4z, w(z)=(a*—1)a* +2*+3
Okresl stopien wielomianu u + w, jesli a € {0,1} 1 b € {0, 3}.

a) u(x) =az® +2* -6, w(x)=bax® —2®+x+2

b) u(z) = az” +32* +4, w(z)=—2"—ba* —5x+6

¢) u(z) = (a—1)a* —ba® + 222 + 1, v

w(z) = (3 —=0b)az* +32% — 222 + 9z \ g/
f

Na rysunku obok przedstawiono wykresy
wielomianéw f(z) = x, g(z) = z? oraz :
h(z) = =2f(x) — g(x). Naszkicuj wykres 1 X
wielomianu v. / \
a) v(z) = 2h(z) + 4g(z) .
b) v(z) = 2f(x) — g(x) — h(x)

a)st(ut+w)=2dlaa=1ib=0,
st(u+w)=3dlaa=0ib=0,
st(u+w)=5dlaac{0,1}ib=3
b)st(u+w)=1dlaa=11b=3,
st(ut+w)=2dlaa=11b=0,
st(u+w)=7dlaa=01b € {0,3}

c) stfu+w)=1dlaa=1ib=3,

st (u + w) = 4 w pozostatych przypadkach

.a)v(z) =22° — 4o =2(x — 1) -2

b) v(z) = 4z



10.

11.

12.

Wyznacz sume u+w oraz réznice u—w wielomianéw v i w. Oblicz wartosci
sumy i réznicy dla z = —-21iy = 3.

a) u(z,y) = 32%y — 3zy® + 2%y, w(z,y) = 32°y — 2%y + xy?

b) u(z,y) = jay’ + 327y — 2%y, wlz,y) = Gay’ — 2®y* + 3%y

Zapisz wielomian P opisujacy sume pol figur Fy, F, i F3 w zaleznosci od
dhugosci x 1 y. y 1y
Y
x
x
T 2] x Fy Y Y £
x x
Y T+y
Dla ktérej tréjki liczb, P czy @, warto$é wielomianu w jest wigksza?
a) w(z,y,z) = 22%yz — dwyz? + bry® — 62 r=1 r=—1
b) w(z,y,z) = 22%® + 25y?2 — 3zy32° +x Ply=-1 Q{y=1
¢) w(z,y,2) = zy2° — ay2° + 2%y'z + 1 z=1 2= -1
Wyznacz wielomian v(z,y, z) = 2u(z,y, z) — 3w(z, y, 2).

a) u(w,y,z) = s0%y2® + 2atyz —axy2®, w(x,y,z) = 2o’yz® — 2’yz + wyz
b) u(z,y, z) = 223y?z — xy*2® + 2yz, w(x,y,2) = wyz? — xyz — 2y2*
Dany jest prostopadloscian o krawedziach dlugoéci x, y, z oraz prosto-

padtoscian o krawedziach dtugosci « + 1, y + 2, z 4+ 3. Podaj wielomian
opisujacy sume pol powierzchni catkowitych tych prostopadloscianéw.

Powtdrzenie

13.

14.

15.

11.

12.

Dane sa wielomiany: u(z) = 42+ 22? — 1, w(z) = 22* —2? +1,5. Wyznacz
wielomian v.

a) v(x) = u(z) + 3w(zx) b) v(z) = 2u(z) — w(z)

Wyznacz wielomian v(z) = u(z) — 2w(z). Oblicz v(1), v(—1) i v(-2).
a) u(r) = =32t + 222, w(r) =2 —1,52* + 3z

b) u(z) = 82 — 222 + x, w(z) = 4z® — 2% + ta

Oblicz wartosé¢ wielomianu w dla podanych wartosci x i y.

a) w(z,y) = 32°y°® — 3wy’ + 2%y, v=-2,y=3

b) w(z,y) = 2° — j2%y° — gay® — Gayt, v=2,y=—4
a) v(z,y, z) = —xyz? + 62%yz — 2wy2® — 3zyz

b) v(z,y,z) = 423y’ 2 — 2xy*2* — 9xy2® + Sxyz + 6y2>

P(z,y,2) = 2@y + o2+ yz) + 2@+ D)(y+2) + 2=z + 1)(2 +3) +2(y + 2)(2 + 3) =
= dxy + 4z + 4yz + 10z + 8y + 6z + 22

2.2. Dodawanie i odejmowanie wielomianéw 63 I

8.

10.

13.

14.

15.

a) u(z,y) + w(z,y) =
= 32y — 2%y — 2z9°,
u(z,y) —w(z,y) =

= %xBy + %ny — dzy?,
(u+w)(-2,3) = =8,
(w —w)(—2,3) =76

b) u(z,y) + w(z,y) =

2.2 2 1.2 5 .3
—3TY — 3TY + 13TY°,
Y

— 2%y + Sy,
~2,3) = —52,5,
-2,3) = 25,5

. P(z,y) = 2zy + (2> + v°)+

+@+y)(y—z)+ g2y =
= gxy+2y2

a) dla P: w(z,y,2) =1,
dla Q: w(z,y,z) =3,
czyli dla @

b) dla P: w(z,y,z) = 3,
dla Q: w(z,y,z) = —1,
czyli dla P

c) dla P: w(z,y,2) = 2,
dla Q: w(z,y, z)
czyli dla P

Jun

257

a) v(z) = 102® — 2% + 3,5
b) v(z) = 62® + 5z — 3,5

a) v(x) = —bz* + b5x? — 6z,
v(l) = —6, v(—1) =6,
v(—2) = —48

b) v(z) = 1,

’U(l = %7 ’U(—l) = _%7
v(=2)=-1

a) w(—2,3) = 66

b) w(2, —4) = 60



Uczen:

— okresla stopien iloczynu
wielomianéw bez wyko-
nywania mnozenia
wyznacza iloczyn danych
wielomianow

podaje wspétczynnik przy
najwyzszej potedze oraz

wyraz wolny iloczynu wielo-

mianéw bez wykonywania
mnozenia wielomianéw

— wyznacza iloczyn wielo-
mianéw wielu zmiennych

Cwiczenie 1

a) u(x) - w(x) =

=27 +22° — z* — 28,
st(u-w) =7

b) u(z) - w(z) =

=z - -+ +z—1,
st(u-w) =7

c) u(z) wx) =2® -1,

st (u-w) =3

d) u(z) - w(z) =

=g* —32% + 422 + 3z — 5,
st(u-w) =4
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2.3. Mnozenie wielomiandéw

Aby wyznaczy¢ iloczyn wielomiandéw, mnozymy kazdy wyraz pierwszego wie-
lomianu przez kazdy wyraz drugiego wielomianu. Iloczyn wielomianéw jest
wielomianem.

Przyktad 1
Wyznacz iloczyn wielomianéw u(z) = 2z — 3 i v(z) = 2? — 2z + 2.

"
u(z) -v(z)=2x —3) - (2 =22+ 2) =2z(2* =22+ 2) — 3(z* — 22+ 2) =
S=——" 7 —2% 42’ +42— 322+ 62— 6=
=223 —T22 +10x — 6
W wyniku pomnozenia wielomianu stopnia pierwszego przez wielomian stop-
nia drugiego otrzymalismy wielomian stopnia trzeciego.

Twierdzenie

Tloczyn wielomianéw stopnia m i stopnia n jest wielomianem stopnia m+n.

st (w-v) = st (w) + st (v)

Cwiczenie 1

Wyznacz iloczyn wielomianéw u i w. Podaj stopien otrzymanego wielomianu.
a) uz)=2%, wx)=2*+222—2—-1 c)u@)=z—-1wk)=*+r+1
b) u(z) =2* -1, w(z) =2° -2 +1 d) u(z) =5-3z+2% w(z) =2?-1

Przyktad 2
Wyznacz wielomian zmiennej x opisujacy objetosé pro-
stopadtoscianu przedstawionego na rysunku obok.

Dlugosci krawedzi prostopadloécianu sa liczbami dodat-
nimi, zatem zakladamy, ze: ~

2r—1>0 2r—-1 ¢
r+4>0
20 +3 >0

2 + 3

czyli z > %

Objetosé tego prostopadlo$cianu wyraza sie wzorem:
Vir)= 2z —-1)(z+4)2z+3) = (22 +8r —x —4)(22 + 3) =
= (22 + Tx — 4)(22 + 3) = 42° + 62° + 142° + 212 — 8z — 12
V(z) = 42® + 2022 4+ 13z — 12 opisuje objetosé prostopadloscianu dla x > %



Cwiczenie 2
Wyznacz wielomian zmiennej x opisujacy objetos¢ prostopadtoscianu o kra-
wedziach: a, b, c.
a)a=zx—1lL,b=x+1,c==x
b)a=xz+1,b=a2+2,c=x+3

c)a=2zx+1,b=iz+1,c=22—-1
d)a=z+3,b=z+3,c=2>-9
Mnozenie wielomiandéw wielu zmiennych przebiega analogicznie do mnoze-
nia wielomiandéw jednej zmiennej. Aby wyznaczy¢ iloczyn wielomianéw wielu
zmiennych, mnozymy kazdy wyraz pierwszego wielomianu przez kazdy wyraz
drugiego wielomianu.

Przyktad 3

Wyznacz iloczyn wielomianéw u(z,y) = 22 — 2y i w(z,y) = 22 + y? — 3y.
u(z,y) - w(z,y) = (2° - 2y) - (227 +y* — 3y) =

2?(22% + y? — 3y) — 2y(22% + y* — 3y) =

= 2x* 4+ 2%y? — 32%y — 42y — 29° + 632 =

= 22* + 22y% — T2y — 2y° + 692

Cwiczenie 3

Wyznacz iloczyn wielomianéw v i w.

a) u(z,y) =xy — 222, w(r,y) =22 -3y*+z

b) u(z,y) = 3xy* —2x + 1, w(x,y) = 2%y +2xy —y

¢) u(w,y) = 4oy + 3zy? — 2zy, w(zr,y) = 2*y* — 32%y + zy

Cwiczenie 4

Wyznacz iloczyn wielomianéw w i w.

a) u(w,y,z2) =2’y + 2%z +yz, w(z,y,2) =2xYyz — Yz

b) u(z,y,z) = 3zyz — 4z2* + y*2, w(z,y,2) = 2%y — xy* + 22
c) u(w,y,z) = xy?*2? + 2xy2* — xyz, w(x,y,z) =22+ 2y? + 322

Zadania

1. Wyznacz iloczyn. Podaj wspotczynnik przy najwyzszej potedze oraz wyraz
wolny otrzymanego wielomianu.

a) (2o —1)(2® — 322 + Tx)
b) (22 + 2)(42* — 3z + 4)
¢) (22 —x)(22* —x +1)

d) (6 —32% —22°%)(2® — 4z + 1)
: 1 1

e) 2+ 1o +1)(a? —az— 1)

f) (2 —-v22% —2%) (V2 + x + 42?)

Cwiczenie 4

a) 223y 2 + 223y2? — 22922 — 22y2® + 2xy?2? — Y222

b) 3z3y%z — dxdyz? — 202952 + 42?2 2? — xytz + 6ryz? — 8x2d + 2222

c) 22y22% + 223y2? — 2Pyz + 2xyt2? + dwy2? — 2wy + 3xy?et + 6zyzt — 3wy2®

Odpowiedzi do zadan
1. a) 22* — 723 +172% — 7z, as =2, a0 =0

b) dz* —32° + 1222 — 62+ 8, as = 4, ap = 8

c) 228 — 225 — 22 + 222 — 2, a6 =2, a0 =0
) —25 — 32° 4+ 82 + 162> — 322 — 242 + 6, ag = —2, ap = 6
e) 22° — 22" + 12° — 22— 1,

f) — 425 — 2° — 5v22* — /223 + 622 + 22 + 2\/5, ag = —4, ap = 2v/2

=9

1
a5:2,a0:—z

Cwiczenie 2
a)Vz)=2>—2,2>1

b) V(z) = 2® + 62 + 11z + 6,
z>—1

¢) V(z) =22° +42® — Sz — 1,
xr > %

d) V(z) = z* + 62> — 54z — 81,
x> 3

Cwiczenie 3

a) —da* + 223y — 223 + 622y +
+a%y — 3zy®

b) 323y3 — 223y + 622y — 322y +
—3zy® + 4oy —y

c) 4zty® — 120%y% + 323y  +

— 1123y + 1023y + 322>+
PN
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a():—l

b) st (w) = 3, az = 6,
a0:—6

c) st(w) =5, as = —4,
a():l

d) st(w) =3, ag =1,
a0:—6

e) st(w) =4, ay = —6,
a0:2

f) st(w) =5, as = 12,
a0:6

. a) v(z) = z° — 8x° 4 162* +
+62% — 242% + 9, st (v) =6
b) v(z) = 2z* +2v/22° — Tz +
—4v2z +8, st(v) =4

.a) f(z) =2® — 325 — 21z* +
+2x2,

g(z) = 1223 +92% — 62 + 1
b) f(z) = —627 + 225 4 62° +
—3z* — 62 + 322 — 1,

g(z) = 2® — 22°% + 32* + 62° +
—4a® +2

¢) f(z) =3z — 5z* + 625+
—x+1,

g(z) = % — 22° + 32* — 4% +
+ 4z

. a) P(x) = 1022 4 22 — 20,
> 2

b) P(z) = 2z* + 42® + 142> +
+6x + 4,

z € (—2;—1) U (1;00)

. a) v(z,y) = 4ot — 1203y +
—4xPy + Txy? — 2yt

b) v(z,y) = —4z'y* + 2ty +
+6x3y> + 402yt + 2zy?

. a) 223y + 2y — 822y —3xy> +
—12xy?

b) —z3y + 2® + 222y — 2y +
+ay® — 2zy? — 2yt

¢) 8 + 2%y + zly? + 2033+
£zt + 2y + o

d) 2v2z% — 3v/3y°

. a) 8z7 — 122*; —20, 0, —4

b) —62° + 22*; 12,0, -5

¢) 2® + 32> — 42; 6,0, 0

d) 22°% — 62* — 2® 4 32;

—6, 0, —2

e) 3 — 5z 4 Tx — 2;

-15, -2, 1

£) 6zt 4+ 2 — 1222 — 202 — 3;
10, —3, —28
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Podaj stopien, wspdétczynnik przy najwyzszej potedze oraz wyraz wolny
wielomianu w bez wykonywania mnozenia wielomiandw.

a) w(z) = (r—1)(1 -z + 2?) d) w(z) =(zx—-1)(z—2)(z—3)

b) w(z) =Bz —2)(22 —z+3) e) w(z)=(1-2z)(1+x)(3z*+2)

c) wz)=(1-2*)1—-2+42%) f) w(z) = (42*>+1)(1 — 2?)(6 — 3z)

Wyznacz wielomian v(z) = [w(z)]?

a) w(r) =a®— 42> +3

i podaj jego stopien.

b) w(z) = v22? + 2 — 22

Wyznacz wielomiany f(z) = u(z) - w(x) oraz g(z) = [u(x)]* — w(z).

a) u(z) =2*>+3x—1, w(r) =2*—62° — 222

b) u(z) =2* —2* 4+ 1, w(r) = —62°+22* -1

) uz)=2*—2*4+2+1, wkx)=3z>—-2z+1

Wyznacz wielomian zmiennej x opisujacy pole powierzchni catkowitej pro-
stopadloscianu o krawedziach: a, b, c.

a)a=z+1,b=x+4+2,¢c=2r—4 bla=2*+4,b=x+2,c=2>—-1
Wyznacz wielomian v(z,y) = [u(z,y)]* — 2w(z,y).

a) u(z,y) = 22° —ay, w(z,y) =62"y* —32%y* +y'

b) u(z,y) = 32%y + 2zy?, w(x,y) = 2x*y* + 4xty® + 323y> — zy?
Wyznacz iloczyn.

a) (2z%y + 3zy®)(z —y — 4)

b) (z+y)(z —2y)(x — 2y + y?)

c) (z+y)(@? + 1)@ +°)
d) (V22 —V3y) (22” + V6ay + 3y°)

Powtodrzenie

8.

10.

10.

Wyznacz iloczyn. Oblicz jego wartosci dla « € {—1,0,1}.
a) 4a?(22° — 3x2?) ¢) (z+4)(z* —2) e) (x—2)(22—3z+1)

b) —9z%(22? — tx) d) (z* =3)(22* —z)  f) (Bz+1)(22°—4x—6)

Wykonaj dziatania. Uporzadkuj otrzymany wielomian.
a) x(z? — 1) +4(2* - 2)(x + 1) ¢) (2> +4)(2—12)* — 2*(2® + 22 + 3)
b) (22 +2)(z* —3) — (2* 4+ 1)z d) z(z —3)(z —2)? —z(z +4)(z —5)

Wyznacz iloczyn.
a) (z—2y)(y —22)(z — 2z)
b) (z+y+2)(z—y—2)

¢) 2z —y)(By+22)(2z+y)(3y—22)
d) (z+ay+ayz)(1+z—yz)

. a) 5% +42® — 9z — 8

b) x® + 22> — Tz — 6
—62° + 52% — 162 + 16

) z* — 823 + 172% + 8z

)

<)

d

a) —22%y + dxy® — 227 — 2922 + 4dy2® + 42’z — Txyz
b) 2 — y% — 2yz — 22

¢) 36z%y? — 16222% — 9y* 4 49%2°
d) z2 + x2y ar nyz +z+xy— nyz = xy2z2



Powierzchnie

Funkgja f dwoch zmiennych to funkcja, ktérej argumentami sg pary liczb
rzeczywistych (x, ), a warto$ciami — liczby rzeczywiste z. Wykres funkcji
z = f(x, y) jest powierzchnig w tréjwymiarowym ukladzie wspdtrzednych.

Wielomiany

Funkcja dwoéch zmiennych moze by¢ wielomianem.
Na rysunku przedstawiono fragment wykresu
funkcji okreslonej rownaniem:

fx 9 =x%+y?

Wykresem tej funkcji jest powierzchnia noszaca

nazwe paraboloidy obrotowej. Zwré¢ uwage

na to, ze czesc wspolna tej paraboloidy i ptaszczyzny

OYZ jest parabola o réwnaniu z = y?, a cze$é

wspolna paraboloidy i ptaszczyzny OXZ — parabola

o réwnaniu z = x°. Y,

Ponizej przedstawiono inne przyktady powierzchni, ktére sa wykresami wielomianéw dwoéch zmiennych.

fx,y) =xy®-x% fix, y) =x%y? - 10x%?%-y?

Kl Za pomoca odpowiedniego programu komputerowego
znajdz przyktady innych powierzchni bedacych
wykresami wielomianéw dwoéch zmiennych.

Powierzchnie 67 I



Uczen:

— stosuje wzory na szescian
sumy lub réznicy oraz
wzory na sume lub réznice
szescianow

— przeksztatca wyrazenie
algebraiczne, stosujac wzory
skréconego mnozenia

— stosuje wzory skréconego
mnozenia do obliczania
objetosci sze$cianu

— wyprowadza wzory skroco-
nego mnozenia

— stosuje wzory skréconego
mnozenia do dowodzenia
twierdzen

— wykorzystuje wzory skroco-
nego mnozenia do rozwia-
zywania zadan o réznym
stopniu trudnosci

Cwiczenie 2

a) 2° + 322 + 3z + 1

b) 2 — 32 + 3z — 1

¢) 3 +92% + 27z + 27

d) 2® — 122° 4 48z — 64
e) 8z° + 3622 + 54x + 27
f) 82° — 1222 4+ 6z — 1

g) 27x3 + 272 4+ 9z + 1
h) 1 — 9z + 272% — 273

Cwiczenie 3
2(10 + 7v/2)
8(v5-2)
6(9 — 5v/3)
2(25/2 — 44)
46+/5 + 61
3
1
3

b
c

v\—’

cees

(261/3 — 45)
1v/2+ 93
(7v/3 - 5V6)

Ew

Multite4a

e Szescian sumy i szescian
réznicy dwdch wyrazéw

® Trojkat Pascala

® Trojkat Pascala — zastosowanie
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2.4. Wzory skréconego mnozenia

Twierdzenie
Dla dowolnych liczb rzeczywistych a i b:
(a+b)® = a® + 3a®b + 3ab® + b?
(a —b)® =a® — 3a®b + 3ab® — b?

szescian sumy

sze$cian roznicy

Dowdd wzoru na szeScian sumy
(a+0b)* = (a+b)*(a+b)=(a®+2ab+b*)(a+b) =
= a® + a®b + 2a*b + 2ab® + ab® + b* =
= a® + 3a®b + 3ab® + V*
@ Cwiczenie 1
Wyprowadz wzér na szescian roznicy, korzy-

stajac z tego, ze: b
a) (a—b)*=(a—0)*(a—0), b
b) (a —b)* = (a+(=b))*.
a
Przyktad 1 @
Zapisz (z + 2)® w postaci sumy algebraiczne;j. )
3 a b
( + ) = Na rysunku przedstawiono

@] -[2]2 +[2]% =

interpretacje geometryczna
Wzoru na szescian sumy.

:3+3.2._|_3.
= 2% 4+ 622+ 122 + 8

Cwiczenie 2

Zapisz w postaci sumy algebraiczne;j.

a) (z+1)* c) (z+3)* e) (2z+ 3)* g) Bz +1)?
b) (z —1)3 d) (z—4)3 f) (2z-1)3 h) (1 —3x)3
Przykfad 2

Oblicz (2 — v/3)3.
(2—+/3)% = 23-3.22.4/343-2-(v/3)?— (V3)® = 8—12V/3+18—-3v3 = 26—15V/3

Cwiczenie 3
Oblicz.

a) (2+v2)°
b) (V5 — 1)

Cwiczenie 1
a) (a—b)® = (a—b)*(a —b) = (a® — 2ab+b*)(a — b) =

= a® — a®b — 2a°b + 2ab?® + ab® — b = a® — 3a%b + 3ab® — b°
b) (a —b)® = (a + (—b))® = a® + 3a*(—b) + 3a(—b)* + (—b)> =

= a® — 3a%b + 3ab® — b°

¢) (3— 3y’
d) (V2 - 4)°

e) (1+2V5)°
f) (2v3-3)°



Twierdzenie
Dla dowolnych liczb rzeczywistych a i b:
a’ + b = (a + b)(a2 —ab + b2) suma szescianéow

a® — b = (a — b)(a2 + ab + bz) réznica szesciandow

(0] Cwiczenie 4
Wyprowadz wzory na sume sze$ciandéw i réznice szeSciandéw.

Cwiczenie 5 Cwiczenie 5
Zapisz w postaci sumy algebraiczne;j. a) 2° +8
a) (z+2)(a? — 2z + 4) d) (a? — 6z + 36)(z + 6) b)) xz—i
c) x° +
b) (x —1)(z*+ 2z +1) e) (x —8)(z*+ 8x +64) d) 2* + 216
¢) (#*—z+1)(1+2) f) (222 —1)(4z* +22% + 1) e) z° — 512
f) 8z% —1
Przyktad 3

Zapisz w postaci sumy algebraicznej.
a) (x—2)(z+2)(z*+ 42* + 16) =

— (1}2 _ 4) ($4 A2+ 16) — Korzystamy ze wzoru na réznice kwadratéow.

Korzystamy ze wzoru na réznice sze$cianow.
:(1'2)3*43:.%'6*64 ystam; te € SZesCla

b) (V32 + 1)(v3z — 1) (92 + 32% + 1) =

— (31.2 _ 1)(91,4 4+ 3224+ 1) _ Korzystamy ze wzoru na réznice kwadratow.

— (31’2)3 —1=27:5 -1 Korzystamy ze wzoru na roznice szeSciandw.
Cwiczenie 6 Cwiczenie 6
Zapisz w postaci sumy algebraiczne;j. a) 2% —1

6
a) (z—1)(z+1)(a* +22+1) ¢) ((z+2)? — 4z)(z* — 42° + 16) b)) 13124729
Cc)x

b) 3+ z)(3—z)(z* +92* + 81) d) (2z + 5)%(42? — 20x + 25) d) 162" — 20027 + 625

(0] Cwiczenie 7

Wykaz prawdziwos¢ podanego Wlha clonoliayei @ € 18 1 i 2 &

obok wzoru dla n = 5. (a=1)(a"'+a"?+.. +a*+a+1) = a"—1
Cwiczenie 8
Zapisz w postaci sumy algebraiczne;j.
a) (zx —1)(1+xz+ 2>+ 2%) c) (e*+23+2?+x+1)(z—1)(2°+1)
b) (P +z*+2¥+22+x+1)(z—1) d) (@ +z*+z+1)(z*—1)(x—1)
Cwiczenie 4
a® +b% = (a+b)® — 3a®b — 3ab® = (a + b)® — 3ab(a + b) =

= (a+b)((a+b)? — 3ab) = (a+ b)(a® + 2ab + b* — 3ab) =

= (a+b)(a® — ab + b?)
a® — b® = (a — b)® + 3a®*b — 3ab*® = (a — b)® + 3abla — b) =

= (a —b)((a — b)® + 3ab) = (a — b)(a® — 2ab + b + 3ab) =

= (a — b)(a® + ab + b?)
Cwiczenie 7

(a—1D(a*+a®+a®+a+1)=a’+a*+a®+a®+ta—-a*-a®-a®*—a-1=0a°-1
Cwiczenie 8

a)z* —1 b)a® -1 ¢) (2° —1)(@®+1) =201

d) (z* —1)(2®> —1) =2° —z* — 22 +1
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Odpowiedzi do zadan

1. a) 23 + 1222 + 48z + 64
b) 3 + 152 + 75z + 125
c) 2° — 62% + 122 — 8

x® — 92% + 27x — 27

83 + 1222 + 6z + 1

(=7

f) 1252° — 7522 + 152 — 1
):r — 3vV22% + 62 — 2¢/2
h) 22 + 3v/3z% + 92 + 3v/3
)

e)
) 5v2 -7

o
o

)
)
b) 45 + 29v/2
) 46+/5 — 61
d) (S\F +5v/2)
3.a)1l
b) 1oof
)
)
)
)

o

c) —
d 22f

)8:1c + 122%y + 62y + ¢*
% — 622y + 122y — 8y3
c) 272% +54a2y + 36zy> + 8y?
d) 82° — 3622 y+54xy —27y
) &° + 2’y + 3 wy +27y
) 2® — 222 Y+ 3 L2 ——x
g) 3v3z°+9z y+3\/_:fcy +y°
Byd — 22y + Bry? — ¢
)(2w+2y) + (2z +3y)® =
= 1623 + 60z y+ 78zy> + 351>
b) 3z +y)® — (z + 3y)* =

= 262>+ 18x%y — 18zy> — 26y

>
T &

)

3

-~

o
e

B 70 2. Wielomiany

Zaréwno wzor a” — 1= (a —1)(a" ' +a" %+ ...+ a®> + a+ 1), jak i wzér na
réznice szescianéw a® —b® = (a—b)(a® + ab+ b?) sa szczegdlnymi przypadkami
ponizszego wzoru.

Twierdzenie

Dla n > 2 réznica n-tych poteg dowolnych liczb rzeczywistych a i b wyraza
sie wzorem:

a"—b"=(a—b)(a"t+a" 2 b+a" -0+ ... +a® 0" P ta- b+

[0] Cwiczenie 9

Uzasadnij prawdziwo$é podanego wyzej wzoru dla: a) n =4, b) n =5.

Cwiczenie 10
Zapisz w postaci sumy algebraiczne;j.
a) (z —3)(z® + 32% + 9z + 27) b) (z — 2)(z* + 22° + 42* + 8z + 16)

Zadania

1. Zapisz w postaci sumy algebraiczne;j.
) @+ ) @-2° o) e+ ) (1- V)
b) (z +5)° d) (z—-3)° f) (bz —1)° h) (z+V3)*

2. Oblicz objetosé szescianu o krawedzi a.

a) a=+v2-1 b)a=3+v2 ¢)a=2V5-1 d)a=+v6++2

3. Oblicz.
2) (1+ V2 + (1 - V)? 0) (2V3-1)° - (2V3 +1)°
b) (4+v2)* - (4 - V2)° d) (V5-v2)* + (V5 +v2)°
4. Zapisz w postaci sumy algebraicznej.
a) Qety) o) Bri2)t o) (e+iy) ) (VBrty)
b e-2)' ) a3 D (@-2)° W) (fe-y)

5. a) Oblicz sume objetosci szedcianu o krawedzi dtugosci 2z + 2y i szeScianu
o krawedzi dlugosci 2x + 3y.
b) Oblicz réznice objetosci szescianu o krawedzi dlugosci 3x +y 1 szeScianu
o krawedzi dtugosci x + 3y.

Cwiczenie 9
a) I sposob
(a —b)(a® + a®b+ ab® + b*) = a* + a®b + a®b? + ab® — a®b — a®b® — ab® — b* = a* — b*
IT spos6b
a* —b* = (a® — b*)(a® +b2) = (a — b)(a+ b)(a® + V%) = (a — b)(a® + ab® + ba® + b%) =
= (a — b)(a® + a®b + ab® + b°)
b) (a — b)(a* + a®b + a?b® + ab® + b*) =
= a® 4 a*b + a®b® + a®b® + ab® — ab — a®b® — a®b® — ab* —b° = a® — b°
Cwiczenie 10
a) x* — 81
b) z° — 32



[b]10.

Zapisz w postaci sumy algebraicznej.
a) (x+5)%(z* — bz + 25)
b) (z* + 5z + 25)(x — 5)?

¢) (3z —1)2(92 + 3z + 1)
d) (x—1)(2*+z+1)(a +1)
Oblicz warto$é wyrazenia:
a) (z+v2)(x — v2)(2* + 222 + 4) dla 2 = V/9,

b) (92° — 62+ 4)(3z +2) dla z = {/—3,

¢) (z—+5)? = 2x(x +5)(x—5) + (x+ V5P dlaz = L,

d) (x4 v5)(z? — Vb2 +5) — (V5 — x)(2? + Vbx +5) dla z = V/4.
Rozwiaz réwnanie.

a) (x+3)(z?—3z+9) =2°+=x
b) (z —4)(z* + 4z + 16) = 2° + 8z

c) (4a? +2x+1)(2z —1) =26
d) (322 —z+4)(32+2) =9
Skréé utamek.

2) (a—1)(a®+a%4a+1)

a2+1
Uzasadnij prawdziwo$¢ wzoru.

a) a® —b® = (a—b)(a+0b)(a® +b?)(a* + b*)

b) a® —b? = (a — b)(a® + ab + b*)(a® + ab* + b°)

(a*+ad+a+a+1)(a?-1)
ab-1 ’

a#1

Powtorzenie

11.

12.

13.

14.

Zapisz w postaci sumy algebraiczne;j.
a) (z—5)°+ (z+3)°
b) 3z —1)% — (2z +1)3

o) (x+3)°+(x—3)°
d) 2z +3)® — (22 — 3)3
Uprosé wyrazenie.

a) (2% +4)° + (22 — 4)3

b) (a2 4+ 3)7 — (a? — 1)’

c) (22% +3)* + (22% — 3)?
d) (2?2 +2)3 — (2* — )3

Zapisz w postaci sumy algebraiczne;j.

a) (5+2°) (V56— 2)(V5 + )

Rozwiaz réwnanie.

b) (x> —x+1)(x+ 1)(1 — 2®)

a) (z4+1)2—(x—1)3 =622 —x c) 2z—1)(1+2x+42*) =823 —=z
b) (z 42— (z+1) =322+ d) (22 =32+ 9)(z+3) =2+ 9z
a) a® —b® = (a* — b*)(a* +b4) (a®> = b*)(a® + b*)(a* + b*) =

= (a—b)(a+1b)(a® +b*)(a* +b%)
b) a° — b° Ea?’)3 — (0%)® = (® — b*)(a® + a%® + %) =

a —b)(a® + ab+ b*)(a® + b + b°)

6. a) 2* + 523 + 125z + 625
b) 2* — 52 — 1252 4 625
¢) 8lz* — 272 — 3z + 1

(=9
~
8

o
|
—

11. a) 2% — 622 + 1022 — 98
b) 19x —39w +3z—2

) 2
d) 72x + 54

12. a) 22° + 96w
b) 2z* + =
¢) 162° + 108z>
d) 62° + 223

18. a) 25 — z*
)1—w

)
)
)
)

o

=3

14.

&
II 8
H

=3

o

8 8
[l
w = onlﬂ

(=%
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3. a) 122+ 17
b) 4(7 — 4/3)
¢) 70v/2 + 99

I 72 2. Wielomiany

Tréjkat Pascala

Wzory skréconego mnozenia:
(a+0b)? =a®+ 2ab+?
(a+b)? = a® + 3a?b + 3ab®> + V*
sa szczegblnymi przypadkami wzoru dwumianowego Newtona (zwanego tez
dwumianem Newtona) pozwalajacego wyznaczy¢ (a+b)™ dla dowolnegon € N.
Wspélezynniki liczbowe wystepujace w rozwinieciu (a + b)" mozemy znalezé
w kolejnych wierszach trdjkata Pascala.

n =0 1

n=1 1 1

n=2 1 2 1

n=3 1 3 3 1
n=4 1 4 6 4 1
n=2>5 1 5 10 10 5 1
n==6 1 6 15 20 15 6 1

n=71 1 721 35 35 21 7 1
g8 1 8 28 56 70 56 28 8 1

Kazda liczba w tréjkacie Pascala (z wyjatkiem skrajnych, ktére sa jedynkami)
jest suma dwdch liczb znajdujacych sie nad nia (np. dlan = 8 mamy: 8 = 1+7,
28 =7+ 21,56 =21+ 35, 70 =35+ 35).

Odpowiednie wzory skréoconego mnozenia:

a+bl=a+b

1. Podaj wzory na:
a) (a+0b)7, b) (a —b)7, c) (a+0b)8, d) (a—0b)5.

2. Wyznacz wiersze trojkata Pascala dlan =9 i n = 10 oraz podaj wzory na
(a+0)° i (a+0)'"°.

3. Korzystajac z odpowiednich wzoréw skréconego mnozenia, oblicz:

a) (V24+1)*% b)) (VB=14 ¢ (V241  d) (V3-1)"

1. a) a” + 7a®b + 21a°b® + 35a?b® + 35a°b* + 21a%b° + Tab® + b”
b) a” — 7a®b + 21a°b* — 35a*b> + 35a°b* — 21a%b® + Tab® — b”
c) a® + 8a"b + 28a°b? + 56a°b° + T0a*b* + 56a°b° + 2846 4 8ab” + b°
d) a® — 8a"b + 28a°b* — 56a°b> + 70a*b* — 56a>b° + 28a°b° — 8ab” + b°
2. (a+b)° = a® + 9a%b + 36a"b* + 84a°b® + 126a°b* + 126a*b® + 84ab° + 36a2b” +
+9ab® + b°,
(a+b)'° = a'® +10a”b + 45a%b* + 120a"b> + 210a°b* + 252a°b° + 210a*b° +
+120a%b" + 45a%b® + 10ab® + b'°



2.5. Rozkfad wielomianu na czynniki (1)

Przedstawienie wielomianu jako iloczynu dwoéch lub wiecej wielomiandéw na-
zywamy rozkladem wielomianu na czynniki.

Przyktad 1

Roz16z wielomian w(z) = 122° —
w(x) = 1225 — 8x* = 42*(3z — 2)
Zauwaz, ze wielomian w zostal juz rozlozony na czynniki liniowe (stopnia
plerwszego), poniewaz mozna go zapisaé jako w(x) =4-z-x -z -z - (3z — 2).

8x* na czynniki.

. 4 .
Wytaczamy 4z~ przed nawias.

Przyktad 2
Roz167 wielomian w na czynniki.

Wytaczamy z* przed nawias.

a? — 2ab + b>.

a) w(z) = 2% — 62° + 9zt = 2* (2 —
= a*(z — 3)?

b) w(x) = 2% — 162 = x(z* — 16) =
=z(2? —4) (x> +4) =
=xz(z —2)(x+2)(z* +4)

Zauwaz, ze czynnika 2 + 4 nie mozna rozlozyé na czynniki liniowe.

¢) w(z) = 62°

6x+9) =
- 2

Korzystamy ze wzoru (a — b)* =

Wylaczamy = przed nawias.

Dwukrotnie korzystamy ze wzoru
22
a®—=b"=(a—"0b)(a+0D).

—xt 4t =28 (6$2 -+ 1) Wylaczamy 2® przed nawias.
Czynnik 622 —x + 1 jest tréjmianem kwadratowym, ktérego nie mozna rozto-
zy¢ na czynniki liniowe, gdyz A = —23 < 0.

Podstawowe twierdzenie algebry

Kazdy niezerowy wielomian mozna przedstawi¢ jako iloczyn czynnikow
stopnia co najwyzej drugiego.

Rozklad wielomianu na czynniki stopnia co najwyzej drugiego zawsze ist-
nieje, natomiast nie zawsze potrafimy go wyznaczy¢ — czasem jest to zbyt
skomplikowane obliczeniowo, a czasem niemozliwe (w przypadku niektérych
wielomian6éw stopnia wiekszego od 4).

Cwiczenie 1

Roz167 wielomian w na czynniki.

a) w(r) =t — 723 d) w(z) = 623 + 1222 + 6z

b) w(z) = 182 + 3022 e) w(z) = —3z* + 122% — 1222
¢) w(r) =—22° —8z* f) w(z) =—272°+ 182° — 3z*

Uczen:

— wylacza wspollny czynnik
przed nawias

— stosuje wzory na kwadrat
sumy i réznicy oraz wzor
na réznice kwadratéw do
rozktadu wielomianu na
czynniki

— wykorzystuje rozktad
tréjmianu kwadratowego
na czynniki do rozkladu
wielomianu na czynniki

— zapisuje wielomian w postaci
iloczynu czynnikéw mozliwie
najnizszego stopnia

— rozklada wielomian
na czynniki w zadaniach
réznych typow

Cwiczenie 1

a) w(z) =2°(x —7)
b) w(z) = 62*(3z + 5)
¢) w(z) = —2z*(x +4)
d) w(z) = 6z(z + 1)
e) w(z) = —3z%(z — 2)*
f) w(z) = —32*(3z — 1)?

dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 2.5
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Cwiczenie 2

a) w(z) = 3z(2® + 4),

22 +4>0dlazeR

b) w(z) = t2*(z® + 3),
z?+3>0dlazeR

¢) w(z) = —62%(2*+7),

2> +7>0dlaz€eR

d) w(z) = —v325(* + V3),
224+v3>0dlaz €R

e) w(r) =z (72® — 5z + 1),

A=-3<0

f) w(z) =2' (2 + 2+ 2),
A=-1<0

g) w(z) = —2’(4a® — 3z +7),
A:—103<0

h)w()—:c(3\/_x — 2432 +
+v6), A=12—-24/3<0

B 74 2. Wielomiany

] Cwiczenie 2

Roz16z wielomian w na czynniki. Jezeli w rozkladzie pojawi si¢ czynnik stopnia
drugiego, uzasadnij, ze nie da si¢ go roztozy¢ na czynniki liniowe.

a) ():39034—1296 )w()*7x11—5x10+x9

b) w(z) = ab + 2z f) w(z) = 125+ 2° + 224

c) w(z) = —6x — 4223 g) w(x) = —4x + 3zt — Ta?

d) w(z) = —v227 — V627 h) w(z) = 3v22° — 2v/32* + /623
Przykfad 3

Roz16z wielomian w(x) = 42° 4+ 3z* — z* na czynniki.

w(q;) = $3(4$2 + 3z — 1) Wylaczamy z° przed nawias.
Obliczamy pierwiastki tréjmianu kwadratowego 42 + 3z — 1:

A=3>—4.(-1)-4=25
_ —b=VA _ -3-5 _ _ VA =345 1
= 2a_8_1’$2_ 2 8 4

Zatem trojmian ten mozemy zapisa¢ w postaci iloczynowe;j:
4 +3x—1=4(z+1)(z — 1)
czyli wielomian w mozna przedstawi¢ w postaci iloczynu czynnikéw liniowych:
w(z) =4z’ (z 4+ 1)(z — 1)
Cwiczenie 3
Roztéz wielomian w na czynniki.

a) w(z) =zt — 22° — 322 e) w(z) = —22%+4 202 — 10z
b) w(z) = 2x° — :c4 x? f) w(x) 3x3 +

¢) w(z) = z? 4 6x g) w(z) =2x° —4z* +

d) w(z) = 2025 4+ 142* + 223 h) w(z) = 42% — 122° + 2*

Czy wiesz, ze...
W 1799 r. Carl Friedrich Gauss [czyt. karl fridri§ gals] (1777-1855) po-
dat dowod podstawowego twierdzenia algebry. Ze wzgledu na swe wybitne
osiggniecia Gauss zyskal przydomek ,,princeps mathe-
maticorum” [czyt. princeps matematikorum] (ksiaze
matematykéw). Jako dziewietnastoletni student, Gauss
wykazal mozliwosé konstrukeji (za pomocy cyrkla i li-
nijki) siedemnastokata foremnego. Zyczyl sobie, by zo-

stal on wyryty na jego nagrobku, ale jego zyczenie nie
zostalo spelnione.

Cwiczenie 3

b) w(z) = 22%(z + 3)(z — 1)
¢) w(z) = —2z(z — 2)(z+2)
d) w(z) = 202%(z + 3)(z + 3)
e) w(z) = —2z(x — 5+ 2v5)(z — 5 — 2V/5)
f) w(z) =2z - 3)(@ - 3)
(z)
(z)



Zadania

1.

Roz167 wielomian w na czynniki.

a) w(zr) =42® — sz b) w(z) = 162° — 42 ¢) w(z) = 2x* — 622

Wrytacz przed nawias wskazany czynnik. Sprawdz, czy otrzymany w na-
wiasie tréjmian kwadratowy mozna roztozy¢ na czynniki liniowe. Jedli tak,
to podaj rozktad wielomianu w na czynniki liniowe.

a) w(z) =a® — 2z* + 5z, 23 d) w(z) = 6x* + 32* — 322, 627
b) w(z) = 2t — a® — 622, z? e) w(z) = 62> — 1522 + 9z, 6z

c) w(z) = 225 — 42° + 22, 22* f) w(z) =322 - 22* — 223, 3273

Roztéz wielomian w na czynniki.

a) w(z) = a* — 52 + 622 f) w(z) = (22— 3z +2)(2* — 22 — 3)
b) w(z) = 223 — 92? — b g) w(z) = (2? — 3z — 4)(2* + bz + 4)
¢) w(z) = —62° + bzt — 23 h) w(z) = (222 — bz — 3)(22% — Tz + 3)
d) w(z) = 2t + 32 + 422 i) w(z) = (23 +2%—2x)(2® +22% — 152)
e) w(z) =2°+ 222 +x j) w(z) = (2423 —622)(2° + 22" + 323)

Sume kwadratéw kolejnych liczb naturalnych mozna wyrazi¢ wzorem:
12422432+ .. +n?=1in*+in*+in
a) Rozl6z wielomian S(n) = $n® + in® + tn na czynniki.

b) Sprawdz prawdziwo$é wzoru dlan =4 1in = 5.

]

Powtdrzenie

5.

Rozléz wielomian w na czynniki.

a) w(z) = 18z — 3z* + 62° d) w(z) =a* — 32° —a?

b) w(z) = 4x° — 4z* — 2423 e) w(z)=—-22"+2°—x
¢) w(z) = 4x® + To* — 223 f) w(z) = 2° — 22* + 227

g

Roz167 wielomian w na czynniki.

a) w(z) = (2% — 4)(2® — 9z) ¢) w(z) = (2* — 42?) (23 + 422 + 4x)
b) w(z) = (2* — 42?)(2* — 162%)  d) w(z) = (2* — 1)(2* — 323 + 22?)

a) w(z) = 182°(2® — 2z 4+ 1)

b) w(z) = 42®(x — 3)(z + 2)

¢) w(z) =42*(x — 1) (z +2)

d) w(z) = 2%z + 1)@ - 2)

e) w(r) = —2z° (m2 —iz+3)

f) w(z) = z3(z? — 22 4+ V/2)

a) w(z) = z(z — 3)(x — 2)(z + 2)(z + 3)

b) w(z) = z*(z — 4)*(z + 4)

¢) w(z) = z3(x — 2)(x + 2)*

d) w(z) = z2(z — 2)(xz — 1)*(z + 1) (z* + 1)

2.5. Rozktad wielomianu na czynniki (1) 75

Odpowiedzi do zadan
1. a) w(z) =4z(z — §)(z + 3)
€T

b) w(z) = 162°(z — 3)(z + 1)
¢) w(z) = 22%(z — V/3)
(z+V3

2. a) w(z) = 2®(2® — 2z +5)
b) w(z) = 2*(z — 3)(z + 2)
¢) w(z) =2zt (x —1)2
d) w(z) =62°(z — 3)(z + 1)
e) w(z) =6z(z — 3)(x—1)
f) w(z) =322+ 3)(z —2)

3. a) w(z) = 2*(z — 2)(z — 3)
b) w(z) = 2z(z + 3)(z — 5)
c) w(z) = —6x3(x—§)(x—%)
d) w(z) = (2 + 3z + 4)
e) w(z) = z(x? + 2z +1)
f) w(z) = (z-3)(z - 2)-
(z—=1D(z+1
g) w(z) = (z - 4)(z + 1)°
(@ +4)
h) w(z) =4(z - 3)(z + 3)
(z = 3)?
i) w(z) =2*(z—3)(z—1)
“(z+2)(z+5)
j) w(z) =2°(z-2)-
(z+3)(z® + 22 + 3)

4. a) S(n) = gn(n+1)(2n+1)
b) Dla n = 4 mamy:

L=12+22+32+42=30
P=5S4)=1%-4-5-9=30
L = P, zatem dla n = 4 wzér
jest prawdziwy.

Dla n = 5 mamy:
L=12+24+3>+42+5% =55
P=5()=%-5-6-11=55
L =P, zatem dla n = 5 wzoér
jest prawdziwy.



Uczen:

— stosuje metode grupowania
wyrazéw 1 wylaczania
wspolnego czynnika
przed nawias do rozkladu
wielomianu na czynniki

— stosuje wzory na sume
i réznice szesciandéw do
rozktadu wielomianu
na czynniki

Cwiczenie 1

a) w(z) =22°(2° +1) =
=22%(z + 1)(2® -z + 1)

b) w(z) = —2°(2® + 8) =
=23z +2)(2? — 2z + 4)
¢) w(r) =x(8z® —1) =
=z(2z — 1)(42” + 22 + 1)
d) w(z) = 2*(1 - 0,0012%) =
=2%(1 - 0,1z)(1+ 0,1z +
+0,012%)

e) w(z) = 2”82 — 27) =

= z°(2x — 3)(42? 4 6z + 9)
f) w(z) = 22(0,0272° + 1) =
= 22(0,3z + 1)(0,0922 +
—0,3z + 1)
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2.6. Rozkfad wielomianu na czynniki (2)

Przyktad 1

Rozléz wielomian w(z) = 27 + 8z* na czynniki.

w(z) =z + 82" = 2*(2® + 8) =
=2z +2)(2® — 2z +4)

Czynnik 22 — 2z + 4 jest nierozkladalny, gdyz A = 4 — 16 < 0.

Korzystamy ze wzoru na sume szescianow:

a® +b® = (a +b)(a® — ab + b?).

Przykfad 2

Roz1éz wielomian w(x) = 2727 — z* na czynniki.

w(z) = 272" —2* = 2*(272° — 1) =
=2*(3x —1)(92° + 3z + 1)

Czynnik 922 + 3z + 1 jest nierozkladalny, gdyz A = 9 — 36 < 0.

Korzystamy ze wzoru na roznice szedciandéw:

a® —b® = (a —b)(a® + ab + b?).

Cwiczenie 1
Roztéz wielomian w na czynniki.
a) w(z) = 2x° + 222

b) w(z) = —a% — 823

e) w(z) = 8x% — 2723
f) w(z) =0,0542* + 2z

¢) w(z) =8z —=x
d) w(z) = 2* —0,0012°

W pewnych przypadkach wielomian mozemy roztozy¢ na czynniki, grupujac
odpowiednio jego wyrazy.

Przyktad 3
Roz167 wielomian u na czynniki, grupujac jego wyrazy.

a) u(zr) =2 —42®> +ox—4

3 9 7 dwoch pierwszych i dwbch ostatnich wyrazow
u(x) =2 —4a*+x — 4=

mozna wytaczyé ten sam czynnik: x — 4.

=2*(x—4)+ (x —4) = (2 +1)(z — 4)

b) u(z) =7x%+22% — 142 — 4
u(z) =72 +22° — Mdoe — 4 =a2*(Te +2) —2(Te +2) = (2> = 2)(Tx +2) =
= (w—\/ﬁ)(m+\/§)(7x+2)

¢) wu(z)=4z® — 22" — 162° + 822

u(z) =4x® — 22* — 162° + 822 = 224 (22 — 1) — 82%(2x — 1) =
= (22*—82%)(22—1) = 22%(2*—4)(22—1) = 22*(z—2)(z+2)(2z—1)




Cwiczenie 2 Cwiczenie 2

Roz16z wielomian u na czynniki, grupujac jego wyrazy. a) u(z) = (¢* + 1)(z + 5)
b) u(z) = (x — 1)(z + 1)(x + 3)
u(x) =23+ 52> +x+5 e) u(z) = 2%+ 42? — 252 — 100
a) u(x) ; , ) ulz) s ) c) u(z) =(x—2)(z+2)(4x + 1)
b) u(z) =2°+32° —z —3 f) w(z) = Vba® — 22 — bz +1 d) u(z) = z(z* + 1)(z + 3)
¢) u(z) =4z® + 2 — 162 — 4 g) u(z) = 8z° + 162° — 2* — 2 e) u(z) = (z —5)(z +5)(z +4)
d) u(x) = z* + 32* + 2% + 3z h) u(z) = 2° — 22 + /32% — /622 f)) “Ex; g_l)l(x(l_lg( ;w—l)
g) u(x) = (20 — a5~ =F Zag=r
2
Zadani +1)(z® +2)
e ) u(z) = #*(a + V3) (@ — V)
1. Rozl6z wielomian w na czynniki. [ BT Gl g
a) w(z) =a'+27Tz ) w(z)=—z" - 64z e) w(z) =272°+82° 4 ) w(z) = a(e+3)(@’—32+9)
b) w(z) =" -8z  d) w(z)=—12° + 642> f) w(x) =1252% — 2" b) w(z) = 2*(z — 2)-
z¢+2x4+4
2. Roztéz wielomian w na czynniki, grupujac jego wyrazy. cg w(z) = —w)(w 14).
a) w(z) =a*+22% — 8z — 16 d) w(z) = 3a° — 22 =32 +1 (2® — 4z + 16)
b) w(z) = 1423 — T2 + 4z — 2 e) w(z) = 2a® — 3% — 6 4 27 d()x 3—)8;—1—_655 (z—8):
¢) w(z) =2z* — 62% +5x — 15 f) w(z) =2° — 222+ 22 — 2 e) ()_27_,[( -2y
L. . i " = 2w 2
3. Rozl6z wielomian w na czynniki. £) w(z) = 12505z — 1)-
a) w(z)=a®+a* =223 — 222+ + 1 (@ + tr+ %)
b) w(z) = 42° — 8z — 42 + 822 + x — 2 2. a() w(z) = (z )‘*‘2)( —-2)
— 2.5 4 _ 63 _ A2 _ _ z? 4 2z + 4
c) w(z)=3x"+2z"—62° —42° — 9z — 6 b) w(z) = (2 — 1)(7302 +2)
4. Rozléz wielomian w na czynniki. ) w(z) = ( —3)(22® +5)
d) w(z) = §(3z —1)-

a) w(x (20m3 — 2822 4+ 8z)(z* 4 623 4 222 + 12x)

(2 - \/5(w+\/5)

) =
b) w(z) = (-1 2z° — 42?)(2® — T — 4 + 28) ¢) w(z) = 1(2z — 9)(z — 3)
c) w(z) = (7IE + 1423 — 212?) (2% — 4a® — 2% + 4) (z+3)
d) w(z) = (3z* — 22° + 12?)(22° — 32% + 42 — 6) f) w(@) = (== v2)(@* +V2)
3. a) w(z) = (z +1)*(z — 1)?
Powtérzenie b) w(z) = 4(x2) (= - 72)2
5. Rozl6z wielomian w na czynniki. (w + 22)

— 625 — 622 b — 225 — 1623 — 27 _ 64z c) w(z) =3(x+3)-
a) w(z) = 6x x ) w(x) =2z x®  c) w(z) == x (& = v/3) (o + V3)&? 4 1)

6. Rozl6z wielomian w na czynniki.

a) w(z) = 2® 4+ 32% + 62 + 18 d) w(z) =5x3 + 152% —x — 3
b) w(z) = 3z® — 62> + 4 — 8 e) w(z) = a® + 2z* — 272* — b4
¢) w(z) =923 - 92 —x +1 f) w(z) = 1a® — 12° — 2?4+ 4
4. a) w(z) = 202> (z — %)(x —1)(z + 6)(z* +2)
b) w(z) = —12*(z — 7)(z — 2)(z + 2)(z + 4)°
¢) w(z) =72 (z — 2)(z — 1)*(x +2)(z + 3)(z® + 2 + 1)
d) w(z) =62" (z — %)2(33 -3 (@@* +2
5. a) w(z) =6z*(z — V(x> +z+1)
b) w(z) = 223 (x — 2)(2: + 2z + 4)
¢) w(z) = z*(x — )( + 4z + 16)
6. a) w(z) = (z + 3)(2? + 6) d) w(x):5(x+3)<x—§ (x+§)
b) w(z) = (z — 2)(3z> +4) e) w(z) = z(x + 2)(z — 3)(z* + 3z + 9)
) w(x)=9@x—1)(z—3)(z+3) f) w(z) = 1(z +2)(z — 2)°(z” + 2z + 4)

2.6. Rozktad wielomianu na czynniki (2) 77



Yerzzii 2.7. Réwnania wielomianowe

— rozwiazuje réwnanie wielo-
HIERNIDE Réwnanie postaci w(x) = 0, gdzie w jest wielomianem, nazywamy réwnaniem

— wyznacza punkty przeciecia
wykresu wielomianu i prostej
oraz dwoch wielomianéw

wielomianowym.
Rozklad wielomianu w na czynniki moze by¢ wykorzystany do wyznaczenia

_ ot mumlnd sidnten jego pierwiastkow, tj. takich argumentéw x, dla ktérych spelnione jest réw-

gdy dane sg jego stopiefi nanie w(zx) = 0.
i pierwiastki

Przykfad 1
1

Wyznacz pierwiastki wielomianu w(z) = $2° — 2.

Aby wyznaczy¢ pierwiastki wielomianu w (czyli jego miejsca zerowe), rozwia-

zujemy réwnanie: - )
0 —x° =0

142 P a-b=0 wtedy
) (e —4) = i tylko wtedy, gdy
2*=0 lub 2 —-4=0 a=01ubb=0.

=0 lub =4

Pierwiastkami wielomianu w sa liczby 0 i 4.

Przyktad 2
Rozwigz réwnanie 22 — 622 + 9z = 0.
z(z®> — 62+ 9) =0
x(x — 3)2 =0 Korzystamy ze wzoru na kwadrat réznicy.
=0 lub =3

Rozwigzaniami réwnania sa liczby 0 i 3.

Cwiczenie 1 Cwiczenie 1

a) 22°(3z +1) =0, Rozwiaz réwnanie.

r=-3lubz=0 a) 6z'4+22° =0 ¢) 2 +x=x+ 22" e) gx® 4 2%+ 62 =0
b) —z3(z +2)(z —2) =0, b 5 5 ot~ 42® 2P 6B A 5 y
= —2lubax =0 lub z — 2 ) —x® +42° =0 d) 3 = 3 f) —dat 4+ 42° —2* =0

¢) z'(z - V2)(z +v2) =0,

o= _V3lubz=0 Przyktad 3

Rozwigz réwnanie 2° — 2z* — 152° = 0.

lub z = /2
d) —z*(2z - 3) =0, 2 (z? —2x—15) =0
z=0lubz=3 x=0 lub 22 —-2x—-15=0
e) x(z+6)>=0 L . . 9

g ’ Rozwiazujemy réwnanie kwadratowe x* — 22 — 15 = 0O:

= 6lubz=0

o A=4460=064 VA—28
f) —z*(2z - 1)° =0, 2-8 248
= = ==—=-3lubx==—=
a:—Oluba:_% x 3 3 >

Zatem wyjsciowe rownanie ma trzy rozwiazania: 0, —3 i 5.

Multite4a

* Wykres wielomianu
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Przykiad 4
Rozwiaz réwnanie 53 + 422 + 4z = 0.

x(br? +4x+4)=0

=0 lub b’ +4x+4=0 A=16-80=-64<0

Roéwnanie kwadratowe jest sprzeczne (A < 0), zatem jedynym rozwiazaniem

wyjsSciowego rownania jest liczba 0.

Cwiczenie 2

Rozwiaz réwnanie.

a) r3 — T2 + 122 =0
b) —2x* 4+ 923 + 52 =0

¢) 3x3 442 +x =0

Przyktad 5
Wyznacz punkty wspolne wykresu wielomianu
w(r) = Ea* + t2® — 32 i 0si OX.
Aby wyznaczyé¢ pierwsze wspélrzedne punktow
wspOlnych wykresu wielomianu w oraz osi OX,
rozwiazujemy réwnanie:

Lot iat -1 =0

+a?(z? +22-8) =0

=0 lub 22 +2x—-8=0
A=4+32=36=06

__ —2-6 __ _ =246 _
ﬂfl—T——4, $2—T—2

Szukane punkty: (—4,0), (0,0) i (2,0).

Cwiczenie 3
Dane sg wielomiany: u(z) = ta® —
w(zr) =

d) 425 — 3z +22° =0

\
\
\ w
\
\

o

\
\

w(zx) = %9:4 + %x?’ — %xz

Pierwiastki réwnania w(z) = 0
to miejsca zerowe wielomianu w.

1.2 3 _ 1.3 1.2
1% — 2z, v(zr) = 52° — 527 — 2 oraz
tx® 4+ 12? — x. Rozwiaz odpowiednie réwnania i podaj pierwiastki

tych wielomianéw. Do kazdego z nich dopasuj jeden z ponizszych wykreséw.

A. B. C.
Y / Y Y /
/
A RNy X / 1 /
0] X O\l X ON1 X
/ / _ [N
/ /
/ / /

Cwiczenie 3

u(z) = ta(z® —z - 6),

x=—21lub z =0 lub x = 3, wykres C;
(z) = Ha(z® —z —12),

x=—3lub z =0 lub z = 4, wykres B;
(z) = tz(a® + 22 - 8),
x=—41lub z =0 lub x = 2, wykres A

S

g

Cwiczenie 2

a) o(z? — Tz +12) =0, A =1,
z=0lubz=3Ilubx=4

b) —2?(22° — 9z — 5) = 0,
A=121,z=-1lubz =0
lubz =5

c) x(3z% +4x 4+ 1) =0, A = 4,
x:—llubx:—%lubxzo
d) 23(42® — 32+ 2) =0,
A=-23<0,2=0

e) z(2® + 22z —4) =0, A = 20,
z=—-1—+vBlubz=0
lubz=-1++5

f) x*(22® — 2z — 1) = 0,
A:l?,x:#lubx:O
luba::LQ‘/g
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Przyktad 6
Wyznacz pierwiastki wielomianu w(z) = z* — 22 — 9z + 9.

Rozkladamy wielomian w na czynniki metoda grupowania wyrazéw:

Cwiczenie 4
) (2% 4 (o —9) =0, 2 = w(e) =o' — 2?92 +9 = 2w 1) -9z — 1) = (a* ~ O)(x ~ 1) =
b) (z — 2)(z +2)(2z + 1) = 0, =(z—-3)(z+3)(x—1)

xz—?lubxz—%lubxz?
¢) 2%(2®> + 1)(z +5) =0,
z=-5lubx=0 (z=3)(z+3)(x-1)=0

d) z(z + v2)(z — V2)- 2—3=0 lub 2+3=0 lub 2—1=0
~(3x—5)=0,a::—\/§lub
szlubxzﬁlubx:%
e) (v —2)*(a® + 2w +4)- Cwiczenie 4
(z+2)=0,z=—-21lubz =2
) (@ +v2)(@ - 3V3) =0,

Aby wyznaczy¢ pierwiastki wielomianu, rozwigzujemy réwnanie:

Zatem pierwiastkami wielomianu w sa liczby: —3, 11 3.

Rozwiaz réwnanie.

T =3v2 a) z3 —92? +2x — 18 =0 d) 3z* — 5z® — 622 + 10z =0
O b) 22° + 2?2 —8x—4=0 e) 2° —4x® — 8224+ 32=0
powiedzi do zadarn . W s , s ) B
1.8) =0 lubx—2 c) 2 452" + 2° + 52 = 0 f) 2% —3v22% + V22 -6 =0
b)z=-3lubz =0 .
lub 2 = 3 Zadania
¢) x=-27lubz=0 1. Rozwiaz réwnanie.
d)"E:OluI)]::z a) 2x® = 4a? c) x* = 2723 e) z° — 16x =
ﬁszxzz e b) z° = 923 d) z° = 8x? f) 26 —2522 =0
f) x \7_—\/5 lub z =0, 2. Rozwigz réwnanie.
T =15
5_ 9,3 _ 5 _ 9,4 3 N 2
2 a)z= 1lbz=0lubz =1 a) ° =223+ =0 e) 2z° =2z + 122 i) z° +4x 5x
[5) 5 = 2 T 57 = — 11 b) 2*+ 322 +2x=0 f) 102* + 2° = 222 j) —3at+ a2 = Sa?
lubx =0 4 3 2 6 5 4 5 z74+3x0
c)z=—1lubz=0lubz =5 ¢) @ SR g) 927 + 6a” + & ) $7 s 6 ..
d)z=—-1lubz=0bz=3 d) 623 4 922 = 32* h) z° + 42t = 1223 ) 20z te i
e)z=—2lubz=0Ilubz =3 L ] 8 2
f)o=—llubz=0 3. Rozwiaz rownanie.
lub z = 2 a) 23 —32x?=12—4z d)1-2*=2>—=x g) ¥ =22 +22—1

g)z=—2lubz=0

b) 2z +3=2+6x e) a*—8x=8—2? h) & + 322 =3+ 22
h)z=—-6lubz =0lubxz =2 . 5 . 5 ) 12 L Lo 5
D = i = — 1 c) ' +9x° =x+9 f) ' +42° =2 +4 i) ;—sx=352"—x
iy =0 4. Rozwigz réwnanie.
j) z=0lubz =1 5 5 . )
) 5 — Gl — Ol — & a) 22 —br—4=0 b) 23 -3z +2=0 c) zt —=Tr*+6x =0
) =0 Wskazéwka. W podpunkcie a) zapisz —bx jako —z — 4.
3.a)z=3 4. 2)2° —x—4r—4=0
b)x:—\/glubxzélubx:\/g x(xz—l)—él(as—i—l):o
c)z:z—glumeI (1‘4—1)(1'2—1'—4):0,1‘:1_5/177
d)z=-1lubz=1 1ub1:=—11ub1:=1++m
e)z=—-1lubz =2 b)z® —2—25+2=0
f)z=—4lubz=1 (@ —1)—2(x—1)=0
g)x:—\/ilubxzélubx:\/i (x—1)(z*>+2—-2)=0
h)m:—2lubm=—%lubm=2 r=-2lubzx=1
i)xz—@lubmz%lubxz%5 ¢) x(x® —x — 6z +6) =0

zz(2®—1)—6(x—1)] =0
z(z—1)(2*> + 2 —6) =0
z=-3lubz=0lubxz=11lubx =2

B 80 2. Wielomiany



Na rysunku obok przedstawiono wykres wielomianu
w(x) = 2% =322 —2x+9 iprosta l:y = 2z — 3. Wy-
znacz punkty, w ktorych prosta [ przecina wykres
wielomianu w.

Wyznacz punkty wspoélne wykresu wielomianu w

Y
i prostej 1. o X
a) w(z) =s2® +ax+2, Ly=4r+2
b) w(z) =4x® — 2> — bz +3, Ly=3x+1

c) w(z)=a" —4a* + 32+ 22, Ly=42-3

Wyznacz punkty wspélne wykreséw wielomiandéw u i w.

a) | ¥ b) Y c) | Y |
o X
u
0 X !
u
% X
w w
w
u(w) =—-a2+22+22-3 wu(x)=2z3+22-22-3 u(z)=4a"—2+2-3
w(r) = —2%2+22 -3 w(r) = -3+ 1 +2-3  w(z) = —fa*—L1a?+a-1

Podaj przyklad wielomianu czwartego stopnia, ktérego jedynymi pier-
wiastkami sg liczby: a) —v2i v/2, b) 1, 2, 3.

Podaj przyktad wielomianu stopnia n, ktérego jedynymi pierwiastkami sg
liczby —2 i 3, wyraz wolny jest réwny 1 oraz: a) n =2, b) n =4, ¢) n = 6.

Powtdrzenie

10.

11.

12.

11.

12.

Rozwigz réwnanie.

a) 42° —x =0 c) V2 = x® e) 2° —8x3+ 162 =0
b) 82° + 22 =0 d) sz3—\/§m:0 f) 92° + 62* + 2% =0
Rozwigz réwnanie.

a) ' + 62 +522 =0 ¢) 3z* + 623 = 322 e) 2’ +at+223 =0
b) 22 + 522+ 22 =0 d) 2° 4 12° = 2* f) 24 a? =228
Rozwiaz réwnanie.

a) 2*+327 - 92 =27 b) 22 +8r=522+20 c¢) a2°+2®=8z%+38
a)z=-5lubz=—-1lubz=0

b)z=-2lubz=-1lubz=0

c)x:—l—\/_lubw—Olubx——l—i—\/_

d)z=0lubz=1

e) r =

f) 2=01ub 2z =2

a)z=-3lubz=3

b)wz%

c)m=—2\/_lubw——llubm_2\/_

10.

(=3,-10), (0,2), (3,1
(-v2,1-3 f) (1 1)
(ﬁ,1+3\/§)

—1,—

- a) (0,-3), (2,-3)

b)( 3 35) (0’ _3)7 (2’_2)
c) (—2,-7), (2,-3)

. Przyktadowa odpowiedz:

a) w(z) = (x+\/§)2~
(22 =" -2 =
=gzt — 422 +4

b) w(z) =
:(x—l)Q-(x—Q)(x—?)):
=a' —72% +172% — 172+ 6

. Przyktadowa odpowiedz:

a) w(z) = —g(z +2)-
(w—3)=—2z+2z+1
b) w(z) = —g(z +2)-
(z — 3)(z? —|—1) —izt+
+i2°+ 2%+ o +1

) wla) = ~4(a+2)-
(z—3)(z"+1)=—5z°+
—&—%ms—&—m —%m2—|— z+1
a) x =—% lubz =0 lub
e

b)z=—-1lubz=0
c)xz—@lubsz
d)z=-2lubz=0lubz =2
e)z=—2lubz=0lubz =2
f)z=—3lubz=0
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Uczen:

— dzieli wielomian przez
dwumian x — a

— stosuje schemat Hornera

— zapisuje wielomian w postaci
w(z) = p(z)q(z) +r

— sprawdza poprawno$¢ wyko-
nanego dzielenia

— przeprowadza dowdd twier-
dzenia o dzieleniu z reszta
wielomianu przez dwumian
postaci z — a (algorytm
Hornera) w szczegdlnym
przypadku

Komentarz

Po oméwieniu tego tematu
warto zapoznaé¢ uczniow ze
schematem Hornera (str. 99),
ktéry pozwala na szybkie

wykonanie dzielenia wielomianu

przez dwumian postaci z — a.

Cwiczenie 1
a) 2z — 1
b) 4z — 1
c)xz—2
d) 9z + 12

Multite4a

® Dzielenie wielomiandw
dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 2.8

Generator

testow i sprawdzianow

B 82 2. Wielomiany

2.8. Dzielenie wielomianow

Przypomnijmy, ze je$li n i m sa liczbami catkowitymi (gdzie m # 0), to
mowimy, ze n jest podzielne przez m, jesli istnieje taka liczba catkowita k, ze
n==k-m.

Podobnie mowimy, ze wielomian w jest podzielny przez niezerowy wielomian ¢
(¢ £ 0), jesli istnieje wielomian p taki, ze w = p - q.

Przykfad 1
(x® + 522 + 62) : (x + 3) = 2% + 2, poniewaz:

x® + 522 + 6z = (2% + 27) - (x + 3)
Dzielenie wielomianéw wykonujemy podobnie jak

dzielenie liczb naturalnych. Dzielenie liczb

naturalnych
Przykfad 2 3171 : 7 = 453
Wykonaj dzielenie (322 —z —4) : (z + 1). Sprawdz _9g
otrzymany wynik. 37
Bz?—x—4): (z+1)=3zx—4 _35
—3z% — 3z 21
—4r —4 —21
4o +4 0

0
Ponizej wyjaéniamy, jak wygladaty kolejne kroki podczas wykonywania tego
dzielenia.

Bz —z—4): (x+1) =3z

e g o 2 . . .
Dzielimy 3z~ przez pierwszy wyraz dzielnika.

—322 — 3z Mnozymy 3x przez dzielnik =+ 1 i zapisujemy

—4x —4 wynik ze zmienionym znakiem. Dodajemy.

Bz —z—4): (v +1)=3x—4

—3x2 — . . S
=37 —3r Dzielimy —4x przez pierwszy wyraz dzielnika.
—dz —4 Mnozymy —4 przez dzielnik x+1 i zapisujemy

4o +4 wynik ze zmienionym znakiem. Dodajemy.

0 Otrzymalidmy reszte rowng 0.

Sprawdzenie: (3x —4)(x +1) =322+ 3z —4r —4 =32 —x — 4

Cwiczenie 1

Wykonaj dzielenie wielomianéw. Sprawdz otrzymany wynik.

a) (222 +z—1): (z+1) c) (2> —6x+8): (x—4)
b) (4a* + Tz —2) : (x +2) d) (922 +32—12): (x — 1)



Tak jak iloraz liczb naturalnych nie zawsze jest liczba naturalna, tak dla wie-
lomianéw w i ¢ (¢ #£ 0) nie zawsze istnieje wielomian p taki, ze w: g = p.
Wykonujemy wowczas dzielenie z reszta.

Przyktad 3 Dzielenie liczb
Wykonaj dzielenie (522 + 13z + 11) : (x + 2). SprawdZz  naturalnych
otrzymany wynik. 759 - 9 — 83
(522 + 13z +11) : (x4 2) =5z + 3 -2
—5x% — 10z 32
—2
3z +11 —;
-3z —6
5 752=83-9+5

W wyniku dzielenia otrzymaliémy wielomian p(z) = 5x+3 oraz reszte 5 (ktéra
jest wielomianem stopnia 0), zatem 5z* + 13z + 11 = (52 + 3)(z + 2) + 5.
Sprawdzenie: (52 + 3)(z +2) 4+ 5 =522 + 102 + 3z + 6 + 5 = 5z% + 13z + 11

Cwiczenie 2 Cwiczenie 2
Wykonaj dzielenie wielomianéw. Sprawdz otrzymany wynik. a) x — 7, reszta 3
a) (2 —4x —18) : (x + 3) ¢) (x> —8x+19): (x —5) b) 2z + 3, reszta 5
b) (222 —z—1): (z—2) d) (4$2+6x+7):(x+%) c) x — 3, reszta 4

d) 4z + 4, reszta 5

Przyktad 4
Wykonaj dzielenie (22 — 22 — 2z — 5) : (z — ). SprawdZ otrzymany wynik.

(22 — 2> =22 —5): (z—3) =222 + 2z + 1

—223 4 32
22% —2x — 5
—22% + 3z
T—29
-+ %
—3% Otrzymalismy reszte rowna 73%.

Sprawdzenie:
(202 +2z+1)- (2 —3) =32 =22 - 32 + 22> -3z +2— 2 - 31 =

2 2
=223 —22 -2 -5

Cwiczenie 3

Wykonaj dzielenie wielomianéw. Sprawdz otrzymany wynik.

a) (x® +Te? + 72 —16) : (v +4) c) (22 + 523 + 2% —2x) : (x + 2)
b) (23 =32+ 3z —1): (z — 2) d) (3z* +22° — 72? — 4a) : (- 1)
Cwiczenie 3

a) 2° + 3z — 5, reszta 4

b) 22 — 2 4 1, reszta 1

c) 2z + 2% —x

d) 32° + 32% — 6z — 6, reszta —2
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Cwiczenie 4

a) w(z) = (2 + 1)(z — 2) + 2
b) w(z) = (=222 + 9z — 27)-
(x+3)+85

c) w(z z° +2z° —z)(x — 1)

)= (2°
) (a:) (3% — 622 + 11z +

(=%

I 84 2. Wielomiany

Zwroémy uwage, ze w wyniku dzielenia wielomianu w przez dwumian z — a
otrzymujemy jako iloraz pewien wielomian p oraz reszte r, ktéra jest funkcja
stala.

Przyktad 5

Wykonaj dzielenie wielomianu w(z) = 22*+22+6 przez dwumian q(z) = x+2.
Zapisz wielomian w w postaci w(x) = p(x)q(z) + r(z), gdzie wielomian p jest
ilorazem, a r — resztg z dzielenia wielomianu w przez dwumian q.

(223 + 2+ 0x +6) : (v +2) =222 — 32+ 6

—2x% — 4a? Zauwaz, ze wielomian w zostat
32240z +6 zapisany ze sktadnikiem Oz.
3% + 6x
6z + 6
—6z — 12
—6 Otrzymalidmy reszte rowng —6.

Zatem w(z) = (222 — 3z 4+ 6)(z + 2) — 6.

Cwiczenie 4

Wykonaj dzielenie wielomianu w przez dwumian q. Zapisz wielomian w
w postaci w(z) = p(z)q(z) + r(z), gdzie wielomian p jest ilorazem, a r —
reszta z dzielenia wielomianu w przez dwumian gq.

a) w(a:) =% — 22 + T, q( ) = —92 dZijhm dziellnik

b) w(z) = —2.’L‘3 +322+4, glx)=2+3 7

¢) w(z)=a*+2°—-322+z, glz)=2—-1 w(z )p1( z)q(a )*7“1(7)
d) w(z) = — 2249z — 1, qg(x)=x+2 iloraz reszta

Wielomian w jest podzielny przez dwumian q, jesli reszta z dzielenia wielo-
mianu w przez dwumian ¢ jest réwna zero (jest wielomianem zerowym).

Zadania

1. Wykonaj dzielenie wielomianu w przez dwumian g. Czy wielomian w jest
podzielny przez dwumian g7

a) ():2x2—5m—12, q(z)=2x—4
b) w(z) =2 —22>+3zx—4, qx)=x+2
c) w(z) = —2z*+32>+6, ¢(z)=2—-3
d) w(z) =42® +8z* + 42 -9, g(x)=2+3
e) w(z)

Odpowiedzi do zadan
1. a) w(z) = q(z)(2z + 3), podzielny

=223 —2*+3x—4, qlz)=z—1

b) w(x) = q(x)(2* — 4z + 11) — 26, niepodzielny

¢) w(z) = q(z)(—22* — 62° — 152 — 45) — 129, niepodzielny
d) w(z) = q(x)(4z? — 4z + 16) — 57, niepodzielny

e) w(r) = q(x)(22® + = + 4), podzielny



2. Wykonaj dzielenie wielomianu w przez dwumian q. Zapisz wielomian w
w postaci w(z) = p(z)g(x) + r(z).
a) wz)=24+3zx+4+7, q(xr)=2+3
b) w(z) = 3z* —2?, q(z)=z—-1
c) w(z) =248+ 11z —4, q(z)=2+6
d) w(z) =22+ 72>+ 32 -2, q(x) =2+ 3
3. Sprawdz, czy dzielenie zostato wykonane poprawnie.
a) (—22° + 32 + 120 —9) : (z — 3) = —222 — 32+ 3
b) (—32% + 722 + 62 — 6) : (z — 3) = —3a2 — 22 + 2
) (3t — 82% + 42 + 22 —2): (v —2) = 32% — 222 + 1

4. Przeczytaj podany w ramce przykiad.

Wykonaj dzielenie (22 + 22 — 7Tz + 5) : (22 + 3).
23+ 2> —Tz+5): 2r+3) =2 -2 -2

—23 — 322
—222 —Tx+5
22? + 3z
—4x+5
4x +6

11  Otrzymaliémy reszte 11.
Zatem (22° +2* — Tz +5) = 2z + 3)(2* —x — 2) + 11.
Wykonaj dzielenie wielomianu w przez dwumian q.
a) w(z) =42+ 82 +4x — 9, q(z) =2x+1
b) w(z) = 62+ 52% —4dx — 1, q(z) =3z +4
¢) w(z) =442 — 1z +2, q(z)=1x+3

Powtorzenie

5. Wykonaj dzielenie wielomianéw. Sprawdz otrzymany wynik.
a) (23 —322 —x+8): (z—2) b) (z* 4223 — 2>+ 52 —7): (x+ 3)
6. Wykonaj dzielenie wielomianu w przez dwumian ¢. Zapisz wielomian w
w postaci w(z) = p(z)q(z) + r(z).
a) w(z) =2>+322 —x+5, qglx)=x—2
b) w(z) =223 +42* +x -2, q(v)=2+3
3.a) (—22° =3z +3) - (x —3) = —22° + 32° + 122 — 9, tak

b) (=322 — 2z +2) - (z — 3) = —32® + 72 + 8z — 6, nie
(82 — 222 +1) - (z — 2) = 32" — 8% + 42> + z — 2, nie

4. a) w(z) = (22> + 3z + 1)(2z + 1) — 91
b) w(z) = (2% — z)(3z +4) — 1
c) w(z) = (22> — 4z +2)(3z +3) — 4
5. a) 22 — z — 3, reszta 2
b) 23 — 22 + 22 — 1, reszta —4
6. a) w(z) = (z® + 5z + 9)(z — 2) + 23
b) w(z) = (22* — 2z + 7)(z + 3) — 23

2. a) w(z) = (z* — 32+ 12)-

(z+3) 29

b) w(z) = (32> + 32% + 2+
+2)(z—1)+2

¢) w(z) = (2> +2z —1)

o - @) 4= 2

d) w(z) = (22°+6x)(z+3)—2
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Dzielenie wielomianu przez trojmian kwadratowy

Niech g bedzie wielomianem drugiego stopnia, a w dowolnym wielomia-
nem. Wielomian w mozna przedstawi¢ w postaci w(x) = p(x)q(z)+azx+b,
gdzie p jest pewnym wielomianem, a azx + b jest reszta z dzielenia wielo-
mianu w przez wielomian q.

Przyktad 1
Wykonaj dzielenie (z* + 2 + 3z% — 1) : (2? — ).

(z*+2°+322 402 —1): (22 —2) =2+ 22 +5

—at +2?
22% + 322 + 0z — 1
2% + 222
522 4+ 0x — 1
—5x? + bw
ox — 1

Otrzymali$my iloraz p(z) = z?+2x+5 oraz reszte r(r) = 5x— 1. Wielomian w
mozna przedstawi¢ w postaci:

vt 42+ 327 — 1= (2 + 20 +5) (2 —x) + 5r — 1

Przyktad 2
Wykonaj dzielenie (2% + 8z — 1) : (2 + x + 3).
(2234022 +8x —1): (2 + 2+ 3) =22 —2
—2x% — 222 — 62
—22% + 22 —1
2% + 21+ 6
TR

Otrzymali$my iloraz p(x) = 2z — 2 oraz reszte r(z) = 4z + 5. Wielomian w
mozna przedstawi¢ w postaci:

20° + 87— 1= (22 —2)(2* +x+3) +4x +5

1. Wykonaj dzielenie wielomianu w przez wielomian ¢. Zapisz wielomian w
w postaci w(z) = p(z)g(x) + r(z).
a) w(z ):—Z’m:?’—a:2—0—3$—47 q(x) = 2> —4

b) w(z) = 22* — 32® — bz + 2, q(z) =2*+u

c) w(z) =2 +6, gq(z) =2 +z+1

d) w(z) =42* — 22+ 3, q(z)=2>—-1

Odpowiedzi do zadan
1. a) w(z) = (-3z — 1)(z* —4) — 9z — 8
) w(z) = (222 —5x—|—5)(x +z) — 10z + 2
) w(z) = (z—1) (@ +z+1)+7
() = (42® +4)(a® = 1) = 20 + 7

SR=J

(=%

) w(z) =



2.9. Twierdzenie Bézouta

Po podzieleniu wielomianu w przez dwumian x — a otrzymujemy iloraz p oraz
reszte r: w(z) = p(x)(x—a)+r(z). Reszta w tym przypadku jest wielomianem
stopnia 0 (dalej bedziemy pisaé krétko: reszta r).

Czasami interesuje nas tylko reszta z dzielenia — wéwczas mozemy postapic
jak w ponizszym przyktadzie.

Przyktad 1

Oblicz reszte z dzielenia wielomianu w(x) = ta* + 2% — 3z — 5 przez dwumian

z —4.

Wielomian w zapisujemy w postaci w(z) = p(z)(x —4) 4+ r. Dla x = 4:
wd)=pd)4—4)+r=0+r=r

Obliczamy reszte z dzielenia wielomianu w przez xr — 4:

r:w(4):%~43+42—3~4—5:8+16—12—5:7
Twierdzenie o reszcie

Jesli r jest reszta z dzielenia wielomianu w przez dwumian =z — a, to
r=w(a).

(0] Cwiczenie 1
Udowodnij twierdzenie o reszcie, korzystajac z tego, ze wielomian w mozna
przedstawi¢ w postaci w(z) = p(x)(x — a) + r.

Przyktad 2
Oblicz reszte z dzielenia wielomianu w(z) = 223 + 322 — x + 5 przez dwumian
x + 2, nie wykonujac dzielenia.

r=w(—2)=2-(—2)*+3-(-2)2— (-2)+5=—16+12+2+5 =3
Cwiczenie 2

Oblicz reszte z dzielenia wielomianu w przez dwumian ¢, nie wykonujac dzie-
lenia.

a) w(r) =a%—22°> -2z -3, ¢z)=2-3
b) w(z) =4a® —4a® —x+1, q(z) =z — 3
o) wx)=x"+z*+2+zx+1, qlx)=x+1
d) wx)=a+2* -2 —2+6, q(vr)=2+2

Uczen:

— sprawdza podzielno$é
wielomianu przez dwumian
r — a bez wykonywania
dzielenia

— wyznacza reszte z dzielenia
wielomianu przez dwumian
T—a

— sprawdza, czy dana liczba jest
pierwiastkiem wielomianu,
i wyznacza pozostale pier-
wiastki

— wyznacza wartos¢ parametru
tak, aby wielomian byt
podzielny przez dany
dwumian

— sprawdza podzielnosé¢
wielomianu przez wielomian
(z—p)(z—q) bez wykonywania
dzielenia

— przeprowadza dowdd twier-
dzenia Bézouta

Cwiczenie 1

w(z) =p(z)(z —a) +r,

zatem

w(a) =p(a)(a—a)+r=
=pla)-0+r=r

Cwiczenie 2
a)r=w(3)=0
b)r=w(i)=0

Multitefa

® Czy wielomian jest podzielny
przez dwumian
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Cwiczenie 3
w(1l) =0, jest
w( 1) =0, jest
w(3) = —16 # 0, nie jest
w(—2) = 60 # 0, nie jest

BN 88 2. Wielomiany

Rozwazmy przypadek, gdy reszta r z dzielenia wielomianu w przez dwumian
x — a jest réwna zeru (r = 0), czyli gdy wielomian w jest podzielny przez
dwumian z — a.

Twierdzenie Bézouta

Liczba a jest pierwiastkiem wielomianu w wtedy i tylko wtedy, gdy wielo-
mian w jest podzielny przez dwumian x — a.

Zwrot ,wtedy i tylko wtedy, gdy” w twierdzeniu Bézouta [czyt. bezu] oznacza, ze
jednoczesnie prawdziwe sg dwa zdania:

Jezeli liczba a jest pierwiastkiem wielomianu w, to wielomian w jest podzielny przez
dwumian x — a.

Jezeli wielomian w jest podzielny przez dwumian x — a, to liczba a jest pierwiastkiem
wielomianu w.

Dowéd
Zal6ézmy, ze liczba a jest pierwiastkiem wielomianu w, czyli w(a) = 0. Jesli podzielimy
wielomian w przez dwumian x — a, to otrzymamy wielomian p i reszte r:
w(z) = p(z)(z —a) +r
Podstawiamy = = a:
w(a) =pa)(a—a)+r=r
Ale w(a) = 0, wiec r = 0, co oznacza, ze wielomian w jest podzielny przez = — a.

Zalézmy teraz, ze wielomian w jest podzielny przez dwumian x — a, czyli istnieje taki
wielomian p, ze w(z) = p(x)(x — a). Wéwezas w(a) = p(a)(a —a) = 0, czyli a jest
pierwiastkiem wielomianu w.

Przyktad 3

Ktéry z wielomianéw: w(z) = 234222 — 32— 10 czy u(z) = 2*—52>+2x—6
jest podzielny przez dwumian x — 27

w(2) =242-22-3.2-10=8+8 -6 — 10 = 0, zatem wielomian w jest
podzielny przez dwumian x — 2.
w(2)=2-5-2242.2-6=8-20+4—6 = —14 # 0, zatem wielomian u
nie jest podzielny przez dwumian z — 2.

Cwiczenie 3

Sprawdz, czy wielomian w jest podzielny przez dwumian q.
a) w(z)=a*—-22°+322 -3z +1, qlz)=z—-1

(x) =22* =32+ 62 + 22 -9, ¢(z)=x+1

() =—a2*+2*+ 322+ 11, q(z) =2 -3

(x) =2* +82% + 22+ 16, q(z) =z +2

=2

) w
)
)

o
g

o,

g



W pewnych przypadkach znajomo$é jednego z pierwiastkow wielomianu umoz-
liwia znalezienie pozostalych pierwiastkow.

Przyktad 4
Liczba 2 jest pierwiastkiem wielomianu w(z) = x* — 42? + z + 6. Wyznacz
jego pozostale pierwiastki.

Liczba 2 jest pierwiastkiem wielomianu w, wigc na podstawie twierdzenia
Bézouta wielomian ten mozna przedstawi¢ w postaci:
* —42® + 2+ 6 = p(z)(z —2)
Aby wyznaczy¢ wielomian p, wykonujemy dzielenie:
(2 —4a?+2+4+6): (x—2)=2>—2x—3

—23 + 222
222+ 46
22?2 — 4x
—3x+6
3r—6
0

Zatem z° — 42? + x + 6 = (2® — 2z — 3)(x — 2).
Pozostatymi pierwiastkami wielomianu w sg pierwiastki tréjmianu kwadrato-
wego x2 — 22 — 3. Sg to liczby —1 i 3.

Jesli liczba a jest pierwiastkiem

Cwiczenie 4 wielomianu trzeciego stopnia w,
Liczba a jest pierwiastkiem wielomia- to pozostate pierwiastki tego wie-
nu w. Wyznacz jego pozostale pierwiast- lomianu (jezeli istnieja) mozemy

wyznaczy¢ w nastepujacy sposob:

ki i rozl6z wielomian w na czynniki. e . .
1. Dzielimy wielomian w przez

a) w(z) =2 + 52> + 22 -8, a = —4 dwumian x — a.

b) w(z) =2®+22%> —2x—1,a=1 2. Otrzymujemy tréjmian kwadra-
towy, ktorego pierwiastki (jezeli

¢) w(z) =" —a? =102 -8, a = =2 istnieja) sa pozostalymi pierwiast-

d) w(z) = 23 — 42> -3z +18,a=3 kami wielomianu w. Wyznaczamy
te pierwiastki.

Zadania

1. Oblicz reszte z dzielenia wielomianu w przez dwumian ¢, nie wykonujac
dzielenia.

a) w(z) =—-32%+ 112 + 82— 6, q(z)=z+1
b) w(z) = —22* + 1022 + 2 -8, q(z) =2 —2
¢) w(z)=8x3+4a*> +4x — 4, q(z)=x— %

2

Cwiczenie 4

a) w(z) = (¢ +4)(z* +2-2) = (z +4)(z +2)(z — 1)

b) w(z) = (z — 1)(z® + 3z +1) = (m—l)(m—!— M)(mr %)
¢) wz)=(z+2)(z% -3z —4) = (z+2)(z+ 1)(z — 4)

d) w(z) = (z — 3)(z> — 2 — 6) = (z + 2)(z — 3)*

Odpowiedzi do zadan

1.a)r=w(-1)=0
b) r=w(2) =2
ogr=w(3)=0
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- a

w(z) = (3—T)(@—1)(+2)
b) w(z) = 2(z + 2)(z + %)
(x+1)

¢) w(z) = (z+5)(2® -3z +4
d) w(z) =2(z + 1)
w2

e) w(z)=(z—4)-
(+v5+2)(x—v5+2)

. a) w(z) = (z—2)(z* +x —3),

9 —1-Vi3 -1+Vi3
2 ? 2

I

b) w(x) = (& +1)-

-(22® + 52— 3), -1, -3, 3

c) w(z)=(z—-1)-

. a)

(22 4z — 4),

17 =il 4\/737 71+\/7

d) () (00—2)
(2 + x—l), 2, -2, 1
m =

b) m = —\/_ m =5

c)m=-2,m=

) podzielny

b) u(z) = (z — 3)(z + 1),
w(—1) = =15 # 0,
niepodzielny

¢) podzielny

B 90 2. Wielomiany

2. Liczba a jest pierwiastkiem wielomianu w. Wyznacz jego pozostale pier-
wiastki. Roztéz wielomian w na czynniki.

a) w(z)=2*—62° -9z +14, a=1
b) w(z) = 22*+92? + 132+ 6, a = —2
¢) w(z)=2a*+2z* — 11z +20, a = -5
d) w(z) =22° —32> =3z +2, a=3
e) wx)=a®>—17Tx+4, a=4

3. Sprawdz, ktéra z liczb: —1, 1 czy 2 jest pierwiastkiem wielomianu w. Wy-
znacz pozostale pierwiastki tego wielomianu.

a) w(z) =2 —2> -5z +6 ¢) w(z) =2x% —x* — bz +4
b) w(z) = 22® + 72? + 2z — 3 d) w(z) = —2® + $2° + 4o — 2
4. Dla jakich wartosci parametru m wielomian w jest podzielny przez ¢?
a) w(z) =2+ 52> +mx+3, q(z)=x+3
b) w(z) = =223 + m*2* + . — 6, q(x) =z —2
¢) wxz)=m?z* +ma*+z+7, qlx) =z +1
5. Sprawdz, nie wykonujac dzielenia, czy wielomian w jest podzielny przez
wielomian u.
a) w(z) =z +2* — 42> + 52 — 3, u(x) = (x —1)(z+3)
b) w(z) =Ta* — 622 +3x + 1, u(x) =22 +z—1
¢) w(z) =4zt +2* — 1927 — 4z + 12, u(z) = (z+1)(z +2)(z — 2)

Powtodrzenie

6. Oblicz reszte z dzielenia wielomianu w(z) = 8z* — 42% + 6z przez dwu-
mian q.

a) gl)=z—1 b)gle)=a+1 c)q@)=a+2 d)qx)=z+;

7. Liczba a jest pierwiastkiem wielomianu w. Wyznacz jego pozostale pier-
wiastki. Rozl6z wielomian w na czynniki.

)

b) w(z) =22 +2>+x -1, a=3

¢) w(z)=6x*—-1922+2+6, a =3

d) w(z) =42° + 162° + 92— 9, a = —3

e) w(z) =42 +52° —Tr -2, a=—1
7. a) w(z) = 2(z + 4) (m 1—2_¢§) (l,_ 1+2¢§)

b) w(z) = 2(z — %)(x2 +z41)

o) o)) =6 =B - Pl — o)

d) w(z) =4(z +3)(z — })(z + 2)

e) w(z) =4(x+2)(z —1)(z+ i)



2.10. Pierwiastki catkowite wielomianu

Aby znalezé¢ pierwiastki catkowite réwnania wielomianowego o wspélczynni-
kach calkowitych, mozemy skorzysta¢ z ponizszego twierdzenia.

Twierdzenie o pierwiastkach catkowitych

Jezeli wielomian w(z) = a,2" +a, 12" '+ ...+ a;x+ag (ag # 0) 0 wspo6l-
czynnikach calkowitych ma pierwiastek calkowity, to jest on dzielnikiem
wyrazu wolnego ag.

Dowod
Zalézmy, ze ag,aq, ...,a, € 4, ag # 0 oraz liczba calkowita z; jest pierwiast-
kiem wielomianu w(z) = a,2" + a, 12" ' + ... + a1z + ag. Wowczas:

-1
anxy + ap 1t + oot axy +ag =0

, -1 _ -1 -2
ag = —a, &) —ap 27— o —ayxy = o (—apat T — a2t — L —ay)
Liczba —a,z} ' —a, 1272 —...—a; jest calkowita, wiec o, jest dzielnikiem aj.
Przyktad 1

Znajdz pierwiastki calkowite wielomianu w(z) = 22® + 322 — 8x + 3.
Zgodnie z twierdzeniem, pierwiastkow catkowitych wielomianu w szukamy
wsrdéd dzielnikéw wyrazu wolnego ag = 3, czyli wérdd liczb: 1, —1, 31 —3.
w(l)=2+3-8+3=0
w(—1)=-2+3+84+3#0
w(3)=54+27—244+3#0
w(—3)=—-54+27+244+3=0

Zatem jedynymi pierwiastkami catkowitymi wielomianu w sa liczby 11 —3.

Liczba 1 jest pierwiastkiem wielomianu w.
Liczba —1 nie jest pierwiastkiem wielomianu w.
Liczba 3 nie jest pierwiastkiem wielomianu w.

Liczba —3 jest pierwiastkiem wielomianu w.

Uwaga. Wielomian w z przyktadu 1. ma jeszcze jeden pierwiastek, ale nie jest
on calkowity — jest nim liczba £. Sprawdzenie:

wd) =2 (5’ +3 (@) =8-3It +3-4+3-0

Cwiczenie 1

Wypisz wszystkie dzielniki calkowite wyrazu wolnego wielomianu w i sprawdz,
ktore z nich sg jego pierwiastkami.

a) w(r) =2x% - 32? +4x — 3 ¢) w(zr)=2a*—22*> -5z +6

b) w(x) = 32® + 102* — 9z — 4 d) w(z) =z* — 72? + 10

Cwiczenie 1

a) dzielniki: —1, 1, —3, 3; pierwiastek catkowity: 1

b) dzielniki: —1, 1, —2, 2, —4, 4; pierwiastki catkowite: —4, 1

¢) dzielniki: —1, 1, —2, 2, —3, 3, —6, 6; pierwiastki catkowite: —2, 1, 3
d) dzielniki: —1, 1, —2, 2, —5, 5, —10, 10; brak pierwiastkéw catkowitych

Uczen:
— wskazuje liczby, ktére moga

by¢ pierwiastkami catko-
witymi wielomianu o wspot-
czynnikach catkowitych
rozwigzuje rownanie wielo-
mianowe z wykorzystaniem
twierdzenia o pierwiastkach
catkowitych wielomianu
stosuje twierdzenia o pier-
wiastkach catkowitych
wielomianu do rozktadu
wielomianu na czynniki
przeprowadza dowdd twier-
dzenia o pierwiastkach catko-
witych wielomianu

MultiteZa
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Cwiczenie 2
a) dzielniki wyrazu wolnego:
1,1, -2, 2, —4, 4,
w(—1) = —20 # 0, w(1) =0,
w(—=2) <0, w(2) = -2 #0,
w(—4) <0, w(4) =0,
w(z) = (@ — (o - 1)2,
r=1lubzx=4
b) dzielniki wyrazu wolnego:
1,1, -2, 2,
w(=1)=7#0,
w(l) =3#0, w(-2) =0,
w(2) =28 #0,

() = (z +2)(32% — 3z + 1),
=-2
¢) dzielniki wyrazu wolnego:
“1,1, -3, 3,

(-1)=—-2#£0, w(l) >0,
w(—=3) =0, w(3) >0,
w(z) = (z + 3)(2® + 3z + 1),

w

8

w

a:=—31uba::_3+\/glub
= 73J2r\/3

d) dzielniki wyrazu wolnego:
-1,1, -3, 3,

w(—1) =2#0, w(l) >0,
w(—=3) =0, w(3) >0,

w(z) = (z + 3)(42® + 42 + 1),
1

r=-3lubz=—3

B 92 2. Wielomiany

Przyktad 2
Rozwiaz réwnanie 5z — 82 — bx + 2 = 0.

Dzielnikami wyrazu wolnego ag = 2 sa liczby: 1, —1, 2, —2. Obliczamy wartosci
wielomianu w(x) = 5z* — 8x% — 5z + 2 dla tych liczb:
w(l)=—=6#0, w(-1)=-6#0, w(2)=0, w(—-2)=-60+#0
Zatem liczba 2 jest jedynym pierwiastkiem catkowitym réwnania.
Wykonujemy dzielenie:
(52® — 82 — 51 +2) : (v —2) = 5x° + 22 — 1
i wyznaczamy pierwiastki tréjmianu kwadratowego 5z% + 2x — 1:

—1-v6 _ —1+V6
—5 o T2= 5
ktore sg pozostaltymi pierwiastkami réwnania.

xTr1 =

Cwiczenie 2

Rozwiaz réwnanie. Zacznij od znalezienia pierwiastka caltkowitego.
a) 2° — 622 +92—-4=0 ¢) 2* +62+102+3=0
b) 3234 322 —5x+2=10 d) 42® + 162> + 132+ 3 =0

Przykiad 3
Rozwigz réwnanie 24 + 22° — 622 — 62+ 9 = 0.
Wyraz wolny ag = 9 ma nastepujace dzielniki: 1, —1, 3, —3, 9, —9. Stwier-
dzamy, ze liczba 1 jest pierwiastkiem calkowitym tego réwnania. Zatem wie-
lomian w(z) = 2* + 223 — 62% — 62 + 9 jest podzielny przez x — 1:

(*+22° — 622 —62+9): (x —1) =234+ 32" =32 —9
Otrzymany wielomian rozktadamy na czynniki, grupujac wyrazy:

2 +32° -32-9=2%(x+3)-3(x+3)= (2 -3)(z+3) =
= (. — V3)(x + V3)(x + 3)
Stad:
xt +22% —62% — 62+ 9= (z—1)(x — V3)(z +V3)(z +3)

a zatem rozwigzaniami réwnania sg liczby: —3, —v/3, 11 v/3.

Cwiczenie 3
Rozwiaz réwnanie.

a) o' —42® + 822 — 202 +15=0 d) 2* —2® - 722+ 132 -6 =0
b) z* +2* — 112> — 92+ 18 =0 e) a* —4x* + 62> — 4z +1=0
¢) 22* — 82— 922 —4x —5=0 f) 2* +32° — 522 — 122 +4=0
Cwiczenie 3

a) w(z) = (z —1)(2* - 322 + 52 — 15) = (z — 1)(z* +5)(z —3),x =1 lubz =3
b) w(z) = (z — 1)(z> + 22% — 92 — 18) = (z — 1)(z — 3)(x + 3)(x + 2),
z=-3lubzx=-2lubz=1lubz =3

¢) w(r) = (z+1)(22® — 102>+ —5) = (z + 1)(22° + 1)(z —5), x = —1lubz =5
d) wz)=(z—1)(=* -T2 +6) = (z—1)(2° —z — 62 +6) = (x — 1)*(z + 3)(z — 2),
r=-3lubr=1lubz=2
e)wi)=(—-1)@*-32+3z-1)=@2-=-1)>=@E@-1)"z=1

f) w(z)=(z—2)(z+2)(z* +3z - 1),z = 73%@ lubz=—-21ub z = —3+2Jﬁ
lub x =2




Zadania Odpowiedzi do zadan
1l.a)z=-5lubx=1

1. Rozwiaz réwnanie. b)z =—-21ubz=-1
a) 28 +322 — 9z +5=0 e) 32 + 1122 — 3z +4 =0 lub z =3
c)rz=-3lubz=-1
b) 2> —Tx —6=0 f) br? —2r=1-— 623 lub 7 = —1
c) 2z® +92° 4+ 10z +3 =0 g) 2* — 6 =4a?—bx d)z=128 bz =1
d) 22% — 322 — 3z +4=0 h) —32% + 1522 — 20z + 6 = 0 lub o = 138
e) x =—4
2. Rozwiaz rownanie. f)z=-1lubz=—1
a) 2zt — 72% + 222 + 3z =0 d) 32* +52° — 22 — br —2 =0 lub = 3
: =3
b) '+ 2> —6z+4=0 e) '+ 22° — 82> — 192 —6 =0 g) @
: . ) , We=1-Llubzr=1+28
c) 2z — 623 +522 —3x+2=0 f) dr* 4+ 1223+ 1322+ 62+ 1=0 lub = — 3

2.a)z=—-2lubz=0

3. Wyznacz pierwiastki wielomianu w i rozt6z go na czynniki.
lubx=1lubx =3

a) w(zr) = 2x* — bx? + 2z + 1 ¢) w(z) =az*+32%— 122 —132—15 b)z—1
b) w(z) =a*+ 32> —2—6 d) w(z) = 2* — 22° — 22% + 5z — 2 c)z=1lubz=2
L . d)z=—-1lubzr=-2

4. Rozwiaz réwnanie. lubz =1
a) 2* — 222 + 52— 2 =0 d) 0,42° — 2% + 0,22 + 0,4 =0 e) x =35 lub x = —2
b) lad —Ia? Tz 4+ 1 =0 e) 0,50° —2,52% + 3,52 — 1 =0 lub ¢ = =% Iub & = 3

f =-—11 =—=
¢) ® =2 —Lte—-1=0 f) 0,523 —2,752% + 2,52 +2=0 )@ ub 2
3. a) w(z) =2(z—1)

5. Wyznacz pole powierzchni calkowitej prostopadtoécianu o krawedziach : (m _ %)( — e )
dtugosci x + 1, x + 2 i 3z — 4, jesli jego objetodé jest réwna 24. b) w(z) = (z +2)-

s . T+ 1413 T+ 1-V/13

Powtdrzenie ( : )( : )

¢) w(z) = (z —3)(z +5)
2

6. Wypisz wszystkie dzielniki catkowite wyrazu wolnego wielomianu w oraz (" +z+1
sprawdz, ktére z nich sa pierwiastkami tego wielomianu. o e
a) w(z) =a® —2? —4ax +4 ¢) w(z) =2z*+ 2* +42* — 42 — 3 (JH_ z )(QH_ 2 )

_1 _ _
b) w(z) =2* — 62 + 11z — 6 d) w(z) =2z* — 3% — 5z? + 14z — 8 4.a)x—§1ubm—1}ubw—3
b) x = —11lub z = 3 lub
7. Rozwiaz rownanie. r=3
9203 2 _9_ 3 2 _ @ c)xr=2
a) ?chx 3=0 c)x(+6x 6x — 5 d) 2= 1 lub s =1 lub
b) z* + 52+ 6x+2=0 d) 3z® —z =12 — 1022 z=2
_ 3-VB —

8. Rozwiaz réwnanie. :C):x B lub @ =2 lub
a) z* +22% — 42> —2x +3=0 c) '+ 2® — 42> =3 — bz f)x:Q—%lubx:2lub
b) #* —a®—22—-4=0 d) o* + 2z +6 =2+ Ta? r=4

5. V(z)=(z+1)(z+2)(3z —4) =24,z > 2
p=%

P(z) = 2(z + 1)(z + 2) + 2(z + 1)(3z — 4) + 2(z + 2)(3z — 4)
P(2) =52

6. pierwiastki: a) —2,1,2 b)1,2,3 ¢)1 d) -2, 1

7.a)z=1

b)r=-2—+v2lubz=—-1lubz=—-2++2

gz=-5dz=-3lubz=-Flubz=1
8.a)z=-3lubz=—-1lubz=1

b)z=-1lubz =2

c)z=-3lubz=1

dyz=-2lubz=—-1lubz=1lubz=3

2.10. Pierwiastki catkowite wielomianu 93



Odpowiedzi do zadan
1.a) —4, —2,0,2, 4
b) —2,-2,0, 2,2

3

2.a)z=—1
b)z =1
_ —5-Vi3
®) w= =522,
_ =54Vi3 . _ 1
X = ) ,$—5
_ 2 . _1
d)i——g,x——g

B 94 2. Wielomiany

Pierwiastki wymierne wielomianu

Twierdzenie o pierwiastkach wymiernych

Jezeli wielomian w(z) = a, 2" +a, 12" '+ ...+ ez +ao (a, # 0, ag # 0)
o wspotczynnikach catkowitych ma pierwiastek wymierny x = % oraz pigq
sg liczbami catkowitymi wzglednie pierwszymi, to p jest dzielnikiem wy-
razu wolnego ag, a q jest dzielnikiem wspétczynnika a,,.

Przyktad

Rozwiaz réwnanie 223 + 322 + 7Tx + 3 = 0.

Wypisujemy dzielniki wyrazu wolnego: 1, —1, 3, —3. Zadna z tych liczb nie
jest pierwiastkiem wielomianu w(z) = 2z° + 32 + 7z + 3 (sprawdz), zatem

nie ma on pierwiastkéw catkowitych. Zgodnie z twierdzeniem pierwiastkami
13 _3

wymiernymi wielomianu w mogg by¢ jedynie liczby: %, —3r 5 5
Zauwazmy, ze w(%) > 0, obliczamy wiec warto$¢ dla —%:

w1 =2 (=17 43 (1) 47 (1) +3=-L143_T143=0

2 2
Zatem —% jest pierwiastkiem wielomianu w. Wykonujemy dzielenie:

(2% + 322+ T +3): (x+3) =222+ 22 +6

—2x3 — 22
222+ 72+ 3
222 —x
6x + 3
—6x —3
0

Réwnanie 22° + 322 + 72 + 3 = 0 jest réwnowazne réwnaniu:

(x+3)(222 422 +6) =0
Tréjmian 22 + 2z 4 6 nie ma pierwiastkéw (A < 0), wiec jedynym rozwiaza-
niem réwnania jest liczba —1.

1. Wspdlezynniki wielomianu w sa liczbami catkowitymi. Ktére z podanych

liczb nie moga by¢ pierwiastkami wielomianu w?

a) —4, -2, -1, -1, 1,0, 1,1, 1,2,4; w(z)=—-42+... -1

b) =3, -2, -2 -1,-2,-1,0,3,2,1,2,2,3; w(x)=22"+...+3
2. Rozwiaz réwnanie.

a) 223 +322+3z+1=0 c) 223+ 92°+2—3=0

b) 223+ 2% +3x—-2=0 d) 92* + 923 + 112> + 92+ 2 =0



2.11. Wielomiany - zastosowania

Cwiczenie 1

Dany jest prostopadloscian o krawedziach dtugosci 5 cm, 6 cm i 8 cm. Kazda
jego krawedz zwiekszono o x cm. Wyznacz x, jesli wiadomo, ze objetosé pro-
stopadloécianu wzrosta o 320 cm?.

Cwiczenie 2

7 prostokatnego arkusza kartonu o wymiarach : z z :

30 cm na 40 cm wycieto w naroznikach kwadraty e @

o bokach dtugosci = cm, a nastepnie pozostaly : :

czesé sklejono i otrzymano otwarte pudetko. Z o _____ z !
x x

a) Wyznacz wielomian V' zmiennej x opisujacy
objeto$é¢ otrzymanego pudetka. Okresl dziedzine y

tej funkcji. 4000 ,I
b) Na rysunku obok przedstawiono wykres wielo- 3000 Vv ,I
mianu V. Na podstawie tego wykresu podaj przy-  9qq0 / ,.’
blizone wymiary pudetka o najwiekszej objetosci. 1000 /
/
¢) Sprawdz, czy spelniona jest nieréwnosé: !
) Y ) Of 5 10 15-40 X

V(10) > V(2,5) ,

Cwiczenie 3

7 kwadratowego arkusza kartonu o boku 12 dm wycieto w naroznikach kwa-
draty o bokach & dm, a nastepnie pozostalg czesé sklejono i otrzymano otwarte
pudetko.

a) Wyznacz wielomian V' zmiennej z opisujacy objetosé
otrzymanego pudetka. Okresl dziedzing tej funkcji.
b) Przerysuj ponizsza tabele do zeszytu i ja uzupelnij.
3 1 2 3 4 5
V(z) 100 128 108 64 | 20

¢) Na rysunku obok przedstawiono wykres wie-

lomianu V. Odczytaj z wykresu przyblizone roz-
wigzanie nieréwnosci V(z) < 64 dla = € (0;6). 64 7/L 77777 \\, I
d) Rozwiaz réwnanie V(z) = 64 dla = € (0;6). 40 \ e
OI 1 23 45 6 X

Cwiczenie 3

a) V(z) = (12 — 22)%z = 42 — 4822 + 144z, D = (0;6)
c) = € (0;5) U (46)

d) 42° — 4822 + 1442 = 64 i = € (0;6)

23 — 1222 + 362 — 16 =0

(x—4)(z®> -8z +4)=0
z=41ubxz=4—2/31lubz=4+2/3¢(0;6)

=N

Uczen:

— opisuje wielomianem
zaleznosci dane w zadaniu
i wyznacza dziedzine tego
wielomianu

— rozwiazuje zadania tekstowe,
wykorzystujac dziatania na
wielomianach i réwnania
wielomianowe

Cwiczenie 1
G+2)(6+2)(8+2) =
=5-6-8+ 320

2% + 1922 + 118z — 320 = 0
(x — 2)(z% + 21z + 160) = 0
=%

Cwiczenie 2

a) V(z) = (40—22)(30—2z)z =
= 42® — 1402° + 1200z,

D = (0;15)

b) x ~ 5 cm, V(5) ~ 3000 cm?
Wymiary:

5cm X 20 cm X 30 cm

¢) V(10) = 2000,

V(2,5) = 2187,5

czyli V(10) < V(2,5); nie jest

MultiteZa
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Zadania

Odpowiedzi do zadan

1. V(z) =42*(7T— ) = 1.

= —4a® 4 2822,
D= (0;7)
0,2 dm? = 200 cm?
42%(7 — ) =200 dla x = 5
lub z =1+ 11
P.(z)=2 -2z -2z +4 2z
(7 —z) = 56z
P.(5) = 280 cm?®
P.(1+11) =

= 56(1 + v/11) cm?

2. a) Oznaczmy wysoko$é dachu 2.

przez h. Wowczas:

h=5—z

Pole podstawy graniasto-
stupa:

Po=2z-z+% 2z-(5—2)=
=z(z +5)

V(z) = —22° + 62% + 80z,

D = (0;5) 3.

b) 22(8 — z)(z + 5) = 240
—22° + 62 + 80z — 240 =0
(x—3)(z* —40) =0
z=31ub z = —2/10 lub
x = 2¢/10, ale z € (0;5)
Zatem z = 3.

3. 2%(2z — 1) = 162
x =45 [cm]

Wyznacz wielomian V' zmiennej x opisujacy objetos¢ prostopadtoéciennego
klocka o wymiarach 2z cm X 2z cm x (7 — x) cm. Okredl dziedzing tej
funkcji. Przerysuj ponizszg tabele do zeszytu i ja uzupelnij.

1 =
T = 1 2 %

3
2
24 | 495 | 80 112
Oblicz pole powierzchni catkowitej
tego klocka, jedli wiadomo, ze jego

objetoéé jest réwna, 0,2 dm3.

Domek dla lalek jest graniastostupem prostym
(rysunek obok). Wysoko$¢ domku w najwyz-

szym punkcie jest rowna 5 dm.

a) Wyraz objetosé domku V' jako funkcje
zmiennej x. Okredl dziedzing tej funkcji.

b) Dla jakiej wartosci z objeto$é domku jest réwna 240 dm3?

7 tekturowego kola wycieto figure w ksztalcie
takim, jak pokazano na rysunku obok, i skle-
jono z niej otwarte prostopadloscienne pudetko.
Podstawa pudetka jest kwadratem o boku x cm,
a wysoko$é pudeltka jest réwna (2z — 1) cm. Ob-
licz pole kota, jesli objetos¢ pudetka jest réwna

162 cm?®.

Powtodrzenie

Y
200
?/
00
N
A
O \‘ X
£ S
S /‘L@\
2z dm \\%
d 1z em
2¢ — 1 |z em| 22 — 1

Srednica kota d jest réwna

przekatnej prostokata o bo- 4.

kach: z i 5x — 2.
d:\/x2+(5x—2)2:

= /4,52 + 20,52 = /440,5

Zatem pole kota
P (E)*
= 110,1257 [em?].

B 96 2. Wielomiany

W prostopadtodcianie, ktérego podstawsg jest kwadrat o boku x dm, suma

dhugosci wszystkich krawedzi jest réwna 40 dm.

a) Wyznacz wielomian V' zmiennej x opisujacy objetosé tego prostopadto-

Scianu. Okresl dziedzineg tej funkcji.

b) Dla jakich warto$ci z objetos$é tego pros-

topadloécianu jest réwna 36 dm3?

Do akwarium (rysunek obok) wlano wode
do wysokosci (z — 0,5) dm. Podaj wymiary
akwarium (pomif grubo$é szkla), jesli wia-

domo, ze wlano do niego 112 1 wody.

. a) Wysokos$¢é prostopadloscianu: 10 — 2z
V(z) = 2?(10 — 2z) = —223 + 1022, D = (0;5)

b) —22* 4+ 1022 = 36
22— 522 +18 =0

x=3,x=1—+7,2=1++/7,alez € (0;5)

Zatem z = 3 lub z = 1 + /7.

. 22%(z —0,5) =112 dlaz = 4

Wymiary akwarium: 4 dm X 8 dm X 4dm

(z —0,5) dm, 0,5 dm

2x dm



2.12. Zagadnienia uzupetniajgce
B Wykres wielomianu

Wykresem wielomianu stopnia pierwszego jest prosta, a wykresem wie-
lomianu stopnia drugiego jest parabola. Dokladne narysowanie wykresu
wielomianu wyzszego stopnia, bez korzystania z kalkulatora graficznego
lub komputera, zazwyczaj bywa bardzo pracochlonne.

Ponizej przedstawiono wykresy kilku wielomianéw trzeciego stopnia.
I Y / I« y A% Y ,
/| h m|

[uay

[
[y

——
S
T O
S
—

fl@)=z(z+1)(z—2) h(z) = z(z — 2)2 m(z) = 2(x + 1)%*(z — 1)
11 \ Y 1Ay ?/ VI \ Yy Odpowiedzi do zadan
n 1.1 a) —1,0,2
\¥ \ \ b) (10U (3500)
e % A e

/
\

b) (—o0; —1) U (0;2)

1 X O\ 1 \ X ol 1x ¢) (—00; —1) U (0;2)
\ \ \ IL. a) 0, 2
\ > \ b) (0;2) U (2;00)
c) (0;00)
\ \ IV. a) 0, 2
g(z) = —z(z+ 1)(z — 2) k(z) = —z(z — 2)2 n(z) = —2(z+1)%(z — 1) b) (~00;0)
c) (—o0;0) U {2}
V. a) —1,1
1. Dla kazdego z przedstawionych powyzej wielomianéow podaj: b) (1; o)
a) jego miejsca zerowe, 31{—;} Li(ll; 00)
. a) —1,
b) zbiér argumentéw, dla ktérych przyjmuje on wartoéci dodatnie, b) (—o0; —1) U (=1; 1)
¢) zbiér argumentéw, dla ktérych przyjmuje on wartodei nieujemne. c) (—o0;1)
Multite4a

® Schemat Hornera
* Wykres wielomianu
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Ponizej przedstawiono kilka wykreséw wielomianéw czwartego stopnia.

I v 111 v A\ v
\ ’ \, | \ N
E e EANE] \ /
/) /
(0] | X O (0] 1 X
fl@z)=z(x+2)(z+1)(z—1) h(z) = z(z — 1)(z +2)? m(z) = z?(z — 2)?
II v v v VI v
1 g 1 . 1
] X 0 1 X
| \ L] IR
| \ | | | \

9(z) = —az(z +2)(z + 1)(z - 1)

2. L f(z) =0 dlaz=—2
r=—-1,2=0,z=1,
f(z) >0dlaz e (—o0;—2)U
U(=1;0) U (1;00)

II. g(z) = 0 dla . = —2,
rz=—1,2=0,
z=1, g(z) > 0dla 3.

z € (—2;—1) U(0;1)
III. h(z) =0 dla z = —2,
r=0,z=1,
h(z) > 0 dla

z € (—o0;0) U (1;00)
IV. k(z) =0dla z = -2,
r=0,z=1,
k(z) > 0dlaz e {—-2}U(0; 1)
V.m(z)=0dlaz =0, z =2,
m(z) >0dlaz €R
VL. n(z)=0dlaz =0,z =2,
n(z) > 0 dla z € {0,2}

8.A-hB-fC-g

B 98 2. Wielomiany

k(z) = —z(z — 1)(z + 2)?

n(z) = —z*(z — 2)?

2. Podaj dla kazdego z przedstawionych powyzej wielomianéw miejsca zerowe

oraz zbiér argumentow, dla ktérych wielomian ten przyjmuje wartosci nie-

ujemne.

Ponizej przedstawiono szkice wykreséw wielomianéw: f, g i h.

A.

Y

B.

Y

C.

\

Y

1\/3){

f(@) ==z(x—1)*(z - 3),
9(x) = (z+ 1)*(z - 4)%,

hi(z)=x(x+1)(x—1)(x — 3)

1\/3 X —1

Dobierz szkic wykresu do kazdego z podanych nizej wielomianéw.




B Schemat (algorytm) Hornera

Schemat Hornera (William Horner — angielski matematyk, zyt w latach
1786-1837) pozwala na zmniejszenie liczby wykonywanych operacji mno-
zenia podczas obliczania wartosci wielomianu dla danego argumentu.

Rozpatrzmy wielomian:
w(z) = asx® + ax® + a1 + ag =
=Q3-T-T-T+ay-T-T+a;-T+ a
Aby obliczy¢ wartosé tego wielomianu dla danego argumentu, nalezy wy-
konaé szes¢ dziatan mnozenia i trzy dodawania.
Zauwazmy, ze:
w(z) = a3z’ + a2 + a1z + ap =

= (azz® + azz +a,) -z +ap =

=((az-x+ax) - c+a)- x+ap
Korzystajac z otrzymanej postaci wielomianu w, mozemy obliczy¢ jego
wartosé¢ dla argumentu x = a, wykonujac trzy dziatania mnozenia i trzy
dodawania.
Jesli wprowadzimy oznaczenia:

w(a) = ((,a3-a+ag)-a+ay) - a+ag

3y
[);), = as

bo = abs + a2
b1 = aba + a;

bo = ab1 + ap = w(a)

to obliczenia mozemy przedstawi¢ w postaci schematu:

as (03] aq Qg
+ + +

a ‘ o (lbg o CLb2 &7 CLbl
v

bg 1)2 bl b(]

Przyktad 1
Dany jest wielomian w(x) = 423 — 5%+ 7z — 20. Korzystajac ze schematu
Hornera, oblicz w(2).

by =4 Zapis w postaci schematu:
bp=2-4—-5=3 4 -5 7 —20
- -
b)=2-3+7=13 5
2 28 a 26 o ,26
by=2-13-20=6 | L 7 7
Zatem w(2) = 6. 4 3 13 6
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4. a)
2 -5 —4 7
3 ‘ 6 3 -3
2 1 -1 4
w(3) =4
b)
5 —6 -3 1 -1
9 10 8 10 22
5 4 5 11 21
w(2) = 21
Komentarz

Schemat Hornera mozemy
réwniez wykorzystaé do
szybszego szukania pierwiast-
kéw catkowitych wielomianu

o wspoétczynnikach catkowitych.
Oczywiscie wykorzystujemy
wtedy dzielniki wyrazu
wolnego. Jedli dla danego
dzielnika reszta bedzie réwna
zero, to dzielnik ten jest
pierwiastkiem, a algorytm
stosujemy dalej dla otrzy-
manego ilorazu. Jesli dla
kolejnego dzielnika reszta
bedzie rézna od zera, to prze-
kreslamy caty wiersz, zeby sie
nie myli¢, i schemat stosujemy
dla nastepnego dzielnika.

6. a) 62° + 15z + 35, reszta 114
b) 222 — 10, reszta 11
c) x —4ZB —2x 4, reszta —16
d) 2% —22% — 2+ 1, reszta —4

I 100 2. Wielomiany

4. Oblicz warto$¢ wielomianu w dla argumentu a. Skorzystaj ze schematu
Hornera.

a) w(z) =223 -5z —4x+7, a=3
b) w(z) =5z* —62® — 32>+ —1, a =2

Schemat Hornera mozemy réwniez wykorzystaé do wyznaczenia ilorazu
i reszty z dzielenia wielomianu przez dwumian z — a.
Rozpatrzmy wielomian w(z) = azz®+asx?+a,x+ag. Zgodnie z przyjetymi
poprzednio oznaczeniami mamy:
w(z) = azz® + a2x® + a1z + ag =

= byz® + (by — abs)z® + (by — aby)x + by — ab; =

= (b32® + by + b1)x — (b32® + box + b1 )a + by =

= (bsx® + by + by)(z — a) + by
Zatem bsx? + byx + by jest ilorazem, a by reszty z dzielenia wielomianu w
przez dwumian z — a.

Przykfad 2
Wyznacz iloraz p i reszte r z dzielenia wielomianu w(z) = 5z —Tx?+3z—3
przez dwumian x—2. Wielomian w zapisz w postaci w(z) = p(z)(z—2)+7.

Sporzadzamy schemat:

5 -7 3 -3
+ o+ o+

117110 :\/ 6 :Wyf].S
2
5 3 9 15

Ze schematu odczytujemy iloraz p(x) = 522 +3x+9 i reszte r = 15. Zatem
w(z) = (522 4+ 3z + 9)(z — 2) + 15.

—102® — 292 4 2) : (v — 4).
Poréwnaj zapis tego dzielenia z podanym nizej zapisem dzielenia wyko-
rzystujacym schemat Hornera.

3 —-10 0

! 12 8 32 12
3 2 8 3 14

5. Wykonaj w sposéb tradycyjny dzielenie (3z*

_99 Zwrb¢ uwage na
wspoétezynnik 0 przy z2.

6. Wykonaj dzielenie wielomianéw, korzystajac ze schematu Hornera.
a) (62 — 322 — 10z +9) : (z — 3) ¢) (z*—62%+62%>—8): (v —2)
b) (223 + 422 — 10z — 9) : (z + 2) d) (#*—bx?2—x—2): (x+2)

5. (3z* —102® — 292 4+ 2) : (z — 4) = 32° + 22° + 8z + 3

—z* + 1223
222 — 29z + 2
—22% + 822
8z% — 29z + 2
—8z2 + 32z

3z + 2
—3x + 12
14



Zestawy powtdrzeniowe

M Zestaw |

1.

Dane sa wielomiany w(x) = z® — 1 i p(z) = 22> + 4z + 1. Wyznacz wielo-
mian u i podaj jego stopien.

a) u(z) = 2w(z) + (1 — z)p(x)
Wykonaj dzialania, korzystajac ze wzoréw skroconego mnozenia.

a) (z+2)° + (z+2)° ¢) (3z+2)*+ 3z —2)?

b) (z+ %)3 —(z - %)2 d) (2% —2x)3 — (2* + 22)3
Podaj sume wspétezynnikéw wielomianu u.

a) u(r) = (222 —1)? — (22— 1)? ¢) u(r) = (z —2)° — (v —2)*
b) u(z) = (22 +8)(V8 —z)(x +2v2)  d) u(z) = (> +ax+1)(22—z+1)

Roz167 wielomian w na czynniki.

a) w(z) = 3a* — 322 d) w(x) = 52° — 102® + 5z
b) w(z) = 223 + 422 + 2x e) w(z) = —32° + 302° — 7hx
¢) w(z) =%+ 72° + 62* f) w(z) = 3225 — 162 + 222

Dany jest wielomian w, dla ktérego w(—1) =4 i w(0) = 3. Oblicz a i b.
a) w(z) =2+ (a — b)a? — 4z + & b) w(z) = —az® + 32? +a — 6b

Rozwiaz réwnanie.

a) br? 42z +2° =0
b) —2z% — 622 + 8z =0
c) #° =Tzt + 1223 =0

d) 2025 + 2° = 2*

e) 4z° + 23 = 4z*

f) ot =22° +2°

Zbiér A jest zbiorem miejsc zerowych wielomianu u, zbiér B — zbiorem

miejsc zerowych wielomianu v, zbiér C' — zbiorem miejsc zerowych wielo-
mianu w. Wyznacz zbiér (AU B) \ C.

a) u(zr) = 2% — 22, v(z) =23+ 22% w(z)=12° -4z

b) u(z) = z* — 322, v(z) =2* + 922, w(z) = ia* + 92°

Roz167 wielomian w na czynniki i podaj jego pierwiastki.

a) w(zr) =a® —22% — 2z +4 d) w(z) =1252% — 27
b) w(z) = 2t + 2° — 42% — 4o e) w(z)=27z"+ i
¢) w(z) =5x%+2*— 152z — 3 f) w(z)=—142°+ Tz

. a) w() = (¢ + v2)(x — VI)(z - 2),

pierwiastki: —v/2, v/2, 2
b) w(x) = a(z + 2)(z + 1)(z — 2),
pierwiastki: —2, —1, 0, 2

¢) w(z) =5(z + V3)(z + 5)(z — V3),
pierwiastki: —/3, —é, V3

d) w(z) = 5(z — 2)(252% + 152 4 9),
pierwiastek: %

e) w(z) =27z(z + 1)(z° — sz + =),
pierwiastki: —%, 0

f) w(z) = —14x(a:+ @)(m — ‘/—5),

2
pierwiastki: —g, 0, g

Odpowiedzi do zadan

1.

a) u(z) = —2x% + 3z — 1,
st(u) =2

b) u(z) = —22° — 1a2*+
—22° +1,st(u) =5

= 32z%(xz — )2

z+ 1)°
a) w(-1)=a—%+3=4,
w(0) = £ =3, wiec
a=4,b=
b) w(~1) = 2a — 6b+3 = 4,
w(0) = a — 6b = 3, wiec
a=—2,b:—%
a)z=0
b))z =—4lubz=0lubz =1
c)z=0lubz=3lubz =14
d)z=—-3lubz=0
lubz =1

e)z=0lubz =1

f)z=—-1lubz =0
lubx:%

.a) A={0,1}, B = {-2,0},

C={-2,0,2}
AUB\C = {1}

b) A= {-V3,0,V3},
B = {0}, C = {-27,0}
AUB\C = {—/3,V/3}
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9.a)z=2; 0 . wigz rownanie. Ile pierwiastkéw tego rownania nalezy do przedzialu
b) zx =—-51lubz = —1lub

=11 e) 812° — 922 — 92 +1 =0
— _ - _1

c) x=—-2lubz=—3lub f) 2t +a® — 8z —8=0
rz=2; 0
W) = =5 b 5 = 7L Tl g) 8z* +2®+64x+8=0
z=3; 1 h) 4% — 23 — 42> +1=10
e)z=—3lubz=3lub
z=1; 3 10. Dla jakich wartoéci m liczba a jest pierwiastkiem wielomianu w?
f)zr=-1lubz=2; 0 a) w(x)=x*+2m—1Da2? - 32 +7, a=2
gz=—2lbzr=—3 1 b) w(z) = —2® + ma? —ma+5, a=3
h)xl_;_ lub z = 3 Iub c) w(z)=a*+322+ (m* —2m)x +2, a= -2
T = )

10. a) w(2) = 8m +5 =0 dla 11. Rozl6z wielomiany u i v na czynniki, grupujac wyrazy. Ile réznych pier-
m=-3 wiastkow ma wielomian u - v?
1b) (e = G =22 = U dlln a) u(x) =12® —32? + 4z — 12, v(x) =2® — 32 — 4z + 12
i), = Al
O w ot iamis= D) ule) =t~ 2~ 9w 418, o(e) =2 +a? 0z — 9
=0dlam=-1,m=3 c) u(z) =a+22* —2x -2, v(z)=2z"—2* -8z +4

11. a) u(z) = (z — 3) (2 + 4),
v(@) = (z—3)(&—2)(x+2), MWZestaw Il

3 pierwiastki

b) u(z) = (z—2)(z—3)(z+3),
v(z) = (z + 1)(z — 3)(z + 3), a) wz)=z*4+x+1,a=3 b) w(z) =z*+2+1,a=—3
4 pierwiastki ] ) ]

¢) u(z) = (e+2)(z—1)(z+1), 2. Przedstaw wielomian w w postaci w(z) = (z + 2)p(z) + r(x).

1. Wyznacz iloraz i reszte z dzielenia wielomianu w przez dwumian x — a.

v(z) = 2(z — 3)(z - 2)(z +2), a) w(r) =2+ 22 +5 c) w(z) =4z’ +82° —2? — 2w
5 pierwiastkéw b) w(x) =322 4 +1 d) w(x) =23 4322 -9 —2
Zestaw I

Liczba a jest pierwiastkiem wielomianu w. Wyznacz jego pozostale pier-

1. ER 10 ta 31 . . L. . .
8) o + 3 + 10, reszta wiastki. Rozléz wielomian w na czynniki.

3 1,.2 5 5

reszta 2k a) w(x) =x* —bx? —2x +24, a= -2
2. a) w(z) = (z +2)(z? — 2z + b) w(z) =a* — 222 —9x + 4, a=14

+6) =7 ) c) wz) =22+ +x—1, a=4

b) w(z) = (z +2)(z” + 1) —

¢) w(z) = (z+2)(42> — ) 4. Rozwigz réwnanie.

(i)llf)(?;)($+2)(ir2+£+ a) 23— 622+ 11z — 6 =10 e) 2% — 92 —4x —5=0
b) * — 6z — b5z — 14 =0 f) 152 + 822 — 9z —2=10
c) 23 +52°+8x+6=0 g) '+ 2% —42? —20+4=0
d) 2> —2*-32-9=0 h) 2* — 2% — 72 + 52+ 10 =0

B.a)z=3,z=4, wx)=(x+2)(z—3)(z — 4)
b)z=-1-v2 z=—-1++2,

w(@) = (@ +1+ VI +1- V3@ —4)

nie ma wiecej pierwiastkéw, w(z) = 2(z — 1)(z® + 2 + 1)

_llubm—21ubw—3

:—llubw———lubm—g
=-92lubz=—2lubz=1lubz=+2
=—vVblubz=—-1lubz=21lubz=+5
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Rozwigz réwnanie.

a) ¥® +5x = 62% — 6

b) 3z% -3 ="T2? — Tz

c) (Z*—1D(z+3)=x—-1

d) o'+ 22% — 2% = 6 — 4x

e) 2+ +at=1+2

f) —bz(z*—z—-1)=6—2"

Dla jakich warto$ci parametru a wielomian w jest podzielny przez dwu-
mian g7

a) w(z) = (a+1D)a*—x+d? qlx)=o-1

b) w(z) =2 — 6x —3a, q(z) =2 —a

Wyznacz warto$¢ parametru a, dla ktérej reszta z dzielenia wielomianu
w(z) = 2® + ax — 3 przez dwumian:

a) x — 1 jest réwna 4, b) x + 2 jest réwna 5.

\
Podaj wzér funkcji opisujacej objetos¢ prostopa- |
dloécianu przedstawionego na rysunku obok. Dla !
e .. s L I
jakiej wartosci z objetosé tego prostopadlo$cianu -

- /\'
jest réwna 127 44

Dany jest prostopadloscian o krawedziach: z c¢m, (x — 3) c¢cm, (z + 5) cm
i objetoéci 30 cm?®. Uzasadnij, ze suma dtugoéci wszystkich krawedzi tego
prostopadloscianu jest mniejsza od 56 cm.

10. Dany jest prostopadloscian o krawedziach: x m, (z + 1) m, (dz — 3) m
i objetosci 0,75 m?. Ktéra $ciana tego prostopadlo$cianu ma najmniejsze
pole? Oblicz to pole.

11. KrawedZ podstawy graniastostupa prawidtowego szeSciokatnego ma dtu-
gos¢ (2z — 3) dm, a jego wysoko$¢ jest réwna (z — 3) dm. Oblicz pole
powierzchni catkowitej tego graniastostupa, jesli ma on objetosé %g dm?3.

12. Drewniana belka ma ksztalt graniastostupa (rysunek ponizej), ktérego ob-
jetosé jest rowna V. Oblicz dtugo$é najdtuzszej krawedzi tej belki.

a) V=24 dm? b) V =28 dm?
2 > >
z dm ‘210’1@ X‘L\é z dm X%\é
g NG S
zdm zdm zdm
10. z(z +1)(40 — 3) = 0,75 i © > 2, zatem = = @

11.

Dtugoéci krawedzi prostopadltoscianu: @ m, ‘/52"'2 m, (2v/3 — 3) m,
czyli §ciana o krawedziach (2v/3 — 3) m, Y3 m ma najmniejsze pole:

2
P=(3-22) m?~04m?

Vie)=6- 22228 (5 _ 1) = 3¥8(4% _ 140 + 150 — 4,5), z > &
V(z) = % dm?® dla z = 2 dm

Wtedy krawedz podstawy: 1 dm,

wysokosé graniastostupa: % dm,

pole powierzchni catkowitej: 6-1-3 +2-6- 28 = (9 4+ 3y/3) dm®.

5.

12.

a)sz—ﬁlubxz?lub
z=2+7

b)xz=1

c) z=-2—+21lub
r=-24++2lubzx=1

d)z=-3lubz=1
e)z=—-1lubz=1
f)z=—1lubz=1lubx =2
lubz =3

a) w(l) =a+a® =0,
gdy a = 0.

b) w(a) = a® — 9a = 0, gdy
a=—-3luba=01uba=3.

a) w(l)=a—2=4dlaa=6
b) w(—2) = —-11—-2a =5 dla
a=—8

V(z) = 2® + 322 — 4z,

D = (1;00),
V(iz)=12dlaxz =2

. x(z—3)(x+5)=30iz >3,

zatem r = \/ﬁ

Suma dlugosci krawedzi:
S(z) =12z + 8,

S(v/15) = 12/15 + 8 <
< 12V/16 +8 = 56

a) V(z) = 3z-2z(2z+2) = 24
x = 2 dm, czyli najdtuzsza
krawedz ma dlugosé 6 dm.

b) V(z) = (352 (62+8) =
=28

x = 1 dm, czyli najdtuzsza
krawedz ma diugosé 14 dm.

Zestawy powtdrzeniowe 103 I



Komentarz

Po oméwieniu przyktadu

warto zaproponowaé uczniom,
aby samodzielnie zapisali

plan rozwiazywania zadania.
Nastepnie warto przeanalizowaé
ten plan wspoélnie z uczniami,
aby lepiej przyswoili sobie taki
sposéb postepowania. Przy-
ktadowy plan rozwigzywania
zadania:

Cel: obliczenie obwodu
prostokata w zadaniu ze
zmienny, t.

1. Zapisanie dtugosci bokéw
prostokata przy pomocy
zmiennej t.

2. Zapisanie pola jako funkcji
zmiennej t.

3. Zapisanie réwnania — przy-
réwnanie pola do wartosci danej
w tresci zadania.

4. Rozwiazanie réwnania.

5. Wyznaczenie dtugosci bokow
i obliczenie pola.

Uwaga. W omawianym zadaniu
podana jest dziedzina funkcji
zmiennej t. Warto przypomnieé
uczniom, ze jezeli dziedzina

nie jest podana, to nalezy ja
wyznaczyc.

dlanauczyciela.pl | Klaséwka 2
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I 104 2. Wielomiany

@ Sposaéb na zadanie

Przyktad Y
Dwa wierzchotki prostokata ABCD o polu réwnym 8
lezg na osi OX, a dwa pozostale — nad osig OX i na-
leza do paraboli o réwnaniu y = 6—x2. Wierzchotki te
maja wspolrzedne: A(t,0), B(t,6 —t%), C(—t,6 —t?),
D(—t,0) dla pewnego t € (0;4/6) (rysunek obok).
Oblicz obwdd tego prostokata. -6 NG
[ DO

y=06—x2

Zauwazmy, ze |AD| = 2t oraz |AB| =6 — t*.
Zatem pole prostokata:
P =|AD| - |AB| = 2t(6 — t?) = 12t — 23

Pole prostokata jest rowne 8, wiec rozwiazujemy réwnanie:

—2t% + 12t = 8
—2* +12t =8 =0 /:(-2)
P —6t+4=0

Pierwiastkéw catkowitych tego réwnania szukamy wéréd catkowitych dzielni-
kow liczby 4. Takim pierwiastkiem jest liczba 2, gdyz:

22-6-24+44=8-12+4=0
Wielomian w(t) = ¢3 — 6t + 4 dzielimy przez dwumian ¢ — 2:
(4082 —6t+4): (t—2) =2 +2t — 2

—t3 + 2t2
2t — 6t +4
—2t% 4+ 4t
-2t +4
2t — 4
0

Wyznaczamy pierwiastki tréjmianu kwadratowego t2 + 2t — 2:
A=2>—4.-(-2)=12, VA=12=2V3

b= 228 = 1 V3¢ (0:V6)

ty =228 — 14 /3 € (0;V6)
Pole prostokata ABCD jest réwne 8, gdy t = 2 lub t = /3 — 1.
Jedli t = 2, to |AD| = 4 oraz |AB| = 6 — 2% = 2. Obwdd prostokata jest
wowcezas réwny 12.
Jesli t = /3 — 1, to |AD| = 2v/3 — 2 oraz |AB| = 6 — (V3 — 1) = 2+ 2V/3.
Obwdd prostokata jest wowczas réwny 8v/3.

Odpowiedz: Obwéd prostokata jest réwny 12 lub 8/3.



Zadania testowe

V)

Rozwiaz zadania i zapisz odpowiedzi w zeszycie. W kazdym zadaniu tylko
jedna odpowiedz jest poprawna.

1.

10.

10.

Wielomian w(z) = —2x!+ar?+2x—4 spetnia warunek w(v/2) = —w(—v/2).

Wynika stad, ze:

A. a=6, B. a =4, C.a=2, D. a= -2
Dany jest wielomian w(z) = (2 — z)° - (V2z — 1)3. Wspélezynnik przy
najwyzszej potedze tego wielomianu jest réwny:

A. —8V2, B. —2v2, C. 2V/2, D. 82.

Jesli w(z) =222 — 61 u(x) =

A. f(z) = w(x) + 2u(z),
B. f(z) = 2w(z) — u(),

-z + 4z + 2, to f(2) =4 dla:

C. f(2) = w(@) - u(),
D. f(z) = w(z) - (u(z) + 2).

Ktoéra para punktéw nalezy do wykresu wielomianu w(z) = 2% — 2? + 67
A. A,(-1,4), A>(1,4) C. Ci(—1,52), C2(3,6%)

B. B,(2,8), Bx(—2,6) D. D;(-%,2), Dy(3,73)

278
Dany jest prostopadloécian o krawedziach: x —4, x 44, 22 — 4, gdzie 2 > 4.
Objetosé tego prostopadioécianu jest opisana wzorem:

A. V(z) =z — 16, C. V(z) = z* — 162? + 16,

B. V(z) = 2* — 64, D. V(z) = z* — 202* + 64.

Reszta z dzielenia wielomianu w(z) = z* — 1822 — 3x 4 32 przez dwumian
x 4 /2 jest réwna:

A. -2, B. V2, C. 2, D. 3v2.
Pierwiastkiem wielomianu w(z) = 2 — (4 + 2v/3)z jest liczba:
A. —V3, B. /3, C.1—-/3, D. 1++/3.

Liczby —3, 1 sa jedynymi pierwiastkami réwnania:
A. 23 + 222 = 3z, C. (z —1)*(2* + 62 +9) =0,
B. 2 +322 —2—3=0, D. (z? —1)(x +3)?=0.

Ile rozwigzah ma réwnanie 7 — 2® = 2% — 17
A1l B. 2 C.3 D. 4

Iloczyn niezerowych pierwiastkow réwnania 87 + 123 = 42° jest réwny:
2

A 1L B. -1 C. 2, D. 4.

47 27

7 4

L |

gt —1)—(z®*-1)=0
(z*—=1)(@=2*-1)=0
z=—-1llubz=1

8" — 4z® + %x3 =0

12%(162" —82° +1) =0
12®42® — 1) =0
x:OIubw:—% lubx:%

L w(V3)

=—-124+2V2+2a
—w(—2) =12+ 2v2 — 2a
a=26

. Wspélczynnik przy najwyz-

szej potedze pierwszego czyn-

nika jest rowny —1, a drugiego

2V/2, zatem:
-1-2v2=-2V2

L w(2) =2, u(2) =2

. Vi(z) = (w—4)(w+4)(w2—4) =

= (¢ - 16)(z* —4) =
=z* — 2022 + 64

cw(—v2) =4—18-243V2+

+32=13v2

. w(z) = z(z? — (4 +2V3))

A (—V3)2=9#4+2V3
B. (vV3)2=9#4+2V3
C.(1-+3)2=12—-4V/3#
#4423
D.(1+v3)?*=4+2V3

A z(2? 422 -3)=0

B.(z+1)(z—1)(z+3) =
C.(z—1)*=z+3)?%=0
D. (z+1)(z—1)(z+3)2=0

Zadania testowe 105 I



. w(z) = (2®=3)(z*+322+9) =
— (ZBZ)B _ 33

w (V9) = 9% — 27 =54

. (VB —3)’ =156 —21v3

a=15b=-21

(@ +8)(z+1)=0
w= =l

. w(z) = 23 (2+2)—16(z+2) =
= (2 - 16)(z +2) =
=(z+2)(z+4)(z—4)
z€Zilz|<4

xr=—-2

V()=z(z+4)(2z —4) =
= 223 + 42% — 162,

D = (2;00)

V(z) = 32, gdy

(22 — 8)(z + 2) = 0, czyli

z = —2v2 lub z = 2v/2 lub

xz = -2, ale D = (2;00).

Zatem V(z) = 32 dla

m = 2\/5.

. w(z) = (z — 3)(32 + 62 + 2)

3¢ +6z+2=0

A =12

1 = 73?/57 Ty = —3;\/5

nie sa liczbami wymiernymi.

- f(z) = g(x), gdy

%x?’ — %m = x, czyli:

z(z? —9) =0

z(z+3)(z—3)=0

Punkty wspélne wykreséw

fig:(0,0), (—3,-3), (3,3).

I 106 2. Wielomiany

@ Przed obowiazkowa maturg z matematyki

B Zadania krétkiej odpowiedzi

Zadanie 1 (2 pkt)

Oblicz warto$é¢ wielomianu w(z) = (z++/3)(z —v/3)(2* +32%249) dla z = /9.
Zadanie 2 (2 pkt)

Objeto$é szescianu jest réwna ay/64bv/3 dla pewnych a,b € Z. Wyznacz a i b,
jesli dtugosé krawedzi tego szedcianu jest réwna v/6 — v/3.

Zadanie 3 (2 pkt)
Rozwigz réwnanie 23 + z2 4 8z + 8 = 0.

Zadanie 4 (2 pkt)
Ktére z liczb catkowitych o wartosci bezwzglednej mniejszej od 4 sg pierwiast-
kami wielomianu w(z) = 2® 4 22* — 162 — 327

B Zadania rozszerzonej odpowiedzi

Zadanie 5 (4 pkt)

Podaj wzér wielomianu opisujacego objetosé
pudetka w zaleznosci od x (rysunek obok).
Jaka jest dziedzina tej funkcji? Dla jakiej
wartoéci x objetosé¢ pudetka jest réwna 327

2 —4

rz+4

[] Zadanie 6 (3 pkt)

Uzasadnij, ze trojmian kwadratowy, ktory otrzymamy w wyniku podzielenia
wielomianu w(z) = 32® — 322 — 16z — 6 przez dwumian x — 3, nie ma pier-
wiastkow wymiernych.

Zadanie 7 (3 pkt)
Wyznacz punkty wspélne wykreséw funkcji f(z) = t2° — %x ig(z)==x.

[0] Zadanie 8 (5 pkt)

Kazdy z przedstawionych obok

prostopadtoscianéw ma obje- j‘r
tos¢ réwna 120. Uzasadnij, ze 3
prostopadtosciany te maja réw- 2b
ne pola powierzchni catkowi- Q N
X X
tych. S A
3a b+ 2

Zadanie 9 (5 pkt)

Dwa wierzchotki prostokata leza na osi O X, dwa pozostale naleza do paraboli
Yy = %xQ + 2. Wyznacz wspoélrzedne wierzchotkéw tego prostokata, jezeli jego
pole jest réwne 39.

8. Vi(a) = 3a(a + 2)(2a + 1) = 6a> + 15a* + 6a = 120, czyli a = 2.
Dtugosci krawedzi: 4, 5 i 6.
Va(b) = 2b(b+ 2)(b+ 1) = 2b® + 6b + 4b = 120, czyli b = 3.
Dtugosci krawedzi: 4, 5 i 6.
Oba prostopadto$ciany maja krawedzie tej samej dlugosci,
zatem ich pola powierzchni catkowitych sg réwne.

9. Dlugosci bokéw prostokata: 2¢, ¢ + 2.
Pole prostokata: 2¢ (%tQ 4 2) =39,t>0.
t=3

Wspélrzedne wierzcholkéw: (—3,0), (3,0), (3,32), (-3,12).
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