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Funkcja kwadratowa

Jesli pominie sie opor powietrza, mozna przyjac, ze tor lotu rzuconej pitki lub
wystrzelonego pocisku jest fragmentem paraboli (kolor niebieski na rysunku).
Jednak ze wzgledu na opér powietrza tor ten ma ksztalt krzywej balistycznej
(na rysunku zaznaczona kolorem czerwonym).

Y
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Uczen:
— szkicuje wykres funkcji
f(z) = az? i odezytuje
z wykresu jej wlasnosci
— szkicuje wykres
funkcji kwadratowej
f(@) = alz—p)*+q
i odczytuje z wykresu jej
wlasnosci

Cwiczenie 1
a) Y

X
O] 1 X
b) y
\ /
\ /
\ /
O] 1 X
Cwiczenie 2

a) 8 b) 3 c)% d)é

Cwiczenie 4
A B

Multitefa

e Posta¢ ogolna funkgji
kwadratowej

* Wykres funkcji kwadratowe;j

® Parabola — wtasciwosci i
zastosowanie

® Krzywa taricuchowa i krzywa
balistyczna

dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 1.1

Generator

testow i sprawdzianow
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1.1. Wykres funkcji kwadratowej -

powtdrzenie

Wykresem funkcji y = ax?, gdzie a > 0,
jest parabola o ramionach skierowanych
do géry. Jej wierzchotkiem jest punkt
0(0,0). Na rysunku obok przedstawiono
wykresy funkcji:

flx)=a® i g(z) = j2?

Cwiczenie 1
Naszkicuj wykres funkcji:
a) y = 2x7, b) y = ja°

Cwiczenie 2

Punkt P nalezy do paraboli y = az?. Po-
daj warto$¢ wspolczynnika a.

a) P(3,2) c) P(V3,1)

b) P(2—727 12) d) P(—2v2,%)

Uwaga. Méwimy ,,parabola o réwnaniu y = ax?” lub krétko

Wykresem funkcji y = ax?, gdzie a < 0,
jest parabola o ramionach skierowanych
w dét. Jej wierzchotkiem jest punkt
0(0,0). Na rysunku obok przedstawiono
wykresy funkcji:

fle)=—2? i glz) = —4a®

Cwiczenie 3

Naszkicuj wykres funkcji:

a) y= —212% b) y=—iz%
Cwiczenie 4

Ktore z punktow:
AL, -2), B(—E,-1), ¢(4,2),
D(-%,-18), B(£.-1)
naleza do paraboli y = —8z%?
Cwiczenie 3

1

=

I

PN\1 X O




Przyktad 1

Na rysunku obok przedstawiono wykresy funk-
cji f(z) = ta? oraz:

«g(x) = 12°+2 - otrzymany przez przesuniecie
wykresu funkeji f o 2 jednostki w gére (punkt
(0,2) jest wierzchotkiem paraboli),

« h(z) = $2°—3 - otrzymany przez przesunigcie
wykresu funkcji f o 3 jednostki w dét (punkt
(0, —3) jest wierzcholkiem paraboli).

Cwiczenie 5

Naszkicuj parabole bedacag wykresem funkcji f. Podaj wspétrzedne wierz- b) W(0,-2), f
chotka tej paraboli oraz zbiér wartosci funkcji f.

a) flz)=a*+1 b) f(z) =22*—2

Przyktad 2

Na rysunku obok przedstawiono wykresy funk-
cji f(x) = 222 oraz:

e g(x) = 2(x — 1)? — otrzymany przez przesu-
niecie wykresu funkcji f o 1 jednostke w prawo
(punkt (1,0) jest wierzcholtkiem paraboli),

e h(z) = 2(z + 2)? — otrzymany przez przesu-
niecie wykresu funkcji f o 2 jednostki w lewo
(punkt (—2,0) jest wierzchotkiem paraboli).

Cwiczenie 6

Naszkicuj parabole bedaca wykresem funkcji f. Podaj wspélrzedne wierz- 0
cholka tej paraboli oraz przedzialy monotonicznosci funkcji f.

a) f(z) = (z - 3)* b) f(z) = 3(z+1)

Przyktad 3

Wykres funkeji g(z) = 3(z — 2)® + 1 mozna
otrzymaé przez przesuniecie wykresu funkcji
f(z) = 327 0 2 jednostki w prawo i 1 jednostke
w gore. Parabola bedaca wykresem funkcji g
ma wierzcholek w punkcie (2,1).

/ / Cwiczenie 5

a) W(0,1), f(D) = (1;00)

&N\CC

[

c) f(z)=—2?+4

"
——

SR
—

L
——
—

//

/] VL
\ /
/ \ /
2 R
f
ol 1 X
(D) = (~2; 00)
Y
\ /
VL
VL
\ L
// o1 %
c) W(0,4), f(D) = (—o0;4)
Y
X f
ANEA
1 X
¢) fx)=—(x+2)° // \\
/ \

/

of ~

X

Wykresem funkcji f(x) = a(x —p)? +q, gdzie a # 0, jest parabola o wierz-

chotku w punkcie (p, q).

Cwiczenie 6

a) W(3,0), maleje w (—o0; 3), b) W(—1,0), maleje w (—o0; —1),

rosnie w (3; c0) rosnie w (—1;00)
Y \ / Y

c) W(—2,0), maleje w (—2;00),
ro$nie w (—oo; —2)

=

\ / \

\ / \

o
b

-~

1 1 f \
o] 1 X 0 / \
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Odpowiedzi do zadan
1. a) o 3 jednostki w dot
b) o 8 jednostek w goére
¢) o 7 jednostek w lewo
d) o 5 jednostek w prawo
2. a) W(0,2), maleje w (—o0; 0),
rosnie w (0; co)
b) W (0, —6), maleje w (0; co),
ro$nie w (—oo;0)
C) W(75v O)v
maleje w (—o0; —5),
ros$nie w (—5;00)
d) W (6,0), maleje w (6; co),
ro$nie w (—oo; 6)
e) W(3,—4),
maleje w (—o0; %),
roénie w (3;00)
£) W(=3 7).
maleje w (—%;oo),
roénie w (—oo; —3)
3. a) f(D) = (-1;00),
W(-2,—1)
b) f(D) = (—=2;00),
W(-1,-2)
¢) f(D) =(-00;2), W
d) f(D) = (—00;2), W(1,2)
4. a) f(D) = (2;00),
f maleje w (—o0; 3),
rosnie w (3; 00),
9(D) = (=2; 00),
g maleje w (—o0; —2),
ro$nie w (—2; 00)
b) f(z) = (z - 3)* +2,
g(@) = (z+2)* -2

5. a) f(D) = (3;00),
g(D) = (0; o)
b) f(D) = (—o0; -1),
g(D) = (—o0;0)
¢) f(D) = (—00;3),
g(D) = (—o0;0)

6. a) maleje w (—o0;4),
rosnie w (4; c0)
b) maleje w (—2;00),
ro$nie w (—oo0; —2)
c) maleje w (—oo0; —1),
ro$nie w (—1; 00)
d) maleje w (2; c0),
ro$nie w (—o0;2)
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Cwiczenie 7

Naszkicuj w jednym uktadzie wspélrzednych wykresy funkcji f, g i h.
a) f(z) =—a* g(x)=—(z-2)*, h(z)=—(2-2)*+3

b) f(z) = 322, g(z) = 3(x+3)%, h(z) = 3(x+3)* -2

Zadania

1. Jak nalezy przesunaé¢ wykres funkcji f, aby otrzymaé wykres funkeji g7
a) f(z)=52% g(z)=>52"—3 c) f(z)=3a? g(z)=3(x+7)
b) f(z) = 62% g(x)=62"+38 d) f(z) = —82*, g(z) = -8(z—5)

2. Podaj wspdélrzedne wierzchotka paraboli bedacej wykresem funkcji f i wy-
znacz przedzialy monotonicznodci tej funkcji.

a) f(2) =v22* +2 ¢ f(2)=9(x+5)* o) flx)=3(z—3)" 4
b) flz)=—32" =6 d) fa)=-T(x—6)* f) flx)=—g@+3)°+3

3. Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj jej zbior wartoéci oraz wspdirzedne
wierzchotka paraboli bedacej wykresem tej funkcji.

a) f(z) =(x+2)* -1 c) f(z)=—1(z—2)>+2
b) f(x) =2(z+1)* -2 d) f(z)=—-2(x—1)?+2
4. Na rysunku obok przedstawiono parabole \ < Y / \ /
y = z? oraz wykresy funkcji f i g, ktére | . |/ f
powstaly przez jej przesuniecie. 9 \ /
a) Dla kazdej funkcji podaj jej zbiér war- \ ]
tosci i przedzialy monotonicznodci. 1 b
b) Podaj wzory funkcji f i g.

Powtorzenie

5. Naszkicuj wykresy funkcji f i g. Dla kazdej z nich podaj zbiér wartosci.
a) f(z) =2"+3, g(z)=(z+3)°
b) f(z) = -2 -1, g(z) = —(z—1)
c) flx)=—-22*>+3, g(x)=—2(x+3)?

6. Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj jej przedzialy monotonicznosci.

a) f(z) = (z—4)*+2 c) flz)=3(z+1)"—4
b) f(z)=—(x+2)*+1 d) f(x):—%(x—2)2+2
Cwiczenie 7

a) Y b) \ \ Yt /

,__.
T~
| —
L
_—
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\
T~~~




1.2. Postac¢ kanoniczna funkciji
kwadratowej — powtdorzenie

Przypominamy, ze postaé¢ y = az? + bx + ¢, gdzie a # 0, nazywamy posta-
cia ogdlna funkcji kwadratowej (tréjmianu kwadratowego), natomiast postaé
y = a(x — p)? + q, gdzie a # 0, nazywamy postacia kanoniczng.

Przyktad 1
Wykresem funkcji f jest parabola o wierzchotku (4, —2). Zapisz wzoér funkcji f
w postaciach kanonicznej i ogélnej, jesli punkt (5,1) nalezy do tej paraboli.

Punkt (p, q) jest wierzcholkiem paraboli o réwnaniu y = a(z — p)? + ¢. Zatem
wzor funkcji f ma postaé: f(x) = a(z —4)* — 2.
Podstawiamy wspélrzedne punktu (5,1) do réwnania paraboli:
1=a(b—-4)2-2
Stad a = 3. Zatem wzér funkcji f ma postaé kanoniczna: f(z) = 3(z—4)%—2.
Przeksztalcamy ten wzér do postaci ogdlnej:
f(x)=3(x—4)? —2=3(2*—8r+16) — 2 = 3% — 24z + 46

Cwiczenie 1
Wykresem funkcji f jest parabola o wierzchotku W. Zapisz wzor funkcji f
w postaciach kanonicznej i ogdlnej, jesli punkt P nalezy do tej paraboli.

a) W (3,2), P(4,6) b) W(-2,5), P(—4,-7) c) W(-3,-6), P(—9,6)

Jesli chcemy przejsé od postaci ogdlnej do postaci kanonicznej funkcji kwa-
dratowej, mozemy skorzystaé z ponizszych wzorow.

Twierdzenie

Parabola y = az? + bx + ¢ ma wierzchotek w punkcie o wspo6trzednych:

__20b _ = e A = b2 —
Tw=—5= Yu="701 gdzie A = b° — 4ac

Wyrazenie A nazywamy wyréznikiem tréjmianu kwadratowego.

Cwiczenie 2

Oblicz wyrdznik tréjmianu kwadratowego.

a) y=-3z+22+1 ¢) y=—-4a>+5bx—-2 ) y=—32"+4dx—-5
b) y=222+3x+7 d) y=32*-2z+ 1 f) y=32>— 2z +1
Cwiczenie 1

a) f(z) = 4(z — 3)? + 2 = 42® — 24z + 38

b) f(z) = —3(x +2)> +5= —3x> — 1220 — 7

¢ f(x)=3(x+3)°—6=22"+22—-3

Cwiczenie 2

a) 16 b) —47 ¢) =7 d) 0 e) 6 f) —1

Uczen:

— podaje wzor funkcji
kwadratowej w postaci
og6lnej i kanonicznej

— przeksztalca postaé ogdlng
funkcji kwadratowej do
postaci kanonicznej (z zasto-
sowaniem wzoru na wspol-
rzedne wierzchotka paraboli);
szkicuje wykres danej funkcji

— przeksztalca postaé¢ kano-
niczng funkcji kwadratowej
do postaci ogblnej

— wyznacza wzér ogdlny funkcji
kwadratowej, gdy dane sa
wspbirzedne wierzchotka
i innego punktu jej wykresu

— wyznacza réwnanie osi
symetrii paraboli

MultiteZa

e Posta¢ kanoniczna funkcji
kwadratowej
® Wykres funkcji kwadratowej

dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 1.2

Generator

testéw i sprawdzianow
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Cwiczenie 3 Przyktad 2

a) W(1,2), f(z) = (z —1)* +2 Oblicz wspélrzedne wierzchotka paraboli bedacej wykresem funkcji:
b) W (2, —2), fla)=—32® =22 +1
flz)=—(z—2)% -2 Przedstaw wzor funkeji f w postaci kanonicznej.
c) W(2,-5), f(z) = 3(x—2)>—5 b2 2,
Tw = "5, T 2-(=%) 7 -1
2 1 . A 6 -6

Odpowiedzi do zadan A=(-2)-4- (_5) 1=4+2=6, stad y, = T la S =5 = 3
1. a) f(g") =2z-1)*-2= Wierzcholek paraboli: (—2,3), postaé¢ kanoniczna: f(z) = —3(z +2)* +3

= 2z° — 4z,

maleje w (—o0; 1), Cwiczenie 3

rosnie w (1; c0)

. ) Oblicz wspolrzedne wierzchotka paraboli bedacej wykresem funkcji f. Przed-
b) f(z) = —3(z +2)" +4= staw wzor funkcji f w postaci kanoniczne;j.

= -3¢’ - +3, a) f(x)=a2>—-2r+3 b) f(x)=—a?+40 -6 c) f(x)=32>—-120+7

ro$nie w (—oo; —2),

maleje w (—2; c0)

c) fe) = 3(z+3)" —4=
= %332 =+ 3z + %, 1
maleje w (—o0; —3),

Zadania

. Wykresem funkcji f jest parabola o wierzchotku W. Zapisz wzér funkcji f
w postaciach kanonicznej i ogdlnej, jesli punkt P nalezy do tej paraboli.
Podaj przedzialy monotonicznosci funkcji f.

a) W(l1,-2), P(3,6) b) W(-2,4), P(2,0) c¢) W(-3,—4), P(—1,-2)

ros$nie w (—3;00)

£(D) = (~3;00)
b) f(z) = (z +1)* — 4, 2. Zapisz wzor funkcji f w postaci kanonicznej oraz podaj jej zbior wartosci.
f(D) = (—4;00) 2 2 3.2
— 22 4y 41 — 22 _ 6 — _ 3,2 _
0 f() = —(z4+3)7 43, a) f(x) a:Q T+ c) f(x) ?‘ 2 6x—6 e) f(x) 4551 2 3x
F(D) = (—o00; 3) b) f(x) =2*+2x-3 d) f(z) = —32°+22+2 f) f(z)=—32°+=
d) f(z) =—3( -2 +4 3. Oblicz wspdtezynniki b i ¢ funkcji kwadratowej f(z) = 222 + bz + ¢, jesli
f(D) = _50;4> , punkt W jest wierzchotkiem paraboli bedacej jej wykresem.
e) f(z)=3(z—2)° -3,
a) W(3,1 b) W(-2, -4 ¢) W(-1,3
LAk ) W(s.1) ) W(-2,-1) ) W(-1.3)
f) f(z) =—3(@—1)>+ 3, 4. Zapisz wzor funkcji f w postaci kanonicznej. Naszkicuj jej wykres oraz
f(D) = (—00; 3) podaj jej przedziaty monotonicznosci.
3-a)f(290):2(90—3)2+1: a) f(x)=a* -4z +5 «¢) f(x)=22"4+2x-2 e) f(x)=32"+6z
=222 — 12z + 19, .2 _ — 1,2 . _ = 242
b= 12, c— 19 b) f(z) = —2*4+62-3 d) f(z)=—32°—2x—-1 f) f(x)=—-32°+2

b) f(z) =2(zx +2)* —4 =

=227 + 8z + 4, Powtdrzenie
b=8,c=14
¢) fl@) =2z +1)° +3 = 5. Oblicz wspoélrzedne wierzchotka paraboli bedacej wykresem funkcji f oraz
— 922 4 4z 45 naszkicuj ten wykres, przesuwajac odpowiednio wykres funkcji g(x) = z2.
b=4,¢c=5 a) f(v)=a2>—4a+7 b) f(z) = 2 + 4z ¢) flz)=2"+ 32+
4.2) f(@) = (2 -2 +1, 5. 2) W(2,3)
maleje w (—o0;2), rosnie w (2; 00) b) W (-2,—4)
b) f(z) = —(z = 3)° +6, ¢) W(=1,0)

maleje w (3; 00), rosnie w (—oo; 3)

o) f(z) =2+ 1) - &,

maleje w (—oo; —%), rosnie w (—21;00)
d) f(z) = —1(z +2)?,

maleje w (—2;00), rosnie w (—o0; —2)
e) f(z) =3(x+1)° -3,

maleje w (—o0; —1), rosnie w (—1; 00)
) 7@ =~2(a— 1)+

maleje w <Z? oo), rosnie w (—oo; Z>

I 14 1. Funkcja kwadratowa



Warto powtorzyé

Obliczanie wartosci tréjmianu kwadratowego

1.

Oblicz wartos¢ wyrazenia dla x = —2 i dla x = —3.

a) 2 —3x—6 b) 22 4+ 32 — 1 c) —3z*+2x—1
Oblicz warto$¢ wyrazenia dla . = —3 i dla z = 1.

a) 4r? —2x +3 b) —8z% + 4z —1 ¢) —22? — 6z + 3
Oblicz wartosci funkcji f, g, h dla argumentu x = —2 i uporzadkuj je

w kolejnosci rosnacej.
a) f(z)=—a?+6z+1, g(x) =227 +10x -5, h(z)=—-32? -tz +4
b) f(x) =22+ 32 -7, g(o)=—32>+32 -8, hiz)=—a? -z -4

4. Dana jest funkcja f(z) = —322 — 2z + c. Oblicz wspélezynnik ¢, jesli:
a) f(=2) =9, b) f(4) = -2, ) f(=2v2) = -
5. Sprawdz, ktére spoéréd punktéw:
A(=1,2 - 3v2), B(—v2,10 —2v2), C(-2,8),
nie naleza do wykresu funkcji f(z) = 22% — 2z — 2v/2.
Twierdzenie
Jesli dla dwoéch réznych argumentow Y

. a) f(=3) = f(1), zatem of symetrii: z = —1, a wierzchotek: W (-1, —2).
)

T, Ty funkcja kwadratowa przyjmuje  f(z1) = f(x2)

te samg wartos¢, to o§ symetrii para-

boli bedacej wykresem tej funkcji jest o] =1 \/ 72 X
prosta okreslong za pomoca réwnania: e
T = zl-;-zz ix 2
Sprawdz, czy f(—3) = f(1). Podaj réwnanie osi symetrii paraboli bedacej

wykresem funkcji f oraz wspétrzedne wierzchotka tej paraboli.

a) f(z) =32 +2—1 b) f(x) = —22% — 4z + 2

Oblicz f(—2), f(—1), f(1) i f(2). Podaj réwnanie osi symetrii oraz wsp61-
rzedne wierzchotka paraboli bedacej wykresem funkcji f.

a) flz)=a2?>—2—2 ¢) flx)=—22>+6z—4

b) f(z) = 22* — 62 — 2 d) f(z) = —62? —6x+38

2
= f(1), zatem o$ symetrii: = —1, a wierzchotek: W (—1,4).

.a) f(=2)=4, f(-1)=0, f(1) = =2, f(2) =0, zatem o$ symetrii: x = %,

a wierzcholek: W (3, —21)
b) f(=2) =18, f(—=1) =6, f(1) = —6, f(2) = —6, zatem o$ symetrii: z = 3
3

29

a wierzcholek: W (%7 _?)

) f(—2) =—24, f(-1) = —12, f(1) =0, f(2) = 0, zatem 0§ symetrii: z = 3,

a wierzcholek: W(%7 %)

d) f(—2) = —4, f(-1) =38, f(1) = —4, f(2) = —28, zatem o§ symetrii: = —1,
a wierzcholek: W ( %’ 1_29)

Odpowiedzi do zadan
1. a) 4, 12

Zatem nie naleza punkty:
A, B, E.

Obliczanie wartosci tréjmianu kwadratowego 15 IS



Uczen:

— stosuje wzory skréconego
mnozenia oraz metode wyta-
czania wspélnego czynnika
przed nawias do przedsta-
wienia wyrazenia w postaci
iloczynu

— rozwiazuje rownanie
kwadratowe za pomoca
rozktadu na czynniki

— interpretuje geometrycznie
rozwiazania rownania
kwadratowego

— wyznacza algebraicznie
wspolrzedne punktéw prze-
ciecia paraboli z osiami
uktadu wspotrzednych

Cwiczenie 1

Réwnanie kwadratowe moze
mie¢ 2 rozwigzania, 1 rozwiaza-
nie lub 0 rozwiagzan.

Multite4a

* Wykres funkcji kwadratowej

dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 1.3

Generator
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1.3. Réwnania kwadratowe (1)

Przyktad 1
Naszkicuj wykres funkcji f i odczytaj z niego miejsca zerowe tej funkcji.
a) f(z) =2% —4x b) f(z) = 2*> + 2z — 2
Po przeksztalceniu do postaci ka- Po przeksztalceniu do postaci kanonicz-
nonicznej: f(z) = (z — 2)% — 4. nej: f(z) = (x+1)? —3.
Y Y
\ / ; f 1

. ‘ \ ol /1 X

7 wykresu mozna odczytaé tylko przy-
blizone wartoéci miejsc zerowych. Wy-
Z wykresu mozna odczytaé miejsca  znaczenie dokladnych wartosci wymaga
zerowe: 0 1 4. rozwigzania réwnania x? + 2z — 2 = 0.

Rozwiazania réwnania kwadratowego az? + bx + ¢ = 0 (a # 0) to miejsca
zerowe funkcji y = az? + bz + c.

Cwiczenie 1

Na rysunkach ponizej przedstawiono mozliwe potozenia wykresu funkcji kwa-
dratowej wzgledem osi OX. Ile rozwiazan moze mieé¢ réwnanie kwadratowe
azr? + bx + c = 0, gdzie a # 0?

8 VA SANETET
- REAY

Uwaga. Rozwiazanie réwnania z niewiadoma x polega na wyznaczeniu wszyst-
kich wartosci x, ktére spetniaja to réwnanie. Zbiér tych x nazywamy zbiorem

rozwigzan rownania.
Rozwigzania réwnania nazywane sa réwniez jego pierwiastkami.



Przyktad 2

Rozwigz réwnanie 422 — 8z = 0. Dla dowolnych a,b € R:

Lewa strone réwnania rozkladamy wtedy i t;lk(l)) v_vt((]ady, edy
na czynniki: a=0lubb=0.
dx(xr—2)=0
czyliz =01ub x —2 =0, zatem z =0 lub x = 2.
Zbiorem rozwiazan réwnania jest zbiér {0, 2}.
Cwiczenie 2 Cwiczenie 2
Podaj zbiér rozwiazan réwnania. a) {—2,0}
a) 3z2 + 62 =0 b) 7Tz — 32> =0 c) 22? = bz d) 8z = fa? b)) }Oé
c) 10,3

W niektérych przykladach przy rozkladzie trojmianu kwadratowego na czyn- d) {0, 16}
niki liniowe mozemy skorzystaé ze wzoréw skréconego mnozenia.

Przyktad 3
Rozwigz réwnanie 422 — 9 = 0.
Korzystamy ze wzoru na réznice kwadratow: 4a? — 9 = (22 + 3)(2z — 3).
(2x4+3)(2x—3)=0
2¢+3=0 lub 22 -3=0

T = —% lub = %
Rozwigzaniami réwnania sa liczby —% i %
Cwiczenie 3 Cwiczenie 3
Rozwiaz réwnanie. a)z=-3lubz=3
a) 1622 —25=0 b)4-1002>=0 c¢)42?—121=0 d) 22>-81=0 b)z=—glba=g
grz=—-Llubzr=4
Przyktad 4 d) z =—-211lubz =21

Rozwiaz réwnanie 2 — 4z + 4 = 0.

Korzystamy ze wzoru na kwadrat réznicy: 2* — 4z + 4 = (z — 2)°.
(—2)=0,czyliz—2=0
Zatem liczba 2 jest jedynym pierwiastkiem tego réwnania.

Cwiczenie 4
Rozwiaz réwnanie.

a) 22 +8r+16=0 c) 4> +4r+1=0 e) ;22 +s=2—1
b)a?—z+1=0 d) 422 — 122 +9 =0 f) 32249 = 2% — 612z
Cwiczenie 4
a) (z+4)?=0,z=—4 e) 12—z +1=0/4 f) 222 +6v2x+9=0
b) (x—1)2=0,2=1 2’ —dr+4=0 (V2z+3)" =0

2 1 (z—22=0 3v2
C) (21‘-’-1) —0,1‘——5 SL‘:—T

B=2

d) 22 —3)>=0,z=32

1.3. Réwnania kwadratowe (1) 17 I



Cwiczenie 5
a) z2=—/31lubxz =3

b) sprzeczne
c) acz—@ lubx:@

d) sprzeczne

Odpowiedzi do zadan
1.a) z=0lubz =6

6

=
=
|
N
=)
=
—~
S
=)
=
—
e
|
—
S
=

f) (_%570)7 (%7 )» (07 _4)
b) —4 ¢) 3
=0lubz=1

)z =—-3lubz=0

=3

2 rozwiazania

b) 54z% +6 =0

0 rozwigzan

c) 542> —6=0
2’ =1

2 rozwigzania

I 18 1. Funkcja kwadratowa

Przyktad 5
a) Rozwiaz réwnanie La? — 7 = 0. b) Rozwiaz réwnanie 222 + 9 = 0.
=7/ 2 Zauwazmy, ze 22% + 9 > 9 dla kazde-
pr=2 go z € R, wiec 222 + 9 nie moze by¢
o o réwne zeru.
v=—y/i lub z=,/5 Zatem réwnanie jest sprzeczne, czyli
Rozwiazania réwnania: —y /2 i /22, e 1ha rozwigzai.
Cwiczenie 5
Rozwiaz réwnanie.
a) 622 —18 =0 b) 22 +4=0 ¢) 222 —2=0 d) 42> +1=0
Zadania
1. Rozwiaz réwnanie.
a) —Tr? +42x =0 ¢) 36x% = 6z e) V2z? —8r =0

b) 92> 4+ 22 =0

2. Rozwiaz réwnanie.
a) 100z —81 =0
b) 122 -+ =0
c) 22 +10x+25=0

d) 2z 41822 =0

d) 2% + 64 = 16x
e) 24z —x? =144 h)
f) 1+922+62=0

f) 3z = —322

g) 2 =(1-=z)(1+2)
sx(6—x) =24z
i) (x—3)(x—2) = Tz—30

3. Wyznacz punkty przeciecia paraboli z osiami uktadu wspotrzednych.

a) y=3z?—12z
b) y = 3x? — 12

¢) y=3x?+12
d) y = 900z% + 4z

e) y=900z% + 4
f) y=900z% — 4

4. Wyznacz wspoélne miejsce zerowe funkcji f i g.
a) f(x)=22—4, glx) =24z +4
b) f(z) =2?+4z, g(z) = 32>+ 4z +38
¢) flx)=1a*>—1, g(x)=a® -6z +9

Powtorzenie

5. Rozwiaz réwnanie.
a) l—a’=1—=x
b)4—x=12>+4

6. Ile rozwiazan ma réwnanie?
a) bdz? — 6z =0

c) 1—6x=—-922
d) z? =12z — 36

b) 5422 +6 =0

e) z(x+1) =9z — 16
f) 2—z)r=4—-2z

¢) 542 —6=0



1.4. Réwnania kwadratowe (2)

Przyktad 1

Rozwigz réwnanie 422 — 20z + 25 = 0. ST e e

Réwnania kwadratowe byty
rozwiazywane juz przez staro-
zytnych Babilonczykéw okoto
1800 r. p.n.e. Swiadcza o tym
zachowane gliniane tabliczki
z pismem klinowym.

Korzystamy ze wzoru (a—b)? = a®—2ab+b>.
(2z—-5)2=0
20 —-5=0

Réwnanie ma jeden pierwiastek: g

Cwiczenie 1
Rozwiaz rownanie.
a) 922 — 122 4+4=0

b) 2522 + 402+ 16 =0  ¢) 422 — 28z + 49 = 0

Przyktad 2
Rozwiaz réwnanie 4x? — 20z + 27 = 0.
Zauwazmy, ze 4z% — 20x = (22 — 5)% — 25.
(2x —5)2—25+27=0
(22— 5)? = —2
Réwnanie to jest sprzeczne, gdyz (22 — 5)% > 0 dla dowolnego z € R.

@ Cwiczenie 2
Uzasadnij, ze podane réwnanie jest sprzeczne.

a) 2 —=2x+2=0 b) 2?4+ 6x +12 =0 ¢) 42 +4x+5=0

Przyktad 3
Rozwiaz réwnanie 472 — 20z + 23 = 0.
(22 —5)2 — 25423 =0
(22 —5)* =2
2 —5=—v2 lub 2z —-5=2
20 =5—1+/2 lub 22 =5++2
5-V2 . 542
2

i .
2

Zauwazmy, ze:

Roéwnanie ma dwa pierwiastki:

Cwiczenie 3
Rozwiaz rownanie.

a) 2 —2x—3=0 b) 22 +6x+8=0 c) 2 +6x+7=0
Cwiczenie 3

a) (z—1)>=4

r—1=-2 lub x—1=2
r=-—1 lub z=3

b) (z+3)*=1
r+3=—-1lub z+3=1
z=—4 lub z=-2

c) (z+3)*=2

z+3=—/2 lub z+3=+2
x:—3—\/§ lub z=-3++2

(2z — 5)% — 25 = 42 — 20z.

Uczen:

— okresla liczbe pierwiastkow
rownania kwadratowego
w zaleznosci od znaku
wyroéznika

— rozwigzuje réwnanie
kwadratowe, stosujac wzory
na pierwiastki

— interpretuje geometrycznie
rozwigzania réwnania
kwadratowego w zaleznosci
od wspotczynnika a
i wyréznika A

— wykorzystuje poznane wzory
do szkicowania wykresu
funkcji kwadratowej

Cwiczenie 1

a) 3z —2)?=0
o=

b) (5z +4)> =0
o=~

c) 2z—T7)>=0
r=1
Cwiczenie 2

a) (zx—1)=—-1

Roéwnanie to jest sprzeczne, gdyz
(z —1)? > 0 dla dowolnego

z € R.

b) (z+3)* = -3

Roéwnanie to jest sprzeczne, gdyz
(x +3)? > 0 dla dowolnego

z € R.

c) 2z +1)°=—-4

Roéwnanie to jest sprzeczne, gdyz
(2z + 1) > 0 dla dowolnego

z € R.

MultiteZa
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Postepujac tak jak w przyktadach 1-3, mozemy rozwiaza¢ dowolne rownanie
kwadratowe. Zwykle korzystamy jednak ze wzoréw podanych w ponizszym
twierdzeniu.

Twierdzenie

Rozwazmy réwnanie kwadratowe az? + bx + ¢ = 0, gdzie a # 0.

1. Jesli A > 0, to rownanie ma dwa pierwiastki:

—b—VA o — —b+VA
)

9 =

T =

2a 2a
2. Jesli A = 0, to réwnanie ma jeden pierwiastek:
b
To=——
v 2a

3. Jesli A < 0, to réwnanie nie ma pierwiastkow.

Dowod

Zapiszmy tréjmian w postaci kanonicznej: ax? + bx + ¢ = a(a: + %)2 - 4%'

Stad az? + bx + ¢ = 0, gdy a(x + %)2 — ﬁ = 0, co oznacza, ze:
b2 _ A
(@ +30) =4
o Jedli A < 0, to powyzsze réwnanie jest sprzeczne.

o Jesli A = 0, to otrzymujemy réwnanie:

(4 ) =0
Jego rozwiazaniem jest liczba xy = —%.
o Jesli A >0, to otrzymujemy'
x —|— "F lub « + = = 2—‘/§
Rozwigzaniami réwnania sa liczby x; = b ‘F , To = ”’;L‘/Z.

Uwaga. W przypadku, gdy A = 0, pierwiastek xq = f% nazywamy pierwiast-

kiem podwéjnym (zauwaz, ze dla A = 0 ze wzoréw: x; = VA g, = bEVA
! 2a 2a

otrzymujemy z; =z, = —-).

Cwiczenie 4

Oblicz wyrdznik tréjmianu kwadratowego i podaj liczbe rozwiazan réwnania.
a) ¥ +8r+15=0 d) 222 -52-3=0 g) =3z +V2zx—1=0
b) 22 —4r+6=0 e) 2z —6x+5=0 h) V222 — 22 +1=0
¢) ba’+5x—1=0 f) —2?+42-7=0 i) 4v222 +32 =0

Cwiczenie 4

a) A =4 >0, 2 rozwigzania
b) A = —8 < 0, 0 rozwigzan
0 A
d) A

) A

e

= 35 > 0, 2 rozwigzania
=49 > 0, 2 rozwigzania
= 0, 1 rozwiazanie

f) A =-12 <0, 0 rozwigzan
g) A =—-2<0, 0 rozwigzan
h) A =2 — 42> 0, 2 rozwigzania

i) A= 9 > 0, 2 rozwigzania
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M Interpretacja geometryczna

Ponizej przedstawiono mozliwe polozenia paraboli y = ax? + bx + ¢ wzgledem
osi OX w zalezno$ci od wspélczynnika a i wyréznika A.

a<() a<0 a<0
A>O A=0 A<O
ON_/ x O] x O X O X O X O
a>0 a>0 a>0
A>0 A=0 A<O

dwa miejsca jedno miejsce brak miejsc dwa miejsca jedno miejsce brak miejsc
Zerowe zZerowe zerowych Zerowe Zerowe zerowych

W przypadku gdy funkcja kwadratowa ma miejsca zerowe, mozemy je wyzna-
czy¢, korzystajac z podanych poprzednio wzoréw.

Przyktad 4

Rozwiaz réwnanie.

a) 3z —4x—2=0

A= (-4)2—-4-3-(—2) =16 + 24 = 40. Poniewaz A > 0, réwnanie ma dwa

pierwiastki.
VA =40 =210

—b—VA _ 4-2/10 _ 2-/10 g — —b+VA 44210 _ 244/10
2 6 3 2 P 2 6 3

T =

b) 4z* + 6z + 5 =0

A= 62—4-4-% = 36—36 = 0, rOwnanie ma zatem jeden pierwiastek podwdjny.
—b —6 3

T = — = — — ——
0™ 9q 8 4

¢) Ta? =3z +2=0
A=(=3)?-4-7-2=9-56=—47 <0, wigc réwnanie jest sprzeczne.

Cwiczenie 5

Rozwiaz réwnanie.

a) 202+ T7x+3=0 d) 2822 —4dz+1 =0 g) =322 +2x—-3=0
b) 42> —x —5=0 e) —2*+6x+1=0 h) 622 — 2z —1=10
c) 3x2 —br—2=10 f) 322 —22—-1=0 i) 22° - 324+1=0
Cwiczenie 5

) —25,1‘1:—3,1‘2:

1
2
b
c

) A
d
) A

JA=81,21=-1,2,=2
—49,m1=—%,x2:2
) A i
e) A =40, z1 =3 — /10, 32 =3+ /10
f) A=6,21=2—+6,20=2++6
g) A = —32, brak rozwigzan
h) —28,1‘1—%,1‘2—#
i) A = —1,75, brak rozwiazan

_071'0:
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Odpowiedzi do zadan

1. a) T = — 2,1‘2:7
1
b =7, T2=3
c) xr1 = 5 , T2 = —%
d) sprzeczne
e) = 2, T2 = 1
f) ro =
g) sprzeczne
h) xr1 = 2, o = 1
i) = :§
2 a) LE1:—3 LEQ_—%
b)mlz—g,x2_2
c) zo = —%
d) z; = 2138 g, — L4VID
e) Tl = _1_5\/ﬁ7 T2 = _1+5\/ﬁ
f), g) sprzeczne
h) z; —3_§/ﬁ, T —3+ﬁ
i) o = 77;3/?, To = 7+g/§
3. a) (Oa 1) (_170)3 (%70)
b) (07 )7 (_\/3;_370)7 (\/52_370)
C) (0 ) (150)3 (_%70)
d) (0 12), (—6,0) e) (0,5)
4. a) 222 —|—3x—2—0
xr1 = —2 o = %
b) 1522 + 7z — 2 = 0,
2= -5 =5

c) 22— 10z +12 =0,

z1=5—+13, z2 =5+ V13

d) 2z — 18z + 72 =0,
ZB1:6,$2:12
e) 2> — Tz +3=0,

7-V37 7+V37
o = 5, @ = T

f) 22 +2x+ 18 = 0, sprzeczne

5.a) A=12-8/2=

=144 — /128 > 0,
2 rozwigzania
b)A=2_4/3=

=4(£ - V3) =

= 4(1,625 — /3) < 0,
brak rozwiazan

I 22 1. Funkcja kwadratowa

Zadania

1.

Rozwiaz réwnanie.
a) 22> —9r —35=0 d) 522 — 6z +6=0 g) tr’+x+1=0
b) 422 — 13z +3 =0 e) =22 4+5x—-3=0 h)z?-2—-1=0

x
c) =622 +13z+5=0 f) 422 +122+9=0 ) ;22 —241=0

Rozwiaz réwnanie.
a) 22°+3=-Tx d) 2z -32246=0 g) 1l(2*+5) =2z
b) x + 10 = 3z e) br? =2 — 2 h) 22 +x =42 +7

c) 1622+ 242z = —18 f) 5x®> =8z —5 i) 3224+ 1="Tx

Wyznacz wspoltrzedne punktéw przecigcia wykresu funkeji f z osiami ukta-
du wspélrzednych.

a) f(z)=32>+2zx—1 d) f(x) = 1a® + 4z + 12
b) f(z) =22*+ 62+ 3 e) f(x) =1a> -3z +5
c) f(z)=—42®> +2+3 f) f(:c):—%ﬁ—%ix—l—l

Rozwigz réwnanie.

a) 222 — Tz +3 = (2z — 1) d) (32 -3)(z+2)=(5—2)(6—x)
b) 622+ Tz +2=(2-32)3z+2) e) (z—3)(x+5)=(2z+3)(x—4)

c) 322 =3x4+9=(x—3)(x—5) f) de—1)(z—4)=Br+2)(z—7)
Wyznacz liczbe rozwigzan réwnania.

a) (V2—-1)a2? +22+2=0 b) 1322 — (2V3— 1)z + 1 =0

Powtodrzenie

6.

6.

Rozwiaz réwnanie.
a) 2 —4dx+4=0 ¢) —4a?+6x—1=0 e) j2°+32+8=0
b) 22 —4x+7=0 d) —42® +6x—-3=0 f) j2°+32—-8=0
Wyznacz miejsca zerowe funkcji f.
a) f(z)=2*+2x—-15 b) f(x) =3+ 5z — 22?2
Rozwiaz réwnanie.
2
a) z(x —5) =2z(x — 1) c) © 72“_4 = 1;3x
2 2

b) 2(1 —5z) = (1 — )2 R
a) xo =2 7.a) z=-5 lub z=3
b) sprzeczne b)z=—-3 lub z=3
c) z1 =2 f7$2:3+4J5 8. a) x> +3z =0, 11 = 3,22 =0
d) sprzeczne b) 2%+ 82 —1=0, 21 = —4— V17,
9)131_—8 T2 = —4 m2:—4+\/ﬁ
f) 21 = —6— 217, c)2x2+51:+3:(),1:1=—%,m2=—1

22 = —6+2V17 d) 222 — 5z — 10 = 0, z; = 3=Y105 5, — S4VI05



Szkicowanie paraboli Odpowiedzi do zadan
1. a
Aby naszkicowa¢ parabole bedaca wykresem funkcji f(z) = az?+ bz + ¢, moz- ) Y
na wykorzystaé postaé kanoniczna funkcji f lub postapié¢ zgodnie z nastepu-
jaca instrukcja. \ [
\ /s
« Podaj punkt, w ktérym parabola przecina o§ OY. Jest to punkt (0, c). 1 \ /
» Wyznacz (jesli istnieja) punkty, w ktérych parabola przecina 0§ OX. Sa ol 1 b
to punkty (z1,0) i (29,0), gdzie z; = ’b;a‘/g, Ty = %. \ /
« Wyznacz wierzcholek paraboli W(—L£, f(—2L)).
o Aby uzyskaé¢ doktadniejszy szkic, wyznacz kilka dodatkowych punktow
nalezacych do paraboli (mozna wykorzystaé fakt, ze prosta x = —% jest "
osia symetrii paraboli). )\ o /
 Polacz otrzymane punkty krzywa.
\ 1l
Przyktad \ 1 /
Naszkicuj parabole bedaca wykresem funkeji f(z) = 2% — 2z — 3. ol 1 b
« Parabola przecina o§ OY w punkcie (0, —3). \ /
« Rozwigzujemy réwnanie 22 — 2z — 3 = 0.
A:16,st@dx1:%:—1,x2:%:3
Parabola przecina 0§ OX w punktach (—1,0) i (3,0).
» Wyznaczamy wierzcholek paraboli. o }:\ 4R c)
i | 4 \ Y|
w 2a , 2 \ / \ I
yw:f(_ﬁ)_f(l):1_2_3:_4 \ /p \ I
Wierzchotkiem paraboli jest punkt (1, —4). \ / \ |
e Wyznaczamy inne punkty nalezace do pa- 1 \ l
raboli. f(—2) = 5, czyli do paraboli nalezy (-1,000 (3,00 X
punkt (—2,5). Prosta z = 1 jest osia syme- \ / \ s |
trii paraboli, wiec naleza do niej takze punkty PR o \ /
(4,5) 1(2,-3). \ /
o Szkicujemy parabole. &) \ 3
1. Naszkicuj parabole bedaca wykresem funkcji f. o] 1 X
a) f(z)=a2>—6x+5 d) f(z)=—2*+22+3
b) f(z)=12>+2—4 e) f(z)=—22"+6x—4
¢) f(z) =222 +8x+6 f) f(z)=—32°+ 22 -3
d) Y e) Y f)
f ol A X o] 1 X
_ AT f

Szkicowanie paraboli 23 I



Uczen:

— definiuje postaé iloczynowa,
funkcji kwadratowej
i warunek jej istnienia

— sprawdza, czy funkcje
kwadratowa mozna zapisaé
w postaci iloczynowej

— zapisuje funkcje kwadratowa
w postaci iloczynowej

— odczytuje miejsca zerowe
funkcji kwadratowej i jej
postaci iloczynowej

— przeksztalca postaé
iloczynowa funkcji
kwadratowej do postaci
0g0lnej

Cwiczenie 1
——a: —|— 2x +9
2_ +_

3
1
+3a:

a) y
b) y
c)y

Il
c':l»—t rlk

dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 1.5

Generator

testow i sprawdzianow
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1.5. Postac iloczynowa funkcji kwadratowej (1)
Definicja

Postaé y = a(x — x1)(x — x3), gdzie a # 0, nazywamy postacia iloczynowa
funkcji kwadratowe;j.

Przedstawienie wzoru funkcji kwadratowej w postaci iloczynowej nazywamy

rowniez rozkladem na czynniki liniowe. Rozklad na czynniki liniowe mozna

zapisa¢ na rézne sposoby, np.:

y=Br+2)@—T) =
=3(z+ %)(x )

Czynniki liniowe: 3z +2ixz — 7.

Czynniki liniowe: x 4 % ix—T1.

Aby przejsé od postaci illoczynowej do ogdlnej, wystarczy wykonaé¢ mnozenie.
Na przyklad dla tréjmianu y = 2(x — 3)(x + 5) mamy:
y=2(x—3)(x+5)=2(x*+ 5z — 3z —15) = 22* + 42 — 30

Cwiczenie 1
Przedstaw tréjmian kwadratowy w postaci ogdlne;j.
a) y=—5(x+3)(z—-9) b) y=4(z—3)(z—3) c) y=ga(z+2)

Liczby x; i x5 wystepujace w postaci iloczynowej y = a(z—x1)(x —x2) sa miej-
scami zerowymi (pierwiastkami) tréjmianu kwadratowego, czyli pierwiastkami
réwnania a(z — z1)(x — z2) = 0.

Przyktad 1

Postaé¢ ogélna  Postac iloczynowa ~ Czynniki liniowe Pierwiastki

y=2>-9r+14 y=(x—-2)(z-7) x—21x-T7 x1=21 29=17

1 __1
y:4.7:2+4.r+1 y=4(x+ 2 T+ 3 Zo B
(czynnik podwdjny) (pierwiastek podwdjny)

N|=
NG

y=22246 nie mozna roztozy¢ na czynniki liniowe brak pierwiastkéw
Cwiczenie 2
Odczytaj czynniki liniowe i podaj pierwiastki tréjmianu kwadratowego.
a) y=4(z — 3)(xz —5) c) y=—(z+4)(z+38) e) y=—-3(x—2)2

b) y=1(z—2)(x+6) d) y=8z(x—9) f) y=13(xz+7)?
Cwiczenie 2

a) czynniki liniowe: x — 3,  — 5;
pierwiastki: 1 =3, z2 =5

b) czynniki liniowe: © — 2, = + 6;
pierwiastki: 1 = —6, x2 = 2

¢) czynniki liniowe: = + 4, © + 8;
pierwiastki: 1 = —8, x2 = —4

d) czynniki liniowe: z, x — 9;
pierwiastki: z1 =0, z2 = 9

e) czynniki liniowe: x — 2 (podwdjny);
pierwiastki: g = 2 (podwdjny)

f) czynniki liniowe: « + 7 (podwdjny);
pierwiastki: g = —7 (podwdjny)



Cwiczenie 3
Podaj pierwiastki trojmianu kwadratowego.

a) y=—2(x+v2)(x — V3)

b)y=(z—1+V3)(z+1-V2)

Cwiczenie 4
Przedstaw trojmian kwadratowy w postaci iloczynowe;j.

a) y=>5r?—3x

b) y =162% — 1 c) y=92*—-38

Twierdzenie

Dany jest trojmian kwadratowy y = az? + bz + c.

= Jesli A > 0, to tr6jmian mozna przedstawi¢ w postaci iloczynowej
y=a(r—x)(x—
= Jedli A =0, to tréjmian mozna przedstawié w postaci iloczynowej

y = a(z — x9)?, gdzie xy jest pierwiastkiem podwdjnym tego tréjmianu.

Zy), gdzie x,, x, sg pierwiastkami tego tréjmianu.

= Jesli A < 0, to tréjmianu nie mozna roztozy¢ na czynniki liniowe.

Przyktad 2
Przedstaw tréjmian kwadratowy w postaci iloczynowej, jesli to mozliwe.

a)

y=2r?+5r—3
A =25+24 =49, /A =7, zatem:

—5-7
T=——=-3, Zy= 5

4
Postaé iloczynowa: y = 2(z + 3)(z — 5).

y=12>—2r—1
A=4+4=8 VA =22, zatem:

x1:27§‘/§:1—\/§, x2:2+§\/§:1+\/§

Postac iloczynowa: y = (z — (1 — \/5)) (z—(1+ \/5)), ktéra mozemy za-
pisaé: y = (z — 1+ \/5)(33— 1-— \/5)

y=-22"+z—4

A =1-32=-31 <0, wiec tréjmian nie ma pierwiastkéw i nie mozna go
roztozy¢ na czynniki liniowe.

Cwiczenie 5
Przedstaw tréjmian kwadratowy w postaci iloczynowej, jesli to mozliwe.

a) y=1x?—8x+15
b) y = a® + 3z — 28
c) y=3x>—Tr+2

d) y =122 + 11z + 2
e) y=—22%—2x+24
f) y=—42>+3z+1

g) y=2x?—3z+4
h) y=a?—2z—2
i) y=222-2r—1

1.5. Posta¢ iloczynowa funkcji kwadratowej (1) 25

Cwiczenie 3
a) 1 = — 2, 12=13
b)zi=1—+3,20=—-14++2

Cwiczenie 4

a) y = bx(z — %)
b)y=16(z — 1)(z + 1)

& y= 9~ 2)(z + 22)
Cwiczenie 5

a) A=4, y=(z—3)(z—5)

b) A=121, y=(xz +7)(z —4)
) A=25y=3(z—3)(z—2)
d)A=25y=12(z+ 2)(z+ 1)
e) A =196,y = —2(z—3)(z+4)
f) A=25y=—4(z+1)(z—1)
g) A = —23 < 0, zatem tréj-

mian nie ma pierwiastkéw i nie
mozna zapisa¢ go w postaci ilo-
CZynowe;j.

h) A =12,
y=(z+v3-1)(z—-v3-1)
i) A =12,

_ 1-v3 14+v3
y=a(e- ) (e



Odpowiedzi do zadan
1. a) r1 = —10, T2 — 20,
y = x> — 10z — 200

b)mlzévaZ%a
y=06z? —5x+1
c) z1 = -3, mz%,

y = 6z% + 10z — 24
d)IlZ%,I2:27
y =422 — 10z + 4
e) 1 =—3, T2 =—
y=06z2+5x+1
f)xlzgaxQZ%a

y=20x? — 23z +6

g)z=-3,2=0,
y=—z>—3z
h)mlzo,xgzé,y:mz—%x
1)a:1—0,a:2—§,
y=—3z%+ Tz

2.a) y=(z—3)(z+2)
b) y = —(z — 3)(z + 2)
©) y=2(z+3)(z—2)
d)y=-2-1-2)
-(m—l—i—@)
e)y=3(x—1)(z—3)

=
~

3. a) x)lz 4(x+1%)( —%),
b) 1) =9(a + ) (x ~ 3),
c) f(a:)j: %z(mi—%),
d) f(a:)zz’ —9a:(:r— %),
xr1 = 0, o = %
©) f(x) = 9(z +1)%
f) fle)=4(z—3)" zo=2
4.a) A=(3-v2)?-4.-v2- 1 =
=11 -7V2 =

—\/ﬁ—\/@>0,za‘cem
tréojmian ma dwa pierwiastki,
czyli mozna przedstawi¢ go
w postaci iloczynowej.

b) A=(3-v3)°—4-v3-1 =
=12-8V/3=

=4(v/9 — V12) < 0, zatem
trojmian nie ma pierwiast-
kéw, czyli nie mozna przed-
stawi¢ go w postaci iloczyno-
wej.
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Zadania

1.

Podaj pierwiastki trojmianu kwadratowego i zapisz go w postaci ogdlnej.
a) y=(x+10)(x—20) d)y=02zx—-4)2z-1) g) y=—z(x+3)
b) y=6(z—1)(z—1) e) y=(2¢x+1)Bx+1) h)y=3z(2x—1)
c) y=2(x+3)3zx—4) f) y=0bBx—-2)4x—-3) 1) y=(7-3x)z

Przedstaw tréjmian kwadratowy w postaci iloczynowe;j.
d)y=-22+4r—-1 g) y=32>—-10x—8
e) y=3x2—Tx+4 h) y=2% -2z + 3
f) y=—42® +20+1 i) y=—12>+3z+7

a)y=xz>—x—6
b) y=—-2*+2+6
c) y=22*—3x—2

Przedstaw funkcje f w postaci iloczynowej. Podaj jej miejsca zerowe.
a) f(x)=42*-1 ¢) flz) =12+ iz e) f(z)=92*+6x+1
b) f(x) =92* - 16 d) f(z) = 6z — 922 f) f(x)=42*—12249

a) Uzasadnij, ze tréjmian kwadratowy y = v22% + (3 — v2)z + % mozna
przedstawi¢ w postaci iloczynowej.

b) Uzasadnij, ze tréjmianu kwadratowego y = v/3z2 + (3 — v/3)z + £ nie
mozna przedstawi¢ w postaci iloczynowe;j.

Przedstaw funkcje f w postaciach iloczynowej i kanonicznej. Naszkicuj
parabole, ktéra jest wykresem tej funkcji.

a) f(z) = —a2? —4x c) f(z) =22+ 2z e) f
b) fz) =32°+3z+35 d) f(z)=—32°+2 ) f

(x) = ta?—32x—-1

Powtorzenie

6.

Oblicz pierwiastki tréjmianu kwadratowego i zapisz go w postaci iloczy-
nowej.

a) y=a2*>—5x—6 c) y=—-622—Tx+3 e) y=(r—2)*—-4

b) y =22 -8z + 6 d)y=—a?+4—-4 f) y=-2—-2)*"+2
Przedstaw tréjmian kwadratowy w postaci iloczynowej, jesli to mozliwe.
a) y=a>++3z -6 b) y = V322 + 6z ¢) y=+32>+9
Znajdz punkty przeciecia paraboli z osiami uktadu wspétrzednych.

a) y=z(x+6) c)y=(x+2)(z—4) e) y=—(22+4)(62—-3)
b) y = —1x(x —3) d)y=(@—-06)(z+31) f) y=(2z—-3)(4z+5)
a) f(z) = —a(z+4) = —(z+2)* +4 7.2) y = (z+2vV3)(z — v3)

b) f(z) = i(z+1)(=z+5) = L(z+3)2 -2 b) y = V3z(z + 2v/3)

c) f(z) =2x(zx+1) = 2(33 + %)2 — % ¢) nie ma postaci iloczynowej
d) f(z) = ——(x+2)(m—2)——§x2+2 8. a) (—6,0), (0,0)

e) f(z) = —(z+1)(z+3)=—(z+2)" +1 b) (0,0), (3,0)

f) f@)=3@@+1)(z—4)=3(@=x—-3)>-2 c) (=2,0), (4,0), (0,—8)
a)zy=—1,22=6,y=(z—6)(z+1) d) (—3,0), (6,0), (0,-3)

b) X1 = 1 T2 = 3, Yy = 2(33 — 1)(13 — 3) e) ( 270)7 (%70)7 (07 12)

C) 1‘1:—%,1‘2:%,?;* 6(1‘"‘ )(1‘-%) f) ( %,0), (%,0), (05_15)
d)zo=2,y=— 33—2)2

e) 1 =0,22 =4, y=uz(x—4)

f)z1=1,22=3,y=—-2(x — 1)(z — 3)



1.6. Postac iloczynowa funkcji kwadratowej (2)

Przyktad 1
Oblicz wspolezynniki b i ¢ tréjmianu kwadratowego y = x + bx + ¢, ktérego
pierwiastkami sg liczby —4 i 2.
Trojmian zapisujemy w postaci iloczynowej, a nastepnie przeksztalcamy ja do
postaci ogdlnej:

y=(r+4)(z—2)=2>—-2x+42 -8 =12+22 -8
czylib=21ic=—8.

Cwiczenie 1
Oblicz wspolczynniki b i ¢ trojmianu kwadratowego y = x2 + bx + ¢, ktérego
pierwiastkami sa liczby:

a) 3 i 5, b)4 i -3,

¢)—51i-2 d)-211i eV3i-V3

Znajomos¢ miejsc zerowych xq, xo funkcji kwa-

dratowej pozwala wyznaczy¢ o symetrii paraboli
_ T1tT2
R

i wspotrzedna x,, jej wierzchotka, gdyz z,,

Cwiczenie 2
Wyznacz réwnanie osi symetrii paraboli oraz wspolrzedne jej wierzchotka.

a) y = x(x—6) ) y=3(z+6)(z—2) e) y=(2z+1)(2z - 3)
b) y = —z(xz — 10) d) y=—-2(x+3)(x —4) f) y= (42 —1)(5 — 4x)
Przykfad 2

Wyznacz tréjmian kwadratowy, ktérego pierwiastkami sa liczby 2 i 4, a zbio-
rem wartosci jest przedzial (—2;00).

Tréjmian zapisujemy w postaci illoczynowej y = a(x — 2)(x — 4).
Wspélrzedne wierzcholka: x,, = 24
(—2;0), zatem y,, = —2.

Podstawiamy = 3 iy = —2 do wzoru y = a(x — 2)(x — 4) i otrzymujemy
—2 = a(3-2)(3—4), wiec a = 2. Zatem tréjmian ma postac y = 2(x—2)(x—4).

= 3, zbiorem wartosci jest przedzial:

Cwiczenie 3
Wyznacz tréjmian kwadratowy o pierwiastkach 1, x5 i zbiorze wartosci Y.
a) r;=—1, 2, =3,Y = (—4;0) c) x;1=—-8,25=2,Y = (—00;10)
b) ;= —4,2,=0,Y = (—o0;2) d) 21 =0,2,=6,Y = (—6;00)
Cwiczenie 3
b) y = aa(w + 4) ) y=—2(@+8)(@—2) =
Obliczamy wspolrzedne =-2 2 Lrp4 2=
wierzchotka paraboli: = —2(z+3)%+ 10
T =20 — 9 4y =2 >
2 d)y=32z(z—6) =
Zatem a(—2)(—2+4) = 2, 5 o
. = Zx° —4dx =
czylia = —3. 3
- o 2(x —3)2—6
Postaé iloczynowa: y = —5z(x + 4) 3
Posta¢ ogélna: y = —%xz — 2z

Postaé kanoniczna:
y=—5(@+2)*+2
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Uczen:

— wykorzystuje postaé
iloczynowa funkcji
kwadratowej do rozwia-
zywania zadan o réznym
stopniu trudnosci

— zapisuje w kazdej z trzech
mozliwych postaci wzor
funkcji kwadratowej przed-
stawionej za pomoca wykresu

Cwiczenie 1
a) y=(z—-3)(z—-5)=
=% — 8x + 15,
b= -8 c=15
b)y=(x—4)(z+3) =

=2 —x—12,
b=-1,c=-12
¢)y=(z+5)(z+2) =

=2 4 Tz + 10,
b=7,¢=10
d)y—(w+2)(x—5):
=2+ Qx—l,
b= %, c=—1
e) y=(z—V3)(z++3) =
=g? -3,
b=0,c=-3
Cwiczenie2
b) x= W(5,25)
¢) z=—-2, W(-2,-8)
d) z = 3, W(3,243)
&) o =1, W(3—4)
f)z=3%W(%49
Cwiczenie 3

a) y =a(z+1)(z —3)
Obliczamy wspoélrzedne wierz-
chotka paraboli:

Tw =2 =1y, =4
Zatem a(1+1)(1 —3) = —
czyli a = 1.

Postac iloczynowa:
y=(z+1)(z—3)

Postaé ogélna: y = x® — 22 — 3
Postaé kanoniczna:
y=(z—-1) -4

Multitefa

® Krzywa taricuchowa i krzywa
balistyczna
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Zadania

Odpowiedzi do zadan

.a) y=a(z+2)(x —4)
Obliczamy wspolrzedne
wierzchotka paraboli:
xw:#zl,yw:—ﬁ
Zatem a(1+ 2)(1 —4) = —6,
czylia= 3.
Postac¢ ogolna:
y=1c da- 1
Postac iloczynowa:
y= %(1:4—2)(1:—4)
Posta¢ kanoniczna:
y= % (z— 1)2 —6
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1.a) f(z)=(z—1)(z—3) = 1. Na rysunku przedstawiono parabole, ktéra jest wykresem funkcji kwadra-
=z —4x+3 towej f. Wyznacz wzor tej funkcji w postaciach iloczynowej i ogdlnej.
b) f(z) = 3(z +1)(z - 3) = a) Y b)\ Y ¢) Y
=12 —z -3 P(0,3) f f s
¢) f(z) = —z(x+4) = P(—3,3)
= o 4z
—1NO \_/3 X
o N_ 3 X
P(0,-3
0,=2) 4 o\ X
2.a)y=2(xz—-1)(x—4) = 2. Wyznacz w postaciach iloczynowej i ogdlnej rownanie paraboli przecho-
=22% — 10z + 8 dzacej przez punkty: A, B i C.
_1 _ o) —
Rt a) A(1,0), B(4,0), C(3,-1) ©) A(=5,0). B(3,10). C(2.0)
= 533 xr —
c)y=—(z—-2)(x+5) = b) A(7670)7 B(270)a 0(07*6) d) A(07 *9>7 B(1a0)7 C(3a0)
_ 2
=~ a0 3. Na rysunku przedstawiono fragment paraboli, ktora jest wykresem funk-
d)y z :g;aé;g(;:__gg) - cji kwadratowej f. ZnajdZ miejsce zerowe tej funkcji niezaznaczone na
a) =1 rysunku. Wyznacz wzoér funkeji f w postaciach iloczynowej i kanoniczne;j.
J(@) = (@ = (@ —3), a) V5 b) _M, o ¥
flz) = (z~ 3" — 4 0 2 i AN -
b) z =0, f(z) = —3z(x +4), | : —N< X
fl@)=—3(z+2)*+2 | i 2 O x |
c) z =25, : |
7(@) = Ho+ (@ -9) —Ap oo L
fl@)=3(-2)*-3
. a) f(z) =20% + 8z 46 = 4. Wykres funkcji f mozna otrzymaé przez przesuniecie paraboli y = 2z2.
=2(z+2)?%-2 Wyznacz wzér funkeji f w postaciach ogélnej i kanonicznej, jesli wiadomo,
b) f(z) = 22% — 4z = ze jej miejscami zerowymi sg liczby: a) =31 -1, b)0i2, ¢)3i7.
=2(xz—1)>-2
¢) f(z) = 22” — 20z + 42 = Powtérzenie
=2(z—5)°-8
. a) (0,0), (—6,0), W(-3,9) 5. Znajdz punkty przeciecia paraboli z osiami ukladu wspoélrzednych oraz
b) (1,0), (5,0), (0,5), wyznacz wspoltrzedne jej wierzchotka. Naszkicuj te parabole.
W(3,—4 1
=— 6 b) y=(z—1)(x—5 =—3 3)(x—1
¢) (—3,0), (1,0), (0,2), a) y z(r +6) ) y=(z—1)(z—5) c)y s(@+3)(z—1)
W(-1,2) 6. Wyznacz tréjmian kwadratowy o pierwiastkach x, x5 i zbiorze wartosci Y.

Odpowiedz podaj w kazdej z wymienionych ponizej postaci.

a) T1=—2, 2 =4,Y = (—6;00)
b) £y = —6, 2, =0,Y = (—00;8)

c)ry=1,2=7Y = (—00;2)

b) y =a(z +6)x

Obliczamy wspolrzedne wierzchotka

paraboli:

—6+0
2

R — = -3, Yyw =8

Zatem a(—3 + 6)(—3) =8,
czylia = -8,

9
, z . _ § 2 _ &
Posta¢ ogélna: y = —gz 3T

Postaé iloczynowa: y = —% (z 4+ 6) x

Postaé¢ kanoniczna:
y=-5(+3)°+8

Postaé ogélna: y = az? + bz + ¢
Postaé kanoniczna: y = a(z — p)® + ¢
Postaé iloczynowa: y = a(z — z1)(z — z2)

cy=alz—1)(z—7)
Obliczamy wspolrzedne wierzchotka
paraboli:

LTw = % = 4, Yw = 2
Zatem a(4—1)(4—7) =2, czylia = _g'

Postaé ogdlna: y = —%xQ + %IL‘ - %4
Postac iloczynowa: y = —2 (z — 1) (z—7)
Posta¢ kanoniczna: y = —2 (z — 4)* 4+ 2



Krzywa tancuchowa

Wiszacy, zamocowany na koncach tancuch przyjmuje ksztalt przypominajacy
parabole. W 1638 r. opisywal to juz Galileusz, wloski fizyk i astronom.

W drugiej potowie XVII w. wykazano, ze jest to inna krzywa, zwana krzywa
fancuchowa lub catenarig (od tacinskiego stowa catena oznaczajacego tancuch).

Na rysunku obok przedstawiono \ Y /
krzywa tancuchowa (kolor czerwony)

oraz parabole (kolor niebieski), ktora \ /
dla wartosci argumentéw bliskich 0 \ /

jest bardzo dobrym przyblizeniem
tej krzywej taricuchowe;.

Krzywa ta jest wykorzystywana

Ksztatt krzywej taricuchowej przyjmuja wiszace w architekturze. Gateway Arch

taricuchy, liny lub przewody wysokiego w Saint Louis w Stanach

napiecia. Zjednoczonych to monument,
ktérego ksztatt jest inspirowany
krzywa faricuchowa.

El Skorzystaj z dostepnych zrédet i znajdz inne
przyktady wykorzystania krzywej tanncuchowej
w architekturze.

p S s NN Ty R Y S -
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N 1.7. Nierownosci kwadratowe

— wyjasnia zwiazek miedzy
rozwigzaniem nieréwnosci
kwadr,at.owej a znakiem Jesli mamy wykres funkcji kwadratowej i znamy jej miejsca zerowe, mozemy
wartos$ci odpowiedniego L s . , . S, L. .

. wyznaczy¢ zbiér rozwigzan odpowiedniej nieréwnosci kwadratowe;.
tréjmianu kwadratowego

— rozwiazuje nieré6wnosc

kwadratowa, Przykiad 1
= ykorzystiie nierbwnosc Dany jest wykres funkcji y = —2? + 2z + 3. Rozwiaz Y
kwadratowe do rozwia- nieréwno$é —x? + 2z + 3 > 0.

zywania zadan o réznym
stopniu trudnoéci, w szcze-
goélnosci wyznacza dziedzine —22+22+3>0dlaz e (—1;3)
funkcji, w ktérej wzorze
wystepuje pierwiastek

Z wykresu odczytujemy, ze:

o

Uwaga. Zauwaz, ze do rozwiazania nieréwnosci kwadrato-

kwadratowy wej nie potrzebujemy dokladnego wykresu odpowiedniej -1/ 0 1 3\ X
- . funkcji. Wystarczy znajomo$¢ jej miejsc zerowych i infor-
— zagnacza na osi liczbowej . . . . .
. 3 Ao ¢ macja o tym, czy ramiona paraboli, bedacej wykresem tej
iloczyn, sume i réznice . j } B /
funkcji, sa skierowane w gore czy w dot.

zbioréw rozwigzan dwbch
nieréwnosci kwadratowych

Przyktad 2
a) Rozwiaz nier6wno$é 2x* — 6z > 0.

Komentarz Najpierw znajdujemy pierwiastki réwnania 222 — 6z = 0, czyli 2z(z — 3) = 0.
Po oméwieniu przyktadow 1 i 2
warto zaproponowaé uczniom,

Sa to liczby: 0 oraz 3.

aby przeanalizowali je ponownie Rozwigzania rownania zaznaczamy na osi OX. Szkicujemy parabole o ramio-
i utozyli plan rozwigzywania nach skierowanych do géry (wspétezynnik przy x? jest dodatni), przechodzaca
nieréwnosci kwadratowych. przez zaznaczone punkty. Ze szkicu wykresu odezytujemy: L
Przyktadowy algorytm: 9
1. Obliczenie pierwiastkéow 222 — 62 > 0 dla z € (—00;0) U (3;00) 0 3 X
rownania. L » 9
2. Zaznaczenie miejsc zerowych b) Rozwiaz nieréwnos¢ —z* + 3z —1 > 0.
gal\(I)Si' ” ) . Rozwigzujemy réwnanie —x? + 32z — 1 = 0.

o aszKicowanlie wykresu.
4. Odczytanie z wykresu A=9—4=25, zatem: x; = 73%2\/5 = #5, Ty = %%2\/5 = %ﬁ

rozwiazania nieréwnosci. ) L ) ] o .
Rozwiazania réwnania zaznaczamy na osi OX. Szkicujemy parabole o ramio-

Komentarz nach skierowanych w dé! (wspotezynnik przy z? jest ujemny), przechodzaca

Duzym utatwieniem przy . .
przez zaznaczone punkty. Ze szkicu wykresu odczytujemy:

odczytywaniu zbioréw T F
rozwigzaf nieréwnosci jest 243 —1>0dlazec <3—\/5; 3+\/5> /'37\/5 3+\/g'\ X
zaznaczenie na szkicu wykresu 2 2 2 2
znakéw .+ i ,—” (jak na }
rysunkach w przykladzie 2). Cwiczenie 1

Rozwiaz nieréwnosé.

a)3z?—2r—-1>0 b) 2z +2—-1<0 c) —2?+2x+4>0

Cwiczenie 1

a) x € (

—00; —3) U (15 00)
by o€ (-1 1)
¢) z € (1—V51+5)

Multitefa
* Nieréwnos¢ kwadratowa
dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 1.7
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Przyktad 3

Rozwiaz nier6wnosé —z? + 2z — 1 > 0.
Rozwigzujemy réwnanie —z% + 2z — 1 =0, czyli —(z — 1)> = 0. Zatem z = 1
(jest to pierwiastek podwdjny). Rozwiazanie réwnania zaznaczamy na osi OX
i szkicujemy parabole o ramionach skierowanych w dét.

Ze szkicu wykresu odczytujemy: / 1\ X
—224+2r—-1>0dlax=1.

Cwiczenie 2 Cwiczenie 2
Rozwiaz nieréwnosé. a)z €R
a) —22+22-1<0 b) —22+2z—1<0 ¢) 2242z —-1>0 b) z € R\ {1}

¢) sprzeczna

Przyktad 4
a) Rozwiaz nier6wnosé 5x* — 3z + 2 < 0.

A=9-4-5-2=-31<0
Wspélezynnik przy z? jest dodatni oraz réwnanie
522 — 3z + 2 = 0 nie ma pierwiastkéw. Parabola

znajduje sie zatem nad osia OX, a to oznacza, ze

- 42 s X
nieréwnosé jest sprzeczna.
b) Rozwiaz nier6wno$é —3z2 + 2z — 1 < 0.
A=4—-4-(-3)-(-1)=-8<0
Wspétezynnik przy z? jest ujemny oraz réwnanie X
—322 + 22 — 1 = 0 nie ma pierwiastkéw. Parabola
znajduje sie zatem pod osia OX, a to oznacza, ze
kazda liczba spelnia dana nieréwnosé, czyli « € R.
Cwiczenie 3 Cwiczenie 3
Rozwiaz nieréwnosc¢. a) A=-12<0,a=4>0,
a) 4r? +2x+1>0 b) 22 +z+3<0 ) —22%4+2x—-1<0  atemzER

b)) A=-11<0,a=1>0,
zatem nierowno$cé jest sprzeczna
c) A=—-6<0,a=-2<0,
zatem x € R

Przyktad 5
Rozwiaz nier6wnos¢ 2(2 — z) < —xz(z — 3).

4 —9r < —x2 + 3z Wykonujemy mnozenie.
Przenosimy wszystkie wyrazy

2
r°—=5r+4<0 na lewa strone nieréwnosci.
Rozwigzujemy réwnanie x? — 5z + 4 = 0 i otrzymujemy \ /
x =1 lub & = 4. Szkicujemy parabole i odczytujemy, ze ++ ++
y iy . ) N4 X
nieréwno$é zachodzi dla x € (1;4).
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Cwiczenie 4
a)2x2+x—3§0,a)€<—%;1>
b) 222 — 2z — 1 > 0,

o & (—oo; 555) U (£45%;00)
¢) x*—4r+25>0,z€R
d)2> -2z +1>0,zcR\ {1}
e) 5z° — 22 < 0, z € (0; 2)

f) 222 — 52 -3 <0, x€<—%;3>

Odpowiedzi do zadan
1. a) z € (—oo0; —5) U (5; 00)

b) z € (—4;4)
¢) z € (—o0;—32)U(3;00)
d) z € (—o0; —2) U (3; 00)
e) z € (—1;4)
f) z € (-1;5)
g) z € (~3;5)
h) z € (—o0; —3) U (3;00)

i) sprzeczna
i) » € (—o05—5) U (3;00)
k) z € (—2;8)
1) sprzeczna
2. a) x € (—6;6), trzynascie
b) z € (—00;0) U (3;00),
nieskonczenie wiele
) z € (—2;21), pieé
d) z € (—2;1), dwie
(3 —v6;3 +V6);
, 4,5

i) sprzeczna
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Cwiczenie 4
Rozwigz nieréwnoscé.
a) r —z* <3 - 327 ¢ (32 + %)2 >2r -2 e) (2z+1)*+(2—3)* < 10

b) —z(2—2z)>1—-2*> d)2-2*<(2-2)? f) 3x—(1—2)*>2*—4

Rozwiazywanie nieréwnosci kwadratowej sktada sie z kolejnych etapdéw:
= rozwiazanie odpowiedniego réwnania,

= naszkicowanie odpowiedniej paraboli,

= odczytanie z rysunku rozwiazania nieréwnosci,

= zapisanie odpowiedzi.

Zadania

1. Rozwiaz nieréwnos¢.

a) z? > 25 d) 22—z >6 g) 9x+5>222 j) 62 —x>12
b) 2? < 16 e) 2> —4<3x h)22°+52x>3 k) 3r+8> iz’
c) 422 > 9 f) dz+5>2% i) 3’+1<ux ) 22°+6<ux

2. Tle liczb catkowitych spelnia nieréwno$é?
a) 9—iz*>0 b) 12’ >z ¢) 222 -10<z d)2—z>2?

3. Wyznacz wszystkie liczby catkowite spelniajace dana nieréwnosé.
a) 22 —6x+3<0 b) —32®+62+5 > 0 c) 222 +2x —15<0

4. Rozwiaz nieréwnosé.
a) —2x2+6x—9<0 d) 22 +22+2>0 g) 222 —x 4+ 1 <0
b) —3z2%+2zx—1 <0 e) =92 +2r—5 <0 h) —422+122-9>0
¢) 3z?+ 14x —5>0 f) —222-T24+4<0 i) 224+2+1<0

5. a) Dla jakich argumentéw funkcja f(z) = 2? — 62 + 5 przyjmuje wartosci
wieksze od 5, a dla jakich mniejsze od —37
b) Dla jakich argumentéw funkcja f(x) = 22 — 8x + 15 przyjmuje wartosci
nalezace do przedziatu (3;8)7

6. Rozwiaz nieréwnosc.

a) 2z —2)(x —3) < (z—3)(z—4) d) (22 —2)* > (3z — 2)(xz — 3)
b) Bz —1)(z+2) > (z —3)(2z — 1) e) 222 —3x+4> —(x—1)2—6
c) dx—1)(4—2) < (2-3z)(xz+1) f) 22+3)?-9<8—(3—x)?

5. a) f(z) >5dlaz € (—o0;0) U (6;00), f(z) < —3 dla x € (2;4)
b) z € (1;2) U (6;7)

Yz? —x—6<0, € (—2;3)

b) 22 + 122 — 5 > 0,

z € (—00; —6 — v/41) U (—6 + v/41; 00)

c) x° — 182 +6 > 0,
S (—oo;9—5x/§> U<9+5\/§; oo)

d) 2 +32 -2 >0,

x € (—oo; —3—2\T7> U <—3+2\/ﬁ; oo)

e) 3z2 —52x+11 >0,z €R

f) 52® +60+1<0,z€ (—1;-3)

2
o




7.

10.

Wyznacz zbiér argumentéw, dla ktérych funkcja f przyjmuje wartosci
wieksze niz funkcja g(x) = 2? — 2z + 3.

a) f(z)=222—2z4+1 D) f(z)=32>—1z ¢) f(z)=12*—6z

Przeczytaj podany w ramce przyktad.

Wyznacz dziedzine funkcji f(z) = v/z(x — 4).

Dziedzing funkcji jest zbior wszystkich liczb rzeczywistych, dla kto-
rych wzér funkcji ma sens. We wzorze funkcji f wystepuje pierwiastek,
zatem wyrazenie pod nim musi by¢ nieujemne:

z(x—4)20
Nieréwnos¢ ta zachodzi dla x € (—o0;0) U (4;00).
Zatem dziedzina funkeji f jest zbiér Dy = (—o00;0) U (4; 00).

Wyznacz dziedzing funkcji f.
a) f(x)=+va?—4 d) f(z) =va?—3x—4
b) f(xz) =8 —a? e) f(z) =+6x%?—Tx—5

c) f(z)=+vx2+9 f) f(z) = Va2 +2v3z — 24

Dane sa zbiory A i B. Wyznacz zbiory AUB, ANBiA\B.
a) A — zbidr rozwigzan nieréwnosci 2 — 4z + 1 < 0,

B — zbiér rozwigzan nieréwnosci 3x — z? > 0.
b) A — zbiér rozwigzan nieréwnosci 2 — 5z + 6 > 0,

B — zbidr rozwigzan nieréwnosci z° — 5x + 4 < 0.

Jedno miejsce zerowe funkcji kwadratowej jest o dwa wieksze od drugiego.
Wyznacz wzér tej funkeji, jesli wiadomo, ze parabola bedaca jej wykresem
ma wierzcholek w punkcie (—2,4). Rozwiaz nieréwnosé f(z) < 0.

Powtorzenie

11.

12.

12.

Rozwiaz nieréwnosé.

a) 2 <8 d) 2> —a? g) 2 +4r—-21>0
b) z? > 9 e) 22 <4dx —4 h) —2?+22+15>0
c) * >z f) 6z >—2>—9 i) 622 —x—1<0

Ktére dzielniki catkowite liczby 12 spelniajg nieréwnosé?
a) * —2x+4<0 c) —22*+3z+1>0 e) 227 —1>1-3z
b) 2?2 —4xz+9 >0 d) —2?+42+1<0 f) 1—z<2?

a) zaden
b) wszystkie

7.

10.

11.

f(x) > g(z)
)z?+2—2>0,

b) 222 +x — 3 > 0,
(=005 =2) U (1;00)
c) 2> +8z+6 <0,
(-4 — V10; -4 + V10)

¢)R

d) (—o0; —1) U (4; 00)
e) (—00;—3) U (3;0)
f) (—oo;—4\/§> U<2\/§; oo)
a) A= (2—/3;2+3),
B =(0;3),
AUB = (0;2+ V3),
ANB=(2—-+/3;3),
A\ B =(3;2+3)

b) A = (—00;2) U (3;00),
B =(1;4),

AUB =R,

ANB=(1;2)U(3;4),
A\ B = (—o00;1) U (4;00)

Niech z1 i 2 = 21 + 2 beda
miejscami zerowymi.

Wéwczas:
T = w1+(;~‘1+2) = -2,
czylizi = —3ixze =—1

f(@) = a(z + 3)(z +1)
4=0a(-2+3)(-2+1),
czylia = —4
f(@) = —4(z +3)(z + 1),
f(z) <0dla

z € (—o0; —3) U (—1;00)

a) x € <72\/§;2\/§>

b) z € (—00; —3) U (3;00)
c) z € (—o0;0) U (1;00)
d)zeR

e) x =2

f) x e R\ {-3}

g) x € (—o0; —7) U (3;00)
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Uczen:

— rozpoznaje réwnania, ktére
mozna sprowadzi¢ do réwnan
kwadratowych

— wprowadza niewiadoma
pomocnicza, podaje odpo-
wiednie zalozenia i rozwigzuje
réownanie kwadratowe
z niewiadoma pomocnicza

Cwiczenie 1

a) t1:17t2:4,
r=-2lubx=—-1lubx=1
lub z = 2

b) t1 =1, t2 =6,
z=—6lubz=—-1lubz=1
lub z =6

C) t1 =2, ta = 3,
z=—/31lub z = —v/2 lub
z=+21lubxz =3

dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 1.8

Generator

testow i sprawdzianow
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1.8. Réwnania sprowadzalne
do réwnan kwadratowych

Réwnanie postaci az? + bz? + ¢ = 0, gdzie a,b,c € R oraz a # 0, nazywamy
réwnaniem dwukwadratowym. Aby je rozwiazaé, wprowadzamy pomocnicza
niewiadoma ¢t = z* (gdzie t > 0). Zauwaz, ze wowczas z! = (2?)? = t?, zatem
otrzymujemy réwnanie kwadratowe at? + bt + ¢ = 0.

Pomocnicze rownanie kwadratowe
at>’ +bt+c=0

Réwnanie dwukwadratowe
ar* + b2 +¢=0

podstawienie
L = = -

t=a%t>0

Przyktad 1
Rozwiaz réwnanie z* — 1022 + 9 = 0.

Réwnanie mozemy przedstawié¢ w postaci (22)? — 1022 + 9 = 0. Podstawiamy
t = 2? (zakladamy, ze t > 0) i otrzymujemy dwa réwnania kwadratowe: ¢t = x?
i t? — 10t + 9 = 0. Rozwiazujemy drugie réwnanie:

A=100-36=64, VA=28
h="0"=120,t,=""=9>0

Wracamy do niewiadomej x:
=1 lub 2?2=9

z=-—1lub z=1 lub x=-3 lub =3

Cwiczenie 1
Rozwiaz réwnanie.
a) 2t —bx?+4=0

b) 2 — 722 +6 =0 c) ' =522 +6=0

Przyktad 2
Rozwiaz réwnanie z? + 822 — 9 = 0.

Podstawiamy t = z? (zakladamy, ze t > 0) i otrzymujemy dwa réwnania
kwadratowe: t = z2 i t? 4+ 8¢ — 9 = 0. Rozwiazujemy drugie réwnanie:

A =64+36=100, VA=10
—8—-10 —8+10 —1>0

tl:T:_9<0’ t2:
Rozwiazanie t; odrzucamy jako sprzeczne z zalozeniem.

Wracamy do niewiadomej z: 2% = 1, czyli z = —1 lub z = 1.



Cwiczenie 2
Rozwigz réwnanie.
a) z* —82* —9=0
b) z* 4+ 62*> —16 =0

c) zt4+2*-12=0
d) 4zt — 1722 +4=0

e) dz* + 72> —2=0
f) z* — 1422 4+45=0

Przyktad 3
Rozwiaz réwnanie x* — 1622 = 0.
Podstawiamy ¢ = x? (zakladamy, ze t > 0) i otrzymujemy dwa réwnania
kwadratowe: t = 22 i 2 — 16t = 0. Rozwigzujemy drugie réwnanie:
t(t —16) = 0
t=0 lub t=16

Wylaczmy czynnik ¢ przed nawias.

Wracamy do niewiadomej x:
22=0 lub 22 =16
=0 lub x =—4 lub =4

Zatem rozwiazaniami réwnania sa liczby: —4, 0, 4.

s . 4 2 . ’ . .
Réwnanie 2t — 1622 = 0 mozna réwniez
. ’ . . 2
rozwiazaé, zaczynajac od wylaczenia x~
. 5, 5o . R
przed nawias: z°(z° — 16) = 0.

Cwiczenie 3
Rozwiaz rownanie.
a) z* — 3622 =0

b) z* + 3622 =0 ¢) 42 —9z* =0

Przykiad 4
Rozwiaz réwnanie x* + 722 4+ 12 = 0.

Podstawiamy ¢ = z? (zakladamy, ze ¢t > 0) i otrzymujemy dwa réwnania
kwadratowe: t = 22 i t? + 7t + 12 = 0. Rozwigzujemy drugie réwnanie:
A=49-48=1, VA=1
—7-1 “TH _ 5 _g

t; = =—-4< 07 ty =
Rozwiazania t; i t; odrzucamy jako sprzeczne z zatozeniem.

2

Zatem réwnanie z* + 7x? + 12 = 0 jest sprzeczne.

Cwiczenie 4
Podaj liczbe rozwigzan réwnania.
a) z* — 922 =0 c) 2 =622 —-7=0

b) z* + 92> =0 d) z* =822 +15=0

e) 22* +322+5=0
f) 92* — 122 +4=0

Poza réwnaniami dwukwadratowymi sa rowniez inne réwnania, ktore przy
odpowiednim podstawieniu mozna sprowadzi¢ do réwnan kwadratowych.

1.8. Réwnania sprowadzalne do rownan kwadratowych 35

Cwiczenie 2

a) t1=—1, 152:97
r=-3lubz=3

b) t1 =2, to = —8,
z=—/21lubz =2

C) t1:—4, t2:3,
z=—/31lubxz =3

d)t1 =1, t2=4,
w=—21ubw=—%lubm=%
lub x =2

e) t1:—2,t2:
wz—%lubmz
f) t1 =5,t2=09,
z=-3lubz=—-5
lub 2 = /5 lub z = 3

I

(N] LN

Cwiczenie 3
a)z=—-6lubz=0lubz=6
b)z=0

2

cJz=—-2lubz=0lubz=2

Cwiczenie 4
a) 3

=5

o

)
)
)
)
)

- 0 A
N O R N



Cwiczenie 5 Cwiczenie 5
a)z=1lubz =2
b)x=—-1lubz=2

Przeczytaj podany w ramce przyktad.

¢) z=-1lubz =72 Réwnanie x° — 372% 4+ 2 = 0 mozemy rozwigzaé, podstawiajac t = x3 (gdzie
Komentarz t € R). Otrzymujemy réwnanie kwadratowe t* — 3t + 2 = 0.

Warto zaproponowaé uczniom, A=9-8=1, t, = 3-1 _ 1, ty= 3+1 _ 9

aby zapisali w zeszytach kolejne

etapy wyznaczania dziedziny Wracamy do niewiadomej z: 23 = 1 lub 23 = 2

funkcji. z=1lubz =2

Odpowiedzi do zadan
1.a) z = —31lubz =—-21ub

Rozwiaz réwnanie.

c=2lubz=3 a) 26 — 923 + 8 =0 b) 2 — 7z* —8 =0 ) a®—a°-2=0
b), ¢) sprzeczne Zadania
d)z=-2lubz=—+/31ub
z=13 11\1})_ T =2 ) 1. Rozwiaz réwnanie.
e)z=—v3lubz=—5 lub
x)zélubx:\/i ’ a) 78— 1322436 =0 c¢) 2'+522+4=0 ) 42'—1322+3=0
f) z=—1lubo=1 b) z* — 52 +36 =0 d) —2*+72°—12=0 f) 92* + 1722 —-2=0
2. a)) &= _ﬁ lub = ﬁ 2. Rozwiaz réwnanie.
b) z = —+v51lubz =5
¢) v =—L lubz =42 a) 2! — 42’ +4=0 ¢ 4o’ -4’ +1=0 ) 4’ —122°+9=0
d) sprzeczne b) 2* —102°4+25=0 d) 9z* +62*+1=0 f) 92* — 302> +25=0
_ _ V6 _ V6
©) z=-— rlub v T\ﬁ [0] 3. a) Urzasadnij, ze funkcje f(z) = * — 42 oraz g(z) = &* — 622 +5 nie maja
1 1
f) 2= -3 luba =332 wspoélnych miejsc zerowych.
3. a) f(z) =a* — 42 =0

b) Tle wspolnych miejsc zerowych maja funkcje f(z) = z* — 622 + 8 oraz

dlaz=-2,2=0,z=2
g(x) =2t — 72* + 107

gz)=xz*—622+5=0

dla z T/_5_ She=-lLz=1, 4. Rozwiaz réwnanie.
T =—
Zatem funkcje f i g nie maja a) z* —2z| -8 =0 b) 2* —d|z[+4 =0 c) a? = 5lz| -6=0
wsp6lnych miejsc zerowych. Wskazéwka: Podstaw ¢ = |z| i zauwaz, ze 2% = |z|? = 2.
b) f(z) = z* —622+8 =0 dla . .
=2 1= -2 =13, Powtdrzenie
x(:)2 PR dl 5. Rozwiaz réwnanie.
glx)=2" — 72"+ 10 =0 dla 4 5 4 ) A )
Y N | a) ' —92°4+20=0 c) z* =922 —-10=0 e) 4da*+ 152> -4 =0
r=-5 b) z* — 152> =16 =0  d) 4a* +2 = 922 f) 122* — 622 =22 — 1
Zatem funkcje f i g majg 2 L )
wspoélne miejsca zerowe. . Rozwiagz réwnanie.
4. Podstawiamy ¢t = |z|, t > 0, a) 2+ 9 = 62 ¢) 1624 — 1 = 822 e) 24— 2422 — 95
i otrzymujemy:
2y Jomy b) 2? — 1 =a* — z? d) 12046 =2-92* f) a* +22% = 22* — 2?
a)t2—2t—8=0
f_:326’1\£ztfg 5.a)z=—5lubz=—-2lubz=21lubz=+5
‘x|_:4u - b)z=—4lubxz =4
= —d Tolh 2 = 41 c) z =—v10 lub z = V10
. d)mz—ﬂlubw:—%lubm:%lubm:ﬂ
b)t? —4t+4=0 O z— llbazel
t=2 2 2
|z| =2 f)x:—ﬁlubx:—llubx:%lubng

z=—-2lubx=2

G.a)m:—\/glubm:\/g

c)t2—5t\/—_6:() b)z=-1lubz=1

A=49 VA=T7

) V1+V2 Vitv2
t=6lubt=-1<0 ) g=—" 5= lubz = 5=
|z| =6 d) sprzeczne

z=—6lubz=6 e)z=-5lubz=5 f)z=0

I 36 1. Funkcja kwadratowa



1.9. Ukfady réwnan

Prosta i parabola moga mie¢ dwa punkty wspoélne, jeden punkt wspélny lub
nie mie¢ punktéw wspoélnych.

Y Y Y

\ / \ / \ /

—
—
—

Prosta przecinajaca parabole w dwéch punktach nazywamy sieczng paraboli.
Prosta, ktéra nie jest réwnoleglta do osi OY i ma z parabola dokladnie jeden
punkt wspélny, nazywamy styczng do paraboli.

Przyktad 1
Rozwiagz uklad réwnan i podaj jego interpretacje Y

geometryczng.
{ Yy =2 \y s /

v \ /

Poréwnujemy prawe strony obu réwnan i otrzymu- \ /

jemy 2% = 2z, czyli: A
22 —-2x =0 &
z(r—2)=0 \ N{/ /
Rozwiazaniami réwnania sg liczby 0 1 2. 1
Dla z = 0 mamy y = 0. Dla x = 2 mamy y = 4. 1 X

Uktad réwnan spelniaja zatem dwie pary liczb:
z=0 T=2
y=0" |y=4

Cwiczenie 1

Rozwiaz uklad rownan i podaj jego interpretacje geometryczna.

R SR SRR S R

a) x:—31b =2 1A4Y
u
y=-9 y=—4 X

Prosta y = 2z przecina pa-
rabole y z? w punktach
0(0,0) i A(2,4).

Uczen:

— rozwiazuje algebraicznie
uktad réwnan, z ktérych
jedno jest réwnaniem
paraboli, a drugie —
rOwnaniem prostej

— podaje interpretacje geome-
tryczna rozwigzania uktadu
roéwnan, znajdujac punkty
wspoélne prostej i paraboli

Cwiczenie 1
r=—1 z=0
a) lub
y=1 y=0
Y
20\ /
N | fy=2
O\1 X

o] 1 X
=1 =2
c){ lub{
=1 Y= —
1AY
X
1
y=-z°
/TN
<
2

MultiteZa

e Uktady réwnan

dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 1.9
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[D] Przyktad 2

Uzasadnij, ze parabola y = z? ma jeden punkt \ Y /
wspélny z prostg 2 — y — 1 = 0, natomiast nie \ R /
ma punktéw wspoélnych z prosta y — 2z = —4. N,
/
e @ Rozpatrzmy najpierw uktad réwnan: \ / ay
=2 20 —y— 1=
2) x r—y 0 ) N
y=3 y = x?
Y Z pierwszego réwnania wyznaczamy y = 2z — 1 o/1/, X
i podstawiamy do drugiego réwnania: .
\ 1 / 2r — 1 = 22 v
X x2 — 2z + 1=0 X
(x—=1)>=0
Réwnanie to ma jeden pierwiastek x = 1, zatem jedynym rozwiazaniem

ukladu réwnan jest para liczb:

r=1 . .
Prosta i parabola maja

y=1 jeden punkt wspdlny.

Rozpatrzmy teraz uktad réwnan:

—2r=—4
\ Y
y=a’

19
1

7 pierwszego rownania wyznaczamy y = 2z — 4 i podstawiamy do drugiego

ol\1 = rownania:
T=2-2V2 2z —4 = a?
9 = tfig 22— 2 +4=0
— (=92 _ 4.4 — —
=24 2/3 A=(-2)"—-4-4 12<0
Y= —4V3— 6 Uktad réwnan jest sprzeczny, zatem prosta nie ma punktow wspdélnych z pa-
a bola y = 22.
y rabola y =
~ ba Cwicz'er.1ie 2 ' . . .
Rozwiaz uktad réwnan i podaj jego interpretacje geometryczna.
=4x -5 =224+ 3 r+iy+1=0
/ \ RS b) ¢! R
/ \ y=z>—1 y=—4dr+1 y = —ia?
/ \ .
@ Cwiczenie 3
/ \ Uzasadnij, ze uklad réwnan jest sprzeczny.
// \ ) 3r—y+1=0 b) 2e+y—7=0 . —dy =2*+4x +8

y=x+2x+3 y=—22%+4x +2 éxfiy:fl

Cwiczenie 3
y=3r+1 y=-2x+7 y=—122—3-2

a) 2 b) 2 c) 1 !
y=xz +2x+3 y=—22"+4x+2 y=s5c+4

224+ 2c+3=3c+1 —20+47=—22%+4x+2 —ixz—x—2:%x+4

2’ —2+2=0 22° —6x+5=0 —1g? 32 -6=0

A=-7<0 A=-4<0 A=-33<0
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Zatem uktad réwnan jest
sprzeczny.

Zatem uktad réwnan jest
sprzeczny.

Zatem uktad rownan jest
sprzeczny.



Zadania Odpowiedzi do zadan
1' a) (_27 0)7 (17 3)

1. Wyznacz wspotrzedne punktéw wspdlnych paraboli y = —2% +4 i prostej: b) (1,3)
a)y—x—2=0, b) y+2x—5=0, c) y—2r—1=0. ¢) (=3,-5), (1,3)
2. a) (_172)7 (073)a
2. TIle punktéw wspélnych wykreséw funkcji f i ¢ ma obie wspélrzedne cal- 2 punkty wspoélne
a) f(z)=x+3, g(z) =3—2° o) flz) =2z -4, g(z)=—2a2 2 punkty wspolne

C) (_27 _8)7 (17 _2);
T 2 punkty wspélne

d) (717 %)7 (27 2)7
1 punkt wspélny

b) f(z)=—-x+2, g(x)=2>—2x d) f(x)z%x%—l, g(z) =

N =

3. Rozwiaz uklad rownan i podaj jego interpretacje geometryczna.

y:%x272x+1 y:2x2+81’+4 3.a)x:2,y:—llub
a B 3 C) A4 r=4,y=1
y=2 y=2 b)z=-2 y=—7lub
=—-1224+2x -1 =22 -8z +4 5= =
b){y 2 d) Y c) z=-2,y=—41ub
y=2x—-3 y=—-2z—4 r=0,y=4
4. Rozwiaz uktad réwnan i podaj jego interpretacje geometryczna. i)_xlzy__’ 36: <1l
) r4+y—4=0 2> —4r—2y=0 . y =224z —3 4. 2)z=0,y=41ub
y=12—4z+4 2r+y—2=0 8r+y+5=0 z=3,y=1
b) x = —4, y =6 lub
. {x+§y+1:o . {x2+4y—16=0 . { =22 +82—5 a:)z&y;—?mb
— 2 _ _ _ 1, 1 c)rx=—2,y=061u
y=x°+2x—2 r—2y+4=0 rT—3y—7=0 o2 y= 9
5. Rozwiaz algebraicznie i graficznie uktad réwnar. d) z=—-4,y=01ub
r=2,y=3
2 y=a’ b) y=3—a’ 0 y=—g2” +4 &) x=—1,y=3
y = |x|+2 y=|z|—3 y=4—|z| f) 2=-1-v3,y=—-5-4v3
lub z = —1 + /3,
. . =-5+4V3
Powtdrzenie Y Ve
5.a)z=-2,y=41lub
:27 :4
6. Wykresy funkcji f i g przecinaja sie w punktach Py(zy,y1) i Pa(za,y2), * ?\J v |
gdzie x; < xo. Oblicz |y; — yal.
a) f(@)=z+1, g(z) =2>+1 ) flx)=-20+3, g(z) =2’
b) f@)—a+ 1, glo) =20 +3 ) (&) = —o-2, gla) = JaP~2 AP
7. Rozwiaz uklad réwnan i podaj jego interpretacje geometryczna. oT 50
2) y=x—6 Ly JAety+2=0 0 dr —y+5=0 b)z=-2,y=—11lub
y=1ta®—2zx—3 y=12"—-2z—1 y=22>+8x+7 z=2y=-1
Y
5. c)x=—4,y=01ub:n:(), 6. a) 131(0,1,132(172)7 ‘yl—yg‘zl
y=4lubz=4,y=0 b) P 1 AT §_@) 1
% 1 1 4 0% 1 ) / - \
B (-3+ 43+ ), o[ Ty %
|y1—y2|:g / \
1 C) Pl(_359)5 P2(171)a |y1 _y2| =38 / \
Ol 1 d) Pl(_37 1)7 P2(07_2)7 |y1 _y2| =3
/ \ 7.2) £ =6—2V6, y = —2v6 lub

z=06+2V6, y=2V6
b)z=-1,y=2
cJr=-1y=1
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Odpowiedzi do zadan Uktady réwnan kwadratowych
1. a) 1 punkt wspdlny
\ ¥} 1/ Dwie rézne parabole moga mie¢ dwa punkty wspélne, jeden punkt wspdlny
lub moga nie mie¢ punktéw wspdlnych.
Y Y Y
- R | /

\ / /

b) 2 punkty wspdlne \

y ML)

L
T~
T~
N
| —
I
| —

: O\ 1 X ol 1 X ol 1 X
o| 1 / \
e ] Vo \ / \
5) | s sl 1. Naszkicuj parabole bedace wykresami funkcji f i g. Ile punktéw wspdlnych
Yy maja te wykresy?
ANV a) f(z) =2, g(z)=—2" ) flx) =2 g(x)=(z+1)
1 b) f(x) =22 g(z)=—-2*+1 d) flx)=2*—4, g(x)=—-2*+4
o] 1 X Przykiad |\ Y
d) 2 punkty wspélne Rozwigz uklad réwnan i podaj jego interpretacje A
\ i / geometryczng. \ & /
|
— 2 -
\ / {y = —da [N
- 2 I
\/ 1 \/ y=—z°—2x+4 - 1\ ~./
&
ol 1 X Poréwnujemy prawe strony obu réwnan i otrzymu- [’ o)\ 1\ X
[\ /\ jemy % —4x = —22 —2x+4, czyli 22 — 22 —4 = 0, /A/L \ /
/ \\ zatem: x = —1, z = 2 (sprawdz). //,/ \
Dla £ = —1 mamy y = 5. Dla * = 2 mamy y = —4. /N\ 5
Uktad réwnan spelniaja wiec dwie pary liczb:
o x:—3lb =0 Parabole y = —z? — 2z + 4
- a) y=—2 u y=1 r=-—1 r=2 i y = 2% — 4z przecinajg sie
) w punktach A(—1,5) oraz
\ Y1/ y=5 y=—4 B(2,-4).
\ /
1 2. Rozwiaz uktad réwnan i podaj jego interpretacje geometryczna.

\/ 9/\1 x a){y—x2+4x+l b){y——i:ﬁ—l—él C){y—m2+2x—2

y=-—2-2r+1 y=12"+zx y=—a>—6x—2

/ \
r=—4 =2 r=—4 =0 \ i /
b){yzo lub{y:?) c){y:6 lub{y:_2
Y
R /
/ \ /
\ /
/ \
\ . / \
: [ \ a1 X
/ \
/ \
| \
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1.10. Funkcja kwadratowa -

zastosowania (1)

Przyktad 1
Suma liczb p i ¢ jest réowna 12. Oblicz najwieksza wartosé iloczynu tych liczb.

p+q=12, zatem ¢ = 12 — p.
Toczyn tych liczb: p-q = p(12 — p) = —p? + 12p.
Wyznaczamy wierzcholek paraboli bedacej wykresem funkcji danej wzorem:
flp)=-p*+12p
Puw=—g = —2 =6, f(p,)=—6"+12:6=—36+72 =36

Wykresem funkcji f jest parabola
o ramionach skierowanych w doét.

Najwieksza warto$é iloczynu liczb p i ¢ jest réwna 36 (dla p = g = 6).

Cwiczenie 1
Oblicz najwiekszg wartoéé iloczynu dwoch liczb, ktérych suma jest réwna:

a) 38, b) L, c) V2.

Cwiczenie 2
Suma liczby p i podwojonej liczby ¢ jest réwna 36. Oblicz najwicksza wartosé
iloczynu liczb p i q.

Przykfad 2
Wyznacz najmniejsza wartosé i najwieksza wartosé funkeji f(r) = —2?+2x+4

w przedziale (—1;2).
Y

Obliczamy wartosci funkcji f na koncach przedziatu:
f(=1) =1 oraz f(2) =4.

Wierzcholek paraboli ma wspélrzedne: z, = — & = 1,
Yw = f(1) = 5. Poniewaz x,, € (—1;2) oraz ramiona pa-
raboli sg skierowane w dél, najwieksza warto$é¢ funkcji
w tym przedziale jest rowna 5. Wartosé najmniejsza jest

[

przyjmowana dla x = —1 i wynosi 1. rop X

Aby wyznaczyé najmniejsza lub najwieksza wartosé funkcji kwadratowej
f(z) = ax?® + bx + ¢ w przedziale (p;;p,), nalezy obliczy¢ f(py) i f(p2).
Jedli z,, (pierwsza wspo6irzedna wierzchotka paraboli bedacej wykresem tej
funkeji) nalezy do przedzialu (p;;ps), to wyznaczamy réwniez y,,, oblicza-
jac f(x,). Najmniejsza sposrdd tych trzech wartosci jest najmniejsza war-
toscia funkcji w danym przedziale, a najwieksza — najwigksza wartoscia.

Cwiczenie 2

P+ 2q = 36, zatem p = 36 — 2¢q

p-q= f(q) = (36 — 29)g = —2¢* + 36¢

qw =9, f(qu) = 162

Najwieksza wartos¢ iloczynu liczb p i q jest réwna 162.
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Uczen:

— stosuje pojecia najmniejszej
i najwiekszej wartosci funkcji

— wyznacza wartosci
najmniejsza i najwigksza
funkcji kwadratowej w prze-
dziale domknietym

— stosuje wlasnosci funkcji
kwadratowej do rozwia-
zywania zadan optymaliza-
cyjnych

Cwiczenie 1
Liczby oznaczamy przez p i q,
wtedy:

a) g=38—p
p-q= f(p) =p(38 —p) =
=—p°+38p

pw =19, f(pw) = 361
Najwieksza wartos¢ iloczynu
liczb p i q jest réwna 361.
b)g=3-p
p-a=f(p)=-p"+3p
pw:ivf(pw)zl_ls
Najwieksza wartosé iloczynu
liczb p i q jest rowna 1—16.
c)g=+v2-p
p-a=f(p)=—p*+V2p
Pw = 47 f(pw) :%
Najwieksza wartosé iloczynu
liczb p i g jest réwna 1.

Multitefa

® Problem optymalizacyjny —
powierzchnia boczna pudetka
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Cwiczenie 3
a) Ty = —2 € (=3;1),

Yw = f(xw) = 4 — warto$¢ naj-

mniejsza,

f(=3) =5,

f(1) = 13 — wartos¢ najwieksza

Tw = —1¢& (0;4),

b)
f(0) = —1 — wartosé najwieksza,
f(4) = —49 — warto$¢ najmniej-

sza
c) Ty =2€ (—1;3),

Yo = f(Tw)
wieksza,

f(=1) = —11 — warto$¢ naj-

mniejsza,

f3)=-3

d) 2w = —3 € (—2;1),
) =

Yw = f(Tw
najmniejsza,

2

f(=2) = 1 — wartos¢ najwieksza,
f(1) =1 — wartosé najwigksza

I 42 1. Funkcja kwadratowa

—2 — wartos¢ naj-

— & — warto$é

Przyktad 3

Wyznacz warto$ci najmniejsza i najwiecksza funk- Y
cji f(x) = —32% 4 2z + 1 w przedziale (—1;2). <
b 2 \
Zatem najmniejsza i najwicksza wartosé funkcji f /ﬁ 1 X X
L LN
przyjmowana jest na konicach przedziatu (—1;2).

o f(—1)= —Z — warto$¢ najmniejsza

o f(2) =4 — warto$é najwieksza

Cwiczenie 3

Wyznacz warto$ci najmniejsza i najwieksza funkcji f w podanym przedziale.
a) f(x) =244z +8, (=3;1) ¢) f(x)=—a*+4x—6, (—1;3)

b) f(z) = —22% — 4z — 1, (0;4) d) f(z)=22*+22 -3, (-2;1)

Przyktad 4
Z prostokatnego arkusza tektury o bokach 60 cm |

i 40 cm wycinamy w rogach kwadraty tak, aby po 1 ________ '
odpowiednim sklejeniu pozostatej czedci otrzymacé ! I
otwarte pudetko. Jaka powinna by¢ dlugosé bo- | |

kéw wycinanych kwadratéw, aby pole powierzchni | |
| x x

bocznej pudetka bylo najwieksze? Oblicz to pole. . _ _

Pole powierzchni bocznej pudetka w zaleznosci od dtugosci bokéow wycietych
kwadratéw opisuje funkcja:

P(x) = 2(40 — 2x) - + 2(60 — 2z) - x = —8z* + 200z
Okreslamy dziedzine funkeji: D = (0;20).

Wyznaczamy wspoéirzedne wierzchotka paraboli y = —8x2 + 200z:

_ b 200 _ _ A 40000 _
Ty = =5 = 716712’5’ Yo =~ = 5 = 1250
Poniewaz x,, € (0;20) oraz ramiona paraboli sa skierowane w dél, najwieksza

warto$¢ funkeji P przyjmowana jest dla x,,.

x> 0, 2x < 40, 2z < 60

Pudetko ma zatem najwieksze pole powierzchni bocznej, jesli dtugosé bokéw
wycietych kwadratéw jest réwna 12,5 cm. Pole to jest réwne 1250 cm?.

Cwiczenie 4

7 kwadratowego arkusza tektury o polu 1600 cm
draty tak, aby po odpowiednim sklejeniu pozostalej czesci otrzymaé otwarte
pudetko. Jaka powinna by¢ dlugosé bokéw wycinanych kwadratéw, aby pole
powierzchni bocznej pudetka bylo najwieksze? Oblicz to pole.

2 wycinamy w rogach kwa-

Cwiczenie 4

|—— ===

| Dtugos¢ boku kwadratowego arkusza wynosi 40 cm.
T T | Pole powierzchni bocznej pudetka opisuje funkcja:
|

- ———-- — P(x) = 4(40 — 2x)z = —8z2 + 160z, = € (0;20)
| : Funkcja P przyjmuje najwieksza wartos¢ w wierzchot-
: | ku paraboli bedacej jej wykresem, czyli dla:
| | __ —160 __
i | Ty == =10
g ! | - Wartoséé ta jest réwna:
——————— f£(10) = —800 + 1600 = 800

|
| r T I Boki wycinanych kwadratéw maja dtugosé 10 cm,
I a pole powierzchni bocznej wynosi 800 cm?.




Zadania

Odpowiedzi do zadan

1. Wyznacz warto$ci najmniejsza i najwieksza funkcji f(z) = —2? + 4o — 1 1. a) najmniejsze:
oraz funkeji g(x) = $2* + 2 — 3 w przedziale: F0) = f(4) = —1, 9(0) = =3,
najwieksze: f(2) = 3,
a) <07 4>7 b) <_2; 0>7 C) <_4; 6> g(4)=9
2. Suma dlugosci przyprostokatnych tréjkata prostokatnego jest réwna 8. bz ni)jmniejfzei f(=2) =13,
gl{— = T3

a) Wyznacz najwieksze pole takiego tréjkata.
b) Wyznacz najmniejsza warto§é kwadratu dlugosci przeciwprostokatne;
takiego tréjkata.

najwieksze: f(0) = —1,
9(=2) =g(0) = -3
¢) najmniejsze: f(—4) = —33,

.. C . . . g(-1)=-1,

3. Mamy-E?O m biezacych S’latkl (?grodz.en.lowe‘]..Chce.my IIIE-% najwicksze: £(2) = 3,
ogrodzi¢ prostokatny ogrédek o jak najwigkszej powierzchni. 9(6) = 21
Jakie wymiary powinien mieé¢ ten ogrodek, jesli nie be- .a)8 b) 32
dziemy grodzi¢ jednego boku na odcinku 4 m? jl(_r)["l Oy bl @l pie

x iy, woéwczas:

4. Mamy 28 m biezacych siatki ogrodzeniowej. Chcemy nia 2x+y) = 84, cayli y = 42—
ogrodzi¢ prostokatny ogrodek przylegajacy jednym z bokdw Pole ogrédka opisuje funkcja:
do Sciany domu. Jakie powinny by¢ wymiary ogrodka, aby P(z) = (42 — )
jego powierzchnia byla jak najwigksza? Dp = (4;42)

5. Podstawg prostopadloécianu o wysokoéci 5 cm jest prostokat o obwodzie Funkeja P przyjmuje najwick-

. . , . , . sza warto$¢ dla x = 21.
12 cm. Jakie powinny by¢ wymiary podstawy tego prostopadlo$cianu, by Wredy y = 42 — 21 = 21.
jego pole powierzchni catkowitej bylo najwieksze? Wymiary ogrédka o najwick-

6. Wyraz pole prostokata przedstawionego na rysunku jako funkcje zmien- szej powlerzchni: 21 m X 21 m.

nej x. Podaj wymiary prostokata o najwickszym polu.

a) 1] by O

2 8

Powtorzenie

7. Wyznacz warto$é najmniejsza i wartosé najwieksza funkcji f w podanym
przedziale.

a) f(z) =22*—4x+3, (0;3) b) f(z) =12+ 2241, (—6;3)

8. Mamy 240 metréw biezacych siatki ogrodzeniowej. Chcemy ogrodzi¢ pro-
stokatny ogrodek o jak najwigkszej powierzchni. Jakie wymiary powinien
on mieé¢?

6. a) Z podobienstwa trojkatéow ABC i DEC: 4 = 2%, C

czyli y = 4 — 2z, gdzie z € (0;2).
Zatem pole prostokata opisuje funkcja:

Y E
P(z) = —22% + 4z D
Funkcja P przyjmuje najwieksza wartos¢ w wierzchotku *
paraboli bedacej jej wykresem, czyli dla z,, = 1. Zatem A B

prostokat o najwiekszym polu ma wymiary 1 X 2.

b) P(z) = —3z> + 24z, = € (0;8), 12 x4

7. a) najmniejsza: 1, najwigksza: 9
b) najmniejsza: —2, najwieksza: 10
8. 60 m x 60 m

1.10. Funkcja kwadratowa — zastosowania (1) 43

4, Tmx14 m

5. 3 cm x 3 cm



Uczen:

— przeprowadza analize zadania
i zapisuje odpowiednie
réwnanie, nier6wnos¢ lub
funkcje kwadratowa opisujace
dang zaleznosc¢

— znajduje rozwigzanie, ktore
spetnia utozone przez niego
warunki

Cwiczenie 1
a) zysk = sprzedaz - (cena za
sztuke — koszt jednej sztuki)
z(xz) = (—40z + 3600)(x — 20) =
= —402” + 4400z — 72000
b) Funkcja z przyjmuje najwiek-
sza warto$¢ w wierzchotku para-
boli bedacej jej wykresem, czyli
dla: _a100 _ 55
—80
Zatem cene lalki nalezy ustalié
na 55 zt. Wtedy wielko$¢ sprze-
dazy to 1400 sztuk, a zysk
49000 zt.

By =

Cwiczenie 2
a) Niech z oznacza cene za jed-
nego misia. Wielkosé sprzedazy
opisuje funkcja:
s(z) = 1000 — 50(z — 15) =

= —50z + 1750,
gdzie z € (15; 35).
zysk = sprzedaz - (cena za sztuke
— koszt jednej sztuki)
z(z) = (=50z + 1750) -

(z —10) =

= —502° + 2250z — 17500,
gdzie z € (10; 35).
b) Funkcja z przyjmuje najwiek-
sza warto$¢ w wierzchotku para-
boli bedacej jej wykresem, czyli
e —2250

Tw = =G50 = 22,5

Zatem ceng¢ misia nalezy usta-
li¢ na 22,50 zt. Wtedy wielkos¢
sprzedazy to 625 sztuk, a zysk
7812,50 zt.
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1.11. Funkcja kwadratowa -
zastosowania (2)
Cwiczenie 1

Firma produkujaca zabawki oszacowala roczna wielkosé sprzedazy lalek na
s sztuk w zaleznosci od ceny x zt za sztuke (tabela ponizej).

Cena x w zt 40 50 60 70 80 90

Liczba lalek s 2000 1600 1200 800 400 0

Dane z tabeli spelniajg réwnanie s = —40x + 3600.

@ a) Uzasadnij, ze jesli koszt wyprodukowania jednej lalki wynosi 20 z1, to zysk

firmy ze sprzedazy lalek w cenie = zt za sztuke wyraza sie wzorem:

z(z) = —402? + 4400z — 72 000
b) Ustal taka cene za jedna lalke, aby roczny zysk firmy byl najwiekszy. Jaka
bedzie wtedy wielkosé¢ sprzedazy i jaki zysk?

Cwiczenie 2

Koszt wyprodukowania jednego pluszowego misia wynosi 10 zt. Przy cenie
15 zt za misia wielkosé sprzedazy wynosi 1000 sztuk rocznie. Kazdorazowe
podniesienie ceny o 1 zt powoduje spadek sprzedazy o 50 sztuk.

a) Wyznacz wzér funkeji kwadratowej opisujacej roczny zysk w zaleznosci od
ceny x zt za sztuke.

b) Ustal taka cene za jednego misia, aby roczny zysk firmy byl najwiekszy.
Jaka bedzie wtedy wielko$¢ sprzedazy i jaki zysk?

Cwiczenie 3

Sklep z odzieza sportowa sprzedaje dziennie 16 bluz dresowych. Zysk ze sprze-
dazy jednej sztuki wynosi 40 zt. Wlasciciel sklepu przewiduje, ze obnizenie
ceny o kazde 5 zt spowoduje wzrost sprzedazy o 4 sztuki dziennie. O ile nalezy
obnizy¢ cene, aby zysk byl najwiekszy?

Cwiczenie 4

Wiasciciel kina zauwazyt, ze przy cenie biletu wynoszacej 16 zt na seans przy-
chodzi érednio 100 oséb, a kazdorazowe podniesienie ceny biletu o zlotdéwke
powoduje, ze liczba widzow zmniejsza sie¢ o 5. Jaka cene biletu nalezy ustali¢,
aby dochdd kina byt najwiekszy?

Cwiczenie 3
Niech = oznacza, ile razy nalezy obnizy¢
cene o 5z, x € {0,1,2,3,4,5,6,7,8}.
Zysk opisuje funkcja:
z(x) = (16 + 42)(40 — 5z) =

= —20(z +4)(z — 8)
Funkcja z przyjmuje najwieksza wartosé
dla:

T = 7424»8 — 9

zatem cene nalezy obnizy¢ o 10 zi.

Cwiczenie 4
Niech = oznacza, ile razy nalezy podnies¢
cene o 1z, x €{0,1,2,3,...,19,20}.
Dochéd kina opisuje funkcja:
d(z) = (16 + z)(100 — 5z) =

= —5(z — 20)(z + 16)
Funkcja d przyjmuje najwieksza wartosé
dla z, = =182 = 2, zatem cena biletu
powinna wynosi¢ 18 zl.



Cwiczenie 5
Prostokatny trawnik ma powierzchnie 216 m?2. Oblicz wymiary tego trawnika,
jesli r6znia si¢ one o: a) 6 m, b) 15 m.

Cwiczenie 6 2]
Wokét basenu o wymiarach 4 m x 8 m wylozono ka-
felkami pas o szeroko$ci x (rysunek obok). Jaka jest

szeroko$é tego pasa, jeéli ma on powierzchnie 45 m?2?

Zadania

1. Plac zabaw ma ksztalt prostokata o wymiarach 12 m x 18 m. Szerokosé
placu zwiekszono o x m, a dlugosé¢ o 2x m. Oblicz z, jesli powierzchnia
placu wzrosta o 144 m?.

2. Reprodukcje obrazu o powierzchni P oprawiono w rame o wymiarach ze-
wnetrznych x X y. Oblicz szerokosé tej ramy.
a) P =2400 cm?, x =80 cm, y = 60 cm
b) P =2700 cm?, x =75 cm, y =55 cm

3. Wokoét prostokatnego trawnika o wymiarach 4 m x 8 m ma zostaé¢ wytozona

kostka. Projektant przedstawil dwie propozycje: A i B (rysunki ponizej).
Dla kazdej z tych propozycji wyznacz x.

Propozycja A
obszar pokryty kostka — 66 m?

Propozycja B
obszar pokryty kostka — 78 m?

T
2x
I
2x

4. Dany jest prostokat o wymiarach 3 cm x 10 cm. Jego dlugosc i szerokosé
zwickszono o x cm. Dla jakich wartosci x przekatna nowego prostokata ma
dtugosé wieksza od 13 cm?

5. Szeroko$¢ pokoju jest o 2 m mniejsza od jego dlugosci. Jakie wymiary
moze mie¢ ten pokdj, jesli przekatna podlogi jest nie mniejsza niz 6 m
i nie wieksza niz 10 m?

3. Propozycja A: (8 +4xz)(4 + 2z) = 32 + 66
rz=15m
Propozycja B: (8 + 2z)(4 + 4z) = 32 + 78
rz=15m
4. 3+ z)2+ (10 +z)> > 132
z > 2
5. Niech x oznacza szeroko$é pokoju, gdzie z > 0, woéwczas:
6% < 22 + (x + 2)% < 102, czyli
(VIT—1)m <z <6m.

Cwiczenie 5
a) Wymiary trawnika:
z,  + 6, gdzie x > 0.
z(x + 6) = 216
z? +6x — 216 =0
A = 36 + 864 = 900
i = @ =12 lub
= L;?’O <0

Zatem trawnik ma wymiary
12 m x 18 m.

b) Wymiary trawnika:
z, ¢ + 15, gdzie z > 0.
z(x + 15) = 216
z? + 152 — 216 = 0
A = 225 + 864 = 1089

VA =33
x:w:9lub
$2—152—33<0

Zatem trawnik ma wymiary
9m X 24 m.

Cwiczenie 6
(44 2z)(8+2x) —4-8 =45
422 4+ 242 — 45 =0
A =576 + 720 = 1296

VA =36
T = % = 1,5 lub
T = —248—36 <0

Szerokosé pasa wynosi 1,5 m.

Odpowiedzi do zadan

1. (12+42)(18+2z) = 12-18+144
z=3

2. a — szeroko$é¢ ramy
a) (80 — 2a)(60 — 2a) = 2400,
gdzie a € (0;30)
a =10 cm
b) (75 — 2a)(55 — 2a) = 2700,
gdzie a € (0;27,5)

a= —65—§0ﬁ ~ 6 [cm]
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6. Niech z — 7, z, * + 2 beda
dtugoéciami bokéw trojkata.

Woéwczas:
(=72 +2% = (z+2)%2>7
Zatem x = 15,

czyli Ob = 40 cm.

7. P(z)=8-10—-2-1(8—x)-
(10 — z) = 18z — 22,
x € (0;8)
P(z) > 0,4-8-10
x? — 18z +32< 0

z € (2;8)
100—p . 100—
8. 400 - =557 - oo = 289,
p < 100
p=15

10. a) Miejscami zerowymi sa licz-
by 0 i 12, zatem parabola ma
réwnanie postaci:

y = azx(z — 12)
Po podstawieniu wspéirzed-
nych wierzchotka (6,4) do
réwnania paraboli otrzymuje-
my a = —%.
Zatem y = —%xz + %m.
b) Miejscami zerowymi sa
liczby —6 i 6, zatem:
y=a(z —6)(z +6) =

= a(z® — 36).

Wspotrzedne wierzchotka:
(0,4), czyli a = —é.
Zatem y = —%xz + 4.

11.
Y

]
~

1
g

o1 A B X

Prostokat ABC'D na rysunku
jest schematycznym przedsta-
wieniem barki.

Punkt D ma wspotrzedne
(3,3,1).

Parabola przedstawiajaca
most jest wykresem funkcji:

f@) = —do* + §o
Zauwazmy, ze:
fB)=3<31

czyli barka nie przeptynie pod
mostem.

12. Niech x oznacza szerokosé
ramki. Wéwczas:

(6+2x)(9+22)—6-9=6-9,
z>0
z = 1,5 [cm]
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10.

11.

Bok BC tréjkata prostokatnego ABC jest o 2 cm z
krétszy od boku AB i o 7 cm dtuzszy od boku x
AC'. Oblicz obwdd tego trdjkata.

Boki prostokata maja dlugosci 8 i 10 (rysunek
obok). Dla jakich warto$ci = zacieniowany obszar 4
stanowi co najmniej 40% powierzchni prostokata? T

Powierzchnia stawu wynosita 400 m?. Przez dwa kolejne lata, na skutek
suszy, powierzchnia stawu si¢ zmniejszala — w kazdym roku o p%. Oblicz p,
jesli wiadomo, ze po uplywie dwéch lat staw mial powierzchnie 289 m?2.

Wykaz, ze istnieje tylko jeden trdjkat prostokatny, ktérego boki maja dtu-
gosci rowne kolejnym liczbom:

a) naturalnym, b) parzystym.

Luk przesta mostu ma ksztalt paraboli
(rysunek obok). Korzystajac z wymiaréw
podanych na rysunku, znajdz réwnanie 4m

tej paraboli. Przyjmij, ze poczatek uktadu A B
wspolrzednych znajduje sie: 12 m

b) w érodku odcinka AB.

a) w punkcie A,

Czy pod mostem opisanym w zadaniu 10. przeptynie barka o szeroko-
$ci 6 m, ktéra po zatadowaniu wystaje 3,1 m ponad powierzchnie wody?
Przyjmij, ze przekrojem poprzecznym barki jest prostokat.

Powtodrzenie

12.

13.

14.

13.

14.

. a) Dlugosci bokéw trojkata: n, n + 1,

Zdjecie o wymiarach 6 cm x 9 cm oprawiono w prostokatna ramke o sta-
tej szerokosci. Powierzchnia obramowania jest rowna powierzchni zdjecia.
Oblicz szeroko$¢ obramowania.

Trawnik ma ksztalt tréjkata prostokatnego. Oblicz obwdd i pole tego traw-
nika, jesli dtugosci jego bokéw wyrazone w metrach sa rowne:
a) r,x+ 7, +8, b) z, x4+ 1,z —17.

Ogrodnik ma dwie kwadratowe dziatki, z ktorych jedna ma pole powierzch-
ni 2,25 razy wieksze niz druga. Do ogrodzenia wickszej dziatki potrzebuje
on o 40 m wiecej siatki niz do ogrodzenia mniejszej. Ile metréw siatki
potrzebuje do ogrodzenia obu dziatek?

b) Dtugosci bokéw trojkata: 2n, 2n+2,
2n + 4, gdzie n € N.

4n® + (2n +2)% = (2n +4)?
4n® + 4(n+1)* = 4(n + 2)?
n®> 4+ (n+1)? = (n+2)?°

n+ 2, gdzie n € N
n®> 4+ (n+1)2% = (n+2)°?
n?—2n—-3=0
(n—3)(n+1)=0
n=3lubn=-1¢N4

Zatem istnieje tylko jeden taki tréjkat.
Jego boki maja dtugosci: 3, 4 1 5.

Z podpunktu a) mamy n = 3.

Zatem istnieje tylko jeden taki tréjkat.
Jego boki maja dtugosci: 6, 8 i 10.

a) z =5, 0b=30m, P=30m’
b) z = 24, Ob = 56 m, P = 84 m?
200 m



1.12. Zagadnienia uzupetniajgce

H Spadek swobodny i ruch pionowy w goére

Jesli pominiemy opér powietrza, to droge przebyta przez spadajace swo-
bodnie cialo mozemy opisaé¢ za pomoca wzoru s = %, gdzie t jest czasem,
a g — przyspieszeniem ziemskim. Dla g ~ 9,81 m/s?> mamy s ~ 4,9t%.
Galileusz w Rozmowach i dowodzeniach matematycznych... z 1638 roku
analizowal funkcje opisujaca ruch spadajacego ciata. Znane jest jego do-
swiadczenie, podczas ktorego z wiezy w Pizie, z wysokosci 49 metréw,
zrzucal metalowe kule.

1. Jedli pominiemy opoér powietrza, to odlegtosé¢ h
od ziemi kuli upuszczonej swobodnie z wysokosci
49 m, w zaleznosci od czasu ¢, mozna opisaé¢ za
pomoca wzoru h(t) = —4,9t* 4 49.
a) Przerysuj tabele wartosci funkcji h do zeszytu
i uzupelnij ja. Znajdz miejsca zerowe i okresl dzie-
dzine tej funkcji.

t[s] 0 1 2 3
h[m] 49 44,1 29,4 4,9

b) Na rysunku przedstawiono wykres funkcji h be-
dacy fragmentem paraboli. Ile metréw przebyta S0,

L . 40[™
kula w ostatniej sekundzie? 20
c¢) Naszkicuj wykres funkcji k(t) = —4,9t>+80 o4

opisujacej odlegto$é¢ k od ziemi kuli upuszczonej 1
swobodnie z wysokosci 80 m.

2. Wysoko$¢ nad ziemia pitki wyrzuconej pionowo h[m]
w gore z predkoscia 12 m/s (reka osoby rzucajacej
pitke byla wzniesiona w momencie rzutu 2 m nad
ziemig¢) dana jest wzorem h(t) = —4,9t* + 12t + 2.
Wykres funkcji h przedstawiono na rysunku.

a) Odczytaj z wykresu przyblizona wysokosé, jaka
osiggnela pitka. Jaka jest dlugosé drogi, ktora
przebyta pitka?

b) Jak sadzisz, kiedy pitka poruszala sie z wicksza

QO RN Wk o -1 0 ©
—
"

predkoscig — w chwili t =1 s czy t = 2 87 1 2 {[g]

2. a) h ~ 9,3 m, okolo 16,6 m

b) Predkos¢ pitki od momentu rzucenia do osiagniecia maksymalnej wysokosci ma-
lata az do wartosci 0, po czym zaczeta rosnaé. Na danej wysokosci predkosci w czasie
wznoszenia i w czasie opadania byly réwne co do wartosci (ale przeciwnie skiero-
wane). Dlatego dla ¢t = 2 s pitka poruszata sie z wieksza predkoscia.

Odpowiedzi do zadan
1.a) —4,9t +49>0,t >0

4,9t% < 49
t* <10

t € (—V10; V10), t > 0
Dziedzing funkcji h jest zbiér
(0;v/10).
h(t) =0 dla t = v/10
b) 1 sekunde przed konicem
spadania kula byta na wyso-
kosci:
B(VIO - 1) =
= —49(+/10 —1)? +49 =
= —4,9(11 — 21/10) + 49 =
=9,8\/10 — 4,9 ~ 26
W ostatniej sekundzie kula
przebyta okoto 26 m.

c) h[m]
80
0[N

60
50

40 \
30

20 \\
10

O 1 2 3 4
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B Suma i iloczyn pierwiastkéw réwnania kwadratowego

Twierdzenie (wzory Viéte’a)

Jedli réwnanie kwadratowe az? + bz + ¢ = 0 ma pierwiastki 2, x4, to:

b @
L1+ Ty =—— Oraz =Ty Ty = —
a a
Dowod
Jedli réwnanie kwadratowe axz? + bz + ¢ = 0 ma pierwiastki, to dane sa
one wzorami: o b VA  _biVE
1= 2 0 2T 2a
zatem: Vi JE
_ b—V/A | —b+VA 26 b
4 5 = 2a + 2a " 2a  a
oraz )
P N (-0)2-(VA)" _ p2_an _
1°em = 2a 2a o 4a? T 4a?2
_ b2—(b%2—4ac) dac _ ¢
- 4a2 T 4a2  a

Uwaga. Wzory Viete'a [czyt. wjeta] mozemy stosowaé jedynie wtedy, gdy
rOwnanie ma pierwiastki, tzn. gdy A > 0.

Frangois Viete (1540-1603) — francuski matematyk, z za-
wodu prawnik. Jako pierwszy konsekwentnie stosowat w al-
gebrze symbole literowe, chociaz jego notacja znacznie r6z-
nila sie od uzywanej obecnie. Byt tajnym doradca na dworze
Henryka III i Henryka IV. Dla tego drugiego w roku 1590
ztamal hiszpanski szyfr liczacy 500 znakéw.

Przykfad 1

Oblicz sume i iloczyn pierwiastkéw réwnania.

a) 222 — 20z +15=0 Najpierw sprawdzamy, czy réwnanie ma pierwiastki.
A =400 — 120 = 280 > 0, zatem istnieja dwa pierwiastki: z;, x,.
x1—|—x2:—2:@:10, .Tle:E:E:?,aB

a 2 a 2

b) 322 —Tx+6=0

A =49 — 72 = —23 < 0, wiec réwnanie nie ma pierwiastkow.

3. Oblicz sume i iloczyn pierwiastkow réwnania.
a) 22 —9x—7=0 c) 622 —15x+2=0 e) 22> —8r+1=0
b) —22%43z+7 =0 d) —32%+42-2=0 f) 322 +32z—-1=0

2

3.a) A=109 >0, z1 + w2 =9, z172 = —7
b)A:65>0,x1+x2:%,x1x2:—%
) A=177>0,z1+22 = 3, 2172 = 3
d) A = —8 < 0, zatem réwnanie nie ma pierwiastkéw.
e) Az% >0, 71 +x2 = —12, xﬂ:g:—%
f) A:9% >0, r1 + x2 = —6, 1‘11‘2:—%



Zestawy powtdrzeniowe

M Zestaw |

1. Przedstaw funkcje f w postaci kanonicznej i naszkicuj jej wykres.
a) f(x)=2>+4 ¢) fle)=2*4+2x—-1 e) f(z)=—-a"+4x—3
b) f(z)=—2*—2z d) f(x)=2>—-6z+5 ) f(x)=—2>—62—1

2. Miejscami zerowymi funkcji kwadratowej f sa liczby x; i 2o, a do jej wy-
kresu nalezy punkt P. Zapisz wzor tej funkcji w postaci kanonicznej.

a) 1 =1, xy = 3, P(0,—4) b) x; = -2, 2, =4, P(2,4)
3. Rozwiaz réownanie.

a) 22 —49=0 c) 922 —1=0 e) 42> —81 =0

b) 22 — 144 =10 d) 362> —1=0 f) 2522 —36=0
4. Rozwigz réwnanie.

a) 22 —50=0 c) 32> —24=0 e) 272> —18 =0

b) 222 —7=10 d) 2822 —14=0 f) 922 +4=0

5. Zmnajdz miejsca zerowe funkcji f. Wyznacz réwnanie osi symetrii paraboli
bedacej wykresem tej funkcji.
a) f(z)=a2>—8x c) f(z)=22*—3x )

e) f(x)=a?+ 14z + 49
b) f(z) = 2* + 6z d) f(x) =2z + 622 f)

f
f(z) =162 +8x + 1
6. Rozwiaz réwnanie.
a) 22 +4r—21=0 d)222+52—-3=0 g) 222 —3r—1=0
b) 6 —z—22=0 e) =622 —Txr+5=0 h)3z*+5zx+1=0
c)x—2>+12=0 f) 222 -122+16=0 i) —2?+3v2x-5=0

4

7. Rozwiaz rownanie.
a) (x—3)?=(2z—1)(z —3) c) 922 — (22 —1)2=0
b) 22 +4x+4 = (z+2)(3z — 4) d) 4z? = (1 —x)?

8. Wyznacz punkty przeciecia paraboli z osiami uktadu wspétrzednych oraz
wspotrzedne jej wierzchotka. Naszkicuj te parabole.

a) y=a’+4x c) y=2x?—8z e) y=—2>+2r+8

b) y = —22 + 2x d)y=—12>+1 f) y=a>+6x+8
7.a) z=—2lubz =3

b)z=-2lubz=3

¢c)z=—-1lubz=3

d)z=-1lubz=1
8. a) (0,0), (—4,0), W(-2,—4)

b) (0,0), (2,0), W(1,1)

c) (0,0), (4,0), W(2,-8)

d) (—2,0), (2,0), (0,1), W(0,1)

e) (0,8), (—2,0), (4,0), W(1,9)

£) (0,8), (—4,0), (—2,0), W(-3,—1)

Odpowiedzi do zadan

1

.a) f(z) =2 +4

b) f(z) =—(z+1)°+1
¢) f(z) = (z+1)* -2

d) f(z) = (z—3)* -4

e) f(z) = (-2 +1
f) flz)=—(z+3)>+38
a) f(z) = —5(z—2)* + 3
b) f(z) = —5(x—1)*+3
a)z=—-Tlubae=7

b) zx = —12 lub z = 12
)z=—1lubz=1
dz=—zlubz=g
e)z=—3lubz=1%
flz=—Llubz=2§
a)x:—5\/§lubx:5\/§
b)x:—%\/ﬁlubwzé\/ﬂ
c) z=—2v21lub z = 22
d)x:—%\/ﬁlubwzéﬁ
e)x:—%\/(_ilubwzé\/g
f) sprzeczne
.a)xz=0,z=28,

o$ symetrii: x = 4
b) x = -6,z =0,
o$ symetrii: x = —3
c)z=0,z= %,
o$ symetrii: x =
d)z=—-%2=0
os$ symetrii: x = —

L)

1
6

e) x = -7,
0§ symetrii: x = —7

_ 1

f) r = 1
4, _ 1
0§ symetrii: £ = —3

.a)z=—T7Tlubz =3

b)z=-31lubz =2

c)zr=-3lubz=14
d)z=-3lubz =3
e)z=-3lubz=1

f) xz%

g)x:?’lem lubx—?’ﬂ‘lm
h) o = =213 |uh
x:_s'%‘/ﬁ

i) sprzeczne
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9. a) f(D) = (-16;00),
rosnaca w (4; 00),
malejaca w (—o0; 4)
b) f(D) = (=00;9),
rosnaca w (—oo; 3),
malejaca w (3;00)
¢) f(D) = (=5;00),
rosnaca w (—1; 00),
malejaca w (—oo; —1)
d) f(D) = (=00;3),
rosnaca w (—oo; %),
malejaca w (1;00)

e) f(D) = (—o0;19),
rosngca w (—oo; —3),
malejaca w (—3; 00)
f) f(D) = (=8;00),
rosnaca w (—6; c0),
malejaca w (—oo; —6)

10.a) 2 =2 —2v2, 2 =2+ 22
b)z=-1-v2,2=—-1++2
c)r=0,z=4

d)r=3-V3,z=3+V3

Zestaw I1
1. a) f(z) = 2z(z — 3)
b) f(z) = 32(z +6)
¢) f(z) = —(z+5)(z —3)
d) f(z) =2(z + 2)(z — 1)
e) f(z)=3(z—3)(=z—3)
f) f(z)=-2(z+3)(xz—2)
2.a) x =7, f(z) = —(z—5)*+4
b) z = -9,
f(2) = Lz +3) — 6
c) x=-2,
J@)=—35(z—3)"+2
d)z=-1,
)= -2z - 3740
3.a)z € —oo,—§>u<@,oo)
b) z € (—2;2)
c) v €(—=3;4)
d) z € (—o0; —5) U (1; 00)
e) z € (—o0;—3) U (3;00)
f) z € (—35;2)
4. a) z € (—1;5)
b) z € —oo;—5+)1/ﬁ) U
U (75Zm;oo
) z € (—o0;—1) U (5;00)
d)z=6
YRS (—H?ﬁ; 71+72\/§)
B o e (1ofm, egm)
g) « € (—00;—3) U (0;00)
h) z € (—4 — V17; —4 + V/17)
i) ze(-3-1)

I 50 1. Funkcja kwadratowa

Vv

9. Wyznacz zbiér wartosci oraz przedzialy monotonicznosci funkcji f.
a) f(x)=2>—-8x «¢) f(x)=322+6x—-2 ) f(z)=—-22>—122x+1
b) f(z) =6z —2* d) f(z)=—42®+4x+2 f) f(z) = 2"+ 22 —2
10. Wyznacz miejsca zerowe funkcji f, jesli do jej wykresu nalezy punkt P.
Naszkicuj ten wykres.
a) f(x) = a(x - 2)2 - 47 P(47 _2) C) f(.’l?) = a’(x - 2)2 - 27 P(676)
M Zestaw Il
1. Przedstaw funkcje f w postaci iloczynowej.
a) f(z)=22* -6z ¢) f(z)=—-2*—-22+415 e) f(z)=32?—-10z+3
b) f(z) =32 +2¢ d) f(z)=22"+22—-4 f) f(z)=—-22"+3z+2
2. Liczba 3 jest miejscem zerowym funkcji kwadratowej f. Wyznacz jej drugie
miejsce zerowe, jesli punkt P jest wierzchotkiem paraboli bedacej wykre-
sem tej funkcji. Zapisz jej wzér w postaci kanoniczne;j.
a) P(5,4) b) P(-3,-6) c) P(5,2) d) P(3,6)
3. Rozwiaz nieréwnosé.
a) 322 —1>0 c) ¥ <z +12 e) 4a? +4x >3
b) 4—2*>0 d) 2 >5—4x f) 3z < 14 — 222
4. Rozwiaz nieréwnosé.
a) > —4r —5<0 d) 22 =324+9<0 g) a(x—5) <2z(zx—1)
b) 2224+ 5z +1>0 e) Tr? 42z <1 h) 2(1 —5z) > (1 — x)?
¢) 322 =14z —5>0 f) =32°4+2+1>0 1) 1(2*+4)<3(1—=2)
5. Wyznacz najmniejsza liczbe naturalna spelniajaca nieréwnosc.
a) x? + 120 < 22z ¢) 10x — 23 > 22 e) 2 —12x+33<0
b) ¢z =224+ 2<0 d) —32% + 6z > 2 f) 22 — 6z < =3 — 22
6. Ile liczb catkowitych spelnia nieréwnosé?
a) (2¢+3)* < (z —3)? b) (1-12)” > (32 —5)
7. Zaznacz na osi liczbowej zbiory: X UY, X NY 1 X \ Y, jesli:
X jest zbiorem rozwigzan nieréwnosci 22 — z — 6 < 0,
Y jest zbiorem rozwigzan nieréwnosci —x? < 4x + 2.
5. a) 10, z € (10;12) 7. X = (-2;3),
b) 1, = € (6 — 4v/2;6 + 41/2) Y = (—00; —2—/2) U(—2+/2; 0),
¢) 4, € (5—2;5++2) XUY = (—00; —2 — v/2) U (—2; 00),
d)l,xe(%;sg_ﬁ) XNY = (-2+v2;3),
X\Y =(-2;-2 2
e) 5, x € (6—/3;6++/3) \ (=%-2+v2)
£) 1,0 (355, 245)
6. a) z € (—6;0), siedem liczb cal-

kowitych spelnia te nieréwnos¢.
b) x € (3;4), zadna liczba caltko-
wita nie spelnia tej nieréwnosci.



10.

11.

12.

13.

14.

13.

14.

Vv

Rozwigz réwnanie.
a) (x> —4)(2*+9) =0
b) (92*—4)(2*-3) =0

c) 2 =222 +1=0
d) z* +1622 =0

e) ' — 1622 =0
f) 4a* 4+ 422 +1=0

Rozwigz réwnanie, stosujac odpowiednie podstawienie.

a) z* =322 —4=0 d) 82*—32>-3=0 g) a*—222—-8=0
b) z* — 62> +8 =0 e) 2'—622—16=0  h)2*+222—-15=0
c) '+ 72> +10=0 f) =222 —-5=0 i) 2+ 102> +25=0

Rozwiaz uklad rownan i podaj jego interpretacje geometryczna.

y=z+3 y=2x—2 20 —y—1=0
a) ) c) 9 e)

y=—32"+3c+3

=3x -5 =-3r—1 rz—2y—4=0

b) Y . d) Y . f) Y
y=x>—-3 y=—a—4x+1 y=12+z—4

Naszkicuj wykres funkcji f. Wyznacz warto$¢ najmniejsza i warto$é¢ naj-
wiekszg funkcji f w podanym przedziale.
a) f(x) =22+ 4z, (—2;1) ¢) flx)=a>+2z+1, (0;2)
b) f(z) = —a® + 2z, (0;4) d) f(z) =—2® 43z -2, (—2;2)

Dla jakich warto$ci a i b suma a? +? przyjmuje warto$¢ najmniejsza, jesli:
a) a+b=4, b) a—b=3, ¢) 2a+b=17

Mamy 240 metréw biezacych siatki ogrodzeniowej.
Chcemy nig ogrodzié¢ prostokatny ogrédek o jak naj-
wigkszej powierzchni. Jakie wymiary powinien miec¢
ogrodek, jezeli nie bedziemy grodzi¢ jednego boku na

10 m

r

odcinku 10 metréow?

W sklepie zostaje codziennie sprzedanych 40 sztuk pewnego towaru. Zysk
przypadajacy na jedna sztuke tego towaru wynosi 240 zl.

a) Ekspert A twierdzi, ze obnizenie ceny o z zt spowoduje wzrost dziennej
sprzedazy tego towaru o x sztuk. O ile nalezy obnizy¢ cene, aby zysk byt
najwiekszy? O ile zwiekszy sie wtedy zysk?

b) Ekspert B twierdzi, ze podniesienie ceny o (20 - x) zt spowoduje spadek
dziennej sprzedazy tego towaru o x sztuk. O ile nalezy podnie$¢ cene, aby
zysk byl najwiekszy? O ile zwigkszy sie wtedy zysk?

Oznaczmy boki ogréodka przez x, y.

Wéwezas: 2(z + y) — 10 = 240, czyli y = 125 — z.

Pole ogrédka opisuje funkcja P(z) = z(125 — z), = € (0; 125).

Funkcja P przyjmuje najwiekszg warto$é¢ dla x = 62,5. Wtedy y = 125—62,5 = 62,5.
Wymiary ogrédka o najwiekszej powierzchni: 62,5 m x 62,5 m.

a) Zysk opisuje funkcja z(z) = (240 — z)(40 + z), z € {0,1,2,...,240}.

240-40 __ o
=— = 100, zatem ceng nalezy

Funkcja z przyjmuje najwicksza warto$¢ dla z.,, =
obnizy¢ o 100 zt.

Wzrost zysku: z(100) — z(0) = 19600 — 9600 = 10000 [z1].
b) z(z) = (240 + 20z)(40 — z), =z € {0,1,2,...,40}

40-12
2

By = = 14, zatem cene nalezy podniesé o 20 - 14 = 280 [zl].

Wzrost zysku: z(14) — z(0) = 13520 — 9600 = 3920 [z1].

8.

9.

10.

11.

12.

a)r=—-2lubzx=2
b)z=—V3lubz=—-2lub
z=2lubz=+3
=—1llubx=1

a)zx=-2lubx=2
b) z = —2 lub £ = —/2 lub
z=+v21lubz =

c) sprzeczne

g)z=-2lubzx=2
h)x:—\/glubx:\/g
i) sprzeczne
a)r=-2,y=11lub
r=1,y=14
b)z=1y=-21ub
r=2,y=1
c)z=1,y=01ub
r=3,y=4
d)z=-2y=51ub
r=1,y=-4

e) zx=—1,y=—-3lub
r=3,y=>5

f) x=—-4,y=—4lub
z=2,y=—1

a) najmniejsza: f
najwieksza: f(1) =
b) najmniejsza: f(4
najwieksza: f(1) =

—

71) = 727

¢) najmniejsza: f(0
najwieksza: f(2)
d) najmniejsza:
najwieksza: f(3

— =
T
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@ Sposaéb na zadanie

Przykiad 1

Dany jest kwadrat o obwodzie nie wigkszym niz 8/2 i przekatnej dtugoéci x.
Wyznacz wzoér funkcji opisujacej pole tego kwadratu w zaleznosci od dtugoéci
jego przekatnej. Podaj dziedzine tej funkcji i naszkicuj jej wykres.

Bok kwadratu o przekatnej x ma dlugoscé \%, zatem pole kwadratu mozna

opisa¢ funkcja:

Y

Pe - (%) -3

przy czym muszg by¢ spelnione warunki:

x>0 Dtugosé przekatnej jest dodatnia.
4. % < 8\/§ Warunek na obwéd kwadratu.

Stad = € (0;4), czyli dziedzina funkcji P jest

D = (0;4). Wykresem funkcji P jest zaznaczony

kolorem czerwonym fragment paraboli y = %mQ.

Przyktad 2

Q) ~
—_—

X

Dany jest prostokat o bokach dlugosci x i x — 4 oraz obwodzie mniejszym
od 12. Wyznacz wzoér funkcji opisujacej pole tego prostokata w zaleznosci
od z. Podaj dziedzine tej funkcji i naszkicuj jej wykres. Jakie sg dlugosci

bokéw tego prostokata, jesli jego pole jest réwne 27

Pole prostokata mozna opisaé¢ funkcja:
Px)=x(r—4) =2* —4x

przy czym musza by¢ spelnione warunki:

x>0

Dtugosci bokéw wyrazone sa

z—4>0 liczbami dodatnimi.

— -

2x + 2(1' — 4) < 12 Warunek na obwdd prostokata.

Q

Stad x € (4;5), czyli dziedzina funkcji P jest

D = (4;5). Wykresem funkcji P jest fragment

paraboli y = 2? — 42 zaznaczony kolorem czer-

Wwonym.

Wyznaczamy dlugosci bokéw prostokata, ktérego pole jest rowne 2:

2 —4x =2
22 —4x—2=0

A=(-4)2-4.(-2)-1=24, VA=2V6

n=2 20y G (45), m= T2 91 e (45)

2

Odpowiedz: Pole réwne 2 ma prostokat o bokach v/6 + 2 i v/6 — 2.



Zadania testowe @

Rozwiaz zadania i zapisz odpowiedzi w zeszycie. W kazdym zadaniu tylko
jedna odpowiedz jest poprawna.

1.

10.

10.

Przedzial (—oo; —2) jest zbiorem wartosci funkcji:
A.y=22+2, B.y=2>-2, C.y=-22+2, D.y=—a%-2.

Wierzchotkiem paraboli o réwnaniu y = x2 + 4z jest punkt:
A. W(-2,—-4), B.W(2,-4), C. W(—4,0), D. W(4,0).

Pierwiastkami réwnania 222 + bx + ¢ = 0 sa liczby —3 i 4, zatem:
A b=—-1ic=-12, C.b=2ic=-24,
B.b=-21ic=—-24, D.o=1lic=-12.

Jesli punkt W(—1,—9) jest wierzchotkiem paraboli y = 2? + bx + ¢, to
nieréwno$é 22 + bz + ¢ < 0 zachodzi dla:

A. z € (3;6), B. z€(—4;2), C.z€e(-3;3), D.ze(-9;-1).

Najwieksza warto$é funkcji f(z) = 22? +4x w przedziale (1;2) jest réwna:
A. 16, B. 4, C. 3, D. 0.

Dwa rézne pierwiastki dodatnie ma réwnanie:
A 2? —4x+5=0, C. 22 -52+6=0,
B. 422 — 43z +3 =0, D. 2245z —6=0.

Liczba pierwiastkéw réwnania 8z + 522 — 12 = 0 jest réwna:

A. 0, B. 1, C. 2, D. 4. v

1
Na rysunku obok przedstawiono fragment pa-

raboli, ktérej wierzchotkiem jest punkt (1, —2).
Drugim miejscem zerowym funkcji, ktérej wy-

kresem jest ta parabola, jest liczba: \/
A. 1%, B. 2, C. 2%, D. 3.

Pole prostokatnej dziatki, ktorej jeden bok jest o 2 m dtuzszy od drugiego
boku, wynosi 288 m?. Obwdd tej dzialki jest réwny:

A. 64 m, B. 68 m, C. 72 m, D. 76 m.

0 1 X

N[

Boki prostokata P, o wymiarach 4 cm i 8 cm wydluzono o x cm i uzyskano
prostokat P, o polu réwnym 96 cm?. Przekatna prostokata P, ma diugosé
rowna;

A. 3v/10 cm, B. 4V/10 cm, C. 3v13 cm, D. 413 cm.

(44+2)8+z)=961iz>0

2 +122 - 64=0

(x+16)(z —4)=0

qp = A4l

Dtugos¢ przekatnej prostokata Po:

V82 + 122 = 44/13 [cm)]

5 y:x2—|—4x:

=(®+4x+4)—4=
=(z+2°>*-4

wiec wierzchotkiem paraboli
jest W(—2,—4).

. 2(x+3)(x—4) =

=2 -z —12) =
=222 — 2z — 24
zatem b= —2, c = —24

y=(x+1)°-9=22+2:-8

(z+4)(z —2) <0

'xw:_1¢<17 >7
f(1) =6, f(2) =16
LALAKO
B.A=0

C.331=2,322=3
D.l'1:—6,1'2:1

L2 =t>0

82 +5t—12=0
__ —5—/409
t1 = ——16 <0

tp = =S/ 5,

1
-331:_57337_0:17

itz _
2 Tw,

zatem zo = 2%

. Niech x oznacza krétszy bok

dziatki. Wéwczas:
x(x+2) =288, >0
z? 422 — 288 =0
(z+18)(x —16) =0
z =16

Ob = 68 [m]

Zadania testowe 53 IS



1. (2> -7 (@ +4) =0

:—ﬁlubx:ﬁ
y =2z

2

z°—4xr =0

3. a+3b=12, czylia=12—-3b
a-b=(12—3b)b=—-3(b—4)b
Najwieksza wartosé¢ dla
bw = 445_0 = 2 wynosi 12.

4. (22 -9)(2> -5)=0
z=—31lub x =3 lub
x:—\/glubx:\/g
2¢2 -3 -5>0
z € (—o0;—1) U (5;00)
Zatem z = —3 lub z = —V/5
lub x = 3.

5. 22 +4z+3=2x+2
22 +2x4+1=0
(x+1)*=0
r=—1

22 +4r4+3=-2x—5

2> +62+8=0
(z+4)(x+2)=0
rz=—4lubx = -2

7 parabolg wiecej punktéw
wspolnych ma prosta [.

6. z =2z
iy=18—x—2=18 — 3z
Pole trapezu:

P(z) = 3(z+2)y = 52(6~2),
gdzie z € (0;6)
Najwiekszg wartosé funkcja P
osiaga dla z., = % = 3, stad
y=29, z=6.
Dtugoséé czwartego boku tra-
pezu: u = y =9, wiec
obwdd trapezu:
T+ytztu=

= 184w > 18+9 =27

BN 54 1. Funkcja kwadratowa

@ Przed obowiazkowa maturg z matematyki

B Zadania krétkiej odpowiedzi

Zadanie 1 (2 pkt)
Rozwigz réwnanie z* — 322 — 28 = 0.
Zadanie 2 (2 pkt)

- o f2r—y=0
Rozwiaz uktad réwnan )
¢t —2y=0

Zadanie 3 (2 pkt)
Suma liczby a i potrojonej liczby b wynosi 12. Oblicz najwicksza wartosé
iloczynu liczb a i b.

B Zadania rozszerzonej odpowiedzi

Zadanie 4 (5 pkt)
Wskaz te rozwigzania réwnania z* — 1422 + 45 = 0, ktére spetniaja warunek
222 — 3z — 5> 0.

Zadanie 5 (4 pkt)
Dane sg proste k: y =2x+2il: y = —2x — 5. Sprawdz, ktéra z tych prostych
ma wiecej punktéw wspélnych z parabola y = z2 + 4x + 3.

[0] Zadanie 6 (5 pkt)

Boki trapezu prostokatnego przedstawionego na rysunku obok
spelniaja warunki: z + y + 2z = 18 oraz z = 2x. Uzasadnij, ze
jesli taki trapez ma najwigksze mozliwe pole, to jego obwod
jest nie mniejszy od 27.

Zadanie 7 (5 pkt)

Suma dhugosci wszystkich krawedzi prostopadtoécianu, ktérego podstawa jest
kwadrat, wynosi 48 cm. Oblicz najwieksze pole powierzchni catkowitej takiego
prostopadloscianu.

Zadanie 8 (5 pkt) v
Rozpatrujemy prostokaty polozone w I ¢wiartce
uktadu wspoétrzednych. Trzy wierzchotki tych prosto- C B

katéw lezg na osiach uktadu wspotrzednych, a czwar-
ty lezy na prostej y = —2x 4 4 (rysunek obok). [9) A X

a) Podaj wzor opisujacy pole prostokata w zaleznosci od wspdlrzednej z
punktu A.

b) Ktéry sposérdd tych prostokatéw ma najwieksze pole? Podaj wspélrzedne
jego wierzchotkdw.

7. Niech a — dtugosé krawedzi podstawy, 8. a) Dtugosci bokéw prostokata:
h — wysokos¢ prostopadtoscianu. To iyo = —%l‘o +4
8a + 4h = 48, czyli h = 12 — 2a Pole prostokata:
Pole powierzchni catkowitej prostopa- P(‘TfO) = To Yo = —%xﬁ + 4zo,
dtoscianu: gdzie zo € (0;6)
P(a) = 2a* + 4ah = —6a® + 48a, b) Najwicksza warto§é funkeji P jest
gdzie a € (0;6) osiagnieta dla zo = 3, stad yo = 2.
Najwieksza warto$¢ funkcji P jest osia- Wspoétrzedne wierzchotkow:
gnigta dla a, = =35 = 4 1 wynosi 0(0,0), A(3,0), B(3,2) i C(0,2)
P(4) = 96 [cm?].
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