
7 Funkcja kwadratowa

Liny podtrzymujące most wiszący mają kształt paraboli (na zdjęciu most
Golden Gate w San Francisco).

Funkcję postaci f(x) = ax2 + bx + c (a, b, c ∈ R,
a �= 0) nazywamy funkcją kwadratową lub trójmia-
nem kwadratowym. Wykres funkcji kwadratowej na-
zywamy parabolą. Mówimy „parabola określona rów-
naniem y = ax2 + bx + c” lub krótko: „parabola
y = ax2 + bx+ c”.

Na rysunku obok przedstawiono wykres funkcji kwa-
dratowej f(x) = − 1

2x
2 + x+ 9

2 .
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7.1. Wykres funkcji f(x)=ax2

Na rysunku poniżej przedstawiono parabolę, która jest wykresem funkcji
f(x) = x2. Jej dziedziną jest zbiór liczb rzeczywistych, a zbiorem wartości
– przedział 〈0;∞). Z wykresu możemy odczytać następujące własności:
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a) ramiona paraboli są skierowane do góry,

b) oś OY jest osią symetrii paraboli,

c) punkt (0, 0) jest wierzchołkiem paraboli,

d) funkcja f jest malejąca w przedziale
(−∞; 0〉 i rosnąca w przedziale 〈0;∞),

e) dla x = 0 funkcja f przyjmuje wartość
najmniejszą równą zeru, natomiast dla
każdego x �= 0 prawdziwa jest nierówność
f(x) > 0,

f) funkcja f nie przyjmuje wartości najwięk-
szej.

Ćwiczenie 1

Sporządź odpowiednie tabele wartości funkcji i naszkicuj w jednym układzie
współrzędnych wykresy funkcji f1(x) = x2, f2(x) = 2x2 i f3(x) = 1

2x
2.

Parabole y = 1
4x

2, y = x2, y = 4x2 zostały
dla porównania naszkicowane w jednym
układzie współrzędnych. Zwróć uwagę na za-
leżność między współczynnikiem a w równa-
niu paraboli y = ax2 i rozchyleniem ramion
tej paraboli.

Ćwiczenie 2

Czy punkt P należy do paraboli y = 4x2?

a) P (− 1
4 , 1) c) P ( 12 , 1)

b) P (4, 32) d) P (−2, 16) 1
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Ćwiczenie 3

Dla jakiej wartości współczynnika a punkt Q należy do paraboli y = ax2?

a) Q(1, 6) b) Q(2, 8) c) Q(−4, 8) d) Q(−8, 48)
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Uczeń:

– szkicuje wykres funkcji
f(x) = ax2,
– podaje własności funkcji
f(x) = ax2,
– stosuje własności funkcji
f(x) = ax2 do rozwiązywania
zadań.

Ćwiczenie 1

x
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f3(x)
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Ćwiczenie 2

a) 4 · (− 14 )2 = 14 �= 1 – nie należy
b) 4 · 42 = 64 �= 32 – nie należy
c) 4 · ( 12 )2 = 1 – należy
d) 4 · (−2)2 = 16 – należy

Ćwiczenie 3

a) a · 12 = 6, zatem a = 6
b) a · 22 = 8, zatem a = 2
c) a · (−4)2 = 8, zatem a = 0,5
d) a · (−8)2 = 48, zatem a = 0,75

dlanauczyciela.pl Kartkówka 7.1

Postać ogólna funkcji
kwadratowej
Wykres funkcji kwadratowej



Wykres funkcji y = −x2 można otrzymać, od-
bijając symetrycznie względem osi OX wykres
funkcji y = x2. Zwróć uwagę na to, że ramiona
paraboli będącej wykresem funkcji y = −x2 są
skierowane w dół.

Ćwiczenie 4

a) Podaj przedziały monotoniczności funkcji
f(x) = −x2.
b) Podaj równanie osi symetrii i współrzędne
wierzchołka paraboli będącej wykresem funkcji
f(x) = −x2.
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Ćwiczenie 5

Wykresy funkcji f1, f2, f3, f4, f5 (rysunek poniżej) otrzymano, odbijając syme-
trycznie względem osi OX wykresy funkcji y = 1

8x
2, y = 1

4x
2, y = x2, y = 2x2,

y = 4x2. Podaj wzory funkcji f1, f2, f3, f4, f5.

f1 f2 f3 f4 f5
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Wartość współczynnika a we wzorze funkcji f(x) = ax2, a �= 0, decyduje
o tym, czy ramiona paraboli będącej jej wykresem skierowane są do góry
(gdy a > 0) czy do dołu (gdy a < 0) oraz o tym, jak bardzo są rozchylone.

Ćwiczenie 6

Naszkicuj wykres funkcji f(x) = ax2, jeśli należy do niego punkt P . Podaj
pięć punktów należących do wykresu funkcji f , których obie współrzędne są
całkowite.

a) P (2,−4) b) P
(
1
2 ,−1
)

c) P
(−√2,−6) d) P

(−2√2,−4)
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Ćwiczenie 4
a) rośnie w (−∞; 0〉,
maleje w 〈0;∞)
b) oś symetrii: x = 0,
wierzchołek: (0, 0)

Ćwiczenie 5
f1(x) = −4x2,
f2(x) = −2x2,
f3(x) = −x2,
f4(x) = − 14x2,
f5(x) = − 18x2

Ćwiczenie 6
Wzory funkcji i przykładowe punkty:
a) f(x) = −x2, (−2,−4), (−1,−1),
(0, 0), (1,−1), (2,−4)

b) f(x) = −4x2, (−2,−16), (−1,−4),
(0, 0), (1,−4), (2,−16)

c) f(x) = −3x2, (−2,−12), (−1,−3),
(0, 0), (1,−3), (2,−12)

d) f(x) = − 12x2, (−4,−8), (−2,−2),
(0, 0), (2,−2), (4,−8)
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Zadania

1. Naszkicuj wykres funkcji f o dziedzinieD. Podaj zbiór wartości tej funkcji.

a) f(x) = − 1
2x

2, D = (−2; 4) c) f(x) = 3x2, D = (−1; 2)
b) f(x) = 1

4x
2, D = 〈−4; 2〉 d) f(x) = −2x2, D = 〈1; 2〉

2. Które z poniższych parabol dane są równaniami: y = x2, y = 1
2x

2, y = 1
8x

2?
Podaj równania pozostałych parabol.

A B C D E
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3. Dla której spośród trzech podanych funkcji odległość od osi OX punktu
o odciętej x = 1 należącego do jej wykresu jest najmniejsza?

a) y = x2, y = 4x2, y = −6x2 c) y = − 1
3x

2, y = 3x2, y = 2
√
3x2

b) y = 3
2x

2, y =
√
2x2, y = 2x2 d) y = −3x2, y = πx2, y = 3,14x2

4. Punkty P (x1, y1) i Q(x2, y2) należą do paraboli y = ax2. Oblicz odległość
punktu Q od osi OX, jeśli:

a) x1 = 3, y1 = − 3
2 , x2 = −2, b) x1 = −2

√
2, y1 = 20, x2 = 2.

5. Prosta y = 4 przecina parabolę y = ax2 w punktach A i B. Oblicz a, jeśli:

a) |AB| = 2, b) |AB| = 8, c) |AB| = 1
2 , d) |AB| = 2

√
2.

6. Punkty: O(0, 0), A(x, 3) i B(−x, 3) należą do paraboli y = ax2. Naszkicuj
tę parabolę, jeśli pole trójkąta AOB jest równe 12.

7. a) Podaj dziedzinę i wzór funkcji opisującej pole kwadratowej działki bu-
dowlanej w zależności od długości przekątnej x. Naszkicuj jej wykres.

b) Podaj dziedzinę i wzór funkcji opisującej pole prostokątnej działki bu-
dowlanej w zależności od długości przekątnej x, jeżeli wiadomo, że działkę
można podzielić na dwa kwadraty.
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Odpowiedzi do zadań

1. a) f(D) = (−8; 0〉
b) f(D) = 〈0; 4〉
c) f(D) = 〈0; 12)
d) f(D) = 〈−8;−2〉

2. A: y = x2, B: y = 12x
2,

C: y = 14x
2, D: y = 18x

2,
E: y = 1

16x
2

3. a) y = x2

b) y =
√
2x2

c) y = − 13x2
d) y = −3x2

4. a) 23
b) 10

5. Z warunków zadania:
A(−x, 4), B(x, 4)

oraz:
|x| = 12 |AB|

Po podstawieniu współrzęd-
nych punktu A do równania
paraboli otrzymujemy:

a( 12 |AB|)2 = 4
i stąd a = 16

|AB|2 .

a) a = 16
22 = 4

b) a = 16
82 =

1
4

c) a = 16

( 12 )
2 = 64

d) a = 16

(2
√
2)2
= 2

6. PAOB = 12 |2x| · 3 = 12, zatem
|x| = 4, czyli do paraboli nale-
żą punkty: A(4, 3) i B(−4, 3)
(lub A(−4, 3) i B(4, 3)).
Równanie paraboli ma po-
stać: y = 3

16x
2.
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7. a) Oznaczmy bok działki
przez a. Wówczas:

x = a
√
2, czyli a = x√

2
.

P (x) = 12x
2, D = (0;∞)

1
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O X

Y

P

b) Oznaczmy boki działki przez a
i 2a.

2a

a
x

Wówczas x2 = 4a2 + a2 = 5a2,
czyli a2 = 15x

2.
P (x) = 2a2 = 25x

2, D = (0;∞)



7.2. Przesunięcie wykresu funkcji
f(x)=ax2 o wektor

Przykład 1

Wykres funkcji f(x) = 2x2 − 4 otrzymamy,
przesuwając parabolę y = 2x2 o 4 jednostki
w dół, czyli o wektor −→u = [0,−4] (rysunek
obok).

Ćwiczenie 1

Naszkicuj wykres funkcji f i określ jej zbiór
wartości.

a) f(x) = x2 − 3 c) f(x) = −2x2 − 4
b) f(x) = x2 + 1 d) f(x) = −2x2 + 2
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Przykład 2

Wykres funkcji f(x) = 2(x− 3)2 otrzymamy,
przesuwając parabolę y = 2x2 o 3 jednostki
w prawo, czyli o wektor −→u = [3, 0] (rysunek
obok).

Ćwiczenie 2

Naszkicuj wykres funkcji f i podaj jej prze-
działy monotoniczności.

a) f(x) = (x+ 3)2 c) f(x) = −2(x+2)2

b) f(x) = (x− 1)2 d) f(x) = −2(x− 2)2 1
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Przykład 3

Wykres funkcji f(x) = (x−2)2+1 otrzymamy,
przesuwając parabolę y = x2 o 2 jednostki
w prawo, a następnie o 1 jednostkę w górę,
lub bezpośrednio o wektor −→u = [2, 1].

Ćwiczenie 3

Naszkicuj wykres funkcji f .

a) f(x) = (x− 3)2 − 2
b) f(x) = (x+ 2)2 + 1 1
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Uczeń:

– podaje wzór funkcji
kwadratowej otrzymanej
w wyniku przesunięcia
wykresu funkcji f(x) = ax2

o wektor,
– szkicuje wykresy funkcji
postaci f(x) = a(x − p)2 + q
i podaje ich własności,
– stosuje własności funkcji
f(x) = a(x − p)2 + q
do rozwiązywania zadań.

Ćwiczenie 1

a) f(D) = 〈−3;∞)
b) f(D) = 〈1;∞)
c) f(D) = (−∞;−4〉
d) f(D) = (−∞; 2〉
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c d

Ćwiczenie 2
a) maleje w (−∞;−3〉,
rośnie w 〈−3;∞)
b) maleje w (−∞; 1〉,
rośnie w 〈1;∞)
c) rośnie w (−∞;−2〉,
maleje w 〈−2;∞)
d) rośnie w (−∞; 2〉,
maleje w 〈2;∞)

Ćwiczenie 3

1
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Postać kanoniczna funkcji
kwadratowej



Wykres funkcji f(x) = a(x − p)2 + q, gdzie a �= 0, otrzymujemy przez
przesunięcie wykresu funkcji y = ax2 o wektor [p, q].

Wierzchołkiem paraboli będącej wykresem funkcji f jest punkt (p, q).
Jej osią symetrii jest prosta x = p.

Ćwiczenie 4

O jaki wektor należy przesunąć parabolę daną wzorem y = 2x2, aby otrzymać
wykres funkcji:

a) f(x) = 2(x+ 6)2 − 3, b) f(x) = 2x2 − 4x+ 2?

Poniższe własności funkcji f(x) = a(x− p)2 + q zależą od współczynnika a.

a > 0

ramiona paraboli są skierowane do góry
dla x = p funkcja osiąga wartość naj-

mniejszą y = q

funkcja maleje w przedziale (−∞; p〉
funkcja rośnie w przedziale 〈p;∞)
zbiorem wartości funkcji jest przedział
〈q;∞) O X

Y
f

p

q

a < 0

ramiona paraboli są skierowane w dół
dla x = p funkcja osiąga wartość naj-

większą y = q

funkcja rośnie w przedziale (−∞; p〉
funkcja maleje w przedziale 〈p;∞)
zbiorem wartości funkcji jest przedział

(−∞; q〉 O X

Y

f

p

q

Ćwiczenie 5

Podaj przedziały monotoniczności i zbiór wartości funkcji f oraz współrzędne
wierzchołka paraboli będącej jej wykresem. Naszkicuj tę parabolę.

a) f(x) = 2(x− 3)2 − 4 c) f(x) = −(x+ 4)2 − 1
b) f(x) = 1

4(x+ 2)2 + 2 d) f(x) = − 1
4(x− 1)2 + 3
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Ćwiczenie 4

a) [−6,−3] b) [1, 0]

Komentarz
Warto przypomnieć uczniom,
że funkcja kwadratowa nie jest
monotoniczna w swojej dzie-
dzinie – jest przedziałami mono-
toniczna (patrz przykład 3 ze
str. 168).

Należy również podkreślić
zależność między współczyn-
nikiem p a przedziałami mono-
toniczności funkcji oraz między
współczynnikiem q a zbiorem
wartości funkcji.

Ćwiczenie 5
a) maleje w (−∞; 3〉, rośnie w 〈3;∞),
f(D) = 〈−4;∞), W (3,−4)
b) maleje w (−∞;−2〉, rośnie w 〈−2;∞),
f(D) = 〈2;∞), W (−2, 2)
c) rośnie w (−∞;−4〉, maleje w 〈−4;∞),
f(D) = (−∞;−1〉, W (−4,−1)
d) rośnie w (−∞; 1〉, maleje w 〈1;∞),
f(D) = (−∞; 3〉, W (1, 3)



Zadania

1. Wykres funkcji f(x) = x2 przesuń o wektor −→u . Następnie podaj wzór
otrzymanej funkcji oraz jej przedziały monotoniczności.

a) −→u = [1, 2] b) −→u = [1,−2] c) −→u = [−3,−2] d) −→u = [−2,−4]
2. Naszkicuj parabolę, którą otrzymamy przez przesunięcie wykresu funkcji

f(x) = −x2 o wektor −→u . Podaj współrzędne jej wierzchołka i równanie jej
osi symetrii.

a) −→u = [−2, 4] b) −→u = [−3,−1] c) −→u = [2, 2] d) −→u = [3,−1]
3. Naszkicuj wykres funkcji f i podaj jej zbiór wartości.

a) f(x) = 2(x− 1)2 − 4 c) f(x) = −2(x+ 3)2 + 2

b) f(x) = 1
2 (x+ 2)2 + 1 d) f(x) = − 1

2(x− 4)2 + 4

4. Wykres funkcji g powstaje przez przesunięcie wykresu funkcji f o wek-
tor −→u . Przerysuj tabelę do zeszytu i ją uzupełnij.

Wzór funkcji f Wektor −→u Wzór funkcji g

f(x) = 5x2 − 3
f(x) = 4x2

f(x) = 2(x− 5)2 + 3

−→u = [−1, 5]

−→u = [7,−3]
−→u = [4,−6]

g(x) = 4(x+ 2)2 + 3

g(x) = 5
2(x− 7)2 − 13f(x) = 5

2x
2 − 10

−→u = [−2, 3]
g(x) = 5(x+ 1)2 + 2

g(x) = 2(x− 9)2 − 3

5. Punkty F i G są wierzchołkami parabol będących wykresami funkcji f i g.
Wyznacz współrzędne wektora

−−→
FG i naszkicuj obie parabole.

a) f(x) = 1
2 (x+ 1)2 − 1, g(x) = 1

2(x− 3)2 + 2

b) f(x) = 4− 2(x+ 1)2, g(x) = 2− 2(x+ 3)2

c) f(x) = − 1
4(x− 2)2 + 4, g(x) = − 1

4(x+ 1)2 − 1
d) f(x) = 2− 1

2(x+ 1)2, g(x) = −1− 1
2(x− 3)2

6. Do wykresu funkcji f(x) = ax2+ q należy punkt P (−1, 2). Podaj wzór tej
funkcji, jeśli wiadomo, że jej zbiorem wartości jest przedział:

a) 〈1;∞), b) 〈0;∞), c) (−∞; 3〉, d) (−∞; 6〉.
7. Oblicz wartość współczynnika p i naszkicuj parabolę y = (x− p)2− 1, jeśli

należą do niej punkty A i B.

a) A(−4, 3), B(0, 3) b) A(−1, 8), B(5, 8)
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Odpowiedzi do zadań

1. a) y = (x− 1)2 + 2,
maleje w (−∞; 1〉,
rośnie w 〈1;∞)
b) y = (x− 1)2 − 2,
maleje w (−∞; 1〉,
rośnie w 〈1;∞)
c) y = (x+ 3)2 − 2,
maleje w (−∞;−3〉,
rośnie w 〈−3;∞)
d) y = (x+ 2)2 − 4,
maleje w (−∞;−2〉,
rośnie w 〈−2;∞)

2. a) W (−2, 4), x = −2
b) W (−3,−1), x = −3
c) W (2, 2), x = 2
d) W (3,−1), x = 3

3. a) f(D) = 〈−4;∞)
b) f(D) = 〈1;∞)
c) f(D) = (−∞; 2〉
d) f(D) = (−∞; 4〉

5. a) −−→FG = [4, 3]
b) −−→FG = [−2,−2]
c) −−→FG = [−3,−5]
d) −−→FG = [4,−3]

6. a) f(x) = x2 + 1
b) f(x) = 2x2

c) f(x) = −x2 + 3
d) f(x) = −4x2 + 6

7. Zauważmy, że punkty A i B mają równe rzędne.

a) (−4− p)2 − 1 = p2 − 1, p = −2

1

1

O X

Y

b) (−1− p)2 − 1 = (5− p)2 − 1, p = 2

1

1

O X

Y



7.3. Postać kanoniczna i postać ogólna
funkcji kwadratowej

Definicja

Postać:
y = ax2 + bx+ c, gdzie a, b, c ∈ R, a �= 0

nazywamy postacią ogólną funkcji kwadratowej.

Postać:
y = a(x− p)2 + q, gdzie a, p, q ∈ R, a �= 0

nazywamy postacią kanoniczną funkcji kwadratowej.

Uwaga. Funkcję kwadratową nazywamy też trójmianem kwadratowym.

Ćwiczenie 1

Przeczytaj przykład w ramce pokazujący, w jaki sposób przejść od postaci
kanonicznej funkcji kwadratowej do postaci ogólnej.

a) y = 3(x− 4)2 − 7 = Postać kanoniczna

= 3(x2 − 8x+ 16)− 7 = Korzystamy ze wzoru (a− b)2 = a2 − 2ab+ b2.

= 3x2 − 24x+ 41 Postać ogólna

b) y = −4(x+ 1
2

)2
+ 1 = Postać kanoniczna

= −4(x2 + x+ 1
4

)
+ 1 = Korzystamy ze wzoru (a+ b)2 = a2 + 2ab+ b2.

= −4x2 − 4x Postać ogólna

Przedstaw funkcję kwadratową w postaci ogólnej.

a) y = −2(x− 3)2 + 6 b) y = − 1
2(x+

1
2)

2 + 1
2 c) y = 3(x− 5)2 + 9

Przejście od postaci ogólnej funkcji kwadratowej do postaci kanonicznej wy-
maga zastosowania uzupełniania do kwadratu.

Przykład 1

Przedstaw funkcję kwadratową w postaci kanonicznej.

a) y = x2 − 10x+ 27 = Postać ogólna

= x2 − 2 · 5x+ 27 = Współczynnik −10 zapisujemy jako −2 · 5.
= x2 − 2 · 5x+ 25− 25 + 27 = Dodajemy i odejmujemy 25 = 52,

czyli uzupełniamy do kwadratu
= (x− 5)2 − 25 + 27 = Korzystamy ze wzoru (a− b)2 = a2 − 2ab+ b2.

= (x− 5)2 + 2 Postać kanoniczna
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Uczeń:

– podaje wzór funkcji
kwadratowej w postaci
ogólnej i kanonicznej,
– oblicza wyróżnik trójmianu
kwadratowego,
– oblicza współrzędne wierz-
chołka paraboli, podaje
równanie jej osi symetrii,
– przekształca postać ogólną
funkcji kwadratowej do
postaci kanonicznej (z zasto-
sowaniem uzupełniania do
kwadratu lub wzoru na
współrzędne wierzchołka
paraboli) i szkicuje jej
wykres,
– przekształca postać kano-
niczną funkcji kwadratowej
do postaci ogólnej,
– wyznacza wzór ogólny funkcji
kwadratowej, mając dane
współrzędne wierzchołka
i innego punktu jej wykresu,
– wyprowadza wzory na współ-
rzędne wierzchołka paraboli.

Ćwiczenie 1

a) y = −2(x2 − 6x+ 9) + 6 =
= −2x2 + 12x − 12

b) y = − 12 (x2 + x+ 14 ) + 12 =
= − 12x2 − 12x+ 38

c) y = 3(x2 − 10x+ 25) + 9 =
= 3x2 − 30x+ 84

dlanauczyciela.pl Kartkówka 7.3

Postać ogólna funkcji
kwadratowej
Postać kanoniczna funkcji
kwadratowej
Wykres funkcji kwadratowej



b) y = x2 + 5x+ 3 = Postać ogólna

= x2 + 2 · 52x+ 3 = Współczynnik 5 zapisujemy jako 2 · 52 .

= x2 + 2 · 52x+
(
5
2

)2 − ( 52)2 + 3 = Dodajemy i odejmujemy ( 52 )
2.

=
(
x+ 5

2

)2 − 25
4 + 3 = Korzystamy ze wzoru

(a+ b)2 = a2 + 2ab+ b2.
=
(
x+ 5

2

)2 − 13
4 Postać kanoniczna

Ćwiczenie 2

Przedstaw funkcję kwadratową w postaci kanonicznej. Podaj współrzędne
wierzchołka paraboli będącej wykresem tej funkcji.

a) y = x2 − 8x+ 6 c) y = x2 − 6x− 2 e) y = x2 + x+ 1
4

b) y = x2 + 4x+ 8 d) y = x2 − 3x+ 1 f) y = x2 − x− 2

Wykresem funkcji kwadratowej f(x) = a(x− p)2+ q jest
parabola o wierzchołku (p, q). Współrzędne wierzchołka
paraboli oznaczamy także (xw, yw). X

Y

O

(xw, yw)

f

Twierdzenie

Parabola y = ax2 + bx+ c ma wierzchołek w punkcie o współrzędnych:

xw = − b

2a
, yw = − Δ

4a
, gdzie Δ = b2 − 4ac

Wyrażenie Δ nazywamy wyróżnikiem trójmianu kwadratowego.

Dowód

y = ax2 + bx+ c = a(x2 + b
ax) + c = a

(
x2 + 2 · b2ax

)
+ c =

= a
[(
x+ b

2a

)2 − b2

4a2

]
+ c = a

(
x+ b

2a

)2 − b2

4a + c = a
(
x+ b

2a

)2 − b2−4ac
4a

Jest to postać kanoniczna funkcji y = a(x−p)2+ q dla p = − b
2a i q = − b

2−4ac
4a , zatem

xw = − b
2a , yw = − Δ

4a .

Ćwiczenie 3

Oblicz wyróżnik trójmianu kwadratowego.

a) y = x2 + 3x+ 1 c) y = x2 − 4x+ 4 e) y = − 1
2x

2 + 2x+ 4

b) y = 2x2 + 4x+ 1 d) y = −2x2 + 6x− 6 f) y = 2x2 −√2x− 1
4

Ćwiczenie 4

Wyznacz współrzędne wierzchołka paraboli.

a) y = 4x2 + 6x+ 3 b) y = −2x2 + 4x+ 1 c) y = 1
2x

2 − x+ 1
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Ćwiczenie 2

a) y = x2 − 8x+ 6 =
= x2 − 2 · 4x+ 16− 16 + 6 =
= (x− 4)2 − 10,
W (4,−10)
b) y = x2 + 4x+ 8 =
= x2 + 2 · 2x+ 4− 4 + 8 =
= (x+ 2)2 + 4,
W (−2, 4)
c) y = x2 − 6x− 2 =
= x2 − 2 · 3x+ 9− 9− 2 =
= (x− 3)2 − 11,
W (3,−11)
d) y = x2 − 3x+ 1 =
= x2 − 2 · 32x+ 94 − 94 + 1 =
= (x− 32 )2 − 54 ,
W ( 32 ,− 54 )
e) y = x2 + x+ 14 =
= x2 + 2 · 12x+ 14 =
= (x+ 12 )

2,
W (− 12 , 0)
f ) y = x2 − x− 2 =
= x2 − 2 · 12x+ 14 − 14 − 2 =
= (x− 12 )2 − 94 ,
W ( 12 ,− 94 )
Ćwiczenie 3

a) 5 b) 8 c) 0 d) −12 e) 12
f ) 4

Ćwiczenie 4

a) Δ = −12, W (− 34 , 34 )
b) Δ = 24, W (1, 3)
c) Δ = −1, W (1, 12 )



Zauważmy, że jeśli wyznaczymy pierwszą współrzędną wierzchołka paraboli
będącej wykresem funkcji kwadratowej f , to jego drugą współrzędną możemy
obliczyć, korzystając z tego, że yw = f(xw).

Przykład 2

Wyznacz współrzędne wierzchołka paraboli będącej wykresem funkcji:
f(x) = −2x2 + 8x− 1

Współczynniki a = −2, b = 8, więc xw = − b

2a
= − 8

2 · (−2) = 2.

Współrzędna yw = f(xw) = f(2) = −2 · 22 + 8 · 2− 1 = 7.

Wierzchołkiem paraboli jest punkt (2, 7).

Ćwiczenie 5

Wyznacz współrzędne wierzchołka paraboli będącej wykresem funkcji f , ko-
rzystając z tego, że yw = f(xw).

a) f(x) = 2x2 − 4x+ 3 c) f(x) = 1
4x

2 − x+ 10

b) f(x) = −x2 − 3x+ 4 d) f(x) = 3x2 + 6x− 10

Zadania

1. Przedstaw trójmian kwadratowy f w postaci ogólnej i oblicz jego wyróżnik.

a) f(x) = (x− 1
2)

2 − 3 d) f(x) = −3(x+ 2)2 + 8

b) f(x) = −(x− 4)2 + 5 e) f(x) = − 1
2(x− 2)2 + 2

c) f(x) = 2(x− 3)2 − 14 f) f(x) = 2
3(x− 3)2 − 9

2. Korzystając ze wzorów xw = − b
2a i yw = − Δ

4a , wyznacz współrzędne wierz-
chołka paraboli będącej wykresem funkcji f . Przedstaw funkcję f w postaci
kanonicznej.

a) f(x) = x2 + 2x+ 3 d) f(x) = −4x2+8x+1 g) f(x) = x2 − x

b) f(x) = x2 − 4x− 2 e) f(x) = 2x2 + 8x− 7 h) f(x) = −2x2+6x

c) f(x) = −x2 − 2x+ 1 f) f(x) = −2x2−6x+2 i) f(x) = 3x2 − 8
3. Korzystając ze wzorów xw = − b

2a i yw = f(xw), wyznacz współrzędne
wierzchołka paraboli będącej wykresem funkcji f .

a) f(x) = 2x2 + 6x− 3 b) f(x) = 1
2x

2 − x+ 4 c) f(x) = −3x2− 6x
4. Przedstaw funkcję f w postaci kanonicznej. Naszkicuj wykres funkcji f ,

stosując odpowiednie przesunięcie paraboli y = x2 lub y = −x2.
a) f(x) = x2 + 2x+ 4 b) f(x) = −x2−6x−12 c) f(x) = −x2 + 4x
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Komentarz
Warto zwrócić uwagę uczniów
na przykład 2, ponieważ zasto-
sowany w nim sposób wyzna-
czania drugiej współrzędnej
wierzchołka paraboli yw w wielu
przypadkach jest dużo szybszy
niż korzystanie ze wzoru:
yw = −Δ4a .

Ćwiczenie 5

a) W (1, 1) b) W (−1 12 , 6 14 )
c) W (2, 9) d) W (−1,−13)

Odpowiedzi do zadań

1. a) f(x) = x2−x−2 34 , Δ = 12
b) f(x) = −x2 + 8x− 11,
Δ = 20
c) f(x) = 2x2 − 12x+ 4,
Δ = 112
d) f(x) = −3x2 − 12x − 4,
Δ = 96
e) f(x) = − 12x2 + 2x, Δ = 4
f ) f(x) = 23x

2 − 4x− 3,
Δ = 24

2. a) f(x) = (x+ 1)2 + 2,
W (−1, 2)
b) f(x) = (x− 2)2 − 6,
W (2,−6)
c) f(x) = −(x+ 1)2 + 2,
W (−1, 2)
d) f(x) = −4(x− 1)2 + 5,
W (1, 5)
e) f(x) = 2(x+ 2)2 − 15,
W (−2,−15)
f ) f(x) = −2(x+ 32 )2 + 132 ,
W (− 32 , 132 )
g) f(x) = (x− 12 )2 − 14 ,
W ( 12 ,− 14 )
h) f(x) = −2(x− 32 )2 + 92 ,
W ( 32 ,

9
2 )

i) f(x) = 3x2 − 8, W (0,−8)
3. a) W (− 32 ,− 152 ) b) W (1, 72 )
c) W (−1, 3)

4. a) f(x) = (x+1)2+3

1

1

O X

Y

f

b) f(x) = −(x+ 3)2 − 3

1

1

O X

Y

f

c) f(x) = −(x− 2)2 + 4

1

1

O X

Y

f



5. Przeczytaj podany w ramce przykład.

Prosta x = 3 jest osią symetrii paraboli będącej wykresem funkcji
f(x) = 1

2x
2 + bx+ 5. Oblicz współczynnik b.

Osią symetrii jest prosta x = − b

2a
, zatem − b

2a
= 3, skąd:

b = −6a = −6 · 12 = −3

Prosta l jest osią symetrii paraboli będącej wykresem funkcji kwadrato-
wej f . Oblicz współczynnik b.

a) f(x) = x2 + bx+ 4, l: x = 2 c) f(x) = 2x2 + bx− 1, l: x = −1
b) f(x) = −x2 + bx− 3, l: x = 4 d) f(x) = − 1

2x
2 + bx− 7, l: x = −6

6. Oblicz współczynnik a funkcji kwadratowej f , jeśli wiadomo, że wierzcho-
łek paraboli będącej jej wykresem leży na prostej l. Zapisz wzór funkcji f
w postaci kanonicznej.

a) f(x) = ax2 + 4x− 3, l: x = 2 c) f(x) = ax2 + 2x+ 5, l: x = −4
b) f(x) = ax2 + 6x+ 2, l: x = 1 d) f(x) = ax2 − 6x− 1, l: x = − 3

2

7. Przeczytaj podany w ramce przykład.

Oblicz współczynniki b i c funkcji kwadratowej f(x) = x2 + bx + c,
której wykresem jest parabola o wierzchołku w punkcie (3,−2).
Ze wzoru xw = − b

2a
otrzymujemy:

− b

2·1 = 3, skąd b = −6.
Zatem f(x) = x2 − 6x+ c. Podstawiamy współrzędne punktu (3,−2)
do wzoru funkcji i otrzymujemy równość:

−2 = 32 − 6 · 3 + c, skąd c = 7.

Szukane współczynniki: b = −6 i c = 7.

Oblicz współczynniki b i c funkcji kwadratowej f(x) = x2 + bx + c, jeśli
wiadomo, że punkt W jest wierzchołkiem paraboli będącej jej wykresem.

a) W (2, 4) b) W (−1,−3) c) W
(
1
2 ,−1
)

d) W (10, 0)

8. Wyznacz współczynniki a i c funkcji kwadratowej f(x) = ax2+6x+c, jeśli
wiadomo, że punkt W jest wierzchołkiem paraboli będącej jej wykresem.
Zapisz wzór tej funkcji w postaci kanonicznej.

a) W (−1, 2) b) W (6,−3) c) W (2, 4) d) W
(− 3

2 ,−1
)
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5. a) a = 1 oraz − b2a = 2,
zatem b = −4.
b) a = −1 oraz − b2a = 4,
zatem b = 8.
c) a = 2 oraz − b2a = −1,
zatem b = 4.
d) a = − 12 oraz
− b2a = −6, zatem b = −6.

6. a) b = 4 oraz − b2a = 2, zatem
a = −1, f(x) = −(x− 2)2 + 1
b) b = 6 oraz − b2a = 1, zatem
a = −3, f(x) = −3(x−1)2+5
c) b = 2 oraz − b2a = −4,
zatem a = 14 ,
f(x) = 14 (x+ 4)

2 + 1

d) b = −6 oraz − b2a = − 32 ,
zatem a = −2,
f(x) = −2(x+ 32 )2 + 72

7. a) b = −4, c = 8
b) b = 2, c = −2
c) b = −1, c = − 34
d) b = −20, c = 100

8. a) − b2a = − 62a = −1, zatem a = 3.
2 = 3 · (−1)2 + 6 · (−1) + c, więc c = 5.
f(x) = 3(x+ 1)2 + 2

b) a = − 12 , c = −21, f(x) = − 12 (x− 6)2 − 3
c) a = − 32 , c = −2, f(x) = − 32 (x− 2)2 + 4
d) a = 2, c = 72 , f(x) = 2(x+

3
2 )
2 − 1



Czy wiesz, że. . .

Dla dowolnych dwóch punktów płaszczyzny (nie-
leżących na prostej pionowej) istnieje nieskończe-
nie wiele parabol opisanych za pomocą równania
y = ax2 + bx+ c przechodzących przez te punkty
(rysunek obok).
Przez trzy niewspółliniowe punkty (z których żad-
ne dwa nie leżą na prostej pionowej) przechodzi
dokładnie jedna parabola y = ax2+ bx+ c. Mając

1

1

O X

Y

dane współrzędne tych punktów, możemy obliczyć współczynniki a, b i c.
W tym celu rozwiązujemy odpowiedni układ równań.

Na przykład, aby wyznaczyć równanie paraboli y = ax2 + bx + c prze-
chodzącej przez punkty: A(−1, 0), B(1,−4) i C(4, 5), rozwiązujemy układ
równań:⎧⎪⎨
⎪⎩

a · (−1)2 + b · (−1) + c = 0

a · 12 + b · 1 + c = −4
a · 42 + b · 4 + c = 5

Rozwiązaniem układu równań jest trójka liczb:
a = 1, b = −2, c = −3, zatem szukana parabola
jest dana równaniem y = x2 − 2x− 3.

Uwaga. Jeżeli mamy dany wierzchołek paraboli, to do wyznaczenia jej
równania wystarczy znajomość jeszcze jednego należącego do niej punktu.

9. Oblicz współczynniki a, b, c funkcji kwadratowej f(x) = ax2 + bx+ c, jeśli
wiadomo, że do paraboli będącej jej wykresem należy punkt P , a wierz-
chołkiem tej paraboli jest punkt W .

a) P (0, 2), W (2, 0) c) P (3, 1), W (0, 3) e) P (2, 1), W (1, 2)

b) P (0, 0), W (−1,−1) d) P (−2, 0), W (−1, 3) f) P (1, 2), W (2, 4)

10. Wyznacz równanie paraboli, jeśli wiadomo, że przecina ona osie układu
współrzędnych w punktach A, B i C. Naszkicuj tę parabolę.

a) A(0, 3), B(1, 0), C(3, 0) b) A(0, 6), B(−6, 0), C(2, 0)

11. Wyznacz równanie paraboli przechodzącej przez punkty A, B, C.

a) A(−3, 1), B(0, 4), C(1, 1) c) A(−5, 3),B(−1,−5),C(1,−3)
b) A(−4, 1), B(−3,−2), C(1,−2) d) A(−4, 1), B(2,−2), C(6, 5)

12. O jaki wektor należy przesunąć wykres funkcji f , aby otrzymać parabolę
przechodzącą przez punkty A(−2, 0) i B(2, 4)?
a) f(x) = x2 b) f(x) = −x2
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9. a) f(x) = a(x− 2)2
Punkt P (0, 2) należy do
paraboli, czyli:

2 = a(0− 2)2
skąd a = 12 .
f(x) = 12 (x− 2)2 =
= 12x

2 − 2x+ 2,
zatem b = −2, c = 2.
b) f(x) = a(x+ 1)2 − 1
Punkt P (0, 0) należy do
paraboli, czyli:
0 = a(0 + 1)2 − 1

skąd a = 1.
f(x) = (x+ 1)2 − 1 =
= x2 + 2x,

zatem b = 2, c = 0.

c) f(x) = ax2 + 3
Punkt P (3, 1) należy do
paraboli, czyli:

1 = a · 32 + 3
skąd a = − 29 .
f(x) = − 29x2 + 3,
zatem b = 0, c = 3.

d) f(x) = a(x+ 1)2 + 3
Punkt P (−2, 0) należy do
paraboli, czyli:
0 = a(−2 + 1)2 + 3

skąd a = −3.
f(x) = −3(x+ 1)2 + 3 =
= −3x2 − 6x,

zatem b = −6, c = 0.
e) f(x) = a(x− 1)2 + 2
1 = a(2−1)2+2, skąd a = −1.
f(x) = −(x− 1)2 + 2 =

= −x2 + 2x+ 1
zatem b = 2, c = 1.

f ) f(x) = a(x− 2)2 + 4
2 = a(1−2)2+4, skąd a = −2.
f(x) = −2(x− 2)2 + 4 =

= −2x2 + 8x− 4
zatem b = 8, c = −4.

10. a) y = x2 − 4x+ 3
b) y = − 12x2 − 2x+ 6

11. a) y = −x2 − 2x+ 4
b) y = 35x

2 + 65x− 195
c) y = 12x

2 + x− 92
d) y = 9

40x
2 − 1

20x− 145

12. a) y = x2 + bx+ c:{
0 = (−2)2 + b · (−2) + c
4 = 22 + b · 2 + c

b = 1, c = −2
p = − b2a = − 12 , q =

(− 12 )2 − 12 − 2 = − 94
Wektor przesunięcia:

[− 12 ,− 94].
b) b = 1, c = 6,

p = 12 , q = −
(
1
2

)2
+ 12 + 6 =

25
4

Wektor przesunięcia:
[
1
2 ,
25
4

]
.



Warto powtórzyć

Obliczanie wartości trójmianu kwadratowego

1. Oblicz wartość wyrażenia dla x = −2 i dla x = −3.
a) x2 − 3x− 6 b) 2x2 + 3

2x− 1
2 c) −3x2 + 2x− 1

2. Oblicz wartość wyrażenia dla x = − 1
2 i dla x = 1

4 .

a) 4x2 − 2x+ 3 b) −8x2 + 4x− 1 c) −2x2 − 6x+ 1
2

3. Oblicz wartości funkcji f , g, h dla argumentu x = −2 i uporządkuj je
w kolejności rosnącej.

a) f(x) = −x2 + 6x+ 1, g(x) = 2x2 + 10x− 5, h(x) = −3x2 − 1
2x+ 4

b) f(x) = 1
2x

2 + 3
2x− 7, g(x) = − 1

4x
2 + 3

4x− 8, h(x) = − 17
8 x

2 − x− 4
4. Dana jest funkcja f(x) = − 3

4x
2 − 5

2x+ c. Oblicz współczynnik c, jeśli:

a) f(−2) = 9, b) f(4) = −2, c) f
(−2√2) = −6.

5. Sprawdź, które spośród punktów:

A(−1, 2 − 3√2), B(−√2, 10− 2√2), C(−2, 8),
D(1 +

√
2, 4 +

√
2), E(

√
2, 8 − 2√2)

nie należą do wykresu funkcji f(x) = 2x2 −√2x− 2√2.
Twierdzenie

Jeśli dla dwóch różnych argumentów
x1, x2 funkcja kwadratowa przyjmuje
tę samą wartość, to oś symetrii para-
boli będącej wykresem tej funkcji jest
prostą określoną za pomocą równania
x = x1+x2

2 .

x1 x2

x = x1+x2
2

f(x1) = f(x2)

X

Y f

O

6. Sprawdź, czy f(−3) = f(1). Podaj równanie osi symetrii paraboli będącej
wykresem funkcji f oraz współrzędne wierzchołka tej paraboli.

a) f(x) = 1
2x

2 + x− 1 b) f(x) = −2x2 − 4x+ 2

7. Oblicz f(−2), f(−1), f(1) i f(2). Podaj równanie osi symetrii oraz współ-
rzędne wierzchołka paraboli będącej wykresem funkcji f .

a) f(x) = x2 − x− 2 c) f(x) = −2x2 + 6x− 4
b) f(x) = 2x2 − 6x− 2 d) f(x) = −6x2 − 6x+ 8
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Odpowiedzi do zadań

1. a) 4, 12 b) 4 12 , 13
c) −17, −34

2. a) 5, 2 34 b) −5, − 12 c) 3, −1 18

3. a) g(−2) = −17,
f(−2) = −15,
h(−2) = −7
b) g(−2) = −10 12 ,
h(−2) = −10 12 , f(−2) = −8

4. a) c = 7 b) c = 20
c) c = −5√2

5. A: f(−1) = 2−√2 �= 2− 3√2
B: f(−√2) = 6−2√2 �= 10−2√2
C: f(−2) = 8
D: f(1 +

√
2) = 4 +

√
2

E: f(
√
2) = 2− 2√2 �= 8− 2√2

Zatem nie należą punkty:
A, B, E.

6. a) f(−3) = f(1), zatem oś symetrii: x = −1, a wierzchołek: W (−1,− 32 ).
b) f(−3) = f(1), zatem oś symetrii: x = −1, a wierzchołek: W (−1, 4).

7. a) f(−2) = 4, f(−1) = 0, f(1) = −2, f(2) = 0, zatem oś symetrii: x = 12 ,
a wierzchołek: W ( 12 ,−2 14 ).
b) f(−2) = 18, f(−1) = 6, f(1) = −6, f(2) = −6, zatem oś symetrii: x = 32 ,
a wierzchołek: W

( 3
2 ,− 132

)
.

c) f(−2) = −24, f(−1) = −12, f(1) = 0, f(2) = 0, zatem oś symetrii: x = 32 ,
a wierzchołek: W ( 32 ,

1
2 ).

d) f(−2) = −4, f(−1) = 8, f(1) = −4, f(2) = −28, zatem oś symetrii: x = − 12 ,
a wierzchołek: W

(− 12 , 192 ).



7.4. Równania kwadratowe (1)
Przykład 1

Naszkicuj wykres funkcji i odczytaj z niego miejsca zerowe tej funkcji.

a) y = x2 − 4x
Po przekształceniu do postaci ka-
nonicznej mamy: y = (x−2)2−4.

1

1

O X

Y

f

Z wykresu można odczytać miej-
sca zerowe: x = 0 i x = 4.

b) y = x2 + 2x− 2
Po przekształceniu do postaci kanonicz-
nej mamy: y = (x+ 1)2 − 3.

1

1

O X

Y
f

Z wykresu można odczytać tylko przybli-
żone wartości miejsc zerowych. Wyzna-
czenie ich dokładnych wartości wymaga
rozwiązania równania x2 + 2x− 2 = 0.

Rozwiązania równania kwadratowego ax2 + bx+ c = 0 (a �= 0) to miejsca
zerowe funkcji y = ax2 + bx+ c.

Ćwiczenie 1

Na rysunkach poniżej przedstawiono możliwe położenia wykresu funkcji kwa-
dratowej względem osi OX. Ile rozwiązań może mieć równanie kwadratowe
ax2 + bx+ c = 0, gdzie a �= 0?

Y

XO

Y

XO

Y

XO

Y

XO

Y

XO

Y

XO

Uwaga. Rozwiązanie równania z niewiadomą x polega na wyznaczeniu wszyst-
kich wartości x, dla których równanie jest spełnione. Zbiór tych x nazywamy
zbiorem rozwiązań równania. Rozwiązania równania nazywane są również jego
pierwiastkami.
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Uczeń:

– stosuje wzory skróconego
mnożenia oraz zasadę wyłą-
czania wspólnego czynnika
przed nawias do przedsta-
wiania wyrażenia w postaci
iloczynu,
– rozwiązuje równanie
kwadratowe przez rozkład
na czynniki,
– interpretuje geometrycznie
rozwiązania równania
kwadratowego,
– rozwiązuje równania
kwadratowe z wartością
bezwzględną.

Ćwiczenie 1
Równanie kwadratowe może
mieć 2 rozwiązania, 1 rozwiąza-
nie lub 0 rozwiązań.
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Przykład 2

Rozwiąż równanie 4x2 − 8x = 0. Dla dowolnych a, b ∈ R:
a · b = 0

wtedy i tylko wtedy, gdy
a = 0 lub b = 0.

Lewą stronę równania rozkładamy
na czynniki:

4x(x− 2) = 0

czyli x = 0 lub x− 2 = 0, zatem x = 0 lub x = 2.

Zbiorem rozwiązań równania jest zbiór: {0, 2}.

Ćwiczenie 2

Podaj zbiór rozwiązań równania.

a) 3x2 + 6x = 0 b) 7x− 3x2 = 0 c) 2x2 = 5x d) 8x = 1
2x

2

W niektórych przykładach przy rozkładzie trójmianu kwadratowego na czyn-
niki liniowe możemy skorzystać ze wzorów skróconego mnożenia.

Przykład 3

Rozwiąż równanie 4x2 − 9 = 0.

Korzystamy ze wzoru na różnicę kwadratów: 4x2 − 9 = (2x+ 3)(2x− 3).
(2x+ 3)(2x− 3) = 0

2x+ 3 = 0 lub 2x− 3 = 0

x = − 3
2 lub x = 3

2

Ćwiczenie 3

Rozwiąż równanie.

a) 16x2 − 25 = 0 b) 4− 100x2 = 0 c) 4x2 − 121 = 0 d) 9
49x

2 − 81 = 0

Przykład 4

Rozwiąż równanie x2 − 4x+ 4 = 0.

Korzystamy ze wzoru na kwadrat różnicy: x2 − 4x+ 4 = (x− 2)2.
(x− 2)2 = 0, czyli x− 2 = 0

Zatem liczba 2 jest jedynym pierwiastkiem tego równania.

Ćwiczenie 4

Rozwiąż równanie.

a) x2 + 8x+ 16 = 0 c) 4x2 + 4x+ 1 = 0 e) 1
4x

2 + 1
2 = x− 1

2

b) x2 − x+ 1
4 = 0 d) 4x2 − 12x+ 9 = 0 f) 3x2 + 9 = x2 − 6√2x
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Ćwiczenie 2

a) {−2, 0}
b)
{
0, 73
}

c)
{
0, 52
}

d) {0, 16}

Ćwiczenie 3

a) x = − 54 lub x = 54
b) x = − 15 lub x = 15
c) x = − 112 lub x = 112
d) x = −21 lub x = 21

Ćwiczenie 4

a) (x+ 4)2 = 0, x = −4
b)
(
x− 12

)2 = 0, x = 12
c) (2x+ 1)2 = 0, x = − 12
d) (2x− 3)2 = 0, x = 32

e) 14x
2 − x+ 1 = 0 / · 4
x2 − 4x+ 4 = 0
(x− 2)2 = 0
x = 2

f ) 2x2+6
√
2x+9 = 0(√

2x+ 3
)2
= 0

x = − 3
√
2
2



Przykład 5

a) Rozwiąż równanie 11
3 x

2 − 7 = 0.
11
3 x

2 = 7 / · 3
11

x2 = 21
11

x = −
√

21
11 lub x =

√
21
11

b) Rozwiąż równanie 2x2 + 9 = 0.

Zauważmy, że 2x2 + 9 	 9 dla każde-
go x ∈ R, więc 2x2 + 9 nie może być
równe zeru.
Zatem równanie jest sprzeczne.

Ćwiczenie 5

Rozwiąż równanie.

a) 6x2 − 18 = 0 b) x2 + 4 = 0 c) 4
5x

2 − 2 = 0 d) 4x2 + 1 = 0

Zadania

1. Rozwiąż równanie.

a) −7x2 + 42x = 0 c) 36x2 = 6x e)
√
2x2 −√8x = 0

b) 9x2 + 1
3x = 0 d) 2x+ 18x2 = 0 f)

√
3x = −3x2

2. Rozwiąż równanie.

a) 100x2 − 81 = 0 d) x2 + 64 = 16x g) x2 = (1− x)(1 + x)

b) 1
4x

2 − 1
9 = 0 e) 24x− x2 = 144 h) 1

2x(6− x) = 2 + x

c) x2 +10x+ 25 = 0 f) 1 + 9x2+6x = 0 i) (x−3)(x−2) = 7x−30

3. Wyznacz punkty przecięcia paraboli z osiami układu współrzędnych.

a) y = 3x2 − 12x c) y = 3x2 + 12 e) y = 900x2 + 4

b) y = 3x2 − 12 d) y = 900x2 + 4x f) y = 900x2 − 4

4. Wyznacz wspólne miejsce zerowe funkcji f i g.

a) f(x) = x2 − 4, g(x) = x2 − 4x+ 4

b) f(x) = x2 + 4x, g(x) = 1
2x

2 + 4x+ 8

c) f(x) = 1
9x

2 − 1, g(x) = x2 − 6x+ 9

5. Podaj zbiór rozwiązań równania.

a) (2x+ 3)2 = (x− 3)2 c) (16x2− 8x+1)(9x2− 4) = 0

b)
(
1− 1

2x
)2
=
(
3
2x− 5

)2
d)
(
1
4x

2 + 3x+ 9
)
(1− 2x2) = 0

6. Rozwiąż równanie.

a) |x2 − 1| = 3 b) |4x2 − 3| = 1 c) |2x2 − 6| = 0 d) x2 = |x|
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Ćwiczenie 5

a) x = −√3 lub x = √3
b) sprzeczne

c) x = −
√
10
2 lub x =

√
10
2

d) sprzeczne

Odpowiedzi do zadań

1. a) x = 0 lub x = 6
b) x = − 127 lub x = 0
c) x = 0 lub x = 16
d) x = − 19 lub x = 0
e) x = 0 lub x = 2

f ) x = −
√
3
3 lub x = 0

2. a) x = − 910 lub x = 9
10

b) x = − 23 lub x = 23
c) x = −5 d) x = 8
e) x = 12 f ) x = − 13
g) x = −

√
2
2 lub x =

√
2
2

h) x = 2 i) x = 6

3. a) (0, 0), (4, 0)
b) (−2, 0), (2, 0), (0,−12)
c) (0, 12), nie przecina osi OX
d) (0, 0), (− 1

225 , 0)
e) (0, 4), nie przecina osi OX
f ) (− 115 , 0), ( 115 , 0), (0,−4)

4. a) 2 b) −4 c) 3
6. a) x = −2 lub x = 2
b) x = −

√
2
2 lub x = −1

lub x = 1 lub x =
√
2
2

c) x = −√3 lub x = √3
d) Jeżeli x ∈ (−∞; 0),
to x2 = −x, czyli x = −1.
Jeżeli x ∈ 〈0;∞), to
x2 = x, czyli x = 0 lub
x = 1.
Zatem ostatecznie: x = −1
lub x = 0 lub x = 1.

5. a) (2x+ 3)2 − (x− 3)2 = 0
(2x+ 3− x+ 3)(2x+ 3 + x− 3) = 0

3x(x+ 6) = 0

x ∈ {−6, 0}
b) (1− 12x)2 − ( 32x− 5)2 = 0
(1− 12x− 32x+ 5)(1− 12x+ 32x− 5) = 0

(6− 2x)(x− 4) = 0
x ∈ {3, 4}

c) (4x− 1)2(3x− 2)(3x+ 2) = 0
x ∈ {− 23 , 14 , 23}

d) ( 12x+ 3)
2(x2 − 12 ) = 0

x ∈
{
−6,−

√
2
2 ,
√
2
2

}



7.5. Równania kwadratowe (2)

Przykład 1

Rozwiąż równanie 4x2 − 20x+ 25 = 0.

Korzystamy ze wzoru (a−b)2 = a2−2ab+b2.

(2x− 5)2 = 0

2x− 5 = 0

Równanie ma jeden pierwiastek: x = 5
2 .

Czy wiesz, że. . .
Równania kwadratowe były
rozwiązywane już przez staro-
żytnych Babilończyków około
1800 r. p.n.e. Świadczą o tym
zachowane gliniane tabliczki
z pismem klinowym.

Ćwiczenie 1

Rozwiąż równanie.

a) 9x2 − 12x+ 4 = 0 b) 25x2 + 40x+ 16 = 0 c) 4x2 − 28x+ 49 = 0

Przykład 2

Rozwiąż równanie 4x2 − 20x+ 27 = 0.

(2x− 5)2 − 25 + 27 = 0
Zauważ, że:
(2x− 5)2 − 25 = 4x2 − 20x.

(2x− 5)2 = −2
Równanie to jest sprzeczne, gdyż (2x− 5)2 	 0 dla dowolnego x ∈ R.

Ćwiczenie 2

Uzasadnij, że podane równanie jest sprzeczne.

a) x2 − 2x+ 2 = 0 b) x2 + 6x+ 12 = 0 c) 4x2 + 4x+ 5 = 0

Przykład 3

Rozwiąż równanie 4x2 − 20x+ 23 = 0.

(2x− 5)2 − 25 + 23 = 0
Zauważ, że:
(2x− 5)2 − 25 = 4x2 − 20x.

(2x− 5)2 = 2

2x− 5 = −√2 lub 2x− 5 = √2
2x = 5−√2 lub 2x = 5 +

√
2

Równanie ma dwa pierwiastki: x = 5−√2
2

, x = 5+
√
2

2
.

Ćwiczenie 3

Rozwiąż równanie.

a) x2 − 2x− 3 = 0 b) x2 + 6x+ 8 = 0 c) x2 + 6x+ 7 = 0
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Uczeń:

– stosuje wzory skróconego
mnożenia do przedstawiania
wyrażenia w postaci iloczynu,
– rozwiązuje równania
kwadratowe, korzystając
z poznanych wzorów,
– interpretuje geometrycznie
rozwiązania równania
kwadratowego,
– stosuje poznane wzory przy
szkicowaniu wykresu funkcji
kwadratowej,
– rozwiązuje równania
kwadratowe z wartością
bezwzględną.

Ćwiczenie 1

a) (3x− 2)2 = 0
x = 23
b) (5x+ 4)2 = 0
x = − 45
c) (2x− 7)2 = 0
x = 72

Ćwiczenie 2

a) (x− 1)2 = −1
Równanie to jest sprzeczne, gdyż
(x− 1)2 	 0 dla dowolnego
x ∈ R.
b) (x+ 3)2 = −3
Równanie to jest sprzeczne, gdyż
(x+ 3)2 	 0 dla dowolnego
x ∈ R.
c) (2x+ 1)2 = −4
Równanie to jest sprzeczne, gdyż
(2x+ 1)2 	 0 dla dowolnego
x ∈ R.

Ćwiczenie 3

a) (x− 1)2 = 4
x− 1 = −2 lub x− 1 = 2
x = −1 lub x = 3
b) (x+ 3)2 = 1
x+ 3 = −1 lub x+ 3 = 1
x = −4 lub x = −2
c) (x+ 3)2 = 2
x+ 3 = −√2 lub x+ 3 = √2
x = −3−√2 lub x = −3 +√2 dlanauczyciela.pl Kartkówka 7.5
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Postępując tak, jak w przykładach 1–3, możemy rozwiązać dowolne równanie
kwadratowe. Zwykle korzystamy jednak ze wzorów podanych w poniższym
twierdzeniu.

Twierdzenie

Rozważmy równanie kwadratowe ax2 + bx+ c = 0, gdzie a �= 0.

1. Jeśli Δ > 0, to równanie ma dwa pierwiastki:

x1 =
−b−√Δ

2a
, x2 =

−b+√Δ
2a

2. Jeśli Δ = 0, to równanie ma jeden pierwiastek:

x0 = − b

2a

3. Jeśli Δ < 0, to równanie nie ma pierwiastków.

Dowód

Zapiszmy trójmian w postaci kanonicznej: ax2 + bx+ c = a
(
x+ b

2a

)2 − Δ
4a .

Stąd ax2 + bx+ c = 0, gdy a
(
x+ b

2a

)2 − Δ
4a = 0, co oznacza, że:(

x+ b
2a

)2
= Δ

4a2

Jeśli Δ < 0, to powyższe równanie jest sprzeczne.

Jeśli Δ = 0, to otrzymujemy równanie:(
x+ b

2a

)2
= 0

Jego rozwiązaniem jest liczba x0 = − b
2a .

Jeśli Δ > 0, to otrzymujemy:

x+ b
2a =

−√Δ
2a lub x+ b

2a =
√
Δ
2a

Rozwiązaniami równania są liczby x1 = −b−√Δ
2a , x2 = −b+√Δ

2a .

Uwaga.W przypadku, gdy Δ = 0, pierwiastek x0 = − b
2a nazywamy pierwiast-

kiem podwójnym (zauważ, że dla Δ = 0 ze wzorów: x1 = −b−√Δ
2a , x2 = −b+√Δ

2a ,
otrzymujemy x1 = x2 = − b

2a).

Ćwiczenie 4

Oblicz wyróżnik trójmianu kwadratowego i podaj liczbę rozwiązań równania.

a) x2 + 8x+ 15 = 0 d) 2x2 − 5x− 3 = 0 g) −3x2 +√2x− 1
3 = 0

b) x2 − 4x+ 6 = 0 e) 9
5x

2 − 6x+ 5 = 0 h)
√
2x2 − 5

2x+ 1 = 0

c) 5x2 + 5x− 1
2 = 0 f) −x2 + 4x− 7 = 0 i) 4

√
2x2 + 3x = 0
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Ćwiczenie 4

a) Δ = 4 > 0, 2 rozwiązania
b) Δ = −8 < 0, 0 rozwiązań
c) Δ = 35 > 0, 2 rozwiązania
d) Δ = 49 > 0, 2 rozwiązania
e) Δ = 0, 1 rozwiązanie
f ) Δ = −12 < 0, 0 rozwiązań
g) Δ = −2 < 0, 0 rozwiązań
h) Δ = 254 − 4

√
2 > 0, 2 rozwiązania

i) Δ = 9 > 0, 2 rozwiązania



Interpretacja geometryczna

Poniżej przedstawiono możliwe położenia paraboli y = ax2+ bx+ c względem
osi OX w zależności od współczynnika a i wyróżnika Δ.

{
a > 0
Δ > 0

Y

XO

{
a > 0
Δ = 0

Y

XO

{
a > 0
Δ < 0

Y

XO

{
a < 0
Δ > 0

Y

XO

{
a < 0
Δ = 0

Y

XO

{
a < 0
Δ < 0

Y

XO

dwa miejsca
zerowe

jedno miejsce
zerowe

brak miejsc
zerowych

dwa miejsca
zerowe

jedno miejsce
zerowe

brak miejsc
zerowych

W przypadku gdy funkcja kwadratowa ma miejsca zerowe, możemy je wyzna-
czyć, korzystając z podanych poprzednio wzorów.

Przykład 4

Rozwiąż równanie.

a) 3x2 − 4x− 2 = 0

Δ = (−4)2 − 4 · 3 · (−2) = 16 + 24 = 40. Ponieważ Δ > 0, równanie ma dwa
pierwiastki. √

Δ =
√
40 = 2

√
10

x1 =
−b−√Δ

2a
= 4−2√10

6
= 2−√10

3
, x2 =

−b+√Δ
2a

= 4+2
√
10

6
= 2+

√
10

3

b) 4x2 + 6x+ 9
4 = 0

Δ = 62−4·4· 94 = 36−36 = 0, równanie ma zatem jeden pierwiastek podwójny.

x0 =
−b
2a

= −6
8
= − 3

4

c) 7x2 − 3x+ 2 = 0

Δ = (−3)2 − 4 · 7 · 2 = 9− 56 = −47 < 0, więc równanie jest sprzeczne.

Ćwiczenie 5

Rozwiąż równanie.

a) 2x2 + 7x+ 3 = 0 d) 28x2 − 4x+ 1
7 = 0 g) −3x2 + 2x− 3 = 0

b) 4x2 − x− 5 = 0 e) −x2 + 6x+ 1 = 0 h) 6x2 − 2x− 1 = 0

c) 3x2 − 5x− 2 = 0 f) 1
2x

2 − 2x− 1 = 0 i) 2x2 − 5
2x+ 1 = 0
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Ćwiczenie 5
a) Δ = 25, x1 = −3, x2 = − 12
b) Δ = 81, x1 = −1, x2 = 54
c) Δ = 49, x1 = − 13 , x2 = 2
d) Δ = 0, x0 = 1

14

e) Δ = 40, x1 = 3−
√
10, x2 = 3 +

√
10

f ) Δ = 6, x1 = 2−
√
6, x2 = 2 +

√
6

g) Δ = −32, brak rozwiązań
h) Δ = 28, x1 = 1−

√
7
6 , x2 =

1+
√
7

6

i) Δ = −1,75, brak rozwiązań



Zadania

1. Rozwiąż równanie.

a) 2x2 − 9x− 35 = 0 d) 5x2 − 6x+ 6 = 0 g) 1
2x

2 + x+ 1 = 0

b) 4x2 − 13x+ 3 = 0 e) −2x2 + 5x− 3 = 0 h) x2 − x
2 − 1

2 = 0

c) −6x2 + 13x+ 5 = 0 f) 4x2 + 12x+ 9 = 0 i) 1
4x

2 − x
3 +

1
9 = 0

2. Rozwiąż równanie.

a) 2x2 + 3 = −7x d) −2x− 3x2 + 6 = 0 g) 11(x2 + 5) = x

b) x+ 10 = 3x2 e) 5x2 = 2− 2x h) x2 + x = 4x+ 7

c) 16x2 + 24
√
2x = −18 f) 5x2 = 8x− 5 i) 3x2 + 1 = 7x

3. Wyznacz współrzędne punktów przecięcia wykresu funkcji f z osiami ukła-
du współrzędnych.

a) f(x) = 3x2 + 2x− 1 d) f(x) = 1
3x

2 + 4x+ 12

b) f(x) = 2x2 + 6x+ 3 e) f(x) = 1
2x

2 − 3x+ 5

c) f(x) = −4x2 + x+ 3 f) f(x) = − 1
4x

2 −
√
2
4 x+ 1

4. Rozwiąż równanie.

a) 2x2 − 7x+ 3 = (2x− 1)2 d)
(
1
2x− 3

)
(x+ 2) = (5− x)(6− x)

b) 6x2 + 7x+ 2 = (2− 3x)(3x+ 2) e) (x− 3)(x+ 5) = (2x+ 3)(x− 4)
c) 1

2x
2 − 3x+ 9 = (x− 3)(x− 5) f) (4x− 1)(x− 4) = (3x+ 2)(x− 7)

5. Wyznacz liczbę rozwiązań równania.

a) (
√
2− 1)x2 + 2x+ 2 = 0 b) 13x2 − (2√3− 1)x+ 1

8 = 0

6. Wyznacz miejsca zerowe funkcji f , g i h.
a) f(x) = 2x2 − 8x+ 5, g(x) = 2

(
x− 1

4

)2 − 8(x− 1
4

)
+ 5,

h(x) = 2
(
x−

√
6
2

)2
− 8
(
x−

√
6
2

)
+ 5

b) f(x) = − 1
2x

2 + 4x+ 6, g(x) = − 1
2

(
x+ 7

2

)2
+ 4
(
x+ 7

2

)
+ 6,

h(x) = − 1
2

(
x+ 2

√
7
)2
+ 4
(
x+ 2

√
7
)
+ 6

7. Rozwiąż równanie.

a) |x2 − 2x| = 1 b) |x2 + 4x| = 3

8. Rozwiąż równanie.

a) |x2 + x| = |x2 − 2| c) |x2 − 1| = |x2 + 2x− 3|
b) |x2 − x| = |2x2 − x| d) |x− 3| = |x2 + x− 4|
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Odpowiedzi do zadań

1. a) x1 = − 52 , x2 = 7
b) x1 = 14 , x2 = 3
c) x1 = 52 , x2 = − 13
d) sprzeczne
e) x1 = 32 , x2 = 1
f ) x0 = − 32
g) sprzeczne
h) x1 = − 12 , x2 = 1
i) x0 = 23

2. a) x1 = −3, x2 = − 12
b) x1 = − 53 , x2 = 2
c) x0 = − 3

√
2
4

d) x1 = −1+
√
19

3 , x2 = −1−
√
19

3

e) x1 = −1−
√
11

5 , x2 = −1+
√
11

5

f ), g) sprzeczne

h) x1 = 3−
√
37
2 , x2 =

3+
√
37
2

i) x1 = 7−
√
37
6 , x2 =

7+
√
37
6

3. a) (0,−1), (−1, 0), ( 13 , 0)
b) (0, 3), (−

√
3+3
2 , 0), (

√
3−3
2 , 0)

c) (0, 3), (1, 0), (− 34 , 0)
d) (0, 12), (−6, 0) e) (0, 5)
f ) (0, 1), (

√
2, 0), (−2√2, 0)

4. a) x1 = −2, x2 = 12
b) x1 = − 23 , x2 = 15
c) x1 = 5−

√
13, x2 = 5+

√
13

d) x1 = 6, x2 = 12

e) x1 = 7−
√
37
2 , x2 =

7+
√
37
2

f ) sprzeczne

5. a) Δ = 12− 8√2 =
= 8(1,5−√2) > 0,

2 rozwiązania

b) Δ = 132 − 4
√
3 =

= 4( 138 −
√
3) =

= 4(1,625−√3) < 0,
brak rozwiązań

7. a) x2 − 2x = 1
lub x2 − 2x = −1
x = 1−√2
lub x = 1 +

√
2 lub x = 1

b) x = −2−√7
lub x = −2 +√7 lub x = −1
lub x = −3

8. a) x2 + x = x2 − 2
lub x2 + x = −(x2 − 2)
x = −2 lub x = −1−

√
17

4

lub x = −1+
√
17

4

b) x = 0 lub x = 23
c) x = −2 lub x = 1
d) x = −1− 2√2
lub x = −1 + 2√2
lub x = −1 lub x = 1

6. a) f(x) = 0 dla x = 2−
√
6
2 lub x = 2 +

√
6
2

Zauważmy, że g(x) = f(x− 14 ), czyli g(x) = 0, gdy f(x− 14 ) = 0.
Zatem g(x) = 0 dla x = 14 + 2−

√
6
2 =

9
4 −

√
6
2 lub x =

1
4 + 2 +

√
6
2 =

9
4 +

√
6
2 .

Zauważmy, że h(x) = f(x−
√
6
2 ), czyli h(x) = 0, gdy f(x−

√
6
2 ) = 0.

Zatem h(x) = 0 dla x =
√
6
2 + 2−

√
6
2 = 2 lub x =

√
6
2 + 2 +

√
6
2 = 2 +

√
6.

b) f(x) = 0 dla x = 4− 2√7 lub x = 4 + 2√7
g(x) = 0 dla x = 12 − 2

√
7 lub x = 12 + 2

√
7

h(x) = 0 dla x = 4− 4√7 lub x = 4



Warto wiedzieć

Szkicowanie paraboli

Aby naszkicować parabolę będącą wykresem funkcji f(x) = ax2+bx+c, moż-
na wykorzystać postać kanoniczną funkcji f lub postąpić zgodnie z następu-
jącą instrukcją.

Podaj punkt, w którym parabola przecina oś OY. Jest to punkt (0, c).

Wyznacz (jeśli istnieją) punkty, w których parabola przecina oś OX. Są
to punkty (x1, 0) i (x2, 0), gdzie x1 = −b −√Δ

2a , x2 = −b+√Δ
2a .

Wyznacz wierzchołek paraboli W
(− b

2a , f
(− b

2a

))
.

Aby uzyskać dokładniejszy szkic, wyznacz kilka dodatkowych punktów
należących do paraboli (można wykorzystać fakt, że prosta x = − b

2a jest
osią symetrii paraboli).

Połącz otrzymane punkty krzywą.

Przykład

Naszkicuj parabolę będącą wykresem funkcji f(x) = x2 − 2x− 3.
Parabola przecina oś OY w punkcie (0,−3).
Rozwiązujemy równanie x2 − 2x− 3 = 0.

Δ = 16, stąd x1 = 2−4
2 = −1, x2 = 2+4

2 = 3

Parabola przecina oś OX w punktach (−1, 0) i (3, 0).
Wyznaczamy wierzchołek paraboli.

xw = − b
2a =

2
2 = 1

yw = f
(− b

2a

)
= f(1) = 1− 2− 3 = −4

Wierzchołkiem paraboli jest punkt (1,−4).
Wyznaczamy inne punkty należące do pa-

raboli. f(−2) = 5, czyli do paraboli należy
punkt (−2, 5). Prosta x = 1 jest osią syme-
trii paraboli, więc należą do niej także punkty
(4, 5) i (2,−3).
Szkicujemy parabolę.

1

1

O X

Y

f

(−2, 5)

(−1, 0)

(0,−3)

(1,−4)

(2,−3)

(3, 0)

(4, 5)

1. Naszkicuj parabolę będącą wykresem funkcji f .

a) f(x) = x2 − 6x+ 5 d) f(x) = −x2 + 2x+ 3

b) f(x) = 1
2x

2 + x− 4 e) f(x) = −2x2 + 6x− 4
c) f(x) = 2x2 + 8x+ 6 f) f(x) = − 1

4x
2 + 2x− 3
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Odpowiedzi do zadań

1. a)

1

1

O X

Y

f

b)

1

1

O X

Y

f

c)

1

1

O X

Y

f

d)

1

1

O X

Y

f

e)

1

1

O X

Y

f

f )

1

1

O X

Y

f



7.6. Postać iloczynowa funkcji kwadratowej

Definicja

Postać y = a(x− x1)(x− x2), gdzie a �= 0, nazywamy postacią iloczynową
funkcji kwadratowej.

Przedstawienie wzoru funkcji kwadratowej w postaci iloczynowej nazywamy
również rozkładem na czynniki liniowe. Rozkład na czynniki liniowe można
zapisać na różne sposoby, np.:

y = (3x+ 2)(x− 7) = Czynniki liniowe: 3x+ 2 i x− 7
= 3(x+ 2

3)(x− 7) Czynniki liniowe: x+ 2
3 i x− 7

Aby przejść od postaci iloczynowej do ogólnej, wystarczy wykonać mnożenie.

Na przykład dla trójmianu y = 2(x− 3)(x+ 5) mamy:

y = 2(x− 3)(x+ 5) = 2(x2 + 5x− 3x− 15) = 2x2 + 4x− 30

Ćwiczenie 1

Przedstaw trójmian kwadratowy w postaci ogólnej.

a) y = − 1
3(x+ 3)(x− 9) b) y = 4(x− 1

2)(x− 1
3 ) c) y = 1

6x(x+ 2)

Liczby x1 i x2 występujące w postaci iloczynowej y = a(x−x1)(x−x2) są miej-
scami zerowymi (pierwiastkami) trójmianu kwadratowego, czyli pierwiastkami
równania a(x− x1)(x− x2) = 0.

Przykład 1

Postać ogólna Postać iloczynowa Czynniki liniowe Pierwiastki

y = x2 − 9x+ 14 y = (x − 2)(x− 7) x− 2 i x− 7 x1 = 2 i x2 = 7

y = 4x2 + 4x+ 1 y = 4(x+ 1
2 )

2 x+ 1
2 x = − 1

2
(czynnik podwójny) (pierwiastek podwójny)

y = 2x2 + 6 nie można rozłożyć na czynniki liniowe brak pierwiastków

Ćwiczenie 2

Odczytaj czynniki liniowe i podaj pierwiastki trójmianu kwadratowego.

a) y = 4(x− 3)(x− 5) c) y = −(x+4)(x+8) e) y = −3(x−2)2
b) y = 1

4(x− 2)(x+ 6) d) y = 8x(x− 9) f) y = 13(x+ 7)2
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Uczeń:

– definiuje postać iloczynową
funkcji kwadratowej
i warunek jej istnienia,
– zapisuje funkcję kwadratową
w postaci iloczynowej,
– odczytuje wartości pierwiast-
ków trójmianu podanego
w postaci iloczynowej,
– przekształca postać iloczy-
nową funkcji kwadratowej
do postaci ogólnej,
– wykorzystuje postać iloczy-
nową funkcji kwadratowej
do rozwiązywania zadań.

Ćwiczenie 1

a) y = − 13x2 + 2x+ 9
b) y = 4x2 − 103 x+ 23
c) y = 16x

2 + 13x

Ćwiczenie 2
a) czynniki liniowe: x− 3 i x− 5
pierwiastki: x1 = 3 i x2 = 5
b) czynniki liniowe: x− 2 i x+ 6
pierwiastki: x1 = 2 i x2 = −6
c) czynniki liniowe: x+ 4 i x+ 8
pierwiastki: x1 = −4 i x2 = −8

d) czynniki liniowe: x i x− 9
pierwiastki: x1 = 0 i x2 = 9
e) czynniki liniowe: x− 2 (podwójny)
pierwiastki: x = 2 (podwójny)
f ) czynniki liniowe: x+ 7 (podwójny)
pierwiastki: x = −7 (podwójny)
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Twierdzenie

Dany jest trójmian kwadratowy y = ax2 + bx+ c.
Jeśli Δ > 0, to trójmian można przedstawić w postaci iloczynowej

y = a(x− x1)(x− x2), gdzie x1, x2 są pierwiastkami tego trójmianu.

Jeśli Δ = 0, to trójmian można przedstawić w postaci iloczynowej
y = a(x− x0)2, gdzie x0 jest pierwiastkiem podwójnym tego trójmianu.

Jeśli Δ < 0, to trójmianu nie można rozłożyć na czynniki liniowe.

Przykład 2

Przedstaw trójmian kwadratowy w postaci iloczynowej, jeśli to możliwe.

a) y = 2x2 + 5x− 3
Δ = 25 + 24 = 49,

√
Δ = 7, zatem:

x1 =
−5−7
4

= −3, x2 =
−5+7
4

= 1
2

Postać iloczynowa: y = 2(x+ 3)(x− 1
2).

b) y = x2 − 2x− 1
Δ = 4 + 4 = 8,

√
Δ = 2

√
2, zatem:

x1 =
2−2√2

2
= 1−√2, x2 =

2+2
√
2

2
= 1 +

√
2

Postać iloczynowa: y =
(
x− (1−√2))(x− (1 +√2)), którą możemy za-

pisać: y = (x− 1 +√2)(x− 1−√2).
c) y = −2x2 + x− 4

Δ = 1− 32 = −31 < 0, więc trójmian nie ma pierwiastków i nie można go
rozłożyć na czynniki liniowe.

Ćwiczenie 3

Przedstaw trójmian kwadratowy w postaci iloczynowej, jeśli to możliwe.

a) y = x2 − 8x+ 15 d) y = 12x2 + 11x+ 2 g) y = 2x2−3x+4
b) y = x2 + 3x− 28 e) y = −2x2 − 2x+ 24 h) y = x2− 2x− 2
c) y = 3x2 − 7x+ 2 f) y = −4x2 + 3x+ 1 i) y = 2x2−2x−1

Zadania

1. Podaj pierwiastki trójmianu kwadratowego.

a) y = −(x− 3)(x− 13) d) y = −2(x+√2)(x−√3)
b) y = 2(x− 2)(x+ 5) e) y = −2(x+1)(x+1−√2)
c) y = 1

3(x+ 15)(x+ 9) f) y = (x+2−√3)(x−3+√2)
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Ćwiczenie 3
a) Δ = 4, y = (x− 3)(x− 5)
b) Δ = 121, y = (x+ 7)(x− 4)
c) Δ = 25, y = 3(x− 13 )(x− 2)
d) Δ = 25, y = 12(x+ 23 )(x+

1
4 )

e) Δ = 196, y = −2(x−3)(x+4)
f ) Δ = 25, y = −4(x+ 14 )(x− 1)
g) Δ = −23 < 0. Trójmian nie
ma pierwiastków i nie można za-
pisać go w postaci iloczynowej.
h) Δ = 12,
y = (x+

√
3− 1)(x−√3− 1)

i) Δ = 12,

y = 2
(
x− 1−

√
3
2

)(
x− 1+

√
3

2

)

Odpowiedzi do zadań

1. a) x1 = 3, x2 = 13
b) x1 = 2, x2 = −5
c) x1 = −15, x2 = −9
d) x1 = −

√
2, x2 =

√
3

e) x1 = −1, x2 =
√
2− 1

f ) x1 =
√
3− 2, x2 = 3−

√
2



2. Przedstaw trójmian kwadratowy w postaci iloczynowej, jeśli to możliwe.

a) y = 2x2−3x−2 d) y = 3x2 − 5x+ 1 g) y = 10− 2x2
b) y = −x2+x+6 e) y = −4x2 + 2x− 1 h) y = 1

3x
2 + 1

6x

c) y = 4x2 − x− 3 f) y = x2 +
√
3x− 6 i) y = 6x2 + 9

3. Oblicz współczynniki b i c trójmianu kwadratowego y = x2 + bx+ c o po-
danych pierwiastkach.

a) 3 i 5 c) 1
3 i 7 e) −5 i 0 g)

√
2 i 1 +

√
2

b) 4 i −9 d) 2
7 i − 3

5 f) −√3 i √3 h) 1+
√
7 i 1−√7

4. Przeczytaj informację w ramce.

Znajomość miejsc zerowych x1, x2 funkcji kwa-
dratowej pozwala wyznaczyć oś symetrii pa-
raboli i współrzędną xw jej wierzchołka, gdyż
xw = x1+x2

2 .

x1 x2xw X

Y

O

Wyznacz równanie osi symetrii paraboli oraz współrzędne jej wierzchołka.

a) y = x(x− 6) b) y = 1
2(x+ 6)(x− 2) c) y = (2x+ 1)(2x− 3)

5. Znajdź punkty przecięcia paraboli z osiami układu współrzędnych oraz
wyznacz współrzędne jej wierzchołka. Naszkicuj tę parabolę.

a) y = −x(x+ 6) b) y = (x− 1)(x− 5) c) y = − 1
2(x+3)(x−1)

6. Wyznacz trójmian kwadratowy o pierwiastkach x1, x2 i zbiorze wartościW.
Odpowiedź podaj w jednej z wymienionych poniżej postaci.

a) x1 = −1, x2 = 3, W = 〈−4;∞)
b) x1 = −4, x2 = 0, W = (−∞; 2〉
c) x1 = −8, x2 = 2, W = (−∞; 10〉
d) x1 = 0, x2 = 6, W = 〈−6;∞)

Postać ogólna: y = ax2 + bx+ c

Postać kanoniczna: y = a(x− p)2 + q

Postać iloczynowa: y = a(x−x1)(x−x2)

7. Na rysunku przedstawiono parabolę, która jest wykresem funkcji kwadra-
towej f . Wyznacz wzór tej funkcji w postaciach iloczynowej i ogólnej.

a)

31

P (0, 3)

X

Y
f

O

b)

3−1 X

Y

P (0,− 3
2)

O

f
c)

−4 X

Y

P (−3, 3)

O

f
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2. a) Δ = 25, y = 2(x+ 12 )(x−2)
b) Δ = 25, y = −(x−3)(x+2)
c) Δ = 49, y = 4(x−1)(x+ 34 )
d) Δ = 13,

y = 3
(
x− 5−

√
13
6

)(
x− 5+

√
13
6

)
e) Δ < 0,
nie ma postaci iloczynowej
f ) Δ = 27,
y = (x−√3)(x+ 2√3)
g) y = −2(x−√5)(x+√5)
h) y = 13x(x+

1
2 )

i) nie ma postaci iloczynowej

3. a) b = −8, c = 15
b) b = 5, c = −36
c) b = −7 13 , c = 2 13
d) b = 1135 , c = − 635
e) b = 5, c = 0
f ) b = 0, c = −3
g) b = −(1+2√2), c = 2+√2
h) b = −2, c = −6

4. a) x = 3, W (3,−9)
b) x = −2, W (−2,−8)
c) x = 12 , W

( 1
2 ,−4

)
5. a) (0, 0), (−6, 0), W (−3, 9)
b) (1, 0), (5, 0), (0, 5),
W (3,−4)
c) (−3, 0), (1, 0), (0, 32),
W (−1, 2)

6. a) y = a(x+ 1)(x− 3)
Obliczamy współrzędne
wierzchołka paraboli:
xw = −1+32 = 1, yw = −4.
Zatem a(1 + 1)(1− 3) = −4,
czyli a = 1.

Postać iloczynowa:
y = (x+ 1)(x− 3)
Postać ogólna:
y = x2 − 2x− 3
Postać kanoniczna:
y = (x− 1)2 − 4

6. b) y = ax(x+ 4)

Obliczamy współrzędne wierzchołka paraboli: xw = −4+02 = −2, yw = 2.
Zatem a(−2)(−2 + 4) = 2, czyli a = − 12 .
Postać iloczynowa: y = − 12x(x+ 4)
Postać ogólna: y = − 12x2 − 2x
Postać kanoniczna: y = − 12 (x+ 2)2 + 2
c) y = − 25 (x+ 8)(x− 2) = − 25x2 − 125 x+ 325 = − 25 (x+ 3)2 + 10
d) y = 23x(x− 6) = 23x2 − 4x = 23 (x− 3)2 − 6

7. a) f(x) = (x− 1)(x− 3) = x2 − 4x+ 3
b) f(x) = 12 (x+ 1)(x− 3) = 12x2 − x− 32
c) f(x) = −x(x+ 4) = −x2 − 4x



8. Na rysunku przedstawiono fragment paraboli, która jest wykresem funk-
cji kwadratowej f . Znajdź miejsce zerowe tej funkcji niezaznaczone na
rysunku. Wyznacz wzór funkcji f w postaciach iloczynowej i kanonicznej.

a) 3
5

−4

X

Y

O

b)

−4 −2

2

X

Y

O

c)

2
−1

−3

X

Y

O

9. a) Jeden pierwiastek trójmianu kwadratowego jest o dwa większy od dru-
giego. Wyznacz ten trójmian, jeśli wiadomo, że parabola będąca jego wy-
kresem ma wierzchołek w punkcie (−2, 4).
b) Jeden pierwiastek trójmianu kwadratowego jest trzy razy większy od
drugiego. Wyznacz ten trójmian, jeśli wiadomo, że parabola będąca jego
wykresem ma wierzchołek w punkcie (4, 2).

10. Krople wody tryskające z fontanny poruszają się
po torach opisanych za pomocą wzorów:

f(x) = − 4
3x

2 + 4x, g(x) = − 1
2x

2 + 2x

h(x) = − 2
9x

2 + 2
3x

Parabole f1, g1, h1 są symetryczne odpowiednio
do parabol f , g i h względem osi OY . Podaj rów-
nania parabol f1, g1, h1 w postaciach kanonicznej
i iloczynowej.

h

g

f

h1

g1

f1

O 1

1

X

Y

[m]

[m]

11. Oblicz współczynniki b i c trójmianu kwadratowego y = x2+bx+c, którego
pierwiastki są dwukrotnie większe od pierwiastków trójmianu:

a) y = x2 − 4x+ 3, b) y = x2 − 3√2x+ 4, c) y = x2 − 4x+ 2.

12. O jaki wektor należy przesunąć wykres funkcji y = 1
2x

2, aby otrzymać
wykres trójmianu kwadratowego, którego pierwiastkami są liczby:

a) 1 i 5, b) −6 i 2, c) 3−√2 i 3 +√2.

13. Trójmian kwadratowy y = ax2 + bx+ c ma postać kanoniczną:

y = a

[(
x+ b

2a

)2
− Δ

4a2

]
Wykaż, że jeśli Δ 	 0, to trójmian można zapisać w postaci iloczynowej.
Uwaga. Jest to dowód twierdzenia ze s. 313.
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8. a) x = 1,
f(x) = (x− 1)(x− 5),
f(x) = (x− 3)2 − 4
b) x = 0, f(x) = − 12x(x+ 4),
f(x) = − 12 (x+ 2)2 + 2
c) x = 5,
f(x) = 13 (x+ 1)(x− 5),
f(x) = 13 (x− 2)2 − 3

9. Niech x1, x2 będą pierwiast-
kami.
a) Z założenia x2 = x1 + 2,
wówczas: x1+(x1+2)2 = −2,
czyli x1 = −3, stąd x2 = −1.
Do równania
y = a(x+ 3)(x+ 1)

podstawiamy współrzędne
wierzchołka i otrzymujemy
a = −4.
Trójmian ma postać:
y = −4(x+ 3)(x+ 1) =
= −4x2 − 16x− 12
b) x2 = 3x1, x1+3x12 = 4,
czyli x1 = 2, stąd x2 = 6.
a(4− 2)(4− 6) = 2
a = − 12
Trójmian ma postać:
y = − 12 (x− 2)(x− 6) =
= − 12x2 + 4x− 6

10. f1(x) = − 43
(
x+ 32

)2 + 3 =
= − 43x(x+ 3),

g1(x) = − 12 (x+ 2)2 + 2 =
= − 12x(x+ 4),

h1(x) = − 29
(
x+ 32

)2 + 12 =
= − 29x(x+ 3)

11. a) y = x2 − 4x+ 3 =
= (x− 3)(x− 1)

Zatem szukany trójmian:
y = (x− 6)(x− 2) =
= x2 − 8x+ 12,
czyli b = −8, c = 12.
b) b = −6√2, c = 16
c) b = −8, c = 8

12. a) Wzór trójmianu, którego pierwiastkami są liczby 1 i 5, ma postać:
y = 12 (x− 1)(x− 5)

Obliczamy współrzędne paraboli:
xw = 1+52 = 3, yw =

1
2 (3− 1)(3− 5) = −2

Zatem wykres funkcji y = 12x
2 należy przesunąć o wektor [3,−2].

b) [−2,−8]
c) [3,−1]

13. Δ 	 0, zatem trójmian kwadratowy y = a
[(
x+ b

2a

)2 − Δ
4a2

]
można zapisać

w postaci: y = a
(
x+ b

2a −
√
Δ
2a

)(
x+ b

2a +
√
Δ
2a

)
= a
(
x− −b−

√
Δ

2a

)(
x− −b+

√
Δ

2a

)
=

= a(x− x1)(x− x2)



Rzut ukośny
Tory rzuconej piłki, ukośnie skierowanego strumienia wody  
czy lawy wyrzuconej z wulkanu to fragmenty paraboli  
(jeżeli pominie się opór powietrza).

Portowa straż pożarna

Ruch wody wystrzeliwanej z armatek  

statku gaśniczego pod dużym ciśnieniem 

jest przykładem rzutu ukośnego. Umożliwia  

to zwalczanie pożarów na jednostkach  

pływających i na obszarach portowo- 

-stoczniowych z bezpiecznej odległości.

Pchnięcie kulą

Rysunek pokazuje tor lotu kuli pchniętej przez zawodnika podczas zawodów w pchnięciu 

kulą (h – wysokość, l – odległość). Tor lotu kuli jest fragmentem paraboli y = ax2 + bx + c, 

której wierzchołek ma współrzędne `10, 6 j i która przechodzi przez punkt `0, 1 j. 

Wyznacz równanie paraboli.

Czy zawodnik uzyskał wynik powyżej 20 m?

1

2

pp ppp `̀̀̀̀̀ jjj

h [m]

l [m]0 1

1

316 7. Funkcja kwadratowa

1. f(x) = − 120x2 + x+ 32
2. f(20) = 32 > 0, zatem zawodnik uzystał wynik powyżej 20 m.



7.7. Nierówności kwadratowe

Jeśli mamy wykres funkcji kwadratowej i znamy jej miejsca zerowe, możemy
wyznaczyć zbiór rozwiązań odpowiedniej nierówności kwadratowej.

Przykład 1

Dany jest wykres funkcji y = −x2 + 2x + 3. Rozwiąż
nierówność −x2 + 2x+ 3 > 0.

Z wykresu odczytujemy, że:

−x2 + 2x+ 3 > 0 dla x ∈ (−1; 3)
Uwaga. Zauważ, że do rozwiązania nierówności kwadrato-
wej nie potrzebujemy dokładnego wykresu odpowiedniej
funkcji. Wystarczy znajomość jej miejsc zerowych i infor-
macja o tym, czy ramiona paraboli, będącej wykresem tej
funkcji, są skierowane w górę czy w dół.

1

1

O X

Y

3−1

Przykład 2

Rozwiąż nierówność.

a) 2x2 − 6x > 0

W celu wyznaczenia miejsc zerowych funkcji y = 2x2− 6x rozwiązujemy rów-
nanie 2x2 − 6x = 0, czyli 2x(x− 3) = 0. Zatem x = 0 lub x = 3.

0 3 X

+ +
−

Rozwiązania równania zaznaczamy na osi OX. Szkicujemy parabolę o ramio-
nach skierowanych do góry (współczynnik przy x2 jest dodatni), przechodzącą
przez zaznaczone punkty. Ze szkicu wykresu odczytujemy:

2x2 − 6x > 0 dla x ∈ (−∞; 0) ∪ (3;∞)
b) −x2 + 3x− 1 	 0
Rozwiązujemy równanie −x2 + 3x− 1 = 0.

Δ = 9− 4 = 5, zatem: x1 =
−3−√5
−2 = 3+

√
5

2
, x2 =

−3+√5
−2 = 3−√5

2
.

3−√5
2

3+
√
5

2
X

+
− −

Rozwiązania równania zaznaczamy na osi OX. Szkicujemy parabolę o ramio-
nach skierowanych w dół (współczynnik przy x2 jest ujemny), przechodzącą
przez zaznaczone punkty. Ze szkicu wykresu odczytujemy:

−x2 + 3x− 1 	 0 dla x ∈
〈
3−√5
2

; 3+
√
5

2

〉
Ćwiczenie 1

Rozwiąż nierówność.

a) 3x2 − 2x− 1 	 0 b) 2x2 + x− 1 � 0 c) −x2 + 2x+ 4 > 0
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Uczeń:

– rozumie związek między
rozwiązaniem nierówności
kwadratowej a znakiem
wartości odpowiedniego
trójmianu kwadratowego,
– rozwiązuje nierówność
kwadratową,
– wyznacza na osi liczbowej
iloczyn, sumę i różnicę
zbiorów rozwiązań kilku
nierówności kwadratowych.

Komentarz
Dużym ułatwieniem przy
odczytywaniu zbiorów
rozwiązań nierówności jest
zaznaczenie na szkicu wykresu
znaków „+” i „−” (jak na
rysunkach w przykładzie 2).

Ćwiczenie 1
a) x ∈ (−∞;− 13 〉 ∪ 〈1;∞)
b) x ∈ 〈−1; 12 〉
c) x ∈ (1−√5; 1 +√5)

dlanauczyciela.pl Kartkówka 7.7

Nierówność kwadratowa



Przykład 3

Rozwiąż nierówność −x2 + 2x− 1 	 0.
Rozwiązujemy równanie −x2 + 2x− 1 = 0, czyli −(x− 1)2 = 0. Zatem x = 1
(jest to pierwiastek podwójny). Rozwiązanie równania zaznaczamy na osi OX

i szkicujemy parabolę o ramionach skierowanych w dół.
Ze szkicu wykresu odczytujemy: −x2 + 2x − 1 	 0 dla
x = 1.

11 X

Ćwiczenie 2

Rozwiąż nierówność.

a) −x2+2x− 1 � 0 b) −x2+2x− 1 < 0 c) −x2 + 2x− 1 > 0

Przykład 4

a) Rozwiąż nierówność 5x2 − 3x+ 2 < 0.

Δ = 9− 4 · 5 · 2 = −31 < 0
Współczynnik przy x2 jest dodatni oraz równanie
5x2 − 3x + 2 = 0 nie ma pierwiastków. Parabola
znajduje się zatem nad osią OX, a to oznacza, że
nierówność jest sprzeczna. X

b) Rozwiąż nierówność −3x2 + 2x− 1 < 0.

Δ = 4− 4 · (−3) · (−1) = −8 < 0
Współczynnik przy x2 jest ujemny oraz równanie
−3x2 + 2x − 1 = 0 nie ma pierwiastków. Parabola
znajduje się zatem pod osią OX, a to oznacza, że nie-
równość jest prawdziwa dla dowolnego x, czyli x ∈ R.

X

Ćwiczenie 3

Rozwiąż nierówność.

a) 4x2 + 2x+ 1 > 0 b) x2 + x+ 3 < 0 c) −2x2+√2x−1 � 0

Przykład 5

Rozwiąż nierówność 2(2− x) < −x(x− 3).
4− 2x < −x2 + 3x Wykonujemy mnożenie.

x2 − 5x+ 4 < 0
Przenosimy wszystkie wyrazy
na lewą stronę nierówności.

Rozwiązujemy równanie x2 − 5x+ 4 = 0 i otrzymujemy
x = 1 lub x = 4. Szkicujemy parabolę i odczytujemy, że
nierówność jest spełniona dla x ∈ (1; 4). 1 4 X
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Ćwiczenie 2

a) x ∈ R
b) x ∈ R \ {1}
c) sprzeczna

Ćwiczenie 3

a) Δ = −12 < 0, a = 4 > 0,
zatem x ∈ R
b) Δ = −11 < 0, a = 1 > 0,
zatem nierówność jest sprzeczna
c) Δ = −6 < 0, a = −2 < 0,
zatem x ∈ R



Zadania

1. Rozwiąż nierówność.

a) x2 > 25 d) x2 − x 	 6 g) 9x+ 5 	 2x2 j) 6x2 − x > 12

b) x2 � 16 e) x2 − 4 � 3x h) 2x2 + 5x > 3 k) 3x+ 8 	 1
2x

2

c) 4x2 	 9 f) 4x+ 5 > x2 i) 3x2 + 1 < x l) 2
3x

2 + 6 � x

2. Ile liczb całkowitych spełnia nierówność?

a) 9− 1
4x

2 	 0 b) 1
3x

2 > x c) 2x2 − 10 � x d) 2− x > x2

3. Rozwiąż nierówność.

a) −2x2+6x− 9
2 < 0 c) x2 + 2x+ 2 > 0 e) 2x2 − x+ 1

2 � 0
b) −3x2+2x− 1

3 � 0 d) −9x2+2x− 1
9 < 0 f) −4x2+12x−9 	 0

4. Wyznacz zbiór argumentów, dla których funkcja f przyjmuje wartości
większe niż funkcja g(x) = x2 − 2x+ 3.

a) f(x) = 2x2 − x+ 1 b) f(x) = 3x2 − x c) f(x) = 1
2x

2 − 6x
5. Rozwiąż nierówność.

a) (2x− 2)(x− 3) < (x− 3)(x− 4) d) (2x− 2)2 	 (3x− 2)(x− 3)
b) (3x− 1)(x+ 2) 	 (x− 3)(2x− 1) e) 2x2− 3x+4 	 −(x− 1)2− 6
c) (4x− 1)(4− x) � (2− 3x)(x+ 1) f) (2x+ 3)2 − 9 < 8− (3− x)2

6. Dane są zbiory A i B. Zaznacz na osi liczbowej zbiory: A∪B, A∩B i A\B.
a) A = {x ∈ R : x2 − x− 6 � 0}, B = {x ∈ R : −x2 � 4x}
b) A = {x ∈ R : x2 + 7

2x− 2 > 0}, B = {x ∈ R : x2 − x+ 1
4 � 0}

7. Wyznacz dziedzinę funkcji f .

a) f(x) =
√
x2 − 3x− 4 c) f(x) =

√
x2 − 1−√4− x2

b) f(x) =
√−2x2 + 5x+ 3 d) f(x) =

√
2x2 − 1−√9− 4x2

8. Boki prostokąta mają długości równe x− 1 i 2x+ 3. Podaj wzór funkcji
P zmiennej x opisującej pole tego prostokąta i określ jej dziedzinę. Dla
jakich wartości x pole tego prostokąta jest:

a) mniejsze od 7, b) większe od 18?

9. Rozwiąż nierówność.

a) x2 − 4|x| 	 0 b) x2 + 2|x| < 3 c) 2x2 − 5|x| 	 3
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Odpowiedzi do zadań

1. a) x ∈ (−∞;−5) ∪ (5;∞)
b) x ∈ 〈−4; 4〉
c) x ∈ (−∞;− 32 〉 ∪ 〈 32 ;∞)
d) x ∈ (−∞;−2〉 ∪ 〈3;∞)
e) x ∈ 〈−1; 4〉 f ) x ∈ (−1; 5)
g) x ∈ 〈− 12 ; 5〉
h) x ∈ (−∞;−3) ∪ ( 12 ;∞)
i) sprzeczna
j) x ∈ (−∞;− 43 ) ∪ ( 32 ;∞)
k) x ∈ 〈−2; 8〉 l) sprzeczna

2. a) x ∈ 〈−6; 6〉, trzynaście
b) x ∈ (−∞; 0) ∪ (3;∞),
nieskończenie wiele
c) x ∈ 〈−2; 2 12 〉, pięć
d) x ∈ (−2; 1), dwie

3. a) x ∈ R \ { 32} b) x ∈ R
c) x ∈ R d) x ∈ R \ { 19}
e) sprzeczna f ) x = 32

4. a) x ∈ (−∞;−2) ∪ (1;∞)
b) x ∈ (−∞;− 32 ) ∪ (1;∞)
c) x ∈ (−4−√10;−4 +√10)

5. a) x ∈ (−2; 3)
b) x ∈(−∞;−6−√41〉∪

∪ 〈−6 +√41;∞)
c) x ∈ (−∞; 9− 5√3〉∪

∪ 〈9 + 5√3;∞)
d) x ∈

(
−∞; −3−

√
17

2

〉
∪

∪
〈
−3+√17
2 ;∞

)
e) x ∈ R f) x ∈ (−1;− 15 )

6. a) A = 〈−2; 3〉,
B = (−∞;−4〉 ∪ 〈0;∞),
A∪B = (−∞;−4〉∪ 〈−2;∞),
A∩B = 〈0; 3〉, A\B = 〈−2; 0)
b) A = (−∞;−4) ∪ ( 12 ;∞),
B =
{
1
2

}
,

A ∪B = (−∞;−4) ∪ 〈 12 ;∞),
A ∩B = ∅, A \ B = A

7. a) x2 − 3x− 4 	 0,
D = (−∞;−1〉 ∪ 〈4;∞)
b) −2x2+5x+3 	 0, D = 〈− 12 ; 3〉

c)

{
x2 − 1 	 0
4− x2 	 0{
x ∈ (−∞;−1〉 ∪ 〈1;∞)
x ∈ 〈−2; 2〉

D = 〈−2;−1〉 ∪ 〈1; 2〉

d)

{
2x2 − 1 	 0
9− 4x2 	 0{
x ∈ (−∞;−

√
2
2 〉 ∪ 〈

√
2
2 ;∞)

x ∈ 〈− 32 ; 32 〉
D =
〈
− 32 ;−

√
2
2

〉
∪
〈√
2
2 ;
3
2

〉
8. P (x) = (x−1)(2x+3),D = (1;∞)
a) x ∈ (1; 2) b) x ∈ (3;∞)

9. a) Dla x < 0 mamy: x2 + 4x 	 0,
czyli x ∈ (−∞;−4〉 ∪ 〈0;∞).
Z założenia x < 0, zatem x ∈ (−∞;−4〉.
Dla x 	 0 mamy: x2 − 4x 	 0,
czyli x ∈ (−∞; 0〉 ∪ 〈4;∞).
Z założenia x 	 0, zatem x ∈ {0}∪〈4;∞).
Ostatecznie: x ∈ (−∞;−4〉∪ {0}∪ 〈4;∞).
b) x ∈ (−1; 1)
c) x ∈ (−∞;−3〉 ∪ 〈3;∞)



7.8. Zagadnienia uzupełniające
Spadek swobodny i ruch pionowy w górę

Jeśli pominiemy opór powietrza, to drogę przebytą przez spadające swo-
bodnie ciało możemy opisać za pomocą wzoru s = gt2

2 , gdzie t jest czasem,
a g – przyspieszeniem ziemskim. Dla g ≈ 9,81 m/s2 mamy s ≈ 4,9t2.
Galileusz w Rozmowach i dowodzeniach matematycznych. . . z 1638 roku
analizował funkcję opisującą ruch spadającego ciała. Znane jest jego do-
świadczenie, podczas którego z wieży w Pizie, z wysokości 49 metrów,
zrzucał metalowe kule.

1. Jeśli pominiemy opór powietrza, to odległość h

od ziemi kuli upuszczonej swobodnie z wysokości
49 m, w zależności od czasu t, można opisać za
pomocą wzoru h(t) = −4,9t2 + 49.

a) Przerysuj tabelę wartości funkcji h do zeszytu
i uzupełnij ją. Znajdź miejsca zerowe i określ dzie-
dzinę tej funkcji.

t[s]

h[m]

0 1 2 3

49 44,1 29,4 4,9

b) Na rysunku przedstawiono wykres funkcji h bę-
dący fragmentem paraboli. Ile metrów przebyła
kula w ostatniej sekundzie?

c) Naszkicuj wykres funkcji k(t) = −4,9t2 + 80
opisującej odległość k od ziemi kuli upuszczonej
swobodnie z wysokości 80 m.

O 1 2 3

10
20
30
40
50

t[s]

h[m]

2. Wysokość nad ziemią piłki wyrzuconej pionowo
w górę z prędkością 12 m/s (ręka osoby rzucającej
piłkę była wzniesiona w momencie rzutu 2 m nad
ziemię) dana jest wzorem h(t) = −4,9t2 + 12t+ 2.
Wykres funkcji h przedstawiono na rysunku.
a) Odczytaj z wykresu przybliżoną wysokość, jaką
osiągnęła piłka. Jaka jest długość drogi, którą
przebyła piłka?
b) Jak sądzisz, kiedy piłka poruszała się z większą
prędkością – w chwili t = 1 s czy t = 2 s?

O 1 2

1
2
3
4
5
6
7
8
9

t[s]

h[m]
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Odpowiedzi do zadań

1. a) −4,9t2 + 49 	 0, t 	 0
4,9t2 
 49
t2 
 10

t ∈ 〈−√10;√10〉, t 	 0
Dziedziną funkcji h jest zbiór
〈0;√10〉.
h(t) = 0 dla t =

√
10

b) 1 sekundę przed końcem
spadania kula była na wyso-
kości:

h(
√
10− 1) =

= −4,9(√10− 1)2 + 49 =
= −4,9(11− 2√10) + 49 =
= 9,8

√
10− 4,9 ≈ 26

W ostatniej sekundzie kula
przebyła około 26 m.

c)

O 1 2 3 4

10

20

30

40

50

60

70

80

t[s]

h[m]

2. a) h ≈ 9,3 m, około 16,6 m
b) Prędkość piłki od momentu rzucenia do osiągnięcia maksymalnej wysokości ma-
lała aż do wartości 0, po czym zaczęła rosnąć. Na danej wysokości prędkości w czasie
wznoszenia i w czasie opadania były równe co do wartości (ale przeciwnie skiero-
wane). Dlatego dla t = 2 s piłka poruszała się z większą prędkością.



Parabola

Parabola jest zbiorem punktów płaszczyzny
równo odległych od ustalonej prostej k (zwa-
nej kierownicą) i ustalonego punktu F (zwanego
ogniskiem). Na rysunku obok mamy:

|P1F | = |P1Q1|, |P2F | = |P2Q2|, |P3F | = |P3Q3|

F

k Q1Q2Q3

P1

P2

P3 X

Y

Parabola, która jest zbiorem punktów równo odległych od prostej y = −p
i punktu F (0, p), jest określona za pomocą równania y = 1

4px
2.

Przykład 1
Parabola y = 1

4x
2 ma kierownicę

daną równaniem y = −1 i ognisko
F (0, 1).

Parabola y = − 1
4x

2 ma kierownicę
daną równaniem y = 1 i ognisko
F (0,−1).

1

1

O X

Y
F

y = −1

1

1

O X

Y

F

y = 1

Parabola y = x2 ma kierownicę daną równaniem y = − 1
4 i ognisko F

(
0, 14
)
.

3. Podaj równanie paraboli, która jest zbiorem punktów równo odległych od
prostej k i punktu F .

a) k : y = − 1
2 , F
(
0, 12
)

b) k : y = 1
2 , F
(
0,− 1

2

)
c) k : y = − 1

6 , F
(
0, 16
)

4. Wyznacz równanie kierownicy i współrzędne ogniska paraboli:

a) y = −x2, b) y = 2x2, c) y = −2x2, d) y = 1
8x

2.

5. Dana jest parabola o ognisku F i kierow-
nicy k. Prosta l jest równoległa do kierow-
nicy i leży powyżej wierzchołka paraboli.
Uzasadnij, że dla dowolnego punktu P na-
leżącego do paraboli suma odległości tego
punktu od ogniska i prostej l jest stała.

F

k

l R

P

O

X

Y
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3. a) y = 12x
2

b) y = − 12x2
c) y = 32x

2

4. a) y = 14 , F (0,− 14 )
b) y = − 18 , F (0, 18 )
c) y = 18 , F (0,− 18 )
d) y = −2, F (0, 2)

5. Niech P ′ będzie rzutem punktu P na prostą k. Wówczas:

|PR| = |P ′R| − |PP ′|
Zatem:

|PF |+ |PR| = |PF |+ |P ′R| − |PP ′| = |P ′R|
ponieważ |PF | = |PP ′|.
Czyli suma odległości punktu P od ogniska i prostej l jest równa odległości między
prostymi k i l, więc jest stała.



6. Skonstruuj parabolę zgodnie z podanym niżej opisem.
Narysuj kierownicę i prostą do niej prostopadłą – oś symetrii paraboli.
Na osi symetrii wybierz punkt F – ognisko paraboli i zaznacz wierzchołek
paraboli w połowie odległości między ogniskiem a kierownicą.
Po tej samej stronie wierzchołka, po której znajduje się ognisko, narysuj
kilka prostych równoległych do kierownicy.
Odmierz cyrklem odległość każdej z narysowanych prostych od kierow-
nicy, a następnie narysuj łuk okręgu o środku w punkcie F i promieniu
równym tej odległości – punkty przecięcia łuku z daną prostą należą do
paraboli.

Czy wiesz, że. . .

Promienie równoległe padające na zwierciadło o parabolicznym kształcie
po odbiciu skupiają się w jednym punkcie zwanym ogniskiem paraboli.
Zjawisko to wykorzystuje się w telewizyjnych antenach satelitarnych i ra-
dioteleskopach, w których odbiornik umieszcza się w ognisku, aby uzyskać
silny sygnał.

Natomiast promienie wychodzące z żarówki umieszczonej w ognisku zwier-
ciadła parabolicznego po odbiciu są równoległe. Zjawisko to jest wykorzy-
stywane na przykład w reflektorach samochodowych.

322 7. Funkcja kwadratowa



Zestawy powtórzeniowe

Zestaw I

1. Wyznacz zbiór wartości oraz przedziały monotoniczności funkcji f .

a) f(x) = x2 −√2 c) f(x) = x2 − 8x+ 7 e) f(x) = − 1
3x

2+2x

b) f(x) = −x2 + 6x d) f(x) = −x2 + 4x+ 5 f) f(x) = 1
6x

2 + 1
4x

2. Wyznacz punkty przecięcia paraboli z osiami układu współrzędnych oraz
współrzędne jej wierzchołka. Naszkicuj tę parabolę.

a) y = x2 − 4x c) y = −x2 + 2x+ 8 e) y = 2x2 − 5x+ 2

b) y = −x2 + 2x d) y = x2 + 6x+ 8 f) y = −2x2+8x−6

3. Rozwiąż równanie.

a) x2 + 4x− 21 = 0 c) 9
4x

2 − 12x+ 16 = 0 e) 3x2 + 5x+ 1 = 0

b) −6x2− 7x+5 = 0 d) −x2 + 3
√
2x− 5 = 0 f) 2x2 − 3x− 1 = 0

4. Rozwiąż równanie.

a) 49x2 + 140x+ 100 = 0 e) (2x−4)(x−10) = (x+6)(x−10)
b) x2 + 6x+ 9 = (2x− 1)2 f) x(3− x) = (2x+ 1)(x+ 2)− 1
c) 3x2 + 2x+ 1 = 3x+ 4x2 − 3 g) (x−1)(x+2) = (2x−3)(x+4)
d) 4− 1

4x
2 − 3x = x2 + 2x+ 9 h) (2x− 1)2 = (3− x)(x− 6)

5. Rozwiąż nierówność.

a) 3x2 − 1 	 0 e) x2 − 3x(x− 1) � 2(x− 1)(x+ 1)− 4x
b) −4x2 � 12x f) 7− x(5x+ 2) > 3− x(4− x)

c) 1
4x

2 − 5x+ 7 < 0 g) 2x4 + x2 − 3 	 (1− 2x2)(3− x2)

d) 6x2 + 3 > 2x h) (2−3x)2−6(3x−1) � −(1−4x)(2x−1)

6. Wykresem funkcji f(x) = x2+ bx+ c jest parabola o wierzchołku w punk-
cie W . Wyznacz współczynniki b i c oraz zapisz wzór funkcji f w postaci
kanonicznej.

a) W (0, 1) b) W (1, 3) c) W (−2, 2) d) W (4,−1)

7. Wyznacz współczynnik b tak, aby podany przedział był zbiorem wartości
funkcji f(x) = 2x2 + bx+ 1.

a) 〈−1;∞) b) 〈0;∞) c) 〈2;∞) d)
〈
1
2 ;∞
)
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Odpowiedzi do zadań

1. a) f(D) = 〈−√2;∞),
maleje w (−∞; 0〉,
rośnie w 〈0;∞)
b) f(D) = (−∞; 9〉,
rośnie w (−∞; 3〉,
maleje w 〈3;∞)
c) f(D) = 〈−9;∞),
maleje w (−∞; 4〉,
rośnie w 〈4;∞)
d) f(D) = (−∞; 9〉,
rośnie w (−∞; 2〉,
maleje w 〈2;∞)
e) f(D) = (−∞; 3〉,
rośnie w (−∞; 3〉,
maleje w 〈3;∞)
f ) f(D) = 〈− 332 ;∞),
maleje w (−∞;− 34 〉,
rośnie w 〈− 34 ;∞)

2. a) (0, 0), (4, 0), W (2,−4)
b) (0, 0), (2, 0), W (1, 1)
c) (0, 8), (−2, 0), (4, 0),
W (1, 9)
d) (0, 8), (−2, 0), (−4, 0),
W (−3,−1)
e) (0, 2), ( 12 , 0), (2, 0),
W ( 54 ,− 98 )
f ) (0,−6), (3, 0), (1, 0),
W (2, 2)

3. a) x1 = −7, x2 = 3
b) x1 = − 53 , x2 = 12
c) x0 = 83 d) sprzeczne

e) x1 = −5−
√
13

6 , x2 = −5+√13
6

f ) x1 = 3−
√
17
4 , x2 =

3+
√
17
4

4. a) x0 = − 107
b) x1 = − 23 , x2 = 4
c) x1 = −1−

√
17

2 , x2 = −1+√17
2

d) x0 = −2 e) x0 = 10
f ) sprzeczne
g) x1 = −2−

√
14,

x2 = −2 +
√
14

h) sprzeczne

5. a) x ∈
(
−∞;−

√
3
3

〉
∪
〈√
3
3 ;∞

)
b) x ∈ (−∞;−3〉 ∪ 〈0;∞)
c) x ∈ (10− 6√2; 10 + 6√2)
d) x ∈ R
e) x ∈ (−∞;− 14〉 ∪ 〈2;∞)
f ) x ∈ (− 23 ; 1)
g) x ∈

(
−∞;−

√
3
2

〉
∪
〈√
3
2 ;∞

)
h) x ∈ 〈12− 3√15; 12 + 3√15〉

6. a) b = 0, c = 1, f(x) = x2 +1

b) b = −2, c = 4,
f(x) = (x− 1)2 + 3
c) b = 4, c = 6,
f(x) = (x+ 2)2 + 2

d) b = −8, c = 15,
f(x) = (x− 4)2 − 1

7. Wyznaczamy drugą współrzędną wierzchołka:

Δ = b2 − 8 i wtedy yw = 8−b28 .
a) 8−b

2

8 = −1, czyli b = −4 lub b = 4.
b) 8−b

2

8 = 0, czyli b = −2
√
2 lub b = 2

√
2.

c) 8−b
2

8 = 2, czyli b
2 = −8,

zatem nie ma takiego b.

d) 8−b
2

8 =
1
2 , czyli b = −2 lub b = 2.



Zestaw II

1. Wyznacz wzór funkcji kwadratowej f , jeśli wiadomo, że:

a) przyjmuje ona największą wartość równą 2, a jej miejscami zerowymi
są liczby −1 i 3,
b) jej zbiorem wartości jest przedział 〈−5;∞), a miejscami zerowymi są
liczby −3 i 7,
c) przyjmuje ona najmniejszą wartość równą 0, a do jej wykresu należą
punkty (2, 5) i (4, 5).

2. Wyznacz wzór funkcji kwadratowej, wiedząc, że jej wykresem jest parabola
o wierzchołku W (2, 4) przechodząca przez punkt P .

a) P (4, 0) b) P (−1, 7) c) P (6, 10)

3. Liczba 3 jest miejscem zerowym funkcji kwadratowej f . Wyznacz drugie
miejsce zerowe funkcji f , jeśli wiadomo, że punkt W jest wierzchołkiem
paraboli będącej wykresem tej funkcji.

a) W (5, 4) b) W (−3,−6) c) W ( 12 , 2) d) W ( 54 , 6)

4. Rozwiąż równanie.

a) (x− 3)2 = (2x− 1)(x− 3) d) 9x2 − (2x− 1)2 = 0

b) x2 + 4x+ 4 = (x+ 2)(3x− 4) e) 4x2 = (1− x)2

c) 16− (3x− 1)2 = 0 f) (2x+ 1)2 = (4x+ 5)2

5. Rozwiąż układ nierówności.

a)

{
(3x+ 1)(x− 2) > 0

4x2 − 1 � 0 b)

{
x(2− 3x) 	 −3(x+ 2)

25− 9x2 < 0

6. Wyznacz współczynniki a, b, c trójmianu kwadratowego y = ax2+ bx+ c,
jeśli do jego wykresu należą punkty:

a) A(0, 2), B(1, 0), C(−1, 0), c) A(3, 0), B(2, 4), C(4, 4),

b) A(0, 4), B(1, 3), C(2, 0), d) A(1, 2), B(3, 2), C(4,−4).
Przedstaw ten trójmian w postaci iloczynowej.

7. Zaznacz w układzie współrzędnych zbiór punktów (x, y) spełniających wa-
runki:

a) x2 � x+ 12 i y2 � 4, c) x2 − 2x > 3 i y2 < 2y,

b) x2 � 3x i y2 − y � 2, d) x2 − x > 6 i y2 	 3y.
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1. a) xw = 1
Podstawiamy W (1, 2) do rów-
nania y = a(x+ 1)(x− 3)
i otrzymujemy a = − 12 .
f(x) = − 12 (x+ 1)(x− 3) =

= − 12x2 + x+ 32
b) f(x) = 15 (x+ 3)(x− 7) =

= 15x
2 − 45x− 215

c) f(x) = 5(x− 3)2 =
= 5x2 − 30x+ 45

2. a) y = −(x− 2)2 + 4
b) y = 13 (x− 2)2 + 4
c) y = 38 (x− 2)2 + 4

3. a) x = 7 b) x = −9
c) x = −2 d) x = − 12

4. a) x1 = −2, x2 = 3
b) x1 = −2, x2 = 3
c) x1 = −1, x2 = 53
d) x1 = −1, x2 = 15
e) x1 = −1, x2 = 13
f ) x1 = −2, x2 = −1

5. a) x ∈ (−∞;− 13) ∪ (2;∞)
i x ∈ 〈− 12 ; 12〉,
czyli x ∈ 〈− 12 ;− 13 )
b) x ∈

〈
5−√97
6 ;

5+
√
97
6

〉
i x ∈ (−∞;− 53 ) ∪ ( 53 ;∞),
czyli x ∈

(
5
3 ;
5+
√
97
6

〉
6. a) a = −2, b = 0, c = 2,
y = −2(x− 1)(x+ 1)
b) a = −1, b = 0, c = 4,
y = −(x− 2)(x+ 2)
c) a = 4, b = −24, c = 36,
y = 4(x− 3)2
d) a = −2, b = 8, c = −4,
y = −2(x−2−√2)(x−2+√2)

7. a)

1

1

O X

Y

b)

1

1

O X

Y

c)

1

1

O X

Y d)

1

1

O X

Y



Sposób na zadanie

Jeśli w zadaniu mamy do wyznaczenia wzór funkcji kwadratowej, ale nie jest
powiedziane, czy chodzi o postać ogólną, kanoniczną czy iloczynową, możemy
wybrać taką, która jest dla nas najwygodniejsza.

Przykład 1

Na rysunku obok przedstawiono fragment paraboli bę-
dącej wykresem funkcji f . Wierzchołkiem tej paraboli
jest punkt (−2, 4). Wyznacz wzór funkcji f . Ile liczb
całkowitych spełnia nierówność f(x) 	 1

2x+ 2?
11

O X

Y

Wzór funkcji f zapisujemy w postaci kanonicznej. Wierzchołkiem paraboli
jest punkt (−2, 4), więc:

f(x) = a(x+ 2)2 + 4

Do wykresu funkcji f należy punkt (0, 2), zatem 2 = a(0 + 2)2 + 4 i stąd
a = − 1

2 , czyli f(x) = − 1
2(x+ 2)2 + 4.

Rozwiązujemy nierówność:

− 1
2(x+ 2)2 + 4 	 1

2x+ 2 / · (−2)
x2 + 4x+ 4− 8 � −x− 4

x2 + 5x � 0
x(x+ 5) � 0

Zatem x ∈ 〈−5; 0〉, czyli nierówność tę spełnia sześć liczb całkowitych.
Odpowiedź: f(x) = − 1

2 (x+ 2)2 + 4, sześć liczb

Przykład 2

Obwód prostokąta jest równy 14, a jeden z jego boków ma długość x. Wyznacz
wzór funkcji opisującej pole tego prostokąta w zależności od x i podaj jej
dziedzinę. Uzasadnij, że jeśli prostokąt ten nie jest kwadratem, to jego pole
jest mniejsze od 12 1

4 .

Długość drugiego boku prostokąta oznaczmy przez y. Wtedy 2x + 2y = 14,
czyli y = 7− x. Zatem pole tego prostokąta opisuje funkcja:

P (x) = x · (7− x) = −x2 + 7x, gdzie x ∈ (0; 7)
Wykresem funkcji P jest fragment paraboli o ramionach skierowanych w dół
i wierzchołku w punkcie o odciętej xw = −7

−2 =
7
2 .

Rzędna wierzchołka:

P
(
7
2

)
= − ( 72)2 + 7 · 72 = −49

4 + 49
2 = 49

4 = 12 1
4

Funkcja P przyjmuje wartość 12 1
4 dla x = y = 7

2 , czyli gdy prostokąt jest
kwadratem. Zatem dla prostokąta niebędącego kwadratem pole jest mniejsze
od 12 1

4 .
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Zadania testowe

Rozwiąż zadania i zapisz odpowiedzi w zeszycie. W każdym zadaniu tylko
jedna odpowiedź jest prawidłowa.

1. Przedział 〈−10;∞) jest zbiorem wartości funkcji:

A. f(x) = 4x2 − 12x+ 10, C. f(x) = 4x2 − 12x− 1,
B. f(x) = 4x2 − 12x+ 1, D. f(x) = 4x2 − 12x− 10.

2. Prosta x =
√
2 jest osią symetrii wykresu funkcji:

A. f(x) =
√
2x2 + 2x− 1, C. f(x) =

√
2x2 + 4x− 1,

B. f(x) =
√
2x2 − 2x+ 1, D. f(x) =

√
2x2 − 4x+ 1.

3. Wykresem funkcji f jest parabola o ramionach skierowanych w dół i wierz-
chołku położonym nad osią OX, gdy:

A. f(x) =
(
2−√2)x2 − 6, C. f(x) =

(
1−√2)x2 − 6,

B. f(x) =
(
2−√2)x2 − 6x, D. f(x) =

(
1−√2)x2 − 6x.

4. Dwa różne pierwiastki ma równanie:

A. 2x2 − 2√3x+√3 = 0, C. 2x2 − 3√2x+√3 = 0,
B. 2x2 + 2

√
3x+

√
3 = 0, D. 2x2 + 3

√
2x+ 2

√
3 = 0.

5. Miejscami zerowymi funkcji y = 4x2 + bx+ c są liczby 5 i −3, zatem:
A. b = −8 i c = −60, C. b = 2 i c = −8,
B. b = −2 i c = −15, D. b = 4 i c = −30.

6. Wierzchołkiem paraboli danej równaniem y = (2x+8)(3x+6) jest punkt:

A. (−3,−6), B. (−3, 6), C. (3,−6), D. (3, 6).

7. Zbiór liczb rzeczywistych jest zbiorem rozwiązań nierówności:

A. 5x2 + 4x 	 0, C. 9x2 + 30x− 25 	 0,
B. −4x2 − 1 < 0, D. −2x2 + 24x− 48 < 0.

8. Zbiorem wszystkich rozwiązań nierówności 2x2 > 3 jest:

A.
(
−
√
6
2 ;
√
6
2

)
, C.

(
−∞;−

√
6
2

)
∪
(√

6
2 ;∞
)
,

B.
(√

6
2 ;∞
)
, D.

(
−∞;− 3

√
6

2

)
∪
(
3
√
6

2 ;∞
)
.

9. Liczba π należy do zbioru rozwiązań nierówności:

A. 2x2 − 9x− 11 	 0, C. 2x2 − 5x− 7 	 0,
B. 2x2 − 7x− 9 	 0, D. 2x2 − 3x− 5 	 0.
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1. A. f(xw) = 1 �= −10
B. f(xw) = −8 �= 0
C. f(xw) = −10

2. xw − b
2
√
2
=
√
2, czyli b = −4

4. A. Δ = 12− 8√3 =
=
√
144−√192 < 0

B. Δ = 12− 8√3 < 0
C. Δ = 18− 8√3 =

=
√
324−√192 > 0

9. A. x ∈ (−∞;−1〉 ∪ 〈 112 ;∞)
B. x ∈ (−∞;−1〉 ∪ 〈 92 ;∞)
C. x ∈ (−∞;−1〉 ∪ 〈 72 ;∞)
D. x ∈ (−∞;−1〉 ∪ 〈 52 ;∞)



Przed obowiązkową maturą z matematyki

Zadania krótkiej odpowiedzi

Zadanie 1 (2 pkt)

Rozwiąż równanie 3x(x+ 3) = (x+ 3)2.

Zadanie 2 (2 pkt)

Rozwiąż nierówność 2x2 + 7x 	 4.
Zadanie 3 (2 pkt)

Rozwiąż nierówność (x+ 1)(2x+ 3) � (x+ 1)(5− x).

Zadanie 4 (2 pkt)

Wyznacz przedziały monotoniczności funkcji f(x) = −6x+ x2.

Zadanie 5 (2 pkt)

Oblicz najmniejszą wartość funkcji f(x) = 2(x+ 3)(x− 5).
Zadanie 6 (2 pkt)

Zapisz w postaci iloczynowej trójmian kwadratowy y = 1
4x

2 − 2x+ 4.

Zadania rozszerzonej odpowiedzi

Zadanie 7 (4 pkt)

Wykres funkcji g otrzymano przez przesunięcie wykresu funkcji f(x) = − 1
2x

2

o trzy jednostki w lewo. Naszkicuj wykres funkcji g i odczytaj z niego naj-
mniejszą i największą wartość tej funkcji w przedziale 〈−5; 1〉.
Zadanie 8 (4 pkt)

Podaj wszystkie liczby całkowite spełniające jednocześnie obie nierówności:

x2 + 4x � 0 i x2 − 4 > 0

Zadanie 9 (5 pkt)

Na rysunku obok przedstawiono fragment paraboli
będącej wykresem funkcji f . Wierzchołkiem tej pa-
raboli jest punkt (3,−1). Wyznacz wzór funkcji f
i uzasadnij, że żadna liczba niewymierna nie speł-
nia nierówności f(x) � −3

2x+
5
4 .

1

1

O X

Y

Zadanie 10 (6 pkt)

Jedna z przekątnych rombu ma długość x, a suma długości obu przekątnych
jest równa 10 1

2 . Wyznacz wzór funkcji opisującej pole tego rombu w zależności
od x. Podaj jej dziedzinę. Uzasadnij, że dla dowolnej całkowitej wartości x
należącej do dziedziny funkcja ta przyjmuje wartość mniejszą od 441

32 .
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1. x = −3, x = 32
2. x ∈ (−∞;−4〉 ∪ 〈 12 ;∞)
3. (x+ 1)(3x− 2) 
 0
x ∈ 〈−1; 23〉

4. f(x) = x2 − 6x = x(x− 6),
xw = 3
Funkcja f maleje w (−∞; 3〉,
rośnie w 〈3;∞).

5. xw = −3+52 = 1, f(1) = −32
6. y = 14 (x− 4)2
7. g(x) = − 12 (x+ 3)2

1

1

O X

Y

Wartość największa: 0,
wartość najmniejsza: −8.

8. x2 + 4x 
 0 dla x ∈ 〈−4; 0〉
x2 − 4 > 0 dla

x ∈ (−∞;−2) ∪ (2;∞)
Stąd x ∈ 〈−4;−2).
Liczby całkowite spełniające
jednocześnie obie nierówności
to −4 i −3.

9. Podstawiamy współrzędne
punktu (1, 0) do wzoru
f(x) = a(x− 3)2 − 1.
Otrzymujemy a = 14 ,
czyli f(x) = 14 (x− 3)2 − 1.
1
4 (x− 3)2 − 1 
 − 32x+ 54
1
4x
2 − 32x+ 54 
 − 32x+ 54

x2 
 0, więc jedyną liczbą
spełniającą nierówność jest
liczba wymierna x = 0.

10. Przekątne rombu mają długości: x i 10 12 − x.
Stąd pole rombu jest opisane wzorem P (x) = 12x

(
10 12 − x

)
.

Wyznaczamy dziedzinę funkcji: x > 0 oraz 10 12 − x > 0, czyli D =
(
0; 10 12

)
.

Ramiona paraboli P (x) skierowane są ku dołowi, czyli wartość największa osiągnięta
jest w wierzchołku.

xw =
0+10 12
2 = 5 14

P
(
5 14
)
= 12 · 214

(
10 12 − 5 14

)
= 218 · 214 = 44132

Wartość największa 44132 przyjmowana jest tylko dla xw. Zatem dla dowolnej cał-
kowitej wartości x należącej do dziedziny funkcja ta przyjmuje wartość mniejszą
od 44132 .



Przed maturą z matematyki na poziomie rozszerzonym

W zadaniach 1–4 odpowiedź ma postać trzycyfrowego kodu.

Zadanie 1 (2 pkt)

Zakoduj cyfrę jedności oraz dwie pierwsze cyfry po przecinku liczby |x1|,
gdzie x1 jest najmniejszym pierwiastkiem równania:

(x2 − 11x− 26)(2x2 + 7x+ 4) = 0

Zadanie 2 (2 pkt)

Niech S oznacza sumę wszystkich liczb naturalnych spełniających nierówności
x2 − 14x − 32 > 0 i x2 − 23x � 0. Zakoduj cyfrę setek, dziesiątek i jedności
liczby S.

Zadanie 3 (2 pkt)

Wykres funkcji f otrzymujemy, przesuwając parabolę y = x2 − 4x+ 11 o wek-
tor
[√

3,−2√3]. Znajdź najmniejszą wartość funkcji f . Zakoduj cyfrę jedności
oraz dwie pierwsze cyfry po przecinku tej liczby.

Zadanie 4 (2 pkt)

Liczba −5 jest jednym z miejsc zerowych funkcji f , której wykresem jest
parabola o wierzchołku w punkcie (−3, 1). Po przesunięciu wykresu f o wektor
[0, p] otrzymujemy wykres funkcji g, dla której jednym z miejsc zerowych jest
liczba 4. Zakoduj cyfrę jedności oraz dwie pierwsze cyfry po przecinku liczby p.

Zadanie 5 (4 pkt)

Funkcje f(x) = 2x2 − 11x + 15 i g(x) = x2 + bx + c mają te same miejsca
zerowe. Oblicz wartości współczynników b i c.

Zadanie 6 (4 pkt)

Naszkicuj wykres funkcji f(x) = |x2− 2x− 3|. Podaj rozwiązanie nierówności
f(x) 	 3.

Zadanie 7 (4 pkt)

Na rysunku obok przedstawiono wykresy funk-
cji f(x) = −x2 + 2x + 3 i g(x) = ax2 + bx − 1.
Parabola będąca wykresem funkcji g ma wierz-
chołek w punkcie (−1,−2). Podaj rozwiązanie
nierówności f(x) · g(x) < 0.
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Zadanie 8 (4 pkt)

Dane są funkcje f(x) = −x2 + 4|x| + 1 i g(x) = x + 1. Rozwiąż graficznie
nierówność f(x) � g(x).
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Odpowiedzi do zadań

1. Pierwiastki równania:
−7−√17
4 , −2, −7+

√
17

4 , 13∣∣∣−7−√174

∣∣∣ ≈ 2,781
Należy zakodować: 278

2. x2 − 14x− 32 > 0
dla x ∈ (−∞;−2) ∪ (16;∞)
x2 − 23x 
 0 dla x ∈ 〈0; 23〉
Stąd x ∈ (16; 23〉
S = 17+ 18 + 19 + . . .+ 23 =

= 140

Należy zakodować: 140

3. y = (x− 2)2 + 7
f(x) = (x−2−√3)2+7−2√3
Najmniejsza wartość funkcji f :
7− 2√3 ≈ 3,536
Należy zakodować: 353

4. f(x) = − 14 (x+ 3)2 + 1
g(x) = − 14 (x+ 3)2 + 1 + p
0 = − 14 (4 + 3)2 + 1 + p
p = 45

4 = 11,25

Należy zakodować: 125

5. Miejsca zerowe funkcji f :
5
2 i 3.

g(x) =
(
x− 52

)
(x− 3) =
= x2 − 112 x+ 152

b = − 112 = −5 12 , c = 152 = 7 12
6. Dla x2 − 2x− 3 < 0,
czyli dla x ∈ (−1; 3)

f(x) = −x2 + 2x+ 3.
Dla x2 − 2x− 3 	 0, czyli dla
x ∈ (−∞;−1〉 ∪ 〈3;∞)

f(x) = x2 − 2x− 3.
−x2+2x+3 	 3 dla x ∈ 〈0; 2〉
x2 − 2x− 3 	 3 dla

x ∈ (−∞; 1−√7〉 ∪ 〈1 +√7;∞)
Zatem f(x) 	 3 dla
x ∈ (−∞; 1−√7〉 ∪ 〈0; 2〉∪

∪〈1 +√7;∞)

7. g(x) = ax2+bx−1 = a(x+1)2−2, stąd
a = 1 oraz b = 2, czyli g(x) = x2+2x−1.
Miejsca zerowe funkcji f(x): −1, 3.
Miejsca zerowe funkcji g(x): −1−√2,
−1 +√2.
Iloczyn dwóch wartości jest ujemny, je-
żeli jedna z nich jest ujemna, a druga
dodatnia. Zatem na podstawie rysunku:
f(x) ·g(x) < 0 dla x ∈ (−∞;−1−√2)∪
∪(−1;−1 +√2) ∪ (3;∞).

8. f(x) =

{
− x2 − 4x+ 1 dla x < 0
− x2 + 4x+ 1 dla x 	 0

f(x) 
 g(x) dla
x ∈ (−∞;−5〉 ∪ {0} ∪ 〈3;∞)
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