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Liny podtrzymujace most wiszacy maja ksztalt paraboli (na
Golden Gate w San Francisco).

Funkcje postaci f(z) = ax? + bx + ¢ (a,b,c € R,
a # 0) nazywamy funkcja kwadratowa lub tréjmia-
nem kwadratowym. Wykres funkcji kwadratowej na-
zywamy parabola. Méwimy ,,parabola okreslona réw-
naniem y = awx? + bx + ¢’ lub krétko: ,parabola
y = ax®+br+c".

Na rysunku obok przedstawiono wykres funkcji kwa-
dratowej f(z) = —1a* 4+ 2 + 3.
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Uczen:
— szkicuje wykres funkcji

f(z) = ax?,
— podaje wlasnosci funkcji
f(z) = ax?,

— stosuje wlasnosci funkcji
f(z) = az? do rozwiazywania
zadan.

Cwiczenie 1

z | —-2|-1|0 1 2

fit) 4|10 |1

o |

fo@| 8 | 2] 0] 2

fas@)| 2| 20|32

7.1. Wykres funkgcji f(x)=ax?

Na rysunku ponizej przedstawiono parabole, ktéra jest wykresem funkcji
f(z) = 2% Jej dziedzina jest zbior liczb rzeczywistych, a zbiorem wartosci
— przedzial (0;00). Z wykresu mozemy odczytaé nastepujace wlasnosei:

\ Y / a) ramiona paraboli sa skierowane do gory,
b) 0§ OY jest osig symetrii paraboli,

\ ; / ¢) punkt (0,0) jest wierzchotkiem paraboli,

\ / d) funkcja f jest malejaca w przedziale

\ / (—00;0) i rosngca w przedziale (0;00),

e) dla z = 0 funkcja f przyjmuje warto$é
najmniejsza réwng zeru, natomiast dla

\ / kazdego x # 0 prawdziwa jest nieréwnosé
) f(x) >0,
5 f) funkcja f nie przyjmuje warto$ci najwiek-
1 X szej.
Cwiczenie 1

Sporzadz odpowiednie tabele wartosci funkcji i naszkicuj w jednym ukladzie
wspohrzednych wykresy funkcji fi(x) = 22, fo(z) = 22° 1 fy(z) = 2.

\ Y

—

Parabole y = 1%, y = 2%, y = 4a® zostaly \
dla poréwnania naszkicowane w jednym
uktadzie wspétrzednych. Zwrdé uwage na za-

22

R
Yis A2
Y =

leznosé miedzy wspotezynnikiem a w réwna- \ \
niu paraboli y = az? i rozchyleniem ramion \ \
tej paraboli.




Wykres funkcji ¥y = —2? mozna otrzymaé, od-
bijajac symetrycznie wzgledem osi OX wykres
funkeji y = 22. Zwr6é uwage na to, ze ramiona
paraboli bedacej wykresem funkcji y = —x? sa
skierowane w dot.

Cwiczenie 4
a) Podaj przedzialy monotonicznosci funkcji
f(z) = —2°.
b) Podaj réwnanie osi symetrii i wspélrzedne
wierzchotka paraboli bedacej wykresem funkcji

f(z) = —a®.

Cwiczenie 5

Wykresy funkeji fi, f2, f3, f1, f5 (rysunek ponizej) otrzymano, odbijajac syme-
trycznie wzgledem osi OX wykresy funkeji y = ta?, y = 122, y = 22, y = 227,

y = 4a®. Podaj wzory funkcji f1, fo, fs, fa, fs.
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Wartos$é wspolezynnika a we wzorze funkeji f(x) = ax?, a # 0, decyduje
o tym, czy ramiona paraboli bedacej jej wykresem skierowane sg do gory
(gdy @ > 0) czy do dotu (gdy a < 0) oraz o tym, jak bardzo sa rozchylone.

Cwiczenie 6

Naszkicuj wykres funkcji f(x) = ax?, jesli nalezy do niego punkt P. Podaj
pie¢ punktow nalezacych do wykresu funkcji f, ktérych obie wspolrzedne sg

s

fa

fs

catkowite.

a) P(2,—4) b) P(,-1) c) P(—v/2,-6) d)
Cwiczenie 6 :

Wzory funkcji i przyktadowe punkty: “lo

a) f(.’l?) = _x2’ (_27 _4)7 (_17 _1)7 L\ X

(03 0)’ (17 _1)’ (23 _4)

b) f(x) = —4a?, (=2, —-16), (=1, —4), /
(0,0), (1,—4), (2, —16) /

c) f(z) = —322, (=2, -12), (-1, -3),
(0,0), (1,-3), (2,-12) i

d) f(z) = —32?, (—4,-8), (-2,-2), [l
(0,0), (2, -2), (4,-8) /
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Cwiczenie 4

a) rosnie w (—o0;0),
maleje w (0; 00)

b) o$ symetrii: = 0,
wierzchotek: (0, 0)

Cwiczenie 5
fi(z) = —4a?,
f2(z) = —227,
f3($) = —SCQ,
fa(z) = 322,
fo(z) = —gz®

7.1. Wykres funkciji f(x) =

ax?

203 IS



Odpowiedzi do zadan
1. a) f(D) = (=8;0)
b) f(D) = (0;4)
c) f(D)=(0;12)
d) f(D) = (-8; -2

x
Cy= %xz, D:y= %xz,
E:y %xr‘)

3. a)y=2x?

b) y = V222
) y=—3a°
d) y = —322

4. a) 2

b) 10

5. Z warunkéw zadania:
A(—z,4), B(z,4)
oraz:
|z| = 31AB|
Po podstawieniu wspotrzed-
nych punktu A do réwnania
paraboli otrzymujemy:

a(2|ABI)? = 4
istad a = |A1§|2
ba=2=1
c) a= 5, =64

(2)

_ _ 16
Y=oy =

6. PaoB = %|2ac| -3 = 12, zatem
|z| = 4, czyli do paraboli nale-
z3 punkty: A(4,3) i B(—4,3)
(lub A(—4,3) i B(4,3)).
Roéwnanie paraboli ma po-

staé: y = %ﬁ.
\ Y /
B ‘A
i
N ~
ol 1 X

7. Funkcja kwadratowa

Zadania

. a) Oznaczmy bok dziatki Y /

Naszkicuj wykres funkcji f o dziedzinie D. Podaj zbiér wartosci tej funkcji.
a) f(z) =—32% D= (-24) c) f(z)=32% D=(-1;2)
b) f(z) = ja?, D= (-4;2) d) f(z) =-22% D =(1;2)

4

Ktére z ponizszych parabol dane sg réwnaniami: y = 2%, y = 222, y = £22?

Podaj rownania pozostalych parabol.

\ \ Y AB/C D/ E

N ]/

1
pa

o] 1 X

Dla ktorej sposrdd trzech podanych funkeji odlegtosé od osi OX punktu
o odcietej x = 1 nalezacego do jej wykresu jest najmniejsza?
a) y=a?, y=4a%, y=—62>  ¢) y=—32% y=23" y=2V3"

3
b) y =322 y=+v22% y=22> d)y=-32% y=ma?, y=314a>

Punkty P(z1,11) i Q(x2,y2) naleza do paraboli y = az?. Oblicz odleglosé
punktu @ od osi OX, jedli:

a) r1 =3,y = Ty = —2, b) z; = —2v/2, y1 = 20, x5 = 2.

_3
27

Prosta y = 4 przecina parabole y = ax? w punktach A i B. Oblicz a, jedli:

a) |AB| =2, b) |AB| =38, c) |AB| =1, d) |AB| = 2v/2.

Punkty: O(0,0), A(z,3) i B(—x,3) naleza do paraboli y = ax?. Naszkicuj
te parabole, jesli pole tréjkata AOB jest rowne 12.

a) Podaj dziedzine i wzo6r funkeji opisujacej pole kwadratowej dzialtki bu-
dowlanej w zaleznosci od dtugosci przekatnej x. Naszkicuj jej wykres.

b) Podaj dziedzine i wzoér funkeji opisujacej pole prostokatnej dziatki bu-
dowlanej w zaleznosci od dtugosci przekatnej z, jezeli wiadomo, ze dziatke
mozna podzieli¢ na dwa kwadraty.

b) Oznaczmy boki dzialki przez a

przez a. Woéwczas: i 2a.

j— 3 )
r=a 2,czyha_ﬁ.

P(z) = 12°, D = (0;00) / @ z

2a

Wéwezas x2 = 4a® + a® = 5a?,
L2 1.2
czyli a® = zz°.

ﬁ[ 1 ¥ P(z) = 2a° = %m2, D = (0;00)

[y




7.2. Przesuniecie wykresu funkcji

f(x)=ax? o wektor

Przykfad 1

Wykres funkcji f(z) = 22? —4 otrzymamy,
przesuwajac parabole y = 222 o 4 jednostki
w dél, czyli o wektor @ = [0, —4] (rysunck

obok).

Cwiczenie 1
Naszkicuj wykres funkcji f i okresl jej zbior
wartosci.

a) f(z)=a2>-3
b) f(x)=a2*+1

c) flx)=—22>—4
d) f(z)=—22>+2

Przyktad 2

Wykres funkcji f(z) = 2(z — 3)? otrzymamy,
przesuwajac parabole y = 22?2 o 3 jednostki
w prawo, czyli o wektor @ = [3,0] (rysunek
obok).

Cwiczenie 2
Naszkicuj wykres funkcji f i podaj jej prze-
dzialy monotonicznosci.

a) flz)=(z+3)* ¢ f
b) fla)=(z—1)* d)f

Przyktad 3

Wrykres funkeji f(z) = (z—2)?+1 otrzymamy,
przesuwajac parabole y = z? o 2 jednostki
w prawo, a nastepnie o 1 jednostke w gore,
lub bezposrednio o wektor w = [2,1].

Cwiczenie 3

Naszkicuj wykres funkcji f.
a) f(z) = (z—3)* -2

b) f(z)=(z+2)*+1

Cwiczenie 3
\ n/ /

\ /
\b / a

(25
| —
I~

Uczen:

— podaje wzor funkcji
kwadratowej otrzymanej
w wyniku przesuniecia
wykresu funkcji f(z) = ax?

o wektor,
: — szkicuje wykresy funkcji
I l : _ 2
I postaci f(z) = a(z — p)* + ¢

) i podaje ich wlasnosci,

— stosuje wtasnosci funkcji

1l fl@) = al@ —p)* +4

do rozwiazywania zadan.

s Cwiczenie 1
VLY X ) f(D) = (-3;00)
b) f(D) = (1;00)
¢) f(D) = (—oc;—4)
d) f(D) = (—00;2)
Y
" | / A

-

ol 12

Ll

/ [ L

Cwiczenie 2

a) maleje w (—oo; —3),

rosnie w (—3; c0)

/ 1 b) maleje w (—o0; 1),
ro$nie w (1; 00)

c) rosnie w (—oo; —2),

maleje w (—2;00)

\\ ; \\ // d) rosnie w (—o0; 2),
| A e maleje w (2;00)
ol 1 X
Multiteéa
® Posta¢ kanoniczna funkgiji
kwadratowej
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Cwiczenie 4
a) [—6,—3] b) [1,0]

Komentarz

Warto przypomnieé¢ uczniom,
ze funkcja kwadratowa nie jest
monotoniczna w swojej dzie-
dzinie — jest przedzialami mono-
toniczna (patrz przyktad 3 ze
str. 168).

Nalezy réwniez podkreslié
zaleznosé miedzy wspoétczyn-
nikiem p a przedziatami mono-
toniczno$ci funkcji oraz miedzy
wspoélczynnikiem ¢ a zbiorem
wartosci funkcji.

7. Funkcja kwadratowa

Wykres funkcji f(z) = a(z — p)* + g, gdzie a # 0, otrzymujemy przez
przesuniecie wykresu funkcji y = ax?® o wektor [p, g.

Wierzchotkiem paraboli bedacej wykresem funkcji f jest punkt (p, q).

Jej osia symetrii jest prosta x = p.

Cwiczenie 4
O jaki wektor nalezy przesuna¢ parabole dang wzorem y = 2x?, aby otrzymac
wykres funkcji:

a) f(z) =2(z+6)*—3, b) f(x) = 22% — 4x + 27
Ponizsze wtasnosci funkeji f(z) = a(z — p)* + q zaleza od wspdlczynnika a.
a>0 Y f
ramiona paraboli sg skierowane do gory
dla x = p funkcja osiaga wartos¢ naj-
mniejsza y = q
funkcja maleje w przedziale (—oo; p)
funkcja ro$nie w przedziale (p; o)
zbiorem wartosci funkcji jest przedziat
. |
a<0 Y
q

ramiona paraboli sa skierowane w dot
dla x = p funkcja osiagga wartos¢ naj-
wieksza y = ¢
funkcja roénie w przedziale (—oo; p)
funkcja maleje w przedziale (p;o0)
zbiorem wartosci funkcji jest przedziat
(—00sq) / [9)

Cwiczenie 5
Podaj przedzialy monotonicznosci i zbiér wartosci funkeji f oraz wspdlrzedne
wierzchotka paraboli bedacej jej wykresem. Naszkicuj te parabole.

a) f(z)=2(x-3)*—4 c) flz)=—(v+4)* -
b) f(x):i(m+2)2+2 d) f(x)z—i(m 1)2+3

Cwiczenie 5

a) maleje w (—o0; 3), rosnie w (3; 00),
f(D) = < 4’ OO), W(33_4)

b) maleje w (—o0; —2), rosnie w (—2; 00),
f(D) = (2;00), W(-2,2)

c) rosnie w ( oo; —4), maleje w (—4; 00),
f(D) = (=005 —-1), W(—4,-1)

d) rosnie w ( 00; 1), maleje w (1; 00),

f

)
(D) = (=00;3), W(L,3)



Zadania

1.

Wykres funkcji f(z) = 2? przesun o wektor w. Nastepnie podaj wzor
otrzymanej funkcji oraz jej przedzialy monotonicznodci.
a) W =11,2] b) w =[1,-2] c) w=[-3,-2]

d) @ =[-2, 4]

Naszkicuj parabole, ktora otrzymamy przez przesuniecie wykresu funkcji
f(z) = —x? o wektor . Podaj wspolrzedne jej wierzchotka i réwnanie jej
osi symetrii.

a) w=[-2,4 b)w=[-3,-1 ¢ uw=][22]

d) @ =[3,-1]

Naszkicuj wykres funkcji f i podaj jej zbiér wartosci.
a) f(z)=2(x—1)>—4 ¢) flx)=—-2(x+3)?+2
b) f(z) = 3 +2)+1 Q) f(x) =~} — 4 +4

Wykres funkcji g powstaje przez przesuniecie wykresu funkcji f o wek-
tor . Przerysuj tabele do zeszytu i ja uzupelnij.

Wzér funkeji f Wektor o Wzér funkcji g
f(z)=5z*-3 o = [-1,5] g(z) =5(x+1)*+2
f(z) = 42 w = [-2,3] g(z) =4(x+2)*+3
f(x) =22 - 10 w = [7,-3] g(x) =3(x—7)>-13
f)y=2(x—5)*+3 o = [4,—6] g(z) =2(x—9)?-3

Punkty F'i G sa wierzchotkami parabol bedacych wykresami funkcji f i g.
Wyznacz wspotrzedne wektora FG i naszkicuj obie parabole.

a) f(z)=3(z+1)>—1, glx) = 3(z—3)*+2
b) f(x)=4—-2(x+1)% g(x)=2—2(z+ 3)?
¢) f(z)= —i(m—Q) +4, g(z)=—3(x+1)* -1
d) f(z)=2-3(=+1)% glz)=—-1-3(z—3)

Do wykresu funkeji f(z) = ax? + q nalezy punkt P(—1,2). Podaj wzor tej
funkcji, jesli wiadomo, zZe jej zbiorem wartosci jest przedzial:

a) (1;00), b) (0;00), ¢) (—00;3), d) (=00;6).

Oblicz warto$¢ wspotezynnika p i naszkicuj parabole y = (z —p)* — 1, jesli
naleza do niej punkty A i B.

a) A(—4,3), B(0,3) b) A(—1,8), B(5,8)

7. Zauwazmy, ze punkty A i B majg réwne rzedne.

a) (-4-p)°’-1=p" -1, p=-2

b) (-1-p)*—1=(5-p)°—1, p=2
Y Y

\ / \ /

\ / \ /

\ / \ /

=

=3
—

Odpowiedzi do zadan
1.2) y=(z—1)%+2,

maleje w (—o0; 1),
ro$nie w (1; 00)
b)y:(l‘_1)2_27
maleje w (—o0; 1),
ros$nie w (1; c0)

¢) y=(z+3)* -
maleje w (—o0; —3),
ro$nie w (—3; 00)
d)y: (l‘+2)2_47
maleje w (—o0; —2),
ros$nie w (—2; 00)

a) W(—2,4) =
b) W(-3,—-1), z = -3
c) W(2,2), z=2
d) W(3,—1), z=3
a) f(D) = (—4;00)
f(D) = (1;00)
¢) f(D) = (—00;2
d) f(D) = (—o0;4)
a) FG = [4,3]
FG =[-2,-2]
¢) FG = [-3, 5]
d) FG = [4,-3)
a) f(z) =2>+1
f(z) = 222
¢) f(x)=—a>+3
d) f(z) = —42> +6

7.2. Przesuniecie wykresu funkgji f(x) =ax? o wektor



Uczen:

— podaje wzor funkcji
kwadratowej w postaci
ogOlnej i kanonicznej,

— oblicza wyrdznik tréojmianu
kwadratowego,

— oblicza wspolrzedne wierz-
chotka paraboli, podaje
réwnanie jej osi symetrii,

— przeksztalca postaé ogdlng
funkcji kwadratowej do
postaci kanonicznej (z zasto-
sowaniem uzupelniania do
kwadratu lub wzoru na
wspolrzedne wierzchotka
paraboli) i szkicuje jej
wykres,

— przeksztalca posta¢ kano-
niczna funkcji kwadratowej
do postaci ogblnej,

— wyznacza wzor ogdlny funkcji
kwadratowej, majac dane
wspolrzedne wierzchotka
i innego punktu jej wykresu,

— wyprowadza wzory na wspol-
rzedne wierzchotka paraboli.

Cwiczenie 1

a) y=—2(z>—6x+9)+6=
=222+ 12z — 12

b)y=—3E"+z+3)+5=
=-12>-1z43

¢) y=3(x*— 10z +25) +9 =

= 322 — 30z + 84

Multitefa

® Posta¢ ogdlna funkciji
kwadratowej

® Posta¢ kanoniczna funkgji
kwadratowej

* Wykres funkcji kwadratowej

dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 7.3

(> Generator

testow i sprawdzianow

7. Funkcja kwadratowa

7.3. Postac¢ kanoniczna i posta¢ ogdlna
funkcji kwadratowej

Definicja

Postacé:
ostac y = ax® + bx +c¢, gdzie a,b,c € R, a # 0

nazywamy postacig ogélng funkcji kwadratowe;j.

Postac:
ostac y=a(x—p)*+gq, gdziea,p,g €R, a#0

nazywamy postacig kanoniczng funkcji kwadratowe;j.

Uwaga. Funkcje kwadratowa nazywamy tez tréjmianem kwadratowym.

Cwiczenie 1
Przeczytaj przykiad w ramce pokazujacy, w jaki sposob przejs¢ od postaci
kanonicznej funkcji kwadratowej do postaci ogdlnej.

a) y=3(x—4)?*-7=
= 3($2 — 8z + 16) — 7= Korzystamy ze wzoru (a — b)? = a® — 2ab + b*.

Postaé¢ kanoniczna

=32? — 24z + 41 Postaé ogdlna

b) Yy = —4(1‘ + %)2 +1= Postaé¢ kanoniczna
= —4(1‘2 +x + i) + 1= Korzystamy ze wzoru (a + b)2 =a? + 2ab + b
= 42 — 4z Postaé ogdlna

Przedstaw funkcje kwadratowa w postaci ogdlnej.

a)y=—2(z—3)%+6 b)y=—3(x+3)°+3 c)y=3(x—-5)2+9

Przejscie od postaci ogdlnej funkeji kwadratowej do postaci kanonicznej wy-
maga zastosowania uzupelniania do kwadratu.

Przyktad 1

Przedstaw funkcje kwadratowa w postaci kanonicznej.

a) y=a?— 10z + 27 =
=x?—2-50+427=
—22_92.5 95 _ 95 1 27 — Dodajemy i odejmujemy 25 = 5,
=27 =200+ - + —  czyli uzupetniamy do kwadratu
— (-5 —25+27T =

=(x—5)?+2

Postaé¢ ogdlna

Wspélczynnik —10 zapisujemy jako —2 - 5.

2 2« 2
Korzystamy ze wzoru (a —b)” = a” — 2ab+ b~.

Postaé¢ kanoniczna



Posta¢ ogdlna

b) y=a2?+5x+3=
=x*+2-

3= Wspétezynnik 5 zapisujemy jako 2 -

[N[s

xT

. . . . 51\2
Dodajemy i odejmujemy (3)*.

Korzystamy ze wzoru
(a +b)* = a® + 2ab + b*.

Postaé¢ kanoniczna

Cwiczenie 2

Przedstaw funkcje kwadratowa w postaci kanonicznej. Podaj wspétrzedne
wierzchotka paraboli bedacej wykresem tej funkcji.

a) y=x?—8x+6
b) y=x?+4x+8

c) y=a?—6x—2
d)y=2>-3zx+1

e) y=a>+z+ 1
f) y=a?>—2-2

Wykresem funkcji kwadratowej f(z) = a(z —p)? + q jest Y ;
parabola o wierzchotku (p, q). Wspdlrzedne wierzchotka

paraboli oznaczamy takze (., Y. )- O‘ \\/ X

(T Yu)

Twierdzenie

Parabola y = ax? + bx + ¢ ma wierzcholek w punkcie o wspotrzednych:
b
2a
Wyrazenie A nazywamy wyroznikiem tréjmianu kwadratowego.

Ty = —5-, ywzfﬁ,gdzieA:bezlac

Dowéd
y:axQ+bx+c=a(m2+%1‘)+c:a(x2+2~%1‘)—&—0:
—al(z+2) — | +e=ale+ &) - L re=a(a+ ) - gl
Jest to postaé¢ kanoniczna funkcji y = a(x —p)? + ¢ dlap = —% ig= —%, zatem
Tw = 7%7 Yw = 7ﬁ~
Cwiczenie 3
Oblicz wyréznik tréojmianu kwadratowego.
a) y=a+3x+1 c) y=2%—4xr+4 e) y=—32*+2x+4
b) y =22 +4z +1 d) y=—22%+6z—6 f) y:2x2—\/§x—i

Cwiczenie 4
Wyznacz wspolrzedne wierzchotka paraboli.

a) y=4x?+ 6x+ 3 b)y=-22"+4e+1 c¢)y=1t"—z+1

Cwiczenie 4

a) A=—-12, W(-3,3)
b) A = 24, W(L,3)

) A=-1,W(1,3)

Cwiczenie 2
a)y=2—8r+6=
=2>—-2-424+16—16+6 =
= (z —4)* — 10,

W (4,—10)
b)y=a’+4r+8=
=224+2-2z4+4—44+8=
= (z+2)" +4,

W (—2,4)
c)y=a2>—6x—2=
=22-2-3z4+9-9—-2=

= (z—3)2 — 11,

W(3,—11)
dy=2>-3z+1=
=z’-2-3z4+9%-92+1=
=(@@-3)7°-%,

w(3 -4

(5 =2
Cwiczenie 3

a)5 b)8 ¢)0 d) —12 e) 12
f) 4

7.3. Posta¢ kanoniczna i posta¢ ogdlna funkcji kwadratowej



Komentarz

Warto zwréci¢ uwage uczniéw
na przyktad 2, poniewaz zasto-
sowany w nim sposéb wyzna-
czania drugiej wspotrzednej
wierzchotka paraboli y,, w wielu
przypadkach jest duzo szybszy
niz korzystanie ze wzoru:

_ -A
Yw = 4q -

Cwiczenie 5
a) W(1,1) b) W(-13,6%)
) W(2,9) d) W(-1,-13)

Odpowiedzi do zadan

1.2) f(z)=2—2—-23, A =12
b) f(z) = —x® + 8z — 11,
A =20
¢) f(z) =2z — 12z + 4,
A =112
d) f(z) = —32% — 12z — 4,
A =96
e) f(z) =—22°+22, A=14
f) f(z) = 22% —da — 3,
A=24

2. ) fla) = (z+1)* +2,
W(-1,2)
b) f(z) = (z - 2)* - 6,
W(2,—6)
©) f(z) = —(z+1)°+2,
W(-1,2
d) f(e) = —4(@ — 1)* + 5,
W(1,5)

e) f(z) =2(z +2)> - 15,

W (-2, —15)

B i) = =Ple== S 4= 5

W(-3, %)

) i) = (=5 = 5

Wi(z:~3)

h) f(z) = —2(z — $)* + 3,

W)

i) f(z) =322 -8, W(0,-8)
3.2) W(-4,-%) )y w(1,])

¢) W(-1,3

7. Funkcja kwadratowa

Zauwazmy, ze je$li wyznaczymy pierwsza wspolrzedna wierzchotka paraboli
bedacej wykresem funkcji kwadratowej f, to jego druga wspotrzedng mozemy
obliczyé, korzystajac z tego, ze Y, = f(Xy)-

Przyktad 2
Wyznacz wspolrzedne wierzchotka paraboli bedacej wykresem funkcji:
flz) = =222 +8x —1
_b___8 _
2a 2.(-2)
Wspétrzedna y,, = f(z,) = f(2) = -2-2248-2—-1=T.

Wierzchotkiem paraboli jest punkt (2,7).

Wspotcezynniki a = —2, b = 8, wiec x,, = 2.

Cwiczenie 5
Wyznacz wspdlrzedne wierzchotka paraboli bedacej wykresem funkcji f, ko-
rzystajac z tego, ze Y, = f(Xy)-

a) f(z)=22*—42+3 ¢) flx) =2 —x+10
b) f(z) = —2* -3z +4 d) f(x) =32*+ 6x — 10
Zadania

1. Przedstaw tréjmian kwadratowy f w postaci ogdlnej i oblicz jego wyrdznik.

a) f(m):(x—%)2—3 d) f(x)=-3(x+2)*>+8
b) fl) = —(x—4)+5 e) f(x)=—3(z—2)"+2
¢) fla)=2(c—3)*— 14 £ fa) =2z —3)2 -9

2. Korzystajac ze wzorow x,, = —% 1Yy = —%, wyznacz wspolrzedne wierz-
chotka paraboli bedacej wykresem funkcji f. Przedstaw funkcje f w postaci
kanoniczne;j.

a) f(z)=2*+2x+3 d)
b) f(x)=2*>—4x—2 e)
c) flx)=—-2*—-22+1 f)

f(z) = —42*+8z+1 g) f(z)=a*—x
f(x)=22>+8x—7 h) f(z) = —22°+6x
f(z) = —-222—6z+2 i) f(z)=32>-38

3. Korzystajac ze wzordw x,, = —3= iy, = f(2.), wyznacz wspolrzedne

wierzchotka paraboli bedacej wykresem funkcji f.
a) f(x)=22>4+6x—3 b) f(z)=12>—-z+4 ¢ f(z)=—-32>—6x

4. Przedstaw funkcje f w postaci kanonicznej. Naszkicuj wykres funkeji f,

stosujac odpowiednie przesuniecie paraboli y = 2% lub y = —a2.

a) f(x)=2*+2x+4 b) f(z)=—-2>-62—12 ¢) f(zr)=—2+4z

4. a) f(z) = (z+1)°+3 b) fz)=—(x+3)>-3 ) f(z) = —(z—2)° +4
\ L 7 v
\ / § f
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5. Przeczytaj podany w ramce przyktad.

Prosta © = 3 jest osia symetrii paraboli bedacej wykresem funkcji

f(x) = 22 + bx + 5. Oblicz wspolezynnik b.

Osia symetrii jest prosta = = —%, zatem —% = 3, skad:
b=—-6a=—-6-5=-3

1
2

Prosta [ jest osia symetrii paraboli bedacej wykresem funkcji kwadrato-
wej f. Oblicz wspotezynnik b.

a) flx)=2*+bx+4, l:x=2 c) fle)=22*4bx—1, l:x=-1
b) f(z)=—a®+bzx—3, La=4 d) f(z)=—-22>+bx—7, l:z=-6

6. Oblicz wspotczynnik a funkcji kwadratowej f, jesli wiadomo, ze wierzcho-
tek paraboli bedacej jej wykresem lezy na prostej [. Zapisz wzoér funkeji f
w postaci kanonicznej.
a) f(x)=ar*+4x -3, Lx=2 ¢) f(z)=ar?*+2x+5, l:x=—4

b) f(x)=az® +6z+2, Lx=1 d) f(z)=ar*—6x—1, Lx=-3

7. Przeczytaj podany w ramce przyktad.

Oblicz wspoélezynniki b i ¢ funkeji kwadratowej f(z) = a? + bx + ¢,
ktorej wykresem jest parabola o wierzchotku w punkcie (3, —2).
Ze wzoru x,, = —% otrzymujemy:
—% —3, skad b = —6.
Zatem f(z) = 2% — 6x + c. Podstawiamy wspoélrzedne punktu (3, —2)
do wzoru funkcji i otrzymujemy réwnosé:
—2=32-6-3+c¢,skadc=T.

Szukane wspotczynniki: b= —61ic=T7.

Oblicz wspolezynniki b i ¢ funkeji kwadratowe]j f(z) = 2% + bz + ¢, jesli

wiadomo, ze punkt W jest wierzcholkiem paraboli bedacej jej wykresem.
a) W(2,4) b) W(-1,-3) ¢ W (3,-1) d) W (10,0)

27

8. Wyznacz wsp6lezynniki a i ¢ funkceji kwadratowej f(x) = ax?+6x+c, jesli

wiadomo, ze punkt W jest wierzcholkiem paraboli bedacej jej wykresem.
Zapisz wzoér tej funkeji w postaci kanonicznej.

a) W(-1,2) b) W(6,-3) c) W(2,4) d) W(—g,—l)
8.a) —L =—2L = _1 zatem a = 3.

2=3-(—1)2+6-(—1)+c, wiec c = 5.

f(z) =3(z+ 1) +2

b)a=—3,c=-21, f(z) = —3(z—6)° -3
-2, f(z) = —g(:n — 2)2 +4

cJa=-%c=
dja=2,c=17, fl@)=2(x+3)> -1

5.a) a=1oraz — 2 =2,

zatem b = —4.

b) a = —1 oraz — > =4,

2a
zatem b = 8.
¢) a=2oraz — % = —1,
zatem b = 4.
_ 1
d) ;1 = —5 oraz

T 2a

= —6, zatem b = —6.

6. a) b =4 oraz — = = 2, zatem

a=—1, flz) = —(x—2)2+ L

b) b =6 oraz — 2 = 1, zatem

a= -3, f(x) = —-3(z—1)>+5

¢) b=2oraz — 2 = —4,

zatem a = %,
f@)=3@+4)2+1

d) b= —6 oraz — & = —%,
zatem a = —2,

f@)=-2@=+3)+3

7.3. Posta¢ kanoniczna i posta¢ ogdlna funkcji kwadratowej



9. a) f(z) = a(z — 2)?
Punkt P(0,2) nalezy do
paraboli, czyli:

b) f(2) = (e +1)? -1
Punkt P(0,0) nalezy do
paraboli, czyli:
0=a(0+1)> -1
skad a = 1.
f@)=(@+1)? —1=
=z + 2z,
zatem b= 2, ¢ = 0.
¢) f(z) =az®+3
Punkt P(3,1) nalezy do
paraboli, czyli:
l=a-3°+3
skad a = —2.
fl@)=—52"+3,
zatem b= 0, ¢ = 3.
d) f(z) = a(z+1)*+3
Punkt P(—2,0) nalezy do
paraboli, czyli:
0=a(-2+1)°+3

skad a = —3.

f)=-3(x+1)?+3=
= —32% — 6,

zatem b = —6, c = 0.

e) f(z)=alz—1)%+2

1=a(2-1)%+2,skada = —1.

fl@)=—(@-12+2=
=z’ +2z+1

zatem b =2, c = 1.

f) f(z) =a(z—2)>+4

2 =a(1-2)*4+4,skad a = —2.

fl@)=-2(x-2)"+4=
=224+ 8z—4

zatem b =8, ¢ = —4.

7. Funkcja kwadratowa

9.

10.

Uile

10.

11.

Czy wiesz, ze...

Dla dowolnych dwéch punktéw plaszezyzny (nie- \\ Y /
lezacych na prostej pionowej) istnieje nieskoncze-
nie wiele parabol opisanych za pomoca rownania /
y = ax? + bz + ¢ przechodzacych przez te punkty / \1 \ /
(rysunek obok).

Przez trzy niewspotliniowe punkty (z ktérych zad- /
ne dwa nie leza na prostej pionowej) przechodzi
doktadnie jedna parabola y = az? + bz + c. Majac / \\
dane wspoétrzedne tych punktéw, mozemy obliczy¢ wspélezynniki a, b i c.
W tym celu rozwiazujemy odpowiedni uktad réwnan.

Na przyklad, aby wyznaczyé¢ réwnanie paraboli y = ax? + bx + ¢ prze-
chodzacej przez punkty: A(—1,0), B(1,—4) i C(4,5), rozwiazujemy uktad
rownan:
a- (=1)>+b-(=1)+c=0
a-1*+b-1+c=—4
a-4+b-4+c=5

Rozwiazaniem ukladu réwnan jest trojka liczb:
a=1,b= -2, c = —3, zatem szukana parabola
. 7 . 2 «

jest dana réwnaniem y = x* — 2z — 3.

Uwaga. Jezeli mamy dany wierzchotek paraboli, to do wyznaczenia jej
rownania wystarczy znajomosé jeszcze jednego nalezacego do niej punktu.

Oblicz wspdtezynniki a, b, ¢ funkeji kwadratowej f(x) = ax? + bz + ¢, jesli
wiadomo, ze do paraboli bedacej jej wykresem nalezy punkt P, a wierz-
chotkiem tej paraboli jest punkt W.

a) P(0,2), W(2,0) ¢) P(3,1), W(0,3) e) P(2,1), W
b) P(0,0), W(—1,—1) d) P(—2,0), W(=1,3) ) P(1,2), W(2,4)

Wyznacz réwnanie paraboli, jesli wiadomo, ze przecina ona osie uktadu
wspolrzednych w punktach A, B i C. Naszkicuj te parabole.

a) A(0,3), B(1,0), C(3,0) b) A(0,6), B(—6,0), C(2,0)

Wyznacz rownanie paraboli przechodzacej przez punkty A, B, C.
a) A(=3,1), B(0,4), C(1,1) c) A(-5,3), B(—1,-5),C(1,-3)
b) A(_47 1)) B(_Sa _2)7 C(17 _2) d) A(_47 1)7 B(27 _2)7 0(67 5)

O jaki wektor nalezy przesunaé¢ wykres funkcji f, aby otrzymadc parabole
przechodzaca przez punkty A(—2,0) i B(2,4)?

a) f(z) =" b) f(z) = —a?
— G .
) y=22—4dz+3 12.a) y ==z +b:c—|—c.2
b)y=—122 2246 {0=(—2) +b-(=2)+c
_ 92 X
a)y=—a*—2z+4 ) =2"t+b-2+c
2 =1,c=-2
b)y = 35a’+ o — b 1o (-2 1 g 9
Q) y=1ia?tz—2 P=73;="294= (73 3 =1
v 2 Wektor przesuniecia: [—l —9]
&) y= 22— fo— 1 praesunigcias |3, ~3
@ s b)b=1,c=6,

p=ta=-(3) +3+6=3%

Wektor przesuniecia: [%, 21,



Warto powtorzyé

Obliczanie wartosci tréjmianu kwadratowego

1. Oblicz warto$¢ wyrazenia dla z = —2 i dla z = —3.

a) 22 —3x — 6 b) 22 + 32 — 1 c) —3x2+2zx—1
2. Oblicz warto$¢ wyrazenia dla v = —1 i dlaz = 1.

a) 4a? — 2+ 3 b) —8z% + 4z —1 c) —22% — 6z + 5
3. Oblicz wartosci funkcji f, g, h dla argumentu x = —2 i uporzadkuj je

w kolejnoéci rosnace;j.

a) f(z) = —a®+6x+1, g(x) =222 + 102 — 5, h(z) = —32® — Jz +4
) =

b) flz) =12+ 32 -7 g(x)=—12>+ 32 -8, h(zx) = —Fa* —x -4
4. Dana jest funkcja f(2) = —32? — 2z + ¢. Oblicz wspélezynnik ¢, jesli:
a) f(=2) =09, b) f(4) = -2, ) f(—2v2) =—

5. Sprawdz, ktére spoéréd punktdw:
A(—1,2 — 3v/2), B(—/2,10 — 2v/2), C(-2,8),
D(1+ 2,4 ++v2), E(v/2,8 — 2V/2)
nie naleza do wykresu funkcji f(z) = 222 — V22 — 2V/2.

Twierdzenie

Jesli dla dwoch réznych argumentéw
x1, Ty funkcja kwadratowa przyjmuje
te samg wartosé, to 0§ symetrii para-
boli bedacej wykresem tej funkcji jest

prosta okreslona za pomoca réwnania

14T |
5 I

—

6. Sprawdz, czy f(—3) = f(1). Podaj r6wnanie osi symetrii paraboli bedacej
wykresem funkcji f oraz wspélrzedne wierzchotka tej paraboli.

a) f(z) =32 +a—1 b) f(z) = —22% —4x +2

7. Oblicz f(—-2), f(—1), f(1)i f(2). Podaj réwnanie osi symetrii oraz wspél-
rzedne wierzchotka paraboli bedacej wykresem funkcji f.

a) f(x)=2%—x—2 ¢) f(z)=—-222+6x—4
b) f(z) = 22> — 62 — 2 d) f(z) = —62? —6x+38

6. a) f(—3) = f(1), zatem of symetrii: z = —1, a wierzcholek: W (—1,—32).
b) f(—3) = f(1), zatem o$ symetrii: x = —1, a wierzchotek: W (—1,4).

7.a) f(=2) =4, f(-1) =0, f(1) = =2, f(2) =0, zatem 0§ symetrii: z = 3,
a wierzcholek: W (3, —21).
b) f(—2) =18, f(—1) =6, f(1) = —6, f(2) = —6, zatem of symetrii: z = 3,

a wierzcholek: W (3, —13).

¢) f(—2) =—24, f(—1) = —12, f(1) =0, f(2) = 0, zatem of symetrii: z = 2,
a wierzchotek: W(% 3)-
d) f(=2) = -4, f(-1)

8, f(1) = —4, f(2) = —28, zatem o symetrii: x = —%,

( f—
a wierzcholek: W( % %

Odpowiedzi do zadan
1. a) 4,12 b) 41, 13
c) —17, —34

4.a) c=7 b)c=20
c)c:—5\/§

5. A: f(-1)=2—-V2#2-3V2
B: f(—V2 :6—2\/';«&10—2\/_
C: f(-2) =8
D: fl+Vv2)=4+V2

E: f(vV2)=2—-2V2#8—-2V2

Zatem nie naleza punkty:
A, B, E.

Obliczanie wartosci tréjmianu kwadratowego



Uczen:

— stosuje wzory skréconego
mnozenia oraz zasade wyta-
czania wspOlnego czynnika
przed nawias do przedsta-
wiania wyrazenia w postaci
iloczynu,

— rozwiazuje rownanie
kwadratowe przez rozktad
na czynniki,

— interpretuje geometrycznie
rozwigzania réwnania
kwadratowego,

— rozwiazuje rownania
kwadratowe z wartoscia
bezwzgledna.

Cwiczenie 1

Réwnanie kwadratowe moze
mieé 2 rozwigzania, 1 rozwiaza-
nie lub 0 rozwiazan.

Multitefa

* Wykres funkcji kwadratowej

dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 7.4

(> Generator

testow i sprawdzianow

7. Funkcja kwadratowa

7.4. Rownania kwadratowe (1)

Przykfad 1
Naszkicuj wykres funkcji i odezytaj z niego miejsca zerowe tej funkcji.

a) y =12 —4x b)y =% +2z—2

Po przeksztalceniu do postaci ka-  Po przeksztalceniu do postaci kanonicz-

nonicznej mamy: y = (r—2)?— nej mamy: y = (z + 1)% — 3.

Y Y
\ / £ 1
) | i

B \ ol X

Z wykresu mozna odczytac tylko przybli-

zone wartosci miejsc zerowych. Wyzna-
7Z wykresu mozna odczyta¢ miej-  czenie ich doktadnych wartosci wymaga
sca zerowe: x = 01z = 4. rozwigzania réwnania x% + 2x — 2 = 0.
Rozwiagzania réwnania kwadratowego az? + bx + ¢ = 0 (a # 0) to miejsca

zerowe funkcji y = az? + bx + c.

Cwiczenie 1

Na rysunkach ponizej przedstawiono mozliwe potozenia wykresu funkcji kwa-
dratowej wzgledem osi OX. Ile rozwiazan moze mie¢ réwnanie kwadratowe
az? 4+ bx + ¢ = 0, gdzie a # 0?

U VASANFI
A

Uwaga. Rozwiazanie réwnania z niewiadoma x polega na wyznaczeniu wszyst-
kich wartosci x, dla ktérych réwnanie jest spetnione. Zbior tych z nazywamy
zbiorem rozwiazan réwnania. Rozwigzania réwnania nazywane sa rowniez jego

pierwiastkami.



Przyktad 2

Rozwigz réwnanie 422 — 8z = 0. Dl dienelman e € L

Lewa strone réwnania rozktadamy wtedy i t;jlks v_vt(()%dy, gdy

na czynniki: a=01ubb=0.
do(x—2)=0

czylix =01ub z —2 =0, zatem x = 0 lub x = 2.

Zbiorem rozwiazan réwnania jest zbiér: {0,2}.

Cwiczenie 2

Podaj zbiér rozwiazan réwnania.

a) 322 + 62 =0 b) 7z —32* =0 c) 2z* = bz d) 8z = 2

W niektorych przyktadach przy rozktadzie tréjmianu kwadratowego na czyn-
niki liniowe mozemy skorzysta¢ ze wzoréw skroconego mnozenia.

Przyktad 3
Rozwigz réwnanie 422 — 9 = 0.

Korzystamy ze wzoru na réznice kwadratow: 4a? — 9 = (22 + 3)(2z — 3).
(2 +3)(2—3)=0
224+3=0 lub 22 —3=0

__3 _3
r=—5 lub x =73

Cwiczenie 3
Rozwiaz réwnanie.
a) 1622 —25 =0

b) 4 —10022=0 c¢)42?>—-121=0 d) 2z*—81
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Przyktad 4

Rozwigz réwnanie 22 — 4x + 4 = 0.

Korzystamy ze wzoru na kwadrat réznicy: z% — 4z + 4 = (v — 2)%
(—2)*=0,czyliz—2=0

Zatem liczba 2 jest jedynym pierwiastkiem tego réwnania.

Cwiczenie 4
Rozwiaz réwnanie.
a) 2 +8x+16 =0
b)a?—z+1=0

c) 4r*+4x+1=0 e) 1 +i=x—3

d) 422 — 122 +9=0 f) 322+ 9 = 2% — 612z

Cwiczenie 4

a) (z+4)?%=0,v=—4 e) 12’ —z24+1=0/4 £f) 222 +6v2x+9=0

b) (2 3)* =0} ot (Vaz+3)° =0
¢) 2w +1)2=0,z=—12 (m—2)2:0 :E:_%
d) (22 -3)2=0,0=2 =

Cwiczenie 2
a) {—2,0}
b) {0, I

) {0,5}

d) {0, 16}

o

Cwiczenie 3

7.4. Réwnania kwadratowe (1)



Cwiczenie 5
a) 2=—/31lubxz=+3
b) sprzeczne

c)x:—@lubx:@

d) sprzeczne

Odpowiedzi do zadan
1.a) 2 =0lubz =6

b)z=—5 lubz =
c)z=0lubz=4%
dz=-3lubz=0
e)z=0lubz=2
f) xz—? lubz =0
2a)z=—2lubz=3
b)z=-2lubz=2
c)z=-5d)z=
e)z=12 f)z=-1
g)x:—‘/?iluba::*/?E
hyz=2 i)z=6
3. a) (0,0), (4,0)
b) (_Qa O)a (27 O)a (0’ _12)
c) (0, 12), nie przecina osi OX
d) (070)7 (_ﬁi))
e) (0,4), nie przecina osi OX
f) (_%70)7 (%70)7 (07 _4)
4.a)2 b) —4 ¢)3
6.a) z=—-2lubz =2
b)z=—-2lubz=-1

lublelubfc:‘/TE

c) 2=—/31lubz=+3

d) Jezeli z € (—o0;0),

to 22 = —x, cayli & = —1.
Jezeli z € (0; 00), to

2% =z, czyli z = 0 lub
x=1.

Zatem ostatecznie: x = —1
lubz =0 Ilub z =1.

7. Funkcja kwadratowa

Przyktad 5
a) Rozwiaz rownanie £2? — 7 = 0.

1,2 .3
3L _7/ 11

b) Rozwiaz réwnanie 222 + 9 = 0.

Zauwazmy, ze 2% + 9 > 9 dla kazde-

22 =2 go x € R, wiec 222 + 9 nie moze by¢
o o rowne zeru.
r==\u lub z = V1 Zatem réwnanie jest sprzeczne.
Cwiczenie 5
Rozwiaz réwnanie.
a) 622 —18 =10 b)2?+4=0 ¢) 22 —2=0 d) 422 +1=0
Zadania
1. Rozwiaz rownanie.
a) —Tx? +42x =0 c) 36x* = 6z e) V222 — 8z =0
b) 922 + tx =0 d) 2z +1822 =0 f) 3z = —32?
2. Rozwiaz réwnanie.
a) 1002 —81 =0 d) 2? + 64 = 16z g) 2 =(1—-2)(1+x)
b) 122 -+ =0 e) 24z — x? =144 h) tz(6 —2) =2+

c) 22 +10x+25=0 ) 14+922°+62=0 i) (z—3)(x—2) =T2—-30

3. Wyznacz punkty przeciecia paraboli z osiami uktadu wspotrzednych.
a) y=3z?— 12z c) y=3x?+12 e) y=900z*+4
b) y =322 — 12 d) y = 90022 + 4z f) y=900z% —4

4. Wyznacz wspoélne miejsce zerowe funkcji f i g.
a) f(x)=2>—4, gz)=2> -4z +4
b) f(z) = 2* + 4z, g(x) = t2® + 42+ 8

2

¢) flx)=1a2>—1, g(x)=2> -6z +9

5. Podaj zbiér rozwiazan réwnania.
a) (2z+3)* = (z - 3)
b) (1 - 4a)’ = (32 - 5)’

2

6. Rozwiaz réwnanie.
a) |z2—1] =3 b) [4z? = 3| =1

5.a) (2z+3)*—(z—-3)%=0
22+3—2+3)(2z+3+2—-3)=0
3z(z+6)=0
x € {-6,0}
b) (1-32)*—(E2-5)>=0

¢) (1622 =8z +1)(922 —4) =0
d) (32° +32+9)(1—22?) =0

c) 222 - 6| =0 d) 2% = |z]

¢) (4z —1)?(3z —2)(3x +2) =0
ve{-3%13}
d) (32+3)*2*-3)=0
T E {—6,—@, @}

(1-32z—-3z+5)(1-io+32z—-5)=0

(6 —2z)(x—4)=0
z € {3,4}



7.5. Rébwnania kwadratowe (2)

Przyktad 1
Rozwiaz réwnanie 4x? — 20z + 25 = 0.
Korzystamy ze wzoru (a—b)? = a®—2ab+b>.
(2z-5)2=0
20 -5=0
5

Czy wiesz, ze...

Réwnania kwadratowe byty
rozwigzywane juz przez staro-
zytnych Babilonczykéw okoto
1800 r. p.n.e. Swiadcza o tym
zachowane gliniane tabliczki
z pismem klinowym.

Uczen:

— stosuje wzory skréconego
mnozenia do przedstawiania
wyrazenia w postaci iloczynu,

— rozwiazuje rownania
kwadratowe, korzystajac
z poznanych wzoréw,

— interpretuje geometrycznie
rozwigzania réwnania
kwadratowego,

— stosuje poznane wzory przy

Réwnanie ma jeden pierwiastek: z = 3. szkicowaniu wykresu funkcji
kwadratowej,
— rozwigzuje rownania

kwadratowe z wartoscia

Cwiczenie 1
Rozwiaz réwnanie.

bezwzgledna.
a) 922 — 12 +4=0 b) 25x% + 40z + 16 =0 c) 4x* — 282 +49=0
Cwiczenie 1
Przyktad 2 a) 3z —-2)?=0
Rozwiaz réwnanie 422 — 20z + 27 = 0. z=2
9 Zauwaz, ze: 2
(2.%‘ - 5) —20+27=0 (2z —5)* — 25 = 422 — 20z. b) (5 +4)* =0
— 4
(22 —5)? = -2 rT=7s
5 ; ~ . ¢) 2z -7)%=0
Réwnanie to jest sprzeczne, gdyz (22 — 5)% > 0 dla dowolnego = € R. P
2
[0] Cwiczenie 2 Cwiczenie 2

a) (x—1)2=-1

Réwnanie to jest sprzeczne, gdyz
(z — 1) > 0 dla dowolnego

z € R.

b) (z +3)* = -3

Réwnanie to jest sprzeczne, gdyz
(x +3)? > 0 dla dowolnego

z € R.

c) 2z +1)>=—-4

Réwnanie to jest sprzeczne, gdyz
(2z + 1) > 0 dla dowolnego

Uzasadnij, ze podane réwnanie jest sprzeczne.

a) 2 —2x+2=0 b) z? + 6z +12 =0 ¢) 4r* +4x+5=0

Przyktad 3
Rozwigz réwnanie 422 — 20z + 23 = 0.
(22 —5)> —25+23=0
(2z —5)* =2
20 —5=—v2 lub 22 —-5=+/2
20 =5-—+2 lub 2z =5+2

Zauwaz, ze:

(22 — 5)? — 25 = 42* — 20z.

z € R.
Réwnanie ma dwa pierwiastki: x = 5_2\/5, T = 5+2\/§.
Cwiczenie 3
Rozwiaz réwnanie.
a) 2 —2x—3=0 b) 2* +6x+8=0 c) 2 +62+7=0
Cwiczenie 3
a) (z—1)2=4
z—1=-2 lub z—-1=2
rz=-1 lub z=3
b) (z+3)* =1
r+3=—-1lub z+3=1
z=—4 lub z=-2 MUItiR’/éa

c) (x+3)32%=2
z+3=—/2 lub z+3=+2
m=—3—\/§ lub $:—3+\/§

* Wykres funkcji kwadratowe;j
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Postepujac tak, jak w przyktadach 1-3, mozemy rozwiaza¢ dowolne rownanie
kwadratowe. Zwykle korzystamy jednak ze wzoréw podanych w ponizszym
twierdzeniu.

Twierdzenie

Rozwazmy réwnanie kwadratowe az? + bx + ¢ = 0, gdzie a # 0.

1. Jesli A > 0, to rownanie ma dwa pierwiastki:

o —b—vVA _ —b+VA
1= 2 ) 2T 2a
2. Jesli A = 0, to réwnanie ma jeden pierwiastek:
b
Ty = —%

3. Jesli A < 0, to réwnanie nie ma pierwiastkéw.

Dowéd
Zapiszmy tréjmian w postaci kanonicznej: az? + bx + ¢ = a(x + %)2 — ﬁ.
Stad az? + bz + ¢ = 0, gdy a(z + %)2 — £ =0, co oznacza, ze:
b )2 A
(+3%) =

o Jesli A < 0, to powyzsze rownanie jest sprzeczne.
« Jedli A =0, to otrzymujemy réwnanie:
2
(z+2)" =0

Jego rozwigzaniem jest liczba xq = —5-.

« Jedli A > 0, to otrzymujemy:

ac—l-%:—’f lub ;17—}-%22—‘/?

Rozwiazaniami réwnania sa liczby x; = 4;(;/&7 Ty = %.

Uwaga. W przypadku, gdy A = 0, pierwiastek z, = —% nazywamy pierwiast-
—b—/A —b+VA

2a T2 = 2a

kiem podwdjnym (zauwaz, ze dla A = 0 ze wzoréw: z; =
otrzymujemy x; = Ty = —3-).

Cwiczenie 4

Oblicz wyrdznik tréjmianu kwadratowego i podaj liczbe rozwiazan réwnania.
a) X2 +8r+15=0 d) 222 -52—-3=0 g) =3z +V2zx -1 =0
b) 22 —4x +6=0 e) 222 —6x+5=0 h) V222 — 22 +1=0
¢) ba’+5x—1=0 f) 22 +42-7=0 i) 4v222 +32=0

Cwiczenie 4

a) A =4 >0, 2 rozwiazania

b) A = —8 < 0, 0 rozwigzan

c) A =35> 0, 2 rozwigzania

d) A =49 > 0, 2 rozwiazania

e) A =0, 1 rozwigzanie

f) A =—-12 <0, 0 rozwigzan

g) A =—-2< 0, 0 rozwiazan

h) A = 24—5 —4v2>0,2 rozwigzania
i) A =9> 0, 2 rozwigzania

7. Funkcja kwadratowa



M Interpretacja geometryczna

Ponizej przedstawiono mozliwe polozenia paraboli y = ax? + bx + ¢ wzgledem
osi OX w zaleznosci od wspélczynnika a i wyréznika A.

a<0 a<0 a<0
A>O A=0 A <O
ON_/ x O] X O] X O X O X 0 X
a>0 a>0 a>0
A>0 A=0 A<0

dwa miejsca jedno miejsce brak miejsc dwa miejsca jedno miejsce brak miejsc
zZerowe Zerowe zerowych Zerowe Zerowe zerowych

W przypadku gdy funkcja kwadratowa ma miejsca zerowe, mozemy je wyzna-
czy¢, korzystajac z podanych poprzednio wzoréow.

Przyktad 4

Rozwiaz réwnanie.

a)3x? —4dr—2=0

A= (-4)>—4-3-(—2) = 16 + 24 = 40. Poniewaz A > 0, réwnanie ma dwa

pierwiastki.
VA = V40 = 2v/10
-b—VA  4-2y/10 _ 2-/10 —b+VA  442V/10 2410

2% 6 3 0 2T T T T 6§ T T3
b) 42® + 62+ 5 =0

A = 6*—4-4-2 = 36—36 = 0, réwnanie ma zatem jeden pierwiastek podwéjny.

po—=_—t_-6__3
07 %9, 7 8 T 1

I =

c) 7T2? —3x+2=0
A=(-3)2-4-7-2=9-56=—47 < 0, wiec réwnanie jest sprzeczne.

Cwiczenie 5
Rozwiaz réwnanie.

a) 202+ T7x+3=0 d) 282° —dx+1 =0 g) —3z*+2x-3=0
b) 42* —x—5=0 e) —2?+6x+1=0 h) 622 —2x—1=0
¢) 3x2 —bx—2=0 f) 1> =20 -1=0 i) 22° —224+1=0
Cwiczenie 5

a) A =25z =-3, 12 =
b)A:81,x1:—1,x2:
c) A =49, $1=—%,.’172:
d)AZO, {E():l—14

e) A:40,$1=3—\/1_0,$2:3+\/m
f) A=6,21=2—+6, 20 =2+6

g) A = —32, brak rozwiazan
h)A:28,$1:1;€/7,$2:1+Tﬁ
i) A = —1,75, brak rozwiazan

no Blot |
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Odpowiedzi do zadan

1.

)1’1 —5,1’2:7

b .’172:3
— 1

C) 2,21?2——5

d) sprzeczne

Zadania

1.

Rozwiaz rownanie.
a) 22> — 91z —35=0
b) 42> — 13z +3=0

d) 522 —6x+6=0
e) —22°+5x—-3=0

g) 322 +x+1=0

e) x1 = xz =1 27 2

f) z c) 622+ 13z +5=0 f) 422 +1224+9=0 ) 12°—24+1=0

Igl)) sprzecz?e 2= 1 2. Rozwiaz réwnanie.

1= —35, T2 =

i) xoz%2 a) 202 +3=—Tx d) —22—-32246=0 g) 11(2*+5) ==z
2.8)z1=-3,32=—3 b) x + 10 = 322 e) br? =2 — 2 h) 2? +x =42 +7

b) 21 = —35, 2 =2 ) 162® +24v2z = —18 f) 52> =8z — 5 i) 322 +1="Tzx

c) zo = 3‘/_

d) 2y = =L +F g = —1=VID 3. Wyznacz wspoélrzedne punktéw przeciecia wykresu funkeji f z osiami ukta-

) ! L \/_ : —1+3\/ﬁ du wspélrzednych.

e) r1 = , L2 =

£), g) sprzeczne i a) f(z) = 32" + 2w 1 d) f(z) = §a? + 42 + 12

B) a1 = 3YF g, BV b) f(z) =22+ 6243 )f(x>—2x2—3a:+5

I 2 b
i) x1:77\/37 1, = TEY3T ¢) flz)=—42* + 2 +3 f) flz)=— 4112 I"‘l
6

3. a) (0,-1), (~1,0), (5,0) 4. Rozwigz réwnanie.

b)) Eo’gi’((_f2+i’0§’(;§_ a) 22° — Tr 4+ 3 = (22 — 1)? d) (32 -3)(z+2)=(5—12)(6—x)

c) (0,3), (1,0), (—=%,0

d) (0.12), (~6,0) ‘é) © b) 622+ Tz +2=(2-32)3z+2) e) (z—3)(x+5)=(22+3)(x—4)

£) (0,1), (v/2,0), (—2V2, ¢) 322 —3x4+9=(z—3)(x—5) f) (de—1)(x—4)=Bx+2)(z—T7)
4.a)x1:—2,x2:% 5. W liczb . ., .

b) i 2 4y 1 . Wyznacz liczbe rozwiazan réwnania.

c)x1:5—3\/ﬁx25:5+\/ﬁ a) (V2—1)22+2c+2=0 b) 1322 — (23 -z + 1 =0

d} #1 = 6, @ =12 6. Wyznacz miejsca zerowe funkcji f, g i h.

e) x1 = 3T, gy = THST 2 1)2 1

o > a) f(z) =22 -8z +5, g(z) =2(z—1)" —8(z— 1) +5,

f) sprzeczne 2

5.a) A=12-8/2= h(ﬂf)ZQ(x—%g) —8($—@>+5
= 8(1,5 — v2) > 0, 2
MLt b) f() = —4a? + 4z +6, g(x) = —4( %) Fal D) 46,
b)A=12_4/3= h(z) = —1(x +2v7) +4<x+2\/—)

=4F-V3) = 7.
= 4(1,625 — V/3) < 0,
brak rozwigzan

Rozwiaz réwnanie.

a) |2 —2z| =1 b) |2* + 4z =3

7.a) 2’ —2c=1 8. Rozwiaz réwnanie.
lub 22 — 2z = —1 5 9 9 9
c=1-12 a) |2* +xf = |a* - 2| c) |a* =1 = [2* + 2z — 3|
lubzr=1++v2lubz=1 b) |2? — x| = |22? — 2 d) |z —3| = |22+ — 4]
b)z=-2-7
lubz=—-2++/7lubz=—1 6.a)f(a:):Odlaa::Z—@lubx:Z—k 26
lub 2 = =3 Zauwazmy, ze g(z) = f(z — 1), czyli g(z) =0, gdy f(z — 1) = 0.
8-3)9522“‘95:1’2—3 Zatemg(m):Odlamz—+2—£:%—‘/7§lub:ﬂ—%+2+‘/7§=%+§.
lub z° + z = —(z* — 2)
_ _ i Zauwazmy, ze h(z) = f(x — —) czyli h(z) =0, gdy f(z — L&) =0.
z=—21lub z= =7~ 2
lubxzfltlm Zatemh(ac)—Odlam—‘/_—f—Z ‘/—_—21ubac—‘/_+ +@=2+\/6.

b)z=01lubz =2
c)z=-2lubz=1
d)z=-1-2V2
lubz=—1+2V2
lubx=—-1lubzx=1

7. Funkcja kwadratowa

b) f(z)=0dlaz=4—27lubz=4+27
g(:ﬂ):Odlam:%—Qﬁlume%—f—Qﬁ
h(z)=0dlaz=4—4/7lubz =4



Szkicowanie paraboli Odpowiedzi do zadan
1. a
Aby naszkicowaé parabole bedaca wykresem funkcji f(r) = ax?+ bz + ¢, moz- ) Y
na wykorzystaé¢ postaé¢ kanoniczng funkcji f lub postapi¢ zgodnie z nastepu-
jaca instrukcja. \ /

» Podaj punkt, w ktérym parabola przecina o§ OY. Jest to punkt (0,c).

-

o Wyznacz (jesli istnieja) punkty, w ktérych parabola przecina o$ OX. Sa
to punkty (x1,0) i (7,0), gdzie z; = =2 ;a‘/z, Ty = %. \ /

« Wyznacz wierzcholek paraboli W(—2, f(—L)).

o Aby uzyska¢ dokladniejszy szkic, wyznacz kilka dodatkowych punktow
nalezacych do paraboli (mozna wykorzystaé¢ fakt, ze prosta x = 72}; jest
osia symetrii paraboli).

« Polacz otrzymane punkty krzywa.

Przyktad \
Naszkicuj parabole bedaca wykresem funkeji f(z) = 2% — 2z — 3.
« Parabola przecina 0§ OY w punkcie (0, —3). \ /
« Rozwigzujemy réwnanie 22 — 2z — 3 = 0.
AzlG,stqulz%z—l,xgzzg—‘*:i’y
Parabola przecina 0§ OX w punktach (—1,0) i (3,0).

=

o« Wyznaczamy wierzchotek paraboli.

\

o= Ff-L)=f)=1-2-3=-4 \ / \\
\
|

Wierzchotkiem paraboli jest punkt (1, —4). \

—

« Wyznaczamy inne punkty nalezace do pa-
raboli. f(—2) = 5, czyli do paraboli nalezy (—1,0)
punkt (—2,5). Prosta x = 1 jest osia syme-
trii paraboli, wiec naleza do niej takze punkty
(4,5) i (2,-3).

« Szkicujemy parabole. *,

(3,00 X

—Q
T~

~

L —

(0..+3) (2.-3)

—
T

L4)

L
—

-

1. Naszkicuj parabole bedaca wykresem funkcji f.

Q
>

a) f(z)=2*—6x+5 d) f(z)=—2*+22+3

b) f(z) =32 +2—4 e) f(z)=—22%+6x—4

c) flx)=22>+8z+6 f) f(z)=—32°+ 22 -3
d) Y e) }:‘ f) ‘

_
T

——

L
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Uczen:

— definiuje posta¢ iloczynowa,
funkcji kwadratowej
i warunek jej istnienia,

— zapisuje funkcje kwadratowa
w postaci iloczynowej,

— odezytuje wartosci pierwiast-
kéw tréjmianu podanego
w postaci iloczynowej,

— przeksztalca postac iloczy-
nowy, funkcji kwadratowej
do postaci ogélnej,

— wykorzystuje postac iloczy-
nowg, funkcji kwadratowej
do rozwiazywania zadan.

Cwiczenie 1
a)y=—32"+2x+9
b)y=42"— Lz +2

¢) y=z:a’+ 3z
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7. Funkcja kwadratowa

7.6. Postac¢ iloczynowa funkcji kwadratowej
Definicja

Postaé y = a(x — x1)(x — x3), gdzie a # 0, nazywamy postacia iloczynowa
funkcji kwadratowe;j.

Przedstawienie wzoru funkcji kwadratowej w postaci iloczynowej nazywamy
rowniez rozkladem na czynniki liniowe. Rozktad na czynniki liniowe mozna
zapisaé na roézne sposoby, np.:
Yy = (3:1; + 2)(37 — 7) = Czynniki liniowe: 3z +2i2 -7

= 3(:)3 + %)(.I — 7) Czynniki liniowe: = + :; iax—1T
Aby przejsé od postaci illoczynowej do ogdlnej, wystarczy wykona¢ mnozenie.
Na przyklad dla tréjmianu y = 2(x — 3)(x + 5) mamy:
y=2(x—3)(x+5)=2(x*+ 5z — 3z — 15) = 22% + 42 — 30

Cwiczenie 1
Przedstaw tréjmian kwadratowy w postaci ogdlnej.
a) y=—3(+3)(z-9) b) y=4(z—3)(z—3) c) y=gz(z+2)

Liczby x; i xo wystepujace w postaci illoczynowej y = a(z—x;)(x—x2) sg miej-
scami zerowymi (pierwiastkami) tréjmianu kwadratowego, czyli pierwiastkami
réwnania a(z — zp)(z — z2) = 0.

Przyktad 1
Postaé ogélna  Postaé iloczynowa  Czynniki liniowe Pierwiastki
y=a2—-92+14 y=(x —2)(x —7) r—21x-T 21 =21 22="7

. 1 PO 1

=42? +4x +1 = 4(x + 1)2
Y 4 ( 2) (czynnik podwdjny) (pierwiastek podwdjny)

y=2x>46 nie mozna rozlozy¢ na czynniki liniowe brak pierwiastkow
Cwiczenie 2
Odczytaj czynniki liniowe i podaj pierwiastki tréjmianu kwadratowego.
a) y=4(z —3)(z —5) c) y=—(x+4)(z+38) e) y=—-3(x—2)?
b) y = 1(x —2)(x+6) d) y =8z(x —9) f) y=13(z+7)?
Cwiczenie 2
a) czynniki liniowe: £ — 31z —5 d) czynniki liniowe: z i x — 9
pierwiastki: z1 =3iz2 =5 pierwiastki: 1 =0iz2 =9
b) czynniki liniowe: z —2 iz + 6 e) czynniki liniowe: x — 2 (podwéjny)
pierwiastki: 1 =21 zo = —6 pierwiastki: x = 2 (podwdjny)
¢) czynniki liniowe: x +4 iz + 8 f) czynniki liniowe: x + 7 (podwojny)
pierwiastki: 1 = —4 i xo = —8 pierwiastki: x = —7 (podwdjny)



Twierdzenie

Dany jest tréjmian kwadratowy y = ax? + bz + c.

= Jesli A > 0, to trojmian mozna przedstawi¢ w postaci iloczynowej
y=a(x —x)(z — z5), gdzie 1, x5 sa pierwiastkami tego trojmianu.

= Jesli A =0, to trojmian mozna przedstawi¢ w postaci iloczynowej

y = a(x — x¢)?, gdzie z¢ jest pierwiastkiem podw6jnym tego tréjmianu.

= Jedli A <0, to trojmianu nie mozna roztozy¢ na czynniki liniowe.

Przyktad 2
Przedstaw tréjmian kwadratowy w postaci iloczynowej, jesli to mozliwe.

a) y=2r’+5x—3
A =25+24 =49, /A =7, zatem:
5T _ g

ry = —
4
Postaé iloczynowa: y = 2(z + 3)(z — 1).
b) y=a?-2z—1
A =4+4=38 A =22, zatem:

53122_2\/5:1—\/5; $2:2+§\/§=1+\/§

Postaé iloczynowa: y = (z — (1 — v/2)) (z — (1 + v/2)), ktéra mozemy za-
pisaé: y = (x — 1 +v2)(z — 1 — V2).

c) y=-22>+x—4
A =1-32=-31 <0, wiec tréjmian nie ma pierwiastkéw i nie mozna go

roztozy¢ na czynniki liniowe.
Cwiczenie 3
Przedstaw tréjmian kwadratowy w postaci iloczynowej, jesli to mozliwe.
a) y=1x?—8x+15 d) y=1222 4+ 11z +2 g) y=2x?—3z+4
b) y =2*+ 3z — 28 e) y=—22%—2r+24 h)y=a?—2x—2
c) y=32>—Tr+2 f) y=—42*+3z+1 i) y=222-2z—1

Zadania

1. Podaj pierwiastki trojmianu kwadratowego.
a) y=—(z—3)(z—13)
b) y =2(x — 2)(xz +5)
c) y= %(:r +15)(z+9)

d) y = —2(z +v2)(z — V3)
e) y=—2@x+1)(z+1-v2)
f) y=(z+2—v3)(z—3+V?2)

Odpowiedzi do zadan
1.a) 151:3,:52:13
b) z1 =2, z2 = -5
c) z1 = —15, o = —9
d) z1 = -2, 22 = V3
8) $1:—1,$2:\/§—1
f) 21 =v3—-2, 22 =3—2

Cwiczenie 3

a) A=4,y=(z—3)(z—5)

b) A=121,y = (z + 7)(z — 4)
) A=25y=3(z—1)(xz—2)
d) A=25y=12(c+2)(z+13)
e) A =196,y = —2(z—3)(z+4)
f) A=25y=—4(z+1)(z—1)
g) A = —23 < 0. Tréjmian nie

ma pierwiastkéw i nie mozna za-
pisa¢ go w postaci iloczynowe;j.

h)

A =12,

y=(x+v3-1)(x—v3-1)

i)

A =12,

oo )= )

7.6. Postac¢ iloczynowa funkcji kwadratowej



2.a) A=25y=2(z+3)(z—-2)
b) A =25y = —(z—3)(z+2)
¢) A=49,y=4(z—1)(z+32)
d) A =13,
=~ o )
e) A <O,
nie ma postaci iloczynowej
f) A =27,
y=(z—V3)(z+2V3)

g) y = —2(z — V5)(z + V5)
h) y = a(a+ 1)
i) nie ma postaci iloczynowej

¢) b=-T7%, c=21
db== c=-=
e)b=5c¢c=0
f) b=0,c= -3
g) b= —(1+2v2),c=2+2
h)b=-2c=—

4. a) z =3, W(3,-9)
b) x = —2, W(—2,-8)
) o = 3, W(h—4)

5. a) (0,0), (—6,0), W(-3,9)
b) (1,0), (5,0), (0,5),
W (3,—4)

6. a) y=a(z+1)(xz —3)
Obliczamy wspoétrzedne
wierzchotka paraboli:
Tw =B =1,y = —4.

Zatem a(1+1)(1 —3) = —4,

czylia = 1.

Postaé iloczynowa:

y=(x+1)(z—3)

Postaé¢ ogélna:

y=x2—2z—3

Postaé¢ kanoniczna:

y=(x—1)*>—4

7. Funkcja kwadratowa

Przedstaw trojmian kwadratowy w postaci iloczynowej, jesli to mozliwe.
a) y=21*—3x—2 d) y=322-bx+1 g) y =10 — 222
b) y=—-2*+x+6 e) y=—4z>+2zx —1 h) y =2+ iz
c) y=4z* —x -3 f) y=a®+3x -6 i) y=062>+9

Oblicz wspélezynniki b i ¢ tréjmianu kwadratowego y = 2% 4 bx + ¢ o po-
danych pierwiastkach.

a) 315 c)
b) 41i-9 d)

i7 e) =510
f) —vV3iV3

g) V2il++/2
h) 1+V7i1—-7

=N W
—
W

Przeczytaj informacje w ramce.

dratowej pozwala wyznaczy¢ o$ symetrii pa-

.. P .. . . T1\O LTw T2 X
raboli i wspétrzedng z,, jej wierzchotka, gdyz I
Ty = DtT2 |

2

Znajomos¢ miejsc zerowych zq, x5 funkeji kwa- \ Y] ! /
|
|

Wyznacz réwnanie osi symetrii paraboli oraz wspotrzedne jej wierzchotka.
a) y=x(x —6) b)y=3(z+6)(z—2) ¢ y=2x+1)(2z—-3)

Znajdz punkty przeciecia paraboli z osiami uktadu wspotrzednych oraz
wyznacz wspolrzedne jej wierzchotka. Naszkicuj te parabole.

a) y=-a(@+6)  b)y=(@-1@-5) ¢ y=—5@+3)(z-1)

Wyznacz trojmian kwadratowy o pierwiastkach x, 25 i zbiorze wartosci W.
OdpowiedZ podaj w jednej z wymienionych ponizej postaci.

a) ;= —1, 2y =3, W = (—4;0)
b) z; = —4, 2, =0, W = (—00;2)
) 1 :—8 xo =2, W = (—00;10)
d) z; =0, o = 6, W = (—6;00)

Postaé ogélna: y = az? + bz + ¢
Postaé¢ kanoniczna: y = a(z — p)? + ¢

o

Postaé iloczynowa: y = a(z—z1)(x—z2)

Na rysunku przedstawiono parabole, ktora jest wykresem funkcji kwadra-
towej f. Wyznacz wz6r tej funkeji w postaciach iloczynowej i ogdlnej.

a) ¢) Y
P(073) )
/ \ P(-3,3) f

\/3 X
9)
P(0,~3)

+ o\x
6. b) y = az(z+4)
Obliczamy wspolrzedne wierzchotka paraboli: x,, = ’4;0 = =% Yw =%
Zatem a(—2)(—2+4) =2, czylia = —1.
Posta¢ iloczynowa: y = —sz(x + 4)
Posta¢ ogélna: y = —le — 2z
Posta¢ kanoniczna: y = —3(z 4+ 2)* + 2
)y=—2(@+8)(z—2)=—-22"- Lo+ £ =_2(z+3)°+10

d)y=2z(z—6) =2z —43:—5(:5—3)2—6

.a) flx)=(z—1)(z—3)=2> — 4z +3

b) f(z)=3(z+1)(z—3)=32"—2z— 2
¢) f(z) = —z(z +4) = —z? —4:5



10.

11.

12.

12.

13.

Na rysunku przedstawiono fragment paraboli, ktora jest wykresem funk-
cji kwadratowej f. Znajdz miejsce zerowe tej funkcji niezaznaczone na
rysunku. Wyznacz wzor funkeji f w postaciach iloczynowej i kanoniczne;j.

a) v b) v )
" Y
! —1o
4 —I2 O X i\
/) / 3L

a) Jeden pierwiastek tréjmianu kwadratowego jest o dwa wiekszy od dru-
giego. Wyznacz ten tréjmian, jesli wiadomo, ze parabola bedaca jego wy-
kresem ma wierzcholek w punkcie (—2,4).

—_——————aw

b) Jeden pierwiastek tréjmianu kwadratowego jest trzy razy wiekszy od
drugiego. Wyznacz ten tréjmian, jesli wiadomo, ze parabola bedaca jego
wykresem ma wierzcholek w punkcie (4, 2).

Krople wody tryskajace z fontanny poruszaja sie fi ¥ 4] f
-~ m
po torach opisanych za pomocg wzorow: AN
\
_ 4,2 _ 1.2
f(x) = —32° + 4z, g(v) = —52° + 20 o \\\ ;
h(z) = —22° + 2z o
\
Parabole fi, g1, hy sa symetryczne odpowiednio \\ \1
do parabol f, g 1 h wzgledem osi OY. Podaj row- =y \\\\ h
nania parabol f;, g;, h; w postaciach kanonicznej RN
i illoczynowej. @ 1 [m]

Oblicz wspo6tezynniki b i ¢ tréjmianu kwadratowego y = z2+bx+c, ktérego
pierwiastki sa dwukrotnie wigksze od pierwiastkéw tréjmianu:

a) y=u1z*—4x + 3, b) y = 2? — 32z + 4, c) y=a*—4x +2.

O jaki wektor nalezy przesunaé wykres funkcji y = %xz, aby otrzymac
wykres trojmianu kwadratowego, ktorego pierwiastkami sa liczby:

a) 115, b) —61i 2, c) 3—V2i3+V2

Tréjmian kwadratowy y = ax? + bx + ¢ ma posta¢ kanoniczna:

_ b\ A
y—a|:<I+%) _m:|

Wykaz, ze jesli A > 0, to tréjmian mozna zapisa¢ w postaci iloczynowej.

Uwaga. Jest to dowdd twierdzenia ze s. 313.

a) Wzdér tréjmianu, ktérego pierwiastkami sa liczby 1 i 5, ma postac:
y=3(@—1)(z-5)
Obliczamy wspolrzedne paraboli:
ro= 52 =3, o=@ -1)(3-5) =2
Zatem wykres funkcji y = %m2 nalezy przesunaé o wektor [3, —2].
b) [—2, —§]
c) [3,—1]

A > 0, zatem tréjmian kwadratowy y = a [(w + %)2 — ﬁ] mozna zapisac

w postaci: y = a(:c + 22— 2—‘/5) (:c + L+ 2—‘/5) = a(:c = —‘b;a‘/z) (a: - _—b;;/Z) =

=a(z —z1)(x — x2)

10.

11.

a)z=1,
f(@)=(z-1)(z-5),
fl@)=(z-3)" -4

b) z =0, f(z) = —z(x +4),
fl@)=—3@@+2)7°+2

. Niech z1, x2 beda pierwiast-

kami.
a) Z zalozenia zo = z1 + 2,
wowczas: W = -2,
czyli 1 = —3, stad zo = —1.
Do réwnania
y=a(z+3)(x+1)
podstawiamy wspotrzedne
wierzchotka i otrzymujemy
a=—4.
Tréjmian ma postac:
y=—4(z+3)(z+1) =

= —4z% — 162 — 12
b) z2 = 31, £]+2_3x]. =4,

czyli 1 = 2, stad z2 = 6.
a(4—2)(4—6)=2
a=—1

Tréjmian ma postac:
y=—1a-2)(—6) =

:—%x2+4x—6

file) = =5(z+3)" +3 =

gi(@) = —3(z+2)* +2=

ia) = ~3(e+3)"+ 4 =
=—23(z+3)

a)y=a’—4x+3=
=(z—-3)(z—1)

Zatem szukany tréjmian:

y=(z—6)(x—2)=

=% — 8z +12,

czylib= -8, c = 12.

b) b= —6v2, c=16

c)b=-8,¢c=38

7.6. Postac¢ iloczynowa funkcji kwadratowej
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Rzut ukosny

Tory rzuconej pitki, uko$nie skierowanego strumienia wody
czy lawy wyrzuconej z wulkanu to fragmenty paraboli
(jezeli pominie si¢ opdr powietrza).

Portowa straz pozarna

" Ruch wody wystrzeliwanej z armatek
&' ; statku gasniczego pod duzym cisnieniem
i ‘ jest przyktadem rzutu ukosnego. Umozliwia

to zwalczanie pozaréw na jednostkach
ptywajacych i na obszarach portowo-
-stoczniowych z bezpiecznej odlegtosci.

Pchnigcie kulg
Rysunek pokazuje tor lotu kuli pchnietej przez zawodnika podczas zawodéw w pchnieciu
kula (h — wysokos¢, | — odlegtosc). Tor lotu kuli jest fragmentem paraboli y = ax? + bx + c,

ktérej wierzchotek ma wspotrzedne (10, 6%) i ktéra przechodzi przez punkt (O, 1%)

Wyznacz réwnanie paraboli.

A Czy zawodnik uzyskat wynik powyzej 20 m?

1. f(z) = -2 +a+ 3
2. f(20) = % > 0, zatem zawodnik uzystal wynik powyzej 20 m.



7.7. Nierownosci kwadratowe

Jesli mamy wykres funkcji kwadratowej i znamy jej miejsca zerowe, mozemy
wyznaczy¢ zbiér rozwiazan odpowiedniej nieréwnosci kwadratowe;j.

Przyktad 1
Dany jest wykres funkcji y = —2% + 2z + 3. Rozwiaz Y
nieréwno$é¢ —a? + 2z + 3 > 0.

7 wykresu odczytujemy, ze:
242 +3>0dlaze(—1;3) / \

Uwaga. Zauwaz, ze do rozwiazania nieréwnosci kwadrato-
wej nie potrzebujemy dokladnego wykresu odpowiedniej -1/ 0] 1 3\ X
funkcji. Wystarczy znajomo$¢ jej miejsc zerowych i infor- / \
macja o tym, czy ramiona paraboli, bedacej wykresem tej

funkcji, sa skierowane w gére czy w dét. / \

Przyktad 2

Rozwiaz nieréwnosc.

a) 2% — 62 >0

W celu wyznaczenia miejsc zerowych funkcji y = 222 — 6z rozwiazujemy row-
nanie 2z% — 6z = 0, czyli 2z(z — 3) = 0. Zatem = = 0 lub z = 3.

Rozwiazania réwnania zaznaczamy na osi OX. Szkicujemy parabole o ramio-
nach skierowanych do géry (wspétezynnik przy x? jest dodatni), przechodzaca
przez zaznaczone punkty. Ze szkicu wykresu odczytujemy: n n
222 — 62 > 0 dla z € (—o0;0) U (3;00) 0 3 X
b) —2?4+3z—12>0
Rozwigzujemy réwnanie —x2 + 3z — 1 = 0.
—3+V5 _ 3-V5

—3-V5 _ 3+V5 -
2 T T2 72T T 2

Rozwigzania rownania zaznaczamy na osi OX. Szkicujemy parabole o ramio-
nach skierowanych w dél (wspotezynnik przy z? jest ujemny), przechodzaca
przez zaznaczone punkty. Ze szkicu wykresu odczytujemy: /+\

A=9—4=5 zatem: z; =

—2? 43— 1> 0 dla v e (305, 200 /s s\ X
Cwiczenie 1
Rozwiaz nieréwnosé.
a)3z?—2r—-1>0 b) 222 +2—-1<0 c) —2?4+2x+4>0
Cwiczenie 1
a) z € (—oo; —%) U (1; 00)
b) z € (-1;3)

¢) z€ (1-V51+5)

Uczen:

— rozumie zwiagzek miedzy
rozwigzaniem nieréwnosci
kwadratowej a znakiem
wartos$ci odpowiedniego
tréjmianu kwadratowego,

— rozwigzuje nieréwnosé
kwadratowa,

— wyznacza na osi liczbowej
iloczyn, sume i réznice
zbioréw rozwigzan kilku
nieréwnosci kwadratowych.

Komentarz

Duzym utatwieniem przy
odczytywaniu zbiorow
rozwigzan nieréwnosci jest
zaznaczenie na szkicu wykresu
znakéw ,+7 1 ,—” (jak na
rysunkach w przykladzie 2).

MultiteZa

* Nieréwnos¢ kwadratowa
dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 7.7

G Generator

testow i sprawdzianoéw
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Cwiczenie 2
a)z €R
b)z € R\ {1}

c) sprzeczna

Cwiczenie 3

a) A=-12<0,a=4>0,
zatem z € R

b) A=-11<0,a=1>0,
zatem nieréwno$é jest sprzeczna
) A=-6<0,a=-2<0,
zatem ¢z € R

7. Funkcja kwadratowa

Przyktad 3
Rozwigz nieréwnos$é¢ —z? + 2x — 1 > 0.

Rozwiazujemy réwnanie —z2 4+ 2z — 1 =0, czyli —(x — 1) = 0. Zatem z = 1
(jest to pierwiastek podwdjny). Rozwiazanie réwnania zaznaczamy na osi OX
i szkicujemy parabole o ramionach skierowanych w dét.

Ze szkicu wykresu odczytujemy: —22 4+ 2x — 1 > 0 dla 1 X
r=1.

Cwiczenie 2

Rozwiaz nieréwnosé.

a) —22+2x—1<0 b) —z?+2x—-1<0 c) —2?4+2x—-1>0
Przyktad 4

a) Rozwiaz nier6wnosé 5a* — 3z + 2 < 0.

A=9-4.5-2=-31<0
Wspélezynnik przy 22 jest dodatni oraz réwnanie
502 — 3z + 2 = 0 nie ma pierwiastkéw. Parabola

znajduje sie zatem nad osia OX, a to oznacza, ze

< - X
nieréwnos¢ jest sprzeczna.
b) Rozwiaz nieréwnos$é¢ —3z? + 2z — 1 < 0.
A=4—-4-(-3)-(-1)=-8<0
Wspbtezynnik przy z? jest ujemny oraz réwnanie X
—322 4+ 22 — 1 = 0 nie ma pierwiastkéw. Parabola
znajduje si¢ zatem pod osiag O X, a to oznacza, ze nie-
réwnosé jest prawdziwa dla dowolnego z, czyli x € R.
Cwiczenie 3
Rozwiaz nieréwnosé.
a) 42 +22+1>0 b) 22 +2+3<0 ¢) —222+v2x—-1<0
Przyktad 5

Rozwiaz nieréwnosé 2(2 — z) < —x(z — 3).

4 — 92 < —g2 + 32 Wykonujemy mnozenie.
Przenosimy wszystkie wyrazy

2
7 —=5r+4<0 na lewa strone¢ nieréwnosci.
Rozwiazujemy réwnanie x° — 5z + 4 = 0 i otrzymujemy \ /
x =1 lub x = 4. Szkicujemy parabole i odczytujemy, ze
1 4 X

nier6wno$é jest spetniona dla = € (1;4).



Zadania

1.

Rozwiaz nieréwnosc.

a) 2 > 25 d) 22—z >6 g) 9r+5>222 j) 62 —x>12
b) 22 < 16 ) 22 —4<3z  h) 2 +52>3 k) 3x+8> la?
c) 422 > 9 f) dz+5>2% i) 3’+1l<ux ) 222+6<z
Ile liczb calkowitych spelnia nieréwnos$é?

a) 9—12° >0 b) 22? > c) 222 -10<z d)2—z>2?

Rozwiaz nieréwnosc.
a) —22%+6z—3 <0 c) 2 +22+2>0
b) —32*+22—1 <0 d) —92*+22—% <0

e) 22 —x+ 3 <0

f) —4z*+122-9>0
Wyznacz zbiér argumentéw, dla ktérych funkcja f przyjmuje wartosci
wicksze niz funkcja g(r) = 2* — 2x + 3.

a) f(x)=222—2+1 D) f(z)=322 -2 ¢) f(z)=1a*— 6z

Rozwiaz nieréwnosé.

a) 2z —2)(x—3) < (z—3)(z—4)
b) Bz—1)(z+2) > (z—3)(2z—1)
c) (e —1)(4—2)<(2-3z)(x+1)

d) 2z —2)* > (32 — 2)(z — 3)
e) 222 —-3r+4>—(x—1)2—6
f) 2243)?-9<8—(3—x)?
Dane sa zbiory A i B. Zaznacz na osi liczbowej zbiory: AUB, ANB i A\ B.
a) A={z€R:2>—2-6<0}, B={reR: -2 <4}
b)A={zeR:2’+Ir-2>0}, B={zcR:2’ -2+ 1 <0}

Wyznacz dziedzine funkcji f.

a) f(x) =22 -3z -4 c) flx)=vVa2—1—+4—2?
b) f(x) =+v—-22>+5x+3 d) f(z) = V222 —1—-+v9 — 422

Boki prostokata maja dtugosci rowne z — 1 i 2z 4 3. Podaj wzér funkeji
P zmiennej x opisujacej pole tego prostokata i okredl jej dziedzine. Dla
jakich wartosci « pole tego prostokata jest:

a) mniejsze od 7, b) wieksze od 187

Rozwiaz nieréwnosc.
b) z? 4 2|z| < 3

a) z? —4|z| >0 c) 2x? —5|z| >3

) 22-1>0
C
4—22>0

z € (—oo;—1) U (1;00)
€ (—2;2) 8. P(z) = (z—1)(2z+3), D = (1;00) b)
D= (—2;—-1)U(1;2) a) z € (1;2) b) z € (3;00)

&

7 zatozenia x >

Odpowiedzi do zadan
1. a) aye( 0o0; —5) U

(55 00)
—4; 4)

i) sprzeczna
J) @ € (=005 =3) U (3500)
k) = € (—2;8) 1) sprzeczna

. a) ¢ € (—6;6), trzynascie

b) z € (—o0;0) U (3; c0),
nieskonczenie wiele

c)x (—2,2§>, pieé
d) z € (—2;1), dwie
)zeR\ {2} b)zeR
)zeR d)zeR\ {5}
) 3

)

o

e) sprzeczna f) z = 3

x € (—00;—2) U (1;00)
b) z € (—o0; —2) U (1;00)
¢) z € (—4 —/10; —4 + V/10)
) z € (—2;3)
b) x € (—o0; —6 — V41) U
U (=6 + v/41;00)
c)ze( 9—5\/§>U
U<9+5\/§;oo)
d)xe(—oo;’?’%m>u

U < —3+2\T7; oo)

e)zcR f)ze (-1-3)

. a) A= (-2;3),
B = (—o0; —4) U (0; 00),
AUB = (—o0; —4) U(—2; 0),
ANB = (0;3), A\B = (—2;0)
b) A = (—00;—4) U (3;00),
B={3},
AUB:( ) <§;OO),

.a) z? — 3z —4>0, 202 —1>0 9. a) Dla 2 < 0 mamy: 22 + 4z > 0,
D = (—oc0; —1) U (4; 0) ) 90— 422> 0 czyli ¢ € (—o0; —4) U (0; 00).
b) —2x2—|—5x—|—320,D:(—%;3) xe(—oo-—i)u(ﬁ-oo) Z zalozenia x < 0, zatem z € (—oo; —4).
o2 27 Dla z > 0 mamy: z2 — 4z > 0,
re(-%3) czyli z € (—o0;0) U (4; 00).

0, zatem = € {0} U (4; c0).

Ostatecznie: x € (—oo; —4) U {0} U (4; 00).
z € (—1;1)

c) z € (—oc0

—3) U (3; 00)

7.7. Nierdwnosci kwadratowe



Odpowiedzi do zadan
1.a) —49t2 +49>0,t >0

4,9t < 49
t2 < 10

t € (—v10;/10), t >0
Dziedzing funkcji h jest zbiér
(0; V/10).
h(t) = 0 dla t = /10
b) 1 sekunde przed koncem
spadania kula byla na wyso-
kosci:
(VIO —1) =
= —49(v/10 — 1)? +49 =
= —4,9(11 — 21/10) + 49 =
= 9,810 — 4,9 ~ 26
W ostatniej sekundzie kula
przebyta okoto 26 m.

c) h[m]
80

70
60

50

0 \
30

20 \

10 \

O 1 2 3 4y
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7.8. Zagadnienia uzupetniajace

B Spadek swobodny i ruch pionowy w gére

Jesli pominiemy opér powietrza, to droge przebyta przez spadajace swo-
bodnie cialo mozemy opisaé¢ za pomoca wzoru s = g, gdzie t jest czasem,
a g — przyspieszeniem ziemskim. Dla g ~ 9,81 m/s? mamy s ~ 4,9¢%.

Galileusz w Rozmowach i dowodzeniach matematycznych. .. z 1638 roku
analizowal funkcje opisujaca ruch spadajacego ciata. Znane jest jego do-
Swiadczenie, podczas ktorego z wiezy w Pizie, z wysokosci 49 metréw,

zrzucal metalowe kule.

Jedli pominiemy opodr powietrza, to odlegtosé¢ h
od ziemi kuli upuszczonej swobodnie z wysokosci
49 m, w zalezno$ci od czasu t, mozna opisaé za
pomoca wzoru h(t) = —4,9t% + 49.

a) Przerysuj tabele wartosci funkceji h do zeszytu
i uzupelnij ja. Znajdz miejsca zerowe i okresl dzie-
dzing tej funkcji.

[s] 0 1 2 3
h[m] 49 44,1 29,4 4,9

b) Na rysunku przedstawiono wykres funkeji h be-

h
dacy fragmentem paraboli. Ile metréw przebyta 50 &1]
kula w ostatniej sekundzie? 40
¢) Naszkicuj wykres funkcji k(t) = —4,9¢2 + 80 ;’8
opisujacej odleglo$¢ k od ziemi kuli upuszczonej 10 \
swobodnie z wysokosci 80 m.

Wysokos¢ nad ziemia pitki wyrzuconej pionowo
w gore z predkoscia 12 m/s (reka osoby rzucajacej
pitke byla wzniesiona w momencie rzutu 2 m nad
ziemig¢) dana jest wzorem h(t) = —4,9t* + 12t + 2.
Wykres funkcji h przedstawiono na rysunku.

h[m]

a) Odezytaj z wykresu przyblizona wysokosé, jaka
osiagneta pitka. Jaka jest dlugosé drogi, ktora
przebyta pitka?

b) Jak sadzisz, kiedy pitka poruszala sie z wigksza
predkoscia — w chwili t =1 s czy t = 2 87

O R whr o 1 ™ ©
g
—

2. a) h ~ 9,3 m, okolo 16,6 m

b) Predko$¢ pitki od momentu rzucenia do osiagniecia maksymalnej wysokosci ma-
lata az do wartosci 0, po czym zaczeta rosnac. Na danej wysokosci predkosci w czasie
wznoszenia 1 w czasie opadania byly réwne co do wartosci (ale przeciwnie skiero-
wane). Dlatego dla t = 2 s pitka poruszata sie z wieksza predkoscia.



M Parabola

Parabola jest zbiorem punktéw plaszczyzny
réwno odlegltych od ustalonej prostej k (zwa-
nej kierownica) i ustalonego punktu F' (zwanego
ogniskiem). Na rysunku obok mamy:

‘P1F| = |P1Q1|7 |P2F| = |P2Q2|7 |P3F| = |P3Q3|

k Q3Q2Q1

Parabola, ktora jest zbiorem punktow réwno odlegltych od prostej y = —p
i punktu F(0,p), jest okreslona za pomocg réwnania y = ﬁm?

Przykfad 1

Parabola y = fz* ma kierownice

Parabola y = —+z? ma kierownice

dana réwnaniem y = —1 i ognisko dana réwnaniem y = 1 i ognisko
F(0,1). F(0,-1).
e 1 y=1
/l ps T

N

| 1 X 0 1 X
| / R \
| S
: Y= -1 N m

Parabola y = 2% ma kierownice dang réwnaniem y = —i i ognisko F(O, i)

3. Podaj rownanie paraboli, ktéra jest zbiorem punktéw réwno odlegltych od

prostej k i punktu F'. b)y = —1a°
a) kiy=-1, F(0,1) b kiy=1F(0,-1) ¢ kiy=-1 F(0,}) ¢) y = 3a
4. Wyznacz rownanie kierownicy i wspotrzedne ogniska paraboli: 4.a) y=1 F(0,-1)
a) y=—a?, b) y = 222, c) y=—2a% b)y=—3, F(0,3
\ 1 C)y:%,F(O,—%)
Dana jest parabola o ognisku F' i kierow- d)y=—2, F(0,2)

nicy k. Prosta [ jest rownolegta do kierow-
nicy i lezy powyzej wierzchotka paraboli.
Uzasadnij, ze dla dowolnego punktu P na-
lezacego do paraboli suma odleglosci tego
punktu od ogniska i prostej [ jest stata. k

5. Niech P’ bedzie rzutem punktu P na prosta k. Wowczas:
|PR| = |P'R| — |PP/|
Zatem:
|PF|+ |PR| = |PF|+ |P'R| — |PP'| = |P'R|
poniewaz |PF| = |PP'|.
Czyli suma odleglosci punktu P od ogniska i prostej ! jest rowna odlegltosci miedzy
prostymi k i [, wiec jest stala.

7.8. Zagadnienia uzupetiajgce
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Skonstruuj parabole zgodnie z podanym nizej opisem.

« Narysuj kierownice i prosta do niej prostopadla — o$ symetrii paraboli.
o Na osi symetrii wybierz punkt F' — ognisko paraboli i zaznacz wierzcholek
paraboli w potowie odlegltosci migdzy ogniskiem a kierownica.

 Po tej samej stronie wierzchotka, po ktérej znajduje sie ognisko, narysuj
kilka prostych réwnoleglych do kierownicy.

e Odmierz cyrklem odlegtos¢ kazdej z narysowanych prostych od kierow-
nicy, a nastepnie narysuj tuk okregu o $rodku w punkcie F' i promieniu
réwnym tej odleglosci — punkty przeciecia tuku z dang prosta naleza do
paraboli.

Czy wiesz, ze...

Promienie réwnolegle padajace na zwierciadlo o parabolicznym ksztalcie
po odbiciu skupiaja sie w jednym punkcie zwanym ogniskiem paraboli.
Zjawisko to wykorzystuje sie w telewizyjnych antenach satelitarnych i ra-
dioteleskopach, w ktorych odbiornik umieszcza sie w ognisku, aby uzyskaé
silny sygnal.

N

Natomiast promienie wychodzace z zaréwki umieszczonej w ognisku zwier-
ciadta parabolicznego po odbiciu sg rownolegte. Zjawisko to jest wykorzy-
stywane na przyktad w reflektorach samochodowych.

Lo t+—1

U

<




Zestawy powtdrzeniowe

B Zestaw |

. Wyznacz zbiér wartosci oraz przedzialy monotonicznosci funkeji f.
a) flx)=a2>—+2 ¢) flw)=a*—8x+7 e) f(z)=—1a’+2z
b) f(z) = —2* + 6z d) f(x)=—a®+4x+5 f) f(z)= 12+ 12

. Wyznacz punkty przeciecia paraboli z osiami uktadu wspélrzednych oraz
wspolrzedne jej wierzchotka. Naszkicuj te parabole.

c) y=—a*+2x+38
d) y=a2?+6z+8

a) y=a* —4x
b) y=—2%+2x

e) y=2x>—5x+2
f) y=—-222+82—6

. Rozwigz rownanie.
a) 2 +4x —21 =0 c) J2? =122 +16 =0
b) —622 —7x+5=0 d) —2>+3v22x-5=0

e) 3z2+5x+1=0
f) 222 -32—-1=0

. Rozwiaz rownanie.

a) 4922 + 140z + 100 = 0 e) (22—4)(z—10) = (z+6)(z—10)
b) 2* + 6z +9 = (22 — 1)? f) 23 —2) =2z +1)(z+2) -1
c) 32 +2x+1=3r+42* -3 g) (x—1)(z+2)=(22—3)(x+4)
d)4—22* —3x=2"+22+9 h) (22 —-1)>=(3—x)(z—6)

. Rozwiaz nieréwnosé.
a) 3[E2 -1>0 ) @

b) —42? < 12z f)y 7

c) i

d) 62243 > 2z

@

—3z(z—1)<2(xz—-1)(z+1) — 4z
—z(bx+2)>3—xz(4—x)
x2f5x+7<0 g) 22* + 22 —3 > (1 —22%)(3 — 2?)

h) (2—32)*—6(3z—1) < —(1—4z)(2z—1)

. Wykresem funkcji f(z) = 2%+ bz + ¢ jest parabola o wierzchotku w punk-
cie W. Wyznacz wspélezynniki b i ¢ oraz zapisz wzoér funkeji f w postaci
kanonicznej.
a) W(0,1) b) W(1,3)

o) W(=2,2)  d) W(4,-1)

. Wyznacz wspoétezynnik b tak, aby podany przedzial byl zbiorem wartosci
funkcji f(x) = 222 + bz + 1.
a) (—1;00) b) (0; 00)

.a)x € (—oo;—§> U<§;oo)
b) z € (—o0; —3) U (0; 00)

¢) (2;00)

6.a) b=0,c=1, f(z) =2>+1
b)b= -2 c=4,

Odpowiedzi do zadan

1. a) f(D) = (-v/2;00),

maleje w (—o0;0),
rosnie w (0; o)

b) f(D) = (—00;9),
rosnie w (—o0; 3),
maleje w (3; 00)

¢) £(D) = (~9;00),
maleje w (—o0;4),
ros$nie w (4; c0)

d) F(D) = (~o;9),
ro$nie w (—o0;2),
maleje w (2; 00)

&) F(D) = (—o;3),
ro$nie w (—o0; 3),
maleje w (3; 00)

f) f(D) = (~55:00),
maleje w (—o0; —
roénie w

(

(

(
d) (07 8)7 (_270)7 (_47 0)7
W(—3,-1)
e) (0,2), (3,0), (2,0),
W(%a _%)
f) (07_6)7 (370)7 (170)7
W(2,2
a)xi=—7,22=3
b) X1 —g, To = %
¢) o = § d) sprzeczne
e) 1 = 7576‘/ﬁ, T2 = 752‘/ﬁ
£) 21 = 3—1?7 zo = 3EVIT
a) To = —%
b)$1:—§,$2—4
¢) x1 = AT, 4y = =LA

d) 20 =-2 e) zg =10

f) sprzeczne

g) v1 = —2— V14,
To=—2++14
h)

sprzeczne

7. Wyznaczamy druga wspoélrzedna wierzchotka:
A =0b%—8iwtedy yu = &= bZ.

(12
(Ci))JCG;lO—G\/i;lO+6\/§) f)@;) —4@«’ 1; +3 a) B2 = 1 caylib=—4lubb=4.
x € C =4,¢c=0, 8- b2 s o
¢) @ € (—o0;—1) U (2 00) f@) = (x+2)* +2 b) 5= =0, cayli b= =2v2 lub b = 2v2.
f) e (-2;1) d)b=—8,c=15, ) 8- =2, czyli b = -8,
— (p — 4)% — tem nie ma takiego b.
Y Ned f(x) = (z—4) 1 za g
§) @€ (oo —§) u(Fic) d) =2 = L eaylib=—2lub b=2.

h) z € (12 — 3v/15;12 + 3V/15)

Zestawy powtorzeniowe



La) Ty =1

Podstawiamy W (1,2) do réw-

nania y = a(x + 1)(z — 3)

i otrzymujemy a = —%.

fl@)=—3(@+1)(z-3)=
i tatd

o
~

b) f(z) = s(x+3)(z—7) =
— et ta- 2
¢) f(z) =5(x—3)* =
= 52° — 30z + 45
.a)y=—(z—2)2 +4
b)y=1(w—2)72+
c)y=3(z—-20+
a)r =17 b)x:—9
z=-2d)z=-31
.a)x1=—2,x2:3
b) z1 = —2, 22 =3
c)xlz—l,xrz:%
d)z1=-1,25=1
e)z1=—1,22=1%
f) 1’1_—2,1’2:—1
a) € (—oo;—1) U (2;00)
1ac€< 2,2,
Czyhx6< %—%)
b)x€< \/W;5+%/W>
1x€(—oo,—§)u( ;oo),
5+

d)a=-2,b=8,c=—4,
y=—2x—2—2)(z—2+2)

Vv

M Zestaw I

. Wyznacz wzor funkcji kwadratowej f, jesli wiadomo, ze:

a) przyjmuje ona najwicksza warto$¢ réwna 2, a jej miejscami zerowymi
s liczby —11 3,

b) jej zbiorem wartosci jest przedzial (—5;00), a miejscami zerowymi sa
liczby =317,

¢) przyjmuje ona najmniejsza warto$é réwna 0, a do jej wykresu naleza
punkty (2,5) 1 (4,5).

. Wyznacz wzér funkcji kwadratowej, wiedzac, ze jej wykresem jest parabola

o wierzchotku W (2,4) przechodzaca przez punkt P.

a) P(4,0) b) P(—1,7) ¢) P(6,10)

. Liczba 3 jest miejscem zerowym funkcji kwadratowej f. Wyznacz drugie

miejsce zerowe funkcji f, jesli wiadomo, ze punkt W jest wierzchotkiem
paraboli bedacej wykresem tej funkcji.
a) W(5,4) b) W(-3,—-6)

. Rozwiaz réwnanie.

a) (z—3)?=2zx—-1)(z—3) d) 922 — (22 —-1)2=0
b) 2 +4x+4 = (z+2)(3z — 4) e) 422 =(1—1x)?
¢) 16— (3z —1)2=0 £) (2z+1)2 = (dz +5)2
. Rozwigz uktad nieréwnoéci.
Bz+1)(z—2)>0 (2 —3z) > -3(x +2)
a) 5 b) 5
4= —1<0 25 -9z <0

Wyznacz wspoétezynniki a, b, ¢ tréjmianu kwadratowego y = ax? + bx + c,
jesli do jego wykresu naleza punkty:

a) A(0,2), B(1,0), C(~1,0), ¢) A(3,0), B(2,4), C(4,4),
b) A(0,4), B(1,3), C(2,0), d) A(1,2), B(3,2), C(4, -4).

Przedstaw ten trojmian w postaci iloczynowe;j.

Zaznacz w ukladzie wspolrzednych zbiér punktéw (z,y) spelniajacych wa-

runki:
a) 2 <z +12 i y? <4, c) 2 —2x >3 i y* <2y,
b) 22 <3z i y? —y <2, d) 22 —x>6 1 y* > 3y.
a) Y c) Y d)
Y
O] 1 X o 1 X
b Y
) ol 1 X
of 1 X

7. Funkcja kwadratowa




Sposaéb na zadanie @

Jesli w zadaniu mamy do wyznaczenia wzér funkcji kwadratowej, ale nie jest
powiedziane, czy chodzi o postaé¢ ogdlng, kanoniczna czy iloczynowa, mozemy
wybraé¢ taka, ktora jest dla nas najwygodniejsza.

Przykiad 1 Y
Na rysunku obok przedstawiono fragment paraboli be-
dacej wykresem funkcji f. Wierzchotkiem tej paraboli
jest punkt (—2,4). Wyznacz wzoér funkeji f. Ile liczb
calkowitych spelnia nieréwnoéé f(z) > fx + 27 o X

=
| —"

Wzér funkcji f zapisujemy w postaci kanonicznej. Wierzchotkiem paraboli
jest punkt (—2,4), wiec:
f@)=a(z+2)*+4
Do wykresu funkcji f nalezy punkt (0,2), zatem 2 = a(0 + 2)? + 4 i stad
a=—3, coyli f(z) = —3(z+2)*+ 4
Rozwiazujemy nierownosc:
—t@+2+4>3x+2 /(-2
2?4+ 4r+4-8< —x—4

x>+ 52 <0

z(x +5) <0
Zatem x € (—5;0), czyli nier6wno$¢ te spelnia sze$é liczb calkowitych.

Odpowiedi: f(z) = —%(x +2)* + 4, szesc liczb

Przyktad 2

Obwod prostokata jest rowny 14, a jeden z jego bokéw ma dlugo$é x. Wyznacz
wzor funkcji opisujacej pole tego prostokata w zalezno$ci od = i podaj jej
dziedzine. Uzasadnij, ze jesli prostokat ten nie jest kwadratem, to jego pole
jest mniejsze od 12%.

Dtugosé drugiego boku prostokata oznaczmy przez y. Wtedy 2z + 2y = 14,

czyli y =7 — x. Zatem pole tego prostokata opisuje funkcja:
Px)=xz-(T—x)=—2*+4 Tz, gdzie x € (0;7)

Wykresem funkcji P jest fragment paraboli o ramionach skierowanych w doét

i wierzcholku w punkcie o odcigtej z,, = =% = 1.

Rzedna wierzchotka:

PO =- ()47 =y =9=12

2 2 2 4 4

Funkcja P przyjmuje wartosé 12% dla z =y = %, czyli gdy prostokat jest

kwadratem. Zatem dla prostokata niebedacego kwadratem pole jest mniejsze
od 121,
4
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1. A. f(zw) =1#—10
B. f(zw) = —8#0
C. f(zw) =-—10

2. xw—z%:ﬂ,czylibz—él

4. A.A=12—-8V3 =

=144 — /192 < 0

B.A=12-8/3<0
C.A=18—-8y3 =

=324 —+/192 >0

9. A ze (-0 -1 UL
B. z € (—o0;—1) U (Z;
C.z € (—oo0; —1) U(Z;
D. z € (—oo;—1) U(5;
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@ Zadania testowe

Rozwiaz zadania i zapisz odpowiedzi w zeszycie. W kazdym zadaniu tylko
jedna odpowiedz jest prawidlowa.

1.

Przedzial (—10; 00) jest zbiorem wartosci funkcji:
A. f(z) = 42* — 122 + 10, C. f(z) =42® — 122 — 1,
B. f(z) =42* — 122 + 1, D. f(x) = 4a® — 122 — 10.

Prosta x = /2 jest osig symetrii wykresu funkcji:
A. f(z) =222 + 22— 1, C. f(x) =v22? + 42 -1,
B. f(z) = V22 — 22+ 1, D. f(z) = V22% — 4z + 1.

Wykresem funkcji f jest parabola o ramionach skierowanych w dét i wierz-
chotku potozonym nad osia OX, gdy:

A f(z)=(2—V2)2* -6, C. f(z)=(1-V2)2* -6,
B. f(z) = (2 — v2) 2? — 6u, D. f(z) = (1 — V2) z* — 6.

Dwa rézne pierwiastki ma rownanie:
A. 222 — 23z +/3 =0,
B. 222 + 232+ V3 =0,

C. 222 — 3v2z + V3 =0,
D. 222 + 32z +2V3 = 0.

Miejscami zerowymi funkcji y = 422 + bx + ¢ sg liczby 5 i —3, zatem:
A.b=-8ic=—-60, C.b=2ic=-8,
B.b=-21ic=-15, D.b=4ic=-30.

Wierzchotkiem paraboli danej réwnaniem y = (2 + 8)(3x + 6) jest punkt:

A. (—3,-6), B. (-3,6), C. (3,-06), D. (3,6).

Zbiér liczb rzeczywistych jest zbiorem rozwigzan nieréwnosci:

A. 522 442 >0, C. 922 + 30z — 25 > 0,

B. —42? -1 <0, D. —22% 4 24x — 48 < 0.
Zbiorem wszystkich rozwigzan nieréwnosci 222 > 3 jest:

A. (—76, 76>, C. (—oo,—TG) U (76,00),
B. (76,00), D. (—oo,—%) U (%,oo).
Liczba 7 nalezy do zbioru rozwiazan nieréwnosci:

A. 222 — 92— 11> 0, C. 222 —5x—72>0,

B. 222 — 72 —9 >0, D. 222 -3z - 5> 0.



Przed obowigzkowa matura z matematyki

B Zadania kroétkiej odpowiedzi

Zadanie 1 (2 pkt)
Rozwiaz réwnanie 3z(z + 3) = (x + 3)%

Zadanie 2 (2 pkt)
Rozwigz nieréwnoéé¢ 2x% + Tx > 4.

Zadanie 3 (2 pkt)

Rozwiaz nieréwnosé (x +1)(2z + 3) < (x +1)(5 — ).

Zadanie 4 (2 pkt)

Wyznacz przedzialy monotonicznosci funkcji f(z) = —6x + 2.
Zadanie 5 (2 pkt)

Oblicz najmniejsza wartosé funkeji f(x) = 2(z + 3)(z — 5).

Zadanie 6 (2 pkt)

Zapisz w postaci iloczynowej trojmian kwadratowy y = ixQ — 2z + 4.

B Zadania rozszerzonej odpowiedzi

Zadanie 7 (4 pkt)
Wykres funkcji g otrzymano przez przesuniecie wykresu funkcji f(z) = f%xQ
o trzy jednostki w lewo. Naszkicuj wykres funkcji ¢ i odczytaj z niego naj-

mniejsza i najwieksza wartos$é tej funkcji w przedziale (—5;1).
Zadanie 8 (4 pkt)
Podaj wszystkie liczby caltkowite spetniajace jednoczesnie obie nieréwnoéci:

22 4+4r<0i 22—4>0

[] Zadanie 9 (5 pkt) Y
Na rysunku obok przedstawiono fragment paraboli
bedacej wykresem funkcji f. Wierzchotkiem tej pa-
raboli jest punkt (3,—1). Wyznacz wzoér funkeji f
i uzasadnij, ze zadna liczba niewymierna nie spel- ol 1

[y

nia nieréwnosci f(x) < —%x + %_

[0] Zadanie 10 (6 pkt)

Jedna z przekatnych rombu ma dlugoéé¢ z, a suma dlugosci obu przekatnych
jest rowna 10%. Wyznacz wzér funkcji opisujacej pole tego rombu w zaleznosci
od z. Podaj jej dziedzine. Uzasadnij, ze dla dowolnej catkowitej wartosci x
nalezacej do dziedziny funkcja ta przyjmuje wartos¢ mniejsza od %.

10. Przekatne rombu maja dtugosci: x i 10% = 7,
Stad pole rombu jest opisane wzorem P(z) = sz (105 — ).
Wyznaczamy dziedzine funkcji: z > 0 oraz 10% —x>0,czyli D= (0; 10%).
Ramiona paraboli P(z) skierowane sa ku dotowi, czyli wartosé najwigksza osiagnieta
jest w wierzchotku.
= o+;0% —5 %

P(sh) =32 (103 -5%) =22 - 4

Wartos¢ najwieksza 4;1_21 przyjmowana jest tylko dla x,,. Zatem dla dowolnej cal-
kowitej wartosci x nalezacej do dziedziny funkcja ta przyjmuje warto$¢ mniejsza,

441
od 32 -

o

.c=-3, z=
. x € (—o0; —4) U
.(z+1D)Bzx—2) <

3
2
3;00)

xe(—l;%

. f(z) = 2® — 62 = z(x — 6),

Tw =3

Funkcja f maleje w (—o0; 3),
ro$nie w (3;00).

T =25 =1, f(1) = —32

Y= %(w—4)2
. gla)=—5(x +3)°
Y
Ol 1Xx

Wartos$¢ najwieksza: 0,
warto$¢ najmniejsza: —8.

. 2% + 4z < 0 dla z € (—4;0)

2> —4>0dla

z € (—o0; —2) U (2; c0)
Stad z € (—4;—2).
Liczby catkowite spelniajace

jednoczesnie obie nieréwnosci
to —4 1 —3.

. Podstawiamy wspolrzedne

punktu (1,0) do wzoru

f(z) = a(z —3)* — 1.
Otrzymujemy a = %,

czyli f(z) = 2(z —3)* — L.
1x-3°-1<-22+3
bt~ 3o+ 3 < —do+

z? < 0, wiec jedyna, liczba
spelniajaca nieréwnos$é¢ jest
liczba wymierna x = 0.

Przed obowigzkowg maturg z matematyki



Odpowiedzi do zadan

1. Pierwiastki réwnania:
=TT —7+V/17
= =% =313

=T=VIT | ~,
|| ~ 2,781

Nalezy zakodowaé: 278
2.2°-142-32>0

dla z € (—o0; —2) U (165 c0)

2% — 23z < 0 dla = € (0;23)
Stad z € (16;23)

S=17+18+19+... +23 =
= 140

Nalezy zakodowaé: 140
8.y=(x—-2)°+7

(@) = (@—2— V3’ +7—-2V3

Najmniejsza wartos$¢ funkcji f:

7 —2v3 ~ 3,536
Nalezy zakodowaé: 353

4. f(z)=—3(z+3)*+1
g(@)=—3(@+3)*+1+p
0=—1(4+3°+1+p
p=2=1125
Nalezy zakodowac: 125

5. Miejsca zerowe funkcji f:

6. Dla 22> — 22 — 3 < 0,
czyli dla z € (—1;3)

f(z) = —2® + 22 + 3.
Dla 22 — 2z — 3 > 0, czyli dla

z € (—o0; —1) U (3;00)

f(z) =2® — 2z — 3.
—2242z+3 > 3dlaz € (0;2)

22— 22 —3>3dla

x € (—00;1 — VT) U (1 4+ v/T;00)

Zatem f(z) > 3 dla
z € (—o0;1—V7)U(0;2)U

U{1 + v/T7;00)

7. g(z) = az’ +bx—1 = a(x+1)*>—2, stad
a=1lorazb =2, czyli g(x) = z*+2z—1.

Miejsca zerowe funkcji f(z): —1, 3. g
Miejsca zerowe funkcji g(z): —1 — v/2, f(z) < g(x) dla

—14+ 2. z € (—o0;—5) U {0} U (3; 0) / \|/ \
Tloczyn dwoch wartosci jest ujemny, je- 1 J
zeli jedna z nich jest ujemna, a druga

dodatnia. Zatem na podstawie rysunku: / 0] 1 \ X

f(z)-g(x) < 0dlaz e (—o0; —1—+2)U

U(=1; -1+ v2) U (3; 0).

7. Funkcja kwadratowa

@ Przed matura z matematyki na poziomie rozszerzonym

W zadaniach 1-4 odpowiedZ ma postaé trzycyfrowego kodu.

Zadanie 1 (2 pkt)
Zakoduj cyfre jednosci oraz dwie pierwsze cyfry po przecinku liczby |z],
gdzie z; jest najmniejszym pierwiastkiem réwnania:

(2 — 11z — 26) (222 + Tz +4) =0

Zadanie 2 (2 pkt)

Niech S oznacza sume wszystkich liczb naturalnych spetniajacych nieréwnosci
x? — 14 — 32 > 01 22 — 23z < 0. Zakoduj cyfre setek, dziesiatek i jednosci
liczby S.

Zadanie 3 (2 pkt)

Wykres funkcji f otrzymujemy, przesuwajac parabole y = 2% — 4x + 11 o wek-
tor [v/3, —2v/3]. ZnajdZ najmniejsza warto$¢ funkeji f. Zakoduj cyfre jednosci
oraz dwie pierwsze cyfry po przecinku tej liczby.

Zadanie 4 (2 pkt)

Liczba —5 jest jednym z miejsc zerowych funkcji f, ktérej wykresem jest
parabola o wierzchotku w punkcie (—3, 1). Po przesunieciu wykresu f o wektor
[0, p] otrzymujemy wykres funkcji g, dla ktérej jednym z miejsc zerowych jest
liczba 4. Zakoduj cyfre jednosci oraz dwie pierwsze cyfry po przecinku liczby p.

Zadanie 5 (4 pkt)
Funkcje f(x) = 22 — 11z + 15 1 g(z) = 2? + bz + ¢ maja te same miejsca
zerowe. Oblicz wartosci wspdlezynnikéw b i c.

Zadanie 6 (4 pkt)
Naszkicuj wykres funkcji f(x) = |2* — 22 — 3|. Podaj rozwiazanie nieréwnosci
f(x) > 3.

Y
Zadanie 7 (4 pkt)

Na rysunku obok przedstawiono wykresy funk- 9 f
cji f(x) = —2*+2x+31g(x) =ax® +bx — 1.
Parabola bedaca wykresem funkcji g ma wierz-

cholek w punkcie (—1,—2). Podaj rozwiagzanie \Lg 1 \ X

nieréwnosci f(x) - g(x) < 0.

s

Zadanie 8 (4 pkt)
Dane sa funkcje f(x) = —2? +4|z] + 11 g(x) = x + 1. Rozwiaz graficznie
nieréwnosé f(z) < g(x).

—2?—4z+1 dla <0 Y
— 2’4+ 4z +1 dla z >0

&ﬂm:{
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