5 Funkcja liniowa

Dla snowboardzisty czy narciarza kat nachylenia stoku jest niezwykle istotny.
Jest to jeden z czynnikéw branych pod uwage przy ustalaniu stopnia trudnosci
trasy narciarskiej.

Kat nachylenia terenu ma tez zasadnicze znaczenie w zagadnieniach inzynie-
ryjnych, takich jak budowa drég czy kolei.

O nachyleniu prostej bedacej wykresem funkcji liniowej y = ax + b decyduje
wspotezynnik a.
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Uczeri: 51. WykreS funiji |iniOW9j

— rozpoznaje funkcje liniowa,

majac dany jej wzér, oraz %
szkicuje jej wykres, Przykiad 1 I
— interpretuje wspolczynniki Naszkicuj wykres funkcji okreslonej za pomoca wzoru
wystepujace we wzorze o C g e e g . . ST
x) = 2x + 1, jesli jej dziedzina jest zbiér liczb rze-
funkcji liniowej i wskazuje f(z) . +th Je) dziedzing Jest z wh
czywistych.

wsréd danych wzoréw funkcji
liniowych te, ktérych wykresy
sg réwnolegle,

—

Aby naszkicowaé¢ wykres funkcji f(x) = 22 + 1, spo-
rzadzamy tabele wartosci funkeji dla wybranych argu-

— sprawdza, czy punkt nalezy

do wykresu funkcji liniowej, mentow.

— wyznacza wzoér funkcji T -3 _9 -1 0 1 2
liniowej, ktorej wykres
spelnia podane warunki, np. f (I) —5 -3 -1 1 3 5

jest réwnolegly do wykresu

danej funkeji liniowej i prze- Otrzymane punkty zaznaczamy w ukladzie wspolrzednych. Zwréé uwage, ze

chodzi przez dany punkt, wszystkie te punkty leza na jednej prostej — jest ona wykresem funkcji f.
— stosuje wlasnosci funkeji i
liniowej do obliczania pél Cwiczenie 1
wielokatow. Naszkicuj wykres funkcji f, jesli jej dziedzina jest zbiér liczb rzeczywistych.
Gwiczenie 1 a) f(z)=o+2 b) f(z) =22z —1 ¢) f(z)=—x d) f(z)=—2+3
a) Y
f Funkcje okre§long wzorem f(x) = ax+b dla z € R, gdzie a i b sa stalymi,

nazywamy funkcja liniowa.

Uwaga. Stala oznacza ustalona liczbe rzeczywista.

-

Wykresem funkcji f(z) = ax+b (uzywamy tez zapisu y = ax +b) jest prosta.

ol 1 X Aby naszkicowa¢ wykres tej funkcji, wystarczy znalez¢ dwa nalezace do niego
punkty i poprowadzié¢ przez nie prosta (przez dwa rézne punkty przechodzi
tylko jedna prosta). Prosta ta ma réwnanie y = ax + b. Powiemy tez krétko:
prosta y = ax




Cwiczenie 2 Cwiczenie 2
Znajdz dwa punkty o obu wspoéhrzednych calkowitych nalezace do wykresu a) (0,-2), (2,1)

funkcji f. Naszkicuj ten wykres. ks
. . . )
2) f@)=de—2 b)f@e)=-Zr o fl@)=te+2 d) fl@)=—te-1 1
1
Definicja 19} X
Liczbe a wystepujaca we wzorze funkeji liniowej f(x) = ax + b nazywamy
wspotczynnikiem kierunkowym proste;.
b) (07 O)> (57 _3)
Przykiad 3 vy oo K
Wykresy funkcji liniowych y =2x +2iy =2x —3 s b 1y
sg prostymi réwnolegtymi. Kazdy z nich moze- A o) ~
my otrzymadé przez przesuniecie wykresu funkcji S N f
y = 2z wzdtuz osi OY.
Po przesunieciu prostej y = 2x o 2 jednostki w gore A
otrzymamy prosta y = 2z + 2 5 @2 (9)
’ L X Y
Po przesunigciu prostej y = 2z o 3 jednostki w dot
otrzymamy prosta y = 2z — 3. i)
Cwiczenie 3
Naszkicuj wykres funkcji y = 3z, a nastepnie wykres funkeji f. 1
a) f(z)=3z+1 b) f(x)=32+3 ¢) f(x)=3z—-2 d) f(z)=3z—1 ol 1 X
Twierdzenie d) (0,-1), (7,-5)
Wykresy funkcji liniowych o tym samym wspotczynniku kierunkowym sg Y
prostymi réwnoleglymi. 1
Podane powyzej twierdzenie mozna tez sformutowaé nastepujaco: L =
f
Proste dane réwnaniami y = a;x + by i y = asx + by sg réwnoleglte wtedy
i tylko wtedy, gdy a; = as.
Cwiczenie 4 Cwiczenie 3 o
Ktére sposrdd prostych 1y, 1, ..., ls sa réwnolegle? / /
Li:iy=34x—3 ly:y=—3x+3 ls:y=8—ix l;:y=1-2zx /
ly:y=2x—-3 ly:y=442x lo:y =22 -3 lgzy:\/g—%m
Uwaga. Zapis ,l: y = ax + b” czytamy ,prosta [ o rownaniu y = ax + 0"
Cwiczenie 4
o || la]lls, I35 ] ls ) / 1 X
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Cwiczenie 5
a)y=2x+1

b)y:—%x—2

I 210 5. Funkcja liniowa

Przyktad 4

Wyznacz wzor funkcji liniowej, ktorej wykresem Y
jest prosta przechodzaca przez punkt P(4,1) i réw- vy
nolegla do prostej y = o + 3. Y

\

Funkcja liniowa dana jest wzorem vy = ax + b,
a jej wykresem jest prosta rownolegta do pro- . (4.1)
stej y = %m + 3, wiec a= % Aby wyznaczy¢
wspotezynnik b, podstawiamy wspotrzedne punktu
P(4,1) do réwnania y =iz +b i otrzymujemy <
1=1-4+b skadb=—1. o

Zatem warunki zadania spelnia funkcja y = %x —1.

Q
e

=2

a)

Cwiczenie 5
Wyznacz wzér funkcji liniowej, ktérej wykresem jest prosta réwnolegla do
prostej [ i przechodzaca przez punkt P.

a) lly=2x—4, P(3,7) b) lly=—3x+3, P(3,—4)

Szczegdlnym przypadkiem funkcji liniowej jest funkcja stala.

Przyktad 5 v

Funkcja f(z) = 2 dla dowolnego argumentu z € R f
przyjmuje wartos¢ rowna 2. Jej wykresem jest pro- 1

sta réwnolegta do osi OX i przechodzaca przez

punkt (0,2). of 1 X
Cwiczenie 6

Naszkicuj wykres funkcji f(z) = ax + b, jesli wiadomo, ze:

a) a=0,b=1, b)a=0,b=-3, ¢) a=0,b=0.

Wspélezynnik b we wzorze funkcji liniowej f(x) = azx + b wskazuje punkt
przeciecia prostej bedacej wykresem funkceji z osia OY.

Przyktad 6 Y 9
Wyznacz wspolrzedne punktu przecigcia wykresu Y

.o _ 4 .
funkcji f(x) = S + 2 z osia OY. X
Jedli podstawimy x = 0 do wzoru funkcji, to otrzy-
mamy rzedna punktu, w ktérym jej wykres prze- 1 0,2)
cina o§ OY. Zatem f(0) = 2 - 0+ 2 = 2, czyli

o o o 1 X

wykres przecina o§ OY w punkcie (0,2).

Uwaga. Odcigta punktu to jego pierwsza wspoirzedna, rzedna — to druga wspoélrzedna.

Cwiczenie 6
Y
. a) f(z) =1
c) f(z) =0
O | X
b) f(z) = —3




Twierdzenie

Prosta bedaca wykresem funkeji liniowej f(x) = ax + b przecina o§ OY
w punkcie (0, b).

Cwiczenie 7
Wyznacz wzér funkcji, ktérej wykresem jest prosta réwnoleglta do prostej [
i przecinajaca o$ OY w punkcie P.

a) l:y =3x —4, P(0,6) b) l:y:—%x—l—l,P(O,—%)
Cwiczenie 8 v
Na rysunku przedstawiono proste przechodzace
przez punkt (0,3). Sa one wykresami funkcji li- /
niowych: by

1 L2
filx) =x+ 3, J3(x) = =5 + 3,
fa(z) =3, fa(z) =32 +3. () i
a) Oblicz wartosci tych funkcji dla x = 1. v
b) Dla kazdej z tych funkcji okresl, ktéra prosta o] .1 X
jest jej wykresem. /

Zbiér wszystkich prostych przechodzacych przez ustalony punkt nazy-
wamy pekiem prostych, a punkt przeciecia tych prostych — srodkiem peku.

Przyktad 7
Wyznacz wzér funkeji liniowej, ktérej wykres Y 0

przechodzi przez punkty P(0,3) 1 Q(3,5).

Funkcja liniowa dana jest wzorem y = ax + b. P

Jej wykres przecina 0§ OY w punkcie (0, 3), wiec

b = 3. Aby wyznaczy¢ wspélezynnik a, podsta-

[

wiamy wspolrzedne punktu Q(3,5) do réwnania

y = ax+3iotrzymujemy 5 = 3a+3, skad a = 2. 0] 1 X

Zatem szukany wzér funkcji: y = 22 + 3.

Cwiczenie 9
Wyznacz wzor funkeji liniowej, ktorej wykres przechodzi przez punkty P i Q.
Czy punkt R nalezy do wykresu tej funkcji?

a) P(O’E)), Q(472)7 R(87_1) b) P(07 _4)7 Q(_?’a _9)7 R(6a5)

Cwiczenie 9

a) 2=4a+5, czylia = —3. b) -9 =—3a—4, czylia = 3.
—3.845=-1 2-6—4=6#£5

Punkt R nalezy do wykresu funkcji. Punkt R nie nalezy do wykresu funkcji.

Cwiczenie 7
a) y=3x+6
b)y=—3z—3

Cwiczenie 8

a) fi(1) =4, f2(1) =3,

fs(1) =23, fa(1) =6

b) f1 — niebieski, fo — brazowy,
f3 — czerwony, f4 — zielony

5.1. Wykres funkciji liniowej



Odpowiedzi do zadan
1.

Y

Zadania
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=1(2+3).6=15
—6(3+9) -

V2z ¢ Q

24

. Jezeliz € Qi x #0, to:

Jezeli x = 0, to \/iac =0.

Zatem (0,0) jest jedynym
punktem o obu wspétrzed-

nych wymiernych nalezacym

do wykresu tej funkcji.

5. Funkgja liniowa

1.

[ 6.
[0 7.

Naszkicuj w jednym uktadzie wspotrzednych te sposréd prostych 1y, ..., s,
ktére przecinaja o$ OY w punkcie (0,2), a w drugim te, ktdére przecinaja
o$ OY w punkcie (0, —1).

lLiry=3x+2
lyry=3x—1

l7:y:%x—1

ls:y = o+ 2

l3:y=—1 ls:y =—2x+2

lymy=2 lg:y=—2x—1
Wyznacz wzor funkcji, ktorej wykresem jest prosta rownolegla do prostej
o podanym wzorze i przechodzaca przez punkt P.

a) y=4x —2, P(0,5) ¢) y=—3x+06, P(—6,5)

b) y = =3z +4, P(1,8) d) y =3z — 3, P(2V/3,6)

Sprawdz, czy punkt ) nalezy do wykresu funkcji liniowej f, jesli nalezy
do niego punkt P.
a) P(8,3), Q(16,9)

b) P(—6,-9), Q(7,19) ¢) P(9,—-4), Q (8,—31)

Y Y Y
3
3 2 p
1 j £.711 1 j
T | J/L 1
O X O| 1 X o| 1 X

Wykres funkcji liniowej przechodzi przez punkt P i przecina o§ OY
w punkcie (0,4). Wyznacz wzor tej funkeji i naszkicuj jej wykres.

a) P(2,6) b) P(—6,1) c) P(5,—11) d) P(3,-2)
Oblicz pole zacieniowanej figury.
Y 5 L
8 Y b) v 2
= 2
— Y
1 1

[op) Sp——
<
Q

ol 1 "2 /@ 6 X
o X/@/‘L
v -

Wykaz, ze punkt (0,0) jest jedynym punktem o obu wspdlrzednych wy-
miernych nalezacym do wykresu funkcji y = v/2z.

Wykaz, ze do wykresu funkeji y = v/22 — /3 nie nalezy zaden punkt o obu
wspolrzednych wymiernych.

Wskazéwka. Przeprowadz dowdd przez sprowadzenie do sprzecznosci.

7. Zalézmy przeciwnie, ze istnieja liczby wymierne wi 1 ws takie, ze punkt (w1, ws)

nalezy do wykresu funkcji y = v/2z — /3.
w2 = \/5101 - \/§ /2
wi = 2w? — 2v/6w; + 3
2v6w; = 2w? — w? + 3

\/6 _ Qw% —w% +3
— 2wq

Lewa strona powyzszej réwnosci jest liczbg niewymierna, a prawa wymierng. Otrzy-
mana sprzecznos¢ oznacza, ze zalozenie bylo falszywe, czyli do wykresu funkcji
y = /22 — v/3 nie nalezy zaden punkt o obu wspolrzednych wymiernych.



5.2. Wiasnosci funkciji liniowej

B Miejsce zerowe funkgciji liniowej

Na rysunku przedstawiono wykres funkcji y = 22 + 3. Y
Jej miejsce zerowe jest réwne —g. Mozna je wyznaczy¢,
rozwiazujac rownanie 2x + 3 = 0. ;Z’
&
Jesli a # 0, to funkcja liniowa y = ax + b ma jedno \3,// 1
e . _b
miejsce zerowe: — . ol 1 X

[0] Cwiczenie 1
Uzasadnij powyzsze twierdzenie.

Cwiczenie 2

Wyznacz miejsce zerowe funkcji:

a) y = —4x + 6, b) y= -3z —4, ¢)y=ix+3, d)y==Ir-4.
Cwiczenie 3

Dla jakich warto$ci wspdtczynnikéw a, b funkcja f(z) = az + b:

a) nie ma miejsc zerowych, b) ma nieskoficzenie wiele miejsc zerowych?

Przyktad 1
Oblicz pole trojkata ograniczonego osiami uktadu Y
wspolrzednych i wykresem funkeji f(z) = L2 +3
(rysunek obok). A B
Wyznaczamy miejsce zerowe funkcji f: -~ 1
2x+3=0dlaxz=—% Zatem |OA| = . 2l

A o 1X

Punkt B ma wspélrzedne (0, 3), stad |OB| = 3.
Obliczamy pole tréjkata AOB:

Cwiczenie 4
Oblicz pole tréjkata ograniczonego osiami uktadu wspotrzednych i wykresem
funkcji f.

a) f(z) =2z +4 c) f(z)
b) f(z) = -3z +2 d) f(z)

1.
5T 4

Sp —
517 5

Cwiczenie 4

Punkty przeciecia wykresu z osiami uktadu wspétrzednych oraz pole tréojkata:
a) (0,4), (—2,0); P=4

b) (0,2), (6,0); P =6

c) (0,—4), (-8,0); P =16

d) (0,-5), (3,0); P=17,5

Uczen:

— Wwyznacza miejsce zerowe
i okresla monotonicznos$é
funkcji liniowej danej wzorem,

— wyznacza wspoélrzedne
punktéw, w ktérych wykres
funkcji liniowej przecina osie
uktadu wspotrzednych, oraz
okresla, w ktérych éwiartkach
uktadu znajduje sie wykres,

— okresla monotonicznosé
funkcji liniowej w zalezno$ci
od parametru,

— rozpoznaje wielkosci wprost
i odwrotnie proporcjonalne.

Cwiczenie 1

y=ax+b

0=ax+b

ar=-b/:a#0
b

T —
a

Cwiczenie 2
a)
b)
c)
d

I
[VI[°Y)
I

—6

w

T
x
T

) x

Cwiczenie 3

a)a=01b#0

b)a=b=0

win

Multite4a

* Wykresy funkcii liniowych

* Monotonicznos¢ funkgji liniowej

® Punkty przeciecia wykresu
funkgiji liniowej z osiami uktadu
wspotrzednych

dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 5.2

G Generator

testow i sprawdzianoéw
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I 214 5. Funkcja liniowa

B Monotonicznos$¢ funkcji liniowej

Funkcja liniowa moze by¢ funkcja rosnaca, malejaca lub statla.

Przypomnijmy, ze funkcje f nazywamy rosnaca,
jesli dla dowolnych argumentow x, x5 spelniony
jest warunek: jesli x; < xo, to f(z1) < f(z2).

Jesli a > 0, to funkcja liniowa f(z) = ax+b
jest rosngca.

Dowod
Rozpatrzmy funkcje f(x) = ax + b, gdzie a > 0.

Niech x1, x5 beda dowolnymi argumentami ta-
kimi, ze x; < x5. Wowczas mamy:

<y [-a

Y L

1
xz

—— o 1 X

Na rysunku przedstawiono
wykres funkcji liniowej, kté-
rej wartosci rosng wraz ze
wzrostem argumentow.

Mnozymy obie strony nieréwnosci przez liczbe a > 0,

ar; < ars zatem nie zmieniamy jej zwrotu.

axr;+b<axry+b

Oznacza to, ze f(xy) < f(xp). Zatem f jest
funkcja rosnaca.

Funkcja f jest funkcja malejaca, jesli dla dowol-
nych argumentéw x1, x5 spelniony jest warunek:
jesli 1 < xo, to f(x1) > f(x2).

Jesli a < 0, to funkcja liniowa f(z) = ax+b
jest malejaca.

[0] Cwiczenie 5

Udowodnij powyzsze twierdzenie.

Funkcja f jest funkcja stala, jesli dla dowol-
nych argumentéw xz;, x, prawdziwa jest réw-

nosé: f(z1) = f(x2).

Jedli a = 0, to funkcja liniowa f(z) = ax +b
jest funkcja stala.

Jesli funkcja liniowa jest funkcja stata, to jej wy-
kresem jest prosta réwnoleglta do osi OX.

Cwiczenie 5

1
N
O] 1~_X

Na rysunku przedstawiono
wykres funkcji liniowej, kté-
rej wartosci maleja wraz ze
wzrostem argumentow.

Y

1
T

o] 1 X

Na rysunku przedstawiono
wykres funkcji liniowej, kté-
ra przyjmuje stale te sama
wartosé.

Niech z1, z2 beda dowolnymi argumentami takimi, ze 1 < x2.

Wowecezas:
z1<z2 [-a<0
ariy > arz
ar;1 +b>ars+b

Oznacza to, ze f(z1) > f(z2), czyli f jest funkcja malejaca.



Cwiczenie 6

Okresl monotoniczno$¢ funkceji f.

a) f(x)=5x—12 b) f(x) =8— 3z

¢) flz) =(3-2v2)x d) f(z) = -3

Cwiczenie 6
a) rosnaca
b) malejaca

c) rosnaca
Cwiczenie 7 d) stata
Dany jest wykres funkcji f(x) = ax + b. Podaj znaki wspélczynnikéw a i b. Gwiczenie 7
a) Y b) Y c) Yy a)a<0ib>0
b)a>0ib<0
Iy 1 f frig €)a<0ib<0
ol 1 X o) X 1 X

H Proporcjonalnos¢ prosta

Przypomnijmy, ze zaleznosé¢ migdzy dwiema dodatnimi wielkosciami z i y dang

wzorem y = ax, gdzie a > 0 jest stala, nazywamy proporcjonalnoscia prosta.
Wielko$ci z i y nazywamy wprost proporcjonalnymi, a liczbe a — wspotczyn-

nikiem proporcjonalnoSci.

Y
Przyktad 2 N/
Dtugosé boku kwadratu = i dlugosé¢ jego przekatnej y sa 4
wielkosciami wprost proporcjonalnymi: zachodzi réwnosé 1 /
y = \/2z. Zaleznoéé te przedstawiono na wykresie obok.

o] 1 X

Cwiczenie 8

Czy opisane wielkosci s odwrotnie proporcjonalne, czy wprost proporcjo-
nalne? Podaj wzor tej proporcjonalno$ci.

a) Dlugosé boku kwadratu i jego obwdd.
b) Dlugosci przyprostokatnych tréjkata prostokatnego o ustalonym polu P.

¢) Obwod i promien okregu.

d) Dltugosci przekatnych rombu o ustalonym polu P.

Cwiczenie 9

Cwiczenie 8

a) wprost proporcjonalne,

a= %Ob

b) odwrotnie proporcjonalne,
__ 2P

a= 3

¢) wprost proporcjonalne,

Ob = 27tr

d) odwrotnie proporcjonalne,

Wielkoéci = 1 y sa wprost proporcjonalne. Podaj wzér tej proporcjonalnosci,
a nastepnie przerysuj do zeszytu i uzupelnij ponizsza tabele. Naszkicuj wykres

tej proporcjonalnosci.

a) g 21 2 Pz 118 3 9 oz 28 7 14
y 21 3 6 y 212 2 y 12 5 10

Cwiczenie 9

Ay—3z by=2c )y=te

Y Y Y
/

1|/ 1 1

o1 X Of1 X 01 X

5.2. Whasnosci funkgciji liniowej



. a

Odpowiedzi do zadan

.a) LI, IV b) 1, II, III
¢) IL, ITL, IV d) I, III, TV
e) L II, IV f) III, IV

)

malejaca
b), c) rosnaca
. a) rosnaca dla m < 5,
stala dla m =5,
malejaca dla m > 5
b) rosnaca dla m > —1,
stata dla m = —%,
malejaca dla m < —%
c) rosnaca dla
m € (—oo; —1) U (1; 00),
stata dla m € {—1,1},
malejaca dla m € (—1;1)
. a) malejaca b) rosnaca
c) malejaca
.a)y= %x +4
b)y=—1z—-2
ca)y==2r-2,y=—2z+3,
y=32+3,y=-a-2
b)y=—-22-72,y=22-72,
y=—4r + 144, y = 3z + 144
.a)y=—xz+3
b)y=—-x—4luby=2—4
. Miejscem zerowym funkcji
y = ax — 3 jest liczba xo = %,
zatem pole tréjkata P = %.
Y
(0] Zo

X

-3

a) 6 = 5, stad a = —3

lub a = %, czyli szukana
prosta ma réwnanie:
y=—-3z—-3luby=32-3
b) y —%ac—?)luby = %ac—?)
c)y —@x—i’) lub

y=Y"x -3

Sl

5. Funkgja liniowa

Zadania

. Pole trojkata jest réwne: P = 2b|, gdzie (0,b) jest punktem Y

Przez ktore éwiartki uktadu wspoétrzednych przechodzi prosta:
a) y=—2z+1, e) y=(1—+2)x+3,
b) y =4z + 1, f) y=—-5b?

c) y=—8x—3,
d) y =12z —1,

Okre$l monotonicznos$é funkeji f(x) = mzx — 4, gdy:
a) m=+3-2, b) m =5 — 25, c) m=3— J=2T.
Okresl monotonicznoéé funkeji f w zaleznosci od parametru m.

a) flz)=0G-—m)z  b) flz)=0+5m)z ¢ f(z)=(m|-1z

Okresl monotoniczno$é funkeji, ktorej wykresem jest prosta przechodzaca
przez punkty:

a) (=37,-9) i (=9,-37), b) (3v2,7)1(2v3,5), «¢) (%,-8)i (2,-7).

Wyznacz wzor funkeji liniowej, jesli:
a) do jej wykresu nalezy punkt (0,4) i przyjmuje ona wartosci ujemne
tylko dla = < —6,

b) do jej wykresu nalezy punkt (0, —2) i przyjmuje ona wartosci nieujemne
tylko dla = < —4. y

Wyznacz réwnania prostych, w ktorych za-

=

wierajg sie:

a) boki przedstawionego obok czworokata, ol 1 X

b) boki czworokata o wierzchotkach:
A(—48,0), B(0,-72), C(36,0), D(0,144).

Wyznacz wzér funkeji liniowej, jesli tréjkat ograniczony jej wykresem
i osiami uktadu wspotrzednych jest réwnoramienny oraz:
a) funkcja ta przyjmuje wartosci ujemne tylko dla x > 3,

b) do wykresu tej funkeji nalezy punkt (0, —4).

Wyznacz wzér funkcji liniowej, ktorej wykres przecina o§ OY w punkcie
(0,—3) i wraz z osiami ukladu wspdlrzednych ogranicza tréjkat o polu
réwnym: a) 6, b) 101, c) 9v/2.

Wyznacz wzér funkeji liniowej, ktorej wykres przechodzi przez punkt (%, 0)
i wraz z osiami uktadu wspélrzednych ogranicza trojkat o polu réwnym:

a) 6, b) 41, ) 3v2.

przeciecia wykresu funkcji z osig OY . b
a) 2|b| =6, stad b= —8 lub b = 8.

Po podstawieniu wspétrzednych punktu (%, O) do wzorbéw

funkcji: y = ax — 8 i y = ax + 8 otrzymujemy: y = 1—3?33 —8

lub y = —1—£m 4 8.

b)y=—-4x+6luby=4z—6 —
c)y= —ST‘/im+4\/§luby: 87‘/5:5—4\/5




5.3. Réwnanie prostej na ptaszczyznie

Jesli znamy wspolrzedne dwoch punktéw nalezacych do prostej, mozemy wy-
znaczy¢ jej réwnanie. Dla prostej bedacej wykresem funkcji liniowej wyzna-
czamy réwnanie postaci y = ax + b.

Definicja

Réwnanie postaci y = ax + b nazywamy rownaniem kierunkowym prostej.

Przyktad 1 Y D _—
Wyznacz réwnanie prostej przechodzace]j _—

przez punkty C(—2,1) i D(4,3). c _—

Aby wyznaczyé wspotezynniki a, b réwnania =

y = ax + b, rozwiazujemy uklad rownan: o] 1 X

podstawiajac wspotrzedne punktéw

1=a- (_2) 4+ p Rownania ukladu otrzymujemy,
3=a-4+0b C'i D do réwnania y = ax + b.

Powyzszy uklad spelniony jest przez pare liczb a = 3, b = 2.

Zatem réwnanie prostej ma postac¢ y = tx + 2.
Cwiczenie 1
Wyznacz rownanie prostej przechodzacej przez punkty C'i D.

a) C(~1,-5), D(3,3)  b) C(=2,4), D(8,~1)  ¢) C(~3,-3), D(6,3)

Cwiczenie 2
Sprawdz, czy punkty A, B, C sa wspdlliniowe.
a) A(0,1), B(6,2), C(12,3) c) A(-2,6), B(2,-2), C(5,—7)
Przyktad 2
Wyznacz rownanie prostej przechodzacej przez Y B
punkty C(3,2) 1 D(3,-1). ) e
Do szukanej prostej naleza wszystkie punkty

. . . . . ., o 1 X
o pierwszej wspolrzednej réwnej 3. Jej rowna- D
nie ma postaé¢ x = 3.

Zwrdé uwage na to, ze prosta réwnolegla do osi OY nie jest wykresem funkcji
(dlaczego?), a jej rébwnania nie mozna zapisa¢ w postaci kierunkowej.

Cwiczenie 2

a) Prosta AB: y = 2z +1

Podstawiamy wspolrzedne punktu C' do réwnania prostej AB:

é -12 4+ 1 = 3, czyli punkty A, B i C sa wspoéiliniowe.

b) Prosta AB:y = —1z+7

—1.(=2) + 7 =38, czyli punkty A, B i C sa wsp6lliniowe.

c) Prosta AB: y = —2z + 2

—2-5+42=—8=# —T7, czyli punkty A, B i C nie sg wspétliniowe.
d) Prosta AB: y =5

5 # 24/6, czyli punkty A, B i C nie sa wsp6liniowe.

Uczen:

— podaje rownanie kierunkowe
i ogblne prostej,

— zamienia réwnanie ogélne
prostej, ktéra nie jest
réownolegta do osi OY,
na réwnanie w postaci
kierunkowej (i odwrotnie),

— wyznacza réwnanie prostej
przechodzacej przez dwa
dane punkty,

— rysuje prosta opisana
rownaniem ogdlnym,

— wyznacza wartosci para-
metréw, dla ktoérych prosta
spelnia okreslone warunki,

— wyznacza wartosci para-
metréw, dla ktérych proste
dane réwnaniem w postaci
ogblnej sa rownolegle.

wiczenie 1

2r — 3
1

%x -1

¢
a) y
b) y
)y

Komentarz

Warto zwrécié uwage uczniéow
na przyktad 2 i powréci¢ do
definicji funkcji, aby ulatwic
im odpowiedZ na pytanie:
»,Dlaczego prosta réwnolegta
do osi OY nie jest wykresem
funkcji?”.

MultiteZa

* Wykresy funkciji liniowych
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Cwiczenie 3
a) x = —3, nie jest
b) y = —3, jest

c) x = 8, nie jest

Cwiczenie 4
a) y=sx+2
Y
1
o] 1 X
b)y=—-2z+3
Y
1
o 1 X
_ 2
c)y=3z+4
Y
1
Ol 1Xx

5. Funkgja liniowa

Uwaga. Réwnanie prostej y = b (réwnoleglej do osi y=b Y

OX) jest rébwnaniem w postaci kierunkowej. Dla tej b
prostej wspélczynnik a = 0. @) X
Cwiczenie 3

Wyznacz réwnanie prostej przechodzacej przez punkty C' i D. Czy ta prosta
jest wykresem funkcji liniowej?

a) C(—3,4), D(-3,6) b) C(-5,-3), D(7,-3) c) C(8,-2), D(8,6)

Przyktad 3

Naszkicuj prosta dana za pomoca réwna- Y

nia z + 3y — 3 =0. r3y, 5
\

Roéwnanie przeksztatcamy do postaci kie-
runkowej y = —z + 1 i nastepnie szkicu-
jemy prosta.

X
\

Definicja
Réwnanie Az + By+C = 0, gdzie A # 0 lub B # 0, nazywamy réwnaniem
og6lnym prostej.

Roéwnanie kazdej prostej na plaszczyznie (réwniez prostej réwnoleglej do
osi OY') mozna zapisa¢ w postaci Az + By + C = 0.

Cwiczenie 4
Naszkicuj prostg dang réwnaniem ogélnym.
a) —x+2y—4=0 b) 6z +3y—9=0 ¢) tx—3y+2=0

Jedna prosta moze mie¢ wiele rownan ogélnych. Na przyktad kazde z poniz-
szych réwnan opisuje te sama prosta.

I 20+y—4=0 II. 42+ 2y — 8 =10 L z+1y—2=0
Zauwaz, ze po przeksztatceniu do postaci kierunkowej w kazdym z powyzszych
przyktadéw otrzymujemy réwnanie y = —2x + 4.
Cwiczenie 5
Ktoére z ponizszych réwnan opisuja te sama prosta?

. _3 _ . _ .9 _
I: —qr+y—1=0 n: 9z —12y+12 =20 p:3x—4y+4=0
m: —3x+4y+4=0 0: 6x —8y+12=10 r: =3r4+2y—2=0
Cwiczenie 5

Réwnania: [,n, p,r opisuja prosta y = %m + 1.



Zadania

Odpowiedzi do zadan

1. Réwnanie prostej przedstawionej na rysunku zapisz w postaci kierunkowej l.a)y=1z—1,z-3y—3=0,
oraz w postaci ogdlnej. Czy punkt A(—10,—5) lub punkt B (-3, &) nalezy nie naleza
1 2
do tej prostej? b)ly=—1z2 — 2%,
4z + 3y +8 =0,
a) b) c) nie naleza
Y e Y 5 .
1 C) Yy = ZIL’ + 25,
A 3z —4y + 10 =0,
. -2 ol 1 ' X ® A nalezy, B nie nalezy
x /
o 1— X .
— T 1
4
-2 0| 1 2X
2. Naszkicuj prosta o podanym réwnaniu. Wyznacz wspolrzedne punktow, 2. a) (0,2), (—1,0)
w ktérych przecina ona osie uktadu wspétrzednych. b) (0,1), (3,0)
4
a) 2r—y+2=0 ) —Sx+ly—2=0 e —4(y—1iz)=16 (ci)) Eg’4)é)(_(g’g;
_ 1 3 1_ 1 _ " \g9
b) 10z +5y —5=0 d) o —3y—-2:=0 f) 2(1-1y)—4z=0 ¢) (0,—4), (16,0)
: o, . . - f) (0,3), (5,0)
3. Zapisz w postaci ogélnej réwnania prostych, w ktérych sa zawarte boki 2
réwnolegtoboku ABCD.
a) b) c)
Y p Y Y C
D C —
] 1 c N n
/ 1 / X 17 X L D
ol 1 X A 1 X 1 X
A B A
B
4. Dla jakiej wartosci parametru m prosta o podanym réwnaniu jest réwno- 4. y=—32—1
legta do prostej 4o + 3y + 7 =07 a)m=28
— 7
a) mx+6y—1=0 ¢c) (m—3)r—3y=0 e z+my+9=0 b)m__f
. _ m .. 3 _ 1 , _ C) i = 6
b) 2m+1)r—-—y=0 d) Fz—3y+3=0 f) 32 —-2my=0 ) m=—6
@ 5. Uzasadnij podane ponizej twierdzenie. e) m=}
f) m=—4

Jesli rownania ogdlne A,z + Biy+ C, = 01 Ayx+ Byy + Cy = 0 opisuja
. 2.0 A B C
te sama prosta oraz Ay, By i Cy sa rézne od zera, to A—; = B—; = C—;
8.a) AB: y+1=0,DC: y—2=0, AD: 3z —y+5=0, BC: 3z —y—10=0
b) AB: ©+2y+2=0,BC: t—2=0,CD: z+2y—4=0,AD: z+2=0
c) AB: z—3y—2=0,BC: z+y—6=0,CD: z—3y+6=0, AD: z+y+2=0

5. Przeksztatcamy réwnania ogdlne do postaci kierunkowej:

—_ A1, O —_A2, O
Yy=—5FT— 5 orazy = —FEr —
Réwnania opisuja te sama prosta, zatem:
_AL Ay O e ]
5 = — 5 oraz —g- = — 52

A _ By By
A — By OI‘.‘:].ZB2

a1
2 C2

i j A _B _G
Ostatecznie otrzymujemy 7L = L = &L

5.3. Réwnanie prostej na ptaszczyznie



6.a) m=—2 6. Podstawy trapezu sg zawarte w prostych [; i l,. Korzystajac z informacji
b) m = -3 lubm =3 podanej w ramce, wyznacz wartosci parametru m.
7. a) Roéwnanie prostej AB: a) Iy : —6x +4y+3=0,
y=—2x—4 . A Proste A1x + Byy + C1 = 0 oraz
Wyznaczamy pierwszg wspol- lpimz +(m+1)y—4=0 Asx + By + Co = 0 sg réwnole-
rzedng punktu przeciecia pro- b)l;:92+8y+1=0, gle & A1 By = AsB;.

10.

11.

12.

stej AB z prosta y = 2z + m:
20+m = —2x—14
xr = —im —1 7
Musi zachodzié¢ warunek:

ly:—m*z+(1-—mH)y+4=0

Dla jakich wartosci parametru m prosta 2x —y+m = 0 ma punkt wspdlny
z odcinkiem AB, jesli:

z € (—2;0) Y /
czyli: a) A(_270)7 B(07_4)7 b) A(07 2)7 B(672)? /
2<dm-1<0 o - /
Zatem m € (—4; 4). 8. Ile punktow wspolnych, w zaleznoéci od pa- 1 T

1 ——

rametru m, ma prosta mz —y = 0 z bokami -

\
i

b) Réwnanie prostej AB:
y=2
Wyznaczamy pierwsza wspot-
rzedna punktu przecigcia pro-
stej AB z prosta y = 2x + m:
20+ m =2
r=1-— %m

Musi zachodzié warunek:

0l 1

narysowanego obok prostokata?

@ 9. Uzasadnij, ze je$li @ # 01 b # 0, to réwnanie prostej y = ax + b mozna
zapisa¢ w postaci:

x y
T t;=1

. z € (0;6) Czy wiesz, ze... %
Cayli: L Réwnanie prostej przecinajacej o OX w punk-
0<1-5m<6 . . . .
Zatem m € (—10; 2). cie (p,0), gdzie p # 0, 1 0§ OY w punkcie (0, q),
. . . Ny 7
\ Zanwnamy, 76 azi= 2, czyli gdzie q # 0, moznaxzapzsac \1>v postaci: f
a = _|_ o
y=1+b P p O 1 X
Przeksztatcamy powyzsze Jest to réwnanie odcinkowe prostej.
réwnanie:
—T+y=0b/:b , , . :
Ly 10. Wyznacz punkty, w ktérych prosta o danym réwnaniu odcinkowym prze-
R ! cina osie uktadu wspotrzednych. Narysuj te prosta w uktadzie wspotrzed-
a) (8,0), (0,6), y = -2z +6 nych i podaj jej rownanie kierunkowe.
_ — 3y LY oY LY
b) (5,0), (0,-3), y = 2z -3 a) o +¢=1 b) =+ 5 =1 ) 7+ =1
C) (_170)7 (O,4),y:4I+4 . . .
i 11. Dane jest rownanie prostej w postaci odcinkowej. Zapisz to rownanie w po-
Al = =g, el e staci y = ax + b i okre$l monotonicznosé funkceji, ktorej wykresem jest ta
b) y = sz + 2, rosnaca .
2 ) prosta.
c) y = 7 — 2, rosnaca
Jy=1 2 a) L4l=1 b) L4 Y—1 ¢ L4t
B 5+E=1 - -
b) £+ L =1 12. Wyznacz réwnanie odcinkowe prostej:
C)H;'-i-%:l a)y:21'+67 b)y:%x—zl, C)y:_%l"f'i

8. Prosta y = ma przechodzi przez punkt (2,4) dla m = 2 (y = 2z), a przez punkt
(7,1) dlam = % (y = Lz). Zatem ta prosta ma:
— 0 punktéow wspélnych dla m € (—oo; %) U (2; 00),
— 1 punkt wspélny dla m € {1,2},
— 2 punkty wspdélne dla m € (%, 2).

5. Funkgja liniowa



5.4. Wspotczynnik kierunkowy prostej oaet:

— oblicza wspoétczynnik
) ) kierunkowy prostej, majac
Twierdzenie dane wspélrzedne dwoch
punktéw nalezacych do
tej prostej,
— szkicuje prosta, wykorzy-
a=4¥2"Y1 stujac interpretacje wspot-
T2 — %1 czynnika kierunkowego,

Wspolczynnik kierunkowy prostej y = ax + b przechodzacej przez punkty
(x1,91) 1 (w2, y2), gdzie x; # x4, dany jest wzorem:

— odczytuje warto$¢ wspot-
Dowdd czynnika kierunkowego, majac
Podstawiamy wspolrzedne punktéw (z1,y1) i (22, y2) Y dany wykres; w przypadku
do réwnania prostej i zapisujemy uklad réwnan: wykresu zaleznosci drogi od

Y2 1 czasu w ruchu jednostajnym
Y1 =ar; +b podaje wartosé predkosci,
Y2 = axy +b — wyprowadza réwnanie prostej

Y1 1
o danym wspoétczynniku

kierunkowym przechodzacej
przez dany punkt.

Odejmujemy réwnania stronami i otrzymujemy:
Y2 — Y1 = arz —ar

czyli yo — y1 = a(za — x1), skad:

o= Y2y Uwaga: o Z1 T2 X
To—X1 T1 # To.
Przyktad 1
Oblicz wspélezynnik kierunkowy prostej przechodzace]j przez punkty A(—2, 3)
i B(4,6).
Mamy (z1,y1) = (—2,3) oraz (x2,y2) = (4,6).
Zatem wspoélczynnik kierunkowy prostej y = ax + b przechodzacej przez
punkty A i B jest réwny:
g Y2y _ 63 3 1
T omo—m1 4—(-2) 6 2
Cwiczenie 1 Cwiczenie 1
Oblicz wspotezynnik kierunkowy prostej, do ktérej naleza punkty A i B. a)a=11=2
a) A(3,7), B(9,12) b) A(3,5), B(—7,-5) ¢) A(12,-2), B(6,8) bla==25=1
¢) a=gi5=—3
Cwiczenie 2 Cwiczenie 2
Czy prosta przechodzaca przez punkty P(4,8) i Q(—2,—1) jest réwnolegta do apq =32
prostej przechodzacej przez punkty R i S7 a) ars = 3, jest
a) R(0,6),5(-4,0)  b) R(~2,4), S(L,7) ¢) R(5,~3),5(8,2) ~ D)ans =1 micjest

c) ars = %, jest
[] Cwiczenie 3
Uzasadnij, ze czworokat ABC' D o wierzcholtkach A(—3, —5), B(6,—-2), C'(4,2)
oraz D(—5, —1) jest réwnoleglobokiem.

Cwiczenie 3 .

aAB = % =acp, GBC = —2 =apa Mu‘tlk.’/éa

Proste AB, CD oraz BC, DA s3 parami réwnolegte, * Wykresy funkgji liniowych
zatem czworokat ABCD jest réwnolegtobokiem. * Wyznaczanie wspdlczynnika

kierunkowego prostej

® Proste rownolegte i proste
prostopadte w uktadzie
wspotrzednych

dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 5.4
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Komentarz

Warto uswiadomi¢ uczniom, ze

M Interpretacja wspoétczynnika kierunkowego

wykres funkcji liniowe] tatwiej Wspélezynnik kierunkowy prostej Y
Jest narysowac, kiedy rozumie pozwala okredli¢, jak bardzo jest
sig, co oznacza wspotczynnik " " N Klad dl
kierunkowy. Wystarczy wtedy On% »Stroma. Na przy E'l a pro- ”
znaé wspoélrzedne jednego stej y = 2x + 1 wzrostowi argumen- /;\
punktu nalezacego do wykresu tu o jedna jednostke odpowiada S -
0 ¢ s A
(np. punktu przecigcia z osia wzrost wartosci funkcji o dwie jed- IS liae: g
=
0Y). nostki, a dla prostej y=iz+1 -
wzrostowi argumentu o trzy jednost- L
Criczenien ki odpowiada wzrost wartosci funkcji .
a) % o jedng jednostke. /@ ] X
Cwiczenie 4
Wykonaj rysunek przedstawiajacy interpretacje wspotczynnika kierunkowego
. podanej proste;j.
[ a) y=3x+2 b) y =3z +2 ) y=—-2x+2 d)y=—32+2
(0] X
b) Y Cwiczenie 5
Wykonaj rysunek przedstawiajacy interpretacje wspotczynnika kierunkowego
podanej prostej.
1 a) y=2r—3 b)y=3z—3 ¢)y=—3x—3 d)y=-2zx-3
o X Przyktad 2
c) Y Wyznacz réwnanie prostej przechodzacej przez punkty P(3,—7) i Q(—2,3).
Obliczamy wspotczynnik kierunkowy prostej y = azx + b:
_3-(7n _10 _ _
1 “= 33 TS5 T 2
0 5% Nastepnie do rownania y = —2x+b podstawiamy wspélrzedne jednego z punk-
tow: P lub Q.
d) % Dla punktu P(3,—7) otrzymujemy:
- —7=-2-3+D,stad b=—-1.
" Réwnanie prostej ma zatem postaé y = —2x — 1.
B —
0 X Cwiczenie 6
Cwiczenicl6 Wyznacz rownanie prostej przechodzacej przez punkty P i Q.
a) Y= —%:l?-l— 7 a) P(4’5)7 Q(_479) b) P(4a _13)7 Q(2a _7) C) P(3a3)a Q(lv %)
b)y=-3z—-1
c)y= %x 4+ 2
Cwiczenie 5
a) Y b) Y c) Y d) Y
1 / 1 1 \ 1
ol 1 X O| 1 X ol 1 X T~ Ol 1 X
_— =
_— ~
— ~
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Zadania

Odczytaj z rysunku wspoélrzedne wierzchol- Y C

kow trojkata ABC. Podaj wspélezynniki kie-

runkowe prostych zawierajacych boki tego

tréjkata. 1

A T ol 1/ X
T~

Oblicz wspoélczynniki kierunkowe prostych,
w ktorych sg zawarte boki czworokata ABC'D, B
gdzie: A(—4,-2), B(2,1), C(0,3), D(—5,4).

Oblicz wspotezynnik kierunkowy i wyznacz rownanie prostej przechodzacej
przez punkty P i Q.
a) P(3,4), Q(7,6)

b) P(—2,7), Q(2,-1)

C) P(%vl)vQ(%a_l) e) P(_Qa_6)7 Q(87_6)
d) P(3.3). Q2. 1) P(V3.4), Q(3V5.10)
Oblicz wspotezynniki kierunkowe i wyznacz réwnania prostych zawieraja-

cych boki czworokata ABC'D. Uzasadnij, ze czworokat ten jest réwnole-
globokiem.

a) b)
Y C D Y
L o
D _—1 T~C
1 1
O+ B X Of 1 X
— A |~
A T
B

Oblicz wspotezynniki kierunkowe prostych, w ktérych zawieraja sie boki
czworokata PQRS. Uzasadnij, ze czworokat ten jest trapezem.

a) P(0,-5), Q(9,1), R(6,11), S(—6,3)

b) P(-8,5), Q(—6,-2), R(4,—6), S(7,—1)

Dane sa punkty A, B, C'i D. Wyznacz warto$¢ parametru m, wiedzac, ze
proste AB i C'D sg réwnolegle.

a) A(-1,-3), B(9,2), C(5,4), D(1,m)

b) A(9,m), B(4,—m), C(9,2), D(3,6)

Dane sg punkty K(—4,5), L(4,—1), M(0,8), N(m, +m). Wyznacz wartos¢
parametru m, dla ktérego proste KL i M N sg réwnolegte.

Odpowiedzi do zadan

1. Wspélczynniki kierunkowe
prostych: AB: —%, BC': 3,
AC: %

2. Wspblczynniki kierunkowe
prostych: AB: %, BC: —1,
CD: —%, AD:—6

b)y=—-2x+3
c)y=—-12z+5
d) y =2z — 32
e)y=-—

f)y=v3z+1

4.2) AB:y =2z - &,
AD: y =2z + 6,
BC: y =2z — 6,
CD: y= %a: 4F %
AB || CD oraz AD || BC,
zatem czworokat ABCD
jest réwnoleglobokiem.
b) AB:y = -2z — 12,
AD: y= —gm — 2%,
BC: y = —gﬂc +7,
CD: y= —%x < 2%
AB || CD oraz AD || BC,
zatem czworokat ABCD
jest réwnoleglobokiem.
5.a) PQiRS: 2, QR: -1,
PS: —%
PQ || RS, zatem czworokat
PQRS jest trapezem.
b) PQ: -1, RS: g
QR i PS: —%
QR || PS, zatem czworokat
PQRS jest trapezem.

6. a) aap = 3 = 22 =acp
m =2
b) aap =3 =2 =acp
m=—t
3 1m-8
7.axkL = 7 =4+ — =aun
m =8

5.4. Wspdtczynnik kierunkowy prostej



10.

asc = 5 , GBD = 2 8
—3-m2 _

6m =2
m=—3lubm=3

. Punkt (z1,y1) nalezy do pro- @ 9.

stej y = ax + b, zatem:
y1=ar1+b
czyli:
b= Y1 — ary
Podstawiamy b do réwnania

prostej i otrzymujemy: 10.

Yy =axr—+ 1y — axri
y—y =alz—=z1)
a)y—1=2(z—2)
b) y+5="7(z+3)
) y+9=-I(z-2)

Dy-vi=vi@+y O

12.

11.

12.

5. Funkgja liniowa

Dany jest czworokat o wierzchotkach A(—2,4), B(—3,-2), C(4,1 — m?)
i D(0,4). Wyznacz warto$é¢ parametru m, wiedzac, ze wspolczynniki kie-
runkowe prostych, w ktérych zawieraja si¢ przekatne czworokata ABCD,
sa liczbami przeciwnymi.

Udowodnij ponizsze twierdzenie.

Roéwnanie prostej o wspotczynniku kierunkowym a przechodzacej przez
punkt (1, ;) mozna zapisa¢ w postaci y — y; = a(x — x1).

Zapisz w postaci y — y; = a(x — x;) réwnanie prostej réwnoleglej do pro-
stej [ 1 przechodzacej przez punkt P.

a) l: y=2z+8, P(2,1) ¢) l: y=—Ir+8, P(2,-9)

b)l: y=Tx—1 P(-3,-5) d) 1 y=+v22 -7, P(—1,V2)
Uzasadnij, ze jesli prosta nie jest réwnolegla do osi OY, to jej réwnanie
mozna zapisa¢ w postaci:

Yy=y1 __ Y2—vy1

T—xT] To—x1

gdzie (z1,y1) 1 (%2, y2) sa réznymi punktami nalezacymi do tej prostej.

Przeczytaj podang w ramce informacje.

Na wykresie przedstawiono, jak zmie- droga [kni] C/(5,:420)
niata si¢ droga podczas pieciogodzinnej 420
jazdy samochodem. Punkty A1 B wy- 360
kresu odpowiadaja poczatkowi i kon-

.. 300
cowi jazdy autostrada. Aby obliczyé, B(3,300)
z jaka predkoécia jechal wtedy samo- 240
chod, korzystamy ze wzoru v = $: 180

300 — 60
= = =120 [km/h] 120

Zwrdé uwage na to, ze predkosé v jest 60 A(160)
rowna wspoltczynnikowi kierunkowemu s [h]
prostej AB. O 1 2 3 4 5

a) Oblicz wspélezynniki kierunkowe prostych OA i BC. Z jaka $rednia
predkoscia jechal samochéd w ciggu pierwszej godziny jazdy, a z jaka
w ciggu dwoch ostatnich godzin?

b) Oblicz wspdlezynnik kierunkowy prostej OC' i podaj jego interpretacje.

Wspélezynnik kierunkowy prostej przechodzacej przez dwa rézne punkty (x1,y1),

(z2,y2) wyraza si¢ wzorem:
a = ¥2-u1
To—T1

Na podstawie twierdzenia z zadania 9. prosta mozemy zapisa¢ w postaci:
y—y =a(z—mz)
czyli a = 4 dla @ # 1.

Y-y1 _ Y2-u1
x 1 T2—L1

a) apa = % = 60 [km/h]

apc = 4= = 60 [km/h]

b) aoc = % = 84 [km/h]

Srednia predkos$é samochodu podczas catej trasy wynosita 84 km /h.

Zatem (przy czym punkt (z1, y1) nie spelnia tego réwnania).



Nachylenie trasy

Wspolczynnik kierunkowy prostej mowi nam o jej stromosci,
czyli o jej nachyleniu do poziomu.

Nachylenie trasy

Nachylenie trasy czesto podaje si¢ w procentach.
Wyraza sie je wzorem:

n:%-100% -

d

Nachylenie réwne 100% odpowiada katowi 45°, a nachylenie 10% — katowi okotfo 6°.

Kat a 5° 10° 15° 20° 30° 45°

Nachylenie @ ok. 9% ok. 18% ok. 27% ok. 36% ok. 58% 100%

Skocznia narciarska

Najwieksza skocznia narciarska na swiecie znajduje sie w Vikersund
w Norwegii. Ma ponad pét kilometra dtugosci: od najwyzszej belki
startowej do konca odjazdu jest okoto 570 metrow. Maksymalne
nachylenie zeskoku to 38°.

El Wyszukaj informacje dotyczace nachylenia
poszczegdlnych czesci skoczni narciarskiej:
rozbiegu, progu, grzbietu skoczni i zeskoku.

zeskok

Nachylenie trasy



Uczen:

— podaje warunek prostopa-
dlosci prostych o danych
réwnaniach kierunkowych,

— wyznacza réwnanie prostej
prostopadtej do danej prostej
i przechodzacej przez dany
punkt,

— uzasadnia warunek prosto-
padtosci prostych o danych
réwnaniach kierunkowych,

— rozpoznaje wzajemne
potozenie prostych na
plaszczyznie na podstawie
ich réwnan,

— bada, czy proste dane rowna-
niem w postaci ogolnej
sg prostopadle, wyznacza
warto$ci parametréw, dla
ktoérych takie proste sa
prostopadte.

Cwiczenie 1

a) Punkt A(1,3) nalezy do pro-

stej y = 3z, a punkt B(3,—1) do

prostej y = —%ac. Niech P(1,0)

i Q(3,0). Trojkaty prostokatne

OPA i BQO majg przyprosto-

katne tej samej dtugosci, sa wiec

przystajace.
Y
4/v= 3x
o\ |P Q
o 4 X
Y~
3T B ~_
/ —

Przyjmijmy, ze JAOP = a,
woéwcezas w trojkacie BQO:
JOBQ = «

JBOQ =90° —

Stad otrzymujemy:

JAOB = JAOP+ 4BOQ =
=a+90° —a=90°

Zatem proste y =3z iy = —

sa prostopadle.

1

ELL'

Multitefa

® Proste rownolegte i proste
prostopadte w uktadzie
wspotrzednych

dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 5.5

(> Generator

testow i sprawdzianow

5. Funkgja liniowa

5.5. Warunek prostopadtosci prostych

Przyktad 1

Wykaz, ze proste y =2x iy = —%:c sa prostopadte.

Punkt A(1,2) nalezy do prostej y = 2z, a punkt Y y = 2z
B(2,-1) do prostej y = —ix (rysunek obok).

Tréjkaty prostokatne OPA i1 BQO maja przypro- A
stokatne takiej samej dlugosci, sa wiec przysta-

jace. 1

Przyjmijmy, ze SAOP = «, wéwezas w tréjkacie AT
BQO: 4OBQ = « oraz $BOQ = 90° — «. Stad 1 X
otrzymujemy: 2 5 B
JAOB =4 AOP+ 4BOQ = o+ 90° — a = 90° s
Zatem proste y =2z iy = —%x sg prostopadte.

[0] Cwiczenie 1
Udowodnij, stosujac metode pokazana w przyktadzie, ze proste sa prostopadte.

a)y=3z i y=—3z b)y=3ziy=—3z c)yzﬂxiyz—‘@x

Twierdzenie

Proste y = a1z + by (a1 # 0) i y = azx + by sa prostopadle wtedy i tylko

wtedy, gdy a; = — (czyli a; - a; = —1).

Przyktad 2
Sprawdz, czy proste przedstawione na rysunkach I i IT sg prostopadle.

I
I. Wspdlcezynniki kierunkowe y l I v

prostych k i [ sa odpowiednio
- _3

rowne: a; = —2 i ay = 12

—2

8

ENENIES

ay - a; = —1, wiec proste k il m
sa prostopadte.

I1. Wspélezynniki kierunkowe

o
—

prostych m i n sa odpowiednio
réwne: a; = 1% iay =—2. O|/ 1 X o] 1

4

ay -ay # —1, wiec proste min
nie sa prostopadte.

liy=13x—+1

b) Punkt A(4,3) nalezy do prostej y = %m, a punkt Y
B(3,—4) do prostej y = —3. Tréjkaty prostokatne
OPA i BQO maja przyprostokatne takiej samej dlu-
gosci, sa wiec przystajace. 4
Przyjmijmy, ze JAOP = «, woéwczas w trdjkacie
BQO: 4 Q
JOBQ = o oraz JBOQ = 90° — « 1 P X

Stad otrzymujemy:
JAOB = 4JAOP+ 4BOQ = o +90° — o = 90° e

Zatem proste y = %x iy= —%a: sg prostopadte. \

N\

=




Cwiczenie 2

Sprawdz, czy proste przedstawione na rysunku sa prostopadte.

a) Y b) Y c) \ Y >
\& +0\%L Y= 1,$ 1 y{3$+z
1 e
ol/1 —X 9] X _— \
iy y=3r=2 31 L *
:35—5/ - :—Szfﬂ—l\

Przyktad 3
Oblicz wspotczynnik kierunkowy prostej k, jesli jest ona prostopadta do pro-
stej y = 3o — 4.

Oznaczmy przez a; wspotczynnik kierunkowy prostej k. Wowcezas:
~1 8

=3 =3
g 3

Cwiczenie 3
Oblicz wspoétczynnik kierunkowy prostej prostopadlej do podanej proste;j.

a) y=u+4 b)y =9z c)y=-237-3 d)y=2e—1

[0] Cwiczenie 4
Uzasadnij, ze jesli proste y = a1z i y = ayx sa prostopadle, to dla dowolnych

wspolczynnikéw by, by prostopadtle sg réwniez proste y = a1 x+b, iy = asx+0b,.

Przyktad 4 Y
Prosta k ma réwnanie y = %x + 2. Wyznacz P

rownanie prostej [ prostopadlej do prostej k
i przechodzacej przez punkt P(—3,4).

Roéwnanie prostej | ma postaé y = —%x + b
(poniewaz [ L k). Podstawiamy do réwnania
wspdélrzedne punktu P(—3,4) i otrzymujemy
4=—-3.(=3)+0b, stad b= —1.

Prosta [ ma zatem rownanie y = —

-

N

r— 1.
Cwiczenie 5

Wyznacz réwnanie prostej prostopadlej do podanej prostej i przechodzacej
przez punkt P.
a)y=—-3z+2, P(0,-1)

b) y = —0,1z, P(1,9) c)y=3x+9, P(3,2)

7

Cwiczenie 1 Y
¢) Punkt A(1,+/2) nalezy do prostej y = 2z,
apunkt B(v/2, —1) do prostej y = —gx. Tréjkaty
prostokatne OPA i BQO majg przyprostokatne @@ A
takiej samej dtugosci, sa wiec przystajace. 1
Przyjmijmy, ze JAOP = a, woéwczas w trojkacie ‘\{/
BQO:
JOBQ = «a oraz 4BOQ = 90° — « o Q
Stad otrzymujemy: P X
JAOB = JAOP+ 4BOQ = a+ 90° — a = 90° SN
Zatem proste y = v/2xiy = —gx sg prostopadte. h ﬁ"& e

Cwiczenie 2

a) a1 =—3, a2 =12,
al-agz—%-g—oz—lfproste
sa prostopadte

b)ar=—2, a3 =2,

a-as = —% % = —1 — proste sa
prostopadte

c) a1:%,a2=—%,
al-azzé-(—%):—% .

proste nie sa prostopadile

Cwiczenie 3
a) =5 b) —1 ¢) 2 d) —-3v2

Cwiczenie 4

Prostopadtos¢ prostych uzalez-
niona jest od wspdtczynnikéw
kierunkowych. Z prostopadtosci
prostych y = a1z iy = asx wyni-
ka, ze a1 -a2 = —1, zatem dla do-
wolnych wspotezynnikéw b1, b
proste y = a1x+b1 iy = azx+b2
sa prostopadte.

Cwiczenie 5
a)y=1zr-1
b) y =10z — 1

)y=—-Iz+9

5.5. Warunek prostopadtosci prostych



Cwiczenie 6
a)y=3z+3
1)) 9 = = =
y=-3x-3

Cwiczenie 7
a) =26
b)y=-5
c) y=-5

Odpowiedzi do zadan

1l.a)y=1z-3
b)y=—-3z+7
)y=32z+1
d)y:—%x

5. Funkgja liniowa

Przyktad 5
Miejscem zerowym funkcji liniowej jest liczba 3, a jej wykresem jest prosta [
prostopadta do prostej 4z + 3y — 7 = 0. Wyznacz réwnanie prostej (.

Rownanie 4x + 3y — 7 = 0 przeksztalcamy do postaci kierunkowej:
y=-32+3

Stad réwnanie prostej [ ma postaé y = %x + b. Podstawiamy wspotrzedne

punktu (3,0) i otrzymujemy 0 = 2 -3+ b, czyli b= —1.

Réwnanie prostej [ ma zatem postaé¢ y = 3 — 3.

Cwiczenie 6
Miejscem zerowym funkcji liniowej jest liczba —2. Wyznacz réwnanie prostej
bedacej wykresem tej funkcji i jednoczes$nie prostopadlej do podanej proste;j.

a) 3z +2y+6=0 b) 2z —2y—5=0 ¢) —3x4+2y+3=0

Przyktad 6 Y y=3
Wyznacz réwnanie prostej prostopadlej do prostej
y = 3 1 przechodzacej przez punkt P(—2,1).

s
R

Powyzsze warunki spelnia prosta r = —2.

Cwiczenie 7

Wyznacz réwnanie prostej przechodzacej przez punkt P (6, —5) i prostopadlej
do proste;j:

a) y = —3, b) z = -3, c) = —2v3.

Zadania

1. Wyznacz réwnanie prostej prostopadlej do prostej [ i przechodzace]j przez
punkt P.

a) by =-3z+1, P(3,-2)
b) liy =2z —3, P(4,1)

¢) ly=—3x+11, P(—4,-2)
d) l:y =342 — 3, P(14,-4)

2. Wyznacz réwnania prostych: AB, AC i BC. Czy tréjkat ABC jest pro-
stokatny?
a) A(1,5), B(4,2), C(7,5) c) A(=7,-2), B(8,-2), C(-2,3)
b) A(-2,—1), B(0,-3), C(4,5) d) A(43,6), B(-2,—-3), C(43,-1)

3. Punkty: A, B, C i D sa kolejnymi wierzchotkami rombu. Wyznacz rowna-
nia prostych, w ktérych sa zawarte przekatne tego rombu.

a) A(-2,-6), B(5,-3), C(8,4) b) A(-1,-2), B(6,—1), D(—6,3)

2. a) AB:y=—x+6, BC:y=12—2, AC:y =5, jest
b) AB:y=—x—3, BC:y =2z — 3, AC:y = x + 1, jest
¢) AB:y=—2, BC:y = -1z +2, AC:y =z + 5, nie jest
d) AB:y=a2+ 3, BC:y=—1, AC:z =43, jest

3.a) AC:y=xz—4,BD:y=—x+2
b) AC:y=3z+1, BD:y=—3z+1



D] 4.

10.

8.

Uzasadnij, ze przedstawiony na rysunku czworokat ABC'D jest trapezem.
Czy jest to trapez prostokatny?

a) v

D(-3,2)
i

o +— X

C(5,5) b) Y

A(=5,-3)

Uzasadnij, ze czworokat PQRS jest prostokatem.
a) P(_570)7 Q(_17_6)7 R(870)7 5(476)
b) P(78a72)7 Q(6778)7 R(9771)7 5(7575)

Punkty A(0,0) i C(2,8) sa wierzchotkami prostokata ABC D, ktérego prze-
katna BD jest zawarta w prostej y = —ix + 4%. Uzasadnij, ze prostokat
ten jest kwadratem. Oblicz jego obwdd i pole.

a) Dany jest trojkat prostokatny ABC, ktérego przeciwprostokatna jest
zawarta w prostej y = 3z + 10, a odcinek o koncach B(—5,—5), C(3,—1)
jest przyprostokatna. Wyznacz wspélrzedne wierzchotka A.

b) Punkty A(—5,4) i C(4,—3) sa wierzchotkami tréjkata ABC. Wyznacz
wspolrzedne wierzchotka B, jesli bok AB jest rownolegly do osi OY oraz
prosta y = —3z — 11 zawiera jedna z wysokosci tego tréjkata.

Wyznacz réwnania prostych prostopadiych [;, Iy przecinajacych sie
w punkcie (2,4), jesli jedna z nich przecina o§ OX w punkcie (—6,0). O ile
procent wieksze jest pole trojkata ograniczonego tymi prostymi i osig OX
od pola trdjkata ograniczonego tymi prostymi i osia OY?

Korzystajac z podanej obok informacji,
yetasa b ) ) Proste A1z + Biy + C1 = 0

oraz Asx + Boy + Cy = 0 sa
prostopadle wtedy i tylko wte-
dy, gdy A1A2 aF B1B2 =0.

sprawdz, czy proste k i [ sa prostopadte.
a) k:3x—4y+9=0, [: %x—}—%yzo
b) k:dz+6y—3=0, I:32—-2y=0

Dla jakich warto$ci parametru m proste [, [, sa prostopadte?
a) lirx+my—9=0, l,:0,1lx —0,02y+3 =0
b) li:d4x — 9y —7=0, ly: (4m? —4)z —m?y+17=0

hiy=1z+3 lyy=—22+38 9. a) 3-%—}—(—4)-1:0, czyli k L 1.

2
Y b)4-2+6-(—2) = —1, czyli proste

L nie s prostopadte.

10. Korzystamy z twierdzenia podanego
przy zadaniu 9.
a) 0,1 —0,02m =0 /- 50

1 5—m=0

ol 1 X , m=9

Pox =1-10-4=20 b) 4(4m? — 4) +9m? =0
Poy=14-5-2=5 25m* =16
m=—zlubm=z

Pox = 4Poy, czyli Pox jest
wieksze od Poy o 300%.

. a) apg = ars =

4,5

3
4, a)aAB:E:§:aDc,

czyli proste AB i DC sa
rownolegte, zatem czworokat

ABCD jest trapezem.

_ =3,5 __ 7 8
aBC = 5= =17 T3

czyli trapez nie jest prosto-
katny.
b)aAB:%:%:aDC’,
czyli proste AB i DC sg
rownolegte, zatem czworokat
ABCD jest trapezem.

aap = % = =3, czyli trapez
jest prostokatny.

- %, czyli
proste PQ i RS sg réwno-
legte.

aQR = asp = %, czyli proste
QR i SP sa rownolegte.
—3.2=—1,czyli PQ L QR
oraz RS 1 SP.

Zatem czworokat PQRS jest
prostokatem.

b) apQ = GRS = —%, czyli
proste PQ i RS sg réwno-
legte.

aQr = asp = %, czyli proste
QR i SP sa réwnolegle.

—% . % =—1, czyli PQ L QR
oraz RS 1 SP.

Zatem czworokat PQRS jest
prostokatem.

. Przekatna AC: y = 4z jest

prostopadta do przekatnej BD,
zatem prostokat ABCD jest
kwadratem. Niech a bedzie
dtugoscia jego boku.
|AC| = 2V17 = a2
a=+34
Ob=4v/34, P =34

. a) Punkt B lezy na prostej

y = 3z + 10.
aBc = %, czyli prosta AC' ma
postaé¢ y = —2x + b. Podsta-
wiamy wspotrzedne punktu C
i wyznaczamy b: b = 5.
y=-—-2x+5
y =3z + 10
Wspbtrzedne wierzchotka A:
(=1,7).
b) Prosta AB: x = —5. Prosta
BC' jest prostopadta do po-
danej wysokosci, czyli ma po-
staé y = %x—kb. Podstawiamy
wspotrzedne punktu C' i wy-
znaczamy b: b = —4%.

r= -5
y:%w—4%

Wspbtrzedne wierzchotka A:
(_57 _6)

5.5. Warunek prostopadtosci prostych



Uczen:

— interpretuje geometrycznie
uktad réwnan,

— rozwigzuje uktad rownan
metodg algebraiczna
i graficzna,

— wyjasnia zwigzek miedzy
liczbg rozwiazan ukladu
rOwnan a potozeniem
prostych,

— rozwiazuje uktad réwnan
z parametrem oraz okresla
jego typ w zaleznosci od
wartosci parametru.

Multitefa

® Interpretacja geometryczna
uktadu dwadch réwnan liniowych

e Uktady réwnan liniowych —
interpretacja geometryczna

dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 5.6

(> Generator

testow i sprawdzianow

5. Funkgja liniowa

5.6. Interpretacja geometryczna
uktadu réwnan liniowych

Rozpatrzmy proste [; i [; opisane rownaniami ukladu:
ar+ by =c
s + by = ¢y

Wspélrzedne punktéw (z,y) nalezacych jednoczesnie do obu prostych sa roz-
wiazaniami tego uktadu. Moze zachodzi¢ jedna z ponizszych sytuacji.

Y Y Y
> Y
l1 lz N
I
O
@) X X o X
Uklad oznaczony (ma jed- Uklad sprzeczny (nie ma  Uklad nieoznaczony (ma
no rozwiazanie) — proste rozwiazan) — proste sa nieskonczenie wiele roz-
przecinaja sie w jednym  réwnolegle i rézne. wigzan) — proste pokrywa-
punkcie. ja sie.
Przykfad 1 v
Rozwigz graficznie uktad réwnan.
{ by & v
3r—2y=—4 " o /
Pierwsze réwnanie po przeksztalceniu do po- L
staci kierunkowej ma posta¢ y = —x — 3, a dru- o) 1x
gie y = gg[; + 2. Szkicujemy obie proste i od- P
czytujemy wspoélrzedne ich punktu przeciecia:
P(-2,-1).
Rozwiazaniem ukladu réwnan jest wiec para liczb: x = =2, y = —1 (popraw-

nos$é rozwiazania mozna sprawdzié, podstawiajac je do ukladu réwnan).

Cwiczenie 1
Rozwiaz graficznie uktad réwnan. Sprawdz otrzymane rozwiazanie.
20 —y = —4 de—y=3 r—y—3=0
a) v b) v ¢) Y
r+y=1 —r+2y=28 Jx+y=1
Cwiczenie 1
a)r=-1,y=2 b)z=2y=5 c)rz=1y=-2
& LA WY Y v
[ N \
@ RohY /
> 5
% Y / .
1 : O[\1 X
ol 1 X ol h X el o
/y =dr—3 Y \




Przyktad 2

.. . , | 22 —4dy=—-4
Rozwiaz graficznie uktad réwnan
T —2y=—6
Réwnania uktadu przeksztalcamy do Y N
postaci kierunkowej i szkicujemy obie B Cwiczenie 2
proste. Y s x> a) Uklad sprzeczny
1
=sr+1 =
Yy=3T+ Y Y .
y=3r+3 . )
D)
Sa to proste réownolegle — nie maja punk- o < >
téw wspolnych. Zatem uktad réwnan nie Y
ma rozwiazania — jest sprzeczny. 1
Przyktad 3 v o] 1 X
Rozwiaz graficznie uklad réwnan.
x—3y=—-3 2
{ 1 - b) Uktad nieoznaczony — rozwia-
2z — 6y = —6 — zaniami sg pary liczb postaci:
Obydwa réwnania opisuja te sama pro- — 0] 1 X (z,2z - 6), gdzie x € R.
sta o rownaniu kierunkowym y = fz+1. Y
Uktad ma zatem nieskonczenie wiele rozwiazan. Sa nimi wszystkie pary liczb 1
(z,2x+1), gdzie z € R. 5
. N 1 X
Rozwiazaniami tego uktadu sa na przyklad pary: (—3,0), (0,1) czy (3,2). ©
Podaj trzy inne pary liczb bedace rozwigzaniami tego uktadu réwnan. /;é?
Cwiczenie 2
Rozwiaz graficznie uktad réwnan.
r—y=-—1 20 —y =6 —3x+ 2y =2
) Y b) Y ) Y
—x4+y=23 0,0y —x=-3 6x — 4y =8 c) Uktad sprzeczny
Y N
Czasami nie musimy przeksztalcaé¢ rownan uktadu, aby okresli¢ czy jest on %ﬁx
oznaczony, nieoznaczony czy sprzeczny. Wystarczy przyjrzeé sie wspotczynni- 7 .
kom przy niewiadomych oraz wyrazom wolnym. >
o®
, Vv,
Cwiczenie 3 1 «‘o//
Okresdl, czy uktad rownan jest oznaczony, nieoznaczony czy sprzeczny. ol 7 <
20—y =1 3r—2y=-—1 204+y=1
a) b) c)
dr —2y =6 —3Jr+2y=1 —3x+y=—4
Cwiczenie 3

a) sprzeczny b) nieoznaczony c¢) oznaczony

5.6. Interpretacja geometryczna ukfadu réwnan liniowych



Odpowiedzi do zadan

=1iz+3
1. a) {y 3

y=—-x+7
r=3,y=4
y=—2x+2
b>{ :
y=—-3x—3
z=4,y=—6
=3z—2
c) V=
y=3x—5
m=2y=1
y=2x+4
d) 9 3
y=3T+3
zr=1,y=6
2
=zm=2
e) {y 2
yzgl’—2

Uktad nieoznaczony,

IER,yZ%I—Q

=—1z43
n{y 3

y:—%x—B

Uktad sprzeczny

y=37-3
r=3,y=

y=2x —2
b) 7

y=35c+2
r=3,y=4

y=-17+3
c)

Yy=—x+2
r=2,y=0

= =2 6

a) y T

y=3x+1
r=1y=4
) y = 6x+ 2

y = 6x+ 3

Uktad sprzeczny

D{y:%x+%
y=3T+3

Uktad nieoznaczony,

reR y=1z+1

5. Funkgja liniowa

Zadania

Rozwiaz algebraicznie i graficznie uktad réwnan.

1743 3r — 2y = 4 2z — 3y = 6
){y 3I+ C){I Y e){x Yy

y+zxz=7 3r —y=>5 —%x—|—2y:—4

b) Y T d) Yy €T f) Yy+x
dy + 3z = —12 9x — 2y = -3 y+3=—1ix

Rozwiaz graficznie uklad réwnan. Sprawdz otrzymane rozwiazanie.

) 3z +2y =9 0,00 +2y=1 ) y =6z +2

a ¢ e

r=3+2 y=2-z U 43z =0

DR a T n {7
—2x+3y=6 -=x 6y — 3z =3

Napisz uktad réwnan, ktorego interpretacje geometryczna przedstawiono
na rysunku.

a) b) c)
Y Y Y

PN

Rozwazmy uktad rownan:

y=ax+ b
Y = asx + by

Jakie warunki powinny spelia¢ wspotezynniki: aq, ao, by, by, aby uktad byt:

a) nieoznaczony, b) sprzeczny, ¢) oznaczony?

Dla jakich wartosci parametru k£ uktad réwnan jest oznaczony, nieozna-
czony, sprzeczny?

r—y =2 2c+y=4 e —y=—1
) b) c) 0
kx+2y =4 r+ ky = 4k r—k*y==%

2

c+y=2 z+2y=4 3 — 2y = -2
. a) np. b) np. > c) np.

—2x4+y=2 T+ 2y = — 6r — 4y = —4

.a) a1 =azib =by

b)a1:a21b1¢b2
c) a1 # az i b1, bz dowolne

. a) oznaczony dla k € R\ {2}, sprzeczny dla k = —2

b) oznaczony dla k € R\ {1}, nieoznaczony dla k = %

¢) oznaczony dla k € R\ {—3, 1}, nieoznaczony dla k = —3, sprzeczny dla k = %



11.

10.

Narysuj réwnoleglobok, ktérego boki sa zawarte w podanych prostych.
Wyznacz wspoétrzedne wierzchotkéw tego rownolegtoboku.

a)y=x—2, y=x—6, y+3=0, y—2=0

b)y=1e+3, y=12—-2, y=-22-7, y=—22+38
¢)3r—y=-2, 3x—y=4, v—2y=6, x —2y=-—14

Trzy boki trapezu prostokatnego ABC D sy zawarte w prostych: y = éx—Q,
y = 2z + 3, y = 2z + 3. Wierzcholek B jest punktem przeciecia osi OX
z prosta y = %x — 2. Wyznacz wspolrzedne wierzchotkéw tego trapezu.

Dany jest réwnoleglobok ABCD (ry- Yt b C
sunek obok).

a) Punkt P jest punktem przeciecia
prostej AD z prostay = —x+2. Oblicz
pole trojkata ABP.

b) Punkt @ jest punktem przeciecia

prostej BC z prostag y = —2x + 7. Ob- ol 1 X
licz pole trapezu ABQD. A B

C L
<z

=

Wierzchotki B i C' trdjkata prostokatnego ABC' sa punktami przeciecia
prostej y = —%x + 3 z osiami uktadu wspoélrzednych. Narysuj ten trojkat
i odczytaj wspolrzedne wierzchotka A, jesli przeciwprostokatna AB jest
zawarta w prostej y = tx — 2.

Prosta AC' dana jest réwnaniem y = %

ABCD ma wspoélrzedne (—1, —8). Naszkicuj proste zawierajace przekatne
kwadratu i odczytaj wspolrzedne ich punktu przeciecia. Uzasadnij, ze dwa

x — 1, a wierzchotek B kwadratu

wierzcholki tego kwadratu naleza do osi ukladu wspoétrzednych.

Czy wiesz, ze...
Pole tréjkata o wierzchotkach: A(zy,y1), B(xa,y2), C(x3,ys3) wyraza sie
wzorem:

P = L@y + Toys + T3y — T1Ys — Loty — TsYs

Narysuj trojkat, ktorego boki sa zawarte w podanych prostych. Wyznacz
wspdirzedne wierzchotkéw tego trdjkata. Oblicz jego pole, korzystajac
z podanego powyzej wzoru.

a) y=z+4, y=—3x+1, y=—-20+10

b)y=2x+5, y=3cx—-2, y=—1r—2

Y

Przekatne kwadratu dziela sie na polowy, zatem:
|SA| = |SC| = |SD| =|SB| =5
Punkty A i C' maja wspolrzedne postaci (:c, %:E — 1), czyli:

6. a) A(—1,-3), B(3,-3),

C(8,2), D(4,2)
b) A(—2,-3), B(
0(274)3 D(_ 71)

D(_ b )
8. a) 12 b) 27
9. Y
/
1 3
0) X
Y
A

11

Punkt przecigcia przekatnych kwadratu: S(—4, —4).

Stad otrzymujemy: A(—8,—7) i C(0,—1).

Prosta AC' jest prostopadla
do prostej y = —255—1—3 i prze-
chodzi przez punkt C(0,3),
ma wiec rOwnanie y = %a: + 3.
Wspblrzedne punktu A
spetniaja uktad rownan:

y=3z+3
Y= %x -2
Zatem A(—6,—5).

. a) Wierzcholki: (-2,2), (2, 6),

(6,—2), pole: P =24
b) Wierzchotki: (—6,1),
(0,-2), (3,7), pole: P =315

A = 1SC| = /(@ + 9 + (3o — 1+ 4)* =5

Prosta BD ma réwnanie y = —132—91, zatem D(z, —1312—93), czyli:

Stad otrzymujemy: D(—7,0) i B(—1, —8).

2 SD| = SB| = \/(x + 4 + (~13c — 9% +4)* = 5

5.6. Interpretacja geometryczna ukfadu réwnan liniowych



Uczen:

— interpretuje geometrycznie
nieréwnosci liniowe z dwiema
niewiadomymi oraz pojecie
péiptaszczyzny otwartej
i domknietej,

— zaznacza w ukladzie wspot-
rze¢dnych zbiér punktéw,
ktorych wspoéirzedne
spelniaja ukltad nieréwnosci
liniowych z dwiema niewia-
domymi,

— zapisuje uktad nieréwnosci
opisujacy zbiér punktow
przedstawionych w uktadzie
wspotrzednych,

— rozwiazuje graficznie uktad
kilku nieréwnosci liniowych
z dwiema niewiadomymi,

— wyznacza w uktadzie wspot-
rzednych iloczyn, sume
i réznice zbioréw punktow
opisanych nieréwnosciami
liniowymi z dwiema niewia-
domymi.

Cwiczenie 1
a)y>3x+3
Y y
/
/
v/
1t
/
/ ol 1 X
D
X
/ “'/:%J
/ “\/
N
V:
/
Multitefa

® Nieréwnos¢ liniowa
dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 5.7
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*5.7. Uktady nierédwnosci liniowych

Kazda z dwoch czesci plaszezyzny, na ktore dzieli jg prosta, nazywamy pol-
plaszczyzna. Prosta ta jest krawedzia obu péiptaszczyzn. Polptaszezyzne za-
wierajaca swoja krawedz nazywamy polplaszczyzna domknieta. Polptaszczy-
zne, do ktorej nie nalezy zaden punkt z jej krawedzi, nazywamy polptaszczyzna

otwartg.

Prosta l : y = ax +b wyznacza dwie polptasz- Y Y
czyzny otwarte: NIt
- : >ax+b zZ

o zbi6r {(z,y) : z € R,y € Riy < ax + b} y N~
jest poéiplaszczyna lezaca ponizej prostej [, -7 g
e zbior {(z,y) : z € R,y € Riy > ax + b} Pk [9) X
jest polplaszezyna lezaca powyzej tej prostej. _ -~ y<axr+b
Przyktad 1
Zaznacz na plaszczyznie zbiér punktéw spelnia- Y /
jacych nieréwnos$¢ 2x —y+1> 0. 4
/ 9
Nierownos¢é zapisujemy w postaci: 1f 2nE U
y <2241 Y
Szukany zbiér punktéw jest podlplaszezyzng * g =
N/

otwarta lezaca ponizej prostej y = 2z + 1.
Wspélrzedne punktow tej prostej nie spelniaja
nierownosci y < 2z + 1, wiec te prosta rysujemy linia przerywana.

Ny

Przykfad 2
Zaznacz na plaszczyznie zbiér punktow spelnia- Y

jacych nieréwnosé 2z +y+1> 0.

WV
=]

Nierownosé zapisujemy w postaci: s+y+1

—

Yy = —%m -1
Szukany zbiér punktow jest polptaszezyzna do-
mknieta ograniczona przez prosta y = —%Jz —1. z
Wspotrzedne punktéw tej prostej spelniaja nie-

r%'\:

rownosé y > —%x — 1, wiec te prostg rysujemy
linig ciagla.

Cwiczenie 1
Zaznacz na plaszczyznie zbiér punktow spelniajacych nieréwnosé:
a) —3x+2y—6>0, b)y>—te—1, c)y—2x < —3.

b)y>—1z-1 c)y<2z—3
Y Y

-
—
&

/

N




Przyktad 3 N.Y
Podaj nieréwno$¢ opisujaca zaznaczong na rysun- AN
ku obok pélptaszczyzne. ~
1 N
Wyznaczamy réwnanie prostej bedacej krawedzig "~ Gwiczenie 2
pOlptaszezyzny: o| 1 \\._X a)y<z+3
_ 2
y=—3r+2 by —z0+3
Polptaszczyzna jest otwarta, jej punkty leza ponizej prostej y = —%x + 2, wiec C,) rs2
szukana nieréwnos$¢ ma postac y < —2x + 2. Cwiczenie 3
y<2r+3
] a)
Cwiczenie 2 z>—1
Podaj nieréwnos¢ opisujaca zaznaczong polplaszczyzne. Y
x=—+1
a) Yy, b) Y c) Y
// 1
y /
i) 1 1 >/ 10] 1
v/ [0) %7\/
A x O] T~X ol 1 X v/
e Q"//
3z — 2
b) {y > ox
Przykiad 4 y<3z
Przedstaw ilustracje graficznag uktadu nieréwnosci. Y15 4 '~
Iy
r+y+1<0 S/
Y /’ /)
y<3 L ;S
Zaznaczamy odpowiednia polplaszczyzne i o|/1
domknieta, ktorej krawedzig jest prosta y L Ly
y = —x — 1. Dla drugiej nieréwnosci zazna- Do /I’
czamy polplaszczyne otwarta ograniczona Ol 1’ ;
z gory prosta y = 3. Czes¢ wspodlna obu pot- L ) {y S3rtl
plaszczyzn jest zbiorem punktow, ktérych ] X y=-—2z+8
wspolrzedne spelniaja uktad nieréwnosci. Y \ Jgid
= 3 =
Zauwaz, ze punkt (—4,3) nie nalezy do czesci wspdlnej obu poétplaszcezyzn. % Y
. Pl
Cwiczenie 3 22
. . . P, (@)
Przedstaw ilustracje graficznag uktadu nieréwnosci. : =
—2x+y—-3<0 3r—y—2<0 r—3y+3>0 >
a) b c X
x> —1 —6z+2y <0 2v+y > 8 P

5.7. Ukfady nieréwnosci liniowych




Zadania

Odpowiedzi do zadan

1. a) P, R b) zaden c) R 1. Przedstaw ilustracje graficzna ukladu nieréwnosci. Ktére z punktéw
P(6,1), Q(—3,5), R(8,—3) naleza do otrzymanego zbioru?
) r—y+12>0 b r—y+1>0 20+y+12>0
a ¢
y+3>20 r—y—>5<0 r4+2y—7<0
2. a { N Z A 2. Napisz uktad nieréwnosci opisujacy zbiér punktow przedstawiony na po-
Z et nizszym rysunku.
2
b){y< o a) \{Y b) Y c) Y
yz-—r—1 h -
1 \ 1 b 1 -
y < 3T +1 ) \ 1 \\ B 1
T <2 B 1 v X B o]l 1 1x
O 1 X \ o
y<ir+3
3.a)Sy>—z+ 3 3. Napisz uktad nieréwnosci opisujacy zbiér punktow lezacych wewnatrz trdj-
<5 kata ABC, jesli: a) A(1,2), B(5,—-2),C(5,4), b)A(—6,7), B(0,1), C(2,3).
> 1
A 4. Pewien trojkat zostal opisany przez podany ukltad nieréwnosci. Naszkicuj
y>x+1 , - . . , . . )
ten tréjkat i podaj wspotrzedne jego wierzchotkow.
y < ——x +4 - -

4. a) (—1,—1), (—1,7), (3,3) y—x =0 3r+y—12<0 z+y+32>0
b) (—4,-3), (5,-3), (2,6) a) L y+x<6 b) S 3x —2y+6=>0 c) {2z —y—6<0
o) (1,—4), (5.4), (~3,0) s4+1>0 y+3>0 T —2+3>0

r<3
> -2 5. Napisz uktad nieréwnosci opisujacy zbior punktow przedstawiony na po-
5. a) y< —Sz 2 nizszym rysunku.
e a) Y b) Y c) Y
—
<3 : LT 4 /
z>-3 3 5 &
b) y< o2 QO 1 X Ol 1 X / O| 4 X
T~
y > —%x =2 ~
y< izt
y=2z—¢ 6. Dane sa zbiory: A = {(z,y) € R? 1 y > 2},
c) 9 Symbol R? oznacza zbiér
y =3z —6 B ={(xz,y) e R*:z+y > 6}, p ]
5 punktow plaszczyzny karte-
y<3z+6 C={(z,y) eR*: —z+y—2<0}. zjanskiej, czyli plaszczyzny
Zaznacz w ukladzie wspélrzednych zbidr: z wprowadzonym ukladem
a) ANBNC, ¢) (AUB)\C, wspolrzednych.
2 _ . :
b) (ANC)\ B, 4 (a\cyup. | R ={@y:eeRiyer}
6.a) YV b)Y c) Y d) Y
7
7/
/7
7/
7
/7
\ 4 \ \
N 4 \ RN
N
1 1 1 1 >
NoX
O 1 X ol 1 X o] 1 X o 1 |

5. Funkgja liniowa



Programowanie liniowe 1. a) Y

Przyktad
Chcemy wyznaczy¢ najwieksza i najmniejsza warto$é sumy x +y dla punktow
(z,y) nalezacych do wielokata opisanego za pomoca uktadu nieréwnosci:

2 10
3Tt 3

<
V

Y
y<iz+1 4
y=0 3
2
<6 1
Wielokat ten przedstawiono na rysunku
obok. O 1 2 3 45 6 X

9
I

Skorzystamy z twierdzenia méwiacego, ze warto$¢ najwieksza oraz wartosé

najmniejsza sumy x+y jest osiagana w ktéryms z wierzchotkéw (lub na calym o] 1 X

boku) danego wielokata.

Wierzchotkami wielokata sa punkty: (5,0), 3,-2):x+y= —5

Y X (=
(6,0), (6,4)1(2,2). Obliczamy dla nich war- % (1,-2):z+y=—
bosci - e CDmrytd
oscl sumy x + y: 4 SN
< AR (6,16): x +y = 22
(5,0): z+y=5+0=5 3 AN \ Najwiekszg, wartoscia sumy
(6,0:z+y=6+0=6 2 jest 22, a najmniejsza, —5.
1 & N
(6,4)x+y:6+4:10 N b) Y
(2,2 c+y=24+2=4 O 123456 X

Zatem najwieksza wartoscia sumy x + y jest 10, a najmniejsza 4.

=

W powyzszym przyktadzie przedstawiono proste zagadnienie z dzialtu ma-

tematyki zwanego programowaniem liniowym. Dzial ten zajmuje si¢ zagad-
nieniami optymalizacyjnymi, czyli szukaniem najlepszego rozwiazania wsrdd
wszystkich mozliwych (np. maksymalizacji zyskéw lub minimalizacji kosztéw).

Programowanie liniowe bylo intensywnie rozwijane podczas II wojny swiato-
(-4,1):z+y=-3

(1,-4):z+y=-3

( 72): z+y=06

(=2,5): z+y=3

Najwiekszag, wartoscia sumy

jest 6, a najmniejsza —3.

wej, kiedy wykorzystywano je w logistyce.

1. Znajdz warto$¢ najwicksza i warto$¢ najmniejsza sumy x +y dla wielokata
opisanego ukltadem nieréwnogci.

y<2x+4 y<2x+9 z—6<0 c) v
y=2x—4 y=>2r—06 r—y+3=>0
a) b) ¢)
y > —2 y=>—x—3 r+y—7<0
<6 y< —itr+4 r+3y+32>0 1
~ 1 X
T~
e

( 3> ) T+ y= -3
(6,-3):z+y=3

6,1): xc+y=7
(2,5):x+y="7
Najwiekszg, wartoscia sumy
jest 7, a najmniejszg —3.

Programowanie liniowe 237 Hmms



Uczen:

— wyznacza wspotczynniki
we wzorze funkcji liniowej
tak, aby spelniata podane
warunki,

— przeprowadza analize liczby

rozwiazan rownania liniowego

w zaleznosci od wartosci
danego parametru.

dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 5.8
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*5.8. RoOwnania i nierownosci liniowe

z parametrami

Przyktad 1
Rozwigz réwnanie a’x — 3 = a — x z niewiadoma = w zalezno$ci od paramet-
ru a. Podaj rozwiazanie tego réwnania dla a = —11ia = 3.

a’r—3=a-=x

a’r+r=a+3

Zauwaz, ze a® +1#0
(a2+1)x:a+3/:(a2+1) dla a € R.

a+3 Otrzymane rozwiazanie réw-
T a241 nania zalezy od parametru a.
o . o . . o . o 3
Dla a = —1 otrzymujemy x = 1, natomiast dla a = 3 otrzymujemy = = £.

Uwaga. Zazwyczaj przyjmujemy, ze x jest niewiadoma, chyba ze wyraznie
zaznaczono inaczej.

Przyktad 2

Rozwiaz réwnanie a’z — 3 = a + 9z w zaleznosci od parametru a.
a’r —3=a+ 9z

a*r —9r =a+3 o o
Zauwaz, ze wyrazenie a” — 9
(a2 — 9)x =a+3 moze przyjmowaé warto$c 0.

o Dla a = —3 otrzymujemy réwnanie tozsamo$ciowe (spelnione przez dowolna
liczbe): 0x = 0.

e Dla a = 3 otrzymujemy réwnanie sprzeczne: Ox = 6.

e Dlaa € R\ {-3,3} mamy a®* — 9 # 0. Réwnanie ma jedno rozwiazanie
postaci: @ = 43 = __ad3 !

a?2—9 — (a+3)(a—3) ~ a—-3"

Cwiczenie 1

Sprawdz, dla jakich warto$ci parametru a podane réwnanie: jest sprzeczne,
jest tozsamodciowe, ma jedno rozwiazanie — znajdz to rozwiazanie.

a) tax —da=z+a b) (a—lx+4=3zx+a ¢) da’r+ 3 =a+zx

Cwiczenie 2
Podaj, dla jakich wartosci parametréw a i b réwnanie axz + b = 0 jest tozsa-
mosciowe, sprzeczne, ma jedno rozwigzanie.

Cwiczenie 1

a) sprzeczne dla a = 2, jedno rozwiazanie dla a # 2: x = 192

b) tozsamosciowe dla a = 4, jedno rozwiazanie dla a # 4: (; 2: 1

¢) tozsamosciowe dla a = 3,

sprzeczne dla a = —%, jedno rozwiazanie dla a € R\ {—%, %} = Tﬂ-z
Cwiczenie 2

Roéwnanie jest tozsamosciowe dla a = b = 0, sprzeczne dla a =01 b # 0,
ma jedno rozwiazanie dla a # 0.



Przyktad 3
Sprawdz, dla jakich wartosci parametréw a i b réwnanie ax + 4 = 2a + 2bx
jest: tozsamosciowe, sprzeczne, ma jedno rozwigzanie — znajdz to rozwiazanie.
Podaj rozwiazanie tego réwnania dlaa =51 b= 1.

axr +4 =2a + 2bx

axr — 2bx = 2a — 4

(a —2b)x =20 —4
eDlaa—2b=0i2a—4 =0 (czylia=2ib=1) réwnanie jest tozsamosciowe.
eDlaa—2b=012a—4%#0 (czyli a # 21 b= 1a) réwnanie jest sprzeczne.

2a—4
a—2b"

«Dla a — 2b # 0 (czyli b # 3a) réwnanie ma jedno rozwigzanie: x =

Po podstawieniu @ = 51 b =1 otrzymujemy x = 2.

Cwiczenie 3
Przeprowadz analize liczby rozwiazan réwnania ze wzgledu na wartosci para-
metréow a i b. Wyznacz rozwiazanie tego rownania dlaa =216 = —1.

a) 2ax —1=a’+ bz d)ar—b=2—bx
b) @’z +2=b— b*x e) 3axr —9 = 2bx + 3b
¢) 6ax + 3a =2bx + b f) ax+a=3bx+0b

Przyktad 4
Dla jakich warto$ci parametru m miejsce zerowe funkcji f(z) = (m+ 1)z + 2
jest liczba dodatnia?

1. Zauwazmy, ze dla m = —1 funkcja f nie ma miejsca zerowego — jest funkcja
stala f(z) = 2.
2. Dla m # —1 wyznaczamy miejsce zerowe funkcji f.
(m+1)z+2=0

(m+1)x=-2
=2
m—+1

Nier6wnoé¢ —2 > 0 jest spetniona, gdy m + 1 < 0, czyli dla m < —1.

Cwiczenie 4

Dla jakich wartosci parametru m miejsce zerowe funkcji f jest liczba ujemna?
a) f(z)=(m—2)z —4 ¢) flw)=(m*+1)z+m

b) f(z)=(2m+3)z+1 d) f(z)=-m*z+3—m

Cwiczenie 4
aym<2b)m>-2 ¢cgm>0 d)m>3

Cwiczenie 3
a) sprzeczne dla a = %b,

jedno rozwigzanie dla a # %b:

_ a’+41
~ 2a-b?

dlaga=2ib=-1l:z=1
b) sprzeczne dla a = b = 0, jedno
rozwigzanie dla a # 0 lub b # 0:

b—2
PEETEA)
daa=2ib=-1:z=-2
c) tozsamosciowe dla b = 3a,
jedno rozwiazanie dla b # 3a:
i
dlaa=2ib=—-1:2=—
d) tozsamosciowe dla a = 2
ib=—2,

sprzeczne dla a = —bi b # —2,
jedno rozwigzanie dla a # —b:

€T =

=

_ b42
xTr = m,
dlaa=2ib=—-1l:z=1

e) tozsamosciowe dla a = —2
ib= -3,

sprzeczne dla a = %b ib# -3,

jedno rozwigzanie dla a # %b:
3649

dlaa:2ib:—1:m:%
f) tozsamosciowe dla a = b =0,
sprzeczne dla a = 3bia # 0,

jedno rozwiazanie dla a # 3b:
T =5
a—3b"

dlaa=2ib=—-1:2=—

alw

5.8. Réwnania i nieréwnosci liniowe z parametrami



Cwiczenie 5
a)k—3>0i =2 = -2,
czyli k = 4.

b) k+1<0i =% =3,
czyli k = —3.

) k—4>0i % =1,
czyli nie ma takiego k.
d)2-k<0iz2 =—4,
czylik:%.

Odpowiedzi do zadan

1.a)z=32m+6>0, gdy

12

b)x:%m>0,gdym>0.
c) z= % > 0, gdy
m—2 >0, czyli m > 2.
2. a) 0dlam =2, 1dlam#2
b) 0 dlam = —3, 1 dla
m# —3
c) 1 dla m # —1, nieskonicze-
nie wiele dla m = —1
d) 1 dlam # %, nieskoriczenie
wiele dla m = %
e) 0dlam =1,
1dlameR\ {-1,1}, nie-
skonczenie wiele dla m = —1
f) 0 dlam =0,
1 dlam e R\ {—2,0}, nie-
skonczenie wiele dla m = —2

5. Funkgja liniowa

Przyktad 5
Dla jakiej wartosci parametru k zbiorem rozwazan nieréwnosci (k+1)x—2 < 0
jest przedzial (—oo;1)7?

Rozpatrzmy pomocnicza funkcje f(xz) = (k + 1)z — 2. Zbiorem rozwiazan
nieréwnosci f(z) < 0 jest przedzial (—oo;1), gdy jest to funkcja rosnaca,
ktorej miejscem zerowym jest 1.

o Funkcja f jest rosnaca, gdy k 4+ 1 > 0, czyli dla k > —1.

« Miejsce zerowe funkcji f jest rowne 1, gdy 27 = 1, czyli k = 1.

Zatem warunki zadania sa spelnione dla k = 1.

Cwiczenie 5
Wyznacz wartosé parametru k, dla ktorej zbiorem rozwigzan nieréwnosci jest
podany przedziatl.

a) (k—3)z+2<0, (—o0;—2)
b) (k+1)z+6 >0, (—o0;3)

c) kx+3 >4z, (1;00)
d) 2z < kx 42, (—4;00)

Zadania

1. Dla jakich wartosci parametru m roéwnanie ma jedno rozwiazanie bedace
liczba dodatnig?

r—m _ m+4 mzr—m _ 1-2m mxr—1
) =5 b) R c) —— =1+
2. Okredl liczbe rozwiazan rownania ze wzgledu na parametr m.

d) (1-2m)z=m*— 1

a) 2r —2 =4+ mx
b) mx+2=m — 3z

c) (m+z=m?-1

e) (m> =Dz =m>+m

£) (m?+2m)z =m? —4

3. Zbadaj liczbe rozwigzan rownania w zaleznosci od parametréw p i q.
d) p’r+q=p+¢x

e) (x—p)(x—q) =2"+pq

f) (z-p)?=2®-qz

a) 2pxr —qr =p—4
b) pr+2=3x+¢q
) pr+q*=p*—qz

4. Rozwiaz réwnanie ax — 2z = 4a — 1:

a) z niewiadoma x i parametrem a, b) z niewiadoma a i parametrem .

5. Dla jakich warto$ci paramatru k miejsce zerowe funkcji f nalezy do prze-
dzialu (—2;2)7

a) f(z)=-3z+1—6k b) f(z)=(zr—k)?*— (z+k)*+ Kk k#0

3.a)0dla2p=gqip#4, 1dla2p # g, nieskorficzenie wiele dlap=41iqg =38
b) 0 dlap=31igq+# 2,1 dlap# 3, nieskoniczenie wiele dlap=3iqg=2
¢) 1 dla p # —g, nieskoriczenie wiele dla p = —¢q
d)0dlap=—q¢#0,1dlap+# qip# —q, nieskoficzenie wiele dla p = ¢
e) 1 dla p # —q, nieskoniczenie wiele dla p = —¢
f)yodlap#0ip= %q, 1 dlap # %q, nieskonczenie wiele dla p=¢g =0

. _ 4a-1
4. a) dla a = 2 sprzeczne, dla a # 2: © = T
b) dla x = 4 sprzeczne, dla z # 4: a = 2;__41

5.a) -2 < % <2, czylik € <—%; %>

b) f(z) = —dkz + k>, —2 < & <2, czyli k € (—8;0) U (0;8)



5.9. Funkcja liniowa - zastosowania

Cwiczenie 1
Funkcja y = 1500 + 12z opisuje miesieczne koszty (w zlotych) firmy Skrzat
produkujacej krasnale ogrodowe: 1500 zt to koszt staly, 12 zt to koszt wypro-

dukowania jednego krasnala, x — liczba
Y

9000

krasnali.

a) Jaki byl pélroczny zysk firmy, jesli
w tym czasie wyprodukowano 1800 kra- 7500
snali i sprzedano je po 37 zl za sztuke? o0

b) Naszkicuj wykres funkcji opisujacej 4500
miesieczne koszty firmy, jesli podjeto

decyzje o produkcji wiekszych krasnali, 3000

a koszt wyprodukowania jednego wy- 1500
niesie 18 z! (koszty stale bez zmian).

O 100 200 300 400 500 600 600 X
Cwiczenie 2
Firma produkujaca pokarm dla kotéw ponosi koszty dzienne opisane za po-
moca wzoru y = 2x+800, gdzie 800 zt to staty koszt dzienny, x — liczba puszek
pokarmu wyprodukowanych dziennie, a 2 zl — koszt wyprodukowania jednej
puszki. Dochody firmy opisuje wzér y = 4z, gdzie x jest liczba sprzedanych
dziennie puszek pokarmu, a 4 zl to ce-

Y

na jednej puszki. Przyjmujac, ze liczba 9800
wyprodukowanych i sprzedanych dane-

2400

go dnia puszek jest taka sama, podaj
wielko$¢ dziennej produkeji, dzieki kto- 2000

rej firma osiagnie: 1600 o
a) zerowy wynik ekonomiczny (dochéd 1200 N 3
jest réwny kosztom), 800 &
b) dzienny zysk w wysokosci 400 z1, 400

¢) dzienny zysk w wysokosci 1400 zl.

O 100 200 300 400 500 600 700 X
Cwiczenie 3
Wynajecie lokalu A na dyskoteke kosztuje 400 zl za sale i 10 zt za kazdego
uczestnika. Wynajecie lokalu B kosztuje 100 zl za sale i 15 zt za kazdego
uczestnika. Naszkicuj wykresy przedstawiajace koszty zorganizowania dysko-
teki w lokalach A i B w zaleznoéci od liczby uczestnikéw. Dla jakiej liczby
uczestnikéw koszty te beda rowne?

3. Niech z bedzie liczbg uczestnikow. Y

Koszty zorganizowania dyskoteki:

— w lokalu A: y = 10z + 400 1000

— w lokalu B: y = 152 + 100

Zatem:

10z + 400 = 15z 4 100
z = 60

Koszty beda réowne przy 60 uczestnikach.
400
100

O 10 60 X

Uczen:

— analizuje zadanie z trescia,

a nastepnie zapisuje odpo-
wiednie réwnanie, nieréwno$é
liniowa, lub wzoér funkcji
liniowej,

— rozwiazuje utozone przez
siebie réwnanie badz
nieréwno$é lub analizuje
wlasnosci funkcji liniowej,

— analizuje wynik i podaje
odpowiedz.

Cwiczenie 1

a) zysk = dochéd — koszt

Niech z bedzie liczba sprzeda-

nych krasnali.

Koszty po 6 miesiacach:

6 - 1500 4 12z =

= 9000 + 12 - 1800 = 30600 |[z1]

Zysk po 6 miesigcach:

37z — 30600 =

= 371800 — 30600 = 36000 [z}]

b) y = 18z + 1500
Y

9000

7500
6000
4500
3000
1500

O 100 200 300 400 500 X

Cwiczenie 2
Niech z bedzie liczba wyprodu-
kowanych puszek.
zysk = dochdéd — koszt, zatem
dzienny zysk jest opisany
wzorem:

4z — (2x + 800) = 2z — 800
a) 2z + 800 = 4z

x = 400

Zerowy wynik ekonomiczny fir-
ma osiaga, gdy dzienna produk-
cja wynosi 400 puszek.
b) 600 c) 1100

Multite4a

* Wykorzystanie funkgji liniowej —
rozwigzanie zadania

dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 5.9

G Generator

testow i sprawdzianoéw

5.9. Funkcja liniowa — zastosowania



Odpowiedzi do zadan
1. a) y = 35000 + 320z, gdzie =

— liczba przejechanych tysiecy
kilometréw, 320 — koszt (w z1)
benzyny potrzebnej do przeje-
chania 1000 km.
Y
70000

60000

50000

40000

30000

0 40 80 b'g

b) Niech z bedzie liczba prze-
jechanych tysiecy kilometrow.
Laczne koszty:
— dla samochodu A:

y = 35000 + 320z
— dla samochodu B:

y = 40000 + 240z

40000 + 240z < 35000 + 320z
x> 62,5

Roéznica w cenie zwréci sie po

przejechaniu 62500 km.

. b) Korzystniej z wypozyczalni

Wagabunda dla liczby godzin

wiekszej od 4.

c) 26 + 6z < 14+ 9z

x >4
koszt [zl
50
Q>
45 QQo
PT)
$o
35| &/ /s
O
30|/ /&
25 =
20
zas [h]
14

01 23 45 6

Dla liczby godzin wiekszej
od 4.

5. Funkgja liniowa

Zadania

1. Samochéd A kosztuje 35 tys. zt i spa- y
la 8 1 benzyny na 100 km, a samo- 70000
chéd B kosztuje 40 tys. zt i spala 61
benzyny na 100 km. Niech x oznacza 43000
liczbe przejechanych tysiecy kilome-
trow, y — ceng samochodu plus kosz- )9
ty paliwa w zlotych (pozostale kosz-
ty pomijamy). Na zamieszczonym 10000
obok wykresie przedstawiono laczny
koszt dla samochodu B, jesli cena 50000
benzyny wynosi srednio 4 zt za litr. 0 20 40 60 80 100 120 X

a) Naszkicuj analogiczny wykres dla samochodu A.
b) Jezeli zakupiono samochdd B, to po przejechaniu ilu kilometréw zwroci

sie roznica w cenie?

Przeczytaj informacje dotyczace warunkow wypozyczenia roweréw w wy-
pozyczalniach Wagabunda i Szprycha (x oznacza liczbe godzin).

WYPOZYCZALNIA SZPRYCHA
6 z1 + 3x z1

WYPOZYCZALNIA WAGABUNDA
10 z1 + 22 zt
6 zt + 2x zt

o Rower gorski o Rower gérski

« Rower dziecigcy » Rower dziecigcy 2zl + 3z zi

Na wykresie obok przedstawiono koszt [zt

koszt wypozyczania roweru gorskie- 22

go w wypozyczalni Wagabunda w za- 20

leznoéci od czasu. 18

a) Naszkicuj analogiczny wykres dla 16

wypozyczalni Szprycha. 14

b) Odeczytaj z wykreséw, dla jakiej 19 &

liczby godzin korzystniejsze jest wy- 10 8

pozyczenie roweru gorskiego z wy- Cl

pozyczalni Wagabunda, a dla jakiej s czas-h]
z wypozyczalni Szprycha. 60 1 2 3 4 5 6

¢) Chcemy wypozyczyé dwa rowery gérskie i jeden rower dzieciecy. Dla
jakiej liczby godzin korzystniejsza jest oferta wypozyczalni Wagabunda?



Piotr i Stefan wyruszaja na wycieczke ro- 30 km 105 km

werowa do miasta C' o tej samej godzinie. A B ¢

Piotr startuje z miasta B i jedzie ze stala predkoscia 15 km/h, a Stefan
z miasta A i jedzie ze stala predkoscia 22,5 km /h.

a) Naszkicuj wykres pokazujacy odlegtosé Piotra od miasta C' w zaleznosci
od czasu oraz w tym samym uktadzie wspotrzednych — wykres pokazujacy
odlegtosé Stefana od miasta C' w zaleznosci od czasu.

b) Po jakim czasie Stefan dogoni Piotra?
¢) O ile Piotr musiatby zwiekszy¢ swoja $rednig predkosé, aby Stefan do-
gonit go dopiero w miescie C'7

7 miasta A o godzinie 8.00 wyjechal rowerzysta poruszajacy sie z predko-
$cig 20 km/h. Dwie godziny p6Zniej z miasta A w te sama strone wyjechal
samochdd, ktory poruszal sie z predkoscia 60 km /h. Naszkicuj w jednym
uktadzie wspétrzednych wykresy zaleznosci liczby przejechanych kilome-
trow przez kazdy z pojazdéw od czasu, jaki uplynal od rozpoczecia po-
drézy przez pierwszy z nich. Oblicz na podstawie wykresu:

a) o ktérej godzinie samoch6d wyprzedzil rowerzyste,

b) jaki dystans dzielil rowerzyste i samochdd o godzinie 10.30,

¢) o ktérej godzinie samochdd oddalil sie od rowerzysty o 40 km.

7 Kartuz do odlegtych o 15 km Ostrzyc wyruszyl pieszo turysta. Godzine
pdzniej z Ostrzyc do Kartuz wyjechal samochdd, ktéry minat turyste po
15 minutach jazdy. Po pétgodzinnym postoju w Kartuzach kierowca ruszyt
w droge powrotna. Po raz kolejny minal turyste zmierzajacego do Ostrzyc
po 50 minutach od ich ostatniego spotkania. Oblicz, ile czasu zajeta tu-
ryscie droga z Kartuz do Ostrzyc. Przyjmij, ze turysta szedl cala droge
w tym samym tempie, a kierowca w obie strony jechal z taka samag stala
predkosdcia.

7 miejscowosci A do oddalonej o 40 km miejscowosci B wyruszyl rowe-
rzysta jadacy z predkoscia 16 km/h. Jednoczesnie z miejscowosci B do
miejscowosci A wyruszyl drugi rowerzysta, ktéry poruszal sie z ta sama
predkoscia.

a) Przedstaw na wykresie i za pomoca wzoru odleglo$¢ kazdego z rowe-
rzystéw od miejscowosci A w zaleznosci od czasu.

b) Zapisz wzoér okredlajacy odleglo$é miedzy rowerzystami w zaleznosci
od czasu. W jakim czasie od chwili rozpoczecia podrézy odlegltosé ta byta
rowna 8 km?

. Niech = oznacza odlegtosé w km, jaka przeszedl turysta po 1 h 15 min, czyli do mo-
mentu pierwszego spotkania z kierowca, a y — odleglo$é w km, jaka przeszed! turysta
przez kolejne 50 min, czyli miedzy pierwszym i drugim spotkaniem z kierowcs.
Korzystamy ze wzoru na predkosé: v = 3.

Turysta szedl w stalym tempie, czyli £ = 4. Stad z = 1,5y.
4

Kierowca jechat ze stalg predkoscia, czyli % = 2””—??3 Stad 10z + 3y = 60.
z=1,5y
10z + 3y = 60

Turysta przeszed! 5 km w ciagu % h, zatem 15 km pokonal w czasie 3 h 45 min.

Rozwigzujemy uktad réwnan

i otrzymujemy z = 5, y = 1?

3. a) fodlegloéé od C' [km]
135
\
\
\
105 \\ Q4+ af
\Jl/ Llal
\
\
\
\
\
\
45
\
\
\
\
5 \

012345 czas[h]
b) Stefan dogoni Piotra po
4 godzinach.
c) Niech z bedzie wielkoscia,
o jaka Piotr musi zwigkszy¢
$rednia predkosé [km/h].
Wzér na predkos$c przeksztat-
camy do postaci t = . Wéw-
czas:

105 _ 135
T5+s — 22,5
x = 2,5 [km/h]

km

60 %

K \
&S

& g

> /s

10 godzina

8 9 10 11 12
a) 011.00 b) 20 km c) o0 12.00

. t — czas [h]

a) di(t) = 16t, t € (0;2,5);
da(t) = 40 — 16t, t € (0;2,5)
b) d(t) = |32t — 40|,

D4 = (0;2,5)

Odlegtos$¢ miedzy rowerzysta-
mi wyniosta 8 km po 1 h oraz
po 1,5 h.

5.9. Funkcja liniowa — zastosowania



Komentarz 5.10. Zagadnienia uzupetniajace

Roéwnanie ptaszczyzny w tréj-
wymiarowym uktadzie wspot- B Ptaszczyzna w tréjwymiarowym uktadzie wspétrzednych
rzednych mozemy zapisaé
w postaci ogélnej:

Az +By+Cz=1 Roéwnanie ax + by + cz = d, gdzie a,b,c,d sa sta-
1. a) (1,2,4) tymi oraz a, b, ¢ nie sa wszystkie jednoczesnie réwne
b) (—2,5, 1) zeru, opisuje plaszczyzne w przestrzeni z tréjwy-
2. Réwnanie plaszczyzny zapisu- miarowym uktadem wspélrzednych.
jemy w postaci ogdlnej Rozwigzujac uktad trzech takich réwnan, szukamy
ar +by +cz=1 punktow wspolnych trzech ptaszczyzn.
Podstawiamy wspotrzedne
punktéw i otrzymujemy uktad Na pierwszym rysunku przedstawiono przypadek, gdy uktad réwnan ma
réwnan: dokladnie jedno rozwigzanie, na drugim — gdy uklad ma nieskoniczenie
a+b=1 wiele rozwiazan, a plaszczyzny nie pokrywaja sie.

a){2a+b—2c=1

at+c=1
Rozwigzujemy uktad réwnan:
_ 2 31 . _ 1
a—g,b—g,c—g.

A

Réwnanie ptaszczyzny:
o by + 3o =1

2r+y+2z=3

2a+2c=1 Na ponizszych rysunkach przedstawiono przyktadowe sytuacje, gdy uktad
b) { a+3b+5c=1 rownan jest sprzeczny.

3a+2b+9c=1 @

Rozwiazujemy uktad réwnan: ( -
e~} b=ho=—}
Réwnanie ptaszczyzny: / l

fo+dy—a=1
3z +2y—z=4

3. 4

. 1.

-
-l

Wyznacz punkt wspolny ptaszczyzn Py, Py i Ps.
a) P:2x —y+z=4,Pyde+y—2=2,P:3z—-3y+z=1
b) Piax+2y+z2=7 Pe2x+y—2=2,Pyx+2y—2=9

2. Napisz réwnanie plaszczyzny, do ktorej naleza punkty A, B i C.
a) A(1,1,0), B(2,1,-2), C(1,0,1) b) A(2,0,2), B(1,3,5), C(3,2,9)

1 X 3. Napisz rownania plaszczyzn, w ktérych sa zawarte $ciany prostopadto-

5 $cianu o wierzchotkach: (0, 0,0), (0,2,0), (1,0,0), (1,2,0), (0,0, 3), (0,2, 3),
Y (1,0,3), (1,2,3).

Réwnania ptaszczyzn: z = 0,

y=0,2=0,z=1,y = 2,

z=3

I 244 5. Funkcja liniowa



B Posta¢ parametryczna rownania prostej

Innym sposobem opisu prostej jest posta¢ parametryczna. Na przyktad
uktad réwnan z parametrem ¢: %

T =2+ 4t L
, gdziet € R é 1B
y=3+2t

jest parametrycznym przedstawieniem prostej T
AB (rysunek obok). Opisuje on ruch punktu
po prostej AB. Dla t = 0 otrzymujemy punkt
A(2,3), adlat=1- punkt B(6,5). ol 1 X

[

4. Naszkicuj prosta opisana parametrycznie.

r=—-1+2¢ . r=—-24+1 .
a) , gdziet € R b) , gdziet € R
y=—-3+1 y=2-—3t

Przyktad 1
Podaj rownanie kierunkowe prostej przedstawionej parametrycznie:

r=1+1t

2" gdziet € R
y=3—2t

7 pierwszego réwnania wyznaczamy t: t = 2z — 2 i podstawiamy do dru-

iego rOwnania:
sIee y=3-2t=3—2(2x —2)

skad otrzymujemy y = —4x + 7.

@ 5. Uzasadnij, ze uklady réwnan: I, II i III, gdzie ¢ € R, opisuja te sama
prosta.

r=t I r=—14+2t [ r=1-—1
y=1+3t ly=-2+6t ly=4-3t

6. Prosta [ dana jest w postaci parametrycznej:
r=2-3t .
,gdziet € R
y=4+2t
Podaj warto$é¢ parametru ¢, dla ktérego punkt A nalezy do prostej I.
a) A(—10,12) b) A(11,-2) c) A2, 1)
Czy punkty P(—1,2) i Q(8,4) leza na prostej 7

6.a)t=4 b)t=-3 c)t=1¢
Punkty P i @ nie leza na prostej (.

4. a) Dla ¢ = 0 otrzymujemy

punkt (—1,-3),adlat =1

— punkt (1, —2), zatem prosta
ma réwnanie:

y=1z—23

Y

1
i s

O] 1 X

b) Dla t = 0 otrzymujemy
punkt (—2,2), adlat=1—
punkt (—1, —1), zatem prosta
ma réwnanie:

y=—3zx—4

Y
\

| —
=

— O

Ly=3x+1

II. 2t = x+1, po podstawieniu
do drugiego réwnania otrzy-
mujemy:
y=-243z+1)=3z+1
III. t = 1—xz, po podstawieniu
do drugiego réwnania otrzy-
mujemy:
y=4-31—-2)=3z+1
Wszystkie uktady rownan
przedstawiaja te sama prosta
o rownaniu kierunkowym
y=3x+ 1.

5.10. Zagadnienia uzupetiajgce



7. a) I sposdb

Wyznaczamy réwnania
kierunkowe prostych:
—dla Si:y = —%x—i— %,
T =3,
—dla S2: y = %x—l,x;O.
Te proste przecinaja sie
w punkcie (9, 2).
Slimak S; bedzie w tym punk-
cie dla:
t=12(9-3)=3
a $limak Sp dla:
t=12-9=3

zatem slimaki si¢ spotkaja.

II sposob
3+2t=3tdlat=3.
Wtedy:

5—-t=2
oraz:

=lari=2
zatem slimaki spotkaja sie dla
t=3.
b) I sposéb
Wyznaczamy réwnania
kierunkowe prostych:
—dlaSi:y=—32+8,z >0,
—dla S2: y = %x—4,x20.
Te proste przecinaja sie
w punkcie (12,4).
Slimak S; bedzie w tym punk-
cie dla:

t=1-12=2
a Slimak S> dla:
t=1-12=4

zatem slimaki sie nie spot-
kaja.

IT sposob
6t = 3t dla t = 0. Wtedy:
8§ —2t=28
oraz:
—4+2t=—-4

zatem $limaki sie nie spot-
kaja.

5. Funkgja liniowa

7. Przeczytaj podany w ramce przyklad.

Ruch kuli K; toczacej sie po prostej k opisuja rownania parametryczne:

y=t
Ruch kuli K, toczacej sie po prostej [

r =2t .
{ , gdziet € R Y

opisujg réwnania parametryczne:

— i P(6,3)
r=t .
{ , gdziet € R 1
y=-3+1
Czy kule K; i K, sie zderza? L X

Wyznaczmy réwnania kierunkowe prostych k: y = %;r ilty=2-3.
Proste k i [ przecinaja si¢ w punkcie P(6,3). Zderzenie jednak nie
nastapi, gdyz kula K; bedzie w punkcie P dla t = 3, za$ kula K,
dopiero dla t = 6.

Przemieszczanie sie slimakéw S; 1 Se opisuja podane réwnania parame-
tryczne. Czy slimaki te sie spotkaja (¢ > 0)7

=342t =3t
a)S’l:{x * Szl{x

y=5-—t y=—1+4+1

r = 6t =3t
b)51: SQZ

y=8—2t y=—-4+2t

Réwnanie prostej w tréjwymiarowym ukltadzie wspoélrzednych mozemy
przedstawi¢ w postaci parametrycznej. Na przyktad prosta opisana réw-
naniami:

rT=3+1
y=2—t ,gdziet e R
z=4+2t

przechodzi przez punkty A(3,2,4) dla t = 0 oraz B(4,1,6) dla t = 1.

8. Ktoére sposrdd punktéw P(3,1,2), Q(9,0,6), R(—3,7,2) naleza do podanej
prostej przedstawionej w postaci parametrycznej?

r=>5-—2t r=6-—3t
a) § y=1+3t, gdziet € R b) { y=-2+3t,gdziet €R
z=4—1 z=5—1

8.a)Qdlat=-2 b) Rdlat=3



Zestawy powtdrzeniowe

W Zestaw |

1.

10.

10.

Wyznacz punkty przeciecia wykresu funkcji f z osiami uktadu wspétrzed-
nych. Oblicz pole obszaru ograniczonego osiami uktadu wspdélrzednych
i wykresem tej funkcji.

a) f(z)=—3tx+3 ¢) fl&)=-3x—175

Okresl monotonicznoéé funkeji f w zaleznosci od parametru m.
2) fa) = (m+ Dz 1 b) f(x) = (6 — 2m)z +9

Sprawdz, czy punkty: A, B i C' naleza do wykresu tej samej funkcji liniowej.

Oblicz k, jesli punkty P i () naleza do wykresu funkcji y = ax.

a) P(2,2), Q(5,k) c) P(1,8,24), Q(12,k)

b) P(k,6), Q(3: ) d) P(V6,k), Q(v2,2)

Wyznacz punkty przeciecia prostej [ z osiami uktadu wspétrzednych, jesli

jest ona rownolegta do prostej k i przechodzi przez punkt P.
a) krx —2y+2=0, P(4,-1) b) k:5x+3y+6 =0, P(—3,1)

Uzasadnij, ze czworokat PQRS jest trapezem.

a) P(—5,—4), Q(7,4), R(1,4), S(-5,0)

b) P(=4,-3), Q(0,=3), R(3,-3), S(-9:3)

Wyznacz réwnanie prostej przechodzacej przez punkt P(—3,—1) i prosto-
padlej do podanej prostej.

a) y=—45x—5 b) 3x —5y—1=0

Wyznacz rownania prostych, w ktorych zawarte sa boki tréjkata o wierz-
chotkach: A, B, C. Czy jest to trdjkat prostokatny?

a) A(Ov 0)7 B(87 6)7 C(_67 8) b) A(_67 0)7 B(lv 1)7 C(-?), 4)
Wyznacz réwnania prostych zawierajacych boki czworokata o wierzchot-
kach: A(—2,-3), B(4,0), C(2,4), D(—4,1). Uzasadnij, ze czworokat ten
jest prostokatem.

Rozwiaz réwnanie z niewiadoma x w zaleznosci od parametru m.

a) m(x —6) =2z — 12 b) m(mx —1) =9z + 3

.AB:yz%x—Q,BC:y:—Z:K—i—& CD:y:%m—i—S,AD:y:—Z:v—?

Czworokat ABCD jest prostokatem, gdyz: AB || CD, AD || BC oraz AB L AD.

a) dla m = 2 nieskoniczenie wiele rozwiazan, dla m # 2 jedno rozwiazanie: z = 6

b) dla m = 3 sprzeczne, dla m € R\ {—3, 3} jedno rozwiazanie: z = —

m—3"
dla m = —3 nieskoniczenie wiele rozwiazan

.a)y=32z—1

. a) (9,0), (0,3), P=13,5

b) (14,0), (0,-8), P = 56

) (=3,0), (0,=%),
P=9375

o

. a) rosnaca dla m € (—3;00),

malejaca dla m € (—oo; —%),
stata dla m = —%

b) rosnaca dla m € (—o0;9),
malejaca dla m € (9; 00),
stata dla m =9

. a) prosta AB: y = %x +3

Punkt C' nie nalezy do prostej
AB.

b) prosta AB: y = —3z — 1
Punkt C nalezy do prostej
AB.

.a) 15 b) 12 ¢) 16 d) 2v/3
.a)y= %m —3; (0,—3), (6,0)

b) y = =3z —4; (0, —4),
(-%.0)

. a) Wspolezynniki kierunkowe

apq = ars = 2, czyli proste
PQ i RS sgréwnolegte, zatem
czworokat PQRS jest trape-
zem.

b) apg = ars = —%, czyli
proste PQ i RS sg réwno-
legle, zatem czworokat PQRS
jest trapezem.

1

b)y=—-2z—-6

.a) AB: y =3z,

AC: y= —%m,

BC: y=—-iz+7%,

AB 1 AC, zatem tréjkat jest
prostokatny.

b) AB: y=1x+ ¢,

AC: y= %x + 8,

BC: y = —%m 4 1%

AC 1 BC, zatem tréjkat jest
prostokatny.

Zestawy powtorzeniowe
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3.agm=9 b)m=1

4.a) m=—-2 b)m=-2

5.a)z=-3,y=2
b)z=3,y=6

¢) sprzeczny
d)z=-5y=-1
e)z=8,y=>5
f)z=-8,y=-T7
6. Y

—

0,3,
y=5et3y=50-3
7. a)
O] 1 X

wierzchotki: (—4, —6), (4,0),
(1,4), spodek wysokosci: (0, 2)
b) Y
1
L
X

. Réwnania prostych AB: y = 2z + 2, BC: Y
Yy = —%m — 3. Proste te sa prostopadte, wiec A
|[XABC| = 90°.

wierzchotki: (—4, 1), (4,5),
(—1,—5), spodek wysokosci:
(%7 _%)

I 248 5. Funkcja liniowa
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B Zestaw Il

Wyznacz t, wiedzac, ze punkty: A, B, C naleza do tej samej prostej.
a) A(t,0), B(—2,-6), C(2,-3) b) A(—4,-5), B(5,t), C(2,1)

Dla jakiej wartosci parametru k wspélczynniki kierunkowe prostych AB
i CD sa liczbami przeciwnymi?
a) A(3,2), B(L, k), C(6,2k), D(4,1) b) A(4,4), B(2,3k), C(3,k), D(4,1)

Dla jakiej warto$ci parametru m prosta 3z 4+ 2y = 0 jest réwnolegta do
prostej:

a) mz+6y+7=0,

b) 3mz + (m? + 1)y — 5 =07

Proste A1z + By + C; = 0 oraz
Agx + Boy + Co = 0 sa:
= rownolegle, wtedy i tylko wtedy,
gdy A1B2 — AgBl = 0,
= prostopadte, wtedy i tylko wtedy,
gdy A1A2 4 BlBQ = (0

Dla jakiej wartosci parametru m
prosta x + 4y — 9 = 0 jest prosto-
padta do prostej:

a) (bm+1)z+y—8=0,

b) 16mx + (m?* + 4)y + 13 = 07

Rozwiaz algebraicznie i graficznie uktad rownan.

r—y=-5 3r—2y=>5 0,5y — 0,125 = 1,5
a) c) e) 1 1
20 +y = —4 —6x +4y =8 =

SV Ht =3
3x—4
3r —y=3 3r+4y =—19 2y — 5 =0
b) B d) 9, B f)
r—3y=-—15 sx—y=-15 y—15x=>5

Przekatne rombu sg zawarte w prostych 3z 44y —10 =01i4x—3y—5 = 0,
a dwa sposrod jego bokéw w prostych x—2y—5 =01 x — 2y + 5 = 0. Nary-

suj podane proste i odczytaj wspolrzedne wierzchotkow rombu. Wyznacz
réwnania prostych, w ktérych sa zawarte pozostate boki rombu.

Narysuj tréjkat prostokatny, ktorego boki sa zawarte w prostych k, [, m
i odczytaj wspolrzedne jego wierzchotkow. Wyznacz wspoétrzedne spodka
wysoko$ci opuszczonej z wierzchotka kata prostego.

a) k:y=20+4+2, l:y=32x—-3, m:y=—3x+53%

b)k:iy=-20—-7 l:y=2r-3, m:y=2x+3

2

Punkty A(1,4), B(—2,-2), C(2,—4) sa kolejnymi wierzcholkami trapezu
prostokatnego ABCD. Wyznacz wspélrzedne wierzchotka D, jesli wia-
domo, ze lezy on na osi OX (rozpatrz dwie mozliwosci).

I przypadek: AB || CD

Woéweczas prosta C'D ma réwnanie:
y=2x—8 D )

czyli wierzchotek D ma wspdlrzedne (4, 0). ol 1 X

IT przypadek: AD || BC

Wéwczas prosta AD ma réwnanie:

y=—3z+43
czyli wierzcholek D ma wsp6lrzedne (9, 0). (

i

vy}




Sposaéb na zadanie @

Przyktad 1

Prosta y = ax+0b przechodzi przez punkty P i Q). Wspotczynnik a jest ujemny;,
gdy:

A P(=3.5), Q(=%.5). C. P(=3.-3). Q(5:3).

B. P(3. 7). Q%) D. P(=53,%). Q(5: 3)-

Aby wskazaé poprawna odpowiedZ, mozemy postapié¢ na jeden z ponizszych
Sposobow.

o Obliczamy wspélczynniki kierunkowe prostych w kazdym z przypadkéw A,

B, CiD.
Y
e Zaznaczamy punkty P i @ w ukladzie wspotrzednych, AN
aby sprawdzi¢, w ktérym przypadku prosta PQ jest wy- 1 \f)
kresem funkcji malejacej (na rysunku obok przedstawio-
no prosta P@ dla przypadku D). o] 1 X

« Mozna zauwazy¢, ze w przypadku D: zp < zq (gdyz fg < g) oraz yp > Yo
(gdyz § > 3), zatem prosta PQ jest wykresem funkcji malejacej, czyli a < 0.
Odpowiedz: D

Przyktad 2

Ktoéra para punktéow nie nalezy do prostej y = ax + 2 dla zadnej wartodci
wspoétezynnika a?

A. (-8,-5), (8,9) C. (—8,-6), (4,-2)

B. (79a 6)a (9’ 72) D. (71074)7 (51 1)

Aby wskazaé poprawna odpowiedZ, mozemy postapié¢ na jeden z ponizszych
Sposobow.

o Sprawdzamy wspdtliniowosé podanych punktéw z punktem (0,2) w kazdym
z przypadkéow A, B, C i D.

o Zauwazamy, ze prosta y = ax + 2 nie moze przechodzi¢ jednoczesnie przez

punkty nalezace do IIT i IV éwiartki ukladu wspélrzednych (patrz rysunki),
a takie punkty podano w przypadku C.

a Y a=0 Y Y 0
7 NS
/ 1 T X \
Ol 1 X Ol 1 X O 1 X

Odpowiedz: C

dlanauczyciela.pl | Klaséwka 5
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f
! X
ol 1
AL f(VBHV2) =0
B. f(v/3—v2)=4-2V6
C. f(V3)=2-6
D. f(vV2)=V6-3
.y:%x—l—%

. A. Dla m = 2 otrzymujemy
prosta y = 2 — jest to funkcja
stata.

B. Dla m = v/2 otrzymujemy
réwnanie:

20+ (1—v2)y++v/2=0
czyli:
Y= ﬁx 4= /B2

Wspéblczynnik kierunkowy tej

prostej jest dodatni — jest to

funkcja rosnaca.

. Réwnania przekatnych:
y:—3x+liy:%x—%.

5. Funkgja liniowa

@ Zadania testowe

Rozwiaz zadania i zapisz odpowiedzi w zeszycie. W kazdym zadaniu tylko

jedna odpowiedz jest prawidtowa.

1.

Przez ktéra ¢wiartke uktadu wspoétrzednych nie przechodzi wykres funkcji
flz) = -3z 447

A1 B. II C. III D. IV

Prosta przechodzaca przez punkt (3,6) i przecinajaca o OX w punkcie
o odcietej rownej —1 przecina o$ OY w punkcie:

A. (0,2), B. (0,3), C. (0,-3), D. (0,-6).

Do wykresu funkcji f(z) = (v/3 — v/2)x — 1 nie nalezy punkt:

A. (\/§+\/§70)7 C' (\/573_\/6)7

B' (\/_*\/57472\/6)a D' (\/51\/6*3)

Ktéra para punktéw nie nalezy do prostej y = a(z —2) dla zadnej wartosci
wspotezynnika a?

A. (4,1), (—4,-3) C. (-3,-2), (—1,3)

B. (_37 —10)7 (17 _2) D. (1a3)7 (37 _3)

Prosta y = (\/5 — 1)z — 1 jest prostopadla do prostej o wspélezynniku
kierunkowym réwnym:

A —1-+/2, B. -1+ /2, C. 1+ V2, D.1- /2.
Prosta (4 — m?)z 4+ (1 —m)y + m = 0 jest wykresem funkcji rosnacej dla:
A.m=2, B. m =2, C. m=1, D. m=-2.

Prostey:mx—l—%xiy:mx—%x:
A. sa prostopadte dla m = 0, C. sa prostopadte dla m = —1,
B. sa prostopadte dla m =1, D. nigdy nie sa prostopadte.

Przekatne czworokata o wierzchotkach (—3,-5), (2,-5), (5,1), (=2,7)
przecinaja sie w punkcie:

A. (1,-2), B. (1,-1), C. (-2,-1), D. (-2,-2).

Ile punktéw (z,y) o obu wspélrzednych calkowitych dodatnich nalezy do
poiplaszezyzny opisanej nieréwnoscia y < —%(m —8)7

A9 B. 12 C. 16 D. 18

. Prosta y = a(x — 2) nie moze przechodzié jednoczesnie przez punkty nalezace do 11

i I1T éwiartki uktadu wspolrzednych (patrz rysunki), a takie punkty podano w przy-

padku C.
a>0 a=0 a<0

Y Y Y

1 1 T

O X O] 1 X O 1 X
~ N




Przed obowigzkowa matura z matematyki @

B Zadania krotkiej odpowiedzi

Zadanie 1 (2 pkt)
Dla jakiej wartodci wspélezynnika ¢ miejsce zerowe funkeji f(x) = %1 + ¢ jest
rowne 67

Zadanie 2 (2 pkt)
Oblicz pole tréjkata ograniczonego prosta y = %.1? + 3 i osiami uktadu wspol-
rzednych.

[0] Zadanie 3 (2 pkt)
Uzasadnij, ze proste y = 22 — (1 — ) i y = 0,4z — (x — 1) sa prostopadle.

Zadanie 4 (2 pkt)
Wyznacz réwnanie prostej k, jesli wiadomo, ze jest ona prostopadia do prostej
l:y= %x + 2 i przecina 0§ OX w tym samym punkcie co prosta (.

Zadanie 5 (2 pkt)
Znajdz najwieksza liczbe catkowita m, dla ktérej prosta y = (%m + 9) r—4
jest wykresem funkcji malejacej.

B Zadania rozszerzonej odpowiedzi

[D] Zadanie 6 (4 pkt)

Dwa boki tréjkata sa zawarte w prostych y = —3x+4 iy = 22 —6. Uzasadnij,
ze jesli punkty P(2,—4) i Q(—2,2) naleza do trzeciego boku tego tréjkata, to
jest on prostokatny.

Zadanie 7 (4 pkt)
Punkty: A(0,—5), B(8, —3), C(4,5) sa wierzchotkami réwnolegloboku ABCD.
Wyznacz réwnania prostych, w ktérych sa zawarte odcinki AD i C'D.

Zadanie 8 (4 pkt)
Punkty (—3,—5) i (3,4) sa wierzcholkami tréjkata prostokatnego, ktérego
przeciwprostokatna jest zawarta w prostej x = —3. Oblicz pole tego trdjkata.

Zadanie 9 (5 pkt)
Prosta y = %x + 5 przecina osie uktadu wspotrzednych w punktach A i B,
a prosta y = 1,52 — 6 — w punktach C' i D. Oblicz pole czworokata ABCD.

Zadanie 10 (6 pkt)
Wyznacz punkt przeciecia przekatnych prostokata PQR.S, jesli wiadomo, ze
P(-3,0), S(—1,4), a punkt R lezy na osi OX.

10. Wspélczynnik kierunkowy prostej PS Y
jest rowny 2. Réwnanie prostej SR, pro-
stopadtej do prostej PS i przechodzacej
przez punkt S:

y=—3%+33 )
Zatem R(7,0). Przekatne prostokata F B R
dzielg sie w polowie, wiec punkt przecie- o| 1 X

cia przekatnych ma wspdlrzedne (2,0).

.c=—4

. Punkty przeciecia z osiami

uktadu wspotrzednych:
(—6,0), (0, 3).
Pole trojkata: P = 9.

. Proste w postaci kierunkowej:

y=3%z—1liy=—2z+1 Po
niewaz ai-az = %(_%) =1,

wiec proste sg prostopadte.

. Punkt przeciecia z osia OX:

(—4,0). Roéwnanie prostej k:
y=—2x — 8.

. 2m+9<0,stad m < —6

Najwigksza liczba calkowita
spelniajaca nier6wnos¢:
m = —1.

. Réwnanie prostej PQ:

y== %x =1
Wspblczynniki kierunkowe
prostych PQiy = %w—6 spel-
niaja warunek prostopadtosci:
3.2

—5 - 2 = —1. Zatem tréjkat

jest prostokatny.

1
. aAB:Z,ch:—2

Réwnanie prostej AD, réwno-
leglej do prostej BC' i prze-
chodzacej przez punkt A:

y=—-2r—25
Réwnanie prostej C'D, réwno-
leglej do prostej AB i prze-
chodzacej przez punkt C:

Yy = ix +4

. Niech A(—3,-5), B(3,4).

aap =32
Roéwnanie drugiej przyprosto-
katnej wychodzacej z wierz-
chotka B: y = —%:L‘ + 6.
Punkt C' ma wspélrzedne
(—3,8). Pole trojkata:
P=3-13-6=39.

. Wspélrzedne wierzchotkdéw

czworokata: A(0,5), B(—3,0),
C(0,—6), D(4,0).

Pole czworokata jest réwne
sumie pél trojkatéw ABC

i CDA:
P=3-11-3+35-11-4=385

Przed obowigzkowg maturg z matematyki



1.

2.

3.

4.

a=-—% p=8
a+ b= 7,423

Nalezy zakodowac: 742
Wspoétezynnik kierunkowy
prostej AB: a =3
Prosta CD: y =3z — 14
T = 5 ~ 4,667
Nalezy zakodowacé: 466
x=m — 240
y=m — 310
m —240 > 0im — 310 > 0,
czyli m > 310

Zatem m = 311.
Nalezy zakodowaé: 311

Y _—

i

n =19, n* = 361
Nalezy zakodowac: 361

. Przeksztalcamy uktad
rownan
Yy = m?z + 2z
{ Yy = —n’r—z—2
do postaci
_ -2
S
 —2(m?+2)
T

m?+n?+3 > 0 dla dowolnych
wartosci parametréow m i n.
Stad z < 0, y < 0.

Zatem punkt przeciecia pro-
stych nalezy do III éwiartki
dla dowolnych wartosci para-
metréw m i n.

. Dla z = 0 mamy y = —1.

Zalézmy, ze punkt (p, q), gdzie
p,q € Q oraz p # 0, nalezy do
wykresu funkcji y = v6z — 1.
Wéwczas:
g=Vop—1/?
¢ =6p° —2V6p+1
_ 6p2—q%+1
V6 = _L2;17_

Lewa strona powyzszej réw-
nosci jest liczba niewymierng,
a prawa wymierng. Otrzyma-
na sprzecznos$é oznacza, ze za-
tozenie jest falszywe.

5. Funkgja liniowa

[0] Zadanie 7 (5 pkt) Yt

@ Przed matura z matematyki na poziomie rozszerzonym

W zadaniach 1-4 odpowiedz jest zakodowana: ma forme trzech cyfr opisanych
w poleceniu.

Zadanie 1 (2 pkt)

Prosta y = az + b jest prostopadla do prostej y = v/3z + 4 i przechodzi przez
punkt P(v/3,7). Zakoduj cyfre jednoéci i dwie pierwsze cyfry po przecinku
liczby a + b.

Zadanie 2 (2 pkt)

Punkty A(—1,2), B(—2,—1), C(4,—2) sa kolejnymi wierzchotkami réwnole-
globoku. Bok CD tego réwnolegtoboku zawiera sie w prostej przecinajacej
0§ OX w punkcie (z,0). Zakoduj cyfre jednosci i dwie pierwsze cyfry po
przecinku liczby x.

Zadanie 3 (3 pkt)
Zakoduj cyfre setek, dziesiatek i jednosci najmniejszej liczby catkowitej m # 0,
dla ktérej rozwiazaniem ponizszego ukladu réwnan jest para liczb dodatnich.

{2x—y—m—170

mzx +my = 2m* — 550m

Zadanie 4 (3 pkt)

Oznaczmy przez n liczbe punktéw o obu wspotrzednych catkowitych naleza-
cych do trojkata, ktorego boki zawieraja sie w prostych x =0, x —3y+9 =0
i 3z —y — 5 = 0. Zakoduj cyfre setek, dziesiatek i jednosci liczby n?.

[0] Zadanie 5 (4 pkt)

Udowodnij, ze proste dane réwnaniami y = m?z +2z iy = —n’z — x — 2
przecinaja sie w punkcie nalezacym do IIT ¢wiartki uktadu wspétrzednych dla
dowolnych wartosci parametréw m i n.

[0] Zadanie 6 (4 pkt)

Udowodnij, ze do prostej y = v/6x — 1 nalezy tylko jeden punkt o obu wspél-
rzednych wymiernych.

Dwa boki tréjkata prostokatnego sa zawarte
w prostych k i [, a trzeci bok jest zawarty

—

w prostej przechodzacej przez punkt P (ry- ~_ 0| 1 X
sunek obok). Uzasadnij, ze pole tego trojkata ~__P(2,-2)
jest réwne 10 lub 20. T~
7. Trojkat bedzie prostokatny w dwéch przypad- Y

kach:

I przypadek — trzeci bok jest prostopadly do 7 /

prostej k.

Réwnanie prostej k: y = %x + 2, czyli trzeci il

bok zawarty jest w prostej y = —2z + 2.

Woéwczas pole trojkata: P = %~2\/§-2\/§ = 10. e o 1 / X

II przypadek — trzeci bok jest prostopadly do I 2,-2)

prostej 1. T~

Réwnanie prostej I: y = —%x— 1%, czyli trzeci bok zawarty jest w prostej y = 3x—8.

Punkt przecigcia trzeciego boku z prosta k: (4, 4). Wowczas pole tréjkata jest réwne:

P = 3 -2y/10-2/10 = 20.



