U o0s6b wyczynowo uprawiajacych sport re-
gularnie przeprowadza sie specjalistyczne
badania lekarskie.

Elektrokardiogram wykonuje si¢ za po-
moca przyrzadu, ktéry odbiera i wzmacnia
impulsy elektryczne. Jako wynik badania
otrzymujemy wykres funkcji napiecia elek-
trycznego, wytworzonego na skutek skurczu
miesnia sercowego, w zaleznosci od czasu.

Prawidlowa czynno$é serca

Zaburzenie rytmu serca

4. Funkcje 151 s



Uczen:

— stosuje pojecia: funkcja,
argument, dziedzina, warto$c
funkcji, miejsce zerowe
funkcji,

— rozpoznaje wsréd danych
przyporzadkowan te, ktére
opisuja funkcje,

— podaje miejsca zerowe
funkcji,

— opisuje funkcje réznymi
sposobami: za pomoca grafu,
tabeli, opisu stownego,

— odczytuje wartosé funkcji
dla danego argumentu,

— odezytuje argumenty, dla
ktorych funkcja przyjmuje
okreslona wartos¢.

4.1. Pojecie funkciji

Przykfad 1
W szkolnym turnieju pitki noznej wzieto udziat pie¢ druzyn A, B, C, D i E.
Grano systemem kazdy z kazdym. Za zwyciestwo przyznawano 3 pkt, za remis
1 pkt, a za przegrang 0 pkt. Najmniejsza

mozliwa do zdobycia liczba punktéw to 0,
a najwieksza to 12. Kazdej druzynie przy-
porzadkowano sume zdobytych punktéw —
wyniki turnieju przedstawiono w tabeli.

Druzyna A B C D E
Zdobyte punkty 3 7 8 1 | 8

Przykfad 2

Na grafie obok kazdej z czterech oséb przy-
porzadkowano dzien tygodnia, w ktorym
dana osoba si¢ urodzita. Zbioér os6b ozna-
czono litera X, a zbiér dni tygodnia — li-
tera Y.

« poniedziatek
e wtorek

* $roda
 czwartek

« piatek

e sobota

» niedziela

Oméwione powyzej przyporzadkowania sa przykladami funkcji. W kazdym
z nich sa wskazane dwa zbiory, czesto oznaczane przez X i Y, oraz okreslony
sposéb przyporzadkowania elementom zbioru X elementéw zbioru Y — mozna
to zrobi¢ np. za pomocy tabeli, grafu lub opisu stownego.

Przyktad 3
Kazdej liczbie ze zbioru X = {1, 2, 3, 4, 5, 6} przyporzadkowano jej reszte
z dzielenia przez 4. Zbiér mozliwych i




Definicja
Funkcja ze zbioru X w zbiér Y nazywamy przyporzadkowanie, w ktorym
kazdemu elementowi x € X odpowiada doktadnie jeden element y € Y.

Zbiér X nazywamy dziedzing funkcji, a jego elementy argumentami.

Zbiér Y nazywamy przeciwdziedzing funkcji. Jesli element zbioru Y jest przy-
porzadkowany jakiemus$ elementowi zbioru X, to nazywamy go warto$cig
funkcji.

Funkcje zwykle oznaczamy malymi literami, na przyktad: f, g, h.

Moéwige o funkcji f ze zbioru X w zbiér Y, uzywamy zapisu f: X — Y, a war-
tosé, ktéra funkcja f przyjmuje dla argumentu x, oznaczamy przez f(x).

Przyktad 4

Dane sg zbiory X = {-2,-1,0,1,2} i Y = {0,1,2,3,4}. Funkcje f ze zbio-
ru X w zbidr Y] ktora kazdej liczbie przyporzadkowuje jej kwadrat, przedsta-
wiono za pomocy grafu i tabeli.

X ¥ Y
| T
A

Zwroé uwage, ze liczby 2 1 3 nalezg do przeciwdziedziny funkcji f, ale nie sa

Argument z -2 -1 0 1 2
Warto$é funkeji f(z) 4 1 0 1 4

wartod$ciami tej funkcji.

Funkcja f dla argumentu x = 2 przyjmuje warto$¢ y = 4, co zapisujemy
»f(2) =4” 1 czytamy: . f od 2 jest réwne 47.

Wartosé y = 4 funkcja f przyjmuje réwniez dla argumentu z = —2, zatem

F(~2) = 4.

Cwiczenie 2
Dane sg zbiory X = {1,2,3,4,5} 1Y = {-2,—1,1,2} oraz funkcja f: X — Y
przedstawiona za pomoca grafu.

a) Podaj wartosci funkcji f dla argumentéw pa-
rzystych.

b) Dla jakich argumentéw funkcja f przyjmuje
warto$¢ 2, a dla jakich — wartos$¢ 17

c¢) Przedstaw funkcje f za pomoca tabeli.

Cwiczenie 2

a) f(2)=-1, f4)=2

b) f(z) =2 dla x € {3,4}

Nie istnieje argument, dla ktorego funkcja przyjmuje wartosé 1.

c)

% 1 2 3 4 5

f@)|—2|-1] 2|2 |-1

Komentarz

Poniewaz uczniom trudno jest
zrozumie¢ definicje funkcji,
nalezy poswieci¢ odpowiednig,
ilos¢ czasu na jej doktadne
wyttumaczenie. Warto podaé
uczniom kilka przyktadow
funkcji z zycia codziennego,

a takze wskazaé relacje, ktére
nie sa funkcjami.

Szczegoblnie wazne jest podkre-
§lenie faktu, ze kazdemu argu-
mentowi przyporzadkowana jest
dokladnie jedna wartosc.

X Y
I

To przyporzadkowanie jest
funkcja.

X

Y
To przyporzadkowanie nie jest
funkcja.

Przyktady przyporzadkowan,
ktére nie sg funkcjami
omawiamy w przyktadzie 5.

4.1. Pojecie funkgji



Cwiczenie 3

z | -2|-1|0 1 2

fl@)| 2 0

(SIS

1
2

Wartosciami funkcji nie sa 1 i %

Wartosci przyjmowane dla
dwbch argumentéw: 3 i 2.
Cwiczenie 4

a) z=3

b) z € {0,1,5}

c) x=2

d) dla zadnych

4. Funkcje

Cwiczenie 3

Dane sg zbiory X = {-2,-1,0,1,2} i Y = {0,1,1,2,2}. Funkcja f: X — YV
przyporzadkowuje kazdemu argumentowi potowe jego kwadratu. Przedstaw te
funkcje za pomocy grafu i tabeli. Ktére elementy zbioru Y nie sg wartosciami

funkcji f7 Ktore wartosci s przyjmowane dla wigcej niz jednego argumentu?

Cwiczenie 4
Funkcje f:{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} — {—2,-1,0,1,2,3,4} przedstawiono za
pomoca tabeli.

x 0 1 2 3 4 5 6 7 8
fl) 1 1 -2 0 2 1 3 3 3 4

Dla ktérych argumentéw zachodzi réwnosé:

a) f(z)=0, b) f(z) =1, ) flz) = -2, d) f(z) = —1?

Zauwazmy, ze zgodnie z definicjg przyporzadkowanie jest funkcja ze zbioru X
w zbior Y, gdy kazdemu elementowi zbioru X przyporzadkowany jest dokltad-
nie jeden element zbioru Y.

Przyktad 5
Uzasadnij, ze na ponizszym grafie nie przedstawiono funkcji ze zbioru X
w zbior Y.

b)

Liczbie 2 nalezacej do zbioru X nie przy-
porzadkowano zadnego elementu zbio-
ru Y. Zatem graf nie przedstawia funkcji
ze zbioru X w zbior Y.

Liczbie 2 nalezacej do zbioru X przy-
porzadkowano dwa elementy zbioru Y.
Zatem graf nie przedstawia funkcji ze
zbioru X w zbioér Y.

Cwiczenie 5
Czy na ponizszym grafie przedstawiono funkcje ze zbioru X w zbior Y7 Jesli
tak, to podaj argument, dla ktérego funkcja ta przyjmuje wartosé 0.

Cwiczenie 5
a) Nie, liczbie 5 przyporzadkowano dwa elementy ze zbioru Y.
b) Tak, funkcja przyjmuje wartosé 0 dla argumentu 2.



Definicja Cwiczenie 6
a) Miejsce zerowe: 2.

Miejscem zerowym funkcji f nazywamy taki argument x, dla ktorego:
T —-1] 0 1 2

fl®)=0
flz)| =3|-2|-1] 0
Przyktad 6 b) Nie ma miejsc zerowych.
Funkcja ff{—27—1,071>2} - {0.31727374} r -2 -1 0 1 2 z | -1] 0] 1|2
pr.zt?dbtawwna za p.omoc@ tabeli ma dwa f@) 1 0ol 2130 fol 23] 45
miejsca zerowe: —1 1 2.

c) Miejsca zerowe: —11 1.

Cwiczenie 6 s l1lol1]a

Przedstaw za pomoca tabeli funkcje f i podaj jej miejsca zerowe, jesli kazdej

liczbie ze zbioru X = {—1,0,1,2,3} przyporzadkowuje ona: f@)| 0 |-1] 03

a) liczbe o 2 mniejsza, ¢) kwadrat tej liczby pomniejszony o 1, d) Miejsce zerowe: 2.

b) liczbe o 3 wigksza, d) szescian tej liczby pomniejszony o 8. x |[—=1] 0| 1] 2
f@)| -9 -8|-7] 0

Zadania

Odpowiedzi do zadan
1. Funkcje f: {—2,-1,0,1,2} — {-1,0,1,2, 3,4} przedstawiono za pomoca 1.a) f(0)=0

tabeli. Przedstaw te funkcje za pomoca grafu i podaj jej miejsca zerowe. X Y
a) z —2-10 1 2 D)l g —2-10 1 2 =—
fz) 3 2 0 2 3 fz) =1 0 1 2 3 a

2. Funkcja f:{-2,-1,0,1,2,3} — {0,1,2,3,4,5} zostala podana w postaci

. . . . b —-1)=0
tabeli. Przedstaw ja za pomocg grafu oraz opisu stlownego. Dla ilu argu- X) /=D v
mentow przyjmuje ona warto$ci nieparzyste? 7
) y 210 1 2 3 P 2z 2101 2 3 =

fl@) 0 1 2 3 4 5 fl@) 2 1. 0 1 2 3 [\

3. Funkcje f: X — Y przedstawiono w postaci grafu. Przedstaw te funkcje
za pomoca tabeli i podaj jej miejsca zerowe.

a) X ;Y b) X Y

f
—7 i =
— —

2. a) Funkcja f kazdej liczbie ze zbioru {—2, —1,0, 1,2} przyporzadkowuje liczbe
o 2 wigksza. Funkcja przyjmuje wartosci nieparzyste dla trzech argumentéw.
b) Funkcja f kazdej liczbie ze zbioru {—2,—1,0,1,2} przyporzadkowuje jej
warto$¢ bezwzgledna. Funkcja przyjmuje wartosci nieparzyste dla trzech argu-

mentow.
3. a) Miejsca zerowe: 0 i 2. b) Nie ma miejsc zerowych.
) -2 -1]10 1 2 T 1 2 3 4
f@) | -2 -2]0] 210 f@ | 1] 1] 1|1

4.1. Pojecie funkgji



4. a)

z [—2(-110]| 1] 2

f@y|a|1]0|1]4

b) Wartosciami funkcji f nie
sa: 2, 3, 5.

11 4 sa przyjmowane dla
dwbéch argumentow.

. a) Dziedzina funkcji f:

X ={-1,0,1,2,3,4}
Funkcja f kazdej liczbie ze
zbioru X przyporzadkowuje
liczbe o 3 mniejsza. Wartosci
dodatnie przyjmuje ona dla
jednego argumentu.

b) Dziedzina funkcji f:

X ={-3,-2,-1,0,1,2}
Funkcja f kazdej liczbie ze
zbioru X przyporzadkowuje
liczbe do niej przeciwna.
Wartosci dodatnie przyjmuje
ona dla trzech argumentéw.

. wartosci ujemne dla: —1,0, 1,
dwa miejsca zerowe: —2, 2

. a) Pierwiastek kwadratowy
z liczby 2 nie jest liczbg, wy-
mierna, czyli liczbie 2 nie
jest przyporzadkowana zadna
wartosé¢ ze zbioru Y. Zatem
to przyporzadkowanie nie
jest funkcja.

b) Pierwiastek kwadratowy

z liczby —1 nie jest liczba
rzeczywista, czyli liczbie —1
nie jest przyporzadkowana
zadna warto$¢ ze zbioru Y.
Zatem to przyporzadkowanie
nie jest funkcja.

4. Funkcje

10.

11.

10.

11.

Dane sa zbiory X = {-2,-1,0,1,2} oraz Y = {0,1,2,3,4,5}. Funkcja
f: X =Y kazdemu argumentowi przyporzadkowuje jego kwadrat.
a) Przedstaw te funkcje za pomoca tabeli i grafu.

b) Ktére elementy zbioru Y nie sa wartoéciami funkeji f? Ktére wartosci
sa przyjmowane dla wiecej niz jednego argumentu?

Funkcja f zostala podana w postaci tabeli. Okresl jej dziedzine, a nastep-
nie przedstaw te funkcje za pomoca grafu oraz opisu stownego. Dla ilu
argumentow przyjmuje ona warto$ci dodatnie?

a) , 10 1 2 3 4 b

fl) =4 -3 =2 -1 0 1

xr -3 -2-10 1 2
fl@) 3 2 1 0 —1 -2

Funkcja f kazdej liczbie ze zbioru X = {-3,—2,—1,0,1,2} przyporzad-
kowuje jej kwadrat pomniejszony o 4. Dla ktorych argumentow funkcja ta
przyjmuje warto$ci ujemne? Czy ma ona miejsca zerowe?

Rozwazmy przyporzadkowanie, w ktorym liczbie odpowiada jej pierwia-
stek kwadratowy. Uzasadnij, ze przyporzadkowanie to nie jest funkcja ze
zbioru X w zbior Y, jesli:

a) X ={0,1,2,3,4}, Y =Q, b) X ={-1,0,1,2}, Y =R.

Funkcja f kazdej dwucyfrowej liczbie naturalnej przyporzadkowuje jej
reszte z dzielenia przez n. lle miejsc zerowych ma funkcja f7

a) n=2 b) n=14 c) n=>5 d) n=10

Funkcja f kazdej dwucyfrowej liczbie naturalnej przyporzadkowuje sume
jej cyfr, np. f(24) = 6.

a) Podaj zbiér wartosci funkcji f.

b) Dla jakich argumentéw funkcja f przyjmuje wartosé 3, a dla jakich 77
Funkcja f kazdej trzycyfrowej liczbie naturalnej przyporzadkowuje sume
jej cyfr, np. f(234) = 9.

a) Podaj zbiér wartosci funkeji f.

b) Dla jakich argumentéw funkcja f przyjmuje wartosé 2, a dla jakich 37
Funkcja f kazdej trzycyfrowej liczbie naturalnej przyporzadkowuje iloczyn
jej cyfr, np. f(213) = 6.

a) Ile miejsc zerowych ma funkcja f7

b) Dla ilu argumentéw funkcja f przyjmuje wartosé 8?

. a) Liczba dwucyfrowa m podzielna przez 2 ma postaé m = 2k, gdzie 5 < k < 49,

zatem jest 45 takich liczb.

b) Liczba dwucyfrowa m podzielna przez 4 ma postaé m = 4k, gdzie 3 < k < 24,
zatem sa 22 takie liczby.

c) 18 d) 9

.a) {neN:1<n<18}

b) f(z) = 3 dla z € {12, 21,30}, f(z) =7 dla = € {16, 25, 34, 43, 52,61, 70}

a) {neN:1<n<27}

b) f(z) = 2 dla = € {101,110, 200}, f(z) = 3 dla = € {102, 111, 120, 201, 210, 300}
a) 171

b) f(z) =8 dlax € {118,124, 142,181, 222,214, 241,412, 421,811}, zatem funkcja f
przyjmuje wartos¢ 8 dla dziesieciu argumentow.



4.2. Szkicowanie wykresu funkciji (1)

Funkcje, ktérej argumenty i wartodci sa liczbami, nazywamy funkcja liczbowa.
Jednym ze sposobéw przedstawienia takiej funkcji jest wykres.

Przyktad 1

Dziedzina funkcji f jest zbior {1,2,3,4,5,6}. Funkcja f przyporzadkowuje
kazdemu argumentowi liczbe o 2 mniejsza. Ponizej te funkcje przedstawiono
za pomoca tabeli oraz wykresu.

” 1 2 3 4 5 Y
y=f(z) -1 0 1 2 3 4 !
Do wykresu funkcji f naleza punkty o wspot- 1
rzednych (x,y), gdzie x jest argumentem, a y
— wartoscia funkcji. Sa to punkty: (1,—1), o] 1 X
(2,0), (3,1), (4,2), (5,3) i (6,4).

Definicja
Wykresem funkcji f : X — Y nazywamy zbiér wszystkich takich punktéw
(x,y), ze x € X oraz y = f(x).

Cwiczenie 1

Drziedzing funkcji f jest zbiér {—2,—1,0,1,2}. Funkcja f przyporzadkowuje
kazdemu argumentowi liczbe o 2 wigksza. Przedstaw te funkcje za pomoca
tabeli oraz wykresu.

Uczen:

— szkicuje wykres funkcji
o podanej dziedzinie,

— przedstawia funkcje za
pomoca wzoru,

— szkicuje wykres funkcji okre-
$lonej nieskomplikowanym
wzorem, w tym prosta,

— oblicza warto$é funkcji dla
danego argumentu.

Cwiczenie 1

T —2

f@y|o|1]2]3]4

Y
Przyktad 2
Dziedzina funkcji f jest zbiér {1,2,3,4,5,6,7,8}. Funkcja f przyporzadko- .
wuje kazdemu argumentowi jego reszte z dzielenia przez 3. Ponizej te funkcje J
przedstawiono za pomoca tabeli oraz wykresu.
Y
x 1 2 3 4 5 6 7 8 ; !
f(zy 1.2 0 1 2 0 1 2 or 1 5
ol 1 X
Cwiczenie 2
Naszkicuj wykres funkcji, ktéra kazdej liczbie ze zbioru {1,2,3,4,5,6,7,8}
przyporzadkowuje jej reszte z dzielenia przez: a) 2, b) 4.
Cwiczenie 2
a) Y b) Y
i .
: Multite4a
i i e Czy podany rysunek przedstawia
wykres funkgji
o 1 X Ol 1 X * Sposoby opisu funkgji

dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 4.2

G Generator

testow i sprawdzianoéw

4.2. Szkicowanie wykresu funkcji (1)
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Czesto mozliwe jest okreslenie funkcji za pomoca wzoru. Na przyktad:
Opis stowny Wzér
f przyporzadkowuje kazdemu argumentowi z liczbe o 3 wieksza fla)=2+3
f przyporzadkowuje kazdemu argumentowi = jego potowe flz)= %IE
f przyporzadkowuje kazdemu argumentowi x jego kwadrat flx)= x?

Uwaga. Wzér funkcji f(x) = x + 3 mozemy zapisaé tez w postaci y = z + 3.

W zaleznosci od sytuacji korzystamy z jednego lub kilku sposobéw przedsta-
wiania funkcji.

Sposoby przedstawiania funkcji

opis stowny graf tabela wykres WzOr

Przyktad 3

Funkcja f kazdej jednocyfrowej liczbie naturalnej przyporzadkowuje liczbe
przeciwna do jej potowy. Przedstaw te funkcje za pomoca tabeli, grafu i wy-
kresu. Podaj jej wzor.

T 1 2 3 4 ) 6 7 8 9
NEIEIEIEIE
Y
1
0 X
1
Funkcje f mozna opisa¢ wzorem f(z) = —tz (lub y = —1z).

Cwiczenie 3
Naszkicuj wykres oraz podaj wzér funkcji f, ktéra kazdej liczbie ze zbioru
{-3,-2,-1,0,1, 2,3} przyporzadkowuje:

a) liczbe o 3 mniejsza, b) polowe kwadratu tej liczby.
Cwiczenie 3
a) f(z)=a—3 b) f(z) = 32

Y Y

o]l 1 X

f
f
ol 1 X




Przed naszkicowaniem wykresu funkcji, nalezy zwroci¢ uwage na jej dziedzine.

Przyktad 4
Na rysunkach ponizej przedstawiono wykresy funkcji okredlonych tym samym
wzorem, ale ktérych dziedzinami sa kolejno:

L. zbi6r {—2,-1,0,1,2} II. przedzial (—2;4) III. przedzial (—2;4)
Y Y Y
f ¢ h
1 1 1
ol 1 X ol 1 X ol 1 X
fi{-2,-1,0,1,2} >R g¢:(-24) >R hi(—2;4) — R
fla)=1z+2 g(z) =2z +2 h(z) =1z +2

o Wykresem funkeji ¢ (rysunek II) jest odcinek taczacy punkty (—2,1) 1 (4,4)
— jego konce zaznaczono pelnymi kétkami.

o Na rysunku IIT puste kétka w punktach (—2,1) i (4,4) oznaczaja, ze punkty
te nie naleza do wykresu funkcji h (poniewaz liczby —2 i 4 nie naleza do
dziedziny tej funkcji).

Jedli dziedzing funkcji f(x) = ax + b, gdzie a,b sa dowolnymi liczbami, jest
przedzial domkniety (z1;xs), to wykresem tej funkcji jest odcinek. Aby go
naszkicowaé, nalezy obliczy¢ wartosci f(x1) i f(xs). Jedli dziedzina funkcji f
jest przedzial otwarty, to jej wykresem jest odcinek bez swoich koncow.

Przyktad 5
Naszkicuj wykres funkcji f: (—2;6) — R danej wzorem f(z) = —ix 4 2.
Obliczamy wartos¢ funkcji dla z = —2:
1 Y
F-2)= -1 (-2)+2=3
Obliczamy wartos¢ wyrazenia — %3:+2 dlax = 6: f
—1.6+2=-1 1
Wykresem funkcji f jest odcinek taczacy punkty O] 1 X
(—2,3) 1 (6,—1) bez konca w punkcie (6, —1).
Cwiczenie 4
Naszkicuj wykres funkcji f: D — R, jedli:
b) D = (-2;6), f(z) = 32 — 2, d) D=(-4;2), f(z) = 3z +1.
Cwiczenie 4
Q) iy b): 1y °) iy d) Y
f
f
1 1 1 f 1
ol 1 X (0] L X ol 1 X ol 1 X
f

4.2. Szkicowanie wykresu funkcji (1) 159 I



Przez dowolne dwa rézne punkty
przechodzi doktadnie jedna pro-

sta.
Cwiczenie 5
a) np. (0,0), (1,2)
Yt
L X
b) np (0’0)’ (17 _1)
Y
O L X
f
C) np. (07_1)7 (170)
Y
f
ol 1 X
d) np. (0,2), (1,0)
Y
o 1 X
f

I 160 4. Funkcije

Dla dowolnych liczb a, b wykresem funkcji Y
f:R — R okreSlonej wzorem f(x) = ax + b
jest prosta. Takie funkcje beda szczegdltowo f

—

omawiane w nastepnym rozdziale.

Na rysunku obok przedstawiono wykres funk-
¢ji f:R — R danej wzorem f(x) =z — 2.
Aby naszkicowa¢ wykres tej funkcji, wystar-
czy obliczy¢ jej wartosci dla dwoch dowolnych
réznych argumentéw (dlaczego?).

Przyktad 6

Naszkicuj wykres funkcji f: R — R okreslonej wzorem f(x) = 1z — 1.
Obliczamy wartosci funkcji f dla dwoch do- Y
wolnych argumentéw, np. dla z =2 i x = 4: .

f(2)=0,f(4) =1 L
O X

Do wykresu funkcji f naleza punkty: (2,0)
oraz (4,1). Szkicujemy prosta przechodzaca
przez te punkty.

Cwiczenie 5
Wykresem funkcji f: R — R jest prosta. Wyznacz dwa rézne punkty nalezace
do tego wykresu i go naszkicuj.

8) f@) =20 b) f@)=—z o f@)=a—1 d) fla)=—20+2

Przyktad 7
Na rysunkach ponizej przedstawiono wykresy funkcji okredlonych tym samym
wzorem, ale ktérych dziedzinami sa kolejno:

L. przedzial (—3;00) II. przedzial (—3;00) III. przedzial (—oo; 3)

Y - Y — Y

_— _— i
— — —

1 1 1

o| 1 X ol 1 X o] 1 X
f:(=3;00) = R g:(—=3;00) = R h: (—o0;3) — R
fl@) =34z +2 g(z) =tz +2 h(z) = tx+2

Wykresami funkcji f 1 h sa pélproste domknigte (zawieraja swéj poczatek).
Wykresem funkeji g jest polprosta otwarta (bez poczatku).



Zadania Odpowiedzi do zadan

2. a) Y
1. Naszkicuj wykres funkeji f: {—1,0,1,2,3} — R, ktéra kazdej liczbie z dzie-
dziny przyporzadkowuje: -
a) liczbe o 1 mniejsza, ¢) jej warto$é bezwzgledna,
b) liczbe przeciwna, d) jej kwadrat.
2. Dziedzing funkcji f jest zbiér {—2,—1,0,1,2,3}. Przedstaw te funkcje za 1
pomoca tabeli i naszkicuj jej wykres.
o] 1 X
a) fl@)=x+3 b) flx)=32 ¢ fla)=1l32] d) f(z)=—]z|
b) Y
3. Funkcja f podana zostala za pomocag tabeli. Naszkicuj wykres tej funkcji !
i spréobuj odgadnaé¢ wzor, ktérym mogtaby by¢ okreslona. 1
)z 10 1 2 3 4 9 gz —2-10 1 2 3 o 1 X
flx) =5 -4 =3 =2 -1 0 flx) 6 5 4 3 2 1
c) Y
b : d :
)z -0 11 22 D g 19 L1 2 2 p
fl) =1 0 1 2 3 4 flz) =2 -1 0 1 2 3 1
ol 1 X
4. Naszkicuj wykres funkcji f: R — R danej wzorem f(z) = —2z — 5.
d) Y
5. Naszkicuj wykres funkcji f(z) = z + 1, jesli jej dziedzina jest przedzial: 1
a) (0;4), b) (=2;3), ¢) (1;00), d) (—00;2). ol 1 X
6. Naszkicuj wykres funkcji f(z) = —x + 3, jesli jej dziedzina jest przedzial: i
a) (0;4), b) (=3;2), c) (0;00), d) (—oo;—1).
7. Na rysunku obok przedstawiono wykres funk- Y
g . o . 3.a) flx)=z—4
¢ji f: D — R danej wzorem f(z) = x—1, gdzie ) v
D = (—1;4) \ {2,3}. Naszkicuj wykres funkeji ) J 1
okreslonej tym samym wzorem, jesli jej dzie- .
dzina jest zbidr: ol N X o] 1 X
a) D=(-3;0)U(24), ¢) D=R\{-1,2}, [
b) D= (=2;5)\{4}, d) D= (0;00)\ {3}.
8. Funkcja f przyporzadkowuje kazdej liczbie naturalnej jej reszte z dzielenia
przez 4, a funkcja g jej reszte z dzielenia przez 5. Naszkicuj wykresy tych
funkcji. Dla ilu liczb naturalnych mniejszych od 25 funkcje f i g przyjmuja b .y
te same wartosci? ) flz) =22
c) fl)=—x+4
d) f(z) =2z —1

8. Jesli z < 25, to f(x) = g(z) dla = € {0, 1,2, 3,20, 21, 22, 23}, zatem zachodzi to dla
o$miu argumentow.

Y Y
£ q
J J
(0] | X (0] L X

4.2. Szkicowanie wykresu funkcji (1)



Uczen:

— szkicuje wykres funkcji okre-
$lonej nieskomplikowanym
wzorem, w tym parabole,
hiperbole,

— szkicuje wykres funkcji okre-
$lonej r6znymi wzorami
w réznych przedziatach,

— sprawdza, czy dany punkt
nalezy do wykresu funkcji,

— okresla, czy dana krzywa
jest wykresem funkcji,

— oblicza wartos$¢ funkcji dla
danego argumentu.

Cwiczenie 1
a) v s
1
0] L X
b
) Y
f
.
L X
c)
1
0] L X
f
d
) v "
.
| X
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4.3. Szkicowanie wykresu funkciji (2)

Przyktad 1 I
r dlazxc <_2; 1> Zauwaz, ze dziedzing
Naszkicuj wykres funkcji f(x) = funkeji f jest przedzial
2 dlaz € (1;5) (—2;5).
Y Y Y f
1 X o] 1 X 1 X
Fragment wykresu Fragment wykresu Wykres funkcji f

funkeji f dlaxz € (—2;1) funkeji f dla z € (1;5)

Cwiczenie 1
Naszkicuj wykres funkcji f.

-1 dlaze (-2;1) 1 dlaze(-3;-1)
a) f(z) = ) f(z)=
2 dlaze(1;4) —z dlaz e (—1;4)
-2 dlaze (—4;-2) z dlaze (—o0;l)
b) f(z) = d) f(z) =
r dlaze (-2;3) 3 dlaxe (1;00)
Przykfad 2
Na rysunku obok przedstawiono wykres funkcji Y
f:R — R danej za pomoca wzoru f(z) = |z|.
W tabeli podano wartosci funkeji f dla wybra-
nych argumentéw. s
r -3 -2 -1 0 1 2 3 .
f(z) 3 2 1 0 1 2 3 ol 1 %
Tabele taka nazywamy tabela wartoSci funkcji.

P G . . —z dlaz € (—o0;0)
Wzér tej funkeji mozna zapisaé¢ w postaci: f(z) =
x dlax € (0;00)
Cwiczenie 2
Sporzadz tabele wartosci funkcji f: R — R dla calkowitych argumentéw x,
takich ze |z| < 3. Naszkicuj wykres tej funkcji i zapisz jej wzér bez uzycia
symbolu wartosci bezwzgledne;j.

a) f(z) = [2z] b) f(z) = [3z]| c) f(z) = |3z] d) f(z) = —|z|
Cwiczenie 2
) [s[2[—1o]1]2]s Mo [s]2[1]o]1]2]s
fa@|6|a|2]o]2]4]6 F@| 5|15 |0]5]1|3
_ [—2z dlaz € (—o0;0) _ —32 dlaz € (~00;0)
f(a:)—{ 2z dla z € {0; 00) f(@) { 2z dla z € (0;00)
D =3[ 2[ 1o 1]2]3 D 5[ 2[—1lo1]2]3
f@|9l6|3]|ol3|6]o9 f@)|-3|-2|-1] 0 [-1|-2|-3
[ =3z dlaz € (—o0;0) [ =z dlaz € (—o0;0)
f(m)_{ 3z dla z € (0; 00) f(x)_{—m dla = € (0; 00)




7 wykresu funkcji mozna czasem odczytaé war-
tos¢, jaka przyjmuje ona dla danego argumentu.
Zauwazmy, ze dla argumentu z istnieje doklad-
nie jedna wartos$¢ y taka, ze punkt (x,y) nalezy

do wykresu funkcji f.

Przyktad 3 Y
7 podanego obok wykresu funkcji f odczytaj jej q f
wartoéci dla argumentéw x = —1 oraz x = 2.

O\ 1 X
Dla z = —1 odczytujemy f(—1) = 2.
Dla z = 2 odezytujemy f(2) = —1.

Cwiczenie 3
Wykresem funkcji f:R — R jest prosta przechodzaca przez punkty A i B.
Naszkicuj ten wykres i odczytaj z niego wartosci funkcjidlax =1idlaz = 7.

a) A(-3,-1), B(5,3) b) A(3,0), B(5,-3)

Doktadne odczytanie wartosci funkcji z wykresu moze by¢é trudne lub niemoz-
liwe. Wartosé funkcji dla danego argumentu jestedmy w stanie wyznaczy¢, gdy
znamy jej wzor.

Przyktad 4
Oblicz wartosci funkeji f(z) = 22 + 3, g(z) = 5z? — 6z 1 h(z) = 2° — 1 dla
argumentu x = 2. Czy punkt P(2,7) nalezy do wykresu ktérejs z tych funkeji?

Obliczamy wartosci tych funkcji dla x = 2: Punkt o danych wspoétrzednych na-

f(2) —9243-443=7 1/(‘;4\’ do Wykl'“(‘,sl'l fgnkc‘]l y = f(x), je-

o 9 B o $li po wstawieniu jego wspélrzednych
9(2) =5-22-6-2=20-12=38 odpowiednio w miejsca x i y do wzoru
h(2) =2 _1=8—-1=7 funkcji otrzymamy réwnosé.

Zatem punkt P nalezy do wykresu funkcji f oraz do wykresu funkcji h.

Cwiczenie 4
Sprawdz, czy punkt P nalezy do wykresu funkcji f:R — R.
a) f(z) =3¢ + 1, P(=2,-11) b) f(x) = —22% — z, P(—3,0)

Czy wiesz, ze...

Szwajcarski matematyk Leonhard Euler [czyt. ojler] (1707-1783) jako
pierwszy do opisu wartosci funkcji uzywal oznaczenia f(z). Podana przez
nas definicja funkcji zostala sformutowana dopiero w potowie XIX wieku
przez niemieckiego matematyka Petera G.L. Dirichleta (1805-1859).

Cwiczenie 4
a) f(—2) =3(=2)%+1 =13 # —11, nie nalezy
b) £ (=3) = ~2(=3)" ~ (=3) = 0, naleiy

Cwiczenie 3
a) f(1) =1, f(7) =4
Y
f B
O] 1 X
A
b) f(1) =3, f(7) = —6
Y
1 JF
ol 1 A X
B

4.3. Szkicowanie wykresu funkcji (2) 163 I



Odpowiedzi do zadan
1. a), ¢) Nie, gdyz istnieja pro-
ste réwnolegte do osi OY (np.

Funkcja kazdemu argumentowi x przyporzadkowuje tylko jedng wartosé¢ vy,
wiec do wykresu funkcji nie moga naleze¢ dwa punkty o tej samej odciete;j.

T = 1)(,1 kFéfle prziiina}uljad krzy- Przyktad 5 v
wa w dwoch punktach. . .
. . . (3.4
b) Tak. Kasda prosta rowno- Okr.@g (rybunek obo/k) n}e J.e&,t Wykreb/ern funkcji,
Fn el el ()7 ek e gc.lyz r'nozna' Wsk(?zac takie h.czby x, ktorym odpo-
kres tylko w jednym punkcie. wiadajg dwie rézne wartosci yy,yo, np. dla z = 3 — 5 —
2. a) v mamy y; = —4 i y, = 4. Jest to sprzeczne z defini-
7 cja funkcji. (5o
ol 1 ¥ Zadna prosta pionowa (réwnolegla do osi OY) nie przecina wykresu funkcji
w wiecej niz jednym punkcie.
f .
Zadania
S @ 1. Czy na rysunku przedstawiono wykres funkcji? Odpowiedz uzasadnij.
o 1 X a) Y b) Y ¢) Y
c) Y 1 — 1 1
f * \
ONU X ol 1 X o 1 X
~
o| 1 X .. .. . C oy
2. Naszkicuj wykres funkcji danej wzorem f(z) = |x| o podanej dziedzinie D.
8.2) @ b) P c) P a) D={-3,-2,-1,0,1,2,3}  b) D= (—44) ¢ D= (-2 00)
4. a) f(-4)=-1, f(4) =3
Y f 3. Dana jest funkcja f: R — R. Ktéry z punktéow P(—1,—5), Q(2, —9) nalezy
do wykresu tej funkcji?
1 a) f(z)=—3x-6 b) f(z) = —42* + x c) flx) =23 — 42?
o 1 X 4. Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj jej wartosci dla x = —4 oraz dla z = 4.
-1 dlaz € (—o0;—2) —z dla z € (—o0;0)
_4) = — a T)= b T) =
b) f( 4)_41;,f(4)_8 ) 1(=) {3 dla x € (—2;00) ) f(@) {2m dla = € (0;00)
5. Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj jej wartosci dla x = 1 oraz x = 3.
-3 dlaz € (—o0;—2) 2 dlaze(—o0;—2)
a) f(z)=¢ x dlaze (-2;4) b) f(z) =1 |z| dlaz e (-2;2)
. 4  dlaz e (4;00) 3 dlaze (2;00)
o] 1 X 5.a)f1)=1 f(3)=3 b) f(1) =1, f(3) =3
Y Y
f
f
| X O] 1 X

4. Funkcje




Inne przyktady wykresow funkciji

Przyktad 1
Naszkicuj wykres funkcji f:R — R okreslonej za \ Y /
pomoca wzoru f(x) = x?.

Aby naszkicowaé¢ wykres funkcji f(z) = 22, spo-

1. a) Y

rzadzamy tabele jej wartosci dla wybranych argu- \ /
mentow. \ /
1 i \ |
xT -3 -2 -1 -3 0 b) 1 2 3
fl) 9 4 1 1 0 3 1 4
Wyznaczone punkty zaznaczamy w uktadzie wspol- \ /

rzednych i laczymy je krzywa, jak na rysunku —

1
1

w ten sposéb otrzymujemy wykres funkcji f. Wy-

kres ten nazywamy parabolg. o] 1 X

1. Naszkicuj wykres funkcji danej wzorem f(z) = 22 o podanej dziedzinie D.
Skorzystaj z wykresu z przyktadu 1.
a) D= (-2;2) b) D =(1;3) c) D = (0;00)

2. Drziedzing funkcji f jest zbior {—2,—1,—1,0, +,1,2}. Przedstaw te funkcje

)92
za pomoca tabeli i grafu, a nastepnie narysuj jej wykres.

a) f(r)=—2a? b) f(x) = 22?2 ¢) flz) = ia?
Przyktad 2
Naszkicuj wykres funkeji f: R\{0} — R okre- Yy \
Slonej wzorem f(x) = 2. \ ;

Aby naszkicowa¢ wykres funkcji f(z) = 2,

sporzadzamy tabele jej wartosci dla wybra-

—

nych argumentéw (zwréé uwage na to, ze ——

liczba 0 nie nalezy do dziedziny funkcji, ani —— ol 1 X

nie jest wartoscia dla zadnego argumentu).

r | -4/ -2 -1 —3

5 2
fl@) [—-3|-1|-2|-4| 4| 2

\
\

Wyznaczone punkty zaznaczamy w uktadzie wspotrzednych i odpowiednio je
taczymy — w ten sposéb otrzymujemy wykres funkeji f (sktada sie on z dwéch
osobnych galezi). Wykres ten nazywamy hiperbola.

M= S

2. a) Y b) Y c) Y

-

-

Q|
b
Q
b

=

Inne przyktady wykresow funkcji 165 I



Uczen:

— stosuje pojecie funkcji mono-
tonicznej (rosnacej, malejacej,
stalej, nierosnacej, niema-
lejacej),

— na podstawie wykresu funkcji
okresla jej monotonicznosé,

— rysuje wykres funkcji
o podanych kryteriach
monotonicznosci,

— bada na podstawie definicji
monotoniczno$é¢ funkeji
okreslonej wzorem.

Multitefa

® Monotonicznos¢ funkgji liniowej
dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 4.4
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4.4. Monotonicznosc¢ funkcji

Na rysunku ponizej przedstawiono wykres funkcji f. Zauwaz, ze wigkszemu
argumentowi odpowiada wieksza wartosé funkcji.
Definicja
Funkcje f: X — R nazywamy rosnaca, jesli
dla dowolnych argumentow z;,z, € X spel-

niony jest warunek:
jesli x1 < @9, to f(x1) < f(x2)

Przykfad 1
Wykaz, ze funkcja f:R — R dana wzorem f(z) = 1o — 4 jest rosngca.
Zalézmy, ze x1, x5 € R sg dowolnymi argumentami, takimi ze x; < x,.
Woéwezas: ) .
51’1 < 5(172

%xl —4< %Z’Q —4
Zatem f(x;) < f(x) dla dowolnych x;, 2, € R, takich ze x; < x5, co oznacza,
ze funkcja f jest rosnaca.

Na rysunku ponizej przedstawiono wykres funkcji f. Zauwaz, ze wigkszemu
argumentowi odpowiada mniejsza warto$é¢ funkcji.

Definicja
Funkcje f: X — R nazywamy malejaca, jesli
dla dowolnych argumentéw x,,z, € X spel-

niony jest warunek:
jesli @y < a9, to f(x1) > f(as)

Przyktad 2
Wykaz, ze funkcja f: (0;00) — R dana wzorem f(x) = 2 jest malejaca.

Zalézmy, ze x1, x5 € (0;00) sa dowolnymi argumentami, takimi ze x; < .

Wowcezas:
41‘1 <4:B2 /:331 + Lo

4 4 Dzielenie obu stron nieréwnosci przez xi - x2 nie
T2 1 zmienia zwrotu nieréwnosci, gdyz 1 - x2 > 0.

Zatem f(x9) < f(x;) dla dowolnych x;, 2z, € (0;00), takich ze x; < g, co
oznacza, ze funkcja f jest malejaca.



[] Cwiczenie 1
Uzasadnij, ze:

a) funkcja f:R — R dana wzorem f(z) = —2z + 6 jest malejaca,

b) funkcja f:(0;00) — R dana wzorem f(z) = —2 jest rosnaca,
¢) funkcja f:(—00;0) — R dana wzorem f(x) = —2 jest rosnaca.
Definicja

Funkcje f: X — R nazywamy stala, jesli dla dowolnych argumentéw
x1,%y € X prawdziwa jest réwnosé: f(z1) = f(x2).

Na ponizszych rysunkach przedstawiono wykresy funkcji statych.

Y Y Y
f f
1 1 ! 1
ol 1 X o] 1 X o] 1 X

Definicja
Funkcje f: X — R nazywamy niemalejaca,
jesli dla dowolnych argumentéw x;,z, € X

spelniony jest warunek:

jesli 1y < o, to f(z1) < f(z2)

Przyklad funkcji niemalejacej

Cwiczenie 2
Czy na ponizszym rysunku przedstawiono wykres funkcji niemalejacej?

a) Y - b) OL - c) oi ,

O‘ X 0O X o X
Definicja
. . Y
Funkcje f: X — R nazywamy nierosnaca, ‘
jesli dla dowolnych argumentéw x;,z, € X

@)

spelniony jest warunek:

Jeéh I < T2, to f(wl) > f(xQ)

Przyktad funkcji nierosnacej

_— i

X

Cwiczenie 1
a) Zakladamy, ze z1,z2 € R oraz
T < x2. Wowczas:
2x1 < 229
—2x1 > —2x2
—2x1+6> —222+6
Zatem f(x1) > f(x2), czyli funk-
cja jest malejaca.
b) Zaktadamy, ze z1, z2 € (0;00)
oraz r1 < x2. Wowczas:
—4x1 > —4xe [ 21 - X2
Poniewaz x1 - x2 > 0:
4 4

T2 £
Zatem f(x1) < f(z2), czyli funk-
cja jest rosnaca.
c) Zaktadamy, ze
z1,x2 € (—00;0) oraz z1 < xa.
Woéwczas:

—2x1 > —2x2 / L1 T2

Poniewaz z1 - z2 > 0:

2 5 _ 2
z2 x1

Zatem f(x1) < f(z2), czyli funk-
cja jest rosnaca.

Cwiczenie 2
a) tak b) tak c) nie

4.4. Monotonicznos¢ funkcji 167 I



Cwiczenie 3

a)D Y

D

=

b) nie

Cwiczenie 4

Przyktadowa odpowiedz.

Y

N

=

I 168 4. Funkcije

Cwiczenie 3

a) Naszkicuj wykres funkcji nierosnacej
f:{=5;5) — R, tak aby nalezaly do niego
cztery sposréd punktéw A-F.

b) Czy mozna naszkicowaé wykres funk-
cji niemalejacej f: (—5;5) — R, tak aby
nalezaly do niego cztery sposréd punktéw
A-F?

—

Uwaga. Kazda funkcja malejaca jest funkcja nierosnaca, a kazda funkcja ro-
snaca jest funkcja niemalejaca. Funkcja stata jest zaréwno funkcjg niemalejaca

jak i nierosnaca.

Definicja

Funkcje rosngce, malejace, nierosngce, niemalejace i state nazywamy funk-

cjami monotonicznymi.

Przyktad 3
Na rysunku przedstawiono wykres funkcji
1

f: R — R okreSlonej wzorem f(z) = 127

Funkcja f rozpatrywana w calej swojej
dziedzinie nie jest monotoniczna. Jest to
funkcja przedziatami monotoniczna.

—

Q( =

1

X

W przedziale (—oo;0) funkcja f maleje, a w przedziale (0; 00) — ros$nie. Prze-

dzialy te nazywamy przedzialami monotonicznosci tej funkcji.

Przyktad 4

Na rysunku przedstawiono wykres funkcji
f:(=00;0) U (0;00) — R danej wzorem
f(z) = 2. Funkcja ta jest malejaca w kaz-
dym z przedzialéw: (—o0;0), (0;00).

Jednak funkcja f nie jest funkcja malejaca
w zbiorze (—o0;0) U (0;00). Na przyklad
dla pary argumentéw x,, ry, mamy:

Ty < @9 1 f(x1) < f22)

Cwiczenie 4

Y

f(

J (1)

Naszkicuj wykres dowolnej funkcji, ktéra jest przedziatami rosnaca, ale nie

jest funkcja monotoniczna.



Zadania

1.

5.

Dany jest wykres funkcji f: (—3;6) — R. Podaj przedzialy monotonicz-
nosci tej funkcji.
a) v f b) Y

[y

1
x

o X ] X

Na rysunku przedstawiono wykres funkcji Y
f:(=5;4) — R. Podaj jej przedzialy mo-
notonicznosci. Ktére z ponizszych zdan sg /

prawdziwe?

—

A. Funkcja f jest nierosnaca w (—4;2). 0 i ¥

B. Funkcja f jest niemalejaca w (—5; —2).

C. Funkcja f jest niemalejaca w (2;4).

Naszkicuj wykres funkcji f: (—5;6) — R spelniajacej warunki:
a) f roénie w (—=5;—1) i w (3;6) oraz maleje w (—1;3),
b) f jest stala w (0;4), rosnie w (4;5), maleje w (—5;0) i w (5;6).

Dany jest wykres funkeji f: (—4;5) — R. Uzasadnij, ze funkcja ta nie jest
monotoniczna. Podaj przedzialy monotonicznodci tej funkcji.

a) Y b) Y
f L —
O\ X ol 1 X

Przeczytaj podany w ramce przy-

Wykaz, ze funkcja f: (0; R da-
klad. Wykaz, ze funkcja: ykas, ze funkeja [: 0;.00) = R da

na wzorem f(z) = %:L‘2 jest rosnaca.

a) f:(—00;0) — R dana wzorem Niech z1, 29 € (0;00) oraz 1 < 3.
f(z) = 62% + 1 jest malejaca, Fm2) — f(z1) = %m% _ %x% _

b) f: ( ;0) — R dana wzorem = 1(x2 — 21) (22 + 21)

f(z) = 2z — 2 jest rosnaca, o —x1 > 01 x9 + 21 > 0, zatem

fza)—f(x1) > 0, czyli f(x2) > f(x1).

c) f:(0 ;OO) — R dana wzorem Oznacza to, ze funkcja f jest rosnaca.

f(z) = —8x2 + 6 jest malejaca.

a) Niech z1,z2 € (—00;0) oraz z; < 2.
flz2) — f(x1) = 623 + 1 — 627 — 1 = 6(x3 — 23) = 6(x2 — 1) (22 + 1)

T2 —x1 > 01x2+ 21 <0, zatem f(z2) — f(z1) <0, czyli f(z2) < f(z1).
Oznacza to, ze funkcja f jest malejaca.
b) Niech z1,z2 € (—00;0) oraz z1 < 2.

3(z —z%)

fla2) — f($1)_ _2_ 1+2— z%z%

(z122)% > 0, 21 —22 < O izo+x1 <0, zatem f(z2)— f(z1) > 0, czyli f(z2) > f(z1).
Oznacza to, ze funkcja f jest rosnaca.

m(l’l x2) (w1 + w2)

c) Niech 1,22 € (0;00) oraz z1 < 2.

fz2) — f(x1) = —8x3 + 6 + 827 — 6 = 8(x? — z3) = 8(x1 — x2) (21 + x2)
21 — 22 < 01x2+ 21 >0, zatem f(xz2) — f(z1) <0, czyli f(z2) < f(z1).
Oznacza to, ze funkcja f jest malejaca.

Odpowiedzi do zadan

1. a) Funkcja f maleje w (—3;2),
jest stala w (4;6), rosnie
w (2;4).
b) Funkcja f maleje w (—2;0)
iw (2;3), rosnie w (—3;—2),
(0;2) i w (3;6).

2. Funkcja f maleje w (—2;2),
jest stata w (—4; —2) i w (3;4)
rosnie w (—5;—4) i w (2;3).
Wszystkie zdania sa prawdzi-
we.

3. a) Przyktadowa odpowiedz.
Y

i
L~

b) Przyktadowa odpowiedz.

-
e
—
—

4. a) Funkcja f maleje w (—2;2),
rosnie w (—4;—2) i w (2;5),
nie jest wiec monotoniczna.
b) Funkcja f rosnie w (—4; —1)
iw (—1;5), ale nie jest funkcja
rosnaca, gdyz dla pary argu-
mentéw —1, 1 mamy: —1 < 1

oraz f(—1) > f(1).

4.4. Monotonicznos¢ funkciji



Uczen:

— stosuje pojecia: zbiér
wartosci funkcji, najwigksza
i najmniejsza warto$é funkcji,

— odezytuje z wykresu funkcji
jej dziedzine, zbiér wartosci,
miejsca zerowe, argumenty,
dla ktérych funkcja przyjmuje
wartos$ci ujemne, argumenty,
dla ktérych funkcja przyjmuje
wartos$ci dodatnie, maksy-
malne przedziaty monoto-
nicznosci funkcji, najmniejsza,
i najwieksza warto$¢ funkcji
oraz argumenty, dla ktorych
te wartosci sa przyjmowane.

Cwiczenie 1
a) D = (—5;1) U (2;6)
b) D = (—5; —3) U (—3;5)
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4.5. Odczytywanie wiasnosci funkcji
z wykresu (1)

B Odczytywanie dziedziny funkcji

Dziedzina funkcji y = f(z) to zbiér wszystkich argumentéw z, dla ktérych
funkcja jest okreslona. Dziedzine funkcji f oznaczamy przez D lub Dy.

Przyktad 1 Y
Na rysunku obok przedstawiono wykres f
funkcji f. Jej dziedzing jest zbior:
D = (-6;-3)U(-2;3)
Na rysunku zostal on zaznaczony na osi »
OX kolorem niebieskim.

[y

Cwiczenie 1
7 wykresu funkcji f odczytaj jej dziedzine.
a) Yy b) Y
. f 1 f
ON 1 X 1 X

B Odczytywanie zbioru wartosci funkcji

Z wykresu funkcji mozna odczytac nie tylko wartosé, jaka ta funkcja przyjmuje
dla danego argumentu, ale takze zbiér wszystkich liczb, ktére sa wartosciami
tej funkcji. Zbior ten nazywamy zbiorem wartosSci funkc;ji.

Przyktad 2

Na rysunku obok przedstawiono wykres
funkeji f: (—4;6) — R. Odczytaj z niego
f(—4), f(=2), f(1) i f(3) oraz zbiér war-
tosci funkeji f. ;

w

-

7 wykresu odczytujemy wartosci funkeji:
JA) =1 f(-2)=3,f() =4if@) =2 —* -2 O] X
Wartoséciami funkcji f sa wszystkie liczby y spelniajace warunek 1 < y < 4.
Zatem zbiorem wartodci funkcji f jest przedzial (1;4).




Definicja
Zbior wartosci funkcji f: D — Y to zbidr tych wszystkich y € Y, dla kto-
rych istnieje taki argument x € D, ze f(x) = y.

Zbiér wartosci funkeji f oznaczamy przez f(D) lub f(Dy).

Przyktad 3 Y
7 wykresu funkcji f odczytaj jej zbior wartosci.

Przy odczytywaniu zbioru wartosci funkcji wy-

godnie jest poprowadzi¢ odpowiednie proste po- /
ziome (réwnolegte do osi OX). \ 1 /
Zbiér wartosci f(D) = (—3; —2) U (—1;6) zostal 1 X
zaznaczony na osi OY kolorem niebieskim. o
] —
. 1 :
Cwiczenie 2 Cwiczenie 2
Linig ciagla narysowano wykres funkcji f(z) = ;2* o dziedzinie D. Odczytaj a) f(D) = (1;4)
7z wykresu zbiér wartoéci funkcji f. b) f(D) = (0;4)
a) D= (2;4) b) D = (~2;4) ¢) D = (—o0;4) ©) S(D) = (0;00)
\ Y //‘ \\ Y ) Y /l‘
Y \
N 1 \’ 1 1
N \l ) /» \ Xz B
ol 1 X ol 1 X ol 1 X
Cwiczenie 3 Cwiczenie 3
Na rysunkach przedstawiono wykresy funkcji f, g i h okreglonych w przedziale Funkcja f przyjmuje najwiksza

wartosé 2 dla z = 4.

(—3;4). Najmniejsze wartosci kazdej z tych funkcji podano pod wykresami. i . o L.
Funkcja g nie przyjmuje wartosci

Odczytaj ich najwigksze wartosci. Dla jakich argumentéw sa one przyjmo-

najwigkszej.
wane? Funkcja h przyjmuje najwieksza
Y Y Y wartos¢ 3 dla z = 3.
h
1 / 1 1
/ 1L X 1 X 1 X
Najmniejsza wartos¢ funkeji Najmniejsza wartos¢ funkcji Funkcja h nie przyjmuje
f jest réwna —3. Jest ona g jest réwna —2. Jest ona najmniejszej wartosci.

przyjmowana dla z = 2. przyjmowana dla x = —3.

4.5. Odczytywanie whasnosci funkgcji z wykresu (1) 1771 I



Przyklad 4 \ v
Na rysunku obok przedstawiono wykres funkeji f(x) = 22 /
o dziedzinie D = R.
Zbiorem wartosci funkeji f jest przedzial (0;c0). \ . /
Najmniejsza warto$é¢ funkcji f réwna 0 jest przyjmowana N
dla z = 0. Funkcja f nie przyjmuje wartosci najwiekszej. o 1 X
Zadania
Odpowiedzi do zadan
1. a) D= (—2;4), 1. Odczytaj z wykresu funkcji f jej dziedzineg, zbiér wartosci, najmniejsza
f(D) =(-4;4), warto$é i najwicksza warto$é oraz argumenty, dla ktérych sa one przyjmo-
Jmin = —4 dla z =2, wane.
fmax =4dlaxz=-2
b) D = (—4;3), a) Y d) Y
f(D) = (=5;4),
nie przyjmuje wartosci f \ f
najmniejszej, \ 1 1
fmax =4 dlax =0
¢) D = (=5:5), Q1 X / 1 X
7(D) = (~4:2), /
Sfmin = —4 dla z € (—5; —3),
Sfmax = 2 dla = € (0;5)
f(D) =(—4;4), b) Y e) Y
foin = —4 dla = —2,
foax =4 dla & = 2
e) D= (-3;—-1) U(L;5),
F(D) = (~4;-2) U (3;4), o\ )
fin = —4 dla z = 5,
fomax =4 dlaz = —3 Ol 1 X Ol 1 X
f) D= (~4,-1)U(1;4), \ ;
(D) = (—4;-1) U(L;4), \
fmin = —4 dla x = —1,
nie przyjmuje wartosci
najwiekszej
c) Y f) Y
f f
1 1
Ol 1 X Ol 1 X
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2. Na rysunku obok przedstawiono wykres funk- Y -~
cji f: R — R danej wzorem f(x) = z+1. Po- . S
daj zbiér wartosci funkcji danej tym samym
wzorem, jesli jej dziedzina jest zbior D. 7 ol 1 X
a) D= (—4;4) b) D= (-4;-2)U{(0;4) «¢) D=(-4;0)U(2;4)

3. Naszkicuj wykres funkcji f(z) = 2+3 o dziedzinie D. Odczytaj z wykresu
zbior wartodci tej funkcji.

a) D= (—4;6) b) D = (—4;0) U (2;4) c) D= (—4;-2)U(4;6)

4. Funkcja f dana jest wzorem f(z) = 2z — 4. Podaj jej dziedzine, jesli zbiér
wartosci jest réwny:

a) (=3;4),  b) (=22)U(2;00),  ¢) (0;2)U{3}, d) {0,2,3}.

5. Na rysunku obok przedstawiono wykres funk- Y
cji f: R — R danej wzorem f(z) = |z|— 2. . f
Dla funkcji g danej tym samym wzorem podaj *
wartosci najwieksza i najmniejsza oraz argu- 0] 1 X
menty, dla ktérych sa one przyjmowane, jesli
dziedzinag tej funkcji jest zbior:

a) D=(-4-1), b)D=(=34), ¢) D= (-2;00).

6. Naszkicuj wykres dowolnej funkeji f: (—2;6) — R, ktorej zbiér wartosci
jest réwny:

a) (=2;6),  b) (=4;0) U (1;4), c) (=2;3)u{5},  d) {0,4}.

7. Aby naszkicowaé wykres funkcji f: (0;00) — R danej wzorem f(x) = /z,
sporzadzono tabele wartosci tej funkeji dla wybranych argumentéw.

z 0 L o1 a9 Y
f —
f(x) 0 : 1 2 3 = —
.
Odczytaj z wykresu, jakie wartosci
funkcja f przyjmuje dla: o] 1 X
a) z € (0; 1), b) z € (1;1), c) z € (4;9), d) z € (24;6%).

8. Na podstawie odpowiedniej tabeli wartosci funkcji naszkicuj wykres funk-
¢ji f:R — R danej wzorem f(z) = /x. Jakie wartosci funkcja f przyjmuje
dla argumentéw z przedziatu:

a) (0;1), b) (0;8), c) (=8 1), d) (=8;00)7
7.2) (0;3) b) (3:1) ¢ (%3) d) (3:3)
8. Y
f _
1 e
0 1 X
///

a) (0;1) b) (0;2) ¢) (=2;1) d) (=2;00)

=3
—

&

=3
—

a) f(D) =(-1;3)

f(D) =(=1;0) U(1;3)
c) f(D)=(=11)U(2;3)
) f(D) = (1;6)
b) f(D) = (1;3) U (4;5)
¢) f(D) = (1;2) U (5;6)
a) D= (3;4)

D = (1;3) U (3;00)
¢) D=(2;3)U{%}
d) D={2,3,1}

.a) fmin=—1dlaz=-1,

fmax =2dlaz=—-4

b) fmin = —2 dlaz =0,
nie przyjmuje wartosci
najwiekszej

¢) fmin=—-2dlaz =0,
nie przyjmuje wartosci
najwiekszej

. Przyktadowe odpowiedzi.

a) Y

-

=

=

=
—

4.5. Odczytywanie wtasnosci funkcji z wykresu (1)




Uczen:

— odezytuje z wykresu
rozwiazania rownan
i nier6wnosci.

Cwiczenie 1

a) f(zx)=0dlaz =1,
fx)=2dlaz € {-1,3}

b) f(z) =0dla z € {—4,0,2},
flx)=2dlaz e {-3,-1,3}

c¢) brak miejsc zerowych,
f(z)=2dlaze {-2,0} U (2;4)
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4.6. Odczytywanie wiasnosci funkcji
z wykresu (2)

Na podstawie wykresu funkcji mozemy podaé
argumenty, dla ktorych funkcja przyjmuje dang
warto$¢. Zwroé uwage, ze funkcja f, ktorej wy-

kres przedstawiono obok, przyjmuje wskazang

warto$¢ y dla dwoch argumentéw: x; i x,.

Przyktad 1

Dany jest wykres funkcji f:R — R. Odczytaj, Y \ /
dla jakich argumentéw funkcja f przyjmuje war- \ /
tos¢ 3 oraz podaj jej miejsca zerowe. \ ]/

Rysujemy prosta y = 3. Przecina ona wykres

funkcji w punktach (1,3) i (5,3). Zatem funk- \ /
cja f przyjmuje wartos¢ réwna 3 dla z = 1 1
ix=>5. o] 1 X

Miejscami zerowymi tej funkcji sa liczby 2 i 4.

Cwiczenie 1
Na podstawie wykresu funkcji f:(—4;4) — R podaj jej miejsca zerowe oraz
te argumenty x, dla ktérych spelnione jest réwnanie f(x) = 2.

a) v b) v c) v
f
b )

3 ON1 X 1

Ol 1 X O| 1 X
Przyktad 2 v
Dany jest wykres funkcji f: (1;8) — R. Odczytuje-
my z niego: I f
— réwnanie f(z) = 0 jest spelnione dla z = 1, 0] 1 X

r=3, =38, \\ /

— nieréwno$¢ f(x) > 0 zachodzi dla x € (1;3),
—nieréwno$é f(z) < 0 zachodzi dla x € {1} U (3;8).



Cwiczenie 2 Cwiczenie 2
7 wykresu funkcji f odczytaj jej miejsca zerowe, zbiér rozwiazan nieréwnosci a) f(z) =0dlaz € {-3,2},
z) > 0dlaz € (—4;-3),

f(z) > 0 oraz nieréwnosci f(z) < 0. ;Ex) = Delo e (aE
b)

a) Y b) Y

. . , f(z) =0 dla
My ! / z € {-3,-1,3,5},
9] X ol 1 X f(x) >0dlaz e (—4;-3)U
! U (=3; 1)U (3;5),
fz)<0dlaze (-1;3)U
U{-3,5}
Przyktad 3
Na rysunku przedstawiono wykres funkcji f: R — R okreslonej wzorem:
2 dlaz e (—o0;—2) Y
flz)=< |z| dlaxze (—2;4) f
3 dlax € (4;0)
Odczytaj z wykresu zbior rozwiazan nieréwno- !
sci f(x) > 2 oraz nieréwnosci f(x) > 2. o 1 X
Nieréwnosé f(z) > 2 jest spelniona dla z € (2;00), a nieréwnoéé f(z) > 2
zachodzi dla z € (—oo0; —2) U (2; 00).
Cwiczenie 3
Naszkicuj wykres funkcji f: R — R. Odczytaj z niego rozwiazanie réwnania:
o f(x) = 31 zbiér rozwiazan nieréwnosci f(x) > 3,
o f(x) =11 zbiér rozwiazan nieréwnosci f(x) < 1.
5 dlaz e (—o0;—b) 1 dlaz e (—o0;—1)
a) f(x) =< |z| dlax e (=5;3) b) f(z) =< |z| dlaze (—1;1)
1 dlaz e (3;00) 3 dlaxe(1;00)
Przyktad 4
Rozwigz graficznie réwnanie 2% = |z| oraz nieréwnosé¢ 1a* < |zl.
W jednym uktadzie wspoélrzednych szkicujemy Y
wykresy funkcji f(z) = 122 i g(z) = |=]. \ /
7 wykresow odczytujemy:
g.
t0? =z|dlax=—-4,2=02=4
2
122 < |z| dla z € (—4;0) U (0;4) 1
O| 1 X
Cwiczenie 4 Cwiczenie 4

Odczytaj z wykresow funkcji f(x) = 12?1 g(x) = |z| z przykladu 4 rozwigza- z € (—o0; —4) U{0} U (4; 00)

nie nieréwnosci $2? > |z|.

Cwiczenie 3
a) Y b) Y
I

1 f 1

Ol 1 X ol 1 X
f(z)=3dlaxz= -3, f(z) =3 dla z € (1;00),
f(z) > 3 dlaz € (—o0; —3), nie przyjmuje wartosci wiekszych od 3,
fx)=1dlaz € {—1,1} U (3; c0), f(z)=1dlaz € (—o0; —1) U {1},
fl@)<1dlaze (—1;1) U (3;00) f(z) <1dlaz e (—oo;1)

4.6. Odczytywanie wiasnosci funkgji z wykresu (2)



Odpowiedzi do zadan Zadania
1. a) f(z) =0dlaz € {-2,0,3},
f(z) >0dlaze(-4-2)U 1. Z wykresu funkcji f: (—4;4) — R odczytaj jej miejsca zerowe oraz zbiory

;‘J(Ec_)i;o(% 51;3;4é’<_4; 0U rozwiazan nieréwnosci f(x) > 01 f(z) > 0.

U (3;4) a) b) c)
b) f(z) =0 dla Y Y Y
z€{-4,-223},
f(x) >0dlaxz e (—4;—-2)U 1 [ \] 1\
U(23),
U (2;3) \ /\ f /
¢) f(z)=0dla
z € {-4,-2,0,2,4},
> 0 dl € (—4;,-2)U .. . .. .
{J((x_)z.()) awe( ) 2. Na rysunku ponizej przedstawiono wykres funkcji f:R — R. Odczytaj
f(z) > 0dlaxze (—4;0)U z wykresu rozwiazanie rownania:
u{2,4} a) f(x) = 0 oraz zbiér rozwiazan nier6w- Y
2. a) f(zr) =0dlaz € {-1,1,4}, noéci f(z) >0,
f(z)>0dlaz e (—o0;—1)U ., R 1 f
U(1;4) b) f(x) = 2 oraz zbiér rozwigzan nier6w- i X
b) f(z) =2dlaz =2, nosci f(z) > 2,
flz) 22dlaz € (—o00;—2) U ¢) f(x) = 3 oraz zbiér rozwigzan nieréw-
Ui nodci f(z) < 3.
c) f(z) =3dlaz € (—o0; —2),
fl@)<3dlazeR 3. Naszkicuj wykres funkcji f: R — R, a nastepnie odczytaj z niego rozwig-

3.a) f(z)=1dlaz = -1,

zanie réwnania f(x) = 1 oraz zbiér rozwigzan nieréwnosci f(z) > 1.
f(z) >1dlaz e (—o0;—1)U

U (1;00) 4 dlaz € (—o0; —4) 1 dlaz e (—o0;—-2)
Y f a) f(x) =1 |z| dlaz e (—4;1) ¢) flx) =1 [2z| dlaz e (—2;2)
5 dlaz e (1;00) 2 dlaz € (2;00)
1 dlaz e (—o0;—4) 0 dlaze (—o0;—2)
1 b) f(z) =< || dlaz e (—4;2) d) f(z) =1 |2z] dlaze (—2;1)
o 1 < 4 dlaz e (2;00) 1 dlaz e (1;00)
b) f(z) =1 dla 4. Na rysunku obok przedstawiono wykresy funkcji Yt g
z € (—oo; —4) U{—-1,1}, f(z) = 2% 1 g(z) = 2. Odezytaj z wykresow: 1 fd
flx) >1dlaz € (—o0;—1)U . . .
U (1; 00) a) rozwiazanie réwnania 2 = x, — i 3
Y f b) zbiér rozwiazan nieréwnosci f(z) < g(x), 1
¢) zbidér rozwiazan nieréwnosci f(z) > g(z).
1 * 5. a) Rozwiaz graficznie réwnanie 2 = |2z| i nieréwnos$é z? < |2z|.
ol 1 X b) Rozwiaz graficznie réwnanie x*> = 2 — x i nieréwno$¢ z? > 2 — .

Z)eféf);igli{_%,%}, 4. a) z€{=1,0,1} b)z € (—00;—1)U(0;1) ¢) @ € (—1;0) U {1;00)

f(z) > 1 dla 5. a) f(z) =2, g(z) = |2x] b) f(z) =2° g(z)=2—=x
x € (—o0; —3) U (3;00) WY / r /
Y

q 1
Oo| 1 X
d) f(z) =1 dla o] 1 X ol 1 X
z € {-3,3}U(L00), z? = 22| dla = € {-2,0,2}, z?=2—zdlazxec{-21},
f(z) > 1 dla 22 <2z dlaz € (=2;0)U(0;2) 2>>2—zdlaz € (—o0;—2)U(l;00)

4. Funkcje



Wykresy jako nosnik
informacji finansowych

Wiele informacji finansowych jest prezentowanych w postaci wykresow.
Ponizej przedstawiono zmiany kursu franka szwajcarskiego w stosunku do
zlotego w okresie od 2 stycznia do 29 grudnia 2017 r. Taki wykres sklada si¢

z bardzo wielu punktéw odpowiadajacych kursom franka w kolejnych dniach -
zwyczajowo laczy si¢ je odcinkami. Poprawia to czytelnos$¢ wykresu.

[21] /

4,15

4%’; Badaniem zachowan rynku

4 na podstawie analizy wykreséw

3’3? g finansowych zajmuje sie

3,65 analiza techniczna.
3,8

3,75
3,7

3,65
3,6

os pionowa
- ceny

0s pozioma
- czas

02.01 02.02 02.03 02.04 02.05 02.06 02.07 02.08 02.09 02.10 02.11 02.12

Zrédio: http://www.nbp.pl/home.aspx?f=/statystyka/kursy.htm| dzieri

El Na rysunku przedstawiono ceny akgji spétki X
(kolor czerwony) i spétki Y (kolor niebieski)
na koniec kolejnych miesiecy 2018 roku.
a) Jaki jest najwiekszy mozliwy zysk przy
zakupie i sprzedazy po 3 miesigcach
jednej akcji spotki X, a jaki — spotki Y?

BERE

§

b) Jaka jest najwigksza mozliwa strata przy
zakupie i sprzedazy po 5 miesigcach jednej
akcji spotki X, a jaka — spotki Y?

cena [zf]

130

120

110

100

90

80
70

60

50

40

~eindilll

| I\ Vil X Xl
miesiac

1. a) Spétka X — zysk od maja do sierpnia: 120 — 80 = 40 [z}]
Spétka Y — zysk od lipca do pazdziernika: 100 — 50 = 50 [zl]
b) Spétka X — strata od czerwca do listopada: 110 — 60 = 50 [z1]
Spétka Y — strata od lutego do lipca: 60 — 50 = 10 [zl]

Wykresy jako nosnik informacji finansowych 177 s



Uczen:

— rysuje wykresy funkcji:

y = f(z) + q dla g > 0 oraz
y= f(z) —gdlag>0.

4.7. Przesuwanie wykresu
wzdtuz osi OY

Przyktad 1
Na rysunkach ponizej przedstawiono wykresy funkcji: y = éxz, Yy = %xQ + 2
oraz y = ta® — 3.

Y \ Y Y= --12 —+ 2/ Y
CGwiczenie 1 . N s
a) f(D) = (2;00) \ I VA SN ;
Y 6 \ NG . / \ /
1 \\ 1 ’ \ \\ 1 g /
f ~_| ~ N N\ | /
O| 1 X O| 1 X O| 1 X
N L~ Lo
1 i TS
) X i kresy fukets v = 1a? 42 1w — 12? — 3 mofma of . -
ol 1 ykresy funkcji: y = z2?+2 iy = ;2? —3 mozna otrzymac przez przesunigcie
. .o . l 2 . ‘. . . . . .
b) f(D) = (—2; o) wykresu funkeji y = 2* wzdluz osi OY o odpowiednia liczbg¢ jednostek.
Y - -
Twierdzenie
1 f
X Wykres funkeji y = f(z) + g dla ¢ > 0 otrzymujemy przez przesuniecie
o] 1 wykresu funkcji y = f(x) o ¢ jednostek w gore wzdtuz osi OY'.
Wykres funkeji y = f(z) — g dla ¢ > 0 otrzymujemy przez przesuniecie
wykresu funkcji y = f(x) o g jednostek w dét wzdtuz osi OY.
) £(D) = (~3;20) Y S AL
i r
' 7°X  Przykiad 2 Y N
=3
ol 1 Jesli przesuniemy wykres funkcji y = %x = - i
o 2 jednostki w gore, to otrzymamy wy- o -
kres funkcji y = 1z + 2. o=
. Jesli przesuniemy wykres funkcji y = %JZ‘ - 1 4 /‘\/ X
d) £(D) = (350) o 3 jednostki w dél, to otrzymamy wy- y =2
Y kres funkcji y = %a: - 3. —
/ . .
Cwiczenie 1
y Stosujac odpowiednie przesuniecie wykresu funkeji y = |z|, naszkicuj wykres
= X i podaj zbiér wartosci funkcji:
9 a)y=lz|+2, by=lz[]-2 ) y=lz[-3,  d)y=|z|+3
Multitefa

® Przesuwanie wykresu funkcji
wzdtuz osi OY
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Zadania Odpowiedzi do zadan

1. Y
1. Dany jest wykres funkcji y = f(x). Y
Naszkicuj wykres funkcji g i podaj > / a)
jej zbiér wartosci. 5 1
| X X

a) g(v) = f(z) +2 1
b) g(z) = f(z) — 2 b)
c) g(x) = f(z) -3

)

2. Naszkicuj wykres funkeji f, a nastepnie wykresy funkeji g(x) = f(z) + 1
oraz h(z) = f(x) — 2. Podaj zbiory wartosci funkeji f, g i h.

2 dlaze (—o0;—1) 1 dlazée (—o0;—2) a)

a) f(z) =1 22| dlaze (-1;2) D) f(z) =1 |sz| dlaze (-2;2)

4 dlax e (2;00) 3 dlaxe(2;00)

3. Naszkicuj wykres funkcji f(z) = |z|, a nastepnie naszkicuj wykres funkcji
g(z) = |z| + a, jesli wiadomo, ze: v

a) zbiorem wartosci funkcji g jest przedzial (1;00),

b) miejscami zerowymi funkeji g sa liczby —4 i 4. g

|z| dlax € (—3;3) f
3 dlax e (—oo;—3) U (3;00)

4. Dana jest funkcja f(z) = {

Naszkicuj wykresy funkcji f oraz funkeji g(z) = f(z)+ a takiej, ze podane

réwnanie ma dokladnie jedno rozwiazanie.

a) g(z) =5 b) g(z) = —4 b)

f(Dy) = (0;1) U {3},
g9(Dg) = (1;2) U {4},
h(Dp) = (=2; -1) U {1}
/ Y

5. Na rysunku obok przedstawiono wykres funk- Y
cji y = z* (kolor niebieski) oraz wykresy funk- \
cji fig (kolor czerwony). Podaj wzory funkeji \
fig. \ / 9

6. Naszkicuj wykres funkcji y = 2?2, a nastepnie £
wykres funkcji f. Podaj liczbe rozwiazan row- ol 1 X
nania f(z) = m w zaleznosci od parametru m. \ / h
a) f(z) =a”+2 c) flx) =23
b) f(x)=a?-1 d) f(z)=2*>-9 3.a)a=1 b)a=—4

4.a)a=5 b)a=-4

7. Dla jakiej wartosci wspolezynnika a wykres funkeji f(z) = x|+ a wraz 5. f(z) =22+ 1, g(z) = 2% — 4

—
T~

z osia OX ogranicza tréjkat o polu réwnym: a) 8, b) 987

6.a)0dlam <2, 1dlam=2,2dlam>2
b)0Odlam< —1,1dlam=—-1,2dlam> —1
c¢)0dlam< —3,1dlam=-3,2dlam> -3
d)0dlam< —9,1dlam=-9,2dlam> -9

7. Hz|+a=0 Y

|z| = —2a

iR
—

= —2alub x = 2a 2 ol 1
Zatem P =2a%ia < 0.
a) a=—2 a
b)a= -7

4.7. Przesuwanie wykresu wzdtuz osi OY 179 s



Uczen:

— rysuje wykresy funkcji:
y = f(x — p) dlap > 0 oraz
y= f(z+p)dlap>0.

Cwiczenie 1
a)z=1
Y
ol 1 X
b) z = -2
Y
g
1
O] 1 X
c) z=-3
Y
1
X
ol 1
d)z=141
Y
1
O] 1 X
Multitea

® Przesuwanie wykresu funkcji
wzdtuz osi OX

dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 4.8
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4. Funkcje

4.8. Przesuwanie wykresu
wzdtuz osi OX

Przyktad 1
Na rysunku przedstawiono wykresy funkcji y = 22 Y
oraz y = (x — 2)?, a ponizej tabele wartosci tych \ \ | |
funkcji wykorzystane do ich naszkicowania. \\ \\ / //
T -3 -2 -1 0 1 2 3
y=2> 9 4 1 0 1 4 9 \\//*
N
z -1 0 1 2 3 4 5 \1 4
y=ux
y=(@-22 9 4 1 0 1 4 9 ol 1 2 X

Zauwazmy, ze wykres funkcji y = (x—2)? mozemy otrzymac przez przesuniecie
wykresu funkcji y = 2% o 2 jednostki w prawo wzdluz osi OX.

Przykfad 2

Na rysunku przedstawiono wykresy funkcji y = 22 \c Y /

oraz y = (z+ 3)?, a ponizej tabele wartosci funkcji w \ | /

y=(z+3) oo\ =)
z 65 4 -3 2| -1 0| A"\ /

y=x+3?* 9 4 1 0 1 4 9

Zauwazmy, ze wykres funkcji y = (z + 3)? mo-

-

zemy otrzymac przez przesuniecie wykresu funkeji
y = 2% 0 3 jednostki w lewo wzdtuz osi OX.

Twierdzenie

Wykres funkcji y =
wykresu funkcji y =

(z — p) dla p > 0 otrzymujemy przez przesuniecie
x) o p jednostek w prawo wzdluz osi OX.

Wykres funkeji y =
wykresu funkcji y =

f
f(

f(z +p) dla p > 0 otrzymujemy przez przesuniecie
f(x) o p jednostek w lewo wzdluz osi OX.

Cwiczenie 1

Naszkicuj wykres funkcji g, stosujac odpowiednie przesuniecie wykresu funkcji
f(z) = |z|. Podaj miejsce zerowe funkcji g.

a) g(z) =lz—1] b)glx)=lr+2[ c)glz)=|z+3] d)gz)=][z—-4



Przyktad 3

Na rysunku obok przedstawiono wykres funk-
cji f:(—4;4) — R. Naszkicuj wykres funkcji
g(z) = f(x — 3) i podaj jej dziedzine.
Wykres funkcji g(z) = f(x —3) otrzymujemy,
przesuwajac wykres funkcji y = f(z) o 3 jed-
nostki w prawo.

Dziedzing funkcji g jest przedzial (—1;7).

Cwiczenie 2

Naszkicuj wykres funkcji g, stosujac odpowiednie przesuniecie wykresu funk-

cji f z przyktadu 3. Podaj dziedzine funkcji g.

Cwiczenie 2

Y
D= (—92:
/ \ 1 P 0
i 1
0 X / g \
R [ \
/ /7 X\ \'g o] 1
1\/
/) / ' \
‘ ¥ b)D=(-T71)
Y

T~
s
-

a) g(x) = f(z—2) b) g(x) = f(z+3) c) g(x) = f(z+4) / \1
()
Zadania
C) D= <_8a0>
1. Naszkicuj wykres funkcji f(z) = 22, a nastepnie stosujac odpowiednie Y

przesuniecie, naszkicuj wykres funkcji g. Podaj jej miejsce zerowe.

a) g(x) = (z—1)° b) g(x) = (x+1)

2. Naszkicuj wykres funkcji f(z) = |2z|, a nastepnie stosujac odpowiednie / \

przesuniecie, naszkicuj wykres funkcji g.
a) g(z) = [2(x = 3)]  b) g(x) = [2z — 4|

3. Na rysunku obok przedstawiono wykres funk-

c) g(z) = (z +2)*

c) g(x) =12z + 6

Y

\
Q
_—

Odpowiedzi do zadan

1.a) g(1)=0
cji f: (—4;3) — R. Naszkicuj wykres funkcji g I b) g(—1) =
i podaj jej dziedzine. 1 ¢) g(=2) =0
a) g(x) = flz—2) c) g(z) = f(z +1) 0 X 2 Y
b) g(z) = f(z = 3) d) g(x) = f(z +2)
4. Miejscami zerowymi funkcji f(r) = z° — 4z s liczby: —2,0, 2. Podaj miej- a) b)
sca zerowe funkcji g. )
a) g(z) = (x = 3)° —4(x - 3) b) g(x) = (x+5)° — 4(x +5) i
5. Dla jakiej wartosci wspotczynnika a liczba xg jest miejscem zerowym funk- o] 1
cji f7 Naszkicuj wykres funkeji f. 3.a) (=2;5) b

a) f(z)=[B3z+a|, z=3 b) f(z) = |

4. Aby otrzymaé wykres funkcji g, przesuwamy wykres funkcji f:

m+a|, ro = —4

a) o 3 jednostki w prawo, zatem miejscami zerowymi funkcji g sa liczby: 1, 3, 5.

b) o 5 jednostek w lewo, zatem miejscami zerowymi funkcji g sa liczby: —7, —5, —3.

5. a) f(3) =0, skad: a = —3, b) f(—4) =0, czyli |2 - (—4) + a| =01istad a = 2,

f(@) =3z — 2| =3z — 3| f@)=|3z+2|=Llz+4|
LA u
N/
\. /S
it ! it
V
O] 1 X 0] X

4.8. Przesuwanie wykresu wzdtuz osi OX




Uczen:

— postuguje sie pojeciem wekto-
ra i wektora przeciwnego,

— oblicza wspolrzedne wektora,

— wyznacza wspoOlrzedne
poczatku lub konca wektora,
majac dane wspoélrzedne
wektora i wspolrzedne
jednego z punktéw,

— znajduje obraz figury w prze-
sunigciu o dany wektor.

Cwiczenie 1
a) Y
AT~
N
O 1 ~_ X
B
b) Y
B
B} A
Ol 1 X
c) Y A
Ol 1 X
B

dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 4.9
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4. Funkcje

4.9. Wektory w uktadzie wspotrzednych

Intuicyjnie wektor to odcinek z wyrdznionym poczat- Y B
kiem i koncem, czesto rysowany jako strzalka. Wektor e

o poczatku A i koncu B oznaczamy AB.

Wektor AD (rysunek obok) mozemy okresli¢, podajac 4| 4

wspdlrzedne poczatku wektora A(1,1) i wspdlrzedne

konca B(5,4). o] 1 X

Punkt A bedacy poczatkiem wektora AB nazywamy tez punktem zaczepienia
wektora, a o wektorze AB méwimy, ze jest zaczepiony w punkcie A.

Cwiczenie 1
Narysuj wektor AB.
a) A(-3,2), B(4,-1)

b) A(2,2), B(~1,5)  c¢) A(6,3), B(6,~1)

Wektory sa wygodnym sposobem opisu przesunigcia -

w ukladzie wspolrzednych. Zauwazmy, ze przesunie- > A
cie o wektor AD (rysunek obok) oznacza przesunigcie |~ 2
0 5 jednostek w prawo i 2 jednostki w gére. Zapisujemy | 5

to nastepujaco: AB = [5,2]. o 1 X

Twierdzenie

Dowolny wektor w ukltadzie wspélrzednych zapisujemy jako pare liczb

la,b]. W przesunieciu o wektor [a, b]:

— wspolrzedna a okredla, o ile jednostek nastapito przesuniecie w poziomie
(wzdluz osi OX) w prawo, jesli a > 0, lub w lewo, jesli a < 0;

— wspolrzedna b okredla, o ile jednostek nastapito przesuniecie w pionie
(wzdtuz osi OY) w gore, jesli b > 0, lub w dél, jesli b < 0.

Przyktad 1

Na rysunku obok: Y B A N
"ﬁ = [473]7 @ - [_370]7 D .
EF =[0,4, KL=[-2-1]. F b=3
Cwiczenie 2 T T la=4 X
Korzystajac z rysunku obok, o] 1 .

podaj wspétrzedne wektora:

a) GH, b)TJ, ¢) MN. 2 H ;L

Cwiczenie 2

a) GH = [3,—-3] b) IJ = [-4,-5] ¢) MN = [2,0]




Cwiczenie 3
Zaznacz w ukladzie wspdlrzednych punkty: A(—2,3), B(3,4), C(6,3), D(3,1),
E(—2,-2). Podaj wspélrzedne wektoréw:

a) BC i BE, b)AC i AE, «¢) AB i BA, d) BD i DA.

Dane sa punkty A(xa,ya) i B(zp,yp). Wspdlrzedne wektora AB okredla

wzOr:

A—B) = [SCB —ZA,YB *yA]

Cwiczenie 4 Y ¢
Dany jest réwnoleglobok ABC'D (rysunek —
obok). Podaj wspélrzedne wektoréw:

a) AB, BA, DC, CD, —
b) AD, DA, BC, CB.

~ -

Sy

o
\

X

A

Zauwaz, ze jesli wektor AB ma wspolrzedne [a, ], to wektor BA ma wspoOl-
rzedne [—a, —b]. Zapisujemy to: BA=-AB.
Wektor BA nazywamy wektorem przeciwnym do wektora AB.

Cwiczenie 5
Podaj wspoétrzedne wektora przeciwnego do wektora E, jesli:
a) A(2,1) i B(3,7), b) A(5%,—2) i B(—3%,6§).

Aby okredli¢ wektor zaczepiony, podajemy LT
wspolrzedne jego poczatku i konca. Rozwazamy SR D ot
?éwniez Wekt.or. swobodny, dla ktoérego poda- %
jemy wylacznie jego wspélrzedne [a, b]. Wektory - =

— —1 —
swobodne oznaczamy zwykle: W, U, W.

Uwaga. Tam, gdzie nie prowadzi to do nieporozu-
mien, zamiast: ,wektor swobodny” czy ,wektor za-
czepiony” méwimy po prostu: ,wektor”.

Wszystkie wektory na rysun-
ku odpowiadaja wektorowi
swobodnemu @ = (3, 1].

Przyktad 2
Tréjkat A'B'C’ (rysunek obok) otrzymano
przez przesuniecie trojkata ABC o wektor

Y '

T = [4,2]. Zauwaz, ze jesli znamy wspol- Q
rzedne punktéw A, B, C' i wektor o', mo-

zemy wyznaczy¢ wspotrzedne punktow A’
B.C A B
, C'.

Cwiczenie 5
a) AB = [1, 6], wektor przeciwny BA = [—1,—6]

b) AB = [—83,82], wektor przeciwny BA = [83,—82]

Cwiczenie 3

Y

ol 1 X
a) BC = [3,-1], BE = [-5, 6]
b) AC = [8,0], AE = [0, —5]
C) E = [57 ]-]: B7 = [_57 _1]
d) BD = [0,-3], DA = [-5,2]
Gwiczenie 4
a) AB = DC =[6,2],
BA=CD = [-6, 2]
b) AD = BC = [-3,3],
DA=CB=3,-3

4.9. Wektory w uktadzie wspdtrzednych



Cwiczenie 6

a) P=3
D Y
D C
A x B
O X
A B
b) P=3

Y
D c

: D’ c'

O X
A

A B
Odpowiedzi do zadan
1. a) B(6,5) b) B(—3,0)
¢) B(55,3) d) B(-13,~3)
2. a) A(=3,0) b) A(1,1)
¢) A(—15,17) )A(23 32)
38.a) W=—AB b) W =—-CD
4. a) [5,1]
5.a) P=1-6-4=12
Y
¢l
0 X
A B’

A B
b)P=3-3—(3-3-2+
+1.1.2+1-1-3) =33

Y
C/
/
/ B
/AP
/
X
/
/
A
A

4. Funkcje

Figure F’ otrzymana w wyniku przesuniecia figury F' o wektor ¥ nazywamy
obrazem figury F' w przesunieciu o wektor o',

Cwiczenie 6 D
Prostokat ABC'D (rysunek obok) przesunieto
o wektor v
Oblicz pole czesci wspdlnej tych prostokatéow. 0] 1

a) v =

(’Y

=

—

i otrzymano prostokat A'B'C'D’.

[—3,2] b) T = [43, -

Zadania

1.

o

Wyznacz wspoélrzedne punktu B, majac dane punkt A i wektor AB.

a) A(=3,5), AB =(9.0] c) A(3.2), 4B =[3,-3]
b) A(2,2), AB = [-5,-2] d) A(4,-1), AB = [-5},1]
Wyznacz wspolrzedne punktu A, majac dane punkt B i wektor AB.
B(0,4), AB = [3,4] ¢) B(~1,2), AB = [14,—15]

b)B—2,3, AB =[-3 d) B(1,4), E [—22, —28)
Sprawdz, czy wektor W jest wektorem przeciwnym do wektora AB lub
wektora CD

a) w = [71,6], A(8,4), B(3,-2), C(3%,-21), D(—4,33)

b) @ = [-3,24], A(-2}.2}), B(3,—1), C(v3,2}), D(5%5,0)

a) O jaki wektor nalezy przesunaé odcinek Y @
PQ), aby otrzymaé odcinek P;@Q;? ?

b) Narysuj obraz odcinka PQ w przesunigciu 1

o wektor [2, —2]. ol 1 X
¢) Narysuj obraz odcinka P@Q w przesunieciu Py

o wektor [—2,1]. P

Trojkat Ay B,C) otrzymujemy, przesuwajac trojkat ABC o wektor o' Ob-
licz pole czesdci wspdlnej tych tréjkatow, jesli:

a) A(—5,-3), B(4,-3), C(1,3), v =[-2,1],

b) A(—4,-3), B(5,3), C(—1,6), v = [-5,—1].

Dany jest réwnoleglobok ABC D taki, ze BC = [—4, 4], DC = [9, 3] oraz
C(2,4). Wyznacz wspélrzedne wierzchotkéw: A, B i D. Oblicz pole czesci
wspodlnej rownolegtoboku ABCD i jego obrazu w przesunieciu o wektor

=[3,1].

BC = [—4,4] oraz C(2,4), zatem punkt Y ¢

B ma wspoétrzedne (2+4,4—4) = (6,0). I -

DC = [9,3] oraz C(2,4), zatem punkt D D =

ma wspélrzedne (2 —9,4—3) = (-7,1). _— . -
AD=BC = [—4, 4], zatem punkt A ma _ 5 —
wspolrzedne (—7+4,1 —4) = (=3, -3). o - — B X
Czesciag wspélna obu réwnolegtobokéw — )
jest réwnolegtobok A’'BCD'. A

Réwnolegtobok ten mozemy podzieli¢ na dwa tréjkaty o podstawie 8 i wysokosci 2
oraz réwnoleglobok o podstawie 8 i Wysokos'ci 2. Zatem jego pole:
P=2-5-8-2+8-2=232

Uwaga. Pole to mozna tez obhczyc ze wzoru Picka (s. 69): P = 27 + % -12-1=32



4.10. Przesuwanie wykresu o wektor

Przyktad 1
Naszkicuj wykres funkcji y = (x — 2)? + 3.
Wykres funkcji y = 22 przesuwamy najpierw o 2 jednostki w prawo wzdluz

osi OX, a nastepnie otrzymany wykres przesuwamy o 3 jednostki w gore
wzdluz osi OY.

\..Y / oy vty
\ / L Y L W
\ / v v\
\ il \ \ 1
\ / \ \ Y y)
\ / \ \ / \ Vg /
v 7 R VA 1
1 1 1
N / N 7N /
Ol 1 X Ol 1 X O] 1 X
Wykres funkeji Wykres funkcji Wykres funkcji
y=a? y=(z-2)° y=(z—2°+3
Zauwaz, ze wykres funkeji y = (v —2)* + 3 moze- | \ 1Y ! [
my otrzymaé, przesuwajac wykres funkcji y = a2 \ /
jednoczesnie o 2 jednostki w prawo i o 3 jednostki { 1
\ I
w gore (rysunek obok). Méwimy, ze wykres funk- \ |
cji zostal przesuniety o wektor [2,3] — wektor ten \ \. /)]

nazywamy wektorem przesuniecia.

Cwiczenie 1 VAR
Naszkicuj w jednym uktadzie wspétrzednych wy- x| s
kresy funkcji: f(z) = 22, g i h. O jaki wektor nalezy O] 1 X

przesungé wykres funkcji f, aby otrzymaé wykres funkcji h?
a) g(z) = (x—1)% h(z) = (x—1)*-2 b) g(z) = (x+3)* h(z) = (x+3)*+2

Twierdzenie

Wykres funkeji y = f(x — p) + ¢ otrzymujemy przez przesuniecie wykresu
funkeji y = f(z) o wektor [p, q].

Cwiczenie 2
Naszkicuj wykres funkcji f, przesuwajac wykres funkcji y = 22 o odpowiedni
wektor. Podaj ten wektor.

a) f(x)=(r—2)*-1 b) f(x) = (z+3)*—2 c) flx)=(r+1)*+1

Cwiczenie 2
a) [2,—1] b) [-3,—2] c) [-1,1]

\ 1Y / \ Y \ Y|
\ / \ [ \ /
\ I \ £l

=

Uczen:

— szkicuje wykres funkcji
y=f(=z—-p)+q

— zapisuje wzor funkcji
otrzymanej w wyniku danego
przesuniecia.

Cwiczenie 1
a) [17 _2]

L —
L~
o~
T~

=
I~

=5
=
|
W
LY

—

—
—
—
—
—
—

Qi —
—
~
—
—

sy
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Odpowiedzi do zadan

1.a) f(z) = (z—2)? -2, [2,-2]
b) f(z) = (z—1)*+2, [1,2]
o) f(z) = (x+2)°—1, [-2, 1]

2. Y

a)

Zadania

c)

==

b)

brak miejsc zerowych,
f(D) = (3;00)
b) f(z) =0dla z € {-1,5},
f(D) = (=3;00)
¢) f(z)=0dlaz e {-3,1},
f(D) = (=2;00)
3. a) Pole trojkata AEF:
Pi=1-4-4=38
Pole trapezu ABDE:
Py=1(1+4)-1=25
Pole trojkata BC'D:
Ps=1.1.1=05
P=P +P+P;=11
\ Y

F £

[

A

b) Pole tréjkata ABC":
P=1.3.1=15

Pole trojkata ACD:
P,=1-3.3=45
P=P+P,=6

\ Y
D r
J
C
A1
o 1 X

4. Funkcje

1.

Wykres funkcji f otrzymano przez przesunigcie wykresu funkcji y = z2.
Podaj wzér funkcji f oraz wektor przesuniecia.

Ay o D LR SV
\ \\ ! / [ \ '/ ! \\ \ // )
o\ LA s oA
\\ \\ /, / \\ \\ I’ \\ \\ / /
vy / vy \\ \/, !
\lx/\/// \l >//, \//\l//
Ol X 0| 1 X Ol 1 X
f f
Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj jej miejsca zerowe i zbior wartosci.
a) fz) =le+2/+3 D) flz)=lr—-2/-3 ¢ flz)=lr+1]-2
Oblicz pole obszaru ograniczonego wykresami funkeji f i g.
a) f(z) =122| -2 1 g()=|z -1 +1 Y
b) f(z)=12c4+2|4+1 i glz)=|z—2|+1 7
Na rysunku obok przedstawiono wykres funk- 1
cji f:(=2;6) — R. Naszkicuj wykres funk- ol <
cji g, odezytaj jej dziedzine i zbiér wartosci.
Podaj zbiér rozwiazan nieréwnosci g(z) < 0.
a) g(@) = fl@+2)—2 D) gla) = f@—1)+2 o) ga) = flz—2)—4
Na rysunku obok przedstawiono wykres funk- ¥ f .
cji f:(0;00) — R danej wzorem f(x) = /x. 1 —
Naszkicuj wykres funkcji g. Podaj jej dzie-
dzing i zbiér wartosci. ol 1 X
a) gle)=+vVax—1+4+3 b)glz)=vr+4-— c) gla)=vVax+1-1
Dziedzing funkcji f jest przedzial (—7;—1), a zbiorem wartosci przedzial
(5;8). Wykres funkcji g powstal przez przesuniecie wykresu funkcji f
o wektor @'. Podaj dziedzine i zbiér wartoéci funkcji g.
a) U =[2,3] b) ¥ = [-3, 5] ¢) U = [-63%,132]
Wykres funkcji g otrzymano przez przesuniecie wykresu funkcji f danej
wzorem f(x) = |z + 2| — 3. Wyznacz wektor przesuniecia, jesli:
a) g(x) = |z — 3], b) g(x) = [z +1, c) g(x) =[x+ 3] -4
a) Dy = (=4;4), 9(Dy) = (—4;2), g(v) < 0 dla = € (—4;,-2) U{0} U (2;4)
b) Dy = (=1;7), g(Dg) = (0;6), g(z) <O dlaz =7
¢) Dy = (0;8), g(Dg) = (=6;0), g(z) < 0 dla x € (0;8)
a) Dy = (1;00), g(Dy) = (3;00)
b) Dy = (—4;00), g(Dg) = (=2;00)
¢) Dy = (~1;00), g(Dg) = (—1;00)
a) Dg = < 57 1) g(DQ) <87 11>
b) Dy = (—10; —4), g(Dgy) = (0; 3)
) Dy = (—13%;-7%), g(Dy) = (18%;212)
.a) g(x) = 5) + 3, zatem wektor przesuniecia: [5, 3]

b) g(z) =

flz—
f(z —2) + 4, zatem wektor przesuniecia: [2, 4]
¢) g(z) = f(z + 1) — 1, zatem wektor przesuniecia: [—1, —1]



4.11. Przeksztatcanie wykresu
przez symetrie wzgledem
osi uktadu wspotrzednych

Przyktad 1
Naszkicuj wykresy funkcji y = f2? i y = —1a2? okreSlonych dla x € (—4;4).

W tabeli obok poda- x -4 -2 -1 0 1 2 4

no warto$ci tych funk- _ 1.2 4 1
. y=

¢ji dla wybranych ar-

gumentow.

Dla poréwnania wykresy tych funkcji

narysowano w jednym uktadzie wspot-

rzednych. Zauwazmy, ze wykresy funk- Pl y) 1.2

cjiy = ta? iy = —1a? sy symetryczne
wzgledem osi OX (jeden jest lustrza-
nym odbiciem drugiego) — punktowi
P(z,y), nalezacemu do wykresu funkeji y=—1a?
y = 12?, odpowiada punkt Q(z,—y), Q(z,—vy)

1,2

nalezacy do wykresu funkcji y = — 727

—

Twierdzenie

Wykres funkcji y = —f(x) otrzymujemy przez symetryczne odbicie wy-
kresu funkcji y = f(«) wzgledem osi OX.

Y
Cwiczenie 1 ]
Na rysunku obok przedstawiono
wykres funkcji f oraz wykres funkcji L
g(z) = —f(x). Podaj zbiér wartosci ol X

kazdej z tych funkcji.

Cwiczenie 2
Naszkicuj wykresy funkcji f 1 g oraz podaj ich zbiory wartosci.
a) f(z) =l 1 g(z)=—|z| b) f(z) =2 i g(z) = —a?

Cwiczenie 1
f(Dg) =(=1;3), g(Dy) = (=3;1)

Uczen:
— szkicuje wykres funkcji
y = — f(x) na podstawie
wykresu funkcji y = f(z),
— szkicuje wykres funkcji
y = f(—x) na podstawie
wykresu funkcji y = f(z).

Cwiczenie 2
a) f(D) = (0;00),
g(D) = (—00;0)
Y
f
[ X
g

=

MultiteZa

® Przeksztatcenie wykresu funkcji
przez symetrie wzgledem osi OX

® Przeksztatcenie wykresu funkciji
przez symetrie wzgledem osi OY
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Cwiczenie 3

a) f(D) = (-1;4),
9(D) = (=4;1)

=

Q

Cwiczenie 4
a) Y

[uy

-

I 188 4. Funkcije

Cwiczenie 3
Na rysunku ponizej przedstawiono wykres funkcji f: (—6;4) — R. Naszkicuj
wykres funkcji g(x) = — f(z). Podaj zbiory wartosci funkeji f i g.

a) Yy b) Y

1
€T

\/ o] A X

N
T~
L~

Przyktad 2
Naszkicuj wykres funkcji f(z) = z?, a nastepnie kolejno wykresy funkcji:

9(x) = f(z = 2), h(z) = f(z = 2) =4, k(z) = -[f(z - 2) - 4].

\\ \ Y: / \\ Y / [ 1
1 1 \ .
N WL \ j
\\ \ / / \ \\ / / \ I
S\ N W\
\ \
~ Vs ~ Vs
0Ol 1 X O\ 1 X oN 1 X
v 7
\ / [ ’\
[
[N
Linia przerywana zaznaczo- Linia przerywana zaznaczo- Linia przerywana zaznaczo-
no wykres funkcji: no wykres funkcji: no wykres funkcji:
fla) =a? 9(z) = (z - 2)? h(z) = (z - 2)* =4
linig ciagly — wykres funkcji: linig ciagla — wykres funkcji: linig ciagly — wykres funkcji:
g(x) = (x — 2)° W) = (o - 2)° — 4 k@) = —[(z — 2)* — 4]

x dlaz e (—o00;2)

Naszkicuj wykres funkcji f(z) = , a nastepnie kolejno
j wy it f(z) 2 dla € (2: 00) ep ]

Cwiczenie 4
wykresy funkcji: {
a) g(z) = f(z) =3, h(z) = f(z—2) -3, k(z)=—[f(z—2)-3],

b) g(z) = f(x+3), h(z)=f(z+3)+1, k(z)=—[f(x+3)+1].

Cwiczenie 5 Y
Na rysunku obok przedstawiono wykres funkeji f. f

1
1

Naszkicuj wykres funkcji g.

a) g(z) = —f(z — 1) b) g(x) = —f(z+2) ! X
Cwiczenie 5
a) Y b) Y
] X / 0| 1 X
g




Przyktad 3
Na rysunku przedstawiono wykres funkcji f : (0;00) — R danej wzorem
f(z) = /x oraz wykres funkcji g: (—00;0) — R danej wzorem g(z) = /—x.

Zauwazmy, ze: Yy
oay=smy=2 Loys =
g(-1) = f(1) =1 Qo) =TT = ey
9(-1)=rf(3) =3

o] 1 X

Wykresy funkcji f 1 g sa symetryczne wzgledem osi OY — punktowi P(z,y)
nalezacemu do wykresu funkcji f odpowiada punkt Q(—=x,y) nalezacy do wy-
kresu funkcji g.

Twierdzenie

Wykres funkcji y = f(—x) otrzymujemy przez symetryczne odbicie wy-
kresu funkcji y = f(z) wzgledem osi OY.

Przyktad 4

Na rysunku obok przedstawiono wykres
funkcjiy = f(x) (kolor czerwony) oraz wy-
kres funkcji y = f(—=z) (kolor niebieski).

i

Zwroé¢ uwage na to, ze dziedzina funkeji y=/(z) y=f(-z) Cwiczenie 6
y = f(x) jest przedzial (—5; 3), a dziedzina o] 1 X a) Y
funkeji y = f(—=x) jest przedzial (—3;5).

Funkcje y = f(z) i y = f(—x) maja takie same zbiory wartosci.

Cwiczenie 6
Naszkicuj wykres funkcji f, a nastepnie kolejno wykresy funkcji g i h. 1
a) f(z)=lz|, g(z)= f(z—2), h(z) = f(-z—2)
b) f(z) =2?% g(x) = f(z+2), hz)=f(-2+2) b) |

Cwiczenie 7 v i
Na rysunku przedstawiono wykres funkcji: / \ \

P
N}
—

_— =< 0O

—
——

\l

——

z+3 dlax e (—o0;—2) f
flx) = 1 dla z € (=2;-1)
x> dlaz e (—1;00) o 1 x N NN

-

[y

Naszkicuj wykres funkcji g(x) = f(—=x) i podaj
jej wzor. ol 1 X

Cwiczenie 7 Y

z? dla z € (—o0;1)
g(z) = 1 dla z € (1;2) g

—x+3 dlaz € (2;00) \

—
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Odpowiedzi do zadan Zadania
1. a) f(Dys) = (—1;3),

9(Dg) = (=3;1) 1. Na rysunku ponizej przedstawiono wykres funkcji f. Naszkicuj wykres
bzlJ;()Df)ii—z?;‘l)v funkcji g(z) = — f(x) oraz podaj zbiory wartodci funkcji f i g.
g(lg) = (=%
b
o) F(Dy) = (=2 1) U (24), S ) , c) ;
9(Dg) = (-4, -2) U (-1;2) i
2. a) (—1,0), (170) \
¥ . J ] \ NIy
I y
@) X Ol 1 \x ol 1 X
1 g / g
; X 8
g
2. Naszkicuj wykresy funkcji f i g(x) = —f(z). Podaj punkty wspélne tych
b) Nie maja punktéw wykresow.
wepdtwveh a) f@ =l -1  b)f@)=lg+2 o) f@)=|a—2
f 3. Na rysunku ponizej przedstawiono wykres funkcji f. Naszkicuj wykres
funkeji g(x) = f(—=x) oraz podaj dziedziny funkcji f i g.
1 a) b) c)
o 1 X Y Y Y
g \ ] f /
b J
g 1 1
O] 1 X Ol 1 \ X \ 1/ X
c) (2,0)
Y
1 4. Naszkicuj wykresy funkcji f oraz funkcji g(z) = —f(z) 1 h(z) = —f(—=z).
Podaj funkeji g 1 h.
51— > odaj wzory funkcji g i
-2 dlazx< -2 r+2 dlax< -1
a) flx)=¢ =z dla-2<z<3 b) f(x)= 7] dla—-1<2z<2
3. 2) Dy = (—4;3), D, = (=3 4) 3 dlaxz>3 3 dla z > 2
b)Df:<_473>7Dg:<_374> . . . .
¢) Dy = (—3:4), Dy = (—4:3) 5. Na rysunku obok przedstawiono wykres funk- Y

cji f. Naszkicuj wykres funkcji g oraz podaj jej
dziedzing i zbidér wartosci.

a) g(x) = f(-x) ¢) g(x) = f(-z—-2)+1 o 1 X
b) g(z) = f(-x+2) d)g(x)=—f(-z+1)
2 dlaz e (—o0;—2) —z—2 dlazé€ (—oo0;—1)
4. a) g(z) = {—x dla z € (—2;3) b) g(z) = { —lz| dlaxz e (-1;2)
—3 dlaz € (3;00) -3 dlaz € (2;00)
(—o0; —3) —3 dlaz € (—o0;—2)
e

—3 dlaxe
h(z)=q = dlaze€(-3;2) —|z| dlaze (=2;1)
2 dlaz € (2;00) z—2 dlaz € (1;00)
5. a) Dy = (—5;3), g(Dy) = (—1;3) Warto zauwazy¢, ze w zadaniu 5. mamy zto-
b) D, = (—3;5), g(Dy) = (—1;3) zenie symetrii i przesuniecia:
¢) Dy = (=7;1), g(Dg) = (0;4) b) g(z) = f(—x +2) = f(—(z—2))
d) Dy = (—4;4), 9(Dy) = (=3;1) ) g(z) = f(mz=2) +1=f(=(z+2)) +1

d) g(z) = —f(-z+1) = —f(=(z - 1))

4. Funkcje



Uczen:
— na podstawie wykresu funkcji
y = f(z) szkicuje wykresy

*4.12. Inne przeksztatcenia wykresu

Przykiad 1 funkeji y = |f(2)] iy = f(lz]),
Ponizej przedstawiono wykresy funkcji y = %m +1liy= \%x +1]. — na podstawie wykresu funkcji
y - ~ Yy N\ y = f(z) szkicuje wykres
(6,2 i 2 funkcji bedacy efektem
1 1 f 9 wykonania kilku operacji.
=0 1 ~ > 0l 1 e Cwiczenie 1
A /,’ Wykresy y= |f((17)|
ot PG a) y
Zwr6é uwage, ze punktowi (—6, —2) nalezacemu do wykresu funkcji y = s +1
odpowiada polozony symetrycznie wzgledem osi OX punkt (—6,2) nalezacy
do wykresu funkcji y = [$2 + 1].
Wykres funkcji y = | f(x)| otrzymujemy przez symetryczne odbicie wzgle- ol 1 X
dem osi OX tej czesci wykresu funkcji f, ktora znajduje sie pod osig OX, b)
pozostaly czesé wykresu zostawiamy bez zmian. Y
Cwiczenie 1
Naszkicuj wykresy funkcji y = f(x) iy = |f(z)].
a) f(x)=2—2 b) flz)=-2x+2 c¢) flx)=2>-1 d) f(z)=—2?+4 1
Przyktad 2 o] 1 X
Naszkicuj wykres funkcji f(z) = |(z — 3)* — 2|. o)
Y
TR Y1\ | \ /
\ / \ /
Y= 2\\ 1 / 1
A\ /
o[ 1 X o] 1 K X Voo
\\ ,/
yi=(x—=3)?-2 o] 1 X
Po przesunieciu wykresu funkcji y = x° Nastepnie odbijamy symetrycznie wzgledem osi d)
o wektor [3,—2] otrzymamy wykres OX fragment wykresu funkcjiy = (z — 3) — 2, Y
funkcji y = (z — 3)? — 2. ktéry znajduje sie pod osig OX, i otrzymujemy
wykres funkcji f(z) = |(z — 3)* — 2]. \ /
Cwiczenie 2 \ /
Naszkicuj wykres funkcji f. \ / : \ /
a) f(z) =|(z+3)* -1 b) f(z) = [lz + 3] -1 c) f(z) =z -2
o] 1 X
Cwiczenie 2
a) b)
\ / Y Y
/ / Multite/a
® Przeksztalcenia wykreséw funkcii
\ / : g z wartoscig bezwzgledng
0 1 5% 0 1 be dlanauczyciela.pl | Kartkowka 4.12
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I 192 4. Funkcije

Przyktad 3
Naszkicuj wykres funkcji f(z) = (|z| — 2)2.

Skorzystamy z tego, ze:

(|x| _ 2)2 — { (—:E - 2)2 dla x € (—OO; 0) Zauwaz, ze

N2 (o 2
(x—2)? dlaz € (0;00) (-2 =27 =(z+2)
: ) / \ Y /
\ A\l ! f
\\ 1\ !
7|\ /
\ A ; \ /1\ /
\ / \ /
> 1 1
N /7 \\ //
o] 1 2 X ol 1 X
W jednym uktadzie wspotrzednych szkicu- Odpowiednie fragmenty tych wykreséw
jemy wykresy funkcji y = (x + 2)*® oraz tworza wykres funkcji f(x) = (|z] — 2)2.
y=(x— 2)2.

Zauwazmy, ze wykres funkeji f(z) = (|#|—2)? mozemy tez otrzymac w opisany

ponizej sposob.

\1Y / Y / \ Y /

\ / / \ /
f

\ / \ / \ /1N /

1 1 1
Ol 1 X o] 1 X O] 1 X
Szkicujemy wykres Dla x > 0 wykresy funk- Wykres funkcji f(z) = (|z| — 2)?
funkcji y = (z — 2)2. cii fiy = (z—2)? sig jest symetryczny wzgledem osi OY .
pokrywaja.

Twierdzenie
Wykres funkeji y = f(|z|) otrzymujemy z wykresu funkeji f, korzystajac
z tego, ze:
—dla z > 0 (nalezacych do dziedziny) zachodzi réwnosé f(|z|) = f(z),
— wykres funkcji y = f(|z|) jest symetryczny wzgledem osi OY.

Cwiczenie 3
Naszkicuj wykres funkcji f.
a) f(x) = (Jz] —1)° b) f(x) = (Jz] +1)° ¢) f(x) = (Jz] = 3)*
Cwiczenie 3
a) b) c)
Y Y Y

=

b
b
.)ﬂ




Zadania Odpowiedzi do zadan
2.2a) 10 b)6 c)4
1. Naszkicuj wykresy funkcji y = f(z) i y = |f(z)]. el Yi y=f(a))
a) f(z)=—32+3 b) f(z) = 2|z| -2 c) f(z)=—2lz|+2 1
2. Na rysunku obok przedstawiono wykres Y vl L =
funkcji f: (—5;5) — R. Naszkicuj wy- ) f
kres funkcji g i podaj liczbe rozwigzan °
réwnania g(z) = 1. 1 X B Y y=1f(lz))
a) g(x) = [f(2)] c) g(x) = f(—lz) 1
b) g(x) = f(lz[) o] 1 X
Y
3. Na rysunku obok przedstawiono 7 4. c) \ 31/ F/
wykres funkcji f:(—8;4) — R. SRV ASNANY| 1 :
Naszkicuj wykres funkcji: HEAWEAWEAN X ol 1 X
D y=f(a.  b)y= () \ /
4. Naszkicuj wykres funkcji f.
a) fl@)= (2] =3)* =4 b) f(2) = (e +2) ¢ fl@)=(—|e)* -4 | 2 v
Y
5. Na rysunku obok przedstawiono
wykres funkcji f: R — R. Na- ; " S
szkicuj wykres funkcji g. 1
ol 1
a) g(z) = [f(z—1) -2 1 X b y X
b) g(z) = f(lz| = 1) -2 1
6. Na rysunku obok przedstawiono wy- Y O 1 X
kres funkcji f: R — R okreslonej wzo- ¢
rem f(z)=[z], gdzie [x] oznacza naj-
wicksza liczbe calkowita nie wigksza f
od z (np. [-31] = —4, [-3] = =3, 1 6. a) Y
0,22] =0, [3,7] = 3).
[ y ] ’ [ ) } 3) ol 1 X g
a) Naszkicuj wykres funkcji g: R — R / /
okreslonej wzorem g(z) = z — [z]. O] 1 X
b) Dla jakich z € R zachodzi réwnosé b) z € {3k :k € Z_} U(0;00)
€T = x ? —0
9(lel) = 9(@) Z_ — zbiér liczb catkowitych
7. Naszkicuj wykres funkcji f. Ll . W arto upewnic sig,
ze uczniowie dobrze rozumieja
a) f(z) ==l  b) flz)=[-2] o flz)=|l]  d) f(z) =[] ten zapis.
7. a) b) c) d)
M Y Y M Y Y
o0—e ——0 o—s —O
f f f f
o 1 X O] 1 X o 1 X ol 1 X
—O o—e
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U

czen:

wyznacza wspotczynnik
proporcjonalnosci odwrotnej,
szkicuje wykres funkcji

f(xz) =%, gdziea >01ixz >0,
stosuje proporcjonalno$é
odwrotng do rozwiazywania
zadan dotyczacych np. drogi,
predkosci i czasu.

dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 4.13

(> Generator

testow i sprawdzianow

4. Funkcje

4.13. Proporcjonalnos¢ odwrotna

Przyktad 1 v
Na rysunku obok przedstawiono wykres funkcji y = %, \ y=
gdzie x > 0. Zwr6oé uwage, ze jesli punkt (x,y) nalezy (1
do wykresu tej funkcji, to jego wspdirzedne spetniaja
zaleznosé x -y = 3.

Jedynymi punktami o wspotrzednych catkowitych na-
lezacymi do wykresu tej funkeji sa punkty (1,3) 1 (3,1).

8w

=

o] 1 X

Cwiczenie 1

Funkcje f, g i h, ktorych wykresy przedstawiono ponizej, okreslone sa dla
x > 0. Podaj punkty o obu wspétrzednych catkowitych nalezace do wykresu
kazdej z nich.

s =2 Y1 \g@) =4 1o \ma@)=¢

1 1 1 T
ol 1 X ol 1 X ol 1 X
Definicja

Funkcj¢ postaci y = £, gdzie x > 0 oraz a jest stala dodatnia, nazy-
wamy proporcjonalnoscia odwrotna. Wielkosci z i y nazywamy odwrotnie
proporcjonalnymi, a stala a — wspdélczynnikiem proporcjonalnosci.

Jesli wielkosci « i y sa odwrotnie proporcjonalne, to ich iloczyn jest staty. Wzor
proporcjonalnosci odwrotnej mozemy réwniez zapisa¢ w postaci z -y = a.

Czy wiesz, ze...

Dwie masy m; i m, umieszczone na rownowazni
w odlegtosciach ry i ry od punktu podparcia znaj- @ o
duja sie¢ w rownowadze, jesli zachodzi réwnosé: n A T

My Ty = Mg Ty
Oznacza to, ze masa i jej odlegloé¢ od punktu podparcia sa wielkosciami
odwrotnie proporcjonalnymi. Odkrycie tego prawa (zwanego tez zasada
dzwigni) zawdzigczamy Archimedesowi (ok. 287 r. p.n.e.—ok. 212 r. p.n.e.).



Przyktadem wielkosci odwrotnie proporcjonalnych sa dtugosci x i y bokéw
prostokata o ustalonym polu P. Zachodzi wéwczas zalezno$é x -y = P.

Przykiad 2 Y A
Rozpatrzmy prostokaty, kazdy o polu réw-
nym 12 i dwéch bokach x, y zawartych Az

w osiach ukladu wspétrzednych (rysunek Az
obok). Wierzchotki A;, Ay, A3 1 Ay tych Ay 12
prostokatéw naleza do wykresu funkcji —
y = 2. Ich wspélrzedne (x,y) spelniaja
zalezno$é: x -y = 12. ol 1 X

—

Cwiczenie 2

Naszkicuj wykres funkeji f(z) = &, gdzie & > 0, i narysuj prostokat, ktérego
jeden z wierzchotkéw nalezy do wykresu tej funkcji, a dwa boki zawieraja
sie w osiach uktadu wspoétrzednych. Ile jest réwne pole tego prostokata? Czy
odpowiedz zalezy od wyboru wierzchotka nalezacego do wykresu funkcji f7

Zauwaz, ze jesli wielkosci x 1 y sg odwrotnie proporcjonalne, to wraz ze wzro-
stem jednej z nich proporcjonalnie maleje druga.

Przyktad 3
W tabeli podano, ile kilograméw winogron mozemy kupié¢ za 24 zt w zaleznosci
od ceny za jeden kilogram.

x — cena [z1] 4 5 6 8 12
y — liczba [kg] 6 48 4 3 2

Wraz ze wzrostem ceny za kilogram x proporcjonalnie maleje liczba kilogra-
mow winogron ¥, ktére mozemy kupic.

Wielkosci x i y sg odwrotnie proporcjonalne: y = %.

Cwiczenie 3

Na zakup jablek przeznaczono kwote ] 15 2 3 45 6
9 z1. Niech x (.)znacza. cene zz/m k1¥0— ylke] 6 | 45 3 5 15
gram, a y — liczbe kilogramoéow ja-
blek, ktére mozemy kupic.

a) Przerysuj tabele do zeszytu i ja uzupelnij.

b) Naszkicuj wykres funkcji y = %, gdzie x > 0, i zaznacz na nim punkty
odpowiadajace wartosciom z tabeli.

CGwiczenie 2
Yt

Y=

b
B
8
~—

1
1 ———

o] 1 X

Pole prostokata P = z - g = 6,
czyli pole jest state i nie zalezy
od wyboru wierzchotka.

CGwiczenie 3

b)

n
ha=r

//

=

4.13. Proporcjonalno$¢ odwrotna



Zadania

Odpowiedzi do zadan

l.a)y=22>0 1. Wielkosci « i y sa odwrotnie proporcjonalne. Przerysuj tabele do zeszytu
b)y=22L2>0 i ja uzupelnij. Podaj wzér tej proporcjonalnosci i naszkicuj jej wykres.
a) b)
x 1 2 25 4 5 x 1 2 25 4 5
y 8 4 32 2 16 y 10 5 4 25 2
2.a) k=15
b) 2. Pewng stalg kwote k zl przeznaczono na za- ¥
sl 1121314516 kup sliwek. Na wykresie przedstawiono za- \
lezno$¢ miedzy ceng x w ztotych za kilogram (3.5)
v 15|75 5 375 3 |25 : pecay Cona LW 2T & \3:5)
a liczba kilogramoéw y, ktére mozna w tej ce-
3. a) 2 nie kupié. -
i a) Podaj wartosé k. ) —
\ f b) Przedstaw za pomoca tabeli zaleznosé )
miedzy z iy dla 2 € {1,2,3,4,5,6}. ol 1 X
i o 3. Naszkicuj wykres funkeji y = f(z), gdzie > 0. Ile punktéw o obu wspol-
ol 1 X rzednych catkowitych nalezy do wykresu tej funkcji?
b’ 2) f@) =2 b f@)=2 o f@=2 @ d)f@)=2
4. Rozwazmy n-katy foremne o obwodzie réwnym 12. Sporzadz odpowiednia
\ f tabele i naszkicuj wykres funkcji opisujacej zaleznos$¢ dtugosci boku n-kata
od liczby bokéw dla n < 12. Podaj dziedzing tej funkcji.
. ~
ol 1 ; Zalezno$¢ miedzy czasem t potrzebnym do przebycia drogi s ze $rednia
redkoscig v wyraza sie¢ wzorem t = 2.
¢) 4 d)6 pre Q y € 3
b Al 5. Rowerzysta ma do przebycia dystans 60 km. ¢[h]
b) 3 h 20 min . . .y,
Na wykresie przedstawiono zaleznos¢ czasu
c)25h . cad d érednie; dkoéei. Tl 5
d) 2 h 24 min Jego :]az v o ,sr_e niej prg. osci. lle czasu
6. tlh zajmie rowerzy$cie pokonanie catego dystan- 5
- thlp ) su, jesli bedzie jechal z predkoscia: 9 t=50
. a) 15 km/h, ¢) 24 km/h, 1 T
7
g b) 18 km/h, d) 25 km /h* 0 10 20 30 o[/l
4
2 4 S ER 6. Samoch6d ma do przebycia trase 240 km. Dobierz odpowiednio jednostki
1 na osiach uktadu wspotrzednych i naszkicuj wykres zaleznosci miedzy $red-
O 40 80 120 y[km/h] nia predkoscia samochodu a czasem podrozy.

4. n — liczba bokéw, f(n) — dtugosé boku, D = {n € N:3 < n < 12}

n 3|14 |56 | 7|89 |10]11]12
f) | 4 | 3 |24 2 |2 |15] 35 |12]|2 |1
f(n)
o] 1 n

4. Funkcje



4.14. Zagadnienia uzupetniajgce Sl

M Predkosé, droga, czas

1. Przejazd samochodem z miasta A do odleglosé 1. a) 240 : 3 = 80 [km/h]
odlegtego o 240 km miasta B i z po- 2% [hlinv]“ ta 4 b) 2240 : (5+3) =
wrotem zajal (razem z dwugodzin- 200 = 60 [km/h]
nym postojem) 10 godzin. Korzysta- 160
jac z wykresu, podaj Srednig pred- 120
ko$¢ przejazdu: 80
a) z miasta B do miasta A, 40 ¢ [}?

b) calej trasy bez postoju. O 1 2 3 4 5 6 7 8 910
2. Na wykresie ponizej przedstawiono, jak zmieniala sie odlegto$é samochodu 2. a) Dlugos¢ calej drogi:
J J € g
od Plocka podczas jazdy na trasie Plock-Gdansk-Plock. 2-280 = 560 [km]
. . . . o Czas: 2+2+4=28[h
a) Oblicz érednig predko$é samo- 250 odleglodé SZ‘G: ; ko [h]
L . rednia predkosé:
chodu bez uwzgledniania postojow. o (ﬁ?ﬁ?mcm 560 : 8 :p7% [km /h]
b) Jaka bylaby $érednia predko$é na 200 \ b) Czas:
trasie z Gdanska do Plocka, gdyby 1;8 111 -3-1-2-2=31[n
postdj w Gdansku przedtuzyl sie © \ Srednia predkosé:
o godzing, a cala wyprawa trwalaby Cr[is] 280 : 31 =80 [km/h]
11% godziny?
2 8 Y O 1 234567 8 91011
3. Jacht znajdujacy si¢ w odleglosci }odleglos¢ od portu [Mm]
10 mil morskich od portu plynat
w jego kierunku z predkodcia 8 we-
zléw. Po poélgodzinie wiatr ostabt, 6
a predkos¢ jachtu spadta o potowe.
Na wykresie pokazano, jak zmieniala
sie odleglosé jachtu od portu w zalez- 1 czas [h]
o) 0,5 1 1,5 2

nosci od czasu.

Inny jacht, bedacy 10 mil morskich
od portu, plynal w jego kierunku
przez godzine z predkoscia 2 weztow,
a nastepnie — z predkoscia 6 we-
zléw. Naszkicuj wykres przedstawia-
jacy zmiany odleglodci tego jachtu od
portu w zaleznosci od czasu. Po ja-
kim czasie dotart on do portu?

3. Jacht dotart do portu po 2 godzinach 20 minutach.

odleglo$é od portu [Mm]
10
1
O 1 2 cazas [h]
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4.

5.

Liczba bakterii podwaja sig¢
w ciagu pot godziny, czyli
w ciagu godziny zwieksza sie
czterokrotnie. Zatem:

y = 600 - 4°

24000 = 1500 - a®
a® =16
a=+72
96000 = 1500 - (v/2)*
2%t = 64
t=12

Liczebno$é kolonii bakterii
bedzie réwna 90000 po
12 godzinach.

4. Funkcje

B Wzrost wyktadniczy i funkcja wyktadnicza

Przyktad 1 Y
Pewne doswiadczenie polegato na badaniu wzrostu 3200
liczebnos$ci kolonii bakterii. Na poczatku doswiad- 9509
czenia bylo 400 bakterii, nast¢pnie stwierdzono, ze 5,4 /
ich liczba podwajata sie w ciagu godziny. Funkcja

2000
y =400 - 2 (wykres obok) opisuje liczbe bakterii 1600
po uplywie czasu t mierzonego w godzinach. Na
przyktad po 2 godzinach liczba bakterii wynosita 1200

800

400 - 22 = 1600, a po uplywie 2 godzin i 30 mi-
nut liczba bakterii wzrosta do 400 - 22° ~ 2263. 400
W tabeli podano wartosei funkeji y = 400 - 2¢ dla o) D)

wybranych argumentéw. t[h]
¢ [h] 1 15 2 2,5 3 3,5
y = 400 - 2¢ 800 1131 1600 2263 3200 4525

W opisie dos§wiadczenia wykorzystana zostala funkcja f(¢) = 2'. Funkcje
opisane wzorem y = a”, gdzie a jest liczba dodatnia rézna od 1, okreslone
dla z € R, nosza nazwe funkcji wykladniczych.

@ 4. Podczas pewnego doswiadczenia liczba bakterii, ktorych poczatkowo byto

600, podwajata sic w ciggu pél godziny. Uzasadnij, ze funkcja y = 600 - 4°
opisuje liczbe bakterii w zaleznosci od czasu ¢ mierzonego w godzinach
i uzupetnij tabele.

Czast[h] 1 15 2 25 3 35 4 45

Liczba

.. 2400 | 4800 | 9600 | 19200 38400 76 800 153600 | 307200
bakterii y

W pewnym do$wiadczeniu badano liczebnos$é kolonii bakterii. Zgodnie
z modelem teoretycznym liczbe bakterii, w zaleznosci od czasu t mierzo-
nego w godzinach, wyraza wzor:
y=yo-a

gdzie y, jest poczatkowa liczba bakterii, natomiast a — pewna stata. Wy-
znacz stala a, jesli poczatkowo bylo 1500 bakterii, a po 8 godzinach ich
liczba wzrosta do 24 000. Po jakim czasie liczebno$¢ kolonii bakterii bedzie
réowna 96 0007



6.2a) 8 b) 16 ¢) 1024 d) 157

7. Y /

/
|

Na rysunku obok przedstawiono wykres funk-
cji y = 2%. Zaznaczone zostaly punkty odpo-
wiadajace danym z tabeli (wartosci funkcji po-
dano z dokladnoscia do 0,01), ktére polaczono
krzywa, jak na rysunku.

x -2 -2 -1 -1 0

1 3
2 2 2 1 2 2

2*0,250,35 0,5 0,71 1 141 2 283 4

6. Podaj wartos¢ funkcji y = 2” dla argumentu:

8.a)l
a) 3, b) 4, c) 10, d) —10. ve

TN
N —
=10
~—
IN
Ne)
o
2

Wykresy funkcji y = 2% i y = 4* dla poréwnania Yy ol y=9
umieszczono w tym samym uktadzie wspotrzed- y =4 / /
nych. \
Zauwazmy, ze dowolna funkcja okreslona wzo- \
rem y = a”, gdzie a > 1, jest funkcja rosnaca. / iy

W przypadku zjawisk opisywanych za pomoca, ta- et \

kich funkcji méwimy o wzroscie wykladniczym. = ol i X \

7. Sporzadz odpowiednig tabele wartosci funkcji y = 3%, a nastepnie naszki-
cuj jej wykres.

Na rysunku obok przedstawiono wykres funkcji \ ! ol 1 X
danej wzorem y = (%)I Funkcja ta jest funk- \ i b) L < g(x) <4 dla

cja malejaca. Jej wykres mozemy otrzymac przez z € (—1;1)

symetryczne odbicie wzgledem osi OY wykresu / Y
funkcji y = 27 (uzasadnij).

Funkcja y = (%)z wykorzystywana jest przy opi- Y ol
sie zjawiska rozpadu promieniotworczego. ol b \

8. a) Naszkicuj wykres funkcji f(z) = (%)Z i na jego podstawie podaj roz-
wiazanie nieréwnosci 1 < f(x) < 9.

[y

b) Naszkicuj wykres funkcji g(z) = (i)z i na jego podstawie podaj roz-

wigzanie nieréwnosci i < g(x) < 4. [0) 1 X

4.14. Zagadnienia uzupetiajgce 199 I



9. a) 16 b) 32 ¢) 1024 d) V2

10. y = log, z: np. (1,0), (4,2),
(8,3), (16,4);
y = log, z: np. (1,0), (16, 2),
(64,3), (256,4)

12. a) z > 100
b) = > 1000
¢) x> 10°
d) z > 10*°

4. Funkcje

B Funkcja logarytmiczna

Na rysunku obok przedstawiono wykres

Y

logoxi ©

<
Il

funkcji opisanej wzorem y = log, x. Za-

\

znaczone punkty odpowiadaja wartos-

ciom z tabeli.

1
X

x 12 4 8

@)

1 1
4 2

/

log,z -2 -1 0 1 2 3

/

Funkcje opisane wzorem y = log, x, gdzie a jest liczba dodatnia rézna
od 1, okreslone dla x € (0;00), nosza nazwe funkcji logarytmicznych.

9. Dla jakiego argumentu = funkcja y = log,  przyjmuje warto$é¢ réwna:
a) 4, b) 5, c) 10,

10. Wykresy funkcji y = log, x i y = log, x
umieszczono dla poréwnania w tym sa-
mym uktadzie wspdlrzednych (rysunek
obok). Podaj po cztery punkty o obu
wspotrzednych catkowitych nalezace do
wykresu kazdej z tych funkcji.

19

d) L

Y y=logyawi : —
//

/

11. Sporzadz odpowiednia tabele wartosci funkcji y = log; z, a nastepnie na-

szkicuj jej wykres.

Ponizej przedstawiono wykres funkcji y = log .

Y

y = logx

1
1

o|1

Zauwaz, ze funkcja y = logz (oraz dowolna funkcja y = log, x, gdzie
a > 1) jest funkcja rosnaca. Jednak jest to wzrost bardzo powolny.

12. Dla jakich argumentéw x funkcja y = log x osiaga wartosci wieksze od:

a) 2, b) 3, c)

11.

el
W=

6,

d) 10?

—_—




Zestawy powtdrzeniowe

W Zestaw |

1.

5.a) P=6

Funkcja f przyporzadkowuje kazdej dwucyfrowej liczbie naturalnej iloczyn
jej cyfr.

a) Jaka jest najmniejsza, a jaka najwieksza warto$¢ funkcji f?

b) Dla ilu argumentéw funkcja f przyjmuje wartosé 12, a dla ilu 167

¢) Dla ilu argumentéw funkcja f przyjmuje wartosci parzyste?

Naszkicuj wykres funkcji f: X — R okre§lonej wzorem f(x) = |z| — 1.
Wyznacz zbidr wartosci tej funkeji.

a) X ={-4,-1,0,1,3} b) X = (—00;2) c) X =(=3;-1)U(2;4)

Dany jest wykres funkeji f: (—4;4) — R. Podaj przedzialy monotoniczno-
$ci, miejsca zerowe i zbior argumentow, dla ktérych funkcja f przyjmuje
wartosci dodatnie.

a) Y b) Y i C)\ Y )
1 1 / /\ 1
is f /\ iy \ / -
X ol 1 X /1\ X

Naszkicuj wykres funkcji f, przesuwajac wykres funkcji y = %|m| o wektor.
2) f(@) =4z —2(~1 b) f@) =Lz +3[+2 c) fla)=ta+1]-3
Oblicz pole obszaru ograniczonego wykresami funkcji f i g.
a) f(2) = 22|~ 1, g2) = e +2|  b) f(2) = —Lfel, g(x) = [« + 3] — 6
Na rysunku obok przedstawiono wy-
kres funkcji f: R — R danej wzorem:
1 dla z € (—o0; —3) 0| 1 X
|z| —2 dlaz e (=3;2)
-1  dlazx € (2;00)
Naszkicuj wykres funkcji g(z) = f(—=x). Podaj jej wzér, a nastepnie od-
czytaj z wykresu rozwigzanie:

Sh
i

fx) =

a) réwnania g(z) = 0 i zbiér rozwiazan nieréwnosci g(z)

<0,
b) réwnania g(x) = 1 i zbiér rozwiazan nieréwnosci g(z) < 1,

0
1
¢) réwnania g(x) = —1 i zbiér rozwiazan nieréwnosci g(z) < —1.

b) P =21

-

[y

. a

1. a) fmin =0, fmax =81

b) 12 dla 4 argumentéw,
16 dla 3 argumentéw

c) 65
)f(X):{_1707273}
b) f(X) = (=1;00)

¢) f(X)=(0;3)

. a) f rosnie w (—4;—2)

iw (0;4), maleje w (—2;0),
f(x)=0dlaz e {-3,-1,2},
f(z)>0dlaze (-3;,-1)U
U(2;4)

b) f rosnie w (—4; —2)

iw (1;4), maleje w (—2;1),
f nie przyjmuje wartosci 0,
f(z)>0dlaze(—4;—-1)U
U(2;4)

c) f rosnie w (—3; —2),

w (0;1) 1w (2;4),

maleje w (—4; —3), w (—2;0)
iw (1;2), f(z) =0dla

z e {-3,—-1,1,3},

f(z) >0dlaze(—4;-3)U
U(=3;—-1) U (3;4)

. Wektor przesuniecia:

a) [2,—1] b) [-3,2]
c) [-1,-3]
Y

1
1

o] 1 X

a) g(z) =0dlaz € {-2,2},
g(z) < 0dlaz € (—oo0; —2)U
U(—2;2)

b) g(z) = 1 dla z € (3;00),
g(z)y<ldlazeR

c) g(x) =—1dla

z € (—o0; —2) U{-1,1},
g(z) < —1dla

z € (—o0; —2) U (—1;1)
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Vv

1.a) Dy = (=2;5) M Zestaw I
b) Dy = (0;7) . iy . Y
¢) D, = (~7;0) 1. Dziedzing funkcji f (rysunek obok) jest prze-
d) D, = (~1;6) dzial (—5;2). Podaj dziedzine i naszkicuj wy- )
2. a) kres funkcji g. -
A - a) g(z) = f(z —3) ) g(z) = —f(z+2) Op1.X
1 b) g(z) = f(2—x) d) g(z) = =f(1—x)
b 2. Podaj wzér i naszkicuj wykres funkcji g(x) = —f(z). Odczytaj z wykresu
zbior wartodci i przedzialy monotonicznosci funkcji g.
g(Dg) = (=3;0), 1 dlaze (—o0;—1) 2 dlaz e (—o0;—2)
stala w (=005 —1) i w (3;00), a) f(z) =1 |z| dlaxze (-1;3) b) f(z) =< —2? dlaxz € (-2;1)
rosnie w {—1;0), 3 dlaxe (3;00) -5 dlaz € (1;00)
maleje w (0; 3)
b) v 3. Liczby: —1, —3, 3 sa miejscami zerowymi funkcji f(z) = 22%—32° -8z —3.
7 Podaj wzoér i miejsca zerowe funkcji g.
a) g(x) = f(-x) b) g(x) = f(z+1) c) g(x) = f(1—x)
\
: 4. Na rysunku obok przedstawiono wykres Y
X funkcji f: (—6;5) — R. Naszkicuj wy- / 1 \
of 1 kres funkcji ¢g i podaj jej miejsca zerowe. ol 1 be
a) g(x) = —f(=z)  b) g(x) = —|f(2)|

9(Dg) = {=2} U (0;4) U {5},

1 X X . 5. Naszkicuj wykres funkcji f. Dla jakich warto$ci parametru m réwnanie
stala w (—o0o; —2) i w (1;00), . . . - . : o
rognie w (0; 1), f(x) = m ma jedno rozwiazanie, a dla jakich — trzy rozwiazania®
maleJeW(_Q;? , r+4 dlaz< -2 r+6 daz< -2
8. a) g(z) = 22" -3z F82=3, a) f(x) =< Jz| dla-2<xz<4 Db)f(r)=< 22 dla-2<z<2
miejsca. zexowe: —3, 3, 1 88—z dlax >4 r+2 dlaz>2
b) g(z) = 22° +32% — 8z — 12,
iej 2 =2, =2 9 .
ir)u?(s;? ier_o;\: 3 322 +§x—12 6. Na rysunku obok przedstawiono wykres Y
miejsca zerowe: —2, 2, 2 ’ funkcji f: R — R. Oblicz pole obszaru ;
4. a) Miejsca zerowe: —4, 2, 5 ograniczonego wykresami funkcji: 1
b) Miejsca zerowe: —5, —2, 4 a)y=f(x) i y=—f(x), B
5. a) 1 rozwiaznie dla m = 4, b)y=f(-=z) i y=|z| ol 1 X
3 rozwigzania dla m € {0, 2} '
4 @ 7. Podstawa tréjkata réwnoramiennego jest odcinek o koncach (0,0) i (a,0),
gdzie a > 0. Trzeci wierzchotlek trojkata nalezy do wykresu funkeji y = %.
J X Uzasadnij, ze pole tego trojkata nie zalezy od wyboru parametru a.
Ol 1
b) 1 rozwiazanie dla
m € (—00;0) U (4; 0), 6. a) P =32 b) P=7
3 rozwigznia dla m € (0;4) y y
" 3
! 2
i 1 ]
> Y
0) X o) X
\ /
1 e — —_ ra 8
X v=-1@ y=f(a) (2,8
0)
I
7. Pierwsza wspoétrzedna wierzchotka: = 3, druga wspot- I
rzedna: y = % =3 1 :
Pole trojkata: P = % -a- % = 4, zatem pole jest state i nie L
zalezy od wyboru parametru a. 0 L3 a X
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Sposaéb na zadanie @

Przyktad 1
Ile miejsc zerowych ma funkcja f7

—2x—2 dlaz e (—o0;—2)

flz) = tx+3 dlaxe (-2;2)
-2 48 dlax € (2;00)
A.0 B. 1 C.2 D. 3

Aby wskaza¢ poprawna odpowiedz, mozemy postapi¢ na jeden z ponizszych
Sposobow.

« Miejsca zerowe funkcji f mozemy wyznaczy¢, rozwigzujac rownania:
—21—2=0,skad z = —1, ale =1 & (—o0; —2)

2 4+3=0,skad x = —6, ale —6 ¢ (—2;2)

—2:+8=0, skad z =4 € (2;0)

Liczby —1 1 —6 nie sa miejscami zerowymi

funkcji f, jedynym jej miejscem zerowym
jest liczba 4.
Zatem funkcja f ma jedno miejsce zerowe.

—

e Mozemy tez naszkicowaé¢ wykres funkcji
f 1 odczytaé z niego liczbe jej miejsc zero-

wych.
Odpowiedz: B

Przykfad 2

Na rysunku obok przedstawiono wykres
funkeji f:(—2;6) — R. Suma miejsc ze- ol 1 e
rowych funkcji g(x) = f(—z) jest réwna:
A. -2, B. —4, C. —6, D. -8.

Aby wskazaé poprawna odpowiedZ, mozemy postapié¢ na jeden z ponizszych
Sposobow.

o Miejscami zerowymi funkcji f sa liczby: —1, 2, 5. Zatem miejscami zerowymi
funkcji g sa liczby: 1, —2, —5. Ich suma jest réwna —6.

o Mozemy tez naszkicowaé¢ wykres funk- Yy

cji g 1 odezytad z niego jej miejsca ze-
rowe. S to liczby: —5, —2 i 1. Ich suma §
jest rowna —6. ol 1 X

Odpowiedz: C

[y

dlanauczyciela.pl | Klasowka 4

G

Generator

testoéw i sprawdzianow

Sposodb na zadanie 203 I



@ Zadania testowe

Rozwiaz zadania i zapisz odpowiedzi w zeszycie. W kazdym zadaniu tylko
jedna odpowiedz jest prawidlowa.

1. f(129) = f(4-32+1) =1 1. Funkcja f przyporzadkowuje kazdej liczbie naturalnej jej reszte z dzielenia
A. f(29) =1 przez 4. Niech a = f(129). Wéwczas:
e @) =3 A.a> f(29 B. a = (59 C. a < f(89 D. a = f(149).
o £(29) £(59). £(89) £(149)
D. f(149) =1 2. Liczba —% jest miejscem zerowym funkcji:
Acy=2+3 Boy=2s*-% C.y=2-22° D.y=3-2s°

3. Liczba —2 nie jest miejscem zerowym funkcji danej wzorem:
Ay=vz+2, B.y=2"-2 C.y=2"+8 D.y=2+1

4. f(z) =z + || 4. Do wykresu funkcji f(z) = x + V22 nalezy punkt:
A f(=2)=0 A. A(=2,0), B. B(4,6), C. C(%, D. D(—4,-8).
e A (=2,0) (4,6) (33, ( )
CfZ)=z72 5. Do wykresu funkeji f(z) = v/3(x — 1)? nalezy punkt:
o =) =g = A. (—2V/3,-13V3), C. (—2V/3,-13v3 +12),
B. (2v/3,13V3), D. (2v/3,13V/3 —12).
6. Jesli Dy = (—5;3), to dziedzina funkcji g(z) = f(—x + 1) jest zbidr:
A. (—2;6), B. (-3;5), C. (—4;4), D. (—6;2).
7. Ile miejsc zerowych ma funkcja f7
|z| —2 dlax € (—o0;4)
fle) =9,
s +2 dlaxe (4;00)
A.0 B. 1 C.2 D. 3

8. Wykresy funkcji: f, g, h, k otrzymano
przez odpowiednie przesunigcia wykre-
su funkcji y = 622, Zatem:

—
"

Sk
—
o
B

A. f(x) = 6(z* — 12z + 36), \\ uiin | \ //’7‘
B. g(x) = 6(” + 62 +9), Voo T
h(z) = 6(2? — 2z + 1) + 2,
k(z) = 6(z% — 1) + o1 X
9. Funkcja f ma pie¢ miejsc zerowych: —5, —3, —1, 0, 2. Wynika stad, ze suma
miejsc zerowych funkcji y = — f(—x) jest réwna:
A. -9, B. -7, C. 7, D. 9.

5. f(z) = V322 — 232+ V3
A. f(—2v/3) = 13v/3 + 12 # —13V/3
B. f(2v3) = 13v3 —12 #13V/3
C. f(—2v3) = 13v3 + 12 # —13v/3 + 12
D. f(2v3) = 13v/3 — 12
7. |z| —2=0dlaz € {-2,2}
lr+2=0dlaz=—-4¢ (4;00)
8. A. f(z) = 6(z + 6)% = 6(x + 12z + 36)
B. g(z) = 6(z + 3)* = 6(x* + 6z + 9)
C. h(z) =6(x+1)>+2=06(z*+2x+ 1) +2
D. k(z) =6(z — 1) +1=6(2*> =2z +1) + 1
9. Miejsca zerowe: —2, 0, 1, 3, 5.
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Przed obowigzkowa matura z matematyki @

M Zadania krétkiej odpowiedzi 1. 3z +5=0dla
z=32¢€(—00;2)
Zadanie 1 (2 pkt) 5 _— ) —5x;i— 3=0dla
.. .. . I Rt Y ax < z =3 & (2;00)
Wyznacz miejsca zerowe funkcji f danej wzorem f(z) = { e 43 dlag> 2 Miejace zerowe funkeji: @ = .
Zadanie 2 (2 pkt) 2. f(l‘) =2dlax € <—3; 1>
Funkcja f okre$lona na zbiorze liczb rzeczywistych jest funkcja nierosnaca, —2V2~ 283 € (=3;1),
a punkty: (—6,4), (—3,2), (1,2) i (4,—5) naleza do jej wykresu. Wyznacz wige f(—2v2) =2.
warto$é f(—2v/2). 3. D= (-6;3)
Y
Zadanie 3 (2 pkt) Y N
Na rysunku obok przedstawiono wykres funk- f 1
cji f:(—3;6) — R. Podaj dziedzine funkcji e -
g(z) = f(—x) i naszkicuj jej wykres.
4, —x —2=0dla
. z=—-2¢€ (—o0;—1)
Zadanie 4 (2 pkt) —z—2 dlaz<—1 lp—l=0dlaz=1€ (-1;3)
Wyznacz miejsca zerowe funkcji f(z) = ¢ s —4 dla —1<a2 <3 z—2=0dlaz=2¢(3;00)
r—92 dlaz>3 Miejsca zerowe funkcji: —2, 1.
5. Miejsca zerowe funkcji g:
—x+6=-3, =09,
M Zadania rozszerzonej odpowiedzi —z+6=2z=4
—r+6=4,=2.
Zadanie 5 (3 pkt) Suma miejsc zerowych:
Miejscami zerowymi funkcji f sa liczby: —3, 2 i 4. Wyznacz sume miejsc Yar ez = i
zerowych funkeji g(x) = f(—x + 6). 6. P=8 .
Zadanie 6 (4 pkt) ,
Dana jest funkcja f(x) = 2z + 2. Naszkicuj wykresy funkcji g(z) = —f(x) Y
i h(z) = f(z —4). Oblicz pole obszaru ograniczonego osig OX i wykresami {
funkcji g i h.
| X
Zadanie 7 (4 pkt)
Zbiér X jest zbiorem liczb naturalnych mniejszych od 12. Funkcja f kazdej
liczbie ze zbioru X przyporzadkowuje reszte z dzielenia przez 4. Naszkicuj
wykres funkcji g(z) = f(x) — 11 podaj jej miejsca zerowe.
7. 1)=¢g(5)=¢g(9) =0
Zadanie 8 (4 pkt) y ff ) =90 =4(9)
Na rysunku obok przedstawiono wykres F -
funkcji f: R — R. Naszkicuj wykres funk- 11 1 N
cji g(x) = — f(x). Podaj przedzialy mono- X 0 3
tonicznosci funkcji g i odczytaj zbiér roz-
wiazan nieréwnosci g(z) < 0. N
8. Y
(0] X
g
Funkcja g:

jest stata w (—oo; —3),

rosnie w (—3; —1) i w (0; 0c0),
maleje w (—1;0),

g(z) < 0dlaz € (—o0; —2) U{0}
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@ Przed matura z matematyki na poziomie rozszerzonym

W zadaniach 1-3 odpowiedZ ma postaé trzycyfrowego kodu.

1. Miejsca zerowe funkcji g: Zadanie 1 (2 pkt)

—2+3v2i3v2 Na rysunku obok przedstawiono wykres

SILE SIS POy funkcji f:R — R. Liczby @ i 2 sa miej- Y

612 — 2 ~ 6,485 ; ) L

Nellehy oot (645 scami zerowymi funkcji: f T

g(z) = f(z —3v2) —1 o[ 1 X

2. g(z)=le—-2-6+V3 Zakoduj cyfre jednodci oraz dwie pierwsze

1:/5116%: (j—;?rgvie%nkcji g: cyfry po przecinku sumy liczb z; 1 z5.

8 — V3~ 6,268 Zadanie 2 (2 pki)

Nalezy zakodowacé: 626

O e eI Wykres funkcji g otrzymujemy, przesuwajac wykres funkcji f(z) = |z — 2| — 6

a=17ib=19 o wektor @ = [0, v/3]. Funkcja g ma dwa miejsca zerowe. Zakoduj cyfre jedno-
a-b=323 Sci oraz dwie pierwsze cyfry po przecinku wigkszego spoéréd miejsc zerowych
Nalezy zakodowac: 323 funkcji g.

4, Y

Zadanie 3 (2 pkt)

Wykres funkcji g(z) = 6(x —8)? + 7 otrzymujemy, przesuwajac wykres funkcji
f(z) =6(x+9)*—12 o wektor [a, b]. Zakoduj cyfre setek, dziesiatek i jednosci
liczby a - b.

o] 1 X

g(z) > 2 dla
€ (—oo0;—3)U{-1,3}

5. o Zadanie 4 (4 pkt) Y
f. Na rysunku obok przedstawiono wykres ) .
funkcji f: R — R. Naszkicuj wykres funk- ’
Ny cji g(x) = |f(—x)|. Podaj rozwiazanie nie- ol 1 X
ol 1 réwnosci g(z) > 2.
Zadanie 5 (3 pkt)
Figura ograniczona wykresa- W jednym uktadzie wspélrzednych naszkicuj wykresy funkcji:
mi funkcji f i g jest prosto- )= |z +4—2 i )= —|z +3|+5
katem o bokach dtugosci: 3v/2 . /(@) ) | . | ) 9(x) . | |
i 4v/2. Pole tego prostokata: Oblicz pole figury ograniczonej tymi wykresami.
P=3V2-4V/2=24. )
6. g(z) = -1 dlaze (—oo0; —3)U Zadanie 6 (4 pk)
U{-2} U (2; 0) Naszkicuj wykresy funkcji f oraz g(z) = f(—x) — 3. Podaj rozwiazanie réw-
Y nania g(z) = —1.
|z| dlaxz € (—2;3)
1| 4 f(x>:{2 dl - _2)U(3:
1 ¥ ax € (—oo; —2)U(3;00)
of.1 Zadanie 7 (4 pkt)
Y W jednym uktadzie wspolrzednych naszkicuj wykresy funkeji f(z) = 2|x| — 2
i g(x) = (Jx| — 1)2. Podaj rozwiazanie nieréwnosci 2|z| — 2 < (|z]| — 1)2

7. x € (—o0; —3) U (—1;1) U (3;00)

T /

=
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