2 Jezyk matematyki

Wieza CN Tower w Toronto jest najwyzszym budynkiem na zachodniej pé6l-

kuli. Stosunek jej wysokosci (553,33 m) do wysokosci, na ktérej znajduje sie

kosz wiezy (342 m) wynosi okolo 1,618. Jest to przyblizenie liczby zwanej ztota

liczba lub ztotym stosunkiem. O odcinku méwimy, ze zostal podzielony w zto-

tym stosunku, jesli stosunek dtuzszej czesci do krotszej jest rowny stosunkowi
z _ Tty

calego odcinka do dluzszej czesci: =

z Yy
1+v5

Doktadna wartos$¢ ztotego stosunku wynosi T
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Uczen:

— postuguje sie pojeciami: zbior,
podzbiér, zbiér pusty, zbiér
skoniczony, zbiér nieskonczony,

— wymienia elementy danego
zbioru oraz elementy do niego
nienalezace,

— opisuje stownie i symbolicznie
dany zbior,

— okresla relacje zawierania
zbioréw,

— wypisuje podzbiory danego
zbioru.

Komentarz 1

W matematyce zbior jest
pojeciem pierwotnym, tzn.
takim, ktérego nie definiujemy.
Intuicyjnie opisujemy zbiér
jako grupe nieuporzadkowanych
obiektow.

Inne pojecia pierwotne to na
przyktad: punkt i prosta.

Komentarz 2
Zbior pusty jest zbiorem skon-
czonym.

Cwiczenie 1
a) jest

b) nie jest
c) jest

d) nie jest
e) nie jest
f) jest

2.1. Zbiory

Zgodnie z tradycja zbiory oznaczamy wielkimi literami. Aby opisaé zbior,
nalezy okreslié, jakie sa jego elementy. Mozna to zrobié stownie lub (jedli to
mozliwe) wypisaé jego elementy, np.:

N ={0,1,2,3,4,5,...} — zbidr liczb naturalnych

A =1{1,2,4,5,10,20} — zbiér naturalnych dzielnikéw liczby 20

Zbioér, ktéry ma skonczong liczbe elementéw, nazywamy zbiorem skonczonym.
Zbiér, do ktorego nalezy nieskonczenie wiele elementow, nazywamy zbiorem
nieskonczonym.

Aby zapisaé, ze element nalezy do zbioru, uzywamy symbolu €, np. 7 € N,
aby zapisa¢, ze element nie nalezy do zbioru — symbolu €, np. V2 ¢ Q.
Zbiér, do ktorego nie nalezy zaden element, nazywamy zbiorem pustym i ozna-
czamy symbolem .

Cwiczenie 1
Na diagramie przedstawiono szeScioelementowy zbiér A. Okre$l, czy zdanie
jest prawdziwe.

a)2e€ A c) V16 € A e) —6¢ A
b)leA d)V9oecA f) 6¢ A

Jeszcze innym sposobem opisania zbioru jest podanie warunku, ktory musza
spelniaé¢ jego elementy. Na przyklad zapis B = {x € N : 22 < 16} oznacza, ze
B =1{0,1,2,3,4}.

Cwiczenie 2
Czy zbiory A i B sg rowne?
a) A={zeN:2? <27}, B={z e N:2? <30}

Dwa zbiory sa réwne
wtedy i tylko wtedy,
gdy maja te same




Przyktad 1
Na diagramie obok przedstawiono zbiory:

A=1{1,2,3,4,5,6,7}, B={1,2,3},C = {6,7}.

Miedzy tymi zbiorami zachodza zaleznosci:
BCAiCCA

@ .C
4 5 A
Cwiczenie 3

Czy prawdziwa jest ktoras z zaleznosci: A C B, B C A?
a) A={1,2,3,4,5,6,7}, B=1{3,4,5,6,7}

b) A={-4,-2,-1,0,1,2,4}, B={z € Z:2? < 16}
c) A={reR:2>=12}, B={-2V3,2V/3}

Zwroémy uwage, ze dla poznanych dotychczas

(~)z|ofm

zbioréw liczbowych maja miejsce zawierania:
NCcZcQcR

Zadania

1. Zapisz zbiory A1 B, wypisujac wszystkie ich elementy. Czy zachodzi ktéras
z zaleznoéci: A C B, B C A?

a) A={zx eN:2 <5}, B={zeN:2?<36}
b)) A={re€Z:-4<z<-2}, B={reZ:4<2?><16}
c) A={zxe€Z:2>=49}, B={zr e N:z* =49}
2. Czy zbiory A i B maja tyle samo elementéw?

a) A — zbior dzielnikéw liczby 6, B — zbior dzielnikéw liczby 15
b) A — zbiér dzielnikéw liczby 36, B — zbiér dzielnikéw liczby 48

*¢) A — zbidr liczb naturalnych mniejszych od 100 podzielnych przez 2 lub
przez 5, B — zbidr liczb naturalnych mniejszych od 100 podzielnych przez 3
lub przez 4

3. Liczba podzbioréw zbioru dwuelementowego {1, 2} jest réwna 22. Podzbio-
rami tymi sa: 0, {1}, {2}, {1,2}. Wypisz wszystkie podzbiory:
a) zbioru trzyelementowego {1,2,3} i sprawdz, czy jest ich 2?
b) zbioru czteroelementowego {1,2,3,4} i sprawdz, czy jest ich 2*.
4. Ktoéry ze zbioréw A, B ma wiecej podzbioréw?
a) A={neN:2<n® <125}, B={neN:n|125}
b) A={keZ:2<k*<15}, B={keZ:1<k*<T75}

3. a) 0, {1}, {2}, {3}, {1,2},{1,3},{2,3}, {1,2,3} - 8 = 2° podzbioréw
b) 0, {1}, {2}, {3}, {4},{1,2}, {1,3},{1,4},{2,3},{2,4},{3,4}, {1, 2,3}, {1,2,4},
{1,3,4},{2,3,4},{1,2,3,4} — 16 = 2* podzbioréw

4. a) A=1{2,3,4}, B={1,5,25,125}, zatem zbiér B ma wiecej podzbioréw.
b) A={-3,-2,2,3}, B = {-2,2}, zatem zbiér A ma wiecej podzbioréw.

Cwiczenie 3

a) BC A

b) ACB

¢) ACBiBCA,
czyli A= B

Odpowiedzi do zadan
1.a) A={0,1,2,3,4,5},

B =1{0,1,2,3,4,5,6},
ACB

b) A ={—4,-3,-2},

B ={-4,-3,-2,2, 3,4},

c) A={-7,7}, B={7},
BCA

2. OdpowiedzZ na pytanie nie za-

lezy od tego, czy rozpatru-
jemy dzielniki naturalne, czy
catkowite.

W obu podpunktach wypisze-
my dzielniki naturalne.

a) tak, A ={1,2, 3,6},

B ={1,3,5,15},

4 elementy

b) nie, A ={1,2,3,4,6,9,
12,18,36}, 9 elementéw;

B =1{1,2,3,4,6,8,12, 16,
24,48}, 10 elementéw

c) nie

Liczb naturalnych mniejszych
od 100 i podzielnych przez 2
jest 50, podzielnych przez 5
jest 20. Dwa razy policzylismy
liczby podzielne przez 10, kt6-
rych jest 10. Zatem zbiér A
ma 50 + 20 — 10 = 60 elemen-
tOw.

Liczb naturalnych mniejszych
od 100 i podzielnych przez 3
jest 34, podzielnych przez 4
jest 25. Dwa razy policzylismy
liczby podzielne przez 12, kt6-
rych jest 9. Zatem zbiér B ma
34 + 25 — 9 = 50 elementdéw.

2.1. Zbiory



Uczen:

— postuguje sie pojeciami:
iloczyn, suma oraz réznica
zbioréw,

— wyznacza iloczyn, sume oraz
réznice danych zbioréw,

— przedstawia na diagramie
zbior, ktéry jest wynikiem
dziatan na trzech dowolnych
zbiorach,

— wyznacza dopelnienie zbioru,

— formutuje i uzasadnia
hipotezy dotyczace praw
dziatan na zbiorach.

Komentarz
Tloczyn zbioréw jest nazywany
rowniez przekrojem zbiorow.

Cwiczenie 1

a) A=1{1,3,6,7,8},
B = {1,2,3, 4, 5},
ANB= {1, 3}

b) A={a,b,c,d, e},
B: {C’d767f’g’h’i}’
ANB={c,d,e}

Cwiczenie 2

a) AN B = {0,6,12,18}
b) ANB = {1,1

¢) ANB ={0,1,2,4,5}

Multite£a

® Rdznica zbioréow

¢ Dziatania na dwadch zbiorach (1)
¢ Dziatania na dwdch zbiorach (2)
¢ Dziatania na trzech zbiorach (1)
¢ Dziatania na trzech zbiorach (2)
® Dziatania na zbiorach — rozwig-

zanie zadania

dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 2.2

G Generator
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2. Jezyk matematyki

2.2. Dziatania na zbiorach

Na diagramie obok zbiér U oznacza zbidr wszystkich
rozpatrywanych elementéw i jest nazywany przestrze-
nig. Gdy moéwimy o liczbach, to przestrzenia jest zwy-
kle zbior liczb rzeczywistych R.

Definicja
Iloczynem zbioréw A i B nazywamy zbiér elementéw, ktére nalezg jedno-
cze$nie do obu tych zbioréw. Iloczyn zbioréw A i B oznaczamy: A N B.

ANB={z:x€A i x€ B}

Na diagramie iloczyn A N B jest przedsta-
wiony jako obszar podwojnie zakreskowany.
Zauwazmy, ze iloczyn zbioréw jest ich cze-

Scig wspolna.

Przykfad 1
Niech A ={1,2,3,4}, B = {0,2,4,6,8,10}. Tylko liczby 2 i 4 naleza do obu
zbioréw jednoczesnie, zatem:

ANB={2,4}

Cwiczenie 1
Na podstawie diagramu podaj elementy zbioréw: A, B oraz AN B.

a) A B b) A B

Cwiczenie 2

Wyznacz iloczyn zbioréw A i B.

a) A=10,2,4,6,8,10,12,14,16,18}, B ={0,3,6,9,12,15,18}
b) A= {14 111111 p= (10 20 30 40 350

2737475767778 1007 1007 1007 100’ 100

c) A={0,1,2,3,4,5,6,7}, B = {log1,log 10, log 100, log 10000, log 100000}



Zbiory A i B nazywamy rozlacznymi, gdy nie maja
wspélnych elementéw, czyli gdy AN B = (). Na dia-
gramie obok przedstawiono roztaczne zbiory A i B.

o®

Cwiczenie 3

Czy zbiory X 1Y sa roztaczne?
a) X — zbidr liczb parzystych, Y — zbiér liczb nieparzystych

b) X — zbidr liczb parzystych, Y — zbidr liczb podzielnych przez 5

Definicja

Suma zbioréw A i B nazywamy zbiér elementéw, ktore naleza do co naj-
mniej jednego ze zbioréw: A lub B. Sume zbioréw A i B oznaczamy: AUB.

AUB={z:x€ A lub =z € B}

Na diagramie suma A U B jest przedstawiona
jako obszar zakreskowany.

Przyktad 2
Jesli A =1{2,3,4} 1 B=1{1,3,5,7},

to AUB =1{1,2,3,4,5,7}.

Cwiczenie 4

Na podstawie diagramu podaj elementy sumy zbioréw A i B.

a) A B b) A B

®. )

Wyznacz sume zbiorow A i B.
a) A=1{5,10,15,20,25}, B ={9,10,11,12,13,14,15}
b) A — zbiér dzielnikéw liczby 6, B — zbiér dzielnikéw liczby 8

Cwiczenie 5

Cwiczenie 6 i
Korzystajac z diagramu, wyznacz zbiory: n ‘ ‘ B
a) AUB, AUC, BUC, AUBUC, %

b) ANB,ANC,BNC, ANBNC. c U
Cwiczenie 6

a) AUB ={1,2,3,4,5,6,7},
AuC ={1,2,3,5,6,7,8,9},
BUC ={2,3,4,5,6,7,8,9},
AUuBUC =1{1,2,3,4,5,6,7,8,9}
b) An B = {2,3},
ANC = {3,7},

BNnC ={3,5,6},
ANBNC = {3}

Cwiczenie 3
a) Zbiory X i Y sa roztaczne.
b) Zbiory X i Y nie sa rozlaczne.

Cwiczenie 4
a) AUB = {1,2,6,7,8,9,10}
b) AU B = {s,t,u,v,w}

CGwiczenie 5
a) AUB = {5,9,10, 11,12, 13,
14, 15, 20, 25}

b) A ={1,2,3,6},
B=1{1,2,4,8},
AUB ={1,2,3,4,6,8}

2.2. Dziatania na zbiorach
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Definicja
Réznica zbioréw A i B nazywamy zbiér elementow, ktére naleza do zbioru
A i nie naleza do zbioru B. Réznice zbioré6w A i B oznaczamy: A \ B.

A\B={z:xcAix ¢ B}

Na diagramie réznica A\ B jest przedstawiona jako A B
obszar zakreskowany.

Przyktad 3
Wyznacz zbiory A\ Bi B\ A, jesli A=1{0,2,4,6,8} i B=1{0,1,2,3}.

A\ B = {4,6,8}

Cwiczenie 7

Wyznacz zbiory A\ B i B\ A, jesli:

a) A={1,3,5,7,9,11}, B={0,1,2,3,4,5,6},

b) A={neN:8nin<50}, B={neN:6lnin <50}

Szczegdlnym przypadkiem réznicy zbioréw jest do-
pekienie zbioru, ktore oznaczamy przez A’ i defi- /
niujemy jako réznice calej przestrzeni i zbioru A:

A=U\A={zelU:z¢A} / 7
U

Obszar zakreskowany na diagramie to zbiér A'.

[0] Cwiczenie 8

Rozpatrzmy zbiér U = {0,1,2,...,10} oraz jego podzbiory A i B, przy czym

do zbioru A nalezg liczby parzyste, a do B liczby podzielne przez 3. Uzasadnij,

ze zachodzi réwnosc:

a) (ANB) = AUB,  b)(AUBy =Anp. | PrawaDeMorgana
(AnNB)Y=AUPB

Po.dar,le obok réwnosci zachodza (?la dowolnych (AUB) = AN B

zbiorow A, B. Nazywane sa prawami De Morgana.

Cwiczenie 7

a) A\ B ={7,9,11}, B\ A = {0,2,4,6}

b) A = {0,8, 16,24, 32, 40, 48}, B = {0,6, 12,18, 24, 30, 36, 42, 48},
A\ B = {8,16,32,40}, B\ A = {6,12, 18, 30, 36, 42}

Cwiczenie 8

A=1{0,2,4,6,8,10}, B = {0,3,6,9}

A =1{1,3,5,7,9}, B' = {1,2,4,5,7,8,10}

a) AN B ={0,6}, (ANB) = {1,2,3,4,5,7,8,9,10} = A' U B’
b) AUB = {0,2,3,4,6,8,9,10}, (AU B)' = {1,5,7} = A'N B’



Zadania

Odpowiedzi do zadan

1. Na diagramie przedstawiono zbiory A i B. A B 1. AUB ={k,l,m,n,o0,p,q,
Wyznacz zbiory: AUB, ANB, A\ B, B\ A. r,st, AN B = {n,o},
A\ B = {k,1,m},
2. Wyznacz zbiory: AUB, ANB, A\ B, B\ A, B\ A= {p,q,r s}
gdy: U 2.a) AUB ={-3,-2,-1,0,
a) A={-2,-1,0,1,2}, B={-3,-1,1,3}, 1,2,3}, AnNB = {-1,1},
b) A={L1,2,4}, B=1{0,1,v2,v4}, A\ B ={-2,0,2},
¢c) A=N, B=1. B\ A={-33}
[ b) AUB = {0, %,1,v?2,2,4},
3. Na diagramie obok obszar potrdojnie zakre- St i ANB={1,2},
skowany odpowiada zbiorowi ANBNC. 6 4955 A\ B ={3,4},
Wyznacz ten zbidr, jesli A = {1,3,5,7,9}, u B\ A=1{0,v2}
B =1{2,3,4,5,6,7}, C ={1,2,4,5,7,8}. ¢c) AUB=1Z, AnNB =N,
A\ B =0,
4. A jest zbiorem spdlglosek w stowie arytmetyka, B — zbiorem spoétglosek B\A={-1,-2,-3,—4,...}
w slowie geometria, a C' — zbiorem spotglosek w stowie algebra. Wyznacz 3. ANBNC = {5,7}
zbior: 4. A={k,m,rt},
a) AN B, c) B\ A, e) B\ C, g) AnNBNC, B ={g,m,nt},
C={b,g,l,r}
b) A\ B, d) BncC, f) C\ B, h) AuUBUC. 2) AN B = {m, 1}
5. Ktéry z ponizszych diagraméw odpowiada zbiorowi: b) A\ B = {k}
2 ¢) B\ A={g}
a) (ANB)\C, b) C'\ (AU B), c) (AnC)U(BNCO)? d) BOC = {g,1)

@

I 11 11T ) B\ C ={m,t}
[ [ A hC\B=(h1)
NBNC={r
"‘ ' "‘ lgl))AUBUCZEb,}g,k,l,m,
T, t}
b) III

6. P/I“Zy.]ml‘], ze zz?dne dwa sposr9d zbio- Czy wiesz, ze... c) I
row: A, B,C nie sa roztaczne i na od- . . . .
) ; ] Diagramy ilustrujace zalez-
dzielnych diagramach przedstaw zbiory: L . .
nosci miedzy zbiorami — ta-
a) AU(BNC) i (AUB)N(AUCQ), kie jak uzyte w tym tema-
b) AN(BUC) i (ANB)U(ANCQO), cie — nosza nazwe diagra-
¢) AN(B\C) i (ANB)\ (ANC), méw Venna na czesé angiel-
d) B\ (AUC) i (AUB)\ (AUC). skiego matematyka i filozofa
, ] . Johna Venna (1834-1923).
Poréwnaj otrzymane wyniki.
6. Miedzy zbiorami w poszczegélnych podpunktach zachodzi réwnosé.
a) prawo rozdzielnosci b) prawo rozdzielnosci ¢) prawo rozdzielnosci d) prawo rozdzielnosci
dodawania wzgledem mnozenia wzgledem mnozenia wzgledem odejmowania wzgledem
mnozenia dodawania odejmowania mnozenia

A A -
(N AR AN

2.2. Dziatania na zbiorach




7.a) AUB={1,2,3,4,6,7,

8,9},
AUC ={1,2,3,4,5,6,9},
A\ C = {3,4,9},

B\C =1{3,7,8}

b) A\ (BNC) = {3,4,9},
(A\B)NC =90

c) AU(BNC)={1,2,3,4,
6,9},

(AuB)NC ={1,2,6}

d) A'n B' = {5,10},
A'UC ={3,4,5,6,7,8,
9,10},
A'UB' UC ={3,4,5,6,7,
8,9,10}

8. a) 60 b) 170 c) 60

9. Czterech uczniéw ma psa

i kota.

2. Jezyk matematyki

8.

10.

10. (AUBUC) =A'NnB' NnC’

Dany jest zbiér U = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}.
Przerysuj przedstawiony obok diagram do ze-
szytu i umie$¢ na nim liczby ze zbioru U, ko- A
rzystajac z podanych nizej informacji.
ANBNC={1,2}, AnB=1{1,2,3},
BnC=1{1,2,6}, AnC ={1,2},
A=1{1,2,3,4,9}, B=1{1,2,3,6,7,8}, C ={1,2,5,6}.
Nastepnie wyznacz zbiory:

a) AUB, AUC, A\ C, B\C,
b) A\(BNC), (A\B)NnC,

c) Au(BNnC), (AUB)NC,
d) AnB,AuC, AuBUC"
W ofercie pewnej stoléwki sg tylko trzy zupy: pomidorowa, szczawiowa

i grochowa. Wéréd 300 uczniéw korzystajacych z tej stoldéwki przeprowa-
dzono ankiete, ktorej wyniki podano ponizej.

130 uczniéw lubi zupe pomidorowa, QOOWa_grochs,
110 uczniéw lubi zupe szczawiowa, 5 N
80 uczniéw lubi zupe grochowa,

40 uczniéow lubi zupe pomidorows i szczawiowa, &
30 uczniéw lubi zupe pomidorowa i grochowa, v 60

20 uczniow lubi zupe szczawiowa i grochowa,

10 uczniéw lubi wszystkie zupy. SZezawio”

Przerysuj do zeszytu i uzupelnij powyzszy diagram. Podaj, ilu uczniéw:
a) nie lubi zadnej z oferowanych przez stoléwke zup,

b) lubi dokladnie jedng zupe oferowana przez stotéwke,

¢) lubi dokladnie dwie zupy oferowane przez stotéwke.

W 30-osobowej klasie 14 uczniow ma psa, 9 — kota, 3 — $winki morskie,
a 8 nie ma zadnego z wymienionych zwierzat. Uczniowie majacy $winki

morskie nie maja innych zwierzat. Podaj, ilu uczniéw ma jednoczesnie psa
i kota.

Naszkicuj diagramy dla zbiorow:
(AUBUC), (ANnBNnCY,AuB UC, AnBNnC

Na ich podstawie sformutuj odpowiednie prawa rachunku zbiorow.

(AnNBNnC)Y=AUBuUcC

a
-
N




lloczyn kartezjanski zbioréw. Punkty kratowe

Definicja
Iloczynem kartezjanskim zbiorow A i B nazywamy zbiér wszystkich par
(a,b) takich, ze a € A oraz b € B. Zbiér ten oznaczamy symbolem A x B.

Nazwa iloczyn kartezjanski” upamietnia francuskiego ma-
tematyka, fizyka i filozofa René Descartes’a zwanego Karte-
zjuszem (1596-1650), autora sentencji ,Mysle, wiec jestem”.
Wprowadzil on do geometrii metode wspotrzednych. Obec-
nie stosujemy w matematyce wiele oznaczen Kartezjusza, np.

zmienne: x,v, 2, . . ., wspoOlczynniki literowe: a,b, ¢, ..., zapi-
7

sywanie poteg w postaci: a”, 22, 2%, . ..

Przykfad 1

a) Zbior Z x Z to zbiér wszystkich par (z,y) takich,
ze x 1y sa liczbami calkowitymi (rysunek obok). 1
Nazywamy go zbiorem punktow kratowych. O] 1 X
b) Niech A = {1,2}, B = {1,2,3}, wowczas:
Ax B={(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2),(2,3)}-

Odpowiedzi do zadan
1. Dane sa zbiory: A = {1,2}, B = {-1,0,1}, C = {0,1,2,3,4}. Zaznacz 1. Ax B

w ukladzie wspélrzednych zbiory: A x B, A x C, B x C. Y
Twierdzenie Picka §
o| 1 X
Pole wielokata, ktérego wierzchotkami sa punkty kratowe, mozna obliczy¢,
korzystajac ze wzoru P = w+ g —1, gdzie w jest liczba punktow kratowych
nalezacych do wnetrza wielokata, b — liczbg punktéw kratowych nalezacych A .
do brzegu wielokata.
Przyktad 2 v 1
Dla wielokata przedstawionego na rysunku obok ma- o 1 X
tw=24,b=1 li pole P =24+ 1 — 1 =28.
my: w ;b 0, czyli pole +5 8 / BxC
2. Korzystajac z twierdzenia Picka, oblicz pole wie- / Y
lokata ABCDE.
/0] 1 X
a) A(_4?4)7 B(_Qv_]-)a 0(372)7 D<235)7 E(073) .
b) A(_4’ 1)7 B(_]-’ _2)7 0(17 2)7 D(77 1)7 E(_]-a 5)
ol 1 X
2.a)w=18,b=6, P =20 b)w=21,b=11, P =255
Y 5 LY
Ay \
\ . ™
1 A AL T p
\
0| 1 X 1 X
B
B

lloczyn kartezjanski zbioréw. Punkty kratowe



Uczen:

— rozréznia pojecia: przedziat
otwarty, domkniety,
lewostronnie domkniety,
prawostronnie domkniety,
ograniczony, nieograniczony,

— zapisuje przedzial i zaznacza
go na osi liczbowej,

— odczytuje i zapisuje symbo-
lem przedziat zaznaczony na
osi liczbowej,

— wyznacza przedzial opisany
podanymi nieréwnosciami,

— wymienia liczby nalezace
do przedziatu, spelniajace
podane warunki.

Komentarz 1
Przedzial liczbowy jest podzbio-
rem zbioru liczb rzeczywistych.

Komentarz 2

Warto uswiadomié¢ uczniom
réznicg miedzy zbiorem skon-
czonym i ograniczonym. Prze-
dziaty liczbowe sa zbiorami

nieskonczonymi.
Cwiczenie 1
a) —3<z<2
—& L
-3 0 2
b)0<z<4
0 4

c)—%<:c<%

D S—

_1 0 1
3 2
d) 100 < z < 150
100 150
MultiteZa

® Dziatania na przedziatach

dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 2.3

(> Generator

testow i sprawdzianow

2. Jezyk matematyki

2.3. Przedziaty

B Przedzialy ograniczone

Przyktad 1
Zaznacz na osi liczbowej zbiér tych liczb x, ktére spetniaja jednoczesnie dwa
warunki (nieréwnosci): z > —2 1z < 3.

Liczby, ktore spelniaja obie nieréwnodci jednocze$nie, muszg by¢ wieksze od
—2 i mniejsze od 3, co zapisujemy symbolicznie: —2 < x < 3. Na osi liczbowej
zbiér ten przedstawiamy nastepujaco:

L 5
-2 0 3
Liczby —2 i 3 nie naleza do zbioru. Na osi zaznaczamy je pustymi kotkami.

Ten zbiér nazywamy przedzialem otwartym od —2 do 3, co symbolicznie za-
pisujemy (—2;3). Liczby —2 i 3 nazywamy koncami przedziatu.

Podajac, ktére liczby x spelniaja obie nieréwnosci, piszemy: = € (—2; 3).

. . Warunek, ktory spetniaja Tlustracja
Nazwa zbioru Oznaczenie . . .
liczby x nalezace do zbioru graficzna
przedzial otwarty (a;b) a<x<b N E—

Uwaga. Przedzial otwarty (a;b) czesto zaznacza si¢ na osi liczbowej nastepujaco:

I |
a b

Cwiczenie 1
Zapisz nierownosci, ktére sa spelnione przez liczby nalezace do podanego prze-
dzialu. Zaznacz ten przedzial na osi liczbowe;j.

a) (=3;2) b) (0:4) o) (—33) d) (100;150)
Przyktad 2
Zaznacz na osi liczbowej zbidr liczb speliajacych warunek: —2 < z < 3.
I i
-2 0 3

Liczby —2 i 3 naleza do zbioru, dlatego na osi konce przedzialow zaznaczamy
zamalowanymi kétkami. Ten zbiér nazywamy przedzialem obustronnie do-
mknietym od —2 do 3 i zapisujemy symbolicznie (—2;3).



Jesli do przedziatu nalezy tylko jego lewy koniec, to przedzial nazywamy le-
wostronnie domknietym, za$ jesli nalezy do niego tylko jego prawy koniec
— prawostronnie domknietym.

. . Warunek, ktory speiniaja Tlustracja
Nazwa zbioru Oznaczenie

liczby x nalezace do zbioru graficzna
przedzial domknigty (a; b) a<x<b o
przedzial lewostronnie )
domkniety (a;0) a<z<b a b
przedzial prawostronnie
domkniety (a;b) a<z<b a b

Dtugoscia kazdego z przedzialéw (a;b), (a;b) (a;b) (a;b) nazywamy liczbe: b — a.

Cwiczenie 2

Zapisz nieréwnosci, ktore sa spetnione przez liczby nalezace do podanego prze-
dzialu. Zaznacz ten przedzial na osi liczbowej. Podaj, ile liczb caltkowitych
nalezy do tego przedzialu.
a) (—1;4) b) <g;5) c) (=2 —l> d) (—60;40)
B Przedzialy nieograniczone

Przyktad 3
a) Zbior liczb spelniajacych nieréwnosé x > —1 nazywamy przedziatem otwar-
tym od —1 do oo i zapisujemy symbolicznie (—1;00).

[
-1 0

b) Zbiér liczb spelniajacych nieréwno$é = < 3 nazywamy przedzialem otwar-
tym od —oo do 3 i zapisujemy symbolicznie (—oo; 3).

)\
0 3
Przyktad 4
a) Zbior liczb spelniajacych nieréwnosé > —1 nazywamy przedziatem lewo-
stronnie domknietym od —1 do oo i zapisujemy symbolicznie (—1;00).

|
-1 0

b) Zbiér liczb spelniajacych nieréwnoséé x < 3 nazywamy przedzialem prawo-
stronnie domknigtym od —oo do 3 i zapisujemy symbolicznie (—oo; 3).

1
0 3

Uwaga. Zbidr liczb rzeczywistych R mozemy zapisaé jako przedzial (—oo; 00).

Cwiczenie 2
a) —1<x<4

d
-1 0 4
6 liczb catkowitych

b)$<a<5h
d 3 >
3 5
2
3 liczby catkowite
) 2<z<-—3
— d
—2 _1
2
1 liczba catkowita
d) —60 < x < 40
d d
—60 0 40

101 liczb catkowitych

2.3. Przedziaty



Cwiczenie 3
Przerysuj ponizsza tabele do zeszytu i ja uzupelnij.

. . Warunek, ktéry spetniaja, Tlustracja
Nazwa zbioru Oznaczenie . g g
liczby z nalezace do zbioru graficzna
przedzial otwarty (a;00) r>a -
przedzial lewostronnie
domkniety {a; 00) T2>a a
przedzial prawo-
stronnie domkniety (—o0;b) r<b b
przedzial otwarty (—o0;b) x<b -
Zadania
Odpowiedzi do zadan
1. a) (-=7;0) b) (1;V2) 1. Zapisz jako przedzial zbiér liczb spelniajacych podany warunek.
¢) (23;00) d) (—o0;—3) a) —7<z<0 b)i<z<v2 ¢ z>21 d) z < -1
2.a) (-7;2), -7T<z <2 2. Zapisz symbolicznie ponizsze przedzialy i podaj warunki, ktére musza spet-
b) (—50;20), =50 < = < 20 nia¢ nalezace do nich liczby.
1.2y 1 2
313)) 3 < <3 © e © .
o (5i5). 5 << a) "7 o) T 3 ©) 70 10 8 "1 1
d) (3,14;m),3,ld<z < 3 3 1
@) (=esx 1l & < 0 b) 75 % )= 0 D705 h) = o
f)

3. Zaznacz na osi liczbowej i zapisz w postaci przedzialu zbiér wszystkich:

a) liczb dodatnich, ktérych odlegloéé od zera jest mniejsza od 4,

h) (—o0;27), x < 27
3. a) (0;4) b) (—4;0) b) liczb ujemnych, ktérych odlegto$é od zera jest nie wigksza niz 4,
c) (23;00) d) (—o0;—v/2) ¢) liczb nieujemnych, ktérych odleglosé od zera jest wigksza od 21,
d) liczb niedodatnich, ktérych odlegtogé od zera jest nie mniejsza niz /2.
4. a) (—1;3) b) (—4;2) 4. Zaznacz na osi liczbowej i zapisz w postaci przedziatu zbiér, do ktérego:
c) (1;5) d) (-%; %) a) naleza liczby odlegle od liczby 1 o mniej niz 2,

b) naleza liczby odlegte od liczby —1 o mniej niz 3,
¢) naleza liczby odlegte od liczby 3 o nie wiecej niz 2,
3

d) naleza liczby odlegte od liczby —i 0 nie wigcej niz 3.

5. Wypisz wszystkie liczby catkowite nalezace do przedziatu:
a) <_1;4)7 b) (076)7 C) <_%;% ) d) <_%;_2>-

5.a) —1,0,1,2,3 b)1,2,3,4,5 ¢)0,1,2 d)—6, —5, —4, -3, —2

2. Jezyk matematyki



6. Ktoére sposrdd liczb: x, y, z naleza do podanego przedziatu?
a) (-2%:33), v =—5 y=-27 2=3}

b) (—1;2), 2 =—1,01, y=—0,9), z=1,09)

7. lle liczb catkowitych x spelnia podany warunek?
a) vz € (1;2) b) Vz € (2;3) c) Jx e (1;2) d) Vx € (—2;0)

8. Sprawdz, czy zachodzi ktéras z zaleznosci: A C B, B C A.
a) A=(-1;2), B=(-1;3) ) A= (-%;18), B=(-51)

b) A= (-00;7), B=(2;7) d) A= (%T;)g,B: (75 v/50)

9. Podaj najdtuzszy przedzial domkniety, ktorego konce sa liczbami catkowi-
tymi i ktory jest zawarty w przedziale:

a) (=23:5), b) (~m:6), o) (~3%23),  d) (~vVZV3).
10. Wskaz na osi liczbowej liczbe jednakowo odlegla od koncow przedziatu:
a) (=3;1), b) (=2:3), o) (VZ4v2),  d) (14;23).

11. Dla jakich wartosci parametru p przedzialy (p; p+1) oraz (2p; 2p+1) maja
doktadnie jeden punkt wspolny?

12. Wspoélrzedne (z,y) punktéw nale- Yy
zacych do prostokata A (rysunek
obok) spelniaja warunki: z € (3;5)
iy € (—1;3). Zapisz warunki, ktére y
spelniaja punkty nalezace do:

Sy

-
fi-

a) prostokata B, ol 1 X
b) kwadratu C.

13. Na ktérym z ponizszych rysunkéw przedstawiono zbiér punktéw (z,y),
ktorych wspolrzedne spelniaja warunki:
a) x € (2;4), y € (1;4), b) w € (1;5), y € (2;4), ¢) € (1;5),y € (1;4)7

1Y Iy I v
T 1 1
o] 1 X o] 1 X o] 1 X
Uwaga. Linia przerywana na rysunku oznacza, ze lezace na niej punkty nie naleza
do zbioru.
7.a) 1 <z <2, czyli 1 <z <4, zatem warunek spelniaja 4 liczby catkowite.

< <

b) 2 < /7 < 3, czyli 4 < z < 9, zatem warunek spelia 6 liczb catkowitych.

c) 1< ¥z <2, czyli 1 <z <8, zatem warunek spelnia 6 liczb catkowitych.

d) —2 < ¥z <0, czyli —8 < = < 0, zatem warunek spelia 8 liczb catkowitych.

10.

11.

12.

13.

.a)z b)y

.a) ACB
b) Nie zachodzi zadna z tych

zaleznosci.
c) BCA d)ACB

- a) (=2;5) b) (=3;5)

c) (=3;2) d) (=1;1)

p=—1lubp=1

a) v e (1;2)iye (1;5)
b) z € (=5;—1) i y € (0;4)

a) II b) III ¢) I

2.3. Przedziaty



Uczen:
— wyznacza iloczyn, sume

i réznice przedziatéw oraz
zaznacza je na osi liczbowej,

— wyznacza iloczyn, sume
i réznice réznych zbioréw
liczbowych oraz zapisuje
je symbolicznie.

Cwiczenie 1
A B
a) s — D S
01 2 4 6
AUB = (1;6),
ANB=(2;4),
A\ B = (1;2),
B\ A= (4;6)
A B
b) I i
—4 01
AUB = (—4;3),
AN B =/{1},
B\ A=(1;3)
B A
c) | —
—5 01
AUB = (-5;3),
ANB=(1;3),
A\ B =1,
B\ A= (-5;1)
A B
d) —t—
-3 —-10 2
AUB = (-3;2),
ANB=(-1;2),
A\B_ (_37_1>a
B\A=0
Multitefa

® Dziatania na przedziatach

dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 2.4

(> Generator

testow i sprawdzianow

2. Jezyk matematyki

2.4. Dziatania na przedziatach

Przedzialy to podzbiory zbioru liczb rzeczywistych, mozna wykonywac na nich
dziatania: U, N, \.

Przyktad 1
Wyznacz zbiory: AUB, AN B, A\ B, B\ 4, gdy A= (-2;3)1 B =(0;5).

Kiedy wykonujemy dzialania na przedzialach, wygodnie jest postugiwaé sie
ich ilustracja graficzna.

A B
& - > 1
-2 0 3 5
AUB = (~2:5) Sumie przedzialéw A i B odpowiada ta czesé osi,
N ' ktora jest zaznaczona co najmniej jednym kolorem.
ANB = (0:3) Ilo/czylfmwi przedziatow A i B odpowia.da ta czesé osi,
ktéra jest zaznaczona dwoma kolorami.
A\ B = (~2:0) Réznicy A\ B odpowiada ta czesé osi, ktéra jest
N ’ zaznaczona tylko kolorem niebieskim.
B\ A= (3:5) Réznicy B\ A odpowiada ta czes$é osi, ktéra jest

zaznaczona tylko kolorem czerwonym.

Uwaga. Wykonujac dziatania na przedzialach, zwrdé szczegdlng uwage na ich konce.
Na osi liczbowej uzywamy pustego koéltka, gdy liczba odpowiadajaca temu punktowi
nie nalezy do zbioru, a kétka zamalowanego — gdy nalezy.

Cwiczenie 1

Wyznacz zbiory: AUB, ANB, A\ B, B\ A.

a) A= (L;4), B=(2;6) ¢) A=(1;3), B=(-5;3)
b) A= (-4;1), B=(1;3) d) A=(-3;2), B=(-1;2)

Przyktad 2
Zbiér X zaznaczony na osi liczbowej jest suma przedzialéw (—3;0) i (1;4).
X =(=3;0)U(1;4) s LT !
-3 0 1 4
Cwiczenie 2
Zaznacz na osi liczbowej zbiér X.
a) X = (—4;-1) U (2;4) b) X = (—6;—5) U (—3;2) U (4;00)
Cwiczenie 2
a)  e—  —
—4 =1l 2 4
b) — by 1 by
—6 =5 -3 2 4



Przyktad 3
Wyznacz zbiér A\ B, jezeli A = (—2;3) i B = (0;2).

. A I B 1 N Roéznica zbioréow A i B
_92 0 2 3 jest suma przedzialoéw.
A\ B=(-2;0)U(2;3)
Cwiczenie 3 Cwiczenie 3
Wyznacz zbiér A\ B. a) A\ B = (-5;-3) U(-1;4)
a) A= (=5:4), B = (=3;—1) ¢) A= (=3;00), B = (~1;2) b) ANB = (~8:2) U (5:9)
; ) A\ B = (—3;—1) U (2;00)
b)A:<*3;5),B:<2;5) d)A:R,B:<73;1> d)A\B ( 00; — ) (1 OO)
Zadania
Odpowiedzi do zadan
1. Wyznacz zbiory: AUB, AN B, A\ B, B\ A. 1.a) AUB = (—3;4),
a) A=(-3;0), B=(-14) ¢) A= (~00;2), B = (0;2) A
b) A= (~4;2), B=(-1:3) d) A=(-1;2), B=(20) B\A=(0;9)
b) AU B = (—4;3),
2. lle elementéw nalezy do zbioru X? Wykonaj odpowiednig ilustracje gra- ANB=(-3;2),
ficzna. AEB = §—4§)—%)7
B\A=(23
a) X =(=56)NN b) X =(-3;3)NZ c) X=(—m7m)NN ¢) AUB = (—00;2),
: : : . . ANB=(0;2),
3. Niech A =(—5;3), B = (—7;4). Ile liczb calkowitych nalezy do zbioru: A\ B = (—00;0) U {2}
a) AUB, b) AN B, c) A\ B, d) B\ A? B\ A=
d) AUB = (—1;00),
4. Zaznacz zbiér X na osi liczbowej. ANB={2},
2 X = (20 UL U6 ¢ X = (~o0-4)U(-21)U{3) BUAZ (e
b) X =(=3;-1)U(0;2) U (3;500) d) X = (—00;-2)U{0,1}U (4;00) 2.2)7 b)5 c)4
3.a) AUB = (—T;4)
5. Zaznacz na osi liczbowej zbiory A i B, a nastepnie wyznacz zbiory: AU B, 10 liczb catkowitych
ANB, A\ B, B\ A. b) AN B = (-5;3)
0 A= (BDUGE,B=(04) ) A= (20, B= (05 Tl aliovind
c) A\ B=
b) A= (=21)U(45), B=(0;00) ) A=(0;7), B=(1;3)U(8; d) B\ A= (—7: —5) U (3:4)
c) A= (—o0;0)U(2;5), B=(-1;6) ) A=(1;9), B=(1;2)U(6;9) 3 liczby calkowite
6. Zaznacz na osi liczbowej zbiory A i B. Wyznacz zbiory: A\ B i B\ A.
a) A=(-52), B={1,2} ¢) A= (-o00;4), B={0}U(4;00)
b) A= (3;00), B={2,3,4} d) A={1,2,3}, B={1}U(2;00)
5.a) AUB = (—3;6), ANB = (0;1)U (3;4), A\ B=(-3;0)U (4;6), B\ A= (1;3)

b) AUB = (—2;00), ANB = (0; 1) U(4;5), A\ B = (—2;0), B\ A= (1;4) U(5; 0)
¢) AUB = (—o0;6), ANB = (—1;0)U(2;5), A\B = (—o0; —1), B\ A = (0; 2)U(5; 6)
d) AUB = (—2;0) U (3;5), AN B = {0}, A\ B=(—2;0), B\ A= (3;5)

e) AUB=(0;7)U(8;9), AnNB=(1;3), A\ B=(0;1) U (3;7), B\ A= (8;9)
f) AUB=(1;9), AnB = (1;2)U(6;9), A\ B={1}U(2;6)U{9}, B\A=10
6.a) A\B=(-51)U(1;2), B\A=0

b) A\ B = (3;4) U (4;00), B\ A = {2}
¢) A\ B = (-00;0)U(0;4), B\ A= (4;00)
d) A\ B={2}, B\ A=(2;3)U(3;00)

2.4. Dziatania na przedziatach



10.

A= <_4’ O)a B = (_173>7
C = (2;0)

a) (—4;2)

b) (=4; —1) U (3;00)

c) (=1;0)

a) A = (—o0;—3) U (0; 00),
A'NB' = (—oc0; —3)U

u <O; %) U (3;00)

b) A" = (—o00; —4) U (4; 00),
B’ = (—00;0) U (2; 00),

A'N B = (—o0; —4) U (4; o0)
c) A'=(1;3),

B' = (—00; —4) U (4; 0),
ANB =0

d) A" = (0;1) U (5;00),

B’ = (—00;—=5) U (~1;0),
A'N B =(0;1) U (5; 00
a) xz € (—3;—1) U (2;6),
y €(1;3)
y € (L,2) U(3;4)
a) Y

i

ol 1 X
b) Y

O] 1 X
c) Y

1

0 L_( X

2. Jezyk matematyki

10.

11.

11.

Zapisz w postaci przedzialéw zbiory: A = {x e R :z > —4 iz < 0},
B={zxeR:2>-11i2<3},C={xeR:z>2}, anastepnie wyznacz
zbior:
a) (AUB)\C, b) (AUC)\ B, c) (AnB)\C.

A =R\ A
Wyznacz zbiory: A, B"i A' N B, gdy:
a) A= (_3;0)7 B= <1 3>7 C) A= (_OO;]-) U (3300)7 B = <_4;4>>

b) A= (-44), B = ((52);,2)7 d) A= (—00;0)U(1;5), B = (—=5;—1).

)

Podaj za pomocsa przedzialéw, jakie warunki spetniaja wspotrzedne punk-
téw (x,y) nalezacych do przedstawionego zbioru.
a) Y b) Y
|
O] 1 X o] 1 X

Zaznacz w uktadzie wspolrzednych zbiér punktéw (z,y), jesli spelniony
jest warunek z € (—3; —1) U (1;2) oraz:

a) y € (=2;3), b)ye(=3-1)U(L;3), «¢) ye(—o0;—1)U(2;00).

Na rysunku przedstawiono poczatkowe etapy zaproponowanej przez Geor-
ga Cantora (1845-1918) konstrukeji pewnego zbioru. Zaczynamy od prze-
dziatu Cy = (0; 1), ktéry dzielimy na trzy czesci réwnej dlugosei i usuwamy

1.2

srodkowa czesé bedaca przedzialem (3;2). W ten sposéb otrzymujemy
srodkowa trzecia cze$é itd.

37 3
(%; 1). Nastepnie z kazdej czesci zbioru C); usuwamy jej

Co
G
e —_—
C; — —

a) Zapisz zbiér Cy w postaci sumy przedzialéw. Jaki jest stosunek sumy
dtugosci przedzialéw wchodzacych w sktad zbioru Cy do sumy dlugosci
przedziatéw wchodzacych w sktad zbioru C}?

b) Jaki jest stosunek sumy dlugosdci przedzialéw wchodzacych w sklad
zbioru C, do dtugoéci zbioru Cy?

a) C2 = (03 5) U(3;5) U(3:5) V(5 1)
Stosunek sumy dlugosci przedziatéw: %

b) Stosunek sumy dtugosci przedzialéw: g



2.5. Rozwigzywanie nierownosci

Moéwimy, ze liczba spelnia nierownos$é, jesli po podstawieniu jej w miejsce nie-
wiadomej otrzymujemy nieréwnos¢ prawdziwa. Np. liczba 7 spelnia nieréw-
no$¢ x+1 > 5, bo 741 > 5. Rozwiazanie nieréwnosci polega na wyznaczeniu
zbioru wszystkich liczb, ktore ja spetniaja.

Cwiczenie 1

. . . ., 2.1
Sprawdz, czy podana liczba spelnia nieré6wnos¢ ;@ —2 < 1.
a) 2 b) 4 c) 6 d) 8
Przykiad' 1. . Nieréwnosci > i < nazywamy
a) Rozwiaz nieréwnos$é © + 3 > 7. nieréwnoéciami ostrymi.

x+3>7
Od obu stron nieréwnoéci odejmujemy 3

r+3-3>7-3 nie zmienia to jej zbioru rozwiazan.

>4 Nier6wnosé jest spelmiona dla z € (4; 00).

Nieréwnosci > 1 < nazywamy
nierownos$ciami nieostrymi.

b) Rozwigz nieréwnosé¢ x — 4 < 5.

r—4<5
r—4+4<5+4 Do '01)11 ftr()'n nieréwnosci doda.]'(zmyl 4
— nie zmienia to jej zbioru rozwigzan.
<9 Nier6wnosé jest speliona dla z € (—o00;9).

Zauwaz, ze dodanie tej samej liczby do obu stron nieréwnosci lub jej odjecie od
obu stron jest rownowazne przeniesieniu tej liczby na druga strong nieréwnosci
z przeciwnym znakiem.

Cwiczenie 2
Rozwiaz nieréwnos¢. Podaj najmniejsza liczbe naturalna spelniajaca te nie-
rownose.

a) £+309<273 b)zx-—

> 2 d) 22— 3>z +17

Wl

1
2
Definicja
Dwie nieréwnosci nazywamy rownowaznymi, jesli maja one te same zbiory
rozwigzan.

Cwiczenie 3
Czy podane nieréwnosci sg réwnowazne?

a) r— 13 <56, z+ 26> 95 b)r+1i>2 z+5>1

Cwiczenie 3
a) Dla pierwszej nieréwnosci mamy z < 69, a dla drugiej z > 69, czyli

nieréwnosci nie sg rownowazne.

5

b) Dla obydwu nieréwnosci otrzymujemy = > 33,

czyli sa robwnowazne.

Uczen:

— sprawdza, czy dana liczba
rzeczywista jest rozwigzaniem
nieréwnosci,

— rozwigzuje nieréwnosci
pierwszego stopnia z jedna
niewiadoma, w tym nieréw-
nosci sprzeczne i tozsamo-
$ciowe,

— zapisuje zbiér rozwigzan
nieréwnosci w postaci
przedziatu,

— stosuje nieréwnosci pierw-
szego stopnia z jedna
niewiadoma do rozwiazy-
wania zadan osadzonych
w kontekscie praktycznym,

— uzasadnia niektére wlasnosci
nieréwnosci.

Cwiczenie 1

a) spelnia

b) spelnia

¢) nie spelnia

d) nie spetnia

Cwiczenie 2

a) z < —36

Nie istnieje liczba naturalna
spelniajaca te nieréwnosé.
b) z > 23, liczba 3

¢) v < —51

Nie istnieje liczba naturalna
spelniajaca te nier6wnosc.
d) = > 20, liczba 21
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Cwiczenie 4
a) x <9

b) z > &

c) z < —15
d)z>6

78 2. Jezyk matematyki

Jezeli obie strony nieréwnosci pomnozymy lub podzielimy przez te samag
liczbe dodatnia, to otrzymamy nieréwnos¢ rownowazna.

Przyktad 2
Rozwigz nieréwnosé 6z + 5 < 17.
6x +5 < 17 Od obu stron nieréwnosci odejmujemy 5.
6r <12 / 16 Obie strony nieréwnoéci dzielimy przez 6.
<2
Cwiczenie 4

Rozwiaz nieréwnosé.
a)3x+7<34 b)dz—-1>%1 ¢)0lz+1<—-% d)bz—7>3z+5

Jezeli obie strony nieréwnosci pomnozymy lub podzielimy przez te sama
liczbe ujemna, to po zmianie zwrotu nieréwnosci otrzymamy nieréwnosé

rownowazna.
Przyktad 3
a) Rozwiaz nieréwnosé¢ —iz > 5.
—%.I‘ >5 / . (—3) Mnozymy obie strony nieréwnosci przez —3.
r < —15 Zmieniamy zwrot nieréwnosci.

Zwrdé uwage na to, ze zamiast mnozy¢ obie strony nieréwnosci przez liczbe
ujemng (—3), mozna je pomnozy¢ przez 3 i przenies¢ odpowiednie wyrazy na
druga strone nieréwnosci.

b) Rozwiaz nieréwnosé¢ —6z — 4 < —13.

—6r —4 < —13 Do obu stron nieréwnosci dodajemy 4.
—6xr < —9 / : (—6) Dzielimy obie strony nieréwnoéci przez —6.
T > % Zmieniamy zwrot nieréwnosci.
Cwiczenie 5

Rozwiaz nieréwnosé. Zaznacz na osi liczbowej zbiér rozwigzan nieréwnosci.

a) —3x—-7<2 c)3xz—1)2xz+5 e) L2 < 2
b) —2z+1<5 d) 2(z+1)>iz+4 f) 2o <ot
Cwiczenie 5

a) x> —3 c)x>4 e) z <13

b) z > —6 d)z>1 f)z > -1



Cwiczenie 6

Przeczytaj przyktad w ramce. Sprawdz,
czy nier6wnos¢é jest spetniona przez kazda
liczbe x € R, czy jest sprzeczna.

a) 3(2—tx) > —05z+1

b) —2(3z —2) > 1(3 — 4a)

3
-2 3x—4 1

) <

-3 2x+1 —2
e) 5 < /e -5
Zadania

Rozwigz nierownosc.

a) EE<—ix/-6
1—-3z < =3z
1 < 0x
Nieréwnos¢ jest sprzeczna
(nie spelnia jej zadna liczba).

sprzecznosé

b) 4z —2 > 4x — 10

Oz > —8
Nieréwnos¢ jest spelniona
przez kazda liczbe x € R.

1. Zapisz w postaci przedziatu zbiér liczb spelniajacych ponizszy warunek
(klamra oznacza, ze obie nieréwnosci maja byé jednoczesnie spelnione).

r+9>13 b) 3r+6>-9
1l—x2>3

20— 6 < 4

—2r+3<4
c)
5—dxr>1

2. Zaznacz na osi liczbowej i zapisz w postaci przedziatu zbiér liczb, ktore
jednoczesnie spelniaja obie nieréwnosci. Podaj najmniejsza i najwigksza
liczbe calkowity nalezaca do tego przedziatu.

a)2r+20>8 i b<l—x
b)2x4+3>2 i 4x <3

c) 20 +3<713—-4x<19
d)3x+9>-71 —3z>4r+21

3. Ktoére sposrdd liczb: a =1 —+/2, b=+/5—1, ¢ = 7 + 2, spelniaja podana

nieré6wnosé?
3 2 1
a) T —3>T+ 5

5 1 3

D=

4. Rozwiaz nieréwnosé.

a) 2 - = < 23 d)

3 2

b)

2-x
2
c) H41>

3
z
6
5. Rozwiaz nieréwnos¢.

a) V3r—6<9—23x

5.a) 2 <32 b)zr>6v2 c¢)a>2B

—Zl -2 e)

g )

(=2}

b) V2r +4 < 8z —8

e) 2 <3z

f) =3(x+3) > %2

3z+1 _ 6-2x 1 xz-1
4 5 > 20 2
1 2x—-5 8x—3
T — =3 5
1 2z—1 1 z—3
3 6 < 2 5

c) Vbhr < ST‘/gx—Qé

Cwiczenie 6

a) spelniona przez kazda liczbe
z€eR

b) sprzeczna

c) sprzeczna

d) sprzeczna

e) spelniona przez kazda liczbe
z€eR

Odpowiedzi do zadan

1. a) (4;5)
b) (~5;—2)
0 (~1:1)
2. a) (—6;—4), =5
C) <_47 2)7 _47 1
d) (_§7_3)7 _57 =l
3. a) v < —42, zadna liczba
b) z > 4, liczba ¢
¢) z > 23, liczba ¢
d) z > é, liczby b1i ¢
e) < 8%, liczby a, bic
f) x < —42, 7adna liczba
4. a) x> b)z>2
gr<2 d)yz>2
er>d flz>L

2.5. Rozwigzywanie nierdownosci



6.

10.

a) 0<3(2n—11) < 21
55<n<9

n € {6,7,8}

b) 43k +7) > 2

k> —22%
ke{-2,-1}

¢) 2m—3(m—2)<3
m < 14

m € {0,1,2,...,13}

. a) 38 < 8-3 44k < 46

ke Nt

35<k<55

ke {4,5}

b) 40 < 2-3% +4-3k < 68
ke Ny

12 <k <43

ke {234}

. Niech z — liczba uczestnikéw,

x € N, woéwczas:
2230 < 1550 + 8z
x > 85
Musi by¢ co najmniej
86 uczestnikéw.

. a) —¢ >0, wiec —ac > —be

b) ¢ >0, wiec & > %
c) c3<0,vvi(gcc%<ci3
a) Zdanie nie jest
prawdziwe, np.:
-2< -1
oraz (—2)? > (—1)2.
b) Zdanie nie jest
prawdziwe, np.:
-2<1

oraz —% < 1.

2. Jezyk matematyki

6.

11.

= Dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b prawdziwa jest jedna z relacji:
a <b,a=>blub a> b Wlasnos¢ ta nosi nazwe trychotomii.

= Dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b, ¢ zachodzi nastepujaca wlasnosé
(zwana przechodnioscia): jeslia <bib< e, toa < c.

a) Jesli podwoimy liczbe naturalna n, od otrzymanego iloczynu odejmiemy
11, a uzyskana réznice pomnozymy przez 3, to otrzymamy liczbe naturalna
mniejsza od 21. Podaj mozliwe wartosci n.

b) Jesli potroimy catkowita liczbe ujemna k, do otrzymanego iloczynu do-
damy 7, a nastepnie otrzymana sume pomnozymy przez 4, to otrzymamy
liczbe wieksza od 2. Podaj mozliwe wartosci k.

¢) Jedli od potowy liczby naturalnej m odejmiemy trzecig czesé liczby m
pomniejszonej o 2, to otrzymamy liczbe mniejsza od 3. Podaj mozliwe
wartosci m.

Wysokos¢ prostopadlodcianu jest rowna k cm, a jego podstawa jest kwa-
drat o boku 3 cm. Jakie wartosci catkowite moze przyjmowaé k, jesli:

a) suma dlugosci wszystkich krawedzi tego prostopadlodcianu jest wicksza
od 38 c¢m i mniejsza od 46 cm,

b) pole powierzchni catkowitej tego prostopadloscianu jest wieksze od
40 ¢cm? i mniejsze od 68 cm??

Wtasciciel klubu chce zaprosié¢ na koncert jeden z dwdch zespoléw rocko-
wych. Zespét Gamma zazadal za wystep 2230 zt, a zespdt Kappa — 1550 zt
plus 8 zt od kazdego uczestnika koncertu. Dla jakiej liczby uczestnikéw
tansze bedzie zaproszenie zespotu Gamma?

Ktéry symbol, < czy >, nalezy wstawi¢ w miejce [?], aby otrzymadé nieréw-
nosé¢ prawdziwa, jesli ¢ < 0 oraz a > b? Zapisz te nierownosé¢ w zeszycie.

b b
a) —ac[>] —be b);%c—2 c)%c—3

Czy ponizsze zdanie jest prawdziwe (odpowiedZ uzasadnij)?

a) Dla dowolnych liczb p, g, jesli p < q, to p* < ¢*.

1

b) Dla dowolnych réznych od zera liczb p, ¢, jesli p < ¢, to 5> %.

Udowodnij.
a) JeSlip < qgir<s,top(r—s)>q(r—s).

ptr
q+s

an : +
*b)Jebllp,q,r7s>01§<£,to§<’q%oraz <L

a) Mnozymy obie strony nieréwnosci p < g przez (r — s). Z zalozenia r < s, czyli
r — s < 0, zatem nieréwno$¢ zmienia zwrot:

p(r—s) > q(r—s)
Co byto do udowodnienia.

b)ZzaloZeniap,q,r,s>Ooraz§<£,zatem:
B<i /ogs
ps<qr /[+pgq
pq +ps < pq+qr

B<i /ogs
ps<qr [+rs
ps+rs < qr+rs

plg+s)<qlp+r) /:q(qg+s) s(p+r)<r(g+s) /:s(qg+s)
r p+r p+r P
q q+s q+s s

Co byto do udowodnienia.



Warto powtorzyé

Mnozenie sumy algebraicznej przez jednomian
Przypomnijmy, ze aby pomnozy¢ sume algebraiczna przez jednomian, nalezy
kazdy wyraz sumy pomnozy¢ przez ten jednomian.

(a+b)-c=a-c+b-c
Odpowiedzi do zadan

1. Wykonaj mnozenie. 1. a) 3z* —|— 2z — 4x2
a) (322 + 2z — 4)2? d) \/§x4(\/§my + yz) b) —12° + 2" +4x
¢) —2z'y + 2®
b) —22°(32% — sz — 2) e) (z%y —xy + xy?)z’y q) 495 y Y \/_a:4y2
c) —3a*(4a’y — 2zy?) £) 2v3ay® (V3a’y® — 32’y) e) a'y? — aPy? + 27y’
' o f) 6x3y — /3zty?
2. Dopasuj do figury wzér na jej pole. 2.A-M,B-1V,C-1I,D - I
A. B. C. D.
a —le
+
B 5
a+1 a+1 a+1 2a
I 2a%2+a II. a®> + a II1. %az + %a IV. a + %
3. Wykonaj mnozenie i zredukuj wyrazy podobne. 3. a) —62° — 622 + 10z
a) 2x(3x— 4) —6x(m2+2x—3) b) —3a* + 527
b) —12?(2? — 224 6) — 2z(12? — 42) ¢) 3v2z! — 4V/62”
) \/6 3(v3z — V2) + V3 (202 — 4v/21) ) —Fa’y’ + oy’
d) wy*(2x = 3wy +y) + 2%y (55" — 8y) ? o +f§' e
e) %m y(xy — 2xy?) — l:va(4:U3 — 162%y) ) 2y Ty = 3oy
f) —2y(—2z +y) — Jy(a® — 2%y) — 5(2y + xy)

@ 4. Uzasadnij, ze wartos¢ wyrazenia nie zalezy od wartosci zmiennej x.
a) da?(2? — 3z +1) — 3x(32° — 222 + 1) — 4(a* — 32— 8)
b) \/ﬁ:}:(2\/§x2 — 6vbx — \/1—0) — 2v/522 (33@ — 3\/ﬁ) +V6(52 — 1)

@ 5. Uzasadnij, ze suma pol figur Fy i F, réwna sie réznicy pél figur Fs i Fy.

<
1 - o : F3

+ |+ il

sFT |G %;
+ 5z
8
T o T
T T
6

4. a) 4z* — 62° + 422 — 4z* + 62° — 3z — 42® + 3z + 32 = 32

b) 2v/45z> — 6v/752% — /150 — 6+/52° + 64/7522 + 5162 — V6 =

=29 - 523 —6/52>—/25 - 62+5v62—/6 = 6v/52°—61/52> —5v/62+5v62—/6 = —/6
5. Pi=zx(z+4)+z(z+4)+(x+2)(z+4—x—1)=22>+ 11z +6

P :w(%w—l—iﬁ) = %x2+3x

P3 =5z (32 +4) = 32° + 20z

Pi=6(x—1)=6x—6

P+ P,=22"+1lz+6+ 32° + 3z = 32° + 140+ 6

Ps— Py =32"4+20z — 6246 =32+ 142+6

Zatem P; + P> = P3 — Py, co nalezato udowodnié.

Mnozenie sumy algebraicznej przez jednomian &1



Uczen:

— wylacza wskazany jednomian
przed nawias,

— zapisuje wyrazenia alge-
braiczne w postaci iloczynu,

— stosuje metode wylaczania
jednomianu przed nawias
do dowodzenia podzielnosci
liczb.

Cwiczenie 1

a) 2- (183 + 17) = 400

b) 9- (27 + 23) = 450

¢) 3- (251 + 249) = 1500
d) 6 - (378 + 222) = 3600
e) 12 (228 + 172) = 4800
£) 19 (116 + 84) = 3800
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2.6. Wylaczanie jednomianu przed nawias

Jezeli w poszczegblnych wyrazach sumy rozpozna sie jednakowe czynniki i wy-
taczy je przed nawias, latwiej bedzie wykonaé¢ obliczenia.

Przyktad 1
Oblicz sume 7-49 + 7 - 51.

Wyltaczamy przed nawias liczbe 7:
7T-494+7-51=7-(49+51)=7-100 =700

Korzystamy z wtasnosci dziatan
alb+c)=a-b+a-c
zwanej rozdzielno$cia mnozenia

, wzgledem dodawania.
Cwiczenie 1
Oblicz w pamieci.
a) 21834217

b) 9-27+9-23

¢) 3-251+3-249
d) 6-378+6-222

e) 12-228 + 12172
f) 19-116 + 19 - 84

Réwniez w sumach algebraicznych mozna wylaczy¢ wspélny czynnik przed
nawias.

Przykfad 2

Dana jest suma algebraiczna 623 + 1222, Wylacz przed nawias wspélny czyn-
nik.

623 + 1222 = 6(2® + 22?)

623 + 1222 = 6x(z* + 22)

623 + 1222 = 62% (v + 2)

« Wylaczamy przed nawias 1222 62° + 122% = 1222 (12 + 1)

» Wylaczamy przed nawias 6:
o Wylaczamy przed nawias 6x:

« Wylaczamy przed nawias 6x2:

To, jaki czynnik wytaczymy przed nawias, zalezy od konkretnego zadania.

Wytlaczanie wspélnego czynnika przed nawias jest czynnoscia odwrotna do
mnozenia jednomianu przez sume algebraiczng.

a-b+a-c=alb+c)

Cwiczenie 2
Wytlacz wspdlny czynnik przed nawias.

a) 5z + by c) 9z — 27y? e) 39y? — 26z g) —48p + 36¢>
b) 4b — 8a d) —62% + 18y f) —11a®+220° h) 75zy® — 125
Cwiczenie 2

a) 5(z+y) c) 9(z — 3y?) e) 13(3y* — 22) g) —12(4p — 3¢%)

b) 4(b—2a)  d) —6(z? — 3y?) f) —11(a® — 20?) h) 25(3zy® — 5)



Cwiczenie 3
Wytlacz wskazany jednomian przed nawias.
a) 4z° + 1y, T

b) 223 — 12zy, 2z

e) a’b+ 3a*b* — ab, a’b
£) 42y — Bady? 42225, 2

¢) 3xy —xyz, xy
d) 6pq + 18p*q, 6pq
Przed nawias wylaczamy zwykle czynnik liczbowy oraz wszystkie mozliwe
zmienne w jak najwyzszych potegach. Na przyktad:

2723y? + 182%y3 = 92%y*(3x + 2y)

Cwiczenie 4
Wytacz przed nawias czynnik liczbowy oraz wszystkie mozliwe zmienne w jak
najwyzszych potegach.
a) 8z — 362

b) 7y? — 14y*

c) bx® + 10x%y

d) 20ax — 15ay
e) 8ab+ 12bc
f) day + 627y

g) 2a*b+ 4a*b — 4a*b?
h) 21p3¢* — 27p*¢® + 3p*¢?
i) 48x%y + 18xy* — 1222y

Zadania

1. Oblicz.
a) 4-49+4-51
b) 40 -47 440 - 53

¢) 1132548725
d) 6337+ 3737

e) 10-17410-33+50-10
f) 15-17+15-2+ 15

2. Wylacz podany czynnik przed nawias.
a) a*b+ ab®, ab ¢) 9a*b? —3a*c?, 3a?
b) a®y? —ay®, wy®  d) datyt+8y°z, 4y

e) 3a*b? — 6a?b, 3a®b

f) 6x2y* 4+ 8x3y>, 222y3

3. Zapisz wyrazenie algebraiczne w postaci iloczynu, wylaczajac przed nawias
podany jednomian.

c) 2z%y — 4x’y* + 62%yz, 22’y

91,5 2 3373:(/2

a) x’yz + xy’z + xy2?, Tyz

b) x?yz? + xy?2® — 2Py2?, wyz? d) 122%® + 623y*

4. Przepisz do zeszytu i uzupelnij odpowiednimi jednomianami.
a) 27y* + 36y° — 5dy? = 9y?(3y? +[7]+[?))
b) 3ab(3a + b+[?]) = 9a*b +[?]+ 6ab
c) 12¢* — 93 4+ 3t =[7]- (2] -3t +1)

5. Oblicz warto$¢ podanego wyrazenia, jesli a + b = 15.

a) —3a — 3b b) 2(a + b) — 4a — 4b ¢) ala+b) +bla+b)
5.a) —3(a+b)=—
b) 2(a +b) — 4(a +b) = —2(a + b) = —

c) (a+b)(a+b) =225

Cwiczenie 3
a) z(4z + y)
b) 2z(z% — 6y)
c) zy(3 — 2)
d) 6pq(1 + 3p)
e) a’b(1 +3b — a)
f) 2342(4 — 5z + 2y)
Cwiczenie 4
a) 4222z — 9)
b) 7y*(1 — 2¢%)
¢) 5a%(z + 2y)
d) 5a(4z — 3y)
e) 4b(2a + 3c)
f) 2zy(2 + 3x)
g) 2a%b(a + 2 — 2b)

h) 3p°¢*(7p — 9¢ + 1)
i) 6zy(8z + 3y — 2zy)

Odpowiedzi do zadan
1. a) 400 b) 4000 c) 5000
d) 3700 e) 1000 f) 300

2. a) ab(a +b%)
) 2y’ (2 —y)
) 3a?(3ab® — c?)
) 4y° (z'y + 22)
) 3a*b(ab — 2)
f) 22%y°®(3y + 4x)
3. a) a:yz(a: +y+2)
b) zy2(x + yz — %)
) 2 (a: — 2y + 3z)
d) 323y? (day + 2y — 327)
4. a) 9y2(3y + 4y — 6)
b) 3ab(3a + b+ 2) =
= 9a”b + 3ab® + 6ab
c) 3t3(4t* — 3t +1)

o A6 o

o

2.6. Wytgczanie jednomianu przed nawias



11.

12.

a) 10(6z + 9y) = 120

b) 2(6z + 9y) = 24

) 1(6z+9y) =4

d) 1(6z+9y) =2

a) z(z +2y) =
=17,5(17,5 + 2 - 6,25) =
=17,5(17,5 + 12,5) =
=17,5-30 = 525
b) z(2z — 3y) =
=14(2-14—-3-6) =
=14(28 — 18) = 14 - 10 = 140

LI-C, 11— A, 1B

. Suma kulek we wszystkich pu-

detkach:

z+ (z+1)+ (z+2)+
+(x+3)+(z+4)+ (z+5)+
+(x+6) =Tz +21 =7(x+3)

Rozwazmy dwie liczby po-
dzielne przez 3: 3z i 3y, gdzie
z,y € Z.
Suma S kwadratéow tych liczb:
S=(32)* +(3y)° =

=927+ 9y* = 9 (2* +¢°)
Suma S jest iloczynem licz-
by 9 i liczby catkowitej 22 +y.

Niech z i y beda kolejno liczbg,
jednosci i dziesigtek dowolnej
liczby dwucyfrowe;.
Wéweczas liczba ta ma postac:
10y + =z, a liczba powstata
z przestawienia jej cyfr:
10z +y

Suma tych liczb:
(10y + z) + (10z + y) =

=11y + 11z = 11(z +v)
czyli jest to liczba podzielna
przez 11.

2. Jezyk matematyki

Oblicz wartos¢ podanego wyrazenia, jesli 6x + 9y = 12.
a) 60z + 90y b) 12z + 18y c) 2z + 3y d) z+ 3y
Aby obliczyé warto$¢ wyrazenia a? — 2ab dla a = 18,5 i b = 4,25, mozna

postapi¢ tak, jak podano ponizej.

Obliczenia beda prostsze, gdy zauwazymy, ze a®> — 2ab = a(a — 2b).
Po podstawieniu wartosci liczbowych otrzymamy:
ala—2b) = 18,5(18,5—2-4,25) = 18,5(18,5—8,5) = 18,5-10 = 185

Korzystajac z podanej metody, oblicz warto$¢ wyrazenia:
a) > +2zxy dlaxz =1751y = 6,25, b) 22> —3xy dlaz =141y =6.

Dopasuj wyrazenie opisujace pole figury do odpowiedniej figury.

1. : II. III. x
.y o\ o

TS 2% + 60 o

A. az(a+3) B. 2%(a+1) C.z(a+1)?

W pudetkach ponumerowanych od 1 do 7 znajdowaty sie kulki. W pierw-
szym z nich byto z kulek, a w kazdym nastepnym o jedna kulke wiecej niz
w poprzednim. Uzasadnij, ze we wszystkich bylo 7(x + 3) kulek.

Przeczytaj podane obok uzasadnienie

ze suma trzech kolej- Niech 1, n+1 i n+2 bedg kolej-

nymi liczbami naturalnymi. Ich
suma S jest réwna:
n+(n+1)+(n+2)=
=3n+3=3(n+1)
Suma S zostala przedstawiona
w postaci iloczynu, ktérego jed-
nym z czynnikéw jest liczba 3,

a drugim liczba naturalna n+1.
Zatem S jest podzielna przez 3.

stwierdzenia,
nych liczb naturalnych jest podzielna
przez 3. Nastepnie uzasadnij, ze:

a) suma pieciu kolejnych liczb natural-
nych jest podzielna przez 5,

b) suma trzech kolejnych liczb parzy-
stych jest podzielna przez 6,

¢) suma trzech kolejnych liczb niepa-
rzystych jest podzielna przez 3.

Uzasadnij, ze jesli dwie liczby naturalne sa podzielne przez 3, to suma ich
kwadratow jest podzielna przez 9.

Uzasadnij, ze suma dowolnej liczby dwucyfrowej i liczby powstalej z prze-
stawienia cyfr tej liczby jest podzielna przez 11 (np. 23+ 32 = 55, a liczba
55 jest podzielna przez 11).

10. a) Niech n, n+ 1, n + 2, n + 3 i n + 4 beda kolejnymi liczbami naturalnymi.

S=n+n+1)+n+2)+(n+3)+n+4) =5n+10=5(n+2)

Suma S jest iloczynem liczby 5 i liczby naturalnej n + 2. Zatem S jest podzielna
przez 5.
b) Rozwazmy trzy kolejne liczby parzyste: 2z, 2z + 2, 2z + 4, x € Z.

S=2z+2z+2)+ (2z+4)=6z+6=6(z+1)

Suma S jest iloczynem liczby 6 i liczby catkowitej = + 1. Zatem S jest podzielna
przez 6.
¢) Rozwazmy trzy kolejne liczby nieparzyste: 2z + 1, 2z + 3, 2z + 5, © € Z.

S=2r+1)+(22+3)+ (25 +5) =6z + 9 = 3(2z + 3)

Suma S jest iloczynem liczby 3 i liczby catkowitej 2z + 3. Zatem S jest podzielna
przez 3.



2.7. Mnozenie sum algebraicznych

Prostokat narysowany obok ma boki dtugosci a + b

i ¢+ d, zatem jego pole jest réwne (a + b) - (¢ + d). e be

Pole tego prostokata mozemy réwniez obliczy¢, su-

mujac pola czterech mniejszych prostokatéw: d ad bd
ac + ad + bc + bd

Mamy zatem réwnoscé: a b

(a+0b)-(c+d)=ac+ ad+ bc+ bd

Aby pomnozyé dwie sumy algebraiczne, nalezy kazdy wyraz jednej sumy
pomnozy¢ przez kazdy wyraz drugiej sumy.

e S
(@+b) - (c+d) = ac+ ad + be + bd
S

Uwaga. W zapisie iloczynu sum algebraicznych mozemy pomina¢ znak mno-
zenia miedzy nawiasami.

Przykfad 1
a) Wykonaj mnozenie (z + 3)(x + 5). Zredukuj wyrazy podobne.

Kazdy wyraz jednej sumy
mnozymy przez kazdy wyraz

(x+3)(z+5)=z-z4+z-5+3-z2+3-5=
=a?+8x+15 drugiej sumy.

b) Wykonaj mnozenie (a + 4b)(a — b). Zredukuj wyrazy podobne.
(a+4b)(a —b) = a® — ab + 4ab — 4b* = a® + 3ab — 4b°

Cwiczenie 1

Wykonaj mnozenie. Zredukuj wyrazy podobne.
a) (v +4)(z+3) ¢) (p+q)(qg—2p)

b) (p+6)(p—q) d) (3z+1)(2z + 6)

e) (a+ 3b)(3a — 2b)
f) (2a — $b)(4a — 3b)
Przyktad 2

Wykonaj mnozenie (z — 3)(z? + x — 2).

Zauwazmy, ze nie ma znaczenia, w jakiej kolejnosci wykonamy mnozenie da-
nych sum algebraicznych.

(x=3) (2 4+2x—-2)=a342? -2 —32* —32+6=2°—222—52+6
(*+z2—-2)(x—3)=a% -3 +2°> -3z —22+6=2°—222—520+6

Uczen:

— mnozy sumy algebraiczne,

— przeksztalca wyrazenia
algebraiczne, uwzgledniajac
kolejnos¢ wykonywania
dziatan,

— wykonuje dziatania na
liczbach postaci a + by/c,

— wykorzystuje wyrazenia alge-
braiczne do opisu zaleznosci,

— dowodzi podzielnosci liczb,

— rozwigzuje rownania
i nier6éwnosci, stosujac
dzialania na wyrazeniach
algebraicznych.

Cwiczenie 1

a) 2% 4 7z + 12

b) p® — pq + 6p — 6q
) —2p> —pg+q°
d) 62 + 20z + 6

e) 3a” + Tab — 6b°
f) 8a® — 8ab + 2b°

MultiteZa

* Mnozenie sumy algebraicznej
przez jednomian
* Mnozenie sum algebraicznych
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Cwiczenie 2

a) x® — 3z + 2

b) 223 + 522 +9

c) 2% — 4z + 4y — o>

d) 22% + 62 + 5zy + 18y — 3y
e) x> —x+5y—y>—6

f) 2* +22 41

I 86 2. Jezyk matematyki

Cwiczenie 2

Wykonaj mnozenie.

a) (t—D@*+2-2) o @+y—4@-y) o @-y+2)(@+y—3)
b) (x+3)(222 —x+3) d) 2z —y+6)(x+3y) f) (*+z+1)(z*—z+1)

Przyktad 3
Wyznacz objeto$¢ prostopadtoscianu przedstawionego

[
na rysunku obok. Zapisz otrzymane wyrazenie w jak :
najprostszej postaci. I

— [
RNy, - . + |
Aby wyznaczy¢ objetosé prostopadltoscianu, mnozymy ~ |
przez siebie wyrazenia opisujace dlugosci krawedzi jego ===
podstawy i wysoko$¢: - A
B
V=(+1)(z-1)(22+1) el
(:E + 1)(1; — 1)($2 + 1) = Mnozymy dwie dowolnie wybrane sumy i w otrzy-
_ (x2 x4z — 1)(%2 + 1) — manym wyrazeniu redukujemy wyrazy podobne.
= (£U2 - 1)(1'2 + 1) = Mnozymy dwie sumy i ponownie

=t 22— 1=2*-1 redukujemy wyrazy podobne.

Zatem objetosé tego prostopadlodcianu wyraza si¢ wzorem V = z* — 1.

Cwiczenie 3

Wyznacz objetos¢ prostopadtoécianu, ktorego krawedzie maja podane dtugo-
$ci. Zapisz otrzymane wyrazenie w jak najprostszej postaci.

a) x+2,x—2, 2% +2 b) x —2, 22— 1,22 +1

Przykiad 4
a) Oblicz (v3 +2)(v/3 —1).

Postepujemy analogicznie jak w przypadku mnozenia sum algebraicznych.

(V3+2)(vV3-1)=(V3)?—V3+2/3-2=3+V3-2=1+3

b) Oblicz (v/3 +v2)(2v3 — V2).

(V3+v2)(2v3-v2) =2(V3)* = V3-V2+2V3- V2 - (V2)* =
=6—vV6+2V/6—-2=4+6

Cwiczenie 4

Oblicz.

a) (V2+3)(vV2—-1) ¢ (V3-v2)(V3-2v2) ) (V3+V2)(V3+v2-1)

b) (V5 —2)(v5—-3) d) (2VE+v2)(VE+3v2) ) (V3—v2)(V6—V3+V2)

Cwiczenie 3

a)V=(x+2)(x—2)(a®>+2)=a* 227 -8
b) V =(z—2)@" - 1)@ +1)=2° 22" —c+2

Cwiczenie 4
a) 2v/2 -1 ¢) 7—3V6 e) 5+2v6 V3 -2
b) 11 — 5v/5 d) 16 +7/10  f) —5+2v6 — 23+ 32



Przyktad 5
Uzasadnij, ze dla dowolnej liczby catkowitej n liczba S jest podzielna przez 5.

S=M4n—-1)(n—-2)+(4—-n)(2—n)
Przeksztalcamy wyrazenie opisujace liczbe S:
S=MUn—-1)(n—-2)+(4—-n)2—n)=
=4n?’ —8n—n+2+8—4n—2n+n?=
=5n? —15n+ 10 =
=5(n*—-3n+2)

Mnozymy sumy algebraiczne.

Redukujemy wyrazy podobne.

Wytaczamy liczbe 5 przed nawias.

Liczbe S przedstawiliSmy w postaci iloczynu, ktérego jednym z czynnikéw
jest liczba 5, a drugim liczba n? — 3n + 2. Liczba n? — 3n + 2 jest calkowita,
poniewaz jest sumg liczb catkowitych. Zatem S jest podzielna przez 5.

[o] Cwiczenie 5

Uzasadnij, ze dla dowolnej liczby catkowitej n liczba postaci:
a) 2n—3)(n+4)+ (n—3)(n+ 2) — n jest podzielna przez 3,
b) (3n—4)(2n—5) — (2n — 1)(5 — 2n) jest podzielna przez 5,
c) (6n—3)(n+4)— (3n—2)(2n — 1) jest podzielna przez 7.

Przyktad 6
a) Rozwiaz réwnanie (z — 1)(z + 3) = 22
(x —1)(z+3) =2?
?+3r—2—-3—-2>=0
2 =3 /:2

— 11
T =15

Mnozymy sumy algebraiczne i od obu stron
réwnania odejmujemy a2 (czyli przenosimy z?

na lewa strone réwnania ze zmienionym znakiem).
Nastepnie redukujemy wyrazy podobne.

b) Rozwiaz nieréwnosé (2z + 1)(2z +5) + = < (dx — 1)(x + 3).

2z +1)2z+5)+x < 4z —1)(z+3)
472 + 102+ 2x + 5+ o < 42* +12x —2 — 3
422 + 10z + 2z + x — 422 — 122 + ¢ < —3 — 5 Przenosimy ze zmienionym znakiem

2.%' < 78 / . 2 wyrazenla Z‘d\‘»‘l(‘l:a']&}(j(} m/cx.\'ladomq
< 4 na 1(—3\’\'21‘ str()nec nierownoscl,

TS — a liczby na prawg strone.

Cwiczenie 6

Rozwiaz.

a) (x+2)(z—5)=a?
b) (z+3)(1—2x)+ 222 =0
¢) 32— (z+1)3x+2) =0

d) (z+4)(z—-1)<z(x+2)+2z—-1
e) 2x+3)3z—1)+4> (6 —2)(z+1)
f) 1-2)224+3) < 2(x+1)(x—2)—-2

Cwiczenie 5

a) 2n® +8n—3n—12+n?+2n—3n—6 —n=3n* +3n — 18 = 3(n®> + n — 6),
czyli jest to liczba podzielna przez 3.

b) 6n% — 15n — 8n 4 20 — 10n + 4n? + 5 — 2n = 10n> — 35n + 25 = 5(2n° — Tn + 5),
czyli jest to liczba podzielna przez 5.

¢) 6n° +24n —3n — 12 — 6n® + 3n + 4n — 2 = 28n — 14 = 7(4n — 2),

czyli jest to liczba podzielna przez 7.

Cwiczenie 6
a) 22 — 3z — 10 = 22,

— _10
&= =%

b) x — 22% + 3 — 6z + 22 = 0,

21325

c) 322 —32% — 52 —2=0,
2

ZZI:—g

d) 2® + 3z —4 < 2 + 4z — 1,
z> -3

e) 622 +7r—3+4 > 62°+4x—2,
z>—1

f) 3—2z% — o < —22% 422 + 2,
1

1325
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Odpowiedzi do zadan

1.

&

. a

. a

a) 2a> — 2a +ab—b
b) 6ab + 9a — 4b> — 6b

¢) —12a* + 4a + 6ab — 2b

d) —4a — 8ab — 6b — 3
) 2a% — 4ab + ab® — 2b°
f)

)

b

o o

f) —162° + 4zy®

2% — 24

b) 12ab + b

c) a® +2a—3

d) 4y° — 422 — 32y

e) 2z° + 15z

f) 222 — 6zy — 18y>

) 2? —4:1:—12 —9,75
b) 2 — 2% — 6, —6,375
)

)
)

. a) Pole prostok@ta
P=a(a+2) =d®+2a

b) Pole kwadratu:

(a+1)?=a®>+2a+1

Réznica pol:

a®>+2a+1—a?—2a=1

a) —20 b)

razenia jest nieujemna.

b) Wyrazenie mozna zreduko-
. Kwadrat
dowolnej liczby jest hczbq nie-

waé do postaci z?

ujemnay.

2. Jezyk matematyki

)

—3a® 4 2a°b + 9ab — 6b°
22+ x4+ 2y — 4y — 6
) 4z —4x—2xy—|—3y 3
) 234z y—|—2x +azy+y’+2y
) 2® — a2y —22% 42yt —y
e) 227y + 622 — 122y — 4ay?
)
)

—6 ¢) —4 d) 10

a) Wyrazenie mozna zreduko-
waé do liczby 30, zatem dla
dowolnej liczby = wartos¢ wy-

Zadania

6.

Wykonaj mnozenie.
a) (2a+b)(a—1)
b) (3a — 2b)(2b+ 3)

c) (—2a+ b)(6a — 2)
d) (3+4a)(—2b—1)

e) (2a+b%)(a —2b)
) (a® —3b)(2b— 3a)
Wykonaj mnozenie.

a) (z+2y+3)(x—2) ¢) (*+y)(z+y+2)
b) 2z —y+1)2x—3) d) (z

e) 2x(x —2y)(3+y)
—y)(z? =22+ 1) f) —4z(2z —y)(2z +v)
Upro$¢ wyrazenie.

a) (a+3)(a—4)+ (a—3)(a+4) d) 3y*—2x(z+2y)—(z—y)(2z+y)
b) (2a —b)(a+3b) — (a — 4b)(2a+ 1) e) 222 + 3(x(x + 2) — x(z — 3))

c) —4a*+3ala—1)4 (2a—1)(a+3) f) —42* —6(y* — (v — 2y)(z +y))

Uprosé wyrazenie i oblicz jego wartosé dla x = —0,5.

a) (z+2)(6(x+4)—5(x+6)) b) —2(z*+z?)+z*(z+1)+(22—2)(z*+3)

Dany jest prostokat o bokach dtugosci a i a + 2.
a) Przedstaw wzor na pole tego prostokata w postaci sumy algebraicznej.
b) Krétszy bok tego prostokata przediuzono o 1, a dluzszy skrécono o 1,

w wyniku czego powstal kwadrat. Wyznacz réznice miedzy polem kwa-
dratu a polem prostokata.

a) Dany jest kwadrat o boku dlugosci  + 3. O ile zmniejszy sie pole tej
figury, gdy jeden jej bok zmniejszymy o 2, a drugi o 17

b) Dany jest tréjkat o podstawie réwnej a + 3 i wysoko$ci opuszczonej na
te podstawe réwnej a + 4. O ile zwigkszy sie pole trojkata, gdy wysokosé
zwiekszymy o 27

¢) Dany jest prostokat o bokach dtugosci « + 4 i 2z + 3. O ile zwiekszy
sie pole tego prostokata, jesli jeden z jego bokéw zwigkszymy o 2, a drugi
o 17 Rozpatrz dwa przypadki.

Oblicz.
a) (V3+2v2)(4v/3 - 8v2) ) (2v3-3v2)(V2++3)—(4—V6)
b) (25 — 4v/2)(2v2 + V/5) d) (vV5+2v3)(2v5—V3)+(6—3/15)

Uzasadnij, ze dla dowolnej liczby = wartos$¢ wyrazenia jest nieujemna.
a) (3z —6)(4x — 2) — (62 + 3)(22 — 6)
b) Bz —2)2z—1)— (bz —2)(z —1)

a) Pole kwadratu: (z + 3)(z + 3) = 2° 4+ 62 + 9
Pole prostokata: (z + 1)(x +2) = 2° + 3z + 2
Roéznica pol: 3z + 7

b) Pole tréjkata : 1(a + 3)(a+4) = 1a
Pole nowego tréjkata: 1 (a+ 3)(a +6) =
Roéznica pol: a + 3

¢) Pole prostokata: (z + 4)(2z +3) = 22% + 11z + 12

I przypadek:

Pole nowego prostokata: (x + 6)(2x + 4) = 22> + 16z + 24, réznica pél: 5z + 12.
IT przypadek:

Pole nowego prostokata: (x + 5)(2z + 5) = 22> + 15z + 25, réznica pél: 4z + 13.
Pole zwigkszy si¢ o 5z + 12 lub 4x + 13.

2 a+6
a2—|— a+9



10.

11.

12.

13.

12.

Rozwiaz réwnanie.

a) (z+2)(z—3)=2"+4 d) (z—=2)(z—=5) = (z+3)(z+06)
b) (z —4)(z +6) = z(x —4) e) 2+ 1)(z+3)=(r—4)(2z—-3)
c) 2—2H)(2*-3)=x+52—a* f) 222 +2-3)(v—4) =2*2z—7)
Rozwiaz nieréwnosé.

a) x> — (r+ 3)(x — 3) < 6z ¢) (2z—1)(3z—1)—(32—2)(22—-3) > 0
b) (4— )2z +3) +22* <6 d) (4—62)(2z+1)+(42—5)(3z—1) >«
Ile liczb naturalnych spelnia podana nieréwnosé?

a) Bxr+1)2—z)+z(B8x—5)>=x

b) 222 — 2z 4+ 1)(z —3) > 62 — 7

¢c) Bz+3)2r—1)+4z<6(z+2)(z—1)+9

d) (z+15) (2e+1)> (22 +3) (z - 1) + 62

a) Dane sa dwa prostokaty: P; o wymiarach (2z + 30) cm X (z + 20) cm
oraz P, o wymiarach (2z+10) cm x (24 10) cm. Rdznica pdl prostokatéw
P, i P, jest réwna 900 cm?. Oblicz obwody tych prostokatéw.

b) Dane sa dwa prostokaty o wymiarach (6 — z) cm X (2z — 5) c¢m oraz
(x+5) cm x (22— 1) cm. Suma ich pdl jest réwna 69 cm?. Oblicz réznice
miedzy polem wiekszego i mniejszego prostokata.

¢) Dane sa dwa czworokaty: kwadrat o boku (2x 4+ 7) cm oraz prostokat
o wymiarach (42 + 1) cm x (z + 3) cm. Pole kwadratu jest o 91 cm?
wieksze od pola prostokata. Oblicz réznice miedzy obwodami kwadratu
i prostokata.

Wykonaj mnozenie.
a) (x+1)(z—D(*=1)(2*=1) ¢) (a+b)(a®> — ab+ b*)(a® — b?)
b) (1—z)(14+2)(1+2*)(1+2*) d) (a—0b)(a®+ab+b*)(a® —b%)

a) Z prostokatnego arkusza tektury o bokach 30 cm '~
i 20 cm wycieto w rogach kwadraty o boku x cm.
Pozostala czesé sklejono i otrzymano otwarte pu-
detko. Uzasadnij, ze pojemnos¢ tego pudetka wy-
raza si¢ wzorem: V = 423 — 10022 + 600x.

L—

b) Z kwadratowego arkusza tektury o boku réwnym 40 cm wycieto w ro-
gach kwadraty o boku x cm. Pozostala czes¢ sklejono i otrzymano otwarte
pudetko. Zapisz w postaci sumy algebraicznej wzor opisujacy pojemnosé
tego pudelka.

b) Pola prostokatow:

Pi = (6 —x)(2z — 5) = —22 + 172 — 30 [cm?]

Py = (z+5)(2z — 1) = 22% + 92 — 5 [cm?]

Suma pél:

P+ P, = 26x — 35 =69, czyli x = 4 cm, stad P, =6 cm? oraz P; = 63 cm?.
Réznica pol: Po — Py = 63 — 6 = 57 [cm?]

¢) Pole kwadratu: Py = (2z + 7)(2z + 7) = 422 + 282 + 49 [cm?]

Pole prostokata: P, = (4z + 1)(z + 3) = 42 + 13z + 3 [cm?]

Réznica pol:

Py, — P, = 152 + 46 = 91, czyli = 3 cm, stad Oby, = 52 cm oraz Ob, = 38 cm.
Réznica obwodéw: Oby, — Ob, = 52 — 38 = 14 [cm]

9.a) z=-10 b))z =
)rz=-6d)z=—3
e)z=1 fla=2

10.a) 2 > 2 b)z< ¢
)z>2 d)z<;

11.a) 3 b) 10 ¢) 0 d) 5

12. a) Pola prostokatow:
Py = (2z + 30)(z + 20)
= 222 + 70z + 600 [cm?
P, = (2z + 10)(z + 10)
= 2% + 30z + 100 [cm?
Réznica pol:

P — P> = 40z + 500 = 900,
czyli z = 10 cm.

Obwody prostokatéw:

Ob; = 160 cm

Obz = 100 cm

138. a) 2® —225+222 -1 b) 128
c) a® —b° d) a® — 2030 4 b°

14. a) V = (30—2x)(20—2z) -z =
(42* — 100z + 600) - = =
4z® — 10022 + 600z

b) V = (40—2x)(40—2z) -z =
(42 — 160z + 1600) - =
4z — 1602” + 1600z

2.7. Mnozenie sum algebraicznych



Uczen:

— stosuje odpowiedni wzér
skréoconego mnozenia do
wyznaczania kwadratu sumy
lub réznicy oraz réznicy
kwadratow,

— przeksztatca wyrazenie alge-
braiczne z zastosowaniem
wzoréw skréconego mnozenia,

— stosuje wzory skréconego
mnozenia do wykonywania
dziatan na liczbach postaci
a+bye,

— wyprowadza wzory
skréconego mnozenia,

— stosuje wzory skréconego
mnozenia do dowodzenia
wlasnosci liczb.

Komentarz
Uczniowie czasami popelniajg,
btad, zapominajac o podwo-
jonym iloczynie we wzorze na
kwadrat sumy lub réznicy.
Nalezy zwré6ci¢ uwage na to, ze
(a+b)? = a® +b? jedynie wtedy,
gdy a =0 lub b = 0.
Cwiczenie 1
(a+0b)*=(a+b)(at+b) =
=a®+ab+ba+b® =
=a® +2ab+b?
(@ —0b)%>=(a—b)(a—0b) =
=a®—ab—ba+ b’ =
= a? — 2ab + b?
Cwiczenie 2

a) 2 + 2z +1
b) 2° 4 4z + 4
c) 22 — 6z +9
) 22 — 10z + 25
4% + 4z + 1
4:17 +2x+4
162> — 8z —|— 1
4z% — 2z + Z

=7

e

)
f)
g)
)

Multitefa

* Mnozenie sumy algebraicznej
przez jednomian

* Mnozenie sum algebraicznych

® Kwadrat sumy

e Kwadrat réznicy

® Rdznica kwadratow

dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 2.8

(" Generator

testow i sprawdzianow

2. Jezyk matematyki

2.8. Wzory skréconego mnozenia

Twierdzenie
Dla dowolnych liczb rzeczywistych a i b:
(a+b)* = a® + 2ab+ V?
(a —b)* = a® — 2ab + V?

kwadrat sumy

kwadrat réznicy

[0] Cwiczenie 1

Wykaz, ze dla dowolnych liczb a i b prawdziwe sa podane wyzej wzory.

Wzory na kwadrat sumy i kwadrat réznicy mozna zilustrowaé nastepujaco:
©+0)’=0"+2-0-0+0?
©-0’=0"-2-0-0+0"

Przyktad 1
a) (x+5)*=2*+2-2-5+52=22+10x+ 25

b) Bx+2)?=Bx)*+2-3x-2+22 =92+ 122 + 4
c) (2o —3y)* = (22)? — 222 - 3y + (3y)? = 42 — 122y + 9y?
Cwiczenie 2
Zapisz w postaci sumy algebraicznej.
a) (z+1)? c) (z—3) e) (2z+1)? g) (dz—1)?
b) (z + 2)? d) (x —5)? f) (3z+2)? h) (2z — 3)?
Cwiczenie 3
Zapisz w postaci sumy algebraicznej g Na rysunku przedstawiono inter-
a) (z+ 2y)? d) (3z+1 retacje geometryczng wzoru:
) (z+2y) Y pretacje geometryczng wzor
2 a+0b)*=a"+2ab+b
b) (2z — y)? e) (2z — 1y) ( )
c) (3z + 2y)? f) (z+ %y)z bl ab b?
Cwiczenie 4 . , )
Oblicz. ¢ ¢
2 2
a) (V7+1) d) (V3++2) a b
b) (\/_ —_ 3)2 e) (\/6 4 /15)2 Podaj analogiczna interpretacje
) 9 geometryczng wzoru:
o) (6-3) N (- Vo) (0~ b)? = a? ~ 2ab+1?
Cwiczenie 3 Cwiczenie 4
a) x? + dxy + 4y? a) 8+ 27
b) 42 — day + y* b) 14 — 6/
c) 922 + 12zy + 49> c) 39 —12v/3
d) 922 + 3zy + 1y d) 5+2V6
e) 42° — zy + =y’ e) 21 + 610
f) 72° + 529+ 59° f) 65 -2V3



Twierdzenie

Dla dowolnych liczb rzeczywistych a i b:

a®> — b = (a — b)(a aF b) roznica kwadratow
[0] Cwiczenie 5
Wykaz, ze dla dowolnych liczb a i b prawdziwy jest podany wyzej wzor.

Przykfad 2
2) (@-[6)(@+[6) =@ - [6] =2* — 36
b) (2x — 3y)(2z + 3y) = (2x)? — (3y)? = 42 — 9y?

Cwiczenie 6

Zapisz w postaci sumy algebraiczne;j.

a) (x—3)(z+3) c) (2x —4)(2z +4)
b) (x4 7)(x—7) d) (6 + 5z)(5z — 6)

e) (3z — 4y)(3z + 4y)
£) (32 +3y) (3y — 32)
Przyktad 3
(7= V3)(7T+V3) =49 -3 =46
Ten przyklad rozwiagzany za pomoca kalkulatora wygladalby nastepujaco:
(7 —V3)(7T+ V/3) ~ (7 — 1,732050808) (7 + 1,732050808) =
= 5,267949192 - 8,732050808 =~ 46

Cwiczenie 7
Oblicz.
) G-vNE+VT) o (1+E)(1-%F) o (V2-v3)(V2+V3)
b) (VB+1)(1-v5) ) (2v2-3)(3+2v2) 0 (VE+2)(V5-£)
Zadania
1. Uprosé¢ wyrazenie.

a) (x=3)z+3)+2+x)2—2) d) by+1)(1-5y)—(1+5y)2

b) (z+3)(z—3) —(x—3)(x+3) e r—y)(2x+y)+(3z+2y)(3z—2y)

) (2y—3)*—
2. Oblicz wartos¢ wyrazenia:

a) (z+D(x—1)+(x+2)(z—2)— (z+3)(z—3) dlaz =3,

b) (1 —22)(1+2z) + (1 —3z)(1+3z) — (1 — 4z)(4x + 1) dla z = /5,

c) 2r—1)2 = (22— 1)(142z) — (2z+1)> dla z = /2.

By —2)(3y +2) f) (y+32)(3z—y) — (v —5y)(z +5y)

Cwiczenie 5

(a—0b)(a+b) =
=a?>+ab—ab—b® =a®> —b?
Komentarz
Nalezy zwroci¢ uczniom uwage
na to, ze:

(z+y)(y—z) #2* —y°
Cwiczenie 6

a) 22— 9
b) 2% — 49
c) 4z% — 16
d) 2522 — 36
e) 990 = 16y2

)

[

Cwiczenie 7
a) 18 b) —4
c) -2 4d) -1
e) =1 f) 45

Odpowiedzi do zadan
1.a) =5 b) —
c) —5y> — 12y + 13
d) —50y> — 10y
e) 1322 — 5y f) 8z2 + 249°

2.a) 22 +4;7
b) 3z% + 1; 16
¢) —4z® —8x+1; —7— 82

2.8. Wzory skréconego mnozenia



.a)6 b)
c) —12v/3 d) 4v2
e) 10 f) 12 —2v/30
g) 49 — 20V/2

) =31 —12/2

.a)l b)1l ¢)2 d)2 4.

. a) 66+ 36v/2
b) 78 — 24+/3 5
c) 48 + 243
a) 14 b) 12 — /2 + 310

.a) 14
¢) 12 d) 27 -4
. a) —18y> + 12zy;

—18V/10 — 42 7.

b) 2(z +y)(x — y); 16v/3

¢) 96 —12v/5 d) 0

. Niech n € N.

a) (n+1)%2 —n? =

=n’+om+1-n*=2n+1 8

— liczba tej postaci jest niepa-

rzysta.

b) Iloczyn dwdch liczb niepa-

rzystych jest liczba nieparzy-

sta.

o (n+3) —(n-3)"=

:nz—l—n—l—%—n(‘)—i—n—i:

= 2n — liczba tej postaci jest

parzysta.

d) n® —n=nn>-1)
=n(n—1)(n+1)
=(n—-1)n(n+1)

Otrzymalidémy iloczyn kolej-

nych trzech liczb naturalnych,

zatem dokladnie jedna z nich
jest podzielna przez 3 i co

najmniej jedna jest podzielna @1 1.

przez 2. To z kolei oznacza,
ze caty iloczyn jest podzielny
przez 6.

11.

2. Jezyk matematyki

—3+2V3 3.

b) 2v5 -2 6.

[b] 9.

[DJo.

Oblicz.

a) (1+v2) +(1-v2)’ e) (4-V5)(4+V5)-(V5-2)(2+V5)
b) (V3-1)" = (2= 3)° f) (V6- )(f+f) + (V6 - V5)*

) (2v3-3)"-(2v3+2)° &) (2V5-VI0)' - (2v5+1)(1 - 2V5)
d) (2+3v2)°— (2 -3v2)" b ( 6—2\/_) (5v2—1)(1+5V2)

Oblicz.
a) VvV2+1-v/vV2-1
) V2+V3-V2- 3

&) VVT V3 VVT+V3
) VA—2v3-V4+2V3

. Oblicz pole powierzchni calkowitej szedcianu o krawedzi a.

a) a=3+2 b) a=2V3-1 c) a=+6++2

Oblicz obwdd tréjkata prostokatnego o przyprostokatnych a i b.

a) a=4—-+2, b=4++2 b)a=8++2, b=4-2V2
Oblicz.
a) (VA= VT+Va+V7)

) (\/2+f—\/\/3—2)2

o) (Vo—2v6+V5+ 2\/6)2
) (VVT VB VVT-VB)

. Oblicz wartos¢ wyrazenia:

a) (2z + 3y)(2r — 3y) — (22 — 3y)? dla =10 -3,y = /10 + 3,

b) (V3z—y)? — (z —V3y)? dla z=v6+ V2, y=V6- V2,

c) (fx—\/_y) (V2z — V5y)(V2z + Vby) dla 2 =5—-4, y =6,
d) (2* —4y?)* = (4y* —2?)* dla 2= 5,y = 7.
Uzasadnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n liczba:

a) (n+1)> —n? jest nieparzysta, c¢) (n+3)* —

d) n® — n jest podzielna przez 6.

(n — 1)? jest parzysta,
b) (2n + 1)? jest nieparzysta,

Wyprowadz wzér:
(a+b+c)* =a®+b* + ¢* + 2ab + 2bc + 2ac

Wskazéwka. Pogrupuj wyrazy i skorzystaj ze wzoru na kwadrat sumy.

Wykaz, ze:
a)jeSlic#0 1 (a+b—c)?> =a®>+b*+c*+2ab, to a= —b,
b) jeslib#0 i (a—b+c)* =a*+c* —2ab+ 2ac, to b=2c.

a) (a+b—c)?>=a>+b%+c*+2ab
a? 4+ b2 + ¢ + 2ab — 2ac — 2bc = a® + b2 + ¢ + 2ab
—2ac—2bc=0 /:—2c#0

a+b=0

a=—b
b) (a — b+ ¢)* = a® + ¢* — 2ab + 2ac
a® 4+ b% + & — 2ab + 2ac — 2bc = a® + ¢ — 2ab + 2ac

b2 —2bc=0 /:b#0
b—2c=0
b=2c



2.9. Zastosowanie przeksztatcen

algebraicznych

Uczen:

— stosuje przeksztalcenia alge-
braiczne do przeksztatcania
réwnowaznego réwnan oraz

Wzér na réznice kwadratéw: (a — b)(a + b) = a® — b* mozna zastosowac do

usuwania niewymiernosci z mianownika.

Przyktad 1
5 5 V241 5V245

V2-1 V21 V211 21 =5V2+5

Cwiczenie 1

Usun niewymiernosé¢ z mianownika.

") 5 ) 22 ) v D
6+v2 V5+4 4-3V2 2v/3+2 V5+V3

Wrzory skroconego mnozenia wykorzystujemy przy rozwiazywaniu rownan
i nieréwnosci.

Cwiczenie 2

Przeczytaj podany obok przyktad.
Rozwiaz réwnanie.

a) 22— (2—x)*=38
b) Bx+1)?—-922 =7
c) (x+1)*—

Rozwigz réwnanie.
(x—4)(z+4)— (z -3 =17
22 =16 — (2% — 62+ 9) = 17

22— 16— 22 +62—-9=17
6x — 25 =17

(z+1)(x—-1)=12 6z = 42

A . . =17
Cwiczenie 3

Rozwigz nieréwnosé.
a) 4z — 2z +1)2 <3
b) (3—=x)? > 2*+12

¢) 2x+1)(2z —1) > 42? — 9z

d) 2— (22 —-1)> < (3—22)(2z+3)
Przykfad 2

Dla jakich wartoSci # wyrazenie 22 + 4z + 4 przyjmuje warto$é¢ réwng 07

2? +4r +4 = (z + 2)?, wiec:
P?+dr+4=0% (z+2)*=

Symbol < czytamy:

0 xr=-2 swtedy i tylko wtedy, gdy”.

Cwiczenie 4
Dla jakich warto$ci x podane wyrazenie przyjmuje wartos¢ réwng 07

a) z? +8x + 16 c) 4r? —4r+1 e) 4?4+ 122+ 9
b) z? —6x+9 d) 2522 4+ 10z + 1 f) 92° — 3z + 1
Cwiczenie 4

a) (x+4)?=0dlaz=—4
b) (z—3)? =0dlaz =3
¢) 2z—1)2>=0dlaxz=
d) 5z +1)>=0dlaz=
e) 2z +3)2=0dlaxz=
(

f) Bz—3)=0dlaz=1

nieréwnosci,
— usuwa niewymiernos$é
z mianownika utamka,

— stosuje wzory skréconego
mnozenia do dowodzenia
twierdzen.

Cwiczenie 1

Cwiczenie 2
a) z =3
b)z=1
c)z=5

Cwiczenie 3

Multitefa

* Mnozenie sumy algebraicznej
przez jednomian

* Mnozenie sum algebraicznych

® Kwadrat sumy

® Kwadrat réznicy

® Rdéznica kwadratow
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2. Jezyk matematyki

Réwnanie, ktére nie jest spelnione przez zadna liczbe rzeczywista, nazywamy
réwnaniem sprzecznym. Podobnie taka nieréwnosé nazywamy nieréwnosScia
sprzeczng.

Przyktad 3
a) Rozwiaz réwnanie (z + 3)? = 6z.

22 +6x+9 =6z

2 =-9 nie moze by¢ liczbg ujemna.

Kwadrat liczby rzeczywistej

Zatem réwnanie jest sprzeczne — nie jest spelnione przez zadna liczbe x € R.
b) Rozwiaz nieréwnosé (2z — 1)? < 4x(x — 1).
4o% — 4o + 1 < 42? — 4x

1<0
Zatem nierowno$¢ jest sprzeczna — nie jest spelniona przez zadna liczbe x € R.

Réwnanie lub nieréwnosé spelnione przez kazda liczbe rzeczywista nazywamy
réwnaniem tozsamos$ciowym (krétko: tozsamoscia) lub nieréwnoécia tozsamo-
Sciowg.
Przyktad 4
a) Rozwiaz réwnanie (z + 3)? — (z — 3)* = 12z.
(x+3)*— (z—3)*=12x
2?4+ 62 +9— (22 —6x+9) =12z
122 = 12

Zatem réwnanie jest tozsamosciowe — jest spelnione przez kazda liczbe = € R.
b) Rozwiaz nieréwnosé (z — 2)(z +2) +5 > 0.

(x—=2)(x+2)+5>0
Kwadrat liczby rzeczywistej

2 _
x 4+5>0 zawsze jest wickszy od liczby
2> —1 ujemnej.

Zatem nier6wnosé jest tozsamosciowa — spetniona dla kazdego = € R.

Cwiczenie 5
Sprawdz, czy réwnanie jest tozsamosciowe lub sprzeczne.
a) (6—z)>—(2—2)*= -8z b) (x —4)* +4z = (v —2)* + 12

Cwiczenie 6
Sprawdz, czy nier6wnosé jest tozsamosciowa lub sprzeczna.

a) (z4+1)?-2<(z—-1)(1+=x)+2x b) 6z — (3z —1)* > (2z + 3)?

Cwiczenie 5 Cwiczenie 6

a) 36 — 12z + 2% —4 + 4z — 2> = -8z a) 2 +2r+1-2< 2> —1+22
32=0 0<0

Réwnanie jest sprzeczne. Nieréwnosé jest tozsamosciowa.

b) 2 — 8z + 16 + 4o = x® —4x + 4+ 12 b) 6z — 92 4+ 62 — 1 > 4a® + 122 + 9
0=0 —132% > 10

Roéwnanie jest tozsamosciowe. 2?2 < _%

Nierownos¢ jest sprzeczna.



Zadania

Usun niewymierno$¢ z mianownika. Czy podana liczba nalezy do prze-
dziatu (0;4)7

1 2 1 . V2
%) 78 Vi &) 75 ) Fme

1 6 4 NG
b) 575 ®) 35273 N K Jo2va

3 8 . 10 1+v2
) 5B 0 57 R D 57

Rozwigz réwnanie.

a) (z—>5)(x+5)=a?—100x d) 4(z+2)? = (22— 1) =20z + 10
b) B-2)— (e +3) =3 e) (6+37)(—5a+6)+ (ju—4) =4
¢) 4(tz —3)" = (6 — )2 £) (—dz—3)(4z—3)+8(1—v2z)" =1

2

Rozwiaz nieréwnoé¢. Zaznacz na osi liczbowej zbiér rozwiazan.

a) 4(x —3)? — (2 —5)2 > 2 d) —9(2—2)?2— (1 -32)3x+1) < 11
b) 92z —1)* > (1222 -8z e (le+2)"+1(1—-Lta)(1+12) >0

o) 2e+2P - (V22730 ) (Po+1)(fa-1) <

Wyznacz przedzial bedacy zbiorem liczb spelniajacych obie nieréwnosci.
) (x+1)*>2+1 (224 5)(5b—2x)+ (22 —3)>—-2>0
(z—1)?2<(2-2) (-1 —d<z-(2-2)2+2)

2

=38 o zfl r—222> 26
D)9 p , 4 ’ 2
(2z —3)* < (5 —2x) 1-2z-1)(1+22) < —2x—(2x—-1)

Oblicz.
1

1 1 1 1
Vi T Vs T A T T Veseves T Vet vioo

Usun niewymiernosé z mianownika.

b)

1 2 1
a) Vil Va3 ) ivarvs

Udowodnij réwnosé: (\/1 + 22 + x)71 =+V1+2% -2

C e e 1. 1 5 iczba Y5 (o zlote
Wykaz, Je Jesh T _ -‘r\/—7 to & — x—‘,—y. 171(’71)1 7= to 7{(?T1
y 2 y T liczba (patrz str. 61).

1 1 1 1 1 _
Vi+z T Vars T vaevaE T T Tesrves T Yeervioo

— 1-v2 | v2-V3 | V3-V4 VO8-/99 | v99-/100 _
=73 t%3 T t--t oo t 99100 —

=-1+vV2-V2+V3-V3+Vi—... V8B +VI9-V99+10=9
L e Ty

7. V1tz2+z T 1ta2-22

Odpowiedzi do zadan

1. a) %, tak b) #, tak
¢) 3v/5 — 6, tak
d) ——4\/g+2, nie
e) 4v/3 — 6, tak

f) 12y/2 + 16, nie

g) V6 + /5, nie

h) 2v/5 — 2v/3, tak

i) 2¢/7 4 2v/2, nie
j) V6 — 2, tak
k) —‘/‘5’23\/5, nie 1) @, tak
2a)z=1b)z=13c)zeR
d) réwnanie sprzeczne
e)z=18 f) =22
3.a)z< 3 byzecR
c)m)‘g—l d)wgg
e)z>-1 fla<i
4. a) (0;2) b) (—5;2)
¢) (3:5) d) (§;5)
6 a) 1 . ‘/5_(‘/5_1) —
Y Vve+(vE-1)  ve-(ve-1)
— V2-V341
>-(V5-1)7
— V2-V341  2v3+42 _
— 2y3-2 2V3+42
2v64+2v2-4 _ V6+v2-2
8 4
2 (1-v2)-v3

b) T (e e
_ 2-2V/2-2V3 _ 2-2V/2-2V3 _

GO

_ V24V3-1 V2 _ 2462

_ V2 Vouas 2
c) 1 L (V2+VB) V5
(V2+V3)+V5  (V2+V3)—VE
— V24V3-VE

(vV2+v3)®-5
— V24V3V6 V6
= N =

_ V/124V18-v30 __

= et =
_ 2v/343v2-V30
- 12

2.9. Zastosowanie przeksztalcen algebraicznych



1.

a) 19'° — 9% = Zastosowanie wzoréw skroconego mnozenia w dowodach
= (19% — 9%)(19% + 9%) =
= (19* — 9%)(19* + 9%). Przykiad 1
((19® 4 9%) = Uzasadnij, ze liczba 138 — 78 jest podzielna przez 120.
— (197 — 9%)(19° + 97). L
(19 +9%)(19% + 9%) = = (13" -79)(13°+ 7% =
= (361 (—19511)(19%“;(4{9%2) ” = (132 =71 + 7)) (13 + 1) =
o + —+ = . _ 2 2 4 4N\
— 280(192 + 92)(19* + 9%). = (169 — 49)(13° + 79)(13* + 7*) =
(198 4 9%) =120(13% + 7?)(13* + 7%
Zatem liczba 19'® — 96 jest Zatem liczba 13% — 78 jest podzielna przez 120.
podzielna przez 280.
b) 1132 — 732 = @ 1. a) Uzasadnij, ze liczba 19'® — 96 jest podzielna przez 280.
16 16 16 16\ __
_ Elis - 72)(1(181+ 78)7 )= b) Uzasadnij, ze liczba 113% — 732 jest podzielna przez 72.
) (1116 + 716) —
_ (114 _ 74)(114 + 74) . PrZykiad 2 ‘
S(118 4 78) (1116 + 716) = Uzasadnij, ze dla dowolnych liczb a,b zachodzi nieréwnoéé “t < |/ e
= (112 - 7™)(11% + 7). ’
J(11% 4+ 74 (118 4+ 78)- Jedli a + b < 0, to nieréwnosé jest prawdziwa (dlaczego?).
(1110 + 710 = Zaktadamy teraz, ze a+0b > 0. Obie strony nieréwnosci sa wowczas nieujemne,
= (121 —492(11 I 7 5); . mozemy wiec podnie$é je do kwadratu, nie zmieniajac zwrotu nieréwnoéci
(e )1(611 —‘167 ) (uzasadnij, dlaczego). o
(11 + 7 ) = (a+b)2 < a?+b? /4
_ 72(112 + 72)(114 + 74). 4 Y T Korzystamy ze wzoru na
,(118 + 78)(1116 + 716) a? + 2ab + b? < 242 + 202 kwadrat sumy.
Zatem liczba 1132 — 732 jest 0 < a?—2ab+ b2 Korzystamy ze wzoru na
podzielna przez 2. 0 < (a . b)2 kwadrat r(’)illi(’y.
X
2 __ _2 __ 2ab
2) F+f =P T atb Ostatnia nieréwnoé¢ zachodzi dla dowolnych liczb a,b, zatem wyjéciowa nie-
e b/ 2(a+b)>0 réwnoéé jest prawdziwa.
4ab < a® + 2ab + b
0< az — 9ab+ b2 @ 2. Uzasadnij, ze dla dowolnych liczb a,b > 0 zachodzi nieréwnos¢:
0< (a—b)? a) Tt < 3%, b) w37 < Vab.

Ostatnia nieréwnos$é¢ zacho-
dzi dla dowolnych liczb a,b, Przyktad 3
zatem wyjéciowa nierownoscé

e o Udowodnij, ze dla dowolnych liczb z i y prawdziwa jest nieréwnosc:
jest prawdziwa.

22% —2xy —2x+y*+1>0

b) g2y = 22
wry @0 .. . S, ..
* b < Vab Przeksztalcamy wyrazenie po lewej stronie nieréwnoéci:
atb X
ovab < atb 202 — 2oy —2x+ P+ 1=a2-2zy+y’ + 2> — 22+ 1= (x —y)? + (v — 1)?
Obie strony nieréwnosci pod- (x—y)*>01i (x—1)? > 0, wigc nieréwnos¢ jest prawdziwa.
nosimy do kwadratu:
dab < a® + 2ab + b* @ 3. Udowodnij, ze dla dowolnych liczb x i y prawdziwa jest nieréwnosé:
*
0 < a®—2ab+b? a) y? + 222 — 22y — 62+ 9> 0, b) 5%+ y? + 4 > dxy + 4a.
0< (a—0b)?
Ostatnia nieréwnogé zachodzi 3. a) Przeksztalcamy réwnowaznie wyrazenie po lewej stronie nieréwnosci:
dla dowolnych liczb a,b > 0, yv?— 2wy +a®+ 22 —6x+9=(y—2)?+ (z—3)>
zatem wyjsciowa nier6wnosc (y—2)2>0i (z—3)% > 0, wiec nieréwnosé jest prawdziwa.

jest prawdziwa. b) Przeksztatcamy nieréwnosé do postaci:

5z —day+y? —4dx+4>0
Przeksztalcamy réwnowaznie wyrazenie po lewej stronie nieréwnosci:
da? — Aoy +y? +2® —dr+4= (22 —y)? + (x — 2)?
(2z —y)®> > 01 (z — 2)% > 0, wiec nieréwnosé jest prawdziwa.

2. Jezyk matematyki



Liczby tréjkatne

Liczby: 1, 3, 6, 10, 15, to kolejne liczby tréjkatne. Zauwaz, ze n-ta liczba tréjkatna to suma

liczb naturalnych od 1 do n.
3 6 10 15

1. 400
1 3. 51

4. 1, 6, 15, 28, 45
Wzér na n-ta liczbe tréjkatna ma postac nin 2+ 1). ®

Liczby kwadratowe

1=12
g9 838 EE
1 4 9 16 25

1+3+5+7=42

El Zauwaz, ze n-ta liczba kwadratowa jest suma n poczatkowych liczb nieparzystych
(rysunek po prawej). lle jest rowna suma dwudziestu poczatkowych liczb nieparzystych?

K Wykaz, ze dla n > 1 n-ta liczba kwadratowa jest suma dwéch kolejnych liczb tréjkagtnych.

Liczby pieciokatne
1 5 12 22 35

El Korzystajac z podanego obok wzoru,

oblicz szésta liczbe pieciokatna. n-ta liczba r-katna wyraza sie wzorem:

A Oblicz pieé kolejnych liczb szesciokatnych. r-2)- nn-1, .
Podaj ich ilustracje graficzna. 2

N ..

2. Niech n € N.
inn+ 1) +in+1)(n+2)=2n+1)(n+n+2)=in+1)2n+2) =
=(n+1)(n+1) = (n+1)% - jest to liczba kwadratowa

Twierdzenie Diofantosa
Jezeli liczbe trojkatna pomnozymy przez osiem i powiekszymy o jeden, to otrzymamy
liczbe kwadratows.

Dowéd
Niech n € N.

in(n+1)-8+1=4n’ +4n+1= (2n+1)?

— jest to liczba kwadratowa

Liczby wielokgtne 97 I



Uczen:

— oblicza warto$¢ bezwzgledna
danej liczby,

— upraszcza wyrazenia
z wartoscig, bezwzgledna,

— rozwiazuje elementarne
roéwnania i nieréwnosci
z wartoscig, bezwzgledna,
stosujac interpretacje
geometryczng,

— zaznacza w ukladzie wspot-
rzednych zbiér punktéw,
ktérych wspotrzedne (z, y)
spelniaja warunki zapisane
za pomocy wartosci bez-
wzgledne;j.

Cwiczenie 1
a) 5

b) 5

c) V31
d)3-3
e) 3v2— 4
f) 5—2v5
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2.10. Wartos¢ bezwzgledna

Definicja
Liczbe |a| zdefiniowang za pomoca wzoru:

a jesi a>0
|a| =

Oznaczenie |a| wprowadzil Karl
Weierstrass w 1841 roku.
Zwr6é uwage, ze |a| jest zawsze
liczba nieujemna: |a| > 0 dla
dowolnego a € R.

—a jesli a<0

nazywamy wartoScig bezwzgledna liczby a.

Przyktad 1

a) |3,5] = 3,5 b) [-3,5| = —(—3,5) = 3,5 o) [1-v2|=v2-1
Cwiczenie 1

Podaj wartos¢ bezwzgledna liczby.

a) b b) —5 c)V3—1 d)v3-3 e) 4 —3v2 f) 5 —2v5

H Interpretacja geometryczna wartosci bezwzgledne;j

Wartos¢ bezwzgledna liczby x to jej odleglosé na osi liczbowej od liczby 0.
7 7

! i ]
-7 0 7

Liczby —71 7 leza w tej samej odlegtosci od 0 na osi liczbowej i maja te sama
warto$é¢ bezwzgledna, réwna 7.
-7 =7 i |7]=7 Dla dowolnego a € R:

|—al = |al
Przykfad 2
Rozwiaz réwnanie |z| = 3.
Poniewaz zgodnie z interpretacja geometryczng wartosé bezwzgledna liczby «
jest rowna jej odleglosci na osi liczbowej od 0, jedynymi liczbami spetniajacymi
réwnanie sa —3 oraz 3.

p 3 i 3 q
! | I
-3 0 3
Cwiczenie 2
Podaj, dla jakich wartosci x spelnione jest rownanie.
a) |z =2 b) |z| =10 c) |z|=0 d) |z =-3
Cwiczenie 2

a)rz=-2lubz=2
b) z = —10 lub z = 10
c)z=0

d) brak rozwigzan



Cwiczenie 3
Ktoéra z liczb x, y ma wigksza warto$¢ bezwzgledna?
a) x=7,y=—6 b) x =-10,y = —12 c) x=-8,y=0

Przypomnijmy, ze:
Vil =adaa>0 Dla dowolnego a € R:

Ve =
VaZ=—adlaa<0 @ = lal

Na przyktad: V52 = |5| = 5 oraz /(—5)2 = |-5| = 5.

Cwiczenie 4
Oblicz.

a) \/(V3-2)° b) /(4-2v3)° o) /(2v3-3v2)’

Korzystajac z interpretacji geometrycznej, mozemy rozwiazywac niektore nie-
rownosci z wartoscia bezwzgledna.

Przyktad 3

a) Rozwiaz nieréwnosé |z| < 5.

Zaznaczamy na osi liczbowej zbior tych liczb x, ktoérych odlegtosé od 0 jest
mniejsza od 5.

I L
-5 0 5

Nieréwnosé jest spelniona dla —5 < x < 5, zatem x € (—5;5).
b) Rozwiaz nieréwnosé |z| > 2

Zaznaczamy na osi liczbowej zbior tych liczb x, ktérych odlegtosé od 0 jest
wigksza lub rowna 2.

S — —
—2 0 2
Nieréwnos¢ jest spetniona dla z < —2 oraz dla x > 2, zatem:

x € (—o0;—2) U (2;00)

Cwiczenie 5
Rozwiaz nier6wno$¢ i zaznacz na osi liczbowej jej zbior rozwiazan.
a) |z| <8 b) |z| < V2 c) |x| >3 d) |z| >

Cwiczenie 6
Rozwiaz nieréwnos¢.
a) x| >0 b) || <0 c) x| >0 d) [z] <0

Cwiczenie 6
a)z€R b)xz=0 c¢)xzeR\{0} d)sprzeczna

Cwiczenie 3
a)z b)y ¢)z

Cwiczenie 4

a) [V3-2=2-3

b) 4 —2v3| =4—-2V3

) [2v3-3V2|=3vV2-2V3

Cwiczenie 5

a) z

€ (=88)

b) z € (— \/_\/_>

<) x
d)

€ (=005 =3) U (3;00)
€ (=00; =m) U (7; 00)

2.10. Wartos¢ bezwzgledna



Odpowiedzi do zadan

1. a) o+ |z| =0, z — 2|z| = —

b) z + |z| =0,
z —2lz| =12 - 66

¢) =+ |z| = 122 — 16,

z—2lz| = —6v2+8
d) z + |z| =0,
x — 2|z = 31 — 6/3

dz=-1z=1
e)z=—-1z=1
f) 2 =-8, =

glz=-1z=1
hyz=-4,2=4

3. a) |z| > -7 dla z € R,
|z < =7 dlaz e
b) |z| > —3 dla z € R,
|x|<—3dlax€®

4. a) (—4,-1)U (1;4), 4
b) (- 6,0) (0;6), 10
c) (—5;—2) U (2;5), 8
d) (—m; —3) U (3;m), 2
e) (—3;—3)U(3;3), 4
f) (—6;—v3)U (V3;6), 1
g (—5-HU3)4
h) (—5; —v/2) U (V2;5),

5.a) 5—25 b)\/i—l

8. a) Y

0)
b) Y
0]
c) Y
@)

2. Jezyk matematyki

Zadania

D] e.

6.

7.

Oblicz = + |z| oraz x — 2|x|.

a) = -3 b)r=4-2V6 ¢ z=6y2-8 d)z=7-2V3
Wyznacz liczby spelniajace rownanie.

a) 2lr| =8 c) 2x| =4 e) 3lx|+6=7 g 3-2z[]=1
b) x| =7 d) —=3lz| = -2 f) 3z -1=3 h) 9—2jz] =6

Ktéra nieréwnosé jest spetniona dla wszystkich liczb rzeczywistych, a ktéra
nie zachodzi dla zadnej liczby rzeczywistej?

a) |z| > =7, |z| < =7 b) |z| > =3, |z| < -3

Zbiér rozwigzan nieréwnosci zaznacz na osi liczbowej i zapisz w postaci
sumy przedzialéw. Ile liczb catkowitych nalezy do tego zbioru?

<lef<5  e) d<ol<3

<lel<m ) VB3<[z[<6

a) l<|z]<4 «¢) 2
b)0<|z|]<6 d)3

g) 3 <zl <3

h) V2 <lz[ <5

Oblicz.

2) /(2 V5)

Uzasadnij, ze:

2+\/(7—3\/5)2 b) \/(2f—3)2+\/(3\/’—42

a) V6—4v2=1]v/2-2], c) V24 -8V5=12-2V5],
b) V7 —4V3=|V3 -2, d) V21 —12v3 =3 — 2V/3]|.

Do kazdego z przedstawionych zbioréw punktéw ptaszczyzny dopasuj wa-
runki, ktore spelniajq wspdlrzedne (z,y) tych punktéw.

Lijz|>2 1 |yl < IL [z >2 1 |y| > IML. |z <2 1 |y <1
A Y B Y C Y
O| 1 X O 1 X Ol 1 X

Zaznacz w ukltadzie wspotrzednych zbior punktow ptaszczyzny, ktérych
wspolrzedne (z,y) spelniaja podane warunki.

a) |z <51 |y/<1  b)la|<3 i |y >2

a) VTI+4/3=V3+4/3+4=1/(vV3+2)"=|V3+2|
b) VT—4/3=13-4/3+4=1/(v3-2)" =|V3-2|
) VIT+12v2 =9+ 122+ 8=/ (3+2v2)" =3+ 2V2|

d) V21— 12v3 =19 - 123+ 12 =/ (3—2V3)* = [3—2V3|
I-BII-C, 1~ A

¢) 1< |z <3 i |yl <4




Zastosowanie wartosci bezwzglednej w dowodach

Przyktad 1
Wykaz, ze liczba a = (2 — 3\/5)2 —3v2 jest catkowita.

Zauwaz, 7e \/ (2 —3v2)" = [2 - 32| = 3v2 — 2.
Stad a =3v2 —2—3v2= -2, czylia € Z.
Przyktad 2

Wykaz, ze liczba /11 — 6v/2 + /2 jest calkowita.

Wyrazenie 11 — 61/2 prébujemy zapisaé¢ jako kwadrat réznicy metoda prob
i btedéw:

(1-v2)' =1-2V24+2=3-2/2#11-6V2

(1-3v2)" =1-6V2+18=19—6v2 # 11 — 62
(3-v2)"=9-6v2+2=11-62
VII—6v2+v2=1/(3-v2) + V2= [3- V2| +v2=3-v2+v2=3,

czyli dana liczba jest catkowita.

Przyktad 3
Wykaz, ze liczba a = VAa+2V3-V4-2V3 jest wymierna.

Aby wykazaé, ze liczba a jest wymierna, mozemy postapi¢ na jeden z poniz-
szych sposobdéw.

o Obliczamy kwadrat liczby a:

a* = <\/4+2\/§—\/4—2\/§)2_

:4+2\f—2\/(4+2\/§)(4—2¢§)+4—2\/§:
—8-2/16—-12=8—-4=14

Poniewaz a > 0, otrzymujemy a = 2 — jest to liczba wymierna.

o Zauwazamy, ze 4 + 2v/3 = (v/3 4 1)? oraz 4 — 2v/3 = (v/3 — 1)? (sprawdz),
czyli:

a=/(VB+ 12—\ J(VB-1)2 = [VB+1| - [VB-1| = VB+1—(VB-1) =2

co oznacza, ze a jest liczbg wymierna.

[D] 1. Wykaz, ze:
a) V7T+4V3+V12-6V3=5, D) 3v/11+6v2— /19 — 612 = 10.

1. a) \/3+4\/§+4+\/3—6\/§+9:\/(\/§+2)2+\/(\/§—3)2:
=V3+2/+|V3-3=v3+2+3-V3=5
b) 3\/9+6\/§+2—\/18—6\/54—1:3\/(34-\/5)2—\/(3\/5—1)2:
=3134+v2|—|3v2—-1]=9+3vV2-3v2+1=10

Zastosowanie wartosci bezwzglednej w dowodach 1071 Fmmmmms



bezi 2.11. Wiasnosci wartosci bezwzglednej

— stosuje podstawowe wlasnosci
wartosci bezwzglednej,

— korzystajac z whasnosci Wartos¢ bezwzgledna liczby a jest réwna
wartosci bezwzglednej,
rozwiazuje proste rownania
i nieréwno$ci z wartoscia

la —b| = |b—al
Odlegltos¢é miedzy liczbami a
i b na osi liczbowej jest taka

jej odleglosci na osi liczbowej od 0.
Ogodlnie odlegtosé¢ na osi liczbowej miedzy

bezwzgledna, liczbami a i b jest réwna |a — b|. ) J JESL
_ korzystajac z wlasnosci | la — b] sama jak odlegto$¢ miedzy
wartosci bezwzglednej, c‘z ZL liczbami b i a.
upraszcza wyrazenia
z wartoscia bezwzgledna.
Przyktad 1

Rozwiaz réwnanie |x — 3| = 5.

Szukamy na osi liczbowej takich liczb x, ktorych odlegtosé od 3 wynosi 5.

5 5
Iy Iy I\
—2 3 8
Zatem x = —2 lub x = 8.  Sprawdzenie:
dla z = —2: |-2 - 3| =|-5| =5,

dlaz =8: [8—3| =15 =5.
Przyktad 2
Rozwiaz réwnanie |z 4+ 4] = 3,5.
Roéwnanie zapisujemy w postaci: |x — (—4)| = 3,5 i szukamy na osi liczbowej
takich liczb x, ktérych odlegloé¢ od —4 wynosi 3,5.

3,5 3,5
| I\ 1
75 ) 0,5
Zatem r = —775 lub r = —0’5, Sprawdzenie:
dlaz=—75 |-7,5+4] =|-35| =35,
dlaz = —05: |—0,5+4| = [3,5] = 3,5.
Przyktad 3
Rozwigz réwnanie |aj — 4| = 9. la] > 0 dla dowolnego a € R.
L i Réwnanie jest sprzeczne (nie ma rozwiazan).
Cwiczenie 1
a)z=—llubz=5 Cwiczenie 1
b)) z=05lubz =75 Rozwiaz réwnanie.
c) x=—-8lubxz=—-4
_ _ _ 11
d) o =5lubz=7 a) [t —2/=3 c) |z+6]=2 e) 2+ =3 g) |[z+31=1
e) z=-2-13 b) |z —4| =35 d)6—z|=1 f) |z +1]=-1 h) [x+9]=0
lubz = —2++/3 i
f) sprzeczne @ Cwiczenie 2
gr=—-2lubz=1 Korzystajac z interpretacji geometrycznej wartosci bezwzglednej, uzasadnij,
h) z = —9 ze liczba %22 jest jedynym rozwiazaniem réwnania |z — a| = |z — b|.
Cwiczenie 2
|z — al |z — b
[ | 1
a z b

|x — a| — odlegtosé z od a

|z — b| — odleglosé = od b

Jezeli a # b, to jedynym punktem réwno oddalonym od a i b jest “T“’.
Jezeli a = b, to réwnanie jest tozsamosciowe.
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Przyktad 4

Rozwiaz nieréwnosé |z — 2| < 5.

Szukamy na osi liczbowej takich liczb z, ktorych odlegto$é od 2 jest mniejsza
od 5.

-3 2 7
Zatem —3 < x < 7, czyli z € (—3;7).

Cwiczenie 3

Rozwigz nieréwnosé.

a) [z —7]<3 c) lx+6]>1 e) 9—x| <7 g) l[t+1| <01
b) |z —3| <7 d) |z +4| >4 £) 5+ >8 h) |z — 7| > V7

Przyktad 5
Rozwiaz nieréwnosé¢ va? — 6z + 9 + |z — 3| > 10.

Korzystamy ze wzoru

Vi =32+ ]z —3]>10 na kwadrat réznicy.
|z — 3|+ |z —3|>10 Va2 = |a]
2z — 3| > 10
lz—3|>5

Szukamy na osi liczbowej takich liczb x, ktérych odlegtosé od 3 jest wieksza
od 5 lub réwna 5.

-2 3 8
Zatem x < —2 lub z > 8, czyli x € (—o0; —2) U (8;00).

Cwiczenie 4
Rozwiaz nieréwnosé.
a) V/(x=T)2+]z-T7<5 b) Va? —dx +4+ |z —2| >3
Przyktad 6
Rozwiaz nieréwnosé |3z — 6] < 9. 1. |a-b| = |af - [b]
al _ |af

132 — 6] = [3(z — 2)| = |3||]z — 2| = 3|z — 2|, 2 03| =@ 070
zatem:

3l —2] <9

v —2| <3 —o s e

x € (—1;5)

Cwiczenie 3

a) z € (4;,10)

b) z € (—4;10)

c) z € (—o0; —7) U (—5; 00)
d) z € (—o0; —8) U (0; c0)
e) x € (2;16)

f) z € (—o0; —13) U (3;00)
g) = € (— 155 —15)

h) z € (—o0;0) U (2v/7;00)

Cwiczenie 4
a) z € (43;93)
b) z € (—o0; %) U (3%; 00)

2.11. Wiasnosci wartosci bezwzglednej



Odpowiedzi do zadan

1.a)z=2,2=06
b)z=-2,z=1
c)z=—-4,z=
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gto$¢é = od a jest mniejsza od

odlegtosci = od b, czyli x lezy

na lewo od srodka przedziatu

o koncach a i b, co oznacza, ze
+b

xr < aT.

2. Jezyk matematyki

Zadania

.|z —a| < |z — b|, gdy odle- @ 7.

[p] 8.

. Rozwiaz réwnanie.

a) |2z — 8| =4 c) |32 —1]=3 e) |10 —x| =4
b) |4z + 2| =6 d) [2z+4] =2 f) |1 —3z[=6
Rozwiaz nieréwnosé.

a) |20 +4| <8 d) [2-1z[ <1 g) |22 —4/ <0
b) 3z —9[>6 e) [2z+10]>5 h) |z +11] >0
c) 2z+ 3] >2 £) 10,75 + 2z < & i) |z —3]>-1

Rozwiaz réwnanie.

a) /(z+5)? =

b) /(B =) =

c) vz —2x+1=1
d) Vdx? +4x+1=3

e) \/1tz+a2=4

f) V922 — 120 +4=6
Rozwigz nieréwnosé.

a) [a < /(4 2v2)2 + /(4 - 3v2)2

b) |z +1] > \/(3— 2V/3)2 — \/(2\/5—2)2

Jakie liczby x spelniaja réwnanie?
a) lx—3|=2-3
b) |3z — 6] =6 — 3z

¢) |[r+v2|=—2 -2
d) Vx—22=2x-2

Upros¢ wyrazenie dla z < 0.

a) Va? +a b) V(w=3)? ~ Va2

Korzystajac z interpretacji geometrycznej wartoéci bezwzglednej, uzasad-

c) Vit —dx+4+x

nij, ze jesli a < b, to zbiorem rozwiazan nieréwnosci |x — a| < |x — b jest

przedzial (—oo; 4£2).

Wykaz, ze wyrazenie przyjmuje stale te sama wartos¢ dla podanych war-
tosci x.
a) |—z|+ 12—z —[3—2z|dlax > 2

b) Va2 +6z+9+|—z|— |2z —6| dla z < -3

Wykaz, ze jesli 0 < a < b, to Va+ b+ 2vVab — Va+b—2Vab = 2\/a.

.a) Jezelix > 2, to —z < 0 oraz 2 —x < 0, 3 — 2z < 0, zatem:
|—z|+2—z|—|3—22z|=—(-2z)— (2—2z)+ (8—-22)=2—2+2+3—-2z=1
b) Va2 + 62+ 9= \/(z +3)2 = |z + 3
Jezelix < -3, tox+3 <0, —z >0, —22 — 6 > 0, zatem:
le+3|+|—z|—|—-22—6]=—(x+3)+(—x)— (—22z—6) = —x—-3—z+2x+6=3

: \/a+2\/%+b—\/a—2\/%+b:\/(\/6+\/5)2—\/(\/‘—\/5)2:
= |va+ Vi - |va-vi| = va+vb+ (va-vb) =2va




2.12. Zagadnienia uzupetniajgce

B Logika matematyczna

Sposoby budowania zdan w jezyku, ktérym porozumiewamy si¢ na co dzien
sg okreslone przez reguly gramatyki. W matematyce podobna role odgry-
wajg reguly logiki matematycznej. Odnosza sie one do zdan, ktérym mozna
w jednoznaczny sposob przypisa¢ wartos¢ logiczng: prawdy lub falszu. Sto-
sowane sa oznaczenia: 1 (prawda), 0 (falsz).

Na przyklad:

a) V2 jest liczbg wymierng. falsz 0
b) Kazdy prostokat jest réwnoleglobokiem. prawda 1
c) Kazdy réwnoleglobok jest prostokgtem. fatsz 0

Uwaga. Reguly logiki mozna stosowac réwniez do zdan o tresci niematematyczne;j.

Ze zdan skladowych (bedziemy je oznaczaé literami: p,q,r,...) mozemy
tworzy¢ zdania zlozone przy uzyciu spéjnikéw logicznych: ,nie”, |lub”,
S, wjezeli..., to...”,  wtedy i tylko wtedy, gdy...”.

Negacja zdania

Rozpatrzmy dwa zdania: zdanie p i jego zaprzeczenie — zdanie Nieprawda,
Ze p, co zapisujemy ~ p. Na przyktad:
p: 7 jest liczbg ujemng.

~ p: Nieprawda, ze 7 jest liczbg ujemng. 1
Zdanie p jest falszywe, zdanie ~ p — prawdziwe.

p ~Pp
Zwr6e uwage, ze z dwoch zdan, pi ~p, 1 0 Jesli zdanie p jest prawdziwe,
zawsze jedno jest prawdziwe, a jedno to zdanie ~ p jest falszywe.
falszywe 0 1 Jedli zdanie p jest falszywe,

to zdanie ~ p jest prawdziwe.

1. Jezeli zdanie p ma posta¢ v/8 < 3, to zdanie ~ p ma postaé¢ /8 > 3.
Wartosci logiczne zdan p i ~p to odpowiednio 1 i 0.
a) Sformuluj zdanie ~ p, jezeli p ma postaé /625 # 25. Okresl wartosci
logiczne zdan p i ~p.
b) Sformutuj zdanie p, jezeli ~ p ma postaé 100 jest liczbg nieparzystq.
Okredl wartodci logiczne zdan p i ~p.

Odpowiedzi do zadan

1. a) Zdanie ~ p: v/625 = 25.
Wartoéci logiczne zdan pi ~ p
to odpowiednio 0 i 1.
b) Zdanie p:
100 jest liczbg parzystq.
Wartosci logiczne zdan pi ~ p
to odpowiednio 1 i 0.

2.12. Zagadnienia uzupetiajgce



Koniunkcja zdan

Niech p oznacza zdanie: Liczba 12 jest podzielna przez 2, a q zdanie: Liczba
12 jest podzielna przez 3. Zdanie p A q (p i q) bedzie brzmialo: Liczba 12
jest podzielna przez 2 i jest podzielna przez 3.

Przyjmujemy, ze zdanie pAq jest prawdziwe jedynie wtedy, gdy oba zdania
P, q sa prawdziwe.

P ¢ pAg Interpretacja fizyczna koniukcji zdan p A ¢ jest uktad

dwdéch wytacznikéw potaczonych szeregowo. Kazdy z wy-
1 tacznikéw moze byé wlaczony (stan 1) lub wylaczony
(stan 0). Przepltyw pradu nastapi tylko wtedy, gdy oba
wytaczniki sa w stanie 1.

/C /C A O 2 O

Oba wylaczniki w stanie 0  Oba wylaczniki w stanie 1

1 1

1 0 0
0 1 0
0 0 0

2. a) Zdania: p, g, p A q sa praw- 2. Zapisz zdanie p A q. Okresl prawdziwos¢ zdan p, ¢ oraz koniunkcji p A q.
S a) p: 2|20, ¢: 520 o) pr —2< (=2)° ¢2<2?
b) Zdanie p jest prawdziwe,
a zdanie q — falszywe. Zdanie b) p: 3[39, ¢: 9[39 d) p: V221 €Q, ¢ vV212€Q

A q jest falszywe. ;
b 74 J6Sh sy Alternatywa zdan
c) Zdanie p jest falszywe,

a zdanie ¢ — prawdziwe. Zda-

N S . Niech p oznacza zdanie: Liczba 92 jest podzielna przez 4, a q zdanie: Liczba

d) Zdania: p, g, pAq sa falszy- 92 jest podzielna przez 3. Wtedy zdanie p V ¢ (p lub ¢) bedzie brzmiato:

we. Liczba 92 jest podzielna przez 4 lub jest podzielna przez 3.
Zdanie pV q jest prawdziwe, gdy jest prawdziwe co najmniej jedno ze zdan
p,q.
p q v Interpretacja fizyczng alternatywy zdan p V q jest uktad
pva dwdéch wyltacznikow poltaczonych réwnolegle. Na rysunku
1 1 1 oba wylaczniki sa w stanie 0. Przeplyw pradu nastapi
wtedy, gdy ktérykolwiek z wytacznikéow zostanie wia-
1 0 1 czony (bedzie w stanie 1).
o 1 1 —
0 0 0 S

3. Podaj wartos¢ logiczna zdania.

a) (—6)> =36 V 62 =36 d) —vV2< -2V V/2>2
b) 192 = 361 Vv 19% = 381 e) |—al =la| V |—a|=-a
c) —2>—-1V (=2)?>(-1)? f) |-a|=a V |—a| = —|a

3. a) Zdanie prawdziwe (oba zdania sktadowe sa prawdziwe).
b) Zdanie prawdziwe — prawdziwe jest zdanie 19% = 361.
¢) Zdanie prawdziwe — prawdziwe jest zdanie (—2)? > (—1)%.
d) Zdanie falszywe (oba zdania sktadowe sa falszywe).
e) Zdanie prawdziwe — prawdziwe jest zdanie | — a| = |a].
f) Zdanie falszywe (oba zdania sktadowe sg falszywe).

2. Jezyk matematyki



Implikacja zdan

Zdanie: Jesli 1035 jest liczbg podzielng przez 9, to jest liczbg podzielng
przez 3 mozemy zapisaé¢ symbolicznie: 9]1035 = 3|1035. Jest to przyklad
implikacji. Zdanie p nazywamy poprzednikiem, a zdanie ¢ — nastepnikiem

implikacji p=-q.

b 9 P=4q
1 1 1
1 0 0
0 1 1
0 0 1

Implikacja jest falszywa tylko wtedy, gdy prawdziwy jest jej
poprzednik i fatszywy jej nastepnik.

Implikacja pojawia sie bardzo czesto we wnioskowa-
niu matematycznym. Zwré¢ uwage na dwa ostatnie
wiersze tabeli: wnioskowanie rozpoczynajace sie od
falszywego poprzednika jest zawsze prawdziwe.

4. Podaj wartos¢ logiczna poprzednika, nastepnika i implikacji.

a) 0>1=5=5

c) 412 = 2|12

b) 242=5=2+2=50 d) 525 = 1025

Réwnowaznos$é zdan

Roéwnowaznosé zdan p i ¢ jest to zdanie postaci:
p wtedy i tylko wtedy, gdy q (sformulowanie ,wtedy
i tylko wtedy, gdy” oznaczamy symbolem <). Zda-
nie p < q jest prawdziwe, gdy oba zdania p,q maja
te sama wartos¢ logiczna. Na przyktad:

a) —3 < 2 & 2 < 3 - réwnowazno$é jest prawdziwa,

zdanie zdanie
prawdziwe prawdziwe

b) =3 > 2 < 2 > 3 — réwnowazno$¢ jest prawdziwa,
zdanie zdanie
falszywe falszywe

¢) (=3)* = 3% & (—3)% = 3% — réwnowaznosé jest falszywa.

zdanie zdanie
prawdziwe falszywe

5. Podaj wartos¢ logiczna kazdego ze zdan sktadowych i zdania zlozonego.

0) (-3)° =3 (-3)' =

a) 2+2=5 & 1<0

p q9 p<=q
1 1 1
1 0 0
0 1 0
0 0 1

34

b) V52 =5 < /(-5)2=-5 d) (—2)° =2% & (-2)° = 2°

5. a) Obydwa zdania falszywe, réwnowazno$é prawdziwa.

b) Pierwsze zdanie prawdziwe, drugie falszywe, réwnowaznosé¢ falszywa.

¢) Obydwa zdania prawdziwe, réwnowaznos$é prawdziwa.

d) Pierwsze zdanie falszywe, drugie prawdziwe, réwnowaznos¢ falszywa.

4. a) Poprzednik falszywy,
nastepnik prawdziwy,
implikacja prawdziwa.

b) Poprzednik falszywy,
nastepnik falszywy,
implikacja prawdziwa.

¢) Poprzednik i nastegpnik
prawdziwe,

implikacja prawdziwa.

d) Poprzednik prawdziwy,
nastepnik falszywy,
implikacja falszywa.

2.12. Zagadnienia uzupetiajgce



8. Dla trzech zdan: p, ¢ i r
wszystkie mozliwosci spraw-
dzamy w tabeli, ktorej pierw-
sze trzy kolumny wygladaja
w nastepujacy sposéb:

p q r

1 1
1 1 0
1 0 1
1 0 0
0 1 1
0 1 0
0 0 1
0 0 0

a) i e) nie sg prawami rachun-
ku zdan.

2. Jezyk matematyki

Prawa rachunku zdan

Sposrdéd zdan ztozonych, ktére mozemy zapisaé za pomoca spojnikow:
~, V, N\, =, &, szczegbdlng role odgrywaja zdania, ktorych warto$é lo-
giczna zawsze jest rowna 1 (sa zawsze prawdziwe). Takie zdania nazywamy
prawami rachunku zdan.

Przyktad 1
Wykaz, ze zdanie: ~ (p A q) < ((~p)V (~ q)) — zaprzeczenie koniunkcji
jest rownowazne alternatywie zaprzeczen — jest prawem rachunku zdan.

W tym celu sporzadzamy tabele.

p g pAg ~AG ~p ~q (~p)V(~qg) ~@AG S ((~p)V(~4)
11 1 0 0 0 0 1
1.0 0 1 0 1 1 1
01 0 1 10 1 1
00 0 1 11 1 1

W ostatniej kolumnie, bez wzgledu na wartos¢ logiczna zdan p i q, zawsze
otrzymujemy, ze zdanie jest prawdziwe, zatem jest ono prawem rachunku
zdan. Zdanie to jest znane jako jedno z praw De Morgana.

@ 6. Wykaz, ze zdanie jest prawem rachunku zdan.

[b] 7.

~ (p V q) - ((N p) A (N q)) drugie z praw De Morgana

Wykaz, ze zdanie jest prawem rachunku zdan.

a) (N p) Vp prawo wylaczonego srodka
b) ~ (N p) =p prawo podwdjnego przeczenia
C) ~ (pA ~ p) prawo sprzecznosci

d) » A (p = q)] = q prawo odrywania

[
(p = q) = (N q=r p) prawo transpozycji
~ (p = q) = (p/\ ~ q) prawo zaprzeczenia implikacji

8. Sprawdz, czy podane zdanie jest prawem rachunku zdan.
a) (p=>~q)=(~qg=~p) d) (=g AN(g=r)=(=r)
b) [(p=a)AN~q=~p e) (pvaAlp=r)=(¢g=r)
¢) [(~pV~g Apl=~gqg f) (prhg)=r)e (= (q=71))
6.
pla|pva|l~®Va)|~p|~qg|(~pP)A(~q) | ~(pVae e ((~p)A(~q)
1|1] 1 0 0] o 0 1
1o 1 0 0| 1 0 1
ol1] 1 0 1|0 0 1
olo]| o 1 1|1 1 1




Zestawy powtdrzeniowe

M Zestaw |

1.

Wiréd 180 studentéw przeprowadzono ankiete dotyczaca znajomosci je-
zykow obcych. Otrzymano nastepujace wyniki: 90 studentéw zna jezyk
angielski, 81 — niemiecki, 75 — rosyjski, 45 — angielski i niemiecki, 25 — an-
gielski i rosyjski, 20 — niemiecki i rosyjski, a 4 — wszystkie trzy jezyki. Ilu
sposréd ankietowanych studentéw nie zna zadnego z tych jezykow?

Dane sg zbiory: A — zbiér liczb naturalnych mniejszych od 15, B — zbiér
liczb naturalnych podzielnych przez 3, C' = {2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19},
D — zbiér liczb naturalnych, ktére przy dzieleniu przez 4 daja reszte 1.
Wypisz wszystkie elementy zbioru:

a) AN B, ¢c) ANBNC, e) An(D\ B),

b) A\ C, d) A\ (BUC), f) A\(B\D)
Wyznacz zbiory: ANB, AUB, A\ Bi B\ A.

a) A= (-14), B=(2;5) d) A= (-00;0)U(1;2), B =(0;4)

b) A=(2;7), B=(3;5) ) A= (—00;—1)U(3;5), B =(-2;4)
c) A=(-4;2), B=(2;9) f) A=(-1;2)U(5;00), B =(0;5)
Wykonaj mnozenie.

a) (a+2b+3)(a—2) d) —4(2? — 2y)(22% — y)

b) (2a — b+ ¢)(2a — 3b) e) 2x(3x? — 2y)(2y — 3z?)

c) (a+2b—3c)(2a — 3b) f) (z+y)(@*+y?*)(z —vy)

Wskaz liczbe catkowita k, dla ktérej = € (k; k+ 1).

a) =17 b)ox=y-25 c)r=(3-2V/2)?% d)r=+27-10/2
Ile liczb naturalnych spelnia nier6wnosé?

REETP G oy to
bjroSts 2ol g izofa>i ot

Zaznacz na osi liczbowej zbiér liczb spelniajacych obie nieréwnoséci.

a) |z >11|z[<9 Db)|z[>22i|lzr—-2/<4 o) |z|<4di|z+1]>2
Dane sg zbiory: A={z € R:|x—3] <4}, B={x € R: |z +2| > 3}
i C={xeR:|z| >3} Zaznacz na osi liczbowej zbior:
a) ANB, b)A\B, ¢ B\A, d)(AUC)\B, e (A\B)UC
.a) a®>+2ab+a—4b—6 7. a) (-9;—-1)U(L;9) b) (2;6)
b) 4a® — 8ab + 3b> + 2ac — 3bc c) (=4-3)U(1;4)
¢) 2a® + ab — 6b*> — 6ac + 9bc 8. A= (-1;7),
d) —8z* + 2022y — 8y? B = (—00; —5) U (1; 00),
e) —18x° + 242y — 8xy? C = (—o00;—=3) U (3;00)
£) 2t —y* a) ANB=(1;7)
a)2 b) —3¢)0 d)3 b))giizg_l;l)@ 7o)
. 71; 8 liczb naturalnych ¢ = (7003 —0) U300
Mo Tmb b I ) (4U0)\ B = (-5-3) U (-1 1)
)< 753 8 leab naturaluye ¢) (A\B)UC = (~o0; ~8)U(~1;1)U(3; o0)
¢) = < 22; 3 liczby naturalne
d) z < 416, 5 liczb naturalnych

Odpowiedzi do zadan
1.

A N

[
A
=

R

Nie zna zadnego z tych jezy-
kéw:
180 — (24 + 20 + 34 + 41 +
+16 +21 4+ 4) = 180 — 160 =
= 20 studentow.

2. a) {0,3,6,9,12}
b) {0,1,4,6,8,9,10,12, 14}
c) {3} d){1,4,8,10,14}
e) {1,5,13}
f) {1,2,4,5,7,8,9,10,11,
13,14}

3. a) AN B = (2;4),
AUB = (-1;5),
A\B = (-1;2), B\A = (4;5)
b) AN B = (3;5),
AUB = (%7),
A\ B = (2;3)U (5:7),
B\A=10
c) AnB={2},
AUB = (—4;9),
A\ B =(-4;2),
B\ A=(29)
d) AnB = {0} U (1;2),
AUB = (—o0;4),
A\ B = (—00;0),
B\ A= (0;1)U(2;4)
e) ANB = (—2;—1) U (3;4),
AU B = (—00;5),
A\ B = (—00; —2) U (4;5),
B\ A=(-13)
f) An B =(0;2),
AUB = (~1;5) U (5;00),
A\ B = (~1;0) U (5; 0),
B\ A=(2;5)

Zestawy powtorzeniowe



O

.a) X=Z b)X=Y

c) X=Y
- a) A=(-2;0)U(0;2),
B = (—o0; )U( o),
zatem A C

b) A = (—o0; —4) U (2; 00),
B = (—o0; 5) (11; o),
zatem B C A.

¢) A=(-3;-1)U(L;3),
B = (-3;13),

zatem A ¢ Bi B ¢ A.

a) —2+2v3 b) 8+ 76
c) —24+6\/§ d) —22v/5+40

f) 242
g)4+4\/_ h)48—16\/_
)( > 275
c ( > d) 0

)

) ( o3 2) f) (—00;1)
a) 35 punktow
Y

)

1
=

o] 1 X

b) 8 punktéw

==y

c) 24 punkty

=y

d) 0 punktéw

a) Niech p =4z + 1
iqg=4y+ 3, gdzie z,y € Z.
Stad p? = 162> + 8z + 1 =
= 4(42® + 22) + 1,

¢ =16y +24y +9 =

=44y + 6y +2) + 1
Zatem reszty z dzielenia liczb
p? i ¢° przez 4 sy réwne 1.

2. Jezyk matematyki

Vv

B Zestaw I

1.

[b]e.

6.

Wsrod zbiorow: X, Y, T wskaz pare zbioréw rownych.

a) X =(—42)NZ Y={zxeZ:2?<4}, T={-3,-2,-1,0,1,2}
b) X = (3T)U{T} ¥ = &1\ {2}, T = (24U 4T)

¢) X={xeN:|z|<6}, Y=(-7;7NN, T=N)\ (5;8)

Sprawdz, czy prawdziwa jest ktéras z zaleznosci: A C B, B C A.
a) A={zeR:0<|z| <2}, B={zeR:|xz—5|>1}

b)) A={zeR: |z +1| >3}, B={zecR: |22 —-6]> 16}

c) A={zeR:1<|2|] <3}, B={z€R: V22— 10x + 25 < 8}

Oblicz.
a) (V2+v6)(2v2 —6) e) (2v3 -2+ (23 + V2)?
b) (V3+2v2)(4v3 - V2) f) (V6+2v3)? — (V6 —2v3)?
¢) (V6 —2v3)(2v6 +6V3) g) (V6+v2)?— (V6 —v2)(V6+2)
4) (5v3 — 2/T0)(—3vT0 - 2v3)  h) (v — V3)(WI0 — V22 (V3 + V)
Zaznacz na osi liczbowej zbiér liczb spetniajacych obie nieréwnodci.
r—1>1_y . 2—2?—(—2)2<6—2(x+4)?
i {< Spromese U (o (6o s U 0k
b){im_(é_%x)>x_% ) —4(4—x)? <8—(4—2x)?
2 2 ¢ z-1)* V2z—4)(V2z
2-2)?2<(z+1 Go 1) (2o )2ed) 0,25
; %_?<1 . ﬁ+4x(l—x)>\/§x—(1—2x)2

1— 4
. xQ—L—2x>2x—(3—x)Q

Zaznacz w ukltadzie wspotrzednych zbior punktow ptaszczyzny, ktérych
wspOlrzedne (x,y) spelniaja podane warunki. Ile punktéw o obu wspél-
rzednych calkowitych nalezy do tego zbioru?

a) |z <31 |y <2 ) 1<|z]<21 1< |y <3
by1<|z|<4 1 |y <1 d)o<|z|<3 i l<|yl <2

a) Liczby p 1 ¢ przy dzieleniu przez 4 daja reszty odpowiednio: 1 i 3.
Wykaz, ze reszty z dzielenia liczb p? i ¢® przez 4 sa réwne.

b) Liczby p i q przy dzieleniu przez 5 daja reszty odpowiednio: & i [, gdzie
k < I, a reszty z dzielenia liczb p? i ¢* przez 5 s réwne. Wyznacz k i [.

b) Niech p =5z + ki q= 5y + 1, gdzie z,y € Z oraz k < [.

Stad p® = 2522 4 10kx +k? = 5(52% + 2kz) + k2 i analogicznie ¢> = 5(5y2 +2ly) +1°.
Przy dzieleniu przez 5 mozemy otrzymac jedng z reszt: 0, 1, 2, 3, 4.

Z zalozenia k < I, czyli k € {1,2,3} oraz | € {2,3,4}. Reszte 0 wykluczyliSmy
z rozwazan, poniewaz oznaczaloby to, ze liczby p? i ¢ sa podzielne przez 5, a co za
tym idzie p i ¢ réwniez bytyby podzielne przez 5, a to jest sprzeczne z zatozeniem
k<L

k=1:p> =505z +2x)+1, k=2:p* =55z +42) +4
k=3:p?=5(52%+6z)+9=>5052>+6z+1)+4

1=2:¢>=5(y°+4y)+4, 1=3:¢>=55y>+6y+1)+4
I=4:q¢*=55y>+8y)+ 16 = 5(5y> + 8y +3) + 1

Zatem k=1il=4lubk=2il=3.



Sposaéb na zadanie @

Przyktad 1
Uzasadnij, ze reszta z dzielenia przez 3 sumy kwadratow trzech kolejnych liczb
naturalnych jest réwna 2.

Rozpatrzmy trzy kolejne liczby naturalne: n, n+ 1, n+ 2, gdzie n € N. Suma
kwadratéw tych liczb:
S=n"+n+1)>+(n+2)>=

=n’4+n*+2n+1+n°+4n+4=

=3’ +6n+5=3n"+2n+1)+2
Poniewaz n* + 2n + 1 jest liczba naturalna, reszta z dzielenia S przez 3 jest
rowna 2.
o Zauwaz, ze w celu wykazania, ze reszta z dzielenia liczby S przez 3 jest
rowna 2, liczbe te przedstawiliSmy w postaci 3k + 2, gdzie k € N.

« Konieczne jest rozumowanie dotyczace dowolnych kolejnych trzech liczb na-
turalnych. Sprawdzenie dla konkretnych liczb, np.:

127422432 =14+449=14=3-4+2
czy:
11241224+ 132 =121+ 144+ 169 =434 =3 - 144 + 2

nie jest wystarczajacym uzasadnieniem.

Przyktad 2
Uzasadnij, ze reszta z dzielenia przez 4 sumy kwadratow trzech kolejnych liczb
nieparzystych jest rowna 3.
Trzy kolejne liczby nieparzyste mozna zapisa¢ w postaci 2n+1, 2n+3, 2n-+5,
gdzie n € Z. Rozpatrywana sume oznaczamy przez S.
S=2n+1)*+ (2n+3)*+ (2n+5)? =

= (4n®+4n+ 1)+ (4n* + 12n + 9) + (4n> + 20n + 25) =

=12n* +36n + 35 = 4(3n* +9n +8) + 3
Poniewaz 3n? + 9n + 8 jest liczba calkowita, reszta z dzielenia S przez 4 jest
rowna 3.
e Zauwaz, ze w celu wykazania, ze reszta z dzielenia liczby S przez 4 jest
rowna 3, liczbe S przedstawiliSmy w postaci 4k + 3, gdzie k € Z.
o Konieczne jest rozumowanie dotyczace dowolnych kolejnych trzech liczb
nieparzystych. Podobnie jak w przykladzie 1 sprawdzenie dla konkretnych
liczb, np.:

1?4+3+5°=14+9+25=35=4-8+3

(=724 (=5)2+(-3)>=49+25+9=83=4-20+3

nie jest wystarczajacym uzasadnieniem.

czy:
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1. A= {1,4,9,16,25, 36, 49, 64,
81,100, 121, 144, 169, 196,
225,...}

B =1{1,8,27,64,125,216,...}
B\ A= {8,27,125,216,...}
Do zbioru B \ A naleza trzy
liczby mniejsze od 200.

2. —x < ﬁ, czyli
x>/2+1
Jednoczegnie
2<V2+1<3

3 Va+vb | ab _ 1
" a-b " a-vb  ab

5. (z—y)(z+y) = 48, zatem z—y
i 4y sa naturalnymi dzielni-
kami 48,

T —y < x+y oraz sg tej samej
parzystosci, czyli:

B=1 =2
{x+y=24
lub

z—y=4
{x+y=12
lub

r—y==6
{x—l—y:8

Stad x =13, y = 11
lubz=8,y=4
lubx =7, y=1.

10. A.z = —-8lubxz =4
B.z=-3lubz=5
C.x=-3lubzx=1
D.z2=0lubx=6

11. A. z € (—4;6)
B.z € (2;4)
C.ze(—4-2)

D. z € (—4;8)

2. Jezyk matematyki

@ Zadania testowe

Rozwiaz zadania i zapisz odpowiedzi w zeszycie. W kazdym zadaniu tylko
jedna odpowiedz jest prawidtowa.

1. A jest zbiorem kwadratéw liczb naturalnych, a B — zbiorem ich szescianow.
Tle liczb mniejszych od 200 nalezy do zbioru B\ A?

A.5 B. 4 C.3 D. 0

2. Najmniejsza liczba catkowita spelniajaca nieréwnos$é —x < ﬁ jest:

A. 4, B. 3, C. 2, D. 0.
.. Ja+vb _ a-b _ s . . .
3. Wyrazenie P dlaa=3+vV2ib=3-V2 jest rowne:
A. ; B. 6, C. 9, D. 2V2.

4. Liczba 7 nalezy do przedziatu:
A. (—00;3,14), B. (—o0;3,14), C. (3,14;00), D. (m;00).

5. Tle jest par liczb naturalnych (z,y) takich, ze x* — y* = 487

A. 3 B. 5 C. 10 D. 12

6. Jesli liczbe (6 — 3v/3)% — (5 — 2v/3)? zapisano w postaci a + by/3, gdzie
a,b € Z, to:
A. b= —16, B. b — 16, C. b= —56, D. b= 56.

7. Réwnanie (v2z +1)% = 2(2® + x + 1) spehia liczba:
A 1(v2+1), B.i(v2+1), C.i(v2-1), D.i(v2-1).

8. Liczba a — (V6 — v/3)? jest liczbg wymierna dla a réwnego:

A. —6V2, B. —3V/2, C. 3V2, D. 6v2.
9. Dla z = —4 prawdziwa jest réwnosc:

A. |z — |zl =38, C. |-z —[—z|[ =38,

B. |z + |z|| =4, D. |[x — |-z|| = 0.

10. Do przedzialu (—2;6) naleza wszystkie rozwiazania réwnania:
A.|z+2/=6, B.|z—1=4, C.|z+1]=2, D.|z—3|=3.

11. Doktadnie trzy liczby calkowite spelniaja nieréwnoscé:
A jz—1/<5 B.jz—3]<1, C.lz+3]<1, D.|z—2|<6.

o

. 36 — 36v/3 + 27 — (25 — 20v/3 + 12) = 26 — 16v/3
L2202 +2v22 +1 =222 + 22+ 2

_ Do VZtl _ V3
(Qﬁ—Q)x_l,czyllx_%flTl).ﬁ_ Zi

! a—(\/é—\/g)Zza—Q—l—G\/i

~

o]



Przed obowigzkowa matura z matematyki @

B Zadania kroétkiej odpowiedzi

Zadanie 1 (2 pkt)
Oblicz warto$¢ wyrazenia (z —4y)? — (dy +z)* dlaz =1 iy =

~[

Zadanie 2 (2 pkt)
Zapisz w postaci przedziatu zbiér rozwiazan nieréwnosci:
(3 —2x)? < (22 — V3) (V3 + 2z)
[0] Zadanie 3 (2 pkt)
Uzasadnij, ze réznica kwadratéw dwoch kolejnych liczb nieparzystych jest po-
dzielna przez 8.
[0] Zadanie 4 (2 pkt)
Uzasadnij, ze dla dowolnych liczb a, b spelniona jest nieréwnosé a® > b(2a—b).

Zadanie 5 (2 pkt) )
Ile liczb catkowitych @ spelnia warunek (2 —+/3) < |z] < 97

B Zadania rozszerzonej odpowiedzi

Zadanie 6 (4 pkt)
Dane sg zbiory A = {x ceR:3—-z< 17—%} oraz B = (—5;5). Wyznacz zbiér
B\ A.
@ Zadanie 7 (3 pkt)
Uzasadnij, ze kazda liczba z przedzialu (g, oo) spelnia nieréwnos¢:
V2 +2 < 2z
Zadanie 8 (4 pkt)

Zaznacz na osi liczbowej zbior liczb spelniajacych jednoczesnie obie nierow-
nosci.

1-x 5—x
2 <77
(2z—1)2> (22 —3)(2x 4+ 3) +2
Zadanie 9 (5 pkt)
Ile jest liczb catkowitych spelniajacych jednocze$nie obie nieréwnosci?
o= (- da) 303
(2—2) < (¢ +1)
[0] Zadanie 10 (4 pkt)

Uzasadnij, ze reszta z dzielenia przez 8 sumy kwadratéw czterech kolejnych
liczb nieparzystych jest réwna 4.

9.z ¢ <%,4%>
Obie nier6éwnoéci spelniaja cztery liczby catkowite: 1, 2, 3, 4.
10. Cztery kolejne liczby nieparzyste: 2n + 1, 2n + 3, 2n + 5, 2n + 7, gdzie n € Z.
S=2n+1)°+2n+3)2+2n+5>+2n+7)>%=
= 16n° + 64n + 84 = 8 (2n* + 8n + 10) + 4

Poniewaz 2n°+8n+10 jest liczba, calkowita, reszta z dzielenia S przez 8 jest réwna 4.

. Korzystamy ze wzoru na r6z-

nice kwadratéw i otrzymuje-
my:
(z —4y)* — (y +2)* =

= —16xy
~16zy=—16-1. L = /3

.9 — 12z +42% < 422 -3

x> 1, czyli z € (1;00)

. Rozwazmy dwie kolejne liczby

nieparzyste: 2n + 1 i 2n 4 3,
gdzie n € N.

Woéwezas réznica:

(2n+3)2 - (2n+ 1) =

= 4n’+12n+9—4n’—4n—1 =
=8n+8=8(n+1)

jest podzielna przez 8.

. a® > 2ab—b?

a®—2ab+b* >0
(a—b)>>0
Nieréwnos¢ ta jest prawdziwa
dla dowolnych liczb a,b € R.

Lol 23 — 94 /B 37

2-v3  2+V3

T € (—9; —2—V3)U(2++/3;9)
Warunek ten spetnia 10 liczb
catkowitych.

1= (s
B\ A=(-51558)
(2-Vv2)z>2

c> 2 zeys _ 2(20V2)

T € (2+V2;00)
2+v2<2+1,5=1
(3500) C (2+ V2;00)
Zatem kazda liczba:

z € (%;00)
spelnia te nieré6wnosé.

8.z € (-3;2)
| — 1
-3 2

Przed obowigzkowg maturg z matematyki



@ Przed matura z matematyki na poziomie rozszerzonym

W zadaniach 1-4 odpowiedZ ma postaé trzycyfrowego kodu.

. x> 100(1 + v/2) = 241,42 Zadanie 1 (2 pkt)
Nalezy zakodowaé: 242 Wyznacz najmniejszg liczbe naturalng spelniajaca nieréwnosé:
—0,01z < —=
- (4N B):\ (0—1200; —8) U (4; 36) Zakoduj kolejne cyfry tej liczby. s
Nalezy zakodowac: 124 Zadanie 2 (2 pkt)
. T € (—119;122), Dane sg zbiory: A = (—o00; —6) U (4;00), B = (—100;36) i C' = (—8;4). Tle
czyli =119 < v2k <122, liczb catkowitych nalezy do zbioru (AN B)\ C? Zakoduj cyfry setek, dziesiatek

stad %@ <k <612
SLOV2 o —84,15;

612 ~ 86,27

i jednoéci otrzymanej liczby.

Zadanie 3 (2 pkt)

Zatem A = {—84,-83,..., A jest zbiorem wszystkich liczb catkowitych k takich, ze liczba /2k spelnia
84, 85,86} nier6wnos¢ |2z —3| < 241. Oblicz r6znice miedzy najwiekszym a najmniejszym
Szukana réznica: elementem zbioru A. Zakoduj kolejne cyfry otrzymanego wyniku.

86 — (—84) = 170

Nalezy zakodowaé: 170 Zadanie 4 (2 pkt)

. z,y € Z oraz x € (—27;33) Niech m bedzie liczba punktéw (z,y) o obu wspdlrzednych catkowitych spel-
iy € (—62;58), niajacych warunki: |z — 3] < 30 i |y + 2| < 60. Zakoduj cyfry tysiecy, setek
stad m = 61 - 121 = 7381 i dziesiatek liczby m.

Nalezy zakodowaé: 738 @ Zadanie 5 (3 pkt)

. Z zalozenia n = 3k + 1 lub
n = 3k + 2, gdzie k € N. . g . ,
Wowezas n? = (3k + 1)° = lenia n* przez 3 jest réwna 1.
= 9k?4+-6k-+1 = 3(3k>4-2k)+1
lub n? = (3k +2)? =

Wykaz, ze jesli liczba naturalna n nie jest podzielna przez 3, to reszta z dzie-

[0] Zadanie 6 (3 pkt)

— k2 4+ 12k 4 4 = Wykaz, ze dla dowolnych liczb z i y zachodzi nieréwnoé¢:
=308k +4k+1) +1 322 — 2v2z 4+ 1 > 2zy — o>
Zatem reszta z dzielenia n? )
przez 3 jest réwna 1. @ Zadanie 7 (4 pkt)
. Przeksztalcamy nieréwnosé Uzasadnij, ze liczba 1378 — 119% jest podzielna przez 211

do postaci: .
Przeksztalcamy réwnowaznie Wyznacz wszystkie liczby catkowite spetniajace nieréwnosé:

vv.yrz?zenie, po lewej stronie \/m < \/%73
nieréwnosci:

22% — 22z + 1 + a? — 2zy+ Zadanie 9 (5 pkt)

+12=(V2z - 1) + (z - y)° Dane sy zbiory:

(VZz—1)> >0 A={eeRr o< V3= 1/3- V21 - 123}

o _ 2>
i(z—y) 20, B={zeR: |20 +12| > 2}

wiec nieréwnosé jest praw-

dziwa. Wyznacz zbiér B \ A.

7. 137°-119° = (137* — 119*)(137* + 119*) = (137> — 119%)(137% + 119%)(137* 4+ 119*) =
= (137-119)(137+119)(137% 4 119%)(137* + 119%) = 9-2° (1372 + 119%)(137* + 119*)
Kwadrat i czwarta potega liczby nieparzystej jest liczbg nieparzysta. Suma liczb
nieparzystych jest liczba parzysta, czyli sumy 1372 + 1192 oraz 137* + 119* sy
podzielne przez 2. Zatem liczba 1378 — 119® jest podzielna przez 2° - 2 -2 = 211,

g 3 2v3+3
8./ (z—2vB) < 2v3-3 2343
|z — 23| <2v3+43, -3 <2 <4V3+3~09,93

Liczby calkowite spelniajace nierownosé: —2, —1, 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9.

9. 2</(2v3-1)°—\/(2v3-3)" = |2v3— 1|—[2v3 - 3| = 2v3-1-2V3+3 =2,
czyli A = (—00;2), B=(—00;—T7)U(—=5;00), B\ A= (2;00)

2. Jezyk matematyki



