Uktady rownan

Samolot lecacy pod wiatr przebywa trase 1200 km w ciagu 2,4 h. Te sama
trase z wiatrem pokonuje w 2 h. Jaka jest predkosé samolotu, a jaka wiatru
(przyjmujemy, ze predkosci te sa stale)?

Jesli oznaczymy przez x predkos$¢ samolotu, a przez y predkosé wiatru, to do
opisu sytuacji potrzebujemy dwéch réwnan z niewiadomymi z i y. Poszuki-
wanym rozwiazaniem sa wielkosci spelniajace jednoczesnie oba te réwnania:
z =550 km/h i y = 50 km/h.

Rozdzial ten poswiecony jest metodom rozwiazywania uktadéw réwnan oraz
wykorzystaniu ich do rozwiazywania zadan tekstowych.
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Uczen:

— podaje pary liczb spetniajace
réwnanie liniowe z dwiema
niewiadomymi,

— sprawdza, czy dana para liczb
jest rozwiazaniem uktadu
réwnan,

— dopisuje drugie réwnanie tak,
aby dana para liczb spelniata
dany uktad réwnan,

— zapisuje podane informacje
w postaci uktadu réwnan.

3.1. Co to jest uktad réownan

Przykfad 1
Podaj trzy pary liczb x, y spelniajace rownanie 2x + 4y = 20.

Przyktadowe pary:

-0 - _9 —05 Po wybraniu jako x dowolnej
= == ="y liczby wyznaczamy y, rozwigzujac
y=>5 ' y=26 y =4,75 odpowiednie réwnanie.

Roéwnanie 2z + 4y = 20 to przykltad réwnania z dwiema niewiadomymi. R6w-
nanie to jest spelnione przez nieskonczenie wiele par liczb.

Przyktad 2

Do skarbonki wrzucono 7 monet. Byly to monety dwu- i piecioztotowe. Ile
monet dwu-, a ile pieciozlotowych wrzucono, jesli w skarbonce znajduje sie
26 zt?

Wprowadzmy oznaczenia niewiadomych: x — liczba monet dwuztotowych,

y — liczba monet pieciozlotowych.

Aby opisaé sytuacje z zadania, potrzebujemy dwoch réwnan: x +y = 7 (do
skarbonki wrzucono 7 monet) i 2z + 5y = 26 (w skarbonce znajduje sie 26 z1).
Réwnania te musza by¢ spelnione jednoczesnie — zapisujemy to, laczac je
klamra:

r+y=7
2x + 5y = 26
Ustalmy najpierw, ktére pary liczb spelniajg pierwsze réwnanie. Liczby mo-

net x i y moga by¢ tylko liczbami dodatnimi naturalnymi, zatem réwnanie
x + y = 7 spelnia sze$¢ par liczb:




Ukladem dwéch réwnan z dwiema niewiadomymi (lub krétko: ukladem réw-

nan) nazywamy dwa réwnania jednoczes$nie rozpatrywane, opisujace zwiazek
miedzy tymi dwiema niewiadomymi. Rozwigzanie ukladu réwnan to para

liczb, ktéra spelnia jednocze$nie oba réwnania.

Przyktad 3

Sprawdz, ktora para liczb spelnia uklad réwnan

4-143-2=4+46=10
—142.-2=3#14

4z + 3y =10
—r+2y=14

r=1 r=-2
A. B.
y=2 y=6

A. Podstawiamy do réwnan ukltaduz =11y = 2.
Spelnione pierwsze réwnanie.

Drugie réwnanie nie jest spelnione.

Zatem para x = 1, y = 2 nie spelnia podanego uktadu réwnan.

B. Podstawiamy do rownan uktadu z = —2 iy = 6.

4.(=2)+3-6=—-8+18=10
—(-2)+2-6=2+12=14

Spelnione pierwsze réwnanie.

Spelnione drugie réwnanie.

Zatem para x = —2, y = 6 spelnia podany uktad rownan.
Cwiczenie 2
s . . , )3 —2y=—18
Sprawdz, ktéra para liczb spelnia uktad rownan .
z=—6 r=—5 r=—5 r=-4
A. B. C. D.
y=0 y=-15 y=15 y=3

Zadania

xTr =
1. Sprawdz, czy para liczb {

S5x — 2y = 16 2z + 3y =3
a) c) ‘
Tx —y =17 —r -y =
) lr—2y=7 Q) o+ 2y =2
dr4+y=11 g —%xfl
Cwiczenie 2
W [3 (6 -2-0=-18
| -:-(-6)+3-0=3#7
B {3-(—5)—2-(—1,5):—12#—18
—3(=5)+3-(-15)=-2#7
o [3 (-8 -2-15=-18
| -2.-(-5)+3-15="7
Para liczb £ = —5, y = 1,5 spelnia podany uktad réwnan.

p |3 (9-2:3=-18
| -L- (-4 +3-3=11#7

spelnia podany uktad rownan.

Odpowiedzi do zadan

1. a), ¢), f) tak

b), d), e) nie

lp 1, —9l

R 2y726

x+1 y+1 3

3 + 4 T2

1. . 1, _

2t sy=0

x—1 y—l_ié

2 + 3 7 6
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y+8==z
S5y =x
x4+ 2y =10
b) B
Yy=3T
a=0,4b
0,2a + 0,60 = 4
0,9a = 1,1b
b)
1,15a — 0,850 =1
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Sprawdz, ktéra z podanych par liczb spelnia uktad réwnan.

3x 42y =-8
—6x — by =11

T =2 r=—4 r=—6 r = —8
A. B. C. D.

y=-—1 y=2 y=>5 y=28
Podaj wszystkie pary liczb naturalnych dodatnich spelniajace rownanie.

a) 3z + 2y =17 b) 3z + 4y =17 ¢) 2z +4y =17

Do danego réwnania dopisz takie drugie, aby utworzony uktad réwnan byt
spelniony przez podana pare liczb.

a) 4z + 3y = 14, c) 4o — 9y = —1, ;
y=—2 y=s3
r=-5 . r=-%

b) 3z — Ty = 6, d) 12z + 3y = —10,
y=-3 y=-8

Zapisz podane informacje w postaci uktadu réwnan.

a) Liczba x jest o 8 wigksza od liczby y. Liczba y jest pieciokrotnie mniej-
sza od liczby z.

b) Suma liczby x i podwojonej liczby y wynosi 10. Polowa liczby « jest
réwna y.

Zapisz podane informacje w postaci uktadu réwnan.

a) Liczba a stanowi 40% liczby b. Gdy do 20% liczby a dodamy 60%
liczby b, to otrzymamy 4.

b) Liczba o 10% mniejsza od liczby a jest o 10% wigksza od liczby b.
Roznica liczby o 15% wickszej od a i liczby o 15% mniejszej od b wynosi 1.

Powtorzenie

7.

7.

8.

Podaj wszystkie pary liczb naturalnych spetniajacych réwnanie x + 3y = 9
oraz te, ktére spelniajg rownanie 5x + 2y = 19. Czy istnieje para liczb
naturalnych speliajaca oba réwnania?

Zapisz podane informacje w postaci uktadu réwnan.
a) Suma liczb x i y jest réwna 5. Réznica tych liczb wynosi 2.

b) Suma liczb a i b jest réwna 14. Gdy do 120% liczby @ dodamy 70%
liczby b, to otrzymamy sume a i b.

Pary speliajace réwnanie z + 3y = 9: (0, 3), (3,2), (6,1), (9,0);
pary spelniajace réwnanie 5z + 2y = 19: (1,7), (3,2); tak

T+y=>5 a+b=14
a) b)
r—y=2 1,2a +0,7b=a+b



Uczen:

3.2. Rozwigzywanie uktadow réwnan e e akiad
metOdq pOdStaWiania metoda podstawiania,

— okrela typ uktadu réwnan
(czy dany ukltad réwnan

Jedna z metod rozwiazywania uktadéw rownan jest metoda podstawiania. jest ukladem oznaczonym,

Przyktad 1 nieoznaczonym, czy
x—3y=5 sprzecznym),

Rozwiaz uktad réwnan metoda podstawiania. — dopisuje drugie réwnanie
dr+5y =3 tak, aby uklad réwnan

byt uktadem oznaczonym,

Wybieramy jedno z réwnan i wyznaczamy z niego jedna z niewiadomych. To, !
nieoznaczonym lub

ktora niewiadoma wyznaczymy, nie ma wplywu na ostateczne rozwigzanie

sprzecznym.
ukladu réwnan.
z=3y+5 Wyznaczamy niewiadoma x z pierwszego rownania.
4dxr+ 5y =3 Drugie réwnanie przepisujemy bez zmian.

W miejsce x w drugim réwnaniu podstawiamy wyrazenie 3y + 5, dzigki czemu
otrzymujemy réwnanie z jedna niewiadoma.

r=3y+5>5 Pierwsze réwnanie przepisujemy bez zmian.
Podstawiamy wyrazenie 3y + 5
4(3y + 5) +5y =3 w miejsce z w drugim réwnaniu.

r=3y+5
12y +20+5y =3 Rozwiazujemy drugie réwnanie

z niewiadoma y.

r=3y+5
17y = =17 / : 17
r=3y+5
y=—1

Podstawiamy wyznaczona wartosé y

x=3-(—-1)+5

y=-—1 i obliczamy niewiadoma .

do pierwszego rownania

T =2 Otrzymana para liczb jest jedynym

y=-—1 rozwigzaniem uktadu réwnan.

Aby przekonad sie, czy nie popeliliémy bledu, mozemy sprawdzié otrzymane
rozwiazanie, podstawiajac je do uktadu réwnan:
2_-3. (71) =2+3=5 Spelnione pierwsze rownanie.
4-245- (_1) =8 —5=3 Spelnione drugie réwnanie.

Zatem otrzymana para liczb jest rozwigzaniem tego uktadu réwnan.

Multite4a

e Uktady rownan liniowych — liczba
rozwigzan

dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 3.2

G Generator

testow i sprawdzianoéw
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Cwiczenie 1
r=12-2y
a)
12-2y—3y="7
z =10
y=1
=3z — 20
b)Y T
2z — (3z —20) =1
r =19
y =37
r=3—-3y
c)
3—3y—2y=-1
y=5
=20=2
a Y *
z—3(20 — 2z) = —4
=28
y=4
y=2x—17
e)
5z 4 3(2z — 7) = 12
B =3
y=-1
f) y=5bdx+ 11
—7z +2(5x + 11) = 13
B = =3
y=—4

BN 106 3. Uktady réwnan

W wyniku przeksztalcen rownan ukladu w kolejne réwnowazne réwnania
otrzymujemy rownowazne uklady réwnan, czyli takie, ktére maja to samo
rozwiazanie (sa spelnione przez te sama pare liczb).

Cwiczenie 1

Rozwigz uklad rownan metodsg podstawiania. Sprawdz otrzymane rozwigza-
nie.

r+2y=12 ) r+3y=3 ) ox + 3y = 12
c e
r—3y="7 r—2y=-—1 20—y =17
—3xr+y=-20 2 +y =20 —Tx+2y=13
b) Y d) v £) Y
20 —y=1 r—3y=—4 —Sr+y=11
Przyktad 2

dr+y=6-—2
Y Y metoda podstawiania.

Rozwiaz uklad réwnan
2—x=2+y

Zaczynamy od doprowadzenia obu réwnan do prostszej postaci — takiej, w kto-
rej niewiadome znajduja sie po jednej stronie réwnan.

dr+3y =6 e . ) -
Wybierajac rownanie, z ktérego wyznaczymy niewiadoma,
y—x =2 kierujemy sie przede wszystkim tatwoscig obliczen.
4+ 3y =6
Y Wyznaczamy niewiadoma y
y=x+2 z drugiego rownania.
dr+3(x+2)=6
Podstawiamy wyrazenie x + 2
y=xz+2 w miejsce y w pierwszym réwnaniu.
4r+3xr+6=6 Rozwiazujemy pierwsze réwnanie z niewiadoma x.
y=x+2
Tx=0/:7
y=x+2
=0 . I .
Wyznaczona warto$¢ niewiadomej x
y=0+2 podstawiamy do drugiego réwnania.
=0
y=2

Para liczb = 0, y = 2 jest rozwiazaniem podanego uktadu réwnan.



Cwiczenie 2 Cwiczenie 2
Rozwigz uklad réwnan metodg podstawiania. {x —5y=0

T+y=2r—4y b 3r=x—y+3 ) 20 4+2)=y—2
a c
r+y=7—y 20 —y=x+y—15

z+2y="7

2=y—u z =5y

{Sy +2y =7
Przyktad 3
y+3 _ ozl =
Rozwiaz uktad réwnan 6 3 metoda podstawiania. Y=
20 +y=1
2z +y =3
Zaczynamy od doprowadzenia pierwszego réwnania do prostszej postaci, a na- v
stepnie rozwigzujemy uklad rownan metoda podstawiania. -
=32
y+3 _ z+1 _
vzl ] /.6 y=2zx—-7 { —(3-2z)=-2
2r4+y=1 204+ 2 —7=1 _1
3
y+3=2@x+1)—-6 y=2x-7 {yz%
2z +y=1 dr=8/:4 {gm_y__
T —2y=—
y+3=2rx+2-6 y=2x-7
=2 6
2r+y=1 z =2 y="2z+
z—22x+6)=-15
y=2x-7 y=—3
2r+y=1 r=2 =
Zatem rozwigzaniem ukladu jest para liczb: x = 2, y = —3.
Cwiczenie 3
Rozwigz uktad rownan metoda podstawiania.
Ty _ 5 Z2a—y _ Szty 1—21 9 ytl
SR by T 04 7 3
=4 xr=2x+y+1) r4+y+4=0
Nie kazdy uklad ré6wnan ma rozwigzanie. Na przyktad uktad réwnan:
r+y="7
rT+y=38

nie jest spelniony przez zadna pare liczb. (Jesli suma dwdch liczb jest réwna 7,
to nie moze by¢ jednoczesnie réwna 8). Zauwazmy, ze réwniez uklad réwnan:

T—y=2
20 -2y =17

nie ma rozwiazania (dlaczego?).

Cwiczenie 3
z+y=10 4z — 2y = 9x + 3y 3z +2y=—5

a) b) c
T—y=12 T+ 2y=-2 r+y=-4
r=10—y Yy=—x y=—x—4
0-y—y=12 T +2(—7) = -2 3z +2(—z—4) = —

Il
w

z =11 m =2 T
y=-1 y=-2 y=—7
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Przyktad 4

. o J T 2y=3 .
Rozwiaz uktad réwnan metodg podstawiania.
2 +4y="7
T =3+2y Wyznacyjamy ﬂlCWl‘f)dO.Infl x . pierwszego réwnania.
Podstawiamy wyrazenie 3 + 2y w miejsce
—2(3 + Qy) +4y =7 w drugim réwnaniu.
r=3+2y
—6—4y+4y =7
r=3+2y L . L
Drugie réwnanie jest sprzeczne — nie jest
Oy =13 spelnione przez zadna wartos¢ niewiadomej y.

Zatem zadna para liczb nie spelnia danego ukladu réwnan.

Uktad rownan moze mie¢ nieskonczenie wiele rozwigzan. Np. uktad rownan:
r+y=2
20+ 2y =4

spelnia kazda para liczb z, y, ktérych suma jest rowna 2.

Przyktad 5
- . J6r =2y =12 -
Rozwiaz uktad réwnan metodg podstawiania.
—3r+y=-6
3xr — Y= 6 Doprowadzamy pierwsze rownanie do prostszej postaci.
Wyznaczamy niewiadoma y z drugiego réwnania.
y=3xr—6
3 — (3$ _ 6) —6 Podstawiamy wyrazenie 3x — 6 w miejsce y
w pierwszym réwnaniu.
y=3xr—6

3r—3xr+6=06

Réwnanie 0z = 0 (mozemy je réwniez zapisaé 0 = 0)

y=3x—06 X ) . Y i »
jest zawsze spelnione, niezaleznie od tego, jaka wartosé
0z =0 wstawimy w miejsce niewiadomej x.
Zatem o liczbie rozwiazan uktadu decyduje tylko
y=3r—6 drugie réwnanie, w ktéorym wystepuja obie niewiadome.

Roéwnanie y = 3x — 6 jest spelnione przez nieskonczenie wiele par liczb, co
oznacza, ze uklad rownan jest spelniony przez nieskonczenie wiele par liczb,
=0 r=1 r=2 r=0,5

T
np. spelniaja go pary liczb: , , )
p- Sp Ja go pary y=—6 y=-3 y=0 y=—45



Uktad rownan z dwiema niewiadomymi x i y:

a1 x+by=c gdzie a; #0lub by #0
s + boy = ¢ gdzie ay # 0 lub by # 0

nazywamy ukladem réownan linjowych.
Definicja
Uktad rownan liniowych, ktérego rozwiazaniem jest jedna para liczb, na-

zywamy ukladem oznaczonym.

Uktad réwnan liniowych, ktéry ma nieskoniczenie wiele rozwiazan, nazy-
wamy ukladem nieoznaczonym.

Uktad rownan liniowych, ktory nie ma ani jednego rozwiazania, nazywamy
ukladem sprzecznym.

Cwiczenie 4
Sprawdz, czy uklad réwnan jest oznaczony, nieoznaczony, czy sprzeczny.
204+ 4y = 24 r+3y=3 r+3y="7
a) b) c)
T+ 2y =12 rT—3y=-3 2z + 6y =4
Zadania

1. Rozwiaz uklad réwnan metoda podstawiania.
r+6=3r+y —2r =3y —2 r—3y=1—-x—y
a) ¢) €)
4=x—-2y+5 y—6x =—6 0,2z + 0,1y = —0,1
3r—2y=1 d 20 — 3y = 0,7 ¢ 0,4x — 0,3y = —2
20 +y =0 r+ 4y =5,3 1,6x + 1,5y = 46

2. Rozwiaz uklad rownan metoda podstawiania.

2) 3(x—y)—4(x—y)=-5 Q) 3—2(y—4x)=41—-2)—19
6—x=2(z—3y)—18 =32z —y+1)=—-2y+26

—3r+4+8=-2(z—-2y—9) —2x—5(y—2,5) = -9y +5,5

x—2(3—
64501

{6x—(2y—3x)—7y—9 . {4(3x—0,5)—5(y+0,5)—9

2(r —y)) =23

o JAe-D 2y —05) =17
3(y—x)) =20z +1 ) 3

(z—2)+5(y—1,5) =135

r—y=>5 5x — 4y = 29 o) 122 — 5y = 13,5
r—2y=28 z+3y =2 20 —4y =17
B = z = 0,5
y=-—1,5
m=1 == 6x—y—— f) 20—y =95
m+4y— 6x—5y* 3z + 5y = 27
=-28 7 =4l
=-1,8 ) = y=3
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Cwiczenie 4

z=12—-2y
a)
Oy =20

Uktad nieoznaczony
=3-3
b) " i
3—3y—3y=-3

z=0
Lo
Uktad oznaczony
0 {w =7—-3y
2(7—3y) + 6y =4
r=17—3y
{Oy =-10
Uktad sprzeczny

Odpowiedzi do zadan
1l.a)z=22,y=16

y=—2x—-1

{2w—2(—2w—1)—1
o=}

{y——%

f {4w—3y——20

16z + 15y = 460
w:%y—S

{16(%14 ) + 15y = 460
g = 110

{y—QO



3. a) tak b), c¢), d) nie

4.a)0 b)1 ¢)1 d)0

3 2y =7
5. ) x + 2y
r—2y=-3
g =1l
y=2
—y=3
by Y
2c+y=—7

6. a), ¢) nieoznaczony
b) sprzeczny

7. a) np. 6z — 1 =8y
b) np. 6z — 4 = 8y
c) np. 3z — 8y =2

9. a) sprzeczny
b) nieoznaczony
c) oznaczony
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3. Czy rozwiazaniem uktadu réwnan jest para liczb catkowitych?

45 4y Y48 24z _ y-1
2 2 4 4 3
) a1, 2
—3r—y=25 = = —Z'gy
%_Fij:g wgl_'_U*l:l
b) 6 1=9 d) z—2 ,1/*1*2
roh s =Y R

4. Sprawdz, ile rozwiazan ma podany uktad réwnan.

2) {2(w—3y)+3(x—2y):1 C){$_7(y_1):_2(%+m)

S —2y=4(y+1) —2(1-2z—y)=1—xz—5y

b) 2 —2y)—2(y—2x+15)=5 a) 31—2)-5(2-y)=5
2o (3y=0 0,2(2 - 32) +y = 0.8

5. Rozwiaz uklad réwnan.
(x+2)°+2y=2+15+ (z — 2)(z+ 2)
z+(y-1)°=1-(V3-y)y+V3)

x(1—2z) —y(l —y) = (y — V2x)(y + V2z) + 3
2z — (2y — 1)* + 164 = (2y +3)(3 — 2y)

6. Sprawdz, czy uktad réwnan jest oznaczony, nieoznaczony, czy sprzeczny.
204+ 3y =7 e —y=2 2y —x =8
a) b) 1, c)
2r+3(y—2)=1 3y =2(x—1) r+4=2(y—2)
7. Dane jest réwnanie 3z — 4y = 2. Dopisz do niego drugie rownanie, tak by
otrzymany uklad rownan byt:

a) sprzeczny, b) nieoznaczony, ¢) oznaczony.

Powtorzenie

8. Rozwiaz uklad réwnan metoda podstawiania.
etd=2y—4  [Gy+z+l=0 ) S0y =42 -3
a ¢
2y —6x+7=0 32— 542y

3 =

r+y=1—=2

9. Sprawdz, czy uklad réwnan jest oznaczony, nieoznaczony, czy sprzeczny.

3x—2y=>5 7,50 — 5y =6 2z + 3y = —1
2) 2 1y = b) 2 =-24 © 4 41y =
*x+§y——3 y—3r=-2, T — 5yf6
y=1-2z r+10+2y=y+5—-6
8.3) c)
3z +4=2(1-2z)—4 6 —3xz+2y=10+4y
x=—$ z=—y—11
y=% —3(—y—11)—2y=4
b) r=—1-6y r =18
2y —6(—1—-6y)+7=0 y=-29
y=—3



Uczen:

3.3. Rozwigzywanie ukfadéw réwnan e uklad réwnat
metoda przeciwnych wspoétczynnikow  meiod preecivayeh wspol

czynnikéw,
— zapisuje rozwigzanie uktadu

Inng metoda rozwiazywania uktadéw rownan jest metoda przeciwnych wspoéi- réwnan w przypadku, gdy
czynnikéw. jest to uklad nieoznaczony.
Przykfad 1
_ o Jrt3y=—4 : , .
Rozwiaz uktad réwnan metodag przeciwnych wspolezynni-
—x + 6y =13

kéw. Sprawdz otrzymane rozwiazanie.

Zauwazmy, ze wspOlczynniki przy niewiadomej x sa liczbami przeciwnymi
(11 —=1). Aby zredukowaé taka niewiadoma, wystarczy dodaé¢ oba réwnania
stronami — otrzymamy rownanie z jedna niewiadoma y.

r+3y=-—4
+ | —z+6y=13

r—x+3y+6y=—-4+13 Dodajemy réwnania stronami.

9y =9 Niewiadoma x zostata zredukowana.

y=1
Wyznaczong warto$¢ niewiadomej y podstawiamy do jednego z réwnan wyj-
Sciowego uktadu, na przyktad do rownania x + 3y = —4. Otrzymujemy:

=1 ) . - ) i
Yy Podstawiamy liczbe 1 w miejsce y w rownaniu
r+3-1=—-4 x + 3y = —4 i obliczamy niewiadoma .

Stad otrzymujemy jako rozwigzanie uktadu rownan pare liczb:

T =7
y=1

Sprawdzenie

—7+3-1=-7+3=-4 Spetnione pierwsze réwnanie.
—(—7) +6-1=7+6=13 Speione drugie réwnanie.

Cwiczenie 1
Rozwiaz uktad rownan metoda przeciwnych wspélezynnikéw.
dr+y=>5 b 20 +3y =5 Sbr—3y=1
c
20 —y = -2 —2r+y=-1 -5z +y=9
Cwiczenie 1
4 =5 20+ 3y =5 5r —3y=1
a) ety b) c)
+ |22 —y=-2 + | 22+ y=-1 + | -5+ y=9
6r =3 dy =4 —2y =10

Il
W =

¥
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Czasami zanim dodamy réwnania stronami, musimy najpierw pomnozy¢ obie
strony jednego réwnania (lub obu réwnan) przez taka liczbe (lub liczby), aby
wspolezynniki przy jednej z niewiadomych w obu réwnaniach byty liczbami

przeciwnymi.
Przyktad 2
. . fdrtdy=6 : ) y
Rozwiaz uklad rownan o + 5 metoda przeciwnych wspotezynnikow.
Tty =

Wspotezynniki przy zadnej z niewiadomych nie sg liczbami przeciwnymi. Prze-
ksztalcimy zatem jedno z rownan tak, by otrzymac przeciwne wspoétczynniki
przy niewiadomej y.

S5r+4y =6
20+ y=3 / . (_4) Mnozymy obie strony drugiego réwnania przez —4.
Sr+4y =6 Dodajemy réwnania stronami i wykonujemy
+| -8z — 4y = —12 redukcje wyrazéw podobnych.
S5 —8xr =6 —12 Niewiadoma y zostala zredukowana.
Gwiczenie 2 Rozwiazujemy réwnanie z niewiadoma x:
) {—3:c+6y:—9 —3x = —6, stad x = 2.
a
+ 3z +5y = —2 Wyznaczong wartos¢ niewiadomej x podstawiamy do rownania 2z + y = 3.
11y = —11 r=2
r=1 2:24+y=3 Podstawiamy liczbe 2 w miejsce « w rownaniu 2z + y = 3.
y=-1
—9z — 3y = 39 v =2
+ 20 + 3y = —4
7r—35 Otrzymana para liczb x = 2, y = —1 jest rozwiazaniem podanego uktadu.
=-5 I .
{x ) Cwiczenie 2
V= Rozwiaz uktad réwnan metoda przeciwnych wspélczynnikéw.
y (S0 2y =3 Az —Ty=3 10z 4 21y = —9
() €Xr — = xr — = €T —
+ [3x+ 14y =5 a Y ¢ Y e 4
3z 4 5y = -2 3r+ 14y =5 —bxr—Ty=28
11z =11
w=1 dv+y=-13 d dr — 2y =16 ¢ 20+ 3y = —3,5
y=1 20+ 3y =—4 3z +5y=-9 3z —2y=4,5
4 25¢ — 10y = 80 ¢) 10x 4+ 21y = —9 f) dx + 6y = —7
)+ 6x + 10y = —18 + | —10z — 14y = 16 + | 92 — 6y = 13,5
3lz = 62 Ty="7 13z = 6,5

=2 T =—3 m:%
y=-3 y=1 y=-3
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Przyktad 3

2r+3y =2 : , "y
metodg przeciwnych wspotczynnikow.

Rozwiaz uktad rownan
dr+ Ty =4

Rozwiazanie uktadu réwnan rozpoczynamy od pomnozenia kazdego z row-
nan przez takie liczby, aby przy jednej z niewiadomych otrzymadé przeciwne
wspotezynniki.
204+3y=2/-5
be+Ty=4/-(-2)
10z + 15y = 10
—10x — 14y = -8

Mnozymy obie strony pierwszego réwnania przez 5,

a drugiego przez —2.

Dodajemy réwnania stronami.
Niewiadoma x zostala zredukowana.

Otrzymujemy nowy, rownowazny uktad réwnan.

y=2
20 +3-2=2 Podstawiamy liczbe 2 w miejsce y w drugim réwnaniu.
y=2
20=—-4/:2
r=-2
y=2
Zatem rozwiagzaniem ukladu réwnan jest para liczb: z = =2, y = 2.
Cwiczenie 3
Rozwiaz uktad rownan metoda przeciwnych wspétczynnikéw.
3z —2y =10 b e+ Ty =7 6x + 2y =13
c
204 3y = —2 3x+6y =3 dr — Ty =2

Cwiczenie 4
Podaj liczby, przez ktére mozna pomnozy¢ obie strony réwnan uktadu, aby
moc skorzystaé z metody przeciwnych wspotczynnikow. Nie rozwiazuj uktadu.

) 3r— Ty =2 b) —sx+ 17y =4 ) 2 —6y=1
a c
—5x +4y =8 tx—13y =5 3r—5y=9

Cwiczenie 4
a)np. 513
b) np. 21 3
c)np. —5i6
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Cwiczenie 3
9z — 6y = 30
a)
+ | 42 + 6y = —4
132 = 26
T =2
y=
—12z — 21y = —21
+ 12z + 24y = 12
=-9
12z + 4y = 26
+ —12x 4+ 21y = —6
25y =20
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Przyktad 4
5(x—y)+5=22z+vy)
2z -1)=y+1

Rozpoczynamy od doprowadzenia réwnan uktadu do najprostszej postaci.

Rozwiaz uktad réwnan {

zapisujemy po lewej stronie kazdego réwnania.

{ Sr —by+5=4x+2y Redukujemy wyrazy podobne. Niewiadome

2¢ -2 =y+1
x—Ty=-5
20 —y =3
Otrzymany uklad réwnan mozemy rozwiaza¢ jedna z dwoch metod.
Metoda Metoda przeciwnych
podstawiania wspotczynnikow
r=-5+Ty x—Ty=-5/-(-2)
2(-5+Ty)—y=3 2r—y=23
r=-5+4+"Ty —2x + 14y = 10
10+ 14y —y=3 + 2r —y=3
T =-5+Ty 13y =13 /:13
13y =13 /:13 y=1
r=-5+Ty y=1
y=1 20 —y =3
r=-5+7 y=
r=2 y=1
Y r =2

Rozwiazanie uktadu rownan nie zalezy od:
o wyboru metody rozwiazywania,

o kolejnodci rownan w uktadzie — mozna ja zmieni¢ na kazdym etapie rozwia-

zywania.

W przypadku metody podstawiania rozwiazanie uktadu rownan nie zalezy od
wyboru wyznaczonej niewiadomej i tego, z ktérego réwnania ja wyznaczamy.

W przypadku metody przeciwnych wspétezynnikéw rozwigzanie uktadu row-

nan nie zalezy od wyboru niewiadomej, ktéra redukujemy.



Rozpatrywane poprzednio uktady réwnan byly uktadami oznaczonymi. Poka-
zemy, jak wyglada rozwiazywanie metoda przeciwnych wspétczynnikéw ukta-
du sprzecznego oraz nieoznaczonego.

Przyktad 5
L )3 —2y=4
Rozwiaz uktad réwnan )
3x —2y =4
—r + %y =1/-3 Mnozymy obie strony drugiego réwnania przez 3.
3r—2y=4

+ | 3z+2y=3

Dodajemy réwnania stronami. Obie niewiadome zostaly
Ox+0y="7 zredukowane. OtrzymaliSmy rownanie sprzeczne.

Réwnania Ox + Oy = 7 (mozna je zapisa¢ w postaci 0 = 7) nie spelnia zadna
para liczb z i y, zatem uklad réwnan jest sprzeczny.

Przyktad 6
-5z + 2y =—4
Rozwiaz uktad réwnan 3
33r—1y=3
4 2y
—5x + %y =—4 / -3 Mnozymy obie strony pierwszego réwnania przez 3,
3%$ - %y -3 / 4 a drugiego przez 4.

—15z + 2y = —12
+ 152 — 2y =12

Dodajemy réwnania stronami. Obie niewiadome zostaly
O0x+0y=0 zredukowane. OtrzymaliSmy réwnanie tozsamosciowe.
Réwnanie 0z 4+ 0y = 0 (mozna je zapisa¢ w postaci 0 = 0) spelnia dowolna
para liczb z i y. Wyjsciowy uklad réwnan jest réwnowazny nieoznaczonemu

uktadowi réwnan:

Ox+0y=20
152 — 2y =12

Uktad ten jest spelniony przez nieskoniczenie wiele par liczb, ktére spelniaja
drugie réwnanie. Jego rozwigzanie mozna zapisa¢ w postaci:

reR
yzlz—sm—ﬁ
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Cwiczenie 5 Cwiczenie 5

a) uktad sprzeczny Sprawdz, czy uklad réwnan jest nieoznaczony, czy sprzeczny.
b) uklad nieoznaczony 51 — 2y = 4 1,52 — 2y =6 —%x +3y=4
c) uktad sprzeczny a) b . c) L L
Zadania
Odpowiedzi do zadan
1.a)z=5y=3 1. Rozwiaz uklad réwnan metoda przeciwnych wspétezynnikow.
b))f—l y=-3 {x—y:2 {—2x+3y=5 {2x+3y=15
c)x =245 y=18 a ¢ e
d)z=2y=05 2r+y =13 6x — 8y =3 2(2x + 3y) =30
e) meoznaczony 3x—4y=15 3z —5y =35 20e+y)=2-2
y=—-2z+5zcR b { Y d 4 f ( 2 Y
f) sprzeczny Tr+2y=1 —dx 42y = -7 r+2y==6
2.a)z=-8,y=4 2. Rozwiaz uklad réwnan.
'c”)) i (;25’ o -0 | Lptly=1y-1 0,2(x +2y) — 0,3(2¢ — y) = 3,5
=YV%Yy= a
d)z=3y=5 —tr+iy=1y+3 20rc+y)—(x—2)=2y+2
b) s(x—y) =3z +y) ) 0,01(4x — y) = 0,01y + 0,02
tr—L(y+3z)=—4 0,6(y —x) =0,1(y +2x+1)
3. Rozwiaz uklad réwnan.
S5y+2)+xz=3x+y 20 4+1)=3(y—1)+13
a) y+2,5 1 d) z—y __ 3x 3y 1
oo T R
3.’15 o — 5 z+y — 5y‘7:7: Ty—3x
b) Y e) 2 3 5
(z4+1)(z+1)—y=z(x+1) 5(x+1)=3(y—1)
z—1 y+l zty Ty _
=48 =3 2y _Z¥ =]
C){zil Lo f){52 2j1 1,
5% = YT AT TR
Powtdrzenie
4.a)z=—-1,y=1 4. Rozwigz uktad réwnan metoda przeciwnych wspotezynnikdw.
b) uktad nieoznaczony: . .
e O 2) r—y=4r—3y+5 . 0,01z — 0,01(y — 1) = —0,06
)rx=-2y=>5 xr+y=3x+5y—2 0,03z — 0,02(y — 2) = —0,12
by d 2T YTy Tt QT =AY
b — (y— (z—2y)) =4 —x+ 5y =2x — 2y +2
— 2y = 2y=1 =0
3. a) {m Yy =25 c){?)ac—i— Y 9 ){m—i—y
5r —y = —2,5 20 —y =8 5r — 3y = —8
{:1: =-1 { =5 {m =-1
y=-—1% y=2 y=1
—y= 2z — 3y = 5y = 6
b){?)ac y=>5 d){ 3y=38 f){ac—i- y
r—y=-—1 14z + 13y = —12 z+5y =6
z=3 wm=1 z€R
y=4 y=—2 b= =t
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3.4. Uktady réwnan -
zadania tekstowe (1)

Przyktad 1

Dwie ciezarowki przewozace piasek wykonaly tacznie 13 kurséw. Jedna z nich
przewozila za kazdym razem 15 ton, a druga — 8 ton piasku. Ile kursow wy-
konata kazda z cigzarowek, jesli tacznie przewiozlty one 132 tony piasku? Utdz
i rozwiaz odpowiedni uktad réwnan.

Wprowadzmy oznaczenia niewiadomych:
x — liczba kurséw wykonanych przez pierwsza ciezaréwke,
y — liczba kursow wykonanych przez druga ciezaréwke.

Zapisujemy uktad réwnan odpowiadajacy tresci zadania.
r+y=13
15z + 8y = 132

{x+y=13/-(—8)

Laczna liczba kursow dwoch ciezaréwek.

Y.aczna masa przewiezionego piasku.

Uklad réwnan rozwiazujemy metoda

15z + 8y = 132 przeciwnych wspotczynnikéw.
—8xr — 8y = —104
+ | 1524 8y =132
Tr =28

Stad otrzymujemy rozwigzanie uktadu réwnan x =41y = 9.

Pierwsza ciezaréwka wykonala 4 kursy, a druga 9.

Cwiczenie 1

Dwie cigzaréwki, jedna o tadownosci 6 ton, a druga — 10 ton, przewiozly
tacznie 460 ton piasku podczas 50 kurséw (za kazdym razem byly maksymalnie
obciazone). Tle kurséw wykonala jedna, a ile — druga ciezaréwka?

Cwiczenie 2

a) Sliwki na targowisku kosztowaly 6,50 zt/kg, a wisnie — 8,50 zl/kg. Gospo-
dyni kupita tacznie 4 kg tych owocéw i zaplacila za nie 31 zi. Ile kupita sliwek,
a ile wisni?

b) Warzywa znajdujace sie na stoisku kosztuja: marchew — 4 z1/kg, buraki —
6 z1/kg, rzepa — 7,50 zl/kg. Kierownik stoléwki kupil 8 kg tych warzyw, w tym
2 kg rzepy. Za wszystko zaptacil 49 zt. Tle kupil marchwi, a ile burakow?

Cwiczenie 2

a) = — ilo$¢ kupionych sliwek [kg],

y — ilo$¢ kupionych wisni [kg].
6,5z + 8,5y = 31 dx+6y+7,5-2=49
z+y=4 z+y+2=38

r=1,5 r=1
y=25 y=>5

Gospodyni kupita 1,5 kg sliwek
i 2,5 kg wisni.

b) z — ilo$¢ kupionej marchwi [kg],
y — ilo$¢ kupionych burakéw [kg].

Kierownik stotéwki kupit 1 kg marchwi
i 5 kg burakéw.

Uczen:
— uktada i rozwiazuje uktad
rownan do zadania z trescia.

Cwiczenie 1
x — liczba kurséw wykonanych
przez pierwsza ciezaréwke,
y — liczba kurséw wykonanych
przez druga ciezaréwke.

6z 4+ 10y = 460

z+y =50

z =10
y = 40

Pierwsza ciezaréwka wykonala
10 kurséw, a druga 40.
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Cwiczenie 3
x — obecny wiek Tomka,
y — obecny wiek siostry Tomka.

r—4=y
r+2+y+2=30

r =15
y=11

Obecnie Tomek ma 15 lat, a jego
siostra ma 11 lat.
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Przyktad 2
Piotr i Dorota maja razem 30 lat. Dorota jest o cztery lata mtodsza od Piotra.
Oblicz wiek Doroty i wiek Piotra.

Oznaczamy niewiadome:
d — wiek Doroty w latach, p — wiek Piotra w latach.

Zapisujemy warunki zadania w postaci uktadu rownan:
d+p=30
d=p—4

Po rozwiazaniu tego uktadu réwnan otrzymujemy (sprawdz):
p=17
d=13
Dorota ma 13 lat, a Piotr — 17 lat.
Cwiczenie 3
Tomek jest o cztery lata starszy od swojej siostry. Za dwa lata beda mieli
w sumie 30 lat. Ile lat ma obecnie kazde z nich?

Przyktad 3
Szesé lat temu mama Basi byla trzy razy starsza od swojej corki, a za cztery
lata bedzie od niej dwa razy starsza. Ile lat ma obecnie Basia, a ile jej mama?

Oznaczamy niewiadome:
b — wiek Basi w latach, m — wiek mamy Basi w latach.

Informacje z zadania wygodnie jest przedstawi¢ w formie tabeli.

Szeséc lat temu Obecnie Za cztery lata
Wiek Basi b—6 b b+4
Wiek mamy Basi m—=6 m m+4

Zapisujemy uktad réwnan, w ktérym pierwsze réwnanie opisuje sytuacje
sprzed szesciu lat, a drugie sytuacje, ktéra nastapi za cztery lata.

m—6=3(b—6)
{m+4_2(b+4)
Po rozwiazaniu tego uktadu réwnan otrzymujemy (sprawdz):
b=16
{ m = 36

Basia ma obecnie 16 lat, a jej mama — 36 lat.



Cwiczenie 4
a) Pigé lat temu Daria miala dwa razy mniej lat niz Maria. Daria jest mlodsza
od Marii o 5 lat. Ile lat ma obecnie Daria, a ile Maria?

b) Za trzy lata Olek bedzie o polowe starszy od Alka, a dziewieé lat temu Olek
mial o dwa lata wiecej niz wynosit podwojony wiek Alka. Ile lat ma obecnie
Olek, a ile Alek?

Zadania

6. = — liczba monet 5-centowych,

Dziewigé lat temu ojciec byl sze$¢ razy starszy od syna. Za dziewieé lat
obaj beda mieli razem 85 lat. Ile lat ma obecnie kazdy z nich?

Dwa lata temu Ania, jej siostra blizniaczka i ich starszy brat mieli razem
45 lat. Za trzy lata suma wieku blizniaczek bedzie o 12 wigksza od wieku
ich brata. Ile lat ma obecnie kazde z nich?

Skarbnik klasowy zebral 30 monet o nominatach 2 zt oraz 5 zt. Wszystkie
monety wazyly tacznie 169,6 g. Ile monet 2-zlotowych, a ile 5-ztotowych
zebral skarbnik, jedli moneta 2-ztotowa wazy 5,21 g, a 5-ztotowa — 6,54 g?

Wydano 48 ztotych w 20 monetach: byto wérdd nich 8 monet 2-ztotowych
oraz monety 1- i 5-ztotowe. Ile byto monet 1-, a ile 5-ztotowych?

Kwote 100 zlotych wydano w monetach 1-, 2-, i 5-zlotowych — lacznie
w 32 monetach, przy czym liczba monet 5-ztotowych byta o dwa wieksza od
podwojonej liczby monet 1-ztotowych. Ile monet kazdego rodzaju wydano?

Jednego dolara rozmieniono na monety 5-, 10-
i 25-centowe. Ile byto monet 5-, a ile 10-cento-
wych, jesli po rozmienieniu bylto tacznie 12 monet, w tym jedna moneta

1 dolar = 100 centéw

25-centowa?

Moneta 10-centowa Moneta 25-centowa,

Moneta 5-centowa

7. W skarbonce znajdowaly sie 4 dolary w monetach 5-, 10- i 25-cento-

wych. Wszystkich monet bylo 29, a 10-centowek bylo trzy razy wiecej
niz 5-centéwek. Ile byto monet kazdego nominatu?

7. x — liczba monet 5-centowych,
y — liczba monet 10-centowych,
z — liczba monet 25-centowych.

y — liczba monet 10-centowych.
{x+y+1:12

5z + 10y + 25 = 100 By E =
52 + 10y + 257 = 400
{x:? .
y =3z
—4
g r =05
y=15
z=9

Cwiczenie 4

a) x — obecny wiek Darii,

y — obecny wiek Marii.
2(x—5)=y—>5

{x+5:y

z =10
y=15
Obecnie Daria ma 10 lat,
a Maria ma 15 lat.
b) x — obecny wiek Olka,
y — obecny wiek Alka.
r+3=15(y+3)
z—9=2(@y—9)+2

=27
y=17

Obecnie Olek ma 27 lat,
a Alek ma 17 lat.

Odpowiedzi do zadan

1. z — obecny wiek ojca,
y — obecny wiek syna.
z—9=6(y—9)
T+9+y+9=285

xr =51
y =16

2. x — obecny wiek Ani i siostry,
y — obecny wiek brata Ani.

20z —2)+y—2=45
20z+3)=y+3+12

r =15
y =21

3. x — liczba monet 2-ztotowych,
y — liczba monet 5-ztotowych.

z+y =30
5,21z + 6,54y = 169,6

z = 20
y =10

4. x — liczba monet 1-ztotowych,
y — liczba monet 5-ztotowych.

8+z+y=20
2-8+x+ 5y =48

z="T7
y=5
5. x — liczba monet 1-ztotowych,

y — liczba monet 2-ztotowych,
z — liczba monet 5-ztotowych.

T+y+z=32

z + 2y + 5z = 100
7 = 2+ 2z

z =06

y =12

z=14
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8.

10.

11.

12.

13.

x, y — dtugosci bokéw prosto-
kata [cm].

z=2y+3

2z + 2y = 36

%= I3
y=>5

Pole prostokata:
P =513 =65 [cm?]

. x, y — dlugosci bokéw wyjscio-

wego prostokata [cm)].

I przypadek

2z + 2y = 56
z4+2 __ 1
y+6 — 3

B="T
y =21

II przypadek

2z + 2y = 56
z+6 _ 1
vtz — 3

=3
y =25
a, b — dtugosci bokéw trapezu

w centymetrach, a > b.

“T*b — dtugos$é ramienia

trapezu

b —p+6
a+b

b+2-
atb+2—

a=16
b=4

Dtlugo$ci bokéw trapezu:
16 cm, 4 cm, 10 cm.

40

z — cena bilet normalnego [z1],
y — cena biletu ulgowego [z1].

50z + 22y = 654
70x + 42y = 994

x =10
y="7

z — cyfra dziesiatek wyjscio-
wej liczby, y — cyfra jednosci
wyjséciowej liczby.

10z + y — (10y + =) = 36
10z + y + 10y + =z = 110
Szukane liczby to: 73 i 37.
A— B =320
A+ B =388
A =354, B=34
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10.

11.

12.

13.

Dtugoéé jednego boku prostokata jest o 3 cm wieksza od podwojonej dtu-
gosci drugiego boku. Oblicz pole tego prostokata, jesli jego obwdd jest
réwny 36 cm.

Obwdd prostokata jest réwny 56 cm. Gdyby zwickszy¢ dhugosé jednego
jego boku o 2 cm, a drugiego o 6 cm, to proporcja miedzy diugosciami
bokéw otrzymanego prostokata wymnositaby 1:3. Oblicz dlugosci bokéw
wyjsciowego prostokata (rozpatrz dwa przypadki).

Obwdd trapezu rownoramiennego jest réwny 40 cm. Jego ramie ma dlugosé
rowng Sredniej arytmetycznej dhugosci jego podstaw i jest o 6 cm dtuzsze
od jego kroétszej podstawy. Oblicz dlugosci bokéw tego trapezu.

W sobote wystawe fotografii odwiedzily 72 osoby: 50 oséb kupito bilety
normalne, pozostali kupili bilety ulgowe. Dochdd ze sprzedazy biletéw
w tym dniu wyniést 654 zt. W niedziele wystawe obejrzato 112 oséb, w tym
42 osoby, ktore kupily bilety ulgowe. Tego dnia dochdd ze sprzedazy bile-
tow wyniost 994 zt. Ile kosztowal bilet normalny, a ile ulgowy?

Réznica miedzy pewna liczba dwucyfrowa a liczbg otrzymang w wyniku
przestawienia cyfr tej liczby wynosi 36. Suma tych liczb wynosi 110. Jakie
to liczby?

Dana jest trzycyfrowa liczba A o cyfrze dziesigtek rownej 5. Po usunigciu
tej cyfry otrzymujemy dwucyfrowa liczbe B. Roéznica liczb A i B wy-
nosi 320, a suma liczb A i B jest rowna 388. Jakie to liczby?

Powtorzenie

14.

15.

16.

14. x — liczba biletéw ulgowych,
y — liczba biletéw normalnych.

Na widowni teatru muzycznego znajduje sie 280 miejsc. Na spektakl sprze-
dano % wszystkich miejsc. Cena biletu ulgowego wynosi 30 zt, a normalnego
35 zt. Ile sprzedano biletéw ulgowych, a ile normalnych, jesli przychdd ze
sprzedazy biletow wyniést 7000 z1?

Obwdéd trapezu réwnoramiennego jest réwny 50 cm. Jego dtuzsza podstawa
ma dlugos¢ 20 cm, a suma dlugosci jego ramion jest o 2 cm krotsza od
krotszej podstawy. Oblicz dtugosé ramienia tego trapezu.

Ramiona trapezu maja dlugosci 25 cm i 65 cm, a jego obwdd jest rowny
205 cm. Suma dlugosci dwoéch dituzszych bokéw trapezu jest o 105 cm
wieksza od sumy dlugosci jego dwoch krotszych bokéw. Oblicz dtugosci
podstaw tego trapezu.

15. z — dlugosé podstawy [cm],
y — dlugos$é ramienia trapezu [cm].

x+y=73-280 x4 20 + 2y = 50
{30m+35y:7000 {2y=m—2

xz =170 x =16
{y:140 {y=7

Rami¢ ma dlugosé 7 cm.

16. Podstawy trapezu maja dlugosci 90 cm i 25 cm.



3.5. Uktady réwnan - Uczer:

— rozwiazuje zadania tekstowe

zadania tekstowe (2) dotyczace sytnacyt prale
tycznych, w tym zadania

dotyczace predkosci oraz
wielko$ci podanych za
pomoca procentéw: stezen
roztworéw i oprocentowania
lokat bankowych.

Uktady réwnan sa czesto wykorzystywane przy rozwiazywaniu zadan doty-
czacych wielkosci podanych procentowo oraz zadan dotyczacych predkosci.

Przykfad 1

Ile kilograméw solanki o stezeniu 6% na-  Stezenie procentowe roztwo-
lezy zmieszaé z solanka o stezeniu 2%, aby ru okresla, jaki procent masy
otrzymaé 100 kg solanki o stezeniu 5%? calego roztworu stanowi ma-

sa rozpuszczonej substancji.

Oznaczamy nleradOITle! ) Roztwor soli nazywany jest
x — masa w kg solanki 6-procentowej, Solanks

y — masa w kg solanki 2-procentowej.

Zapisujemy réwnania opisujace warunki zawarte w tresci zadania:

r+y =100

0,06 - z 4+ 0,02 - y = 0,05 - 100

Rozwigzujemy uktad réwnan: I solanka 11 solanka SOk,mka .

po zmieszaniu

x+y =100
0,06x + 0,02y =5 /- (—50) 4 .

{ z+y =100 6% 2% 5%

+ 3z —y=-250 xkg ykg 100 kg

—2x = —150 /: (-2)
x="T5

Stad otrzymujemy rozwiazanie uktadu: z = 751 y = 25.
Aby otrzymaé 100 kg solanki 5-procentowej, nalezy zmiesza¢ 75 kg solanki

6-procentowej i 25 kg solanki 2-procentowe;j.

Cwiczenie 1
a) Ile kilograméw solanki o stezeniu 13% nalezy zmieszaé z solanka o steze-
niu 6%, aby otrzymaé 35 kg solanki o stezeniu 9%?

b) Do 5-procentowego roztworu soli dosypano taka jej ilo$é, ze otrzymano
95 gramoéw roztworu o stezeniu 6%. Ile soli dosypano?

Cwiczenie 1
a) z — masa solanki 13-procentowej [kg], b) = — masa solanki 5-procentowej [g],
y — masa solanki 6-procentowej [kg]. y — masa dosypanej soli [g].
T+y =35 z+y=95
{0,13$ + 0,06y = 0,09 - 35 {0,053: +y = 0,06 - 95

r =15 r =94

Aby otrzymacé 35 kg solanki 9-procentowej, Dosypano 1 gram soli.
nalezy zmiesza¢ 15 kg solanki 13-procento- dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 3.5
wej i 20 kg solanki 6-procentowe;.

(> Generator

testow i sprawdzianoéw
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t6dz ptynaca z pradem i pod prad

Gdy rozpatrujemy ruch fodzi na rzece, waznym pojeciem jest
predkos¢ wlasna todzi.

Predkos¢ wtasna todzi to predkosé, jaka
osigga tédz na stojacej wodzie.

droga
czas

predkos¢ =

Na predkosé, z jaka po rzece porusza sie t6dz, wptywa predkos$¢ pradu rzeki.
Oznaczmy przez v predkos¢ wiasng todzi, a przez v, predkos$¢ pradu rzeki.

v v
< S ——
VP VP
- -
\‘ ’l
Predkosc todzi poruszajacej sie Predkos¢ todzi ptynacej
z prgdem rzeki jest rowna v + v, pod prad jest réwna v — v,




Przyktad 2

§.6dz motorowa plynaca z pradem rzeki przebyta trase pomiedzy przystaniami
odlegtymi o 36 kilometréw w 2 godziny, droge powrotna zas w 3 godziny.
Oblicz predkosé wlasng lodzi i predkosé pradu rzeki.

Oznaczamy przez v — predkos$¢ wlasna todzi, a przez v, — predkos¢ pradu rzeki.
Informacje podane w zadaniu mozemy przedstawi¢ w tabeli.

Odleglosé¢ Predkosé¢ Czas
Plyniecie z pradem 36 km v+ v, 2 h
Ptyniecie pod prad 36 km v — v, 3h

Predkosé todzi ptynacej z pradem jest rowna:
36 km _
a predkos¢ todzi plynacej pod prad:

36 km __

Otrzymujemy uktad réwnan:

v+uv, =18
+|v—v,=12
2v = 30
v=15

v=15
v+v, =18

v=15
v, =3

Predkosé wlasna todzi byla réwna 15 km/h, a predkos$¢ pradu rzeki — 3 km /h.

Cwiczenie 2

Plynac w dot rzeki, 16dz pokonata 24 kilometry w 2 godziny. Oblicz jej pred-
kos¢ wlasna oraz predkosé pradu rzeki, jesli droga powrotna todzi trwata trzy-
krotnie dtuzej.

Cwiczenie 3

Pierwszego dnia 16d7 plynaca 2 godziny z pradem rzeki, a nastepnie 3 godziny
pod prad, przebyla trase dlugosci 58 km. Drugiego dnia, ptynac 3 godziny
z pradem i 4 godziny pod prad, przeplyneta trase diugosci 82 km. Oblicz
predkos¢ wilasng todzi i predkosé pradu rzeki.

Cwiczenie 3

v — predkos$é wlasna todzi [km/h],

vp — predkosé pradu rzeki [km/h].
58=w+wvp) 24+ (v—1vp)-3
82 =(v+vp) -3+ (v—1p)-4

v =12

vp =2
Predkos$é wlasna todzi byta réwna 12 km/h,
a predkosé¢ pradu rzeki byta réwna 2 km/h.
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Cwiczenie 2
v — predkos$é wlasna todzi [km/h],
vp — predkos$é pradu rzeki [km/h].

24
v+up =S
v—v,,:%

6
v=2_8
vp =4

Predkosé wlasna todzi byta row-
na 8 km/h, a predko$¢ pradu rze-
ki byta réwna 4 km/h.



Odpowiedzi do zadan

1. = — liczba dziewczat,
y — liczba chtopcéw.

x +y = 500
{0,6;1: + 1,6y = 500
x = 300
{ y = 200
W liceum uczy sie 300 dziew-

czat i 200 chlopcow.

2. x — wyplata Bartka,
y — wyptlata Pawtla.

y = 1,1z + 280
{ac = 0,6y + 240
z = 1200
{y = 1600

Bartek zarobit 1200 zt, a Pa-

wel 1600 zt.
3. 6000 zt do banku A i 4000 zt
do banku B
4. x — kwota wplacona do ban-
ku X,
y — kwota wptacona do ban-
kuY.
z +y = 20000
1,035z + 1,045y = 20840

x = 6000

y = 14000
Whptacono 6000 zt do ban-
ku X i 14000 zt do banku Y.

5. z — masa stopu 40% [kg],
y — masa stopu 80% [kg].

z+y=2
{0,41’ + 0,8y = 0,52
=15
{y =0,5
Nalezy uzy¢ 1,5 kg stopu 40%
i 0,5 kg stopu 80%.
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Zadania

1. W pewnym liceum uczy si¢ 500 os6b. Jezeli liczba dziewczat zmniejszytaby
sie 0 40%, a liczba chlopcéw zwickszylaby sie o 60%, to liczba 0séb uczesz-
czajacych do tej szkoty by sie nie zmienita. Ile dziewczat, a ilu chtopcow
uczy sie w tym liceum?

2. Pawel i Bartek pracowali w wakacje przy zbiorze owocow. Pawel zaro-
bil 110% tego co Bartek i jeszcze 280 zl, natomiast Bartek dostal 60%
tego co Pawet i jeszcze 240 zl. Ile zarobil kazdy z nich?

3. Kwote 10000 zl podzielono na dwie cze-

$ci. Jedna z nich wplacono do banku A na Oznaczamy niewiadome:

lokate roczng oprocentowana 3% w skali x — kwota w zt wplacona
roku, drugg do banku B na lokate roczna do banku A,
oprocentowana 4% w skali roku. Po roku y — kwota w z! wplacona
z lokat otrzymano laczne 10340 zt. Jaka do banku B.

z +y = 10000
1,03z + 1,04y = 10340

do banku B? Przeanalizuj przedstawiony
obok poczatek rozwiazania tego zadania
i je dokoncz.

kwote wptlacono do banku A, a jaka {

4. Kwote 20000 zt zainwestowano w dwie rézne lokaty roczne oferowane przez
bank X i bank Y. Lokata w banku X oprocentowana byla 3,5% w skali
roku. Oprocentowanie lokaty w banku Y bylo o 1 punkt procentowy wyz-
sze. Po roku wyptacono z lokat 20840 zt. Jaka kwote ztozono na lokacie
w banku X, a jakag w banku Y7

Mosiadz to stop miedzi, w ktéorym gtéwnym dodatkiem
jest cynk. Z mosiadzu wykonuje si¢ na przyktad dzwony
okretowe.

5. Zawarto$¢ miedzi w dwdch réznych stopach wynosi 40% 1 80%. Ile kaz-
dego z tych stopéw nalezy uzy¢, aby otrzymac 2 kg stopu zawierajacego
50% miedzi?

6. Mamy do dyspozycji dwa stopy miedzi o réznej jej zawartosci. Jesli uzy-
jemy 2 kg pierwszego i 6 kg drugiego, to otrzymamy stop o zawartosci
55% miedzi. Jedli za$ uzyjemy 3 kg pierwszego i 5 kg drugiego, to otrzy-
mamy stop o zawartosci 52,5% miedzi. Jaka jest zawarto$é miedzi w kaz-
dym z tych stopéw?

6. z — zawarto$¢ miedzi w pierwszym stopie,
y — zawartos¢ miedzi w drugim stopie.
2z + 6y = 8-0,55
{3m+5y =8-0,525
z=0,4
{ y=0,6

Pierwszy stop zawiera 40% miedzi, a drugi 60%.



7. Roman przygotowuje sie do zawodéw rowerowych. Na sobotnim treningu 7. t1 — czas jazdy po drogach
przejechat 90 kilometréw w ciggu 5 godzin. Cze$é trasy wiodla po dro- asfaltowych [h],
gach asfaltowych, czeéé po gruntowych. Na drogach asfaltowych $rednia By — s Jemdly o Ao
predkos¢ jazdy wynosita 20 km/h, a na drogach gruntowych 15 km/h. Ile gruntowych [h].
czasu Roman jechal po drogach asfaltowych? Jaka odlegltosé w tym czasie {90 =20-ti+ 151
pokonal? tLt+t2=95
8. Z miast A i B wyruszaja jednocze$nie {2 _ 2
naprzeciw siebie ze stalymi predkosciami Roman jechat po drogach
dwa pociagi. Jeden z nich jedzie z predko- asfaltowych przez 3 h,
Scig dwukrotnie wieksza niz drugi. Spo- w tym czasie pokonal 60 km.
tykaja si¢ po godzinie i 20 minutach. 8. s — odleglo$é miedzy miasta-
Gdyby wolniejszy pociag jechal z pred- mi Ai B [km],
koscia o 10 km/h wieksza, spotkanie na- @ _.pr‘?dkos’é wolniejszego
stapitoby po godzinie i 12 minutach. Jaka pociagu [km,/,h}’
. . . o 2v — predko$¢ szybszego
jest odlegto$¢ miedzy miastami A i B? pociagu [km,/h].
9. Pociag pokonal 120 km w ciagu godziny i 45 minut. Pierwszy odcinek trasy {3 =gv+3-2v
przebyt z predkoscia 80 km/h, a drugi — ze wzgledu na roboty torowe — s=g(w+10)+ ¢ -2v
z predkodcia 40 km/h. Jaka byla dtugosé drugiego odcinka? s =120 km
9. s1 — dhugosé pierwszego
Powtdrzenie odeinka [km],
s2 — dhugosé drugiego
10. Po zmieszaniu roztworow soli piecio- i dziesiecioprocentowego otrzymano odcinka fkm].
200 g roztworu o$mioprocentowego. Ile byto roztworu piecioprocentowego? {:_ —:_8;: 112;)
40 — T4
11. Zmieszano 60 g dziesiecioprocentowego roztworu soli z roztworami oSmio- SBT — 1(0)0
i piecioprocentowym. W rezultacie otrzymano 150 g roztworu o steze- { 55 = 20
niu 8%. Ile graméw roztworu piecioprocentowego wykorzystano? Dhingedd drsisgs edcils
12. Do 7-procentowej solanki dolano 3 litry wody i dosypano pewna ilo$¢ soli. wynosita 20 km.
W rezultacie otrzymano 8,5 kg solanki o stezeniu 10%. Ile soli dosypano? ~ 10. @ — masa roztworu 5-procen-
Przyjmij, ze 1 litr wody ma mase 1 kg. e [, & — mens mozivio
10-procentowego [g].
13. Pan Tomek podzielit kwote 17000 z na trzy czesci: 2000 zt odtozyt do z+y =200
szuflady, a pozostate dwie czeéci ulokowal na lokatach oprocentowanych {0,0535 + 0,1y = 0,08 - 200
odpowiednio 2% i 2,5% w skali roku. Po roku mial do dyspozycji 17 350 z1. 2 — 80
Jaka kwote ulokowal na lokacie dwuprocentowej? {y —120
14. 7 kwoty 10000 zt wydzielono z z1 i ztozono na lokacie oprocentowanej 2,5% ke B sombesoui Gopuens
w skali roku, pozostate y zl zlozono na lokacie o oprocentowaniu rocznym towego.
wynoszacym 2,75%. Po roku z obu lokat odebrano 10260 zt. Oblicz z i y.
11.  — masa roztworu 5-procentowego [g], 12. z — masa solanki 7-procento-  13. z — kwota wplacona na 2% lokate [z1],

y — masa roztworu 8-procentowego [g]. wej [kg], y — kwota wplacona na 2,5% lokate [z1].
60+ z +y = 150 3 — mizes dosypane) gl e, 2 +y + 2000 = 17000
0,1 - 60 + 0,05z + 0,08y = 0,08 - 150 T+y+3=85 1,02z + 1,025y + 2000 = 17350
=40 0,07z +y =0,1-85 2 = 5000

{y=50 {5525 {y:IOOOO

Wykorzystano 40 g roztworu y=05 Na lokacie dwuprocentowej

ulokowat 5000 zt.
14. x = 6000, y = 4000

5-procentowego. Dosypano 0,5 kg soli.
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3.6. Zagadnienia uzupetniajace
H Uktady trzech réwnan z trzema niewiadomymi

Niektore zagadnienia wymagajg wprowadzenia trzech lub wiecej niewiado-
mych. Tworzy sie wtedy i rozwiazuje uktad tylu rownan, ile niewiadomych
zostato wprowadzonych.

Przyktad
Rozwiaz uklad réwnan:

20 + 2y +2=3

3z —2y+z2=1
T—y—z—-4
z2=3-—2x— 2y Wyznaczamy niewiadoma z z pierwszego

rownania i podstawiamy otrzymane

3z —2y+ (3—22x—2y) =1
r—y—(8—-2x—2y)=4

wyrazenie do pozostatych réwnan.

7 = &) = 248 — 2]
Doprowadzamy réwnania
do prostszej postaci.

z—4y =2
x+y="7
=72
y=1

Tz —4y = -2

Rozwiazujemy uklad réwnan
3x+y="7

1 otrzymujemy {

Podstawiamy wyznaczone wartosci x i y do réwnania z = 3 — 2z — 2y
i otrzymujemy z = —3.

=72
Zatem rozwigzaniem wyjsciowego uktadu sa trzy liczby: ¢ y =1
= =3
1. Rozwiaz uklad réwnan.
r+y+2=10 T+y—z=2
a) S x+y—2=20 ) x—y—32=-6
z—y—2=30 3z +4y+2z=1
3r+2y+2="7 20 +4y+2 =5
b){ z+2y+32=1 d) {dx+2y—2=7
Sxr —3y —z =238 3x+y+z=1

1.a) 2 =20,y=—-5,2z= -5

b)z=2,y=1,2z=-1
25
4
d)wzéay:%Z:—Z

_ 13 . _ __9
e = ——= = z2=—7
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2. Czy podany uktad réwnan spetnia trojka liczb catkowitych?

rT+2y—z=-4
a)  2y+z2=2 c)
2y = =2

T4+2y—2=28

20 +2y — 2 =10

20 +3y+2=5
T—2y—z=-9

b) < 2y+32=16 d)
3y —z=2

T—yY—22=-95
z+2y+z2z=4
r—3y—2z=-3

a) Suma trzech liczb jest réwna 36. Suma pierwszej i drugiej liczby jest
dwukrotnie wieksza od trzeciej liczby, a suma drugiej i trzeciej jest o 10
wieksza od pierwszej liczby. Jakie to liczby?

b) Suma trzech liczb: a, b, ¢ jest réwna 27. Liczba ¢ jest o 3 wieksza
od $redniej arytmetycznej liczb a i b, a liczba b o 3 mniejsza od $redniej
arytmetycznej liczb a i ¢. Wyznacz liczby a, b i c.

Na pewne przedstawienie w teatrze sprzedano tacznie 500 biletéw trzech
rodzajow — normalnych po 50 zl, ulgowych po 40 zl i wejsciéwek po 30 zt.
Biletow normalnych byto o 40 wiecej niz ulgowych i wejsciowek razem.
Wiszystkie bilety kosztowaly tacznie 22300 zt. Ile biletéw poszczegdlnych
rodzajéw sprzedano? Przeanalizuj przedstawiony ponizej poczatek rozwia-
zania tego zadania i je dokoncz.

Oznaczamy niewiadome:

x — liczba sprzedanych biletéw normalnych,
y — liczba sprzedanych biletow ulgowych,

z — liczba sprzedanych wejsciéwek.

Mozemy zatem ulozy¢ uktad trzech réwnan z trzema niewiadomymi:
z+y+2z=>500
r=y+ 2440
50z + 40y + 30z = 22300

Suma dlugosci wszystkich krawedzi prostopadto-
Scianu (rysunek obok) jest réwna 52. Krawedz c
jest o 1 krétsza od sumy dlugosci krawedzi a i b,
za$ krawedz b jest o 2 krétsza od Sredniej aryt-
metycznej diugosci krawedzi a i ¢. Oblicz objetosc
tego prostopadtoscianu.

[

|

\

\
//‘____-___
// b

a

4a + 4b + 4¢ = 52

c+1=a+b
a—+c
2:
b+ 5
a=4
b=3
c=26

V=4-3-6=12

2.a) z=2,y=—-1, z=4; tak
b)x = -1,y =2, z =4; tak
¢)z=2y=1% 2z=-3L;
nie
d)z=2y=—1, z =4; tak

z+y+z=236

3. a) {a:—i—y:Zz

y+z=x+10

z =13

{yzll

z=12

a+b+c=27
b) {“;b:c—s

ate—b+3

a=

b="7

e= 1l

4. 270 biletow normalnych,

190 biletéw ulgowych,
40 wejsciéwek
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Vv

Zestawy powtdrzeniowe

Odpowiedzi do zadari W Zestaw |
1.a)z=6,y=14 1. Rozwiaz uklad réwnan.
b) nieoznaczony: z € R, &Y 3z-1 _ 4y-T _
y=04z—1,9 ) 1278 ) 23
cgz=1Ly=1 : z=2 Yy 6 _4 ¢ 3y=6 _5-z _ 45
d)z=-3y=-2 4 2 4 6 12
Ty _ 0,95 2e—y  y+2z —1.2
5 2 5 4
b) d)
2x—2 + 3—2y -3 2243y dz—y 0.25
5 2 12 8
2.a)nijz=y=1 2. Czy rozwiazaniem uktadu réwnan jest para liczb o réznych znakach?
b)taks 2 =5, y = -3 2z = 3(1 2 =1z —1)
¢) nie; z = —1,1, y = —0,7 a r=3(1-y)+2y . y=3
d) nie; 2 =0,y =1 3y—z)=y-1 3(z+1)=—(y+1)
s KLY QU T =2 _y3 _zty
243z _ 2y+6 ety-1 . y-1
3. ), d) nieskoficzenie wiel 4 2 3 T
’ ?))71 Cr)u(e)s oncreiie wieke 3. Okredl liczbe rozwiazan uktadu réwnan.
4. a) x — cyfra dziesiatek, 22y +1)=6(4—x) ) 20 4+2y=y—2
. 24 a C
y — cyfra jednosci. 3242y =11 20y—3z)=6-y
r+y=13 Gt 1
X —T
10y + o — (102 + y) = 45 Ly o= =+ 1 02TV
- r—1=142 _rty 2= 3y
x=4 r—1= 5 x 5 = 1 5
y=9

4. a) Suma cyfr pewnej liczby dwucyfrowej jest réwna 13. Gdybysmy zamie-
nili miejscami cyfry tej liczby, to otrzymalibyémy liczbe o 45 wieksza od
szukanej. Co to za liczba?

Szukang liczbg, jest 49.
A+ B =121
b) { -

A= T205 b) Dana jest dwucyfrowa liczba A oraz liczba B otrzymana z przestawienia
A=183 cyfr liczby A. Wyznacz te liczby, jesli ich suma jest réwna 121, a liczba A
B =38 jest o 7 wieksza od podwojonej liczby B.

¢) = — licznik utamka, c¢) Jedli do licznika pewnego utamka dodamy 1, a od jego mianownika

y — mianownik ulamka. odejmiemy 1, to otrzymamy . Jesli natomiast od licznika odejmiemy 1,

{ z_ﬂ =3 a do mianownika dodamy 1, to otrzymamy % Co to za utamek?

z—1 __ 1

y+l 3 5. Na wycieczke pojechalo 23 uczniéw. Na postoju dwie dziewczynki i jeden
r="17 chlopiec zostali w autokarze. Wéréd dzieci, ktére opuscily pojazd, byto
y=17 trzy razy mniej chtopcéw niz dziewczynek. Ile dziewczynek, a ilu chlopcéw

Szukanym utamkiem jest . pojechalo na wycieczke?

5. x — liczba dziewczynek, y — liczba chtopcow.

z+y=23
r—2=3(y—1)

x =17
y==6

Na wycieczke pojechato 17 dziewczynek i 6 chtopcéw.
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N4
B Zestaw Il

1. Podaj, ile rozwiazan ma uktad réwnan dla m = 1, a ile — dla m = —2.
20 —my =1 x+my =2 r—|mly =m?
a) b) c)
mr —2y =1 mr+y=4—2m —r+2y=—4

2. Dla jakich wartoéci parametréw m i k para liczb: © = 3, y = 2 jest roz-
wigzaniem ukladu réwnan?

) mx + ky =5
(k—1)z —2my =—1

(1—m)z+4ky =10
(m —2k)x — (4k + m)y = —8

b)

3. Rozwiaz uklad réwnan.

4. a) Roztwér soli o stezeniu 5% zmieszano z roztworem soli o stezeniu 40%.
Ile graméw kazdego z tych roztwordéw uzyto, jesli otrzymano 1,4 kg roz-
tworu soli o stezeniu 30%?

b) Laborant potrzebuje 10 g roztworu azotanu potasu o stezeniu 9%. Ma
do dyspozycji roztwory tego zwigzku o stezeniach 6% i 10%. Ile gramoéw
jednego roztworu i ile drugiego powinien zmieszacé?

5. Jubiler dysponuje dwoma rodzajami stopu ztota. W jednym na kazde
37,5 g czystego zlota przypada 62,5 g miedzi, drugi ma prébe 750. Ile
graméw kazdego z tych stopow nalezy stopi¢, aby otrzymaé¢ 100 g zlota
proby 5857

Uwaga. Proba zlota — zawarto$¢ ztota w stopie wyrazona w promilach.

6. Dwa samochody poruszajace sie ze $rednimi predkosciami v, i vy wyru-
szyly jednocze$nie naprzeciwko siebie z miejscowosci oddalonych o 450 km.
Samochody te minely sie po uplywie 3 godzin. Gdyby wolniejszy samo-
chéd jechal z predkoscig o polowe wieksza, to spotkanie nastapitoby po
uplywie 2% godziny. Oblicz predkosci, z jakimi poruszaly sie te samochody.

5.  — masa stopu o prébie 375 [g], y — masa stopu o prébie 750 [g].

z +y = 100
0,3752 4 0,75y = 0,585 - 100

=44
y = 56
Nalezy stopi¢ 44 g stopu o prébie 375 i 56 g stopu o prébie 750.
6 3v1 + 3vz = 450
"] 2,5 1,501 + 2,502 = 450

v1 = 60 [km/h]
vy = 90 [km/h]

1. a) m = 1: jedno rozwiazanie,

m = —2: nie ma rozwigzan
b) m = 1: nieskonczenie wiele
rozwiazan,

m = —2: jedno rozwigzanie
c) m = 1: jedno rozwiazanie,
m = —2: nieskonczenie wiele
rozwigzan

a)z=3y=6
z=0,y=-1
©)r=g5,y=%
d)z=1y=-4
e)x:_%7y:%
f) 2=0,y=0

. a) x — masa roztworu 5% |g],

y — masa roztworu 40% [g].

z +y = 1400
0,05z + 0,4y = 0,3 - 1400

z = 400

y = 1000
Zmieszano 400 g roztworu 5%
i 1000 g roztworu 40%.

b) z — masa roztworu 6% [g],
y — masa roztworu 10% [g].

z+y=10
0,06z + 0,1y = 0,09 - 10

=25
y="75

Powinien zmieszaé
2,5 g roztworu 6%
i 7,5 g roztworu 10%.
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a+ B+ =180°
o+ 3 =105
o+ 28 + 3y = 400°

r+y+z=18
g =a=2
x4+ 2y + 5z = 48
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IS 130 3. Uktady réwnan

@ Sposéb na zadanie

Rozwiazujac zadania tekstowe, mozemy spotkac sie z takimi, w ktérych mamy
trzy niewiadome. Jednak nie zawsze musimy wtedy wykorzystywa¢ uktad
trzech rownan z trzema niewiadomymi.

Przyktad 1
Dany jest tréjkat o katach «, 3, ~, przy czym suma miar katéw a i 3 jest
rowna 105°. Wyznacz te katy, jesli spelniona jest réwnosé a+ 23+ 3y = 400°.

» Rozwiazanie tego zadania mozemy rozpoczaé¢ od zauwazenia, ze mamy trzy
niewiadome: «, 3, 7. Prowadzi to jednak do uktadu trzech réwnan z trzema
niewiadomymi (napisz ten uktad).

o Jedli zauwazymy, ze a = 105° — 3, mozemy napisa¢ ukltad dwdch rownan
z dwiema niewiadomymi:

(105° — B) + 28 + 3~ = 400°
(105° — ) + B+~ = 180°
Rozwigzujemy ten uklad réwnan i otrzymujemy 5 = 70°, v = 75°.
Zatem o = 105° — 3 = 35°.
Odpowiedz: o = 35°, 3 = 70°, v = 75°

Przyktad 2

W skarbonce znajduje sie 18 monet — sa to monety 1-, 2- i 5-zlotowe. Monet 5-
-ztotowych jest o dwie mniej niz monet 1-ztotowych. Oblicz, ile monet kazdego
nominaltu znajduje sie w skarbonce, jesli jest w niej 48 zl.

» Zadanie mozemy rozwiaza¢, wprowadzajac trzy niewiadome:

x — liczba monet 1-ztotowych,

y — liczba monet 2-ztotowych,

z — liczba monet 5-ztotowych.

Nastepnie nalezy ulozy¢ i rozwiazaé uktad trzech réwnan z trzema niewiado-
mymi (napisz ten ukltad).

o Zauwazmy, ze mozemy tu wprowadzi¢ dwie niewiadome: = — liczba monet
1-ztotowych, y — liczba monet 2-ztotowych. Wéwcezas monet 5-ztotowych jest
x — 2. Otrzymujemy teraz uklad dwéch réwnan z dwiema niewiadomymi:

r+y+(x—2)=18
r+2y+5(x—2)=48
Rozwiazaniem tego ukladu jest: x = 9 oraz y = 2 (sprawdz).

Odpowiedz: W skarbonce znajduje si¢ 9 monet 1-ztotowych, 2 monety 2-zto-
towe oraz 7 monet 5-zlotowych.



Zadania testowe @

Rozwiaz zadania i zapisz odpowiedzi w zeszycie. W kazdym zadaniu tylko
jedna odpowiedz jest prawidlowa.

. N )b =2y =27
1. Wskaz rozwiazanie uktadu rownan
T+ 3y =2
A. B. C. D.
y=-1 y=1 y=-1 y=1
o L2y =—4 o
2. Rozwiazaniem uktadu réwnan jest para liczb ujemnych
mr—y=m-—1
dla:
A.m=-3 B. m=—-1, C.m=1%, D.m=2

3. Kuba jest o 5 lat starszy od Magdy. Wiek Magdy stanowi % wieku Kuby.
Ktéry z ponizszych uktadéw rownan opisuje te sytuacje?

Przyjmij oznaczenia k — wiek Kuby, m — wiek Magdy.

4. Wskaz rownanie, ktére nalezy dopisaé¢ do réwnania 3z —4y = 6, aby otrzy-
ma¢ nieoznaczony uklad réwnan.

A. 3z —4y=—6 C.2z—-2y=-3
B. -32+4y=6 D. -3z +2y=-3
. L . )3z +y=10
5. Wskaz uktad réwnan réwnowazny ukladowi
20 —y =12
=10-3 = 10=3
ALY v c. !’ !
—x =22 5 = 22
=10+3 =10+3
B. "’ v p. VT
5 — 10y =12 —r — 10y =12
. fomie-3y=5 .
6. Uktad réwnan jest uktadem nieoznaczonym dla:
4x — 6y = —10m
A.m=-1 B. m=—1, C. m=1, D.m:%.

6 4mPz — 6y = 10
") 4z — 6y = —10m

Uktad jest nieoznaczony, gdy 4m?> = 4 i 10 = —10m, czyli dla m = —1.
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.x=—2,y:—%

. ¢ — liczba banknotéw
10-ztotowych,
y — liczba banknotéw
20-ztotowych.

10z + 50z + 20y = 940
{ y=x+7

xz =10
{ y=17
Bylo 10 banknotéw 10-ztot-
owych, 17 banknotéw 20-zto-

towych i 10 banknotow
50-ztotowych.

. Zauwazmy, ze a = (3 + 30°,
wowczas:

(B+30%) + B8+~ = 180°
{7—20°=(ﬁ+30°)+5
B8 = 25°
{721000
a =55, =25 v =100°
ERII

. ¢ — obecny wiek Kasi,
y — obecny wiek brata Kasia.

z—442(y—4) =22
T+2=2(y+2)

r =18
y=38

Bracia Kasi beda pelnoletni
za 10 lat, wowczas Kasia be-
dzie miala 28 lat.
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@ Przed obowigzkowa matura z matematyki

B Zadania krétkiej odpowiedzi

Zadanie 1 (2 pkt)
—x—5
2

5—-2(x—3(y—1))=0

.. =Ty
Rozwiaz uklad réwnan

Zadanie 2 (2 pkt)

Bankomat wyptacit kwote 940 zt w banknotach o nominatach 10 zt, 20 zi
i 50 zt. Ile bylo banknotow kazdego rodzaju, jesli banknotéow 10-ztotowych
byto tyle samo co banknotéw 50-ztotowych, a banknotéw 20-ztotowych byto
o 7 wiecej niz 50-ztotowych?

Zadanie 3 (2 pkt)
Réznica miar katéw « 1 8 pewnego trojkata wynosi 30°. Kat v tego trojkata ma
miare o 20° wigksza od sumy miar katow o i 5. Wyznacz katy tego trojkata.

Zadanie 4 (2 pkt)
Para liczb « = 2, y = 3 jest rozwiazaniem ukladu réwnan utworzonego przez
dwa sposréd ponizszych réwnan. Wskaz te réwnania.

LLex—2y=—-4 II. 22 4+ 3y =15 III. 22 — 3y = —5 IV.3z —y =2

B Zadania rozszerzonej odpowiedzi

Zadanie 5 (3 pkt)

Cztery lata temu Kasia i jej dwaj bracia blizniacy mieli razem 22 lata. Za dwa
lata Kasia bedzie miala tyle lat co obaj jej bracia razem. Oblicz, ile lat bedzie
mieé¢ Kasia, gdy jej bracia beda mieli po 18 lat.

Zadanie 6 (3 pkt)

Tomek ma w skarbonce trzydziesci jeden monet, w tym: trzy monety 5-ztoto-
we, monety 1- i 2-zlotowe oraz monety 10- i 50-groszowe. Liczba monet 10-gro-
szowych jest taka sama jak liczba monet 50-groszowych, a monet 1-zlotowych
jest dwukrotnie wiecej niz monet 2-ztotowych. Suma pieniedzy w skarbonce
wynosi 42 zt. Oblicz, ile jest monet kazdego rodzaju.

Zadanie 7 (3 pkt)
Az +y)? —dy2r+y) =2z +r+y

Rozwiaz uktad réwnan
(-Dy+1)=(r+2)(y-2)

6. z — liczba monet 10-groszowych, z+y=0
y — liczba monet 2 zlotowych, stad: 7.

z — liczba monet 50-groszowych,

2y — liczba monet 1 zlotowych. {:c
5:3+2-y+1-2y+0,1-2+0,5-2=42
3+y+2y+zrz+xz=31

=25
y==6

Jest po 5 monet 10- i 50-groszowych,
12 monet 1-ztotowych i 6 monet 2-ztotowych.



