2 Jezyk matematyki

Wieza CN Tower w Toronto jest najwyzszym budynkiem na zachodniej p6l-

kuli. Stosunek jej wysokosci (553,33 m) do wysokosci, na ktérej znajduje sie

kosz wiezy (342 m) wynosi okolo 1,618. Jest to przyblizenie liczby zwanej ztota

liczba lub ztotym stosunkiem. O odcinku moéwimy, ze zostal podzielony w zto-

tym stosunku, jesli stosunek dtuzszej czesci do krotszej jest rowny stosunkowi
e

calego odcinka do dluzszej czesci: ==

z Yy
1+v5

Doktadna wartos$¢ ztotego stosunku wynosi T
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Uczen:

— postuguje sie pojeciami: zbidr,
podzbiér, zbiér pusty, zbiér
skoniczony, zbiér nieskonczony,

— wymienia elementy danego
zbioru oraz elementy do niego
nienalezace,

— opisuje stownie i symbolicznie
dany zbior,

— okresla relacje zawierania
zbioréw,

— wypisuje podzbiory danego
zbioru.

Komentarz 1

W matematyce zbiér jest
pojeciem pierwotnym, tzn.
takim, ktérego nie definiujemy.
Intuicyjnie opisujemy zbiér
jako grupe nieuporzadkowanych
obiektow.

Inne pojecia pierwotne to

na przyktad: punkt i prosta.

Komentarz 2
Zbior pusty jest zbiorem skon-
czonym.

Cwiczenie 1
a) jest

b) nie jest
c) jest

d) nie jest
e) nie jest
f) jest

2.1. Zbiory

Zgodnie z tradycja zbiory oznaczamy wielkimi literami. Aby opisaé¢ zbior,
nalezy okreslié, jakie sa jego elementy. Mozna to zrobié stownie lub (jedli to
mozliwe) wypisaé jego elementy, np.:

N ={0,1,2,3,4,5,...} — zbi6r liczb naturalnych

A =1{1,2,4,5,10,20} — zbiér naturalnych dzielnikéw liczby 20

Zbiér, ktory ma skonczong liczbe elementéw, nazywamy zbiorem skonczonym.
Zbiér, do ktorego nalezy nieskonczenie wiele elementow, nazywamy zbiorem
nieskonczonym.

Aby zapisaé, ze element nalezy do zbioru, uzywamy symbolu €, np. 7 € N,
aby zapisaé, ze element nie nalezy do zbioru — symbolu €, np. v2 ¢ Q.
Zbior, do ktorego nie nalezy zaden element, nazywamy zbiorem pustym i ozna-
czamy symbolem .

Cwiczenie 1
Na diagramie przedstawiono sze$cioelementowy zbiér A. Okresl, czy zdanie
jest prawdziwe.

a)2e A c) V16 € A e) —6¢ A
b)leA d)voeA f) 6¢ A

Jeszcze innym sposobem opisania zbioru jest podanie warunku, ktory musza
spelnia¢ jego elementy. Na przyklad zapis A = {n € N : z? < 16} oznacza, ze
A=1{0,1,2,3,4}.

Przyktad 1

Opis zbioru Zapis symboliczny

A jest zbiorem tych liczb cal




Dwa zbiory sg réwne wtedy i tylko wtedy, gdy maja te same elementy.

Cwiczenie 3

Ktore sposrdd zbioréw A, B i C' sg réwne?

a) A={-6,-3,0,3,6}, B={-6,-3,0,3,6,8}, C ={0,3,-3,6,—6}

b) A={-3,-2,-1,11,2,3}, B={-3,-2,-1,0,1,2,3}, C - zbiér tych
liczb catkowitych, ktérych kwadraty sa mniejsze od 10

Kazda liczba naturalna jest liczba catkowita. Méwimy, ze zbiér liczb natural-
nych jest podzbiorem zbioru liczb catkowitych.

Definicja
Zbiér A jest podzbiorem zbioru B, jesli kazdy element zbioru A jest ele-
mentem zbioru B. Zapisujemy to: A C B. Méwimy réwniez, ze zbiér A

jest zawarty w zbiorze B.
Zapis A ¢ B oznacza, ze A nie jest podzbiorem zbioru B.

Uwaga. Dla dowolnego zbioru A zachodzg zawierania: A C Ai () C A.
Jesli AC Bi B C A, to zbiory Ai B sa rowne: A = B.

Przyktad 2 B o

Na diagramie obok przedstawiono zbiory:

A=1{1,2,3,4,5,6,7}, B={1,2,3},C = {6,7}. @

Miedzy tymi zbiorami zachodzg zaleznosci: A 5 A
BCAiCCA

Cwiczenie 4

Czy prawdziwa jest ktora$ z zaleznoéci: A C B, B C A?

a) A={1,2,3,4,5,6,7}, B=1{3,4,5,6,7}

b) A ={-4,-2,-1,0,1,2,4}, B — zbiér tych liczb calkowitych, ktérych
kwadraty sa mniejsze od 20

c) A —zbiér dzielnikéw liczby 40, B — zbidr dzielnikéw liczby 60

Zwréémy uwage, ze dla poznanych dotychczas
zbioréw liczbowych zachodzg zawierania:

NcZcQCR (N Jz|Q|R
[] Cwiczenie 5

Uzasadnij, ze: a) Z ¢ N, b) R ¢ Q.

Cwiczenie 4

a)BC A

b) AC B,bo B={—-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4}

¢) Odpowiedz nie zalezy od tego, czy rozpatrujemy dzielniki naturalne, czy catkowite.
Rozpatrzmy dzielniki naturalne.

A=1{1,2,4,5,8,10, 20, 40},

B =1{1,2,3,4,5,6,10, 12, 15, 20, 30, 60},

zadna zaleznosé A C B i B C A nie jest prawdziwa.

Cwiczenie 5

a) Ujemne liczby calkowite nie naleza do zbioru liczb naturalnych.

b) Nie wszystkie liczby rzeczywiste naleza do zbioru liczb wymiernych, np. V2 ¢ Q.

Cwiczenie 3
a) A=C
b)B=C
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Odpowiedzi do zadan

1.a) A= {1,2,3,4,6,12},
B =1{1,2,3,4,6,8,12,24},
ACB
b) A={1,2,3,6,7,14, 21,42},
B ={1,3,5,9,15,45}, nie

2. a) {0,1}, {0,2}, {1,2}
b) {a,b}, {a,c}, {b,c}
c) {1,2},{1,3}, {1,4}, {2,3},
{2,4}, {3,4}
3. {a,b,¢,d}, {a,b,c, e},
{a,b,d, e}, {a,c,d, e},
{b,¢c,d, e}
4. a) {1,3,5,7,9,11, 13}
b) {1,3,5,7,9,11,13,15, 17,
19,21, 23}
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Zadania

Okresl zbiory A i B, wypisujac wszystkie ich elementy. Czy zachodzi ktoras
z zaleznoéci: A C B, B C A?

a) A — zbiér dzielnikéw liczby 12, B — zbiér dzielnikéw liczby 24

b) A — zbiér dzielnikéw liczby 42, B — zbidér dzielnikéw liczby 45

Wypisz wszystkie dwuelementowe podzbiory zbioru A.
a) A={0,1,2} b) A={a,b,c} c) A=1{1,2,3,4}

Wypisz wszystkie czteroelementowe podzbiory zbioru {a, b, ¢, d, e}.

Zbiér X jest podzbiorem zbioru nieparzystych liczb naturalnych. Wypisz
jego elementy, jesli sa nimi liczby, ktérych:

a) kwadrat jest mniejszy od 180, b) pierwiastek jest mniejszy od 5.

Czy wiesz, ze...

W jezyku potocznym stowo ,zbiér” jest uzywane
w wielu sytuacjach. Na przyktad ,zbiorami” na-
zywa sie réznorodne kolekcje gromadzone przez
hobbystéw czy tez kolekcje dziel sztuki. Wazon
z arysami na zoltym tle — obraz Vincenta van
Gogha, nalezy do zbioréw Muzeum van Gogha
w Amsterdamie.

Powtorzenie

[D] 5.

Czy zbiory A i B maja tyle samo elementéw? Uzasadnij, ze A ¢ B.
a) A — zbior dzielnikéw liczby 6, B — zbiér dzielnikéw liczby 15

b) A — zbiér dzielnikéw liczby 18, B — zbiér dzielnikéw liczby 30
¢) A — zbidr dzielnikéw liczby 36, B — zbior dzielnikéw liczby 48

Wypisz wszystkie trzyelementowe podzbiory zbioru {0, 1,2, 3}.

Wypisz trzyelementowe podzbiory zbioru {0,1,2,3,4}, dla ktérych:
a) suma wszystkich elementéw jest wieksza od 7,

b) iloczyn wszystkich elementéw jest réwny zero.

. Odpowiedz na pytanie nie zalezy od tego, czy rozpatrujemy dzielniki naturalne,

czy catkowite. We wszystkich podpunktach wypiszemy dzielniki naturalne.

a) tak, A ={1,2,3,6}, B={1,3,5,15}, 4 elementy

b) nie, A = {1,2,3,6,9,18}, 6 elementéw, B = {1, 2,3, 5,6, 10,15, 30}, 8 elementéw
c) nie, A ={1,2,3,4,6,9,12,18,36}, 9 elementéw,

B =1{1,2,3,4,6,8,12,16, 24, 48}, 10 elementéw

. {0,1,2}, {0,1,3}, {0,2,3}, {1,2,3}
. a) {1,3,4}, {2,3,4}

b) {0, 1,2}, {0,1,3}, {0,1,4}, {0,2,3}, {0,2,4}, {0,3,4}



2.2. Dziatania na zbiorach

Na diagramie obok zbiér U oznacza zbidr wszystkich
rozpatrywanych elementéw i jest nazywany przestrze-
nig. Gdy mowimy o liczbach, to przestrzenia jest zwy-

kle zbior liczb rzeczywistych R.
Definicja

Iloczynem zbioréw A i B nazywamy zbior elementéw, ktére naleza jedno-
cze$nie do obu tych zbioréw. Iloczyn zbioréw A i B oznaczamy: A N B.

Na diagramie iloczyn A N B jest przedsta-
wiony jako obszar podwdjnie zakreskowany.
Zauwazmy, ze iloczyn zbioréw jest ich cze-
Scia wspo6lna.

Przyktad 1
Niech A = {1,2,3,4}, B = {0,2,4,6,8,10}. Tylko liczby 2 i 4 naleza do obu
zbioréw jednoczesnie, zatem:

ANB={2,4}

Cwiczenie 1
Na podstawie diagramu podaj elementy zbioréw: A, B oraz AN B.

b)

a) A B A B

Cwiczenie 2

Wyznacz iloczyn zbioréw A i B.

a) A={1,3,5,7}, B=1{2,3,4,5,6}

b) A ={0,2,4,6,8,10,12,14,16,18}, B = {0,3,6,9,12,15,18}
c) A={i, 1 1111111 g (10 20 30 40 50

2737475767778 1007 1007 100 100’ 100

Uczen:

— postuguje sie pojeciami:
iloczyn, suma oraz réznica
zbioréw,

— wyznacza iloczyn, sume oraz
réznice danych zbioréw,

— przedstawia na diagramie
zbiér, ktéry jest wynikiem
dziatan na trzech dowolnych
zbiorach,

— wyznacza dopelnienie zbioru.

Komentarz
Tloczyn zbioréw jest nazywany
rowniez przekrojem zbioréw.

Cwiczenie 1

a) A=1{1,3,6,7,8},
B =1{1,2,3,4,5},
ANB={1,3}

b) A={a,b,c,d, e},
B ={c,d,e, f,qg,h,i},
ANB={cd,e}

Cwiczenie 2
a) {3,5}
b) {0, 6,12, 18}

) {33

Multiteda

® Rdznica zbiordw
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Cwiczenie 3
a) Zbiory X 1Y sa roztaczne.

b) Zbiory X i Y nie sa rozlaczne.

Cwiczenie 4
a) AUB = {1,2,6,7,8,9, 10}
b) AU B = {s,t,u,v,w}

Cwiczenie 5

a) AUB = {5,9,10,11,12,13,
14,15, 20, 25}

b) A = {1,2,3,6),

B ={1,2,4,8},
AUB={1,2,3,4,6,8)

c) AUB=N

B 60 2. Jezyk matematyki

Zbiory A i B nazywamy rozlacznymi, gdy nie maja

wspélnych elementéw, czyli gdy A N B = ). Na dia-
gramie obok przedstawiono roztaczne zbiory A i B.

U

Cwiczenie 3

Czy zbiory X i Y sa roztaczne?
a) X — zbidr liczb parzystych, Y — zbiér liczb nieparzystych

b) X — zbidr liczb parzystych, Y — zbidr liczb podzielnych przez 5

Definicja
Suma zbioréw A i B nazywamy zbiér elementéw, ktore naleza do co naj-
mniej jednego ze zbioréw: A lub B. Sume zbioréw A i B oznaczamy: AUB.

Na diagramie suma A U B jest przedstawiona
jako obszar zakreskowany.

Przyktad 2
Jedli A=1{2,3,4} 1 B=1{1,3,5,7},
to AUB =1{1,2,3,4,5,7}.

Cwiczenie 4
Na podstawie diagramu podaj elementy sumy zbioréw A i B.

a) A B b) A B
D

U

Cwiczenie 5

Wyznacz sume zbioréw A i B.

a) A={5,10,15,20,25}, B ={9,10,11,12,13,14,15}

b) A — zbidr dzielnikéw liczby 6, B — zbiér dzielnikéw liczby 8
¢) A — zbidr liczb parzystych, B — zbiér liczb nieparzystych

Cwiczenie 6
Korzystajac z diagramu, wyznacz zbiory: i “ B
a) AUB, AUC, BUC, AUBUC, %

@ U

b) ANB, ANC, BNC, ANBNC.

Cwiczenie 6

a) AUB = {1,2,3,4,5,6,7},
AUC ={1,2,3,5,6,7,8,9},
BUC = {2,3,4,5,6,7,8,9},
AUBUC ={1,2,3,4,5,6,7,8,9}
b) ANB = {2,3},

ANC = {3,7},

BNC = {3,5,6},

ANBNC ={3}



Definicja
Réznica zbioréw A i B nazywamy zbiér elementéw, ktére naleza do zbioru
A i nie naleza do zbioru B. Réznice zbioréw A i B oznaczamy: A\ B.

Obszary zakreskowane na ponizszych diagramach przedstawiaja:
zbiér A\ B, zbiér B\ A.

Przyktad 3
Wyznacz zbiory A\ Bi B\ A, jesli A={0,2,4,6,8} i B=1{0,1,2,3}.

A\ B = {4,6,8} B\ A={1,3)

Cwiczenie 7

Dane sa zbiory: A = {0,2,4,6,8} — zbidér liczb
parzystych mniejszych od 9 i B = {0,1,2,3}
— zbidr liczb naturalnych mniejszych od 4. Wy-
znacz zbiory: A\ B i B\ A.

Cwiczenie 8
Wyznacz zbiory A\ B i B\ A, jesli:
a) A=1{1,2,3}, B={23,4,5}, b) A=1{1,3,5,7}, B={0,1,2,3,4,5}.

Szczegbdlnym przypadkiem réznicy zbioréw jest
dopelnienie zbioru, ktére oznaczamy przez A’
i definiujemy jako réznice calej przestrzeni /
i zbioru A:

A=U\NA={zxecU:z¢ A} / Z

Obszar zakreskowany na diagramie to zbiér A'.

Cwiczenie 7

A\ B =1{4,6,8}, B\ A={1,3}
Cwiczenie 8

a) A\ B = {1}, B\ A= {4,5}
b) A\ B= {7}, B\ A={0,2,4}
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Odpowiedzi do zadan

1.

AUB = {k,l,m,n,o,p,q,
r,s}, AN B = {n,o},

A\ B ={k,l,m},

B\ A={p,q,r,s}

.a) AUB = {a,c,d,e, f,g},

ANB = {e, g}, A\B = {a,c},
B\ A={d, f}

b) AUB ={1,4,5,6,7,8,9},
ANB = {5,7}, A\B = {1, 9},
B\ A=1{4,6,8}

narty

©)

Dziewigciu uczniéw nie
uprawia zadnego z wymie-
nionych sportéw.

hokej

.a) II b)III ¢) I

.a) ANB, B\ A

b) A\ B, B\ A

B 62 2. Jezyk matematyki

Zadania

1.

Na diagramie przedstawiono zbiory A i B.
Wyznacz zbiory: AUB, ANB, A\ B, B\ A.
Wyznacz zbiory: AUB, ANB, A\ B, B\ A,
jesli:

a) A={a,ce g}, B={de,f g},

b) A={1,5,7,9}, B = {4,5,6,7,8)}.

A B
.U
W pewnej 30-osobowej klasie 16 uczniow jezdzi na nartach, a 10 — gra

w hokeja. Ilu uczniéw nie uprawia zadnego z wymienionych sportéw, jesli
polowa uczniéw grajacych w hokeja jezdzi na nartach?

Ktéry z ponizszych diagraméw odpowiada zbiorowi:
a) (AnB)\C, b) C'\ (AU B), c) (AnC)u(BnC)?
s N
I I 1I I 11 I

Powtorzenie

5.

Na diagramie przedstawiono zbiory A i B. Do ktérych ze zbioréw: AU B,
AN B, A\ B, B\ A, naleza tylko liczby nieparzyste?
a) A B b) A B

U U

A jest zbiorem spélglosek w stowie arytmetyka, B — zbiorem spolglosek
w stowie geometria, a C' — zbiorem spoétgtosek w stowie algebra. Wyznacz
zbior:

a) AN B,
b) A\ B,

c) B\ 4,
d) BNC,

e) B\ C,
f) C\ B,

g) ANBNC,
h) AUBUC.

6. A= {k,m,r,t}, B = {g,m,r,t}, C= {b7g7lvr}

a) AN B ={m,r,t}

b) A\ B = {k}

o) B\A={g}

d) BNC = {g,r}

e) B\ C = {m,t}

f) C\ B ={b,l}

g) ANBNC ={r}

h) AUBUC ={b,g9,k,l,m,r,t}



2.3. Przedzialy

B Przedzialy ograniczone

Przykfad 1
Zaznacz na osi liczbowej zbiér tych liczb x, ktére spetniaja jednoczesnie nie-
rownosci: x > —2 i x < 3.

Liczby, ktore spelniaja obie nieréwnosci jednocze$nie, muszg by¢ wieksze od
—2 i mniejsze od 3, co zapisujemy symbolicznie: —2 < x < 3. Na osi liczbowe]
zbiér ten przedstawiamy nastepujaco:

l L
-2 0 3

Liczby —2 i 3 nie naleza do zbioru. Na osi zaznaczamy je pustymi kotkami.

Ten zbiér nazywamy przedziatem otwartym od —2 do 3, co symbolicznie za-
pisujemy (—2;3). Liczby —2 i 3 nazywamy koncami przedziahu.

Podajac, ktére liczby x spelniaja obie nieréwnosci, piszemy: x € (—2;3).

. . Warunek, ktory spelniaja Tlustracja
Nazwa zbioru Oznaczenie g c :
liczby z nalezace do zbioru graficzna
przedzial otwarty (a;b) a<x<b R R A

Uwaga. Przedzial otwarty (a;b) czesto zaznacza sie na osi liczbowe]j nastepujaco:

L 1
a b

Cwiczenie 1
Zapisz nierownosci, ktére sa spelnione przez liczby nalezace do podanego prze-
dzialu. Zaznacz ten przedzial na osi liczbowe;.

a) (—3;2) b) (0;4) c) (—%:3) d) (100;150)
Przykfad 2
Zaznacz na osi liczbowej zbiér liczb speliajacych warunek: —2 < z < 3.
I i
-2 0 3

Liczby —2 i 3 naleza do zbioru, dlatego na osi konce przedzialow zaznaczamy
zamalowanymi kétkami. Ten zbiér nazywamy przedzialem obustronnie do-
mknietym od —2 do 3 i zapisujemy symbolicznie (—2;3).

Uczen:

— rozréznia pojecia: przedziat
otwarty, domkniety,
lewostronnie domkniety,
prawostronnie domkniety,
ograniczony, nieograniczony,

— zapisuje przedzial i zaznacza
go na osi liczbowej,

— odczytuje i zapisuje symbo-
lem przedzial zaznaczony na
osi liczbowej,

— wyznacza przedziat opisany
podanymi nieréwnosciami,

— wymienia liczby nalezace
do przedziatu, spelniajace
podane warunki.

Komentarz 1
Przedziat liczbowy jest podzbio-
rem zbioru liczb rzeczywistych.

Komentarz 2

Warto uswiadomi¢ uczniom
réznicg miedzy zbiorem skon-
czonym i ograniczonym. Prze-
dziaty liczbowe sa zbiorami

nieskonczonymi.
Cwiczenie 1
a) 3<z<2
-3 0 2
b)0<z <4
0 4

d) 100 < z < 150

100 150

MultiteZa
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Cwiczenie 2
a) —1<z<4

d )
-1 0 4
6 liczb catkowitych
b)i<z<5
4 L >
3 5
2
3 liczby catkowite
) 2<z<—3
— & 1
—2 _1
2
1 liczba catkowita
d) —60 <z <40
d )
—60 0 40

101 liczb catkowitych

B 64 2. Jezyk matematyki

Jesli do przedzialu nalezy tylko jego lewy koniec, to przedziatl nazywamy le-
wostronnie domknietym, za$ jesli nalezy do niego tylko jego prawy koniec
— prawostronnie domknigtym.

. . Warunek, ktory spelniaja Tlustracja
Nazwa zbioru Oznaczenie

liczby z nalezace do zbioru graficzna
przedzial domknigty (a; b) a<x<b o
przedzial lewostronnie
domkniety (a;b) a<w<b 1
przedzial prawostronnie
domknigty (a;b) a<w<b a b

Cwiczenie 2

Zapisz nierownosci, ktére sg spelnione przez liczby nalezace do podanego prze-
dzialu. Zaznacz ten przedzial na osi liczbowej. Podaj, ile liczb catkowitych
nalezy do tego przedziatu.

a) (—1;4) b) (3;5) c) (-2-3) d) (—60;40)
B Przedzialy nieograniczone

Przyktad 3
a) Zbior liczb spelniajacych nieréwnosé x > —1 nazywamy przedzialem otwar-
tym od —1 do oo i zapisujemy symbolicznie (—1;00).

[
-1 0

b) Zbiér liczb speliajacych nier6wnos$é x < 3 nazywamy przedzialem otwar-
tym od —oo do 3 i zapisujemy symbolicznie (—o0; 3).

)\
0 3
Przykiad 4
a) Zbiér liczb spelniajacych nieréwnosé > —1 nazywamy przedziatem lewo-
stronnie domknietym od —1 do oo i zapisujemy symbolicznie (—1;00).

l
-1 0

b) Zbiér liczb spelniajacych nieréwnos$é x < 3 nazywamy przedzialem prawo-
stronnie domknietym od —oco do 3 i zapisujemy symbolicznie (—oo; 3).

1
0 3

Uwaga. Zbidr liczb rzeczywistych R mozemy zapisaé jako przedzial (—oo; 00).



Cwiczenie 3
Przerysuj ponizsza tabele do zeszytu i ja uzupetnij.

. . Warunek, ktory spetniaja Tlustracja
Nazwa zbioru Oznaczenie . . .
liczby « nalezace do zbioru graficzna
przedzial otwarty (a; 00) T >a s
przedzial lewostronnie
. B —
domkniety {a; 00) T2>a a
przedzial prawo- )
stronnie domkniety (—o0;b) r<b b
przedzial otwarty (—o0;b) x<b -

Zadania

Odpowiedzi do zadan
1. Zapisz jako przedzial zbidr liczb speiniajacych podany warunek. Zaznacz 1. a) (—7;0) b) (;;9)

ten przedzial na osi liczbowej. c) <4, V2) d) (-2;5)
a) —7<z<0 ) i<z<Vv2 e x>2t g) < —% e) (23 )1f)( c0)
. o0;—%) h ;27
b) i<z <9 d) —2<z<s ) z>-3 h) z <27 8) (—o0i—5) B) (—o0i27)
2. Zapisz symbolicznie ponizsze przedziaty i podaj warunki, ktére musza spet- = @) (ST, =TS s <2
- . o b) (— 50,20) —50<:£\20
nia¢ nalezace do nich liczby. L s
C) (5 5) <z < =
a) T 7 ) 71 2 ) 7 10 g) P d) (3,14; ) 3,14\x<7r
o e) (—o0;10), z < 10
b) 75 20 d) 3w 7 f) 7% NG h) = o £) (VZoo), 2> V2
3. Zaznacz na osi liczbowej i zapisz w postaci przedziatu zbiér wszystkich: g) (—73%0),z> -1
a) liczb dodatnich, ktérych odlegtosé od zera jest mniejsza od 4, 3 o) (O ZO Bl 8 < 2
b) liczb ujemnych, ktérych odleglto$é od zera jest nie wigksza niz 4, -3 ( 1)—1
¢) liczb nieujemnych, ktérych odlegtoéé od zera jest wieksza od 2%, J <
d) liczb niedodatnich, ktérych odleglo$é od zera jest nie mniejsza niz v/2. ) (=49
—4 0
4. Zapisz przedzial, do ktorego naleza liczby: J (21: 00)
c =500
a) odlegte od liczby 1 o mniej niz 2, ?
b) odlegle od liczby —1 o mniej niz 3, v o
¢) odlegle od liczby 3 o nie wiecej niz 2, ) (003 —v2)
d
d) odlegle od liczby —i 0 nie wiecej niz % —v2 0
4. a) (—1;3)
b) (—4;2)
¢) (1;5)
d) (3 3)
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b)12345
c) 0,1
d) -6, 5 4, -3, -2 6.

6. a) 1 <z <2, czyli
1<x <4, zatem warunek

spelniaja 4 liczby catkowite. 7.

b) 2 < /7 < 3, czyli
4 < x <9, zatem warunek
spetnia 6 liczb catkowitych.

¢) 1 < ¥z <2, czyli

Wypisz wszystkie liczby catkowite nalezace do przedziatu:

a) (—1;4), b) (0;6), c) (=2;8), d) (—2;-9).
Ile liczb catkowitych z spelnia podany warunek?

a) Vo e(1;2)  b)Vre(23) o Vre(l;2) d) Vre(-20)
Sprawdz, czy zachodzi ktéras z zaleznosci: A C B, B C A.

a) A=(-1;2), B=(-1;3) c) A:(—— —) B = <—— —>

87 8

b) A= (=00;7), B=(27) d) A= (2:7), B = (m;1/50)

1 < & < 8, zatem warunek 8. Podaj najdtuzszy przedzial domkniety, ktérego konce sa liczbami catkowi-
speknia 6 liczb catkowitych. tymi i ktory jest zawarty w przedziale:
i) =2 5 <0, el a) (—23;5), b) (=m6), o) (=3%:2%),  d) (—Vv2V3).
—8 < x < 0, zatem warunek
spetnia 8 liczb catkowitych. 9. Wskaz liczbe jednakowo odlegty od koncéw przedziatu:
i) A a) (~3;1 b) (~2;3 ¢) (V2;4v2 d) (1%;23),
b) Nie zachodzi zadna z tych ) (=30, ) (=23), ) < ’ >’ ) < 1 4>
zaleznosci. 10. Dla jakich warto$ci parametru p przedzialy (p; p+1) oraz (2p;2p+1) maja
¢c) BCA dokladnie jeden punkt wspélny?
d)ACB
8. a) (—2;5) b) (—3;5) 11. Wspoélrzedne (z,y) punktéw nale- Y
) (—3;2) d) (—1;1) zacych do prostokata A (rysunek
9.a) = — 1 obok) spelniaja warunki: x € (3;5) B
b) =2t3 — 1 iy € (—1;3). Zapisz warunki, ktére ¢
¢) VE:4VE _ 5Y3 spelniaja punkty nalezace do: 1 4
a) 1%_32% s a) prostokata B, ol 1 x
2 b) kwadratu C.
10. p+ 1 =2plub 2p + 1 = p,
czylip=—11lubp=1 Powtorzenie
11.a) z € (1;2) iy € (1;5)
b) z € (—5;—1) iy € (0;4) 12. Zaznacz na osi liczbowej podany przedzial. Tle liczb catkowitych nalezy do
tego przedziatu?
a) (—3;2) b) (—1;6) c) (—1%;4) d) (—2%;5)
13.a) -3< 2 <5;3 13. Zapisz nieréwnosci, ktore sa spelnione przez liczby = nalezace do poda-
b) —v5 <z < V5 1 nego przedziatu. Ile liczb calkowitych podzielnych przez 3 nalezy do tego
) —f<z< 51 przedzialu?
O swsind a) (~3:5) b) (~VEiVE) o) (~E:d) d) (—m;2m)
14.2) 32,7 b) %, « 14. Ktoére sposrod liczb: —< —23 32 7, naleza do podanego przedziatu?
¢) zadna d) m a) (—22%;32) b) <—2§, 3,4) ) (—2;3,14) d) (—23;3%)
12. a) I 1 c) I 1
3 0 2 15 0 4

Do przedziatu nalezy 6 liczb catkowitych. Do przedziatu nalezy 5 liczb catkowitych.

b) &

Do przedziatu nalezy 6 liczb catkowitych.
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1, d)_z 1
-1 0 6 _2% 0 )

Do przedziatu nalezy 8 liczb catkowitych.



2.4. Dziatania na przedziatach

Przedzialy to podzbiory zbioru liczb rzeczywistych. Mozna wykonywac¢ na nich
dziatania: U, N, \.

Przyktad 1
Wyznacz zbiory: AUB, ANB, A\ B, B\ A, gdy A= (-2;3)1 B =(0;5).

Kiedy wykonujemy dzialania na przedziatach, wygodnie jest postugiwaé sie
ich ilustracja graficzng.

A B
" ! 5 1
—2 0 3 5
AUB = (~2;5) Sumie przedziatéw A i B odpowiada ta czesé osi,
N ’ ktora jest zaznaczona co najmniej jednym kolorem.
AN B = (0:3) Ilo/czyr.lowi przedzialow Ai B odpowia.da ta czesé osi,
ktora jest zaznaczona dwoma kolorami.
Roéznicy A\ B odpowiada ta czesé osi, ktéra jest
A\ B =(-2;0) Ce o
zaznaczona tylko kolorem niebieskim.
B\ A= (35) Roéznicy B\ A odpowiada ta czesé osi, ktéra jest

zaznaczona tylko kolorem czerwonym.

Uwaga. Wykonujac dzialania na przedziatach, zwrd¢ szczegdlna uwage na ich konce.
Na osi liczbowej uzywamy pustego koétka, gdy liczba odpowiadajaca temu punktowi
nie nalezy do zbioru, a kétka zamalowanego — gdy nalezy.

Cwiczenie 1

Wyznacz zbiory: AUB, ANB, A\ B, B\ A.

a) A= (1;4), B = (2;6) ¢) A=(1;3), B=(-5;3)
b) A= (-4;1), B=(1;3) d) A=(-3:2), B=(-1;2)

Przyktad 2
Zbiér X zaznaczony na osi liczbowej jest suma przedzialéw (—3;0) i (1;4).
X =(-3;0)U(1;4) 5 s 1
-3 0 1 4
Cwiczenie 2

Zaznacz na osi liczbowej zbiér X.

a) X = (—4;-1) U (2;4) b) X = (=6;—5) U (=3;2) U (4;00)

Cwiczenie 2
a) 1 I
—4 -1 2 4
b) — 1 s 1 I
—6 —5 -3 2 4

Uczen:
— wyznacza iloczyn, sume
i réznice przedziatéw oraz
zaznacza je na osi liczbowej,
— wyznacza iloczyn, sume
i r6znice réznych zbioréw
liczbowych oraz zapisuje
je symbolicznie.

Cwiczenie 1
A B
a) s — D S
01 2 4 6
AUB = (1;6),
ANB=(2;4),
A\ B = (1;2),
B\ A= (4;6)
A B
b) I i y S
— 01 3
AUB = (—4;3),
AN B ={1},
A\ B =(-41),
B\A=(1;3)
B A
c) [ —
-5 01 3
AUB = (-5;3),
ANB=(1;3),
A\ B =10,
B\ A=(-5;1)
A B
d) ——
-3 —-10 2
AUB = (-3;2),
ANB = (-1;2),
A\B: (_37_1>7
B\A=0
Multitefa

® Dziatania na przedziatach
dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 2.4
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Cwiczenie 3
a) A\ B = (—5;-3)U(—1;4)

b) A\ B = (~3;2) U (;5)
c) A\ B=(-3;—-1)U(2;00)
d) A\ B = (—o00;—3) U (1;00)

Odpowiedzi do zadan
1. a) AUB = (-3;4),

ANB=(-1;0),
A\B_(_Bv 1)7
B\ A=(0;4)
b) AUB = (—4;3),
ANB=(-3;2),
A\B_(_4’_%)a
B\ A=(23)
c) AUB = (—5;4),
AN B =(-2;0),
A\ B = (-5;-2) U (0;4),
B\A=10
d) AUB = (—00;2),
AN B =(0;2),
A\ B = (—00;0) U{2},
B\A=10
e) AUB = (—1;00),
AN B = {2},
B\ A= (2;00)
f) AUB =R,
AN B = (-3;6),
A\B = (_OO;_'?’)a
B\ A= (6;0)
2. a)
D S
-1 0 3 5
b)
 e—
0 2 3 4
c)
| —
0 1 3 5
3. a) (—oo; —2) U (3;00)
b) (=005 —3) U (30
¢) (—00;0) U (10; 00)
d) (—o0;v2)

4. a) AUB = (—3;6),
ANB=(0;1) U (3;4),
A\ B = (=3;0) U (4;6),
B\ A= (1;3)

b) AU B = (0;7) U (8;9),
ANB=(1;3),

A\ B =(0;1) U (37),
B\ A= (8;9)
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Przyktad 3

Wyznacz zbiér A\ B, jezeli A = (—2;3) i B = (0;2).
. A L B 1 . Réznica zbioréw A i B
) 0 2 3 jest suma przedziatow.

A\ B = (~2:0)U (2;3)

Cwiczenie 3

Wyznacz zbiér A\ B.

a) A=(-54), B=(-3;-1) ) A=(=3;00), B=(-1;2)
Zadania

1. Wyznacz zbiory: AUB, ANB, A\ B, B\ A.
a) A=(-3;0), B=(-1:4) d) A= (-002), B=(0;2)
b) A= (-4;2), B=(—1;3) e) A= (-1;2), B=(2;00)
c) A=(-5:4), B=(-2;0) f) A=(-00;6), B=(-3;00)

2. Zaznacz zbiér X na osi liczbowej.

a) X = (~1;3)U{5}  b) X=(02)U{3,4) ¢ X={1}U(35)

3. Zaznacz na osi liczbowej i zapisz jako sume przedzialéw zbior:

a) R\ (=2:3),  B)R\(-33), ¢ R\(0;10), d) R\ (v2io0).

4. Zaznacz na osi liczbowej zbiory A i B, a nastepnie wyznacz zbiory: AU B,
ANB, A\ B, B\ A.

a) A=(-3;1)U(3;6), B=(0;4) b) A=(0;7), B=(1;3)U(8;9)

Powtorzenie

5. Zaznacz zbiér X na osi liczbowej.
a) X =(—4;0)U(2;4)
b) X = (-3;1) U (2;5)

¢) X =(=2;0)U(1;2) U (46)

d) X =(-3;-1)U(0;2) U (3;6)

6. Niech A = (-5;3), B=(—T;4). Ile liczb calkowitych nalezy do zbioru:
a) AU B, b) AN B, c) A\ B, d) B\ A?

7. Ktory ze zbioréw: AU B, AN B, A\ B, B\ A, jest zbiorem pustym?
a) A=(0;4), B=(0;4) b) A= (1;3), B = (3;6)

5.a) _—————— — 6. a) AUB = (-T7;4)
—4 0 2 4 10 liczb catkowitych
b) I 1 I ) b) ANB = (—5:
-3 0 1 2 5 ) ( .5’3)
) 7 liczb catkowitych
c — —
~2 0 1 2 4 6 ) A\NB=0
d) s y S 1 I S d) B\ A= (-T7;-5)U(3;4)
-3 -1 0 2 3 6 3 liczby catkowite

7.a) B\A b) ANB



Warto powtorzyé

Rozwigzywanie rownan

1. Sprawdz, czy liczba p spelnia podane réwnanie.

a) 20—bx=4—13x, p= -2
b) 6z —9=x—(6—2z), p=1

2. Rozwigz réwnanie.

¢) 3x—(1+5z)=1x+14, p=—5
d) 22-3(1—-2z) = —2(z—1), p=3

a) 2r+4=9 c) dx+3=22-9 e) 26+ 1 =12 -2z

b) —3z+6=7 d)z—6=>5x—2 f) 1 -3z=65+3x
3. Rozwiaz réwnanie.

2) 4:1:3—1:5 c)%:x )21:2—1_1;;5

b) 274317:1 d)S—SE’ 2:6273 f) 17;3:1;2

4. Liczba z jest rozwiazaniem ponizszego rownania. Oblicz sume liczby prze-

ciwnej i liczby odwrotnej do x.

3x—5 _ 3x+5
a) o T 3= =

4+l 5  4-8z
b) 5 2 3

5. Rozwiaz réwnanie.
a) 3(2e —7)— (7Tx —13) = —-10
b) —2(—27 — 3z) = —3(2z — 10)
¢) 6—2(2x—3) =4z —2(3 - 3x)

C) z+4  —2z-5 _ 0,52+25
2 6 3
5—4x 6x—1 4x—1
d) 4 3 T 12

d)3z=2—(1-(z-3))
e) br—(2z+(B3—x)) =11
HHil—(z—(z—(x—=1)))=0

6. Sprawdz, czy réwnanie jest tozsamo$ciowe (spelnione dla kazdej liczby

rzeczywistej), czy sprzeczne.
a) 3t —6=1—(7—3x)
b)4—(3+4+2zx)=5—(2z+6)

¢) 3(4x—6) = 2(92 —6)
18 —3x)=4-

-
&

7. Poczawszy od liczby z, wykonano kolejno ciag operacji. Wyznacz liczbe x.

liczba, pomnéz dodaj 6 podziel
przez 4 przez 3 T
L . pomnéz . wynik:
odejmij 2 przez 2 dodaj 9 17

6.a)3z—-6=1—7+3x
3r—3x=—-6+6
0=0
Zatem jest to rOwnanie tozsamosciowe.
b)4—-3—-2z=5—-2z—6
—2x+2z=-1-1
0=-2
Zatem jest to rOwnanie sprzeczne.
7. (4 +6):3—2)-2+9=17
z =3

c) 6z —9=06x—4

6z —6x =—4+9

0=5
Zatem jest to rébwnanie sprzeczne.
d) 4-1x=4-1z
—%:ﬂ + %:E =4-14
0=0

Zatem jest to réwnanie tozsamosciowe.

Odpowiedzi do zadan
1.a)20—5-(=2) =
=4-13-(-2)
20+ 10 =4+ 26
30 =30
Zatem p = —2 spelnia podane
rOwnanie.
b)6-1-9=1—(6—2-1)
6—-9=1—14
—-3=-3
Zatem p = 1 spelnia podane
réwnanie.
©) 3+ (=5) = (1+5-(~5)) =
=1-(-5)+14
—15— (—24) = —2,5+ 14
9£11,5
Zatem p = —5 nie spelnia
podanego réwnania.

d)2.3-3(1-2.3)=

=-2(3-3)
2-3-(3) =-2-(=3)
1=1
Zatem p = 3 spelnia podane
réwnanie.
2.a)z=32 b)z=-1
c)z=-6 d)z=-1
e)r=1 flo=-12
3.a)r=4 b)r=-2
Jr=-1dz=2
e)z=2 flz=5
4.8) v =13; —z+1 =22
b)z=-1 —z4+1=-33
¢)z=-3 —z+ =22
dz=13 —az+i=11
5.a)z=2 b)z=-2
)z=1il d)z=-14
e)x=12 fla=2
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Uczen:
— sprawdza, czy dana liczba

rzeczywista jest rozwigzaniem

nieréwnosci,

— rozwiazuje nieréwnosci
pierwszego stopnia z jedna
niewiadoma, w tym nieréw-
nosci sprzeczne i tozsamo-
$ciowe,

— zapisuje zbior rozwigzan
nierownosci w postaci
przedziatu,

— stosuje nieréwnosci pierw-
szego stopnia z jedng
niewiadoma do rozwia-
zywania zadan osadzonych
w kontekscie praktycznym.

Cwiczenie 1
a) spelnia

b) spetnia

c) nie spelnia
d) nie spelnia

Cwiczenie 2

a) r < —36

Nie istnieje liczba naturalna
spelniajaca te nieréwnosé.
b) x > 22, liczba 3

c) < —51

Nie istnieje liczba naturalna
spetniajaca te nieréwnosc.
d) = > 20, liczba 21

dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 2.5
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2.5. Rozwigzywanie nierownosci

Moéwimy, ze liczba spelnia nierownosé, jesli po podstawieniu jej w miejsce nie-
wiadomej otrzymujemy nieréwnos¢ prawdziwa. Np. liczba 7 spelnia nierow-
nos¢ x+1 > 5, bo 7+ 1 > 5. Rozwigzanie nieréwnosci polega na wyznaczeniu
zbioru wszystkich liczb, ktore ja spetniaja.

Cwiczenie 1

Sprawdz, czy podana liczba spelnia nieréwnosé %x -2<1.

a) 2 b) 4 c) 6 d) 8
Przyktad 1

Nierownosci > i < nazywamy

a) Rozwiaz nieréwnos$é = + 3 > 7. nieréwnosciami ostrymi.

r+3>7
Od obu stron nieréwnoéci odejmujemy 3
r+3-3>7-3 nie zmienia to jej zbioru rozwiazan.
>4 Nier6wnosé jest spetniona dla x € (4; 00).

Nierownosci > i < nazywamy
nieré6wno$ciami nieostrymi.

b) Rozwiaz nieréwnosé = — 4 < 5.

r—4<5
r—44+4<54+4 Doiobu sltro.n nle'w.v\'nc.)Su doda“].emy/4
nie zmienia to jej zbioru rozwiazan.
<9 Nier6wnosé jest spetniona dla z € (—o00;9).

Zauwaz, ze dodanie tej samej liczby do obu stron nieréwnosci lub jej odjecie od
obu stron jest rownowazne przeniesieniu tej liczby na druga strone nieréwnosci
z przeciwnym znakiem.

Cwiczenie 2
Rozwiaz nieréwnosé. Podaj najmniejsza liczbe naturalna spelniajaca te nie-
rownose.

a) t+309<273 b)x-—

> 2 d)2zx—-3>x+17

W=

1
2
Definicja
Dwie nieréwnosci nazywamy réwnowaznymi, jesli maja one te same zbiory
rozwiazan.

Cwiczenie 3
Czy podane nieréwnosci sa rownowazne?
a) x —13 <56, =+ 26 > 95 b)z+i>2 o+45>

N =

Cwiczenie 3
a) Dla pierwszej nieréwnosci mamy z < 69, a dla drugiej z > 69, czyli
nieréwnosci nie sg rownowazne.

5

b) Dla obydwu nieréwnosci otrzymujemy = > 35,

czyli sa robwnowazne.



Jezeli obie strony nieréwnosci pomnozymy lub podzielimy przez te sama
liczbe dodatnia, to otrzymamy nieréwnos¢ rownowazna.

Przyktad 2
Rozwigz nieréwnosé 6z + 5 < 17.
6x +5 < 17 Od obu stron nieréwnosci odejmujemy 5.
6xr < 12 / 16 Obie strony nieréwnosci dzielimy przez 6.
T <2
Cwiczenie 4

Rozwiaz nieréwnosé.
a) 3x+7<34 b)dzx—-1>%1 ) 0lz+l<—1 d)br—-T7>3x+5

Jezeli obie strony nieréwnosci pomnozymy lub podzielimy przez te sama
liczbe ujemna, to po zmianie zwrotu nieréwnosci otrzymamy nieréwnosé

rownowazna.
Przyktad 3
a) Rozwiaz nieréwnosé —x > 5.
—%.’L’ > 5 / . (—3) Mnozymy obie strony nieréwnosci przez —3.
r<—15 Zmieniamy zwrot nieréwnosci.

Zwroé uwage na to, ze zamiast mnozy¢ obie strony nieréwnosci przez liczbe
ujemna (—3), mozna je pomnozy¢ przez 3 i przenies¢ odpowiednie wyrazy na
druga strone¢ nieréwnosci.

b) Rozwiaz nieréwnosé¢ —6x — 4 < —13.

—6r —4 < —13 Do obu stron nieréwnosci dodajemy 4.
—6x < -9 / : (—6) Dzielimy obie strony nieréwnosci przez —6.
x = % Zmieniamy zwrot nieréwnosci.
Cwiczenie 5

Rozwiaz nieréwnos¢. Zaznacz na osi liczbowej zbiér rozwiazan nieréwnosci.

a) —3x—7<2 ¢)3x—1)>x+5 ===
b) —22+1<5 d) 2(z+1) > iz +4 f) £z getd

Cwiczenie 4

CGwiczenie 5

a) x> —3

10 13

2.5. Rozwigzywanie nieréwnosci 71 I



Cwiczenie 6

a) spelniona przez kazda liczbe
z€R

b
c
d

e) spetniona przez kazda liczbe
z€eR

~—~

sprzeczna,

~

sprzeczna

~

sprzeczna,

~

Odpowiedzi do zadan

1. a) (4;5)
b) (~5;—2)
o) (~11)
2. a) (—6;—4), =5
b) (~4;2), 0
C) <_4’ Q)a _47 1
d)(_%?;_3L _57_4

3. a) z < —42, 7adna liczba
b) x > 4, liczba ¢
) z > 23, liczba ¢
d) z > 2, liczby bi ¢
e) z < 8%, liczby a, bi c
f) 2 < —4%, zadna liczba
4.2) x> b)z>2
Jz<Z d)yz>2
er>d flaz>L
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Cwiczenie 6

Przeczytaj przyktad w ramce. Sprawdz,
czy nier6wnosé jest spelniona przez kazda
liczbe x € R, czy jest sprzeczna.

a) 3(2—%x) > —05z+1

6

b) —2(3z —2) > 1(3 — 4x)

3
Tx—2 3x—4
) <F -1
d) 47331 > 2};‘31 +5
x—3 2x+1 r—2
) 5 < R -5
Zadania

Rozwiaz nieréwnos¢.
1-32 1
1-3z < -3
1 <0z
Nieréwnos¢ jest sprzeczna
(nie spelnia jej zadna liczba).

sprzecznosé

b) 4z —2> 42 — 10

Oz > —8
Nieréwnos¢ jest spelniona
przez kazda liczbe x € R.

1. Zapisz w postaci przedziatu zbiér liczb, ktore jednoczeénie spetniaja obie

nieréwnosci.

r+9>13 3r+6>-9 —2x+3<4
a) b) c)

20— 6 < 4 l1—z>3 5—4x >1

2. Zaznacz na osi liczbowej i zapisz w postaci przedzialu zbior liczb, ktére
jednoczesnie spelniaja obie nieréwnosci. Podaj najmniejsza i najwigksza
liczbe calkowity nalezaca do tego przedziatu.

a) 2 +20>8 i 5<l—x
b) 2z +3>2 1 42 <3

c)2x+3<713-4r<19
d)3z+9>-71i -3z >4r+21

3. Ktore sposréd liczb: a =1 — /2, b= /5 —1, ¢ = 7 + 2, spelniaja podana

nieréwnoscé?

a) Sz —2>ux+43 c) 32>

b S dr<leod d) s
4. Rozwiaz nieréwnosé.

a) 2 — &8 < 28 d)

b) -2l -z e)

c) B41>L 32 f)

5. Rozwiaz nieréwnosc.

a) V3xr—6<9—2V32

a)z< 2B b)z>6V2 c)x>45

&

b) V2r +4 < 8z — 8

4 5 20 2

1 2x-5 8x—3
6 4 > 3 3
z—1 21 1 z—3
3 6 < 2 5

c) Vbhr < %x—2§



Czy wiesz, ze...
= Dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b prawdziwa jest jedna z relacji:
a <b,a=">blub a > b. Wlasnos¢ ta nosi nazwe trychotomii.

= Dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b, ¢ zachodzi nastepujaca wtasno$é

(zwana przechodnioScia): jeSlia <bib < ¢, to a < c.

6. a) Jedli podwoimy liczbe naturalna n, od otrzymanego iloczynu odejmiemy 6. a) 0<3(2n—11) < 21
11, a uzyskana réznice pomnozymy przez 3, to otrzymamy liczbe naturalna 50<n<9
mniejsza od 21. Podaj mozliwe wartosci n. n € {6,7,8}
b) Jesli potroimy calkowita liczbe ujemna &, do otrzymanego iloczynu do- 1) A5 ) = 2

p y ¢ a ¢uj ar,d y g y k> _9l

damy 7, a nastepnie otrzymana sume¢ pomnozymy przez 4, to otrzymamy ke {_26 _1y
liczbe wieksza od 2. Podaj mozliwe wartosci k. o 1m _’ Lm—2) <3
¢) Jedli od potowy liczby naturalnej m odejmiemy trzecia czesé liczby m m i 14 ’
pomniejszonej o 2, to otrzymamy liczbe mniejsza od 3. Podaj mozliwe m € {0,1,2,...,13}
wartosci m.

7. Wysokosé¢ prostopadlodcianu jest réwna k cm, a jego podstawa jest kwa- 7.a) 38 <8-3+4k <46

drat o boku 3 cm. Jakie wartoéci catkowite moze przyjmowac k, jesli: keNy
. . . . . . 3,0 <k<5,5
a) suma dlugosci wszystkich krawedzi tego prostopadto$cianu jest wieksza k € {4,5}
od 38 cm i mniejsza od 46 cm, b) 40 <232 +4-3k < 68
b) pole powierzchni catkowitej tego prostopadloscianu jest wieksze od keNy
40 ¢cm® i mniejsze od 68 cm?*? 12 <k<4i
ke {234}

Czy ponizsze zdanie jest prawdziwe? OdpowiedZ uzasadnij.
a) Dla dowolnych liczb p, ¢, jesli p < q, to p* < ¢*.
b) Dla dowolnych réznych od zera liczb p, ¢, jesli p < ¢, to % > é

Powtodrzenie

9. Rozwiaz nieréwnosé.
a) 3—xr <4 ¢) 3+ >3r—1 e) 2x+1>1x—2
b) 62 > 1+ 8z d) 1-22<8+ 32 f) 250 -1 <341

10. Ktére liczby ze zbioru {—4,—3,—-2,—1,0,1,2,3,4} spelniaja nieréwnosé¢?
a) r— (20 —3) <2(z—1,5)
b) 1—(0,6 —0,3z) <z — 0,1(4x + 5)
¢) 2(x—1)—=3Q2z+1) > —x — (6 —4x)

9.2)z>-1 b)jz<—-3 ¢r<4dz>-3 ez>-18 fla<?

10.2) 3,4 b)3,4 c) —4, -3, -2, —1

8. a) Zdanie nie jest

prawdziwe, np.:
=2 <=l
oraz (—2)2 > (—1)%
b) Zdanie nie jest
prawdziwe, np.:
—2<1
oraz —% < 1.
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Warto powtorzyé

Mnozenie sumy algebraicznej przez jednomian

Przypomnijmy, ze aby pomnozy¢ sume algebraiczng przez jednomian, nalezy
kazdy wyraz sumy pomnozy¢ przez ten jednomian.

(a+b)-c=a-c+b-c
Odpowiedzi do zadan

1. a) 3z* + 22° — 42 1. Wykonaj mnozenie.
b))—1x5+x + 42 a) (322 + 2z — 4)2? d) \/§x4(\/§xy—|—y2)
¢) —2z'y + 2° :
) day + \/_x b) —22°(ja® — 3o - 2) e) (z%y — zy + zy?)a?y
e) ziy? — 232 + 2o ys ¢) —ia*(daty — 2xy?) f) 2\/§xy3(\/§$2y2 — %x:”y)
f) 62y — V3a'y* . o
2 A HL B-IV,C-II,D-1I 2. Dopasuj do figury wzér na jej pole.
A. B. C. D.
a I
Jr
A\ : ’ )
A B
a+1 a+1 a+1 2a
L. 2a°+a II. a®> +a 1. 2a* + ia IV.a+ 1
3. a) —62° — 622 + 10z 3. Wykonaj mnozenie i zredukuj wyrazy podobne.
b) _%1’44"' 5z , a) 2x(3x — 4) — 6z(2? + 22 — 3)
Z)) 3—\§—3_;y_3 i\fyx b) —12%(a? — 22+ 6) — 2z (52* — 4x)
e) —z'y’ + 'y’ +2x ¢) V62®(V3z — v2) + V3 (227 — 4v/22)
f) 32%y* - §2’y — gy d) zy®(2x — 3zy +y) + 12°y(35° — 8y)
e) —iaty(xy — 2xy?) — txy®(4a® — 1627y)
f) —i2*y(—2z +y) — Jy(a® — 2%y) — 3(¢y + zy)

@ 4. Uzasadnij, ze wartos¢ wyrazenia nie zalezy od wartosci zmiennej x.
a) da?(2? — 3z + 1) — 3x(32° — 222 + 1) — 4(2? — 32— 8)
b) V15z (2322 — 652 — V/10) — 2v/52%(3z — 3v/15) + V6(5z — 1)

@ 5. Uzasadnij, ze suma pél figur F; i F;, rowna sie réznicy pél figur Fs i Fy.

<
Fy - S : Fs
+ |+ aly
zH2 1 s :E
+ 5z
8
T
T T
6

4. a) 42" — 62° + 422 — 4z* + 62° — 3z — 42® + 3z + 32 = 32

b) 2v/45z> — 6v/752% — /150 — 6+/52° + 64/7522 + 5162 — V6 =
=2v9 - 52% — 6/52% — V25 - 62 + 5v62 — V6 =
= 6v/52° — 6v/52° — 5v/6x + 5v6x — 6 = —v/6
5. P=z(z+4)+a@z+4)+(z+2)(c+4—z—1)=22"+11z+6
Pzz:c(%:c—i—?)) = %m2+3m
Py =5z (3z+4) = 52° + 20z
Pi=6(x—1)=6x—6
Pi+P,=22"+1lz+6+ 22° + 32 = 32° + 142+ 6
Py — Py = 52" +20x — 6246 = 22° + 14z + 6
Zatem Py + P> = P3 — Py, co nalezalo udowodnic.
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Uczen:
— wylacza wskazany jednomian
przed nawias,

2.6. Wytgczanie jednomianu przed nawias

Jezeli w poszczegdlnych wyrazach sumy rozpozna sie jednakowe czynniki i wy- — zapisuje wyrazenia alge-

taczy je przed nawias, tatwiej bedzie wykonaé obliczenia. braiczne w postaci iloczynu,

— stosuje metode wylaczania
jednomianu przed nawias

Przykiad 1 do dowodzenia podzielnosci
Oblicz sume 7-49 + 7 - 51. liczb.
Wylaczamy przed nawias liczbe 7: Korzystamy z wlasnosci dzialan
7T-49+7-51=7-(49+51) =7-100 = 700 albtc)=a-bta-c

zZwanej I'()Zle(‘,lIl()SCIQ mnozenia
L. . wzgledem dodawania. .
Cwiczenie 1 Cwiczenie 1
Oblicz w pamieci. a) 2- (183 + 17) = 400
a) 2-183+2-17 ¢) 3-251+3-249 e) 12228 + 12172 b) 9 (27 + 23) = 450

c) 3 (251 + 249) = 1500
b) 9-27+9-23 d) 6-378 46222 f) 19-116 +19 -84 d) 6 - (378 + 222) = 3600
N . . , , . e) 12 - (228 4 172) = 4800

Row.nlez w sumach algebraicznych mozna wylaczy¢ wspolny czynnik przed £) 19 (116 + 84) — 3800
nawias.
Przyktad 2
Dana jest suma algebraiczna 623 + 1222. Wylacz przed nawias wspolny czyn-
nik.
« Wylaczamy przed nawias 6: 623 + 1222 = 6(2® + 22?)

o Wylaczamy przed nawias 6x: 62> + 1222 = 6x(2* + 2x)
« Wylaczamy przed nawias 627 623 4+ 1222 = 622 (x + 2)
« Wylaczamy przed nawias 122 62° + 122% = 1222 (32 + 1)

To, jaki czynnik wylaczymy przed nawias, zalezy od konkretnego zadania.

Wytaczanie wspélnego czynnika przed nawias jest czynnoscig odwrotng do
mnozenia jednomianu przez sume algebraiczna.

a-b+a-c=alb+c)

Cwiczenie 2

Wylacz wspdlny czynnik przed nawias.

a) 5x + by c) 9z — 27y? e) 39y? — 26z g) —48p + 36¢>
b) 4b — 8a d) —6z% + 18y f) —11a®+22b° h) 75xy® — 125
Cwiczenie 2

a) 5(z+y) c) 9(z — 3y?) e) 13(3y* — 22) g) —12(4p — 3¢%)

b) 4(b—2a)  d) —6(z? — 3y?) f) —11(a® — 20?) h) 25(3zy® — 5)
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Cwiczenie 3 Cwiczenie 3

a) z(4z +y) Wylacz wskazany jednomian przed nawias.
b)) 2x((x - )Gy) a) 4z° + 1y, x ¢) 3wy —xyz, TY e) a’b+ 3a*b* — ab, a’b
C

3 _ 19, 2 @ 202 E.3,2 1 9 2.3 292
) 6pa(1 + ) b) 22% —12xy, 2x  d) 6pg + 18p%q, 6pq ) 4x’y®—52°y* +22%y°, 2%y
e)a b(1—|—3b—a)

£ 22(4— 52+ %) Przed nawias wytaczamy zwykle czynnik liczbowy oraz wszystkie mozliwe
- Y

Cwiczenie 4

a) 4z%(2x — 9)

b) 7y*(1 - 2y°)

c) 5z%(z + 2y)

d) 5a(4z — 3y)

zmienne w jak najwyzszych potegach. Na przyktad:
2723y? + 182%y3 = 92%y*(3x + 2y)

Cwiczenie 4
Wytacz przed nawias czynnik liczbowy oraz wszystkie mozliwe zmienne w jak
najwyzszych potegach.

e) 4b(2a + 3c)
f) 2zy(2+ 3z) a) 8z% — 362 d) 20ax — 15ay g) 2a%b + 4a2b — 4a%h?
8) 2a”b(a +2 — 2b) b) Ty? — 14y* e) 8ab + 12bc h) 21p°q® — 27p%¢° + 3p?q

h) 3p°¢*(Tp — 9q + 1)

3 2 2 3 —
i) Gay(8e + 3y — 20) c¢) ba® 4+ 102%y f) dxy + 627y i) 48z%y + 18xy* — 122%y?
Zadania
Odpowiedzi do zadan
1. a) 400 b) 4000 c) 5000 1. Oblicz.
d) 3700 e) 1000 f) 300 a) 4-4944-51 ¢) 113-25+87-25  e) 10-17+10-33+50-10
b) 40-47 4 40-53 d) 63-37+437-37 f) 15-174+15-2+15
2. a) ab(a + b?) 2. Wytlacz podany czynnik przed nawias.
b)) 373!22((952 N Y) . a) a’b+ ab®, ab c) 9a®h*—3a*c?, 3a®>  e) 3a®b* — 6a’b, 3a®b
¢) 3a”(3ab” — ¢
d) 4 (zty + 22) b) 3y? —xy?, xy?  d) datyt +8y3z, 4y ) 62%y* + 8y, 227y
2
e) 3a2b(ab —2) 3. Zapisz wyrazenie algebraiczne w postaci iloczynu, wytaczajac przed nawias
f) 22%y%(3y + 4x)

podany jednomian.

w
o
£

zyz(z +y + 2)
2y (z +yz — z?)
222y (x — 2y + 32) b) z?yz? + zy?2® — 2Py2?, wyz? d) 12z%y® + 62%y® — 925y, 3z3y?

a) x’yz + xy’z + 1y’ Yz c) 2x%y — 4x’y* + 62%yz, 2x%y

NS

d) 32%y> (4ay + 2y — 32?)
4. a) dy—6 4. Przepisz do zeszytu i uzupeinij odpowiednimi jednomianami.
b) 3ab(3a + b+ 2) = a) 27y* + 36y° — 54y = 9y (3y* + 7] +[2])

e 2:9?32b+13ab2+6ab b) 3ab(3a+b+) — 9a2b +[?] + 6ab
t°(4t° — 3t
©) 38 1) c) 12¢* — 93+ 3t =[?]- (2] -3t + 1)

5. Oblicz wartos¢ podanego wyrazenia, jesli a + b = 15.
a) —3a — 3b b) 2(a +b) — 4a — 4b c) ala+b)+bla+0b)

5.a) —3(a+b)=—
b) 2(a +b) —4(a+b) = —2(a+b) = —
¢) (a+b)(a+b) =225
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[b] 9.
[p]10.

Oblicz wartos¢ podanego wyrazenia, jesli 6z + 9y = 12.
a) 60z + 90y b) 12z + 18y c) 2+ 3y d) z+ 3y
Dopasuj wyrazenie opisujace pole figury do odpowiedniej figury.
I. j I1. 1. =
ar + T T L kx
a+1 242 + 6a ar
A. azx(a+3) B. z?(a+1) C.z(a+1)?

Przeczytaj podane obok uzasadnienie

7e suma trzech kolej- Niech n, n+1in+2 beda kolej-

nymi liczbami naturalnymi. Ich
suma S jest réwna:
n+(n+1)+(n+2)=
=3n+3=3(n+1)
Suma S zostala przedstawiona
w postaci iloczynu, ktérego jed-
nym z czynnikéw jest liczba 3,
a drugim liczba naturalna n+1.
Zatem S jest podzielna przez 3.

stwierdzenia,
nych liczb naturalnych jest podzielna
przez 3. Nastepnie uzasadnij, ze:

a) suma pieciu kolejnych liczb natural-
nych jest podzielna przez 5,
b) suma trzech kolejnych liczb parzy-
stych jest podzielna przez 6,

¢) suma trzech kolejnych liczb niepa-
rzystych jest podzielna przez 3.

Uzasadnij, ze jesli dwie liczby sa podzielne przez 3, to suma ich kwadratéw
jest podzielna przez 9.

Uzasadnij, ze suma dowolnej liczby dwucyfrowej i liczby powstalej z prze-
stawienia cyfr tej liczby jest podzielna przez 11 (np. 23+ 32 = 55, a liczba
55 jest podzielna przez 11).

Powtorzenie

11.

12.

13.

8.

Wylacz przed nawias czynnik liczbowy oraz zmienna x w jak najwyzszej
potedze.
a) 92% — 622 + 15z

b) 18z* 4+ 242% — 122* ¢) 82° — 162* + 122°

Wylacz przed nawias czynnik 3z2 lub 2x1?.
a) 923 + 3z2y? ¢) 6x%y* — 2xy?
b) 3z%y? d) 8zy® + 12x%y*

e) 6%y —6xty"+12xy>
— 622y f) 6xty*+6x°y*—18x%y
Wylacz przed nawias czynnik liczbowy oraz wszystkie mozliwe zmienne
w jak najwyzszej potedze.

a) 9zty’ — 12¢° b) 8a%b* + 4a’b* c) 8p3¢® +4piq* —6p*¢®
a) Niech n, n+ 1, n+2, n+ 3 i n + 4 beda kolejnymi liczbami naturalnymi.
S=n+n+1)+n+2)+(n+3)+(n+4) =5n+10=5(n+2)

Suma S jest iloczynem liczby 5 i liczby naturalnej n + 2. Zatem S jest podzielna

przez 5.

b) Rozwazmy trzy kolejne liczby parzyste: 2z, 2z + 2, 2z + 4, x € Z.

S=2r+2x+2)+(2x+4) =6z+6=6(x+1)

Suma S jest iloczynem liczby 6 i liczby catkowitej = + 1. Zatem S jest podzielna

przez 6.

¢) Rozwazmy trzy kolejne liczby nieparzyste: 2z + 1, 2z + 3, 22 + 5, © € Z.
S=Q2zx+1)+(2x+3)+ (2z+5) =6z +9 =312z + 3)

Suma S jest iloczynem liczby 3 i liczby catkowitej 2z + 3. Zatem S jest podzielna

przez 3.
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6.

11.

12.

13.

a) 10(6x + 9y) = 120

b) 2(6z + 9y) = 24

c) 2(6z+9y) =4

d) 1(6x+9y) =2
J1-C, 11— A, T - B

. Rozwazmy dwie liczby po-

dzielne przez 3: 3z i 3y, gdzie
x,y € L.
Suma S kwadratéw tych liczb:
S = (32)* + (3y)* =

=922 + 9y = 9 (22 + ¢?)
Suma S jest iloczynem licz-
by 9 i liczby catkowitej z2+1>.

. Niech z i y beda kolejno liczba

jednosci i dziesigtek dowolnej
liczby dwucyfrowe;j.
Wéwczas liczba ta ma postac:
10y + =z, a liczba powstala
z przestawienia jej cyfr:
10z +y

Suma tych liczb:
(10y + z) + (10z +y) =

=11y + 11z = 11(z +y)
czyli jest to liczba podzielna
przez 11.

a) 39:(39:2 — 22 4 5)
b) 62%(3z2 + 4z — 2)

¢) 4z*(2x — 4 + 3z?)

a) 3 (3»’0 +y %)

b) 32%(2%y* — 2y)

c) 2zy° ( z — 1)

d) 2xy?(4y> + 629°)

e) 2zy°(3z%y — 32y? + 6)
f) 3 (2x2y + 229 — 62%y)
a) 3y°(3a* — 4y?)

b) 4a2b2(2 + ab?)

¢) 2p°q° (4p + 2p*q — 3)



Uczen:

— mnozy sumy algebraiczne,

— przeksztalca wyrazenia
algebraiczne, uwzgledniajac
kolejnos¢ wykonywania
dziatan,

— wykonuje dziatania na
liczbach postaci a + by/c,

— wykorzystuje wyrazenia alge-
braiczne do opisu zaleznosci,

— dowodzi podzielnosci liczb,

— rozwiazuje réwnania
i nieréwnosci.

Cwiczenie 1

a) 22 + Tz + 12
b) p* — pq + 6p — 6q
¢) —2p° —pg+q°
d) 62 + 20z + 6
e) 3a + 7ab — 6b°
f) 8a® — 8ab + 3b°

Multitefa

* Mnozenie sumy algebraicznej
przez jednomian
* Mnozenie sum algebraicznych
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2.7. Mnozenie sum algebraicznych

Prostokat narysowany obok ma boki dtugosci a + b ac be

i ¢+ d, zatem jego pole jest réwne (a + b) - (¢ + d).

Pole tego prostokata mozemy réwniez obliczy¢, su-

mujac pola czterech mniejszych prostokatéw: d ad bd
ac + ad + bc + bd

Mamy zatem réwnosc: a b

(a+0b)-(c+d)=ac+ ad+ bc+ bd

Aby pomnozyé dwie sumy algebraiczne, nalezy kazdy wyraz jednej sumy
pomnozy¢ przez kazdy wyraz drugiej sumy.

N
(@a+8) - (c+d) = ac + ad + be + bd
S

Uwaga. W zapisie iloczynu sum algebraicznych mozemy pomina¢ znak mno-
zenia miedzy nawiasami.

Przykfad 1
a) Wykonaj mnozenie (z + 3)(z + 5). Zredukuj wyrazy podobne.
(ZL’ + 3)(1. + 5) =z 242-5+3-24+3.5= Kazdy wyraz jednej sumy

mnozymy przez kazdy wyraz

=22 +8x+15

drugiej sumy.
b) Wykonaj mnozenie (a + 4b)(a — b). Zredukuj wyrazy podobne.
(a+ 4b)(a —b) = a® — ab + 4ab — 4b* = a* + 3ab — 4?

Cwiczenie 1

Wykonaj mnozenie. Zredukuj wyrazy podobne.

a) (r+4)(z+3) c) (p+q)(qg—2p) e) (a—+3b)(3a — 2b)
b) (p+6)(p—q) d) (3z +1)(2z + 6) f) (2a — 1b)(4a — 3b)
Przyktad 2

Wykonaj mnozenie (z — 3)(z? + z — 2).
Zauwazmy, ze nie ma znaczenia, w jakiej kolejnosci wykonamy mnozenie da-
nych sum algebraicznych.

(x=3)(2*4+x—-2)=a342—2x — 32> —32+6=12>—222—52+6
(@*+z—-2)(x—3)=23—-32?+ 2> -3z —22+6=12—222—52+6



Cwiczenie 2

Wykonaj mnozenie.

a) (x —1)(z*+2—2)
b) (z+ 3)(22% —z + 3)

e) (x—y+2)(x+y—3)
f) (@*+z+1)(x*—x+1)

¢) (+y—4)(z—y)
d) 22—y +6)(z+ 3y)

Przyktad 3
Wyznacz objeto$é prostopadioscianu przedstawionego

|
na rysunku obok. Zapisz otrzymane wyrazenie w jak :
najprostszej postaci. I
|
|
|

22 +1

Aby wyznaczyé objetosé prostopadloscianu, mnozymy
przez siebie wyrazenia opisujace dlugosci krawedzi jego
podstawy i wysokos¢: - A
V=@+1)(x—-1)(z*+1)
(x+1)(z—1)(22+1) =
=@ —-z+z—-1)(a*+1)=
— (@~ (e +1) =
=zt+a?—a?-1=2"-1

Mnozymy dwie dowolnie wybrane sumy i w otrzy-
manym wyrazeniu redukujemy wyrazy podobne.

Mnozymy dwie sumy i ponownie
redukujemy wyrazy podobne.

Zatem objetoéé tego prostopadioécianu wyraza sie wzorem V = a* — 1.
Cwiczenie 3

Wyznacz objeto$é prostopadtodcianu, ktorego krawedzie maja podane dlugo-
Sci. Zapisz otrzymane wyrazenie w jak najprostszej postaci.

a) x+2,x—2, 242 b) x —2, 22— 1,22 +1

Przyktad 4
a) Oblicz (V3 +2)(v3 - 1).

Postepujemy analogicznie jak w przypadku mnozenia sum algebraicznych.

(V3+2)(vV3-1)= (V32 —V3+2/3-2=3+V3-2=1+3

b) Oblicz (v/3 + v2)(2V3 — v2).

(V3+V2)(2V3 —v2) =2(v3)2 = V3-V2+2V3- V2 - (V2)2 =
=6-vV6+2V/6—-2=4+6

Cwiczenie 4

Oblicz.

a) (V2+3)(v2-1)

b) (V5 —2)(v5 - 3)

Cwiczenie 3

a) V=(+2)(x—2)(a®>+2)=a* 227 -8
b) V =(z—2)@" - 1)(@® +1)=2° 22" — 2 +2

¢) (V3-v2)(vV3-2v2)
d) (2v5+v2)(V5+3v2)

) (V3+v2)(vV3++v2-1)
f) (vV3-v2)(V6-v3+V?2)

Cwiczenie 4
a) 2v2 -1 c) 7—3V6 e) 5+2v6—+3—+2
b) 11 — 5v/5 d) 16 + 7v/10 £) —5+2v6 — 2¢/3 + 32

Cwiczenie 2
a) 2° — 3z +2
b) 2% + 52% + 9

d) 222 + 62 + 5y + 18y — 3y>

ez —x+5y—y>—6
)
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Przyktad 5
Uzasadnij, ze dla dowolnej liczby catkowitej n liczba S jest podzielna przez 5.

S=An—-1)(n—-2)+(4—n)(2—n)

Przeksztalcamy wyrazenie opisujace liczbe S:

S = (4n — 1)(n — 2) + (4 — n)(Q — Tl) = Mnozymy sumy algebraiczne.
=4n?2 —8n—-—n+2+8 —4n —2n+ n? = Redukujemy wyrazy podobne.
=5n?—-15m+10 =
= 5(77,2 —3n + 2) Wytaczamy liczbe 5 przed nawias.

Liczbe S przedstawiliSmy w postaci iloczynu, ktérego jednym z czynnikéw
jest liczba 5, a drugim liczba n? — 3n + 2. Liczba n? — 3n + 2 jest calkowita,
poniewaz jest sumg liczb catkowitych. Zatem S jest podzielna przez 5.

[0] Cwiczenie 5
Uzasadnij, ze dla dowolnej liczby calkowitej n liczba postaci:
a) (2n —3)(n+4)+ (n — 3)(n+2) — n jest podzielna przez 3,
b) (3n —4)(2n —5) — (2n — 1)(5 — 2n) jest podzielna przez 5,
c) (6n—3)(n+4)— (3n—2)(2n — 1) jest podzielna przez 7.

Przyktad 6
a) Rozwiaz réwnanie (z — 1)(z + 3) = z%.
(I — 1)(;1; + 3) = z? Mnozymy sumy algebraiczne i przenosimy z?
22 43r—2—-3—22=0 na lewa strone réwnania ze zmienionym znakiem.
9 3 / 9 Redukujemy wyrazy podobne.
xr = :
r=13
Gwiczenie 6 b) Rozwiaz nieréwnosé (2z + 1)(2z +5) + = < (dx — 1)(x + 3).
) & S DS 2z +1)(2z+5) + 2 < (4o — 1)(z + 3)
x:_?z , 402 + 100 + 22+ 5+ 2 < 42’ + 122 — 2 — 3
b) z —22° +3 — 6z 4 2z° = 0, 422 + 10 + 22 4+ x — 422 — 122 + £ < —3 — 5 Przenosimy ze zmienionym znakiem
T = % 27 < —8 / ) wyrazenia zawiel"aje%ce ni/ew'viadomq
c) 322 — 32% — 52 —2 =0, < 4 na lewa strone nieréwnosci,
r=_2 TS — a liczby na prawg strone.
=5
d)2* +30 -4 <2®+4v -1, Cwiczenie 6
T = _23 , Rozwigz.
O Mo HAZ TR ) (42 - 5) =4 d) (@+4)(x—1) <a(@+2)+ 20— 1
£) 3—22% — 3 < —222 + 2242, b) (x +3)(1—2z) +222 =0 e) 22+3)Bzx—1)+4> (6x—2)(x+1)
z> 3 ¢) 32— (z+1)3z+2)=0 f) 1-2)224+3) < 2(z+1)(x—2)—-2
Cwiczenie 5

a) 2n® +8n—3n—12+n’>+2n—3n—6 —n = 3n*> +3n — 18 = 3(n® + n — 6),
czyli jest to liczba podzielna przez 3.

b) 6n% — 15n — 8n 4 20 — 10n + 4n° + 5 — 2n. = 10n> — 35n + 25 = 5(2n° — Tn + 5),
czyli jest to liczba podzielna przez 5.

c) 6n% +24n —3n — 12 — 6n> +3n +4n — 2 = 28n — 14 = 7(4n — 2),

czyli jest to liczba podzielna przez 7.
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Zadania

6.

Wykonaj mnozenie.
a) (2a+b)(a—1)
b) (3a — 2b)(2b+ 3)

c) (—2a+b)(6a —2)
d) (3+4a)(—2b—1)

e) (2a+b*)(a — 2b)
f) (a* —3b)(2b— 3a)
Wykonaj mnozenie.

a) (x+2y+3)(x—2) ¢ (@®*+y)(z+y+2)
b) 2z —y+1)(2xz—3) d) (=

e) 2z(z —2y)(3+ )
—y)@® -2z +1) f) —4z(2z —y)(2z +y)

Uproé¢ wyrazenie.
a) (a+3)(a—4)+ (a—3)(a+4)
b) (2a — b)(a + 3b)

c) 3y’ —2x(z+2y)—(x—y)(2z+y)
— (a—4b)(2a+b) d) 22* +3(z(z+2) — z(z — 3))

Uproé¢ wyrazenie i oblicz jego warto$é¢ dla z = —0,5.

a) (x+2)(6(x+4)—5(x+6)) b) —2(z*+2?)+23(x+1)+(22—2)(22+3)

Dany jest prostokat o bokach dtugosci a i a + 2.
a) Przedstaw wzor na pole tego prostokata w postaci sumy algebraicznej.

b) Krétszy bok tego prostokata przediuzono o 1, a diuzszy skrécono o 1,
w wyniku czego powstal kwadrat. Wyznacz réznice miedzy polem kwa-
dratu a polem prostokata.

a) Dany jest kwadrat o boku dlugosci z + 3. O ile zmniejszy sie pole tej
figury, gdy jeden jej bok zmniejszymy o 2, a drugi o 17

b) Dany jest tréjkat o podstawie réwnej a + 3 1 wysokosci opuszczonej na
te podstawe rownej a + 4. O ile zwiekszy sie pole tréjkata, gdy wysokosc
zwigkszymy o 27

¢) Dany jest prostokat o bokach dlugosci x + 4 i 2z 4+ 3. O ile zwiekszy
sie pole tego prostokata, jesli jeden z jego bokéw zwiekszymy o 2, a drugi
o 1?7 Rozpatrz dwa przypadki.

Oblicz.
a) (V3 +2v2)(4V3 - 8v2) ¢) (2V3-3v2)(VZ+3) — (4—V6)
b) (2v5 — 4v2)(2v2 + V5) d) (V5+2v3)(2v5—-v3)+(6—3V/15)

Uzasadnij, ze dla dowolnej liczby x warto$¢ wyrazenia jest nieujemna.
a) (3z —6)(4x — 2) — (62 + 3)(2z — 6)
b) Bz —-2)2z—-1)— (bx —2)(z — 1)

a) Pole kwadratu: (z + 3)(z + 3) = 2° 4+ 62 + 9
Pole prostokata: (z + 1)(x +2) = 2° + 3z + 2
Roéznica pol: 3z + 7

b) Pole tréjkata : (a+ 3)(a+4) = $a?
Pole nowego trojkata: 1 (a+ 3)(a +6) =
Roéznica pol: a + 3

¢) Pole prostokata: (z + 4)(2z +3) = 22% + 11z + 12

I przypadek:

Pole nowego prostokata: (x + 6)(2x + 4) = 2x> + 16x + 24, réznica pél: 5z + 12.
IT przypadek:

Pole nowego prostokata: (x + 5)(2z + 5) = 22> + 15z + 25, réznica pél: 4z + 13.
Pole zwigkszy si¢ o 5z + 12 lub 4x + 13.

+ZIa+6
%a2—|—%a—|—9

Odpowiedzi do zadan
1. a) 20> —2a +ab—b

b) 6ab + 9a — 4b*> — 6b

¢) —12a> + 4a + 6ab — 2b

d) —4a — 8ab — 6b — 3
24 — 4ab + ab® — 2b°
—3a® + 2a”b + 9ab — 6b
22+ x4+ 20y — 4y —6

) 4 — 4o — 2xy + 3y — 3
c) 3+ y—|—2:r +ay+y3+2y
) 23 — 2y —22% 4 2ay+x—y
)
)

o

-

)
)
2. a
b

)

(=7

e) 222y + 622 — 12zy — 4day>
f) —162° + 4zy®
3. a) 2a® — 24
b) 12ab + b*
) 4y® — 4z — 3y
d
4. a) z° — 4o — 12, —9,75
b)x —z? -6, —6,375
5. a) Pole prostok@ta
P=ala+2) =a®+2a
b) Pole kwadratu:
(a+1)2=a*+2a+1
Roéznica pol:
a>+2a+1—-0a®>—-2a=1

)
)

o

295 + 15z

7.a) =20 b) —6 ¢) —4 d) 10
8. a) 122 — 6z — 24z + 12 +
—(122® — 36z + 62 — 18) =
=300
b) 622 — 3z — 4z + 2 +
— (522 — bz — 2z + 2) =
=22>0
dla dowolnego z € R
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10.

11. a

12.

a) Pola prostokatow:

Py = (2z + 30)(x + 20)

= 222 + 70z + 600 [cm?
P, = (22 + 10)(x + 10)

= 222 4 30z + 100 [cm?
Réznica pol:

P, — P, = 40z + 500 = 900,
czyli z = 10 cm.

]
)

Obwody prostokatow:
Ob; = 160 cm
Obz = 100 cm
b) Pola prostokatéw:
Pr=(6—1z)2x—5)=
—22? + 172 — 30 [cm?]
(z + 52z —1) =
222 + 92 — 5 [cm?
Suma pol:

P + P> = 26x — 35 = 69,
czyli z = 4 cm, stad

P

P, = 6 cm? oraz P> = 63 cm?.

Réznica pol:
P, — Py =63 —6 =57 [cm”’]

B 82 2. Jezyk matematyki

10.

11.

12.

13.

Rozwiaz réwnanie.
a) (x+2)(z—3)=2>+4
b) (& — 4)(a +6) = 2w — 4)

¢) (x—2)(x—5)=(z+3)(x+6)
d) 2z +1)(z+3)=(z—4)(2x —3)
Rozwiaz nieréwnosc.

a) x> — (z+ 3)(x — 3) < 6z
b) (4—xz)(2z+3)+22° <6

¢) (22—1)(3z—1)—(32—2)(22—3) > 0
d) (4—62)(2z+1)+(42—5)(3z—1) >z

Ile liczb naturalnych spelnia podana nieréwnosé?
a) Bz+1)2—x)+z(Bzx—5) >z

b) 222 — 2z 4+ 1)(z —3) > 62 — 7

¢c) Bz+3)2z—1)+4x<6(z+2)(z—1)+9

a) Dane sa dwa prostokaty: P; o wymiarach (2z + 30) cm X (z + 20) cm
oraz P, o wymiarach (2z+10) cm x (24 10) cm. Rdznica pdl prostokatéw
P, i P, jest réwna 900 cm?. Oblicz obwody tych prostokatéw.

b) Dane sa dwa prostokaty o wymiarach (6 — z) cm X (2z — 5) cm oraz
(x+5) cm x (22— 1) cm. Suma ich pdl jest réwna 69 cm?. Oblicz réznice
miedzy polem wiekszego i mniejszego prostokata.

Dane sa prostokat o wymiarach (4x + 1) cm x (2 4 3) em oraz kwadrat
o boku (2z+7) cm. Pole kwadratu jest 0 91 cm? wigksze od pola prostokata.
Oblicz réznice migdzy obwodami kwadratu i prostokata.

Powtorzenie

14.

15.

13.

14.
15.
16.

Upro$¢ wyrazenie.

a) (3k+5)(4k —2) +2(5—7k) ) (2k —1)(5k +1) — (4k + 1) (k — 1)

b) B3=0D@4—-0)—-(6-0)(1-=1) d) 3k(8k—2l) — (6k+1)(4k —1)
Rozwiaz.

a) Bx—4)2zx—-1)= (6x+2)( 1)

b) (92 +1)(2z — 1) = (1 — 62)(1 — 3z)

c) 9272 — (3 —4x)(3 —2z) < z(x —9)
d) (z+13)2z+1)> 22+ 3)(x — 1) + 6z

. Uzasadnij, ze jedli n jest liczba calkowita, to liczba postaci:

a) 3n+2)(1—2n) +
b) (5n—8)(4n+1) —

(2—=5n)(2n —3) — 2n jest podzielna przez 4,
(2n—5)(9n—2) +n(4n+2) jest podzielna przez 6.

Pole kwadratu: P, = (2z + 7)(2x + 7) = 4z* + 28z + 49 [cm?

Pole prostokata: P, = (4= + 1)(z + 3) = 42 + 13z + 3 [cm?]

Réznica pol:

P, — P, = 15z 4+ 46 = 91, czyli x = 3 cm, stad Oby = 52 cm oraz Ob, = 38 cm.
Roéznica obwodéw: Oby, — Ob, = 52 — 38 = 14 [cm]

a) 12k* b) 6 c¢) 6k* d) I* — 4kl

a)z=% b)z=1caz<i daz<4

a) (3n+2)(1—2n) 4+ (2—5n)(2n —3) — 2n = —16n> + 16n — 4 = 4(—4n> +4n — 1)
b) (5n—8)(4n+1) — (2n—5)(9In — 2) +n(4n+2) = 6n° + 24n — 18 = 6(n? +4n — 3)



2.8. Wzory skréconego mnozenia

Twierdzenie
Dla dowolnych liczb rzeczywistych a i b:
(a+0b)? = a® + 2ab + V?
(a —b)* =a* —2ab+V*

kwadrat sumy

kwadrat réznicy

@ Cwiczenie 1
Wykaz, ze dla dowolnych liczb a i b prawdziwe sa podane wyzej wzory.

Wzory na kwadrat sumy i kwadrat réznicy mozna zilustrowa¢ nastepujaco:
O+0)’=0"+2-0-0+?
©O-0°=0"-2-0-0+0"

Przyktad 1
a) (x+5)*=2>+2-2-5+5°=2>+10z+ 25

b) Bx+2)?=Bx)*+2-3x-2+2° =922+ 122 + 4

c) (2z —3y)? = (22)* — 22z - 3y + (3y)? = 42? — 122y + 9y°

Cwiczenie 2

Zapisz w postaci sumy algebraiczne;j.

a) (z+1)° c) (z—3)? e) (2z+1)* g) (4x—1)?
b) (x + 2)? d) (xz —5)? f) (3z+2)* h) (22— $)?
Cwiczenie 3

Zapisz w postaci sumy algebraiczne;j. R T

a) (x + 2y)? d) (Sx + %y)g pretacje geometryczng wzoru:
2 a+0b)?2=a?+ 2ab+ b?

b) (2x —y)? e) (2z —1y) ( )

¢) (3z+2y)? f) (32 + %y)Q b| ab b?

Cwiczenie 4 . , )

Oblicz. ¢ ¢

a) (\/?-&- 1)2
b) (v5-3)’

d) (V3+v2)* T

Podaj analogiczna interpretacje
geometryczng wzoru:

c) (6—\/5)2 f) (@—\/(_Sy (a — b)% = a® — 2ab + b2
Cwiczenie 3 Cwiczenie 4

a) o2 + dxy + 4y? a) 8+ 2V7

b) 42 — day + y* b) 14 — 61/5

c) 922 + 12zy + 4y2 c) 39 —12v/3

d) 92° + 3wy + 1 d)5+2v6

e) 4z —xy—l—wy e) 21 + 61/10

f) 12 + :ny—i—gy f) 6%—2\/5

Uczen:

— stosuje odpowiedni wzoér
skréconego mnozenia do
wyznaczania kwadratu sumy
lub réznicy oraz réznicy
kwadratow,

— przeksztalca wyrazenie alge-
braiczne z zastosowaniem
wzoréw skréoconego mnozenia,

— stosuje wzory skréconego
mnozenia do wykonywania
dziatan na liczbach postaci
a+bye,

— wyprowadza wzory
skréconego mnozenia,

— stosuje wzory skréconego
mnozenia do dowodzenia
wlasnosci liczb.

Komentarz
Uczniowie czasami popelniaja
btad, zapominajac o podwo-
jonym iloczynie we wzorze na
kwadrat sumy lub réznicy.
Nalezy zwrécié uwage na to, ze
(a+b)* = a® +b* jedynie wtedy,
gdy a =0 lub b = 0.
Cwiczenie 1
(a+b)*=(a+b)(a+b) =
=a’+ab+ba+b* =
=a® + 2ab + b?
(a—b)* = (a—b)(a—b) =
=a’®—ab—ba+b> =
=a® —2ab+b*
Cwiczenie 2

a) 22+ 2z +1
b) 2?4 4z + 4
c) 2> — 6z +9
d) 2% — 10z + 25
) da? —|— dr +1
I

1
g) 162> — 8z + 1
h) 42% — 2z + X

)

-

Multitefa

* Mnozenie sumy algebraicznej
przez jednomian

* Mnozenie sum algebraicznych

® Kwadrat sumy

® Kwadrat réznicy

® Rdéznica kwadratow
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Cwiczenie 5

(a—0b)(a+0b) =
=a?+ab—ab—b? =a® —b?
Komentarz

Nalezy zwrécié uczniom uwage
na to, ze:

(z+y)(y —z) #2° —y?

Cwiczenie 6

Cwiczenie 7
a) 18 b) —4
c) -2 4d) -1
e) -1 f) 45

Odpowiedzi do zadan
1. a) =5 b) —2
c) —5y% — 12y + 13
d) —50y — 10y
) 1322 — 5y
£) 8z? + 24y?
2.a) 2% 4+ 4; 7
b) 322 4 1; 16
c) —4z% —8x+1; —7—8/2

)
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Twierdzenie

Dla dowolnych liczb rzeczywistych a i b:
a® — b = (a = b) (a I b) réznica kwadratéw
[0] Cwiczenie 5
Wykaz, ze dla dowolnych liczb a i b prawdziwy jest podany wyzej wzor.

Przyktad 2
a) (@ —[6)) (@ +[6]) =@ —[6] = 2> — 36
b) (22 — 3y)(2z + 3y) = (22)? — (3y)? = 422 — 9y?

Cwiczenie 6

Zapisz w postaci sumy algebraicznej.

a) (r—3)(z+3) c) 2z —4)(2x+4)
b) (x +7)(x—T7) d) (6 + 5z)(5x — 6)

e) (3z —4y)(3z + 4y)
f) (3+3y) 3y — o)

Przyktad 3

(7T—V3)(T++3) =49 -3 =146

Ten przyklad rozwiazany za pomoca kalkulatora wygladaltby nastepujaco:
(7 —V3)(7 + V/3) ~ (7 — 1,732050808) (7 + 1,732050808) =

= 5,267949192 - 8,732050808 ~ 46

Cwiczenie 7

Oblicz.

D 6-VNE+VD) o (5+7)(5-%)

b) (vV5+1)(1—V5)

[N}

e) (V2-v3)(vV2+V3)
) (v %)

S
N

2

Zadania

w

1. Uprosé wyrazenie:
a) (x=3)(z+3)+2+2)(2—2x), d) by+1)(1->5y)—(1+5y)?,
b) (z+3)(x—3)—(z—3)(@+3), e (2a—y)(2x+y)+(3z+2y)(3z—2y),
©) 2u=302-By-2)By+2), 1) (y+32)Br—y)—(z—5y)(z+5y).

2. Oblicz wartos¢ wyrazenia:
a) (z+D(x—1)+(z+2)(z—2) — (z+3)(z—3) dlaz =3,
b) (1 —2x)(1+22) + (1 —3z)(1 + 32) — (1 — 4z)(4z + 1) dla 2 = V/5,
c) 2r—1)2 = (22— 1)(1+2z) — (2z+1)? dla z = /2.



Oblicz.
) (1+v2) +(1-v2)" ) (4= V5)(4+V5)—(v5-2)(2+ V5)
b) (VB-1)'=(2-v3)" ¢ (V6-VB)(VB+V5) + (V6—V5)
O (VE- 2 - @VF+3’ D) (25— VI - (2VE+ 1)(1-2V5)
Oblicz.

a) VV2+1-vvV2-1 <) VVT—V3-VVT+3
b) V2+vV3-V2-V3 d) V4—2v3-V4+2v3

Oblicz pole powierzchni catkowitej sze$cianu o krawedzi a.

a)a:3+\/§ b)a:2\/§—1 c)a:\/6+\/§

Oblicz obwdd trojkata prostokatnego o przyprostokatnych a i b.

a) a=4—v2, b=4+v2 Db)a=8+V2, b=4-2V2

Oblicz wartos¢ wyrazenia:
a) (2x +3y)(2z — 3y) —

dla z=vVV10 -3, y = V10 + 3,

(22 — 3y)*

) (VB3 (2 VB0 din &= VB4 V3, y= V6V
c) (\/—x—\/—y) (V2z — VBy)(V2z + VBy) dla 2 =+5—4,y =6,
d) (2* —4y?)* = (4y* —2?)* dla 2= Z5,y= 7.
Uzasadnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n liczba:

c) (n+3)*—

d) n® — n jest podzielna przez 6.

a) (n+ 1) —n? jest nieparzysta, (n — 3)? jest parzysta,

b) (2n + 1)? jest nieparzysta,

Powtorzenie

.a) 6 b)

.a)l b)1
. a) 66 4 36v/2

. a

. a

9.

10.

11.

Zapisz w postaci sumy algebraiczne;j.

a) (7— )2 ¢) (2 +4)2 e) (ta+8)’ ) (0,5 + 0,4)
b) (z+1)° d) (32 +8)? £) (2z —6)* h) (0,1z — 2.5)
Oblicz.

D (B+vD o (4-3vD)' o (V5+vE)' ) (VE-2)
b (1-vB) ) @vT+3)’ D (VE-2v8)" ) (L+vE)
Oblicz.

a) (VI-1)(1+V7) D) 3+V3)(3-V3) o (V2-V6)(vV2+6)

10. a) 114 6v2 b) 6 —21/5 c) 34 — 24v/2 d) 37+ 121/7

e) 23 +415 f) 18 —12v/2 g) 4,5 h) 3,5+6

11.a) 6 b) 6 c) —4

-3+2v3
c) —12v/3 d) 10

e) 12 — 21/30

f) 49 — 20v/2

c)2 d)2

b) 78 — 24+/3
c) 48 4+ 24V/3

) 14 b) 12 — /2 + 310
) —18y? + 12zy;
—18+/10 — 42
b) 2(z + y)(z — y); 16v/3
c) 96 —12v/5 d) 0

. Niech n € N.

a) (n+1)2—n?=

=n’4+2+1-n*=2n+1

— liczba tej postaci jest niepa-

rzysta.

b) Iloczyn dwéch liczb niepa-

rzystych jest liczba nieparzy-

sta.

& (n+1)* = (n-3) =

:n2+n+i—n2+n—i:

= 2n — liczba tej postaci jest

parzysta.

d) n® —n =n(n?—1)
=n(n—1)(n+1)
=(n—1)n(n+1)

Otrzymalismy iloczyn kolej-

nych trzech liczb naturalnych,

zatem dokladnie jedna z nich
jest podzielna przez 3 i co
najmniej jedna jest podzielna
przez 2. To z kolei oznacza,
ze caly iloczyn jest podzielny

przez 6.

a) 49— 14z +2” b) 2’ +x+1

¢) 42° + 16z + 16

d) 9z + 48x + 64

) 52° + 4z + 64

@

16
f) 32° — 8z +36
g) 0,252° + 0,4z + 0,16
h) 0,01z — 0,5z + 6,25
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Liczby tréjkatne

Liczby: 1, 3, 6, 10, 15, to kolejne liczby tréjkatne. Zauwaz, ze n-ta liczba tréjkatna to suma

liczb naturalnych od 1 do n.
PN z%.
(@)
3 6 10 15

3. 51 ]

4.1, 6, 15, 28, 45
o

nin+1)

Wzér na n-tg liczbe tréjkatna ma postac 5

Liczby kwadratowe

1=12 o|e|e

i i 1+3=22 L)

) ::: m n 1+3+5=32 [ )
1 4 9 16 25

1+3+5+7=4 0o

El Zauwaz, ze n-ta liczba kwadratowa jest suma n poczatkowych liczb nieparzystych
(rysunek po prawej). lle jest rowna suma dwudziestu poczatkowych liczb nieparzystych?

K Wykaz, ze dla n > 1 n-ta liczba kwadratowa jest suma dwdéch kolejnych liczb tréjkatnych.

Liczby pieciokatne
1 5 12 22 35

E] Korzystajac z podanego obok wzoru,

oblicz szésta liczbe pieciokatna. n-ta liczba r-katna wyraza sie wzorem:

A Oblicz pieé kolejnych liczb szesciokatnych. r-2)- nn-1 .
Podaj ich ilustracje graficzna. 2

N ..

2. Niech n € N.
Inn+ 1) +in+1)(n+2)=2n+1)(n+n+2)=in+1)2n+2) =
=(n+1)(n+1) = (n+1)* - jest to liczba kwadratowa

Twierdzenie Diofantosa
Jezeli liczbe tréjkatng pomnozymy przez osiem i powiekszymy o jeden, to otrzymamy
liczbe kwadratows.

Dowéd
Niech n € N.

In(n+1)-8+1=4n’ +4n+ 1= (2n+1)?

— jest to liczba kwadratowa
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Uczen:
— stosuje przeksztalcenia alge-
braiczne do rozwigzywania

2.9. Zastosowanie przeksztatcen

algebraicznych

Wzér na réznice kwadratéw: (a — b)(a + b) = a® — b* mozna zastosowaé¢ do
usuwania niewymiernosci z mianownika.

Przyktad 1

Cwiczenie 1

Usun niewymiernosé z mianownika.

Vs DA 9mam O 9w

Wzory skroconego mnozenia wykorzystujemy przy rozwiazywaniu rownan
i nieréwnosci.

Cwiczenie 2

Przeczytaj podany obok przyktad.
Rozwiaz réwnanie.

a) 2 —(2—12)*=38
b) 3z +1)?—92? =7
¢) (412 —-(z+1)(xz—1)=12

Rozwiaz rownanie.
(x —4)(z+4) — (x —3)2 =17
22 —16 — (22 — 62 +9) = 17
22— 16— 22+ 62 —9 =17
6x — 25 =17
6z = 42

A . . x=7
Cwiczenie 3

Rozwiaz nieréwnosé.
a) 42 — (2x+ 1) <3
b) (3—x)? > a2?+12

c) 2z +1)(2x —1) > 42> — 9z

d) 2—(2x—-1)2<(3—2x)(2z+3)
Przyktad 2

Dla jakich wartoéci  wyrazenie 22 + 4x + 4 przyjmuje warto$é¢ réwna 07

2’ +4r +4 = (z + 2)?, wiegc:
P?+dr+4=0& (z+2)°’=02=-2

Symbol < czytamy:
swtedy i tylko wtedy, gdy”.

Cwiczenie 4
Dla jakich warto$ci x podane wyrazenie przyjmuje wartos¢ réwng 07

a) z? +8x + 16 c) 4r? —4r+1 e) 4?4+ 122+ 9
b) z? —6x+9 d) 2522 4+ 10z + 1 f) 92° — 3z + 1
Cwiczenie 4

a) (x+4)?=0dlaz=—4

2.9. Zastosowanie przeksztatcen algebraicznych 87

réwnan oraz nieréwnosci,
— usuwa niewymierno$é
z mianownika utamka,
— stosuje wzory skréconego
mnozenia do dowodzenia
twierdzen.

Cwiczenie 1
a) 6-v2

b) 8v2-2V10

Cwiczenie 2
a) z =3
b)z=1
c)z=>5

Cwiczenie 3

MultiteZa

* Mnozenie sumy algebraicznej
przez jednomian

* Mnozenie sum algebraicznych

® Kwadrat sumy

® Kwadrat réznicy

® Rdéznica kwadratow
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Réwnanie, ktére nie jest spelnione przez zadna liczbe rzeczywista, nazywamy
réwnaniem sprzecznym. Podobnie taka nieréwnosé nazywamy nieréwnosScia
sprzeczng.

Przyktad 3
a) Rozwiaz réwnanie (z + 3)? = 6z.

2?4+ 62 +9 = 62

22 = -9 nie moze by¢ liczba ujemna.

Kwadrat liczby rzeczywistej

Zatem réwnanie jest sprzeczne — nie jest spelnione przez zadna liczbe x € R.
b) Rozwiaz nieréwnosé (2z — 1)? < 4x(z — 1).
47? —4x + 1 < 42® — 4o

1<0
Zatem nier6wnoscé jest sprzeczna — nie jest spetniona przez zadna liczbe = € R.

Réwnanie lub nieréwnosé spelnione przez kazda liczbe rzeczywista nazywamy
réwnaniem tozsamo$ciowym (krétko: tozsamoscia) lub nieréwnoscia tozsamo-
Sciowg.
Przyktad 4
a) Rozwiaz réwnanie (z + 3)? — (z — 3)? = 12x.
(x+3)*— (z—3)*=12x
22 +6x+9— (2% —6x+9) =12z
122 = 122

Zatem réwnanie jest tozsamosciowe — jest spelnione przez kazda liczbe = € R.
b) Rozwiaz nieréwnosé (z — 2)(z +2) +5 > 0.

(@—2)(z+2)+5>0
Kwadrat liczby rzeczywistej

2 J—
X 4+5>0 zawsze jest wiekszy od liczby
2> -1 ujemnej.

Zatem nieré6wnoscé jest tozsamosciowa — spelniona dla kazdego = € R.

Cwiczenie 5
Sprawdz, czy rownanie jest tozsamosciowe lub sprzeczne.

a) (6—z)*—(2—2)*= -8z b) (x —4)* +4z = (z —2)* + 12

Cwiczenie 6

Sprawdz, czy nier6wnosé jest tozsamosciowa lub sprzeczna.

a) (z4+1)?-2<(z—-1)(1+=x)+2x b) 6z — (3z —1)* > (2z + 3)?

Cwiczenie 5 Cwiczenie 6

a) 36 — 12z + 2% —4 + 4z — 2> = -8z a) 2 +2r+1-2< 2> -1+ 22
32=0 0<0

Réwnanie jest sprzeczne. Nieréwnosé jest tozsamosciowa.

b) 2 — 8z + 16 + 4o = x® —4x + 4+ 12 b) 6z — 92 4+ 62 — 1 > 4a® + 122 + 9
0=0 —132% > 10

Réwnanie jest tozsamosciowe. 2?2 < _}_g

Nieréwnos¢ jest sprzeczna.



Zadania

1. Usun niewymierno$¢ z mianownika. Czy podana liczba nalezy do prze-
dzialu (0;4)7

1 2 1 . V2
Y 75 V157 8 s ) Five

1 6 4 V6
b) =5 ®) 372v3 h) 754vE k) oava

3 8 . 10 1+v2
) 53 b 574 R D 53

2. Rozwiaz rownanie.
a) (x —5)(x+5)=a2*—100x d) 4(x+2)?— (22— 1) =202+ 10
b) (3—x)2—(x+%)2:% e) (6+3z)(—32+6)+ (1—4)2:4
¢) 4(iz —3)" = (6 — ) £) (—dz—3)(4z—3)+8(1—v2z)" =1
3. Rozwiaz nieréwnosé. Zaznacz na osi liczbowej zbiér rozwiazan.
a) 4(r —3)? - 2z —5)* > 2 c) —92—2)*—(1-3x)3z+1) <11
b) 92z —1)">(1-20)2 -8 d) (la+2)"+1(1-1a)(1+12) >0
4. Wyznacz przedzial bedacy zbiorem liczb spelniajacych obie nieréwnosci.
(x+1)°>2"+1 (22 +5)(5—-2x)+ (22 -3)>-2>0
a){(x—1)2<(2—x)2 ¢ {(I—g) —4d<z—(2-2)(2+x)

T 3<¢+1 T 4z 2>LE’—6
b) 4 22 ) d) 3 )
(22— 3)? < (5 — 2z) 1— (22 —1)(1+22) < -2z — (22 — 1)

Powtorzenie

&

5. Usun niewymiernos¢ z mianownika.

1 1 4 V2 3+2V3
®) 7 b) =73 °) =73 4 7 ®) 53
6. Rozwiaz rownanie.
a) (x—1)2—(z+2)*=6 c) 2 —(r—4)4d+1x)=2

b) (3—1z)? + (22 + 1)? = 5z? d) (243)(2-3)=(z-1)"

7. Rozwiaz nieréwnosé.
a) (x+3)2—(r+2)2<0
b) (4—2)*+ (2+x)? > 222

¢) 9%+ (2+ 32)(2 — 3xz) > 62
d) Bz —4)(x+4) < (32 -1)

3 b)z=5 c)sprzeczne d) z =10
7.2 2< -2 b)a<b5 c)z<2 daz<
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Odpowiedzi do zadan
1. a) ‘/3_1 , tak

b) 3+‘F , tak

c) 3\/_— 6, tak
d) — 2242 pie

e) 4\/_ 6 tak
f) 12v/2 + 16, nie
g) V6 + V/5, nie
h) 21/5 — 21/3, tak
i) 27 + 2\/5, nie
j) V6 — 2, tak

) —@, nie
1) L2V2 tak

b

a)z=1bz=13c)zeR
d) réwnanie sprzeczne
e) z =18 f):vz‘/?ﬁ
)z<2 b)zeR
c)xé% d)x}—%
- a) (0;3) b) (=52)
¢) (5;%) d) (3;5)



Odpowiedzi do zadar Zastosowanie wzoréw skréconego mnozenia w dowodach
1. a) 19*¢ — 916 =
= (19* — 9*)(19* Ek 984)~ N Uzasadnij, ze liczba 13% — 7% jest podzielna przez 120.
(19° +97) = 8 _ =8 _ 4 _ =4 4 4y _
_ (19° - 0%)(19% 4 9%). 138 — 78 = (134 — 7TH (134 + 7%) =
(19* + 9M)(19% + 9°) = = (132 - 7)(13> + 7)(13* + ) =
= (361 — 81)(19% + 9%)-
L g o) = = (169 - 49)(18" + )13+ 7) =
= 280(19 + 9%)(19* + 9%)- =120(13> + 7°)(13* + 7%)

-(19% 4 9%) Zatem liczba 13% — 78 jest podzielna przez 120.

J
Zatem liczba 19'¢ — 916 jest
podzielna przez 280. @ 1. a) Uzasadnij, ze liczba 191 — 96 jest podzielna przez 280.
b) 11°% — 7%2 = b) Uzasadnij, ze liczba 1132 — 732 jest podzielna przez 72.
— (1116 _ 716) 1116 + 716) —
= (118 — 7®) (118 + 7®).

(1116 4 716) = Przyktad 2
= (114 — 711 + 7Y)- Uzasadnij, ze dla dowolnych liczb a,b zachodzi nieréwnosé £ < /<42,
(118 + 7%) (1170 + 710) = . o .
_ (11(2 _ 72)(1)1(2 +77). ) Jedli a + b < 0, to nieréwnosé jest prawdziwa (dlaczego?).
(I S FELE 4 7). Zaktadamy teraz, ze a+b > 0. Obie strony nieréwnosci sg wowczas nieujemne,
((11'0 4 710) = mozemy wiec podnie$é je do kwadratu, nie zmieniajac zwrotu nieréwnosci.
= (121 — 49)(11% + 7°)- (02 < @202 )y
.(114 L 74)(118 L 78). 4 N T2 Korzystamy ze wzoru na
.(1116 + 716) _ a? + 2ab + b% < 2a? + 2b? kwadrat sumy.
= 72(11(21‘1'1‘87—12_);1;;;1‘1"124—’)_'716) 0<a?—2ab+b? Korzystamy ze wzoru na
: kwadrat réznicy.
5 )
Zatem liczba 1132 — 722 jest 0<(a—b)
podzielna przez 72. Ostatnia nieréwno$é zachodzi dla dowolnych liczb a, b, zatem wyjsciowa nie-
2. a) ;f_% = ébk = f%’;, réwnosé jest prawdziwa.
2,

@ 2. Uzasadnij, ze dla dowolnych liczb a,b > 0 zachodzi nieréwnos¢:

2 a+b /
0 < a2 — 2ab + b2 ) Ty < b) iy < Vab.

0< (a—0b)?
Ostatnia nieréwnos$¢ zacho- Przyktad 3
dzi dla dowolnych liczb a,b, Udowodnij, ze dla dowolnych liczb x i y prawdziwa jest nieréwnosc:
zatem wyjsciowa nieréwnosé 202 —2xy —2x+ 1> +1>0
jest prawdziwa.
b) 12, = Zab Przeksztalcamy rownowaznie wyrazenie po lewej stronie nieréwnosci:

EI I a+b
' 2ab /o 20 —2zy —2x+ Yy +1=a-2zy+y*+2°—22+1=(x —y)* + (z — 1)?
a+b

ovab < atb (x—y)2>01i (z—1)% > 0, wiec nieréwnos¢ jest prawdziwa.
Obie strony nieréwnosci pod- L . . . . L, .,
nosimy do kwadratu: @ 3. Udowodnij, ze dla dowolnych liczb x i y prawdziwa jest nieréwnos¢:

*
4ab < a® + 2ab + b? a) y? + 2z — 2xy — 62+ 9 > 0, b) 52% + y* + 4 > dxy + 4.
0 < a® — 2ab+ b
0< (a—0b)? 3. a) Przeksztalcamy réwnowaznie wyrazenie po lewej stronie nieréwnosci:
2 2 2 _ 2 2

Ostatnia nieréwnosé zachodzi Yy —2zyf a2t —6r+9=(y—x) + (¢ -3)
dla dowolnych liczb a,b > 0, (y—x)®>>0i (z —3)% > 0, wiec nier6wnosé jest prawdziwa.
zatem wyj$ciowa nieréwnosc b) Przeksztalcamy nieréwnos$é do postaci:
jest prawdziwa. 52° —dzy + 9y —4dx+4 >0

Przeksztalcamy réwnowaznie wyrazenie po lewej stronie nieréwnosci:
da? —doy +y® +2® —dr +4= (22 —y)? + (x — 2)?
2z —y)®> > 01 (z — 2)? > 0, wiec nieréwnosé jest prawdziwa.
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Uczen:
— oblicza warto$¢ bezwzgledna
danej liczby,

2.10. Wartos¢ bezwzgledna

Definicja — upraszcza wyrazenia
. . z wartoscia bezwzgledna,
Liczbe |a| zdefiniowang za pomoca wzoru: Oznaczenie |a| wprowadzil Karl

o a jesli a>0
a| =
—a jesli a<0

— rozwiazuje elementarne
Weierstrass w 1841 roku. réwnania i nieréwnosci
z wartoscia bezwzgledna,

Zwroé uwage, ze |al jest zawsze ST )
stosujgc interpretacje

liczba nieujemna: |a| > 0 dla

nazywamy wartoécia bezwzgledng liczby a.  dowolnego a € R. geometryczng,
Przyktad 1
a)35/=35  b)|-35=-(-35)=35 ¢ [0]=0 d)[vV2]=Vv2
Przyktad 2
a) [V6—2[=v5—-2 gdyzV5-2>0
b) [1—v2[=v2—-1,gdyz1-+v2<0
Cwiczenie 1 Cwiczenie 1
Podaj warto$¢ bezwzgledng liczby. a) 5
A5 b5 )v3-1 dV3-3 4-3/2 )5-2V5 2’))?/5_1
d)3—-+3
H Interpretacja geometryczna wartosci bezwzgledne;j e) 3v2—14
f) 5—2V5
Wartos¢ bezwzgledna liczby x to jej odleglosé na osi liczbowej od liczby 0. )
7 7
L 1 1
—7 0 7

Liczby —71 7 leza w tej samej odleglosci od 0 na osi liczbowej i maja te sama
wartos¢ bezwzgledna, rowna 7.

-7|=7 i |7|=7 Dla dowolnego a € R:

|—al = lal

Przyktad 3
Rozwiaz réwnanie |z| = 3.
Poniewaz zgodnie z interpretacja geometryczna wartosé bezwzgledna liczby «
jest rowna jej odleglosci na osi liczbowej od 0, jedynymi liczbami spetniajacymi
roOwnanie sa —3 oraz 3.

i
-3 0 3

-
)
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Cwiczenie 2 Cwiczenie 2
a)r=-2lubz=2 Podaj, dla jakich wartosci x spetnione jest rownanie:

b) z = —10 lub = 10
¢)z=0 a) |JJ| =2, b) |$| =10, C) |JT| =0, d) “T‘ = -3

d) brak rozwiazan L. .
Cwiczenie 3

Ktoéra z liczb x, y ma wigksza warto$¢ bezwzgledna?
a)r=7,y=-6 b) z =-10,y = —12 c)xr=-8y=0

Cwiczenie 3
a)z b)y ¢)z

Przypomnijmy, ze:
evVa2=adlaa>0
eva?l=—-adlaa<0

Na przyktad: V52 = |5| = 5 oraz /(—5)% = |-5| = 5.

Dla dowolnego a € R:

Va? = |a|

Cwiczenie 4 Cwiczenie 4
a) [V3-2/=2-3 Oblicz.
b) |4 —2v3| =4—-2V3
9 RVi-3vE—3E-2/4  ® 1 (VB-2) b) /(4 —2v3)’ ¢) /(23 -3v2)"

Korzystajac z interpretacji geometrycznej, mozemy rozwiazywacé niektore nie-
rownosci z wartodcig bezwzgledna.

Przykiad 4

a) Rozwiaz nieréwnosé |z| < 5.

Zaznaczamy na osi liczbowej zbior tych liczb x, ktérych odlegtosé od 0 jest
mniejsza od 5.

N L
-5 0 )

Nieréwnos$é jest spelniona dla