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@ Oznaczenie zadan na dowodzenie.

i| Oznaczenie zadan, przy ktérych rozwigzaniu nalezy skorzystac¢ z kalkulatora.
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1 Liczby rzeczywiste

Podstawowe dane statku pilotowego przedstawionego na zdjeciu: dtugosé 15 m,
szerokosé¢ b m, zanurzenie 2,3 m, predkos¢ maksymalna 10 weztow.
Predkosé statkéw morskich podaje sie w weztach, czyli w milach morskich na

godzing. Jedna mila morska (Mm) to dlugo$é tuku poludnika wyznaczonego
przez 1 minute katowa (1/60 stopnia). Zatem:

1 Mm = 20000km ) gr1852 k
M= 6060 m

Otrzymany wynik zaokragla si¢ do pelnych metréow, czyli przyjmuje sie, ze
1 Mm = 1852 m.

1. Liczby rzeczywiste 9



Uczen:

— podaje przyktady liczb
pierwszych, liczb parzystych
i nieparzystych,

— podaje dzielniki danej liczby
naturalnej,

— przedstawia liczbe naturalng,
w postaci iloczynu liczb
pierwszych,

— oblicza NWD i NWW dwdéch
liczb naturalnych,

— przeprowadza proste dowody
twierdzen dotyczacych
podzielnosci liczb.

Komentarz

Czasem przyjmuje sie, ze
najmniejsza liczba naturalna
jest liczba 1. Warto zwrocié
uwage na to, ze jest to kwestia
Uumowy.

Cwiczenie 1

a) 1,2 34,6 12

b) 1,2, 4,7, 14, 28

c) 1,2 3,4,6,9, 12, 18, 36

d) 1,2 3, 4,68, 12, 16, 24, 48

Multitefa

¢ Dzielenie z reszta

e Spirala Ulama

* Algorytm Euklidesa

e Zbiory liczbowe

® Liczby na osi liczbowej

dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 1.1

(> Generator

testow i sprawdzianow

BN 10 1. Liczby rzeczywiste

1.1. Liczby naturalne

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13

Liczb naturalnych: 0,1,2,3,... jest nieskonczenie wiele. Dla dowolnej liczby
naturalnej n liczba n+1 jest nastepna (wieksza o 1), i tak po milionie nastepuje
milion jeden, potem milion dwa, milion trzy, a po trylionie (liczba zapisywana
jako jedynka z 18 zerami) — trylion jeden itd.

Zbiér liczb naturalnych oznaczamy litera N.

Definicja
Niech m # 0 i n beda liczbami naturalnymi. Liczbe m nazywamy dzielni-
kiem liczby n, gdy istnieje taka liczba naturalna k, ze n = m - k.

Jesli liczba m jest dzielnikiem liczby n, to méwimy, ze liczba n jest podzielna
przez liczbe m lub ze liczba n jest wielokrotnoscia liczby m.

Zauwaz, ze:

— liczba 1 jest dzielnikiem kazdej liczby naturalnej,

— liczba 0 nie jest dzielnikiem zadnej liczby,

— kazda dodatnia liczba naturalna jest dzielnikiem liczby 0.

Przyktad 1
Wymien dzielniki liczby 54.

Liczba 54 ma nastepujace dzielniki: 1, 2, 3, 6, 9, 18, 27, 54.

Cwiczenie 1
Wymien dzielniki liczby:
a) 12, b) 28, c) 36, d) 48.

Podzielno$é liczb naturalnych zapisu-

jemy w nastepujacy sposéb: Niech n bedzie liczba naturalna.

—zapis 3|n czytamy: 3 dzieli n lub Jesli 2| n, to liczbe n nazywamy

inaczej: liczba n jest podzielna przez 3, parzystq.
—zapis 7 [n czytamy: 7 nie dzieli n Jedli 2 [n, to liczbe n nazywamy
lub inaczej: liczba n nie jest podzielna nieparzysta.

przez 7.

Liczbe parzysta mozemy zapisa¢ w postaci 2k, a liczbe nieparzysta — w postaci
2k 4+ 1, gdzie k jest liczbg naturalng.



Cwiczenie 2
Czy prawdziwe jest stwierdzenie?
a) 3]323232 b) 11]111

Zamiast méwic, ze liczba 3 jest dzielnikiem liczby 45, mozemy powiedzieé, ze
45 : 3 =15 reszta 0
47 : 3 = 15 reszta 2

liczba 45 dzieli si¢ przez 3 bez reszty.

Dzielac 47 przez 3, otrzymujemy 15 i reszte 2.

c) 15 /2345 d) 7 /4949

Oznacza to, ze liczbe 47 mozna przedstawi¢ w postaci: 47 = 3 - 15 4 2.

Cwiczenie 3

Zapisz liczbe w postaci: 3k, 3k + 1 lub 3k + 2, gdzie k jest liczba naturalna.

a) 26 b) 76 c) 108

Cwiczenie 4

Zapisz liczbe w postaci: 4k, 4k + 1, 4k + 2 lub 4k + 3, gdzie k jest liczba

naturalna.
a) 3 b) 49 c) 79

Definicja

d) 127 e) 713

d) 126 c) 492

Liczbe naturalna, ktéra ma doktadnie dwa dzielniki (1 i sama siebie), na-

zywamy liczba pierwsza.

Liczbami pierwszymi sa na przyktad liczby 7 i 37.

Kazda liczbe naturalng wigksza od 1, ktéra nie jest liczbg pierwsza, nazywamy
liczba zlozona. Zwrdé uwage na to, ze liczb 0 i 1 nie zaliczamy ani do liczb

pierwszych, ani do zlozonych (jakie sa dzielniki liczby 1, a jakie liczby 07).

Grecki matematyk Euklides (zyja-
cy na przetomie IV i IIT w. p.n.e.)
udowodnitl, ze istnieje nieskonczenie
wiele liczb pierwszych.

Cwiczenie 5

Podaj wszystkie liczby pierwsze:

a) parzyste,

b) mniejsze od 20,

¢) wieksze od 20 i mniejsze od 50,
d) wieksze od 50 i mniejsze od 100.

Cwiczenie 5

a) 2

b) 2,3, 5, 7, 11, 13, 17, 19

c) 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47

d) 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97

Liczby pierwsze miedzy 100 a 1000:

101 179 263 353 443 547 641 739 839 947
103 181 269 359 449 557 643 743 853 953
107 191 271 367 457 563 647 751 857 967
109 193 277 373 461 569 653 757 859 971
113 197 281 379 463 571 659 761 863 977
127 199 283 383 467 577 661 769 877 983
131 211 293 389 479 587 673 773 881 991
137 223 307 397 487 593 677 787 883 997
139 227 311 401 491 599 683 797 887
149 229 313 409 499 601 691 809 907
151 233 317 419 503 607 701 811 911
157 239 331 421 509 613 709 821 919
163 241 337 431 521 617 719 823 929
167 251 347 433 523 619 727 827 937
173 257 349 439 541 631 733 829 941

Cwiczenie 2

a) Tak, suma cyfr tej liczby jest
réwna 15, wiec jest ona podziel-
na przez 3.

b) Nie, 111 = 11-10 + 1.

c) Tak, liczba jest podzielna
przez 5, ale suma cyfr tej licz-
by wynosi 14, wiec liczba nie jest
podzielna przez 3, a tym samym
nie jest podzielna przez 15.

d) Nie, 4949 : 7 = 707.

Komentarz

Cechy podzielnosci przez 2, 3, 5
i 9 przypomniane sg na s. 14.
Cwiczenie 3

a) 26=3-8+2

b) 76 =3-25+1

c) 108 =3-36

d) 127 =3-42+1

e) 713 =3-237+2

Cwiczenie 4
a)3=4.0+3
b) 49 =4 12+ 1
) 79=4-19+3
d) 126 =4-31+2
e) 492 = 4123

Miedzy liczbami 1 i 100 jest 25
liczb pierwszych: 2, 3, 5, 7, 11,
13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43,
47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83,
89, 97.

Komentarz

Warto zwrécié uwage uczniéw
na to, ze liczba 2 jest jedyna
parzysta liczbg pierwsza.

1.1. Liczby naturaine 11 I



Cwiczenie 6

9=3-3-11
720=2-2-2-2-3-3-5
7T0=2-5-7-11

1024 =2-2-2-2:2-2:2-2-2-2
1323=3-3-3-7-7

Cwiczenie 7

a) NWD(18, 30) = 6,
NWW(18,30) = 90

b) NWD(15, 50) = 5,
NWW(15,50) = 150

¢) NWD(24,72) = 24,
NWW (24, 72) = 72

d) NWD(144, 192) = 48,
NWW(144, 192) = 576

e) NWD(84, 105) = 21,
NWW(84, 105) = 420

£) NWD(196, 420) = 28,
NWW (196, 420) = 2940

BN 12 1. Liczby rzeczywiste

Rozktad liczby naturalnej na czynniki jest przedstawieniem tej liczby w po-
staci iloczynu liczb naturalnych wiekszych od 1. Na przyklad liczbe 52 mozna
roztozy¢ na czynniki nastepujaco:

52=12-26, 52=4-13, 52=2-2-13

Ostatni z tych rozkladéw jest rozkladem na czynniki pierwsze.

Twierdzenie

Kazda liczbe ztozong mozna roztozy¢ na czynniki bedace liczbami pierw-
szymi. Istnieje doktadnie jeden taki rozklad (z dokladno$cia do kolejnosci
czynnikow).

Rozklad na czynniki pierwsze liczby ztozonej odbywa sie 150 | 3
zwykle w kilku krokach. Na przyktad dla liczby 150 mamy: 50 | 2

150=3-50=3-2-25=3-2-5-5 2515
Rozklad mozemy tez zapisaé tak, jak podano obok. i g

Cwiczenie 6
Podaj rozktady na czynniki pierwsze liczb: 99, 720, 770, 1024, 1323.

Praktycznym zastosowaniem rozkladu na czynniki pierwsze jest wyznaczanie
najmniejszej wspolnej wielokrotnosci dwoch liczb — NWW oraz najwiekszego
wspolnego dzielnika — NWD.

Przyktad 2 120 | 2 54 | 2

Korzystajac z podanych obok rozkltadéw na czyn- 60 | 2 27 1 3

niki pierwsze liczb 120 i 54, otrzymujemy: 3012 913
15 |3 313

NWW(120,54) =2-2-2-3-3-3-5=1080 55 1

NWD(120,54) =2-3 =6 1

Cwiczenie 7

Oblicz NWD(z,y) oraz NWW (z, y).

a) r =18,y =30 c) x=24,y="T2 e) x =84,y =105

b) x =15,y =50 d) x =144, y = 192 f) =196,y = 420

Cwiczenie 8

Ile wynosi NWD(z,y) i NWW (z,y), jesli zaden czynnik wystepujacy w roz-
ktadzie na czynniki pierwsze liczby = nie wystepuje w rozktadzie na czynniki
pierwsze liczby y?

Cwiczenie 8

NWD(z,y) =1, NWW(z,y) =z -y

Komentarz

Liczby, o ktérych jest mowa w éwiczeniu 8 nazywamy liczbami wzglednie pierwszymi.
Dla z,y,a € N\ {0} zachodza nastepujace wlasnosci:

1) NWD(z,y) = NWD(y, =)

2) NWW (z,y) = NWW(y, z)

3) NWD(a - z,a-y) = a- NWD(z, y)

4) NWD(z,y) - NWW(z,y) =z -y



Zadania

Ktoére sposrdd liezb: 2, 3, 4, 6, 9, 12, sa dzielnikami podanej liczby?
a) 256 b) 294 c) 405 d) 588 e) 648

Tle jest liczb naturalnych mniejszych od 201 i podzielnych przez:

a) b, b) 8, c) 9, d) 117

Przedstaw liczbe n w postaci 5k + r, gdzie k jest liczba naturalna, nato-
miast r jest jedna z liczb: 0, 1, 2, 3, 4.

a) n =39 b) n =62 c) n=156 d) n =275

Czy liczbe n mozna przedstawi¢ w postaci 6k + r, gdzie k jest liczbg na-
turalna, a r jest jedna z liczb: 1, 2, 37

a) n = 46 b)n="74 c) n =147 d) n =276

Podaj sume trzech kolejnych liczb nieparzystych, z ktérych pierwsza jest:
a) 2n+1, b) 2n — 1, c) 2n — 5, d) 4n + 3.

Uzasadnij, ze suma:

a) trzech kolejnych liczb podzielnych przez 3 jest podzielna przez 9,
b) czterech kolejnych liczb nieparzystych jest podzielna przez 8,

¢) pieciu kolejnych liczb parzystych jest podzielna przez 10.

Uzasadnij, ze iloczyn:

a) trzech kolejnych liczb naturalnych jest podzielny przez 6,

b) trzech kolejnych liczb parzystych jest podzielny przez 48,

¢) czterech kolejnych liczb naturalnych jest podzielny przez 24.

Powtorzenie

8.

10.

7.

Ile dzielnikéw ma liczba n? 1

a) n=12 b) n =27 c) n=29 d) n=236 e) n==060

Wykonaj dzielenie z reszta.

a) 75: 8 b) 75:3 c) 109 : 6 d) 738 : 4 e) 3241:6
Oblicz NWD(z,y) oraz NWW (z,y).

a) =24,y =40 c) x =48,y =172 e) x =112,y = 144
b) =36,y =45 d) z =54,y =96 f) =105,y = 150

a) Liczba jest podzielna przez 6, jezeli jest podzielna jednoczesnie przez 2 i 3. Wsrdd
trzech kolejnych liczb naturalnych doktadnie jedna jest podzielna przez 3 i co najmniej
jedna jest podzielna przez 2. Zatem iloczyn tych liczb jest podzielny przez 6.
b) Rozwazmy trzy kolejne liczby parzyste: 2n, 2n+2, 2n+4, gdzie n jest liczba naturalna.
Woéwczas:

2n(2n+2)(2n+4) =8 -n(n+1)(n + 2)
Wyrazenie n(n+1)(n+ 2) jest illoczynem trzech kolejnych liczb naturalnych. Iloczyn ten
jest podzielny przez 6 (co wykazaliSmy w punkcie a). Zatem liczba 2n(2n + 2)(2n + 4)
jest podzielna przez 8 - 6 = 48, co bylo do uzasadnienia.
c) Wéréd czterech kolejnych liczb naturalnych:
— co najmniej jedna jest podzielna przez 3,
— doktadnie dwie sa parzyste, przy czym jedna z nich jest podzielna przez 4.
Zatem iloczyn tych liczb jest podzielny przez 3 -2 -4 = 24.

Odpowiedzi do zadan
1.a) 2,4 b)2,3,6 ¢)3,9
d) 2, 3, 4, 6, 12
e) 2,3 4,6,9, 12
2.a) 41 b) 26 c)23 d) 19
)5:-7+4 b)5-12+2
c)5:31+1 d)5:-55+0
4. a) nie, 46 =6-7+4
b) tak, 74 =6-12 + 2
c) tak, 147 =6-24+ 3
d) nie, 276 = 6 - 46
5.a) 6n+9 b) 6n+3
c) 6n—9 d) 12n+ 15
6. a) Rozwazmy trzy kolejne
liczby naturalne podzielne
przez 3: 3n,3n + 3,3n + 6,
gdzie n € N. Wéwczas:
3n+ Bn+3)+(Bn+6) =
=9n+9=9(n+1)
czyli jest to liczba podzielna
przez 9.

€
o

b) Rozwazmy cztery kolejne
liczby nieparzyste: 2n + 1,

2n + 3, 2n + 5, 2n + 7, gdzie
n € N. Wéwczas:
2n+1)+(2n+3)+ (2n+5)+
+(2n+7) = 8n+16 = 8(n+2)
czyli jest to liczba podzielna
przez 8.

8.a)6 b)4 c)2 d)9 e) 12
9. a) 9 reszta 3 b) 25 reszta 0

)
c) 18 reszta 1 d) 184 reszta 2
e) 540 reszta 1
)

0. a) NWD(24, 40) = 8,
NWW (24, 40) = 120
b) NWD(36, 45) = 9,
NWW(36,45) = 180
¢) NWD(48, 72) = 24,
NWW(48,72) = 144
d) NWD(54, 96) = 6,
NWW (54, 96) = 864
e) NWD(112, 144) = 16,
NWW(112, 144) = 1008
f) NWD(105, 150) = 15,
NWW(105, 150) = 1050

1.1. Liczby naturaine 13 I



Odpowiedzi do zadan

1.

2.

a)3,5 b)2 3,9

c)2,5 d)2 3

Liczba naturalna jest podziel-
na przez 4, gdy jej dwie ostat-
nie cyfry tworza liczbe po-
dzielng przez 4.

Liczba naturalna jest podziel-
na przez 8, gdy jej trzy ostat-
nie cyfry tworza liczbe po-
dzielng przez 8.

a) 4 — tak, 8 — tak

b) 4 — tak, 8 — nie

c) 4 — nie, 8 — nie

d) 4 — tak, 8 — tak

. Liczba naturalna jest podziel-

na przez 6, gdy jest podziel-
na przez 3 i 2, czyli gdy suma
jej cyfr jest podzielna przez 3,
a jej ostatnia cyfra jest jedna
z cyfr: 0, 2, 4, 6, 8.

Liczba naturalna jest podziel-
na przez 12, gdy jest podziel-
na przez 3 i 4.

Liczba naturalna jest podziel-
na przez 15, gdy jest podziel-
na przez 3 i 5.

a) 6,12 b) 6, 15

c) przez zadng d) 6

. a) 3150576

b) 3150570 lub 3150576
c) 3150572 lub 3150576
d) 3150576

BN 14 1. Liczby rzeczywiste

Warto powtorzyé

Cechy podzielnosci liczb

Liczba naturalna jest podzielna przez:

= 2. ody ostatnia jej cyfra jest jedna z cyfr: 0, 2, 4, 6, 8;
= 3, gdy suma jej cyfr jest podzielna przez 3;

= 5, gdy ostatnia jej cyfra jest 0 lub 5;

= 9, gdy suma jej cyfr jest podzielna przez 9.

Przez ktore z liczb: 2, 3, 5, 9 jest podzielna liczba:

a) 653925, b) 574038, c) 946 030, d) 7492987

Podaj cechy podzielnosci liczby naturalnej przez 4 oraz przez 8. Sprawdz,
czy liczba x jest podzielna przez 47 Czy jest podzielna przez 87

a) t=713592 b) x =639044 c¢) x =480658 d) x = 817296
Przez ktoéra z liczb: 6, 12, 15 jest podzielna liczba:
a) 775584, b) 868470, c) 894665, d) 5014747

Dana jest liczba siedmiocyfrowa 3 150 57a, gdzie a oznacza cyfre jednosci.
Wyznacz te liczbe, jesli wiadomo, zZe jest ona podzielna przez:

a) 9, b) 6, ¢) 4, d) 8.

Nie wykonujac dzielenia, podaj, ktore spoérod liczb: 15, 45, 75, sa dzielni-
kami danej liczby.
a) 1155 b) 9825

c) 5165 d) 8235

Czy wiesz, ze...

Dana jest liczba naturalna x. Niech s, oznacza sume cyfr tej liczby znaj-
dujacych si¢ w jej zapisie na miejscach nieparzystych, a s, — na miejscach
parzystych. Liczba x jest podzielna przez 11, gdy liczba s, — s, jest po-
dzielna przez 11. Na przyktad dla liczby x = 6291 978 mamy:

5, =6+9+9+8=32, 5,=24+14+7=10
Liczba s, —s, = 22 jest podzielna przez 11, wigc liczba x tez jest podzielna
przez 11.

6. Sprawdz, czy liczba x jest podzielna przez 11. Skorzystaj z podanej cechy

podzielnosci.

a) = 9191809 b) x = 13602479 c) x=28354311

5. Liczba naturalna jest podzielna przez 45, gdy jest podzielna przez 5 i 9.

Liczba naturalna jest podzielna przez 75, gdy jest podzielna przez 3 i 25, czyli gdy
suma cyfr jest podzielna przez 3, a jej ostatnimi cyframi sa: 00 lub 25, lub 50, lub 75.

a) 15 b) 15, 75 c) zadna d) 15, 45

6. a) tak b) tak c) nie



1.2. Liczby catkowite. Liczby wymierne

—6 -5 —4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6

Liczby calkowite to liczby naturalne dodatnie: 1,2,3,4,..., liczby
do nich przeciwne: —1, -2, —3, —4, ... oraz liczba 0. Zbiér wszyst-
kich liczb catkowitych bedziemy oznaczaé litera Z.

Kazda liczba catkowita jest albo parzysta, albo nieparzysta.

Zera oraz liczb ujemnych uzywano w Indiach w drugiej potowie
I tysigclecia n.e. W Europie przyjety sie dopiero kilkaset lat p6z-
niej. Wspolczednie o$ liczbowa z zerem i liczbami ujemnymi wi-
dzimy w zwyklym termometrze, a reguly rachunkowe dotyczace
liczb ujemnych sa przedmiotem ¢wiczen w szkole podstawowej.

Cwiczenie 1

Oblicz w pamieci. Wynik zapisz w zeszycie.

a) 42 — 78 c) —240- (—3) e) 7-(—4)—2-(=3)-(-H)
b) —47 — (—63) d) =342+ (—139) f) (=16)-(—=2)—(=54): (-9)

Dziatania wystepujace w powyzszym ¢wiczeniu: dodawanie, odejmowanie
oraz mnozenie sg zawsze wykonalne w zbiorze liczb catkowitych. Inaczej jest
w przypadku dzielenia, gdyz same liczby catkowite juz nie wystarczaja. Na
przyklad w wyniku dzielenia (—3) : (—2) = 2 otrzymujemy ulamek.
Definicja
Liczby, ktére mozna zapisac jako iloraz =, gdzie m i n sg liczbami catko-
witymi (n # 0), nazywamy liczbami wymiernymi.

Zbior liczb wymiernych oznaczamy litera Q.
Zwr6é uwage, ze kazda liczba catkowita jest liczba wymierna (dlaczego?).

Utamki zazwyczaj przedstawiamy w mozliwie najprostszej postaci, a wiec
w postaci nieskracalnej, np.:

180 _ 18-36' _ 18 _ 3.6 _ 3 Ulamek &

180 4810 18 8.8 8 jest nieskracalny.
Po doprowadzeniu ulamka do postaci nieskracalnej licznik i mianownik to
liczby wzglednie pierwsze (nie maja zadnych wspdlnych dzielnikéw catkowi-
tych z wyjatkiem liczb 11 —1).

Uwaga. Okreslenia dzielnik uzywamy réwniez w odniesieniu do liczb caltkowi-
tych, np. liczba —6 ma nastepujace dzielniki: 1, —1, 2, =2, 3, —3, 6, —6.

Uczen:

— rozpoznaje liczby catkowite
i liczby wymierne wéréd
podanych liczb,

— podaje przyktady liczb
catkowitych i wymiernych,

— odczytuje z osi liczbowej
wspotrzedng danego punktu
oraz zaznacza punkt o poda-
nej wspoéirzednej na osi
liczbowej,

— wykonuje dziatania na
liczbach wymiernych.

Komentarz

Zgodnie z zaleceniem MEN
liczby catkowite bedziemy
oznaczad litera Z (wczesniej C),
a wymierne — Q (wczesniej W).
Cwiczenie 1

a) —36 b) 16 c) 720

d) —481 e) —58 f) 26

Multite4a

® Zbiory liczbowe
® Liczby na osi liczbowej

dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 1.2

G Generator

testow i sprawdzianoéw
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Cwiczenie 2 Cwiczenie 2

a)z=y=13 Sprawdz, czy ulamki x i y sa réwne.
b)xzyzé 27 __ 36 __ 60 _ 75 _ 84 __ 126
9 a)$—72,y—96 b)x_ws’y_ws C)$_1567y_246

c)x:%vy:%7x#y
Czasami trzeba utamek rozszerzy¢, na przyktad wtedy, gdy chcemy dodaé lub
odja¢ dwa utamki o r6znych mianownikach.

Cwiczenie 3 Cwiczenie 3
) BT g = Oblicz réznice utamkow % — %, biorac jako wspélny mianownik:
=oE =% a) iloczyn liczb 121 18, b) NWW(12,18).
I -
- . Cwiczenie 4 Dzialania na liczbach wymiernych
Cwiczenie 4 Oblicz.
a) —213 p) 1l ¢) 313 q) 228 a ¢ _ad+bc
u P 9% D2n 95 995 o) 92_38i5l 422X b0, d A0
b)6%*2§*3% d) 2%+lf’—27% a ¢ ad—bc
—— == b#0, d#0
b d bd
Cwiczenie 5 Cwiczenie 5 a ¢ ac
- b#0, d#0
a) 23 b) =2 ¢) -2 d)5 Oblicz. b d bd 7 7
a) 25 (%) o —13- 1513 %:ézg-gzz—f b£0, ¢ £0,
3. 1 1 1. 1
b) —32: 5. d) 32 —3%: (—23) d#0
- 3 Zadania
Odpowiedzi do zadan
1.a) A=10%, B=11%, 1. Jakim liczbom odpowiadaja punkty zaznaczone na o0si?
C =12 a) _A B C o) _G H I
b) D=-33, E=-1%, 1 13 32 72
F=¢ b) _D E F d) 4 K L
1 1 -3 0 —o 13
C) GIQE, HIGE,
I = 8% 2- OthZ.
Q) J=-% K=4, a) 15 - 25 d) §+(=5-3) g) 15— (-2540.25)
L=2% b) 32 422 e) —(-22)+L h) 12 — 31 -0,125
17 5
2.8 & Bk 91 O 3-(-k-1 D -1g+d ) 1-1-(-Y)
g) 4L h) —28 i) L 3. Oblicz. . o
1 1 1. 1 1 11 . ¢
3.a) 21 b)5 ¢) —2 a) =23 (—%) b) 35 —35: (—23) c) —lg-15:3

BN 16 1. Liczby rzeczywiste



Oblicz.
21 1=
a) 1—2 ) T4 e)
9 273
1 1 1
1yl 21
b it g2l 0
2 2

Oblicz warto$é¢ wyrazenia dla z =13, y = —

r—y

b) T+y—z
y—z

y+z

a)

Uporzadkuj liczby: a, b, ¢ w kolejnosci rosnacej.

1-0,125 1
_ - EY 2 _ 11 6 2
“="71_3 > b=1; 43735 (-
8

Uzasadnij, ze

— 1. (2_1 _

a> T = 2 (3 4)’ -
1 1 1 1 1 1
b)r=21 = 251 _ 1343
-1 2> - 1 1 2 1
375§ 231 13+37

Ulamki postaci +

-, gdzie n jest liczba
naturalna dodatnia, nazywamy ulam-
kami egipskimi. Przeczytaj informacje
obok i przedstaw utamek jako sume

roznych utamkéw egipskich.
a) 7 b) 3

11 17

Powtorzenie

3 1 1 1
it o) 2175
3 1 1 1
178 s T2
1 2 1 3
3 1§ h) 3323
L_q1 21.2_9
2 5 2 5
1 _ 3
172——5.
) r—y+ 2z
r +y—+ 3z
Y, ¢=2-15-275-(-13)

nie istnieje trojkat o bokach dtugosci z, y i z.

i-G-1) =G-8 (G-

Czy wiesz, ze...

Kazdy utamek postaci %, gdzie

n jest liczba nieparzysta, mozna

przedstawi¢ jako sume:
2141

n a

dla:

n+1 b= n(n+1)
[ 2

4.a) 13 b) 12 c) 85 d) 15
e) 12 f) 12 g) —2 h) -2
5.a) 14 b) —22 ¢) 8

6.a:7%,b:—5,c:—1,
zatem b < ¢ < a.

7. Nieréwnos¢ tréjkata: z trzech
odcinkéw mozna zbudowaé
trojkat, jezeli suma dlugosci
krétszych odcinkéw jest wiek-
sza od dlugosci najdtuzszego

odcinka.
_ 5 _ 30
a) T =57 = 15,
_ 5 _ 60
Y= 1 = 121>
_ 5
£ = 144

_ 35 60 _
T+2=14 <11 =Y
Zatem nie istnieje tréjkat

o bokach dtugosci z, y i z.

9.

10.

11.

Podaj liczbe odwrotna do liczby .

W r=i+] ) z=3+1
DESS R @)=
Oblicz.
a) (12 —32) 5% ¢) (04+12)-(-2)2
b) 1 —3%.5% d) (22 —3,5)-(-2?)
Oblicz.

1_1_1 9.3 _33.
a)14 7—F b)a7134

§ 75 10 517

SN

e) x=3+13—1
f) o =2-34+2

1 1 2
) 17+217§fﬁ7
025-(-2)2-31- %

b) z = 21,
y=1 <1,
_ 22
=5<l1

y+2<2<2,5=x
Zatem nie istnieje tréjkat
o bokach dtugosci z, y i z.

8. a)1—21—%-|-616
b)%—é+1é3
©) 3 =1 +
9. a) 1% b)2§ c)%

d) 115 e) = ) -7
10.a) —8 b) —153¢ ¢) 8+¢
d) 3 e) 65 f) 5%

11.a) 12 b) 11 ¢) —22
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Uczen:

— wskazuje liczby niewymierne
wsrod podanych liczb,

— konstruuje odcinki o dtugo-
Sciach niewymiernych,

— zaznacza na osi liczbowej
punkt odpowiadajacy liczbie
niewymiernej,

— szacuje wartosci liczb niewy-
miernych,

— wykazuje, dobierajac odpo-
wiednio przyktady, ze suma,
roznica, iloczyn oraz iloraz
liczb niewymiernych nie
muszg by¢ liczbami niewy-
miernymi.

Cwiczenie 1
a) \/7,/18,/44
b) /2, ¥/10, /16, /25

Multitefa

* Dowody twierdzenia Pitagorasa

® Zastosowania twierdzenia
Pitagorasa

¢ Odlegtos¢ do widnokregu
— zastosowanie twierdzenia
Pitagorasa

® Obalenie twierdzenia przez
podanie kontrprzyktadu

* Zbiory liczbowe

® |iczby na osi liczbowej

¢ Spirala Teodorosa

dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 1.3

(> Generator

testow i sprawdzianow
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1.3. Liczby niewymierne

W VI wieku p.n.e. Grecy sformutowali twierdzenie znane obecnie jako twier-
dzenie Pitagorasa.

W tréjkacie prostokatnym suma kwadratow dtugosci przy-
prostokatnych jest réwna kwadratowi dtugosci przeciwpro- c b
stokatnej:

a’ + b = ¢? a

Twierdzenie to mialo istotny wplyw na rozwdj pojecia liczby. Rozpatrzmy
tréjkat prostokatny o przyprostokatnych dlugodci 1.

Zgodnie z twierdzeniem Pitagorasa: ¢ = 12 + 12 = 2, czyli
¢ = /2 (przekatna kwadratu o boku 1 ma diugoéé v/2).

Mozna udowodnié, ze /2 nie jest liczba wymierna. Liczby,

ktére nie sa wymierne, nazywamy liczbami niewymiernymi.

Stwierdzenie, ze v/2 jest liczba niewymierna, oznacza, ze liczba ta nie jest
réwna zadnemu utamkowi **, gdzie m i n sa liczbami catkowitymi. Tam, gdzie
jest to potrzebne, korzysta sie z odpowiednio doktadnych przyblizen.

Innymi przyktadami liczb niewymiernych sa: v/3, v/5, v/10.

Ogoélnie, dla dowolnej liczby naturalnej n liczba /n jest albo liczbg naturalng
(np. V81 = 9), albo liczbg niewymierng (np. v/82). Analogicznie jest dla
pierwiastka szeiciennego (np. v/8 = 2, a /9 jest liczbg niewymierna).

Cwiczenie 1
Wsréd ponizszych liczb wskaz liczby niewymierne.

4 VI VB VIS VIS, VEL VI b) VAL V2 VTG VTG V9

Inne przyklady liczb niewymiernych

L . . P t ieciokata fa
otrzymamy, jezeli zauwazymy, ze suma rzekatna pieciokata foremnego

o boku dtugosci 1 ma dlugosé
réowna % Jest to liczba nie-
wymierna.

liczby wymiernej i niewymiernej jest
liczba niewymierna. Podobnie iloczyn
liczby wymiernej réznej od zera i liczby
niewymiernej jest liczba niewymierna.
Dlatego na przyktad liczby:

3‘1’\/?; %V137 %_2\/1_77 2\/5_%

sg liczbami niewymiernymi.



Cwiczenie 2 Cwiczenie 2

Czy liczba x jest niewymierna? a) jest
. b) nie jest, z = 12
— _ 1 o o— N . bl
a) =361 c) =16+ 214 e) x=v9—1 0) jost, @ = 4+ 2v/Td
b) z =10+ 29 d) z=1v4- V121 f) x=15+6V27 d) nie jest, z = —10
e) jest
Cwiczenie 3 f) nie jest, z = 33
Podaj przyktad dwoch réznych liczb niewymiernych, ktérych: Swiczenie 3
a) suma jest liczba wymierna, b) iloczyn jest liczba wymierna. a) np. v3,2— V3
b) np. \/§, V27

Uwaga. Oproécz liczb niewymiernych, ktore sa pierwiastkami kwadratowymi
lub szesciennymi, istnieja inne liczby niewymierne, np. znana z geometrii

liczba .

Zbiér wszystkich liczb wymiernych i nie- [ liczby
wymiernych nazywamy zbiorem liczb wpleie
rzeczywistych i oznaczamy litera R. liczby liczby calkowite
Zbiér liczb niewymiernych bywa ozna- niewymierne
czany literami 1Q. naturalne

Zadania

Odpowiedzi do zadan
1. Wsrdd ponizszych trzech liczb wskaz liczbe niewymierna. 1. a) V164 b) /29

2 VA VELVIGE o) V5, VI3, VI o) V0, VA, 6l AE A
b) V9, V29, V49 d) V169, /196, /286 f) V81, V125, v/216

2. Jakiej liczbie odpowiada punkt P zazna- 2. a) /5, nie
czony na osi liczbowej? Czy jest to liczba Konstrukeyjne wyznaczenie b) /10, nie
na osi liczbowej punktu od-

ierna?
wynierna: powiadajacego liczbie v/2

R I
}\\ /\\ 3. Niech d oznacza dlugosé
Ly 1y @] 1.2 przekatnej.
© 2P 0 3P a) d = 2+/5, nie
3. Dany jest prostokat o bokach z i y. Czy dlugo$¢ przekatnej tego prostokata b)) ¢l = 5, il
wyraza si¢ liczba wymierng? <) @ =1, Enk
Y ¢ awy 2 d) d = 2V/41, nie
a) r=2,y=4 c) z=6,y=38 e) x=>5y=12 e) d = 13, tak
b)x=3,y=4 d)z=8,y=10 f)y x=7,y=24 f) d = 25, tak
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. a), ), e) jest
b), d), f) nie jest

.a)ll b)8 c)4

. Obwdd tréjkata: 6v/2,

obwdd kwadratu: 4\/6,
obwdd szesciokata: 18 — liczba
wymierna

.a)p+qg=3lubp+r=—4
b)g—r=7
c) gs =42

d)¢=2wmbs=1

. a) tak, d = v/200 = 10v/2
b) nie, d = V169 = 13

. a) 0, V4, /125

b) -1, 3,0, V4, V125

) —12,-3,0,0,1, V4, V125,
21
d) —v3,2-V2

= 0

o=
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Korzystajac z podanych przyblizen, sprawdz, czy nieréwno$é jest praw-
dziwa (nie uzywaj kalkulatora).

a) V2+V3>3 ) 2V2+V5>5 o) 4-2V3< 2 \/fzfiiég
b) VB+v3>4 d)VE-V3<l f) B2 3 V5 ~ 2,236

Podaj najwieksza liczbe naturalna n spelniajaca nieréwnosé (7 ~ 3,14):
a) n < 2w+ 5, b) n < 7w?—1, c) n* < 10w — 1.

Na rysunkach przedstawiono trdjkat réwnoboczny, kwadrat i sze$ciokat
foremny. Obwdd ktérego z tych wielokatéow wyraza sie liczba wymierna?

&%

Ok

Dane sa liczby niewymierne: p, ¢, r, s.
p=3-2V3 g=2V3 r=2V3-17

Wybierz dwie sposérdd tych liczb tak, aby:

s="TV3

a) ich suma byla liczba wymierna,  ¢) ich iloczyn byt liczba wymierna,
b) ich réznica byla liczba wymierna, d) ich iloraz byl liczba wymierna.

Dtugosé przekatnej prostopadtoscianu o krawedziach
a®? + b2+ % Czy

a,b,c wyraza sie wzorem: d =

[
|

dtugosé przekatnej prostopadloécianu o podanych } d

krawedziach jest liczba niewymierng? I W

a) a=6,b=8,c=10 b)a=3,b=4c=12 L=~ b

a

Powtorzenie

9.

11.

10.

11.

Wsréd ponizszych liczb wskaz liczby:
b) catkowite, ¢) wymierne,

07 \/Zv 7%27 V3 1257 7\/57

Podaj liczbe naturalng n spelniajaca nieréwnosci:
a) n<V35<n+1, b)yn<2/3<n+1,

d) niewymierne.
1214, 2-+2

a) naturalne,
737 0717

c) n—1<5V5<n.

Czy dlugosé przekatnej prostokata o bokach a, b jest liczba wymierna?
a) a=5b=12 b) a=6,b=10 c)a=7,b=24

a) 5 =+/25 < /35 < /36 = 6, zatem n = 5.

b) 2v3 =12 i 3=19< V12 <16 = 4, zatem n = 3.

¢) 5v/5 =125 i 11 =+/121 < V125 < /144 = 12, zatem n = 12.
a) tak, v/52 + 122 = 13

b) nie, /62 + 102 = /136

¢) tak, \/72 +24%> =15



1.4. Rozwiniecie dziesietne
liczby rzeczywistej

Ulamki o mianownikach: 10, 100, 1000, ... (czyli mianownikach bedacych

Uczen:

— wskazuje liczby wymierne
oraz niewymierne wéréd
liczb podanych w postaci
dziesietnej,

— wyznacza rozwiniecia dzie-

potegami liczby 10) nazywamy utamkami dziesigtnymi. Moga one by¢ zapisane sietne utamkéw zwyktych,

na dwa sposoby: % =0,15; % = 0,037; 5% =5,7.

Zapis po prawej stronie nazywamy postacia dziesietna
lub rozwinieciem dziesigtnym liczby. Aby uzyskaé postaé
dziesietng liczby wymiernej, wykonujemy dzielenie. Na
przyktad dla liczby 14—3 otrzymamy:

13 = 13:4 = 3,25.

4

Dla liczby % w wyniku dzielenia otrzymamy:

1 = 0,166666666. . .

6
Takie rozwiniecie zapisujemy w nastepujacy sposéb:
1 =0,1(6).

6

Dla liczby % w wyniku dzielenia otrzymamy:
% =0,571428 571428 571428. ..

co zapiszemy 3 = 0,(571428).

— wyznacza wskazang cyfre po
przecinku w rozwinieciu dzie-
sigtnym okresowym danej
liczby,

— zamienia skonczone rozwi-
niecia dziesigtne na utamki
zwykte,

— przedstawia utamki dziesietne
okresowe w postaci utamkow
zwyktych,

— zaokragla liczbe z podang
doktadnoscia,

— oblicza btad przyblizenia
danej liczby oraz ocenia,
czy jest to przyblizenie
z nadmiarem, czy z niedo-

Przy obliczeniach na licz-

miarem.
bach podanych w postaci
dziesietnej wygodnie jest Komentarz
korzystaé z kalkulatora. Warto zwréci¢ uczniom uwa-

ge na to, ze liczbe w postaci

W rozwinieciu dziesietnym nawias oznacza powtarzanie sie nieskonczenie wiele dziesietne]j okresowej mozna

razy zapisanej w nim grupy cyfr. Taka powtarzajaca sie grupe cyfr nazywamy
okresem. Liczbe cyfr wystepujacych w okresie nazywamy dlugoscia okresu.

Cwiczenie 1
Przeczytaj podany w ramce przyktad,

zapisa¢ na kilka sposob6w, np.:
1,393939... = 1,(39) =
=1,3(93) =
=1,(3939)
Jednak zwykle taka liczbe
zapisujemy z jak najkrotszym

a nastepnie przedstaw liczbe w postaci Przedstaw liczbe % w postaci kresemn.
dziesigtnej. dziesictnej. . _
- 20 4 Cwiczenie 1
a) 55 ¢) 3 €) 33 6 _ 6 .4_ 20 _goy a) 0,35 b) 0,44 c) 2,08
11 143 17 25 25 4 100 )
b) % d) &5 f) 5% d) 2,86 e) 0,032 f) 0,068
Cwiczenie 2

Jaka cyfra znajduje sie na dziesigtym, a jaka na dwudziestym miejscu po

przecinku w rozwinieciu dziesietnym podanej liczby?
a) 0,(1234) b) 5,(732) c) 2,6(435)

Cwiczenie 2

a) dziesigte miejsce: 2, dwudzieste miejsce:
b) dziesiate miejsce: 7, dwudzieste miejsce:
c) dziesiate miejsce: 5, dwudzieste miejsce:

=R W

d) dziesiate miejsce: 0, dwudzieste miejsce:

d) 0,32(1410)
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Cwiczenie 3

0,8(3), dtugosé okresu: 1;
0,(428571), dtugosé okresu: 6;
0,(27), dtugosé okresu: 2;
0,(185), dtugosé¢ okresu: 3

Cwiczenie 4
Rozwiniecie skoniczone maja licz-

.3 7 4 3
by: 3,4 5 &
Rozwiniecie nieskonczone maja
; .2 5 4
hCZby. 3060 7

Cwiczenie 5

a) \/§,\/§

b) V9, V16
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Cwiczenie 3

Wykonaj dzielenie i podaj dtugoéci okreséw nieskoniczonych rozwinieé¢ dzie-
sietnych liczb: 2, 2, 2 2.

Twierdzenie

Kazda liczbe wymierng mozna zapisa¢ w postaci dziesietnej skonczonej
lub okresowe;.
Kazde rozwiniecie dziesigtne okresowe przedstawia liczbe wymierna.

Uwaga. Rozwiniecia dziesietne nieskoniczone nieokresowe przedstawiaja liczby
niewymierne, np. 0,101001000100001...

Cwiczenie 4
Ktore z podanych liczb wymiernych maja rozwiniecie skonczone, a ktore nie-

et .3 2 7 4 5 4 3
skoniczone: 3, 2, 1, 5, &5 7, 57
Cwiczenie 5

Ktére z podanych nizej liczb maja rozwinigcia dziesigtne nieskoniczone nie-

okresowe?
RVERE b) VB, VB VG /3% {5

a) V8, V16,
W 2002 roku Yasumasa Kanada wy- 3, 141592653580793238462643383279502884

) 19716939937510582097494459230781640628

znaczyt za pomoca komputera liczbe 7 62089986280348253421170679821480865132
" o 82306647093844609550582231725359408128

z doklad'nosm@ do ponad biliona cyfr 48111745028410270193852110555964462294

po przecinku. W praktyce wystarczaja

znacznie mniej doktadne przyblizenia.

89549303819644288109756659334461284756
48233786783165271201909145648566923460
34861045432664821339360726024914127372

B Reguta zaokraglania

Do przyblizenia liczby w postaci dziesietnej zwykle stosujemy regule zaokra-

glania, ktéra polega na odrzuceniu koncowych cyfr tej liczby i zastapieniu ich

zerami:

— gdy pierwsza z odrzuconych cyfr jest: 0, 1, 2, 3, 4, to ostatnia z zachowanych
cyfr pozostawiamy bez zmian;

— gdy pierwszg z odrzuconych cyfr jest: 5, 6, 7, 8, 9, to ostatnig z zachowanych
cyfr zwickszamy o jeden.

Przyktad 1
Zaokragleniem liczby 6,9874 do trzech miejsc po przecinku jest liczba 6,987,
do dwdch miejsc po przecinku — liczba 6,99, a do liczby catkowitej — liczba 7.



Cwiczenie 6
Zaokraglij do liczby calkowitej.

a) 20,9813 b) 19,901 ¢) 0,401 d) 1,099 e) 2,49957

Gdy przyblizenie liczby jest od niej mniejsze, to méwimy o przyblizeniu z nie-
domiarem. Natomiast gdy przyblizenie liczby jest od niej wigksze, to mowimy
o przyblizeniu z nadmiarem.

Cwiczenie 7
Podaj przyblizong wartos¢ 7 z doktadnoscia do n miejsc po przecinku. Czy
jest to zaokraglenie z nadmiarem, czy z niedomiarem?

a) n==06 b) n=>5 c)n=4 d)yn=3 e) n=2
Blad przyblizenia jest réwny roznicy liczby i jej przyblizenia.

Cwiczenie 8

Zaokraglij liczbe do dwdch miejsc po przecinku. Podaj btad przyblizenia.
a) 6,7824 b) 8,4653 c) 7,8951 d) 9,9962 e) 5,9039
Zadania

1. ZnajdZ postaé dziesietna liczby (nie korzystaj z kalkulatora):
b) _%7 C) _é7 d) %7 e) ga f) %7 g) %7 h) %

2. Na podstawie podanych obok informacji znajdz

a) 2,

rozwiniecie dziesietne liczby: % = 0,33333333. ..
1 _
a) 5 ¢) 509 e) U $ = 0.168666665...
5 = =0,11111111...
b) 5 d) 535, £ I =0,

3. Jaka cyfra znajduje sie na dwunastym, a jaka na dwudziestym piatym
miejscu po przecinku w rozwinieciu dziesietnym podanej liczby? Zaokraglij
te liczbe do trzech miejsc po przecinku.
a) 1,(046) b) 0,3(25) ¢) 7,0(037)

d) 9,(3486) ) 2,86(345)

4. Jaka cyfra znajduje si¢ na dwudziestym czwartym, a jaka na setnym miej-
scu po przecinku w rozwinieciu dziesietnym liczby: a) 2, b) 27

5. Znajdz cyfry a i b liczby o rozwinieciu okresowym 7,19(1ab693), jesli w tej
liczbie na jedenastym miejscu po przecinku wystepuje cyfra 3, a na dwu-
dziestym drugim cyfra 6.

4. a) % = 0,(285714), na 24. miejscu: 4, na 100. miejscu: 7
b) 2 = 0,(714285), na 24. miejscu: 5, na 100. miejscu: 2
5.a=6,b=3
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Cwiczenie 6
a) 21 b)20 ¢)0 d) 1 e)2

Cwiczenie 7

a) 3,141593; z nadmiarem
b) 3,14159; z niedomiarem
c) 3,1416; z nadmiarem
d) 3,142; z nadmiarem

e) 3,14; z niedomiarem

Cwiczenie 8

a) 6,78; btad przyblizenia:
0,0024

b) 8,47; btad przyblizenia:
—0,0047

c) 7,90; btad przyblizenia:
—0,0049

d) 10,00; btad przyblizenia:
—0,0038

e) 5,90; btad przyblizenia:
0,0039

Odpowiedzi do zadan
1.a) 1,25 b) —6,75
—0,125 d) 0,375
0,625 f) 1,375
0,0375 h) 0,0875
0,(7) b) 0,01(6)
0,00(3) d) 0,00(5)
0,3(6) f) 0,1(8)

Cc

~

e
g
2. a
c

e

~— —

3. a) na 12. miejscu: 6,
na 25. miejscu: 0; 1,046
b) na 12. miejscu: 2,
na 25. miejscu: 5; 0,325
c) na 12. miejscu: 3,
na 25. miejscu: 7; 7,004
d) na 12. miejscu: 6,
na 25. miejscu: 3; 9,349
e) na 12. miejscu: 3,
na 25. miejscu: 4; 2,863



6. Dtugosé okresu wynosi 5 oraz:

22=4-54+2
23=4-5+3
24=4-5+14

Zatem na miejscach: 22.; 23.
i24. znajduja sie odpowiednio

cyfry: x, 2, y.
Stad 2 = 2z oraz 2 = 1y, czyli
r=1iy=6.

7. Wszystkie podane utamki sa
nieskracalne.
a) 320 = 2° - 5, zatem
rozwinigcie jest skonczone.
b) 480 = 3 - 160, zatem
rozwiniecie jest okresowe.

c) 22400 = 7 - 3200, zatem
rozwiniecie jest okresowe.
d) 51200 = 2! . 52, zatem
rozwiniecie jest skonczone.
8.a) 1 b4 c)—%

d)1 e) 20 f) 21

_2 ., _ _
z*57?4*11’95"'3/ Bt
2 _ o1 _ 43
2 —y=-35, 2+, =12

10. a) 4,75 b) 0,175
c) 0,0375 d) —7,375
e) 3,125 f) 8,(6)
g) 2,(3) h) —6,(4)
i) 0,(2) j)0,0625
5

11.a)5 b)3 ¢)6 d)6 €)5

12. a) 2,2360680
b) 2,23607 c) 2,2
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Wyznacz cyfry x i y liczby o rozwinieciu okresowym 0,(12:2y3), jesli cyfra
znajdujaca sie na miejscu dwudziestym trzecim po przecinku jest dwu-
krotnie wigksza od cyfry znajdujacej sie na miejscu dwudziestym drugim
i trzykrotnie mniejsza od cyfry znajdujacej sie¢ na miejscu dwudziestym
czwartym.

Na podstawie podanego obok twier- ) )
Utamek nieskracalny 7 ma rozwi-

niecie dziesietne skonczone wtedy
i tylko wtedy, gdy liczbe n mozna
zapisa¢ w postaci 2 - 5!

dzenia odpowiedz,
utamka jest skoniczone czy okresowe.

a) 83 p) LT o)

320 480

czy rozwiniecie

6561 ) 11111
22400 51200

Przeczytaj podany w ramce przyklad.

Przedstaw liczbe 0,(12) w postaci utamka zwyklego.

x=0,121212. ..
100z = 12.121212 ... Obie strony réwnania mnozymy przez 100, aby prze-
’ cinek znalazt si¢ za pierwszym wystapieniem okresu.
100z =124+
99z = 12
_ 12 4
99 33

Przedstaw liczbe w postaci ulamka zwyklego.

a) 0,(36) Db)3,(72) <) —6,(24) d)0,(9) e)4L,7(9) f)2,1(52)

Liczby « = 0,(6) i y = 4,(36) przedstaw w postaci utamka zwyklego,
a nastepnie oblicz: x +y, 22 —y, x + i

Powtorzenie

10.

11.

12.

Przedstaw liczbe w postaci dziesietnej (nie korzystaj z kalkulatora).
) 2 SR °F 2
oF §-2  pE w-% i

Jaka cyfra znajduje si¢ na dwudziestym miejscu po przecinku w rozwinie-
ciu dziesigtnym podanej liczby (nie korzystaj z kalkulatora)?

a) 3 b) 3 ) 5 ) & ©)
Podaj przyblizona warto$é /5 z dokltadnoscia do n

miejsc po przecinkudla: a)n =7, b)n=>5,¢)n = 1. V5 ~ 2,23606798



Dtugos$¢ okregu. Liczba

Juz Archimedes wiedzial, ze dltugo$é okregu mozna wyznaczy¢ z dowolng do-
ktadnoscia, rozpatrujac wielokaty foremne wpisane w okrag oraz na nim opi-
sane. Wraz ze wzrostem liczby bokéw wielokatéw foremnych ich obwody daja
coraz doktadniejsze przyblizenia dlugosci okregu.

Odpowiedzi do zadan

1 . W tabeli podano dtugosci bokéw wielokatéw foremnych wpisanych w okrag 1. kwadrat: 1,4142; 2,8284;

o promieniu 1. Dla kazdego wielokata podaj dtugos¢ jego boku oraz potowe 8-kat: 0,7654; 3,0615;
obwodu z dokladno$cia do czterech miejsc po przecinku. Dla ktérego z tych 16-kat: 0,3902; 3,1214;
wielokatéw diugoéé polowy obwodu rézni sie od liczby 7 o mniej niz 0,017 32-kat: 0,1960; 3,1365;
64-kat: 0,0981; 3,1403;
Wielokat foremny Dhugosé boku dla 32-kata i 64-kata
kwadrat V2
8-kat 22

16-kat 2—-V2+2

32kt V2 Ve vaive
64-kat \/2—\/2+\/2+\/m

Istnieje wiele wzoréw, za pomoca ktérych mozna otrzymaé przyblizenie
liczby 7. Oto dwa z nich:

m_2. 2 4 4 6 6 8 8, 261 Wallisa

2 1335 5 7 7 9 " eon e
11 1 11 1 1 1

%:1_§+3_?+§_H+E_E+1_7_“' wzor Leibniza

Powyzsze wzory sa jednak malto praktyczne — np. aby otrzymaé cztery cyfry po
przecinku w rozwinieciu dziesigtnym liczby 7, korzystajac ze wzoru Leibniza,
nalezy zsumowac¢ ponad 100000 sktadnikow.

2. Znajdz informacje na temat innych wzoréw pozwalajacych otrzymaé przy-
blizenie liczby .

2 e s
2. = o 5 wzor Viete’a
-1+ % wzér Brounckera
T 24 32
24 —5=5
2+2~7+...
_ 11,1 3 1,1 3 5. 1,1 3 5 7. 1 . .
%—1+§‘§+§‘Zg+§‘zg7+§zgg§+. wzér Maclaurina
_ 1 2 3 4 .
Z =14 214 204 204 (M=) wzér Newtona

Inne wzory na stronie http://mathworld.wolfram.com/PiFormulas.html

Dtugosc¢ okregu. Liczba m 25 I



Uczen:

— oblicza wartos$¢ pierwiastka
kwadratowego z liczby
nieujemnej,

— wylacza czynnik przed znak
pierwiastka kwadratowego,

— wlacza czynnik pod znak
pierwiastka kwadratowego,

— wyznacza wartosci wyrazen
arytmetycznych zawieraja-
cych pierwiastki kwadratowe,
stosujac prawa dzialan na
pierwiastkach,

— usuwa niewymierno$é
z mianownika, gdy
w mianowniku wystepuje
wyrazenie a\/g, oraz szacuje
przyblizona wartos$é takich
wyrazen.

Komentarz

Warto zada¢ uczniom nastepu-

jace pytanie:

Wiemy, ze \/a > 0 dla dowolnej

liczby nieujemnej a. Czy moze

byé prawdziwa réwnosé:
V922 = —327

Odpowiedz: tak, dla x < 0.

Cwiczenie 1

a) 12 b) 15 c¢) 18
d) 25 €) 50 f) 90
g) 1,1 h) 1,9 i) 2,1

Cwiczenie 2
a)3 b)3 ¢)9 d) 1,2 e) V3

Multitefa

¢ Spirala Teodorosa

dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 1.5

(> Generator

testow i sprawdzianow

BN 26 1. Liczby rzeczywiste

1.5. Pierwiastek kwadratowy

Przypomnijmy definicje pierwiastka kwadratowego.
Definicja
Pierwiastkiem kwadratowym (drugiego stopnia) z liczby nieujemnej a na-
zywamy taka liczbe nieujemna b, ktorej kwadrat jest réwny a.
Va=b,gdyb>=aib>0

Przykfad 1

\/3_ =6, bo 62 = 36 Zwr6é uwage na to, ze v/36 nie jest réwny —6,
chociaz (—6)? = 36, poniewaz w definicji zatozylismy,
ze pierwiastek kwadratowy jest liczba nieujemna.

V0,16 = 0,4, bo (0,4)> = 0,16
V0=0,bo02=0

Cwiczenie 1 12 — 191
Oblicz. , -

127 =144
a) V144 d) V625 g) V121 1 — 160

b) v/225 ) /2500 h) v/3,61

¢ 14% = 196
C) V 324 f) V 8100 1) 4,41 152 — 295
Prawdziwa jest nastepujaca wtasnodcé: 16* = 256
17% = 289
Dla dowolnej liczby rzeczywistej: 182 — 394
>
\/ﬁz{ . ggya<8 192 = 361
— a
sy 20% = 400
212 = 441
Stad v/52 = 5 oraz \/(—5)% = 5.
Cwiczenie 2
Oblicz.
a) V3?2 b) V/(=3)? c) V/(=9)? d) v(=1,2)? e) \/(=V3)?

Wyznaczenie pierwiastka kwadratowego z liczby odpo-
wiada wyznaczeniu dhugosci boku kwadratu, gdy znamy
jego pole (P = a?, wiec a = v/P).

Cwiczenie 3
Oblicz obwdd kwadratu o polu: a) 3,24 cm?, b) 1024 cm?.

Cwiczenie 3
a) bok kwadratu: 1,8 cm, obwdd: 7,2 cm
b) bok kwadratu: 32 cm, obwdd: 128 cm



Przy odpowiednich zalozeniach (jakich?) prawdzi-
we sa podane obok wzory.

Przyktad 2
a) V49144 = /49 - /144 =7-12 = 84
b) V12,5-vV2=+1125-2=25=5

Cwiczenie 4
Oblicz.

Pierwiastek iloczynu
Va-b=+a-vb

Pierwiastek ilorazu

a) V481, v/25-0,36, +0,09-361  ¢) v2-v8, v6-V1,5, v2-v/5-1/10
b Vi VBV DF Fe T

Zadania

1. Oblicz.

a) V121 4+ VA0 - V225
b) /96 — /169 — /144

¢) V0,25 + 1,44 + V6,25

@ 2. Uzasadnij, ze:

2) /15 £ VI+ /5,

d) V3,61 — /1,21 — /0,09

DB AVERE o V£ vEE i

3. Znajdz wszystkie liczby naturalne lezace miedzy podanymi liczbami.

a) vV21i+/33 b) V10 i v/140
4. Wytlacz czynnik przed pierwiastek.
a) V18 c) V48 e) V108 g) V392
b) V24 d) V96 f) /252 h) /450
5. Doprowadz do postaci av/2.
a) 4v/2+ /38 ) V18 + 98
b) V32 — 3v2 d) /200 — /50
6. Doprowadz do postaci av/b.
a) 7V5+ /20 ¢) V12 + V75
b) V48 — /27 d) V45 — /125

2.0) 15 =/B =5 Vit /g=1+3=1#}
Zatem (/1% # VI +,/%.
b) /28 =\/2=8 vVE+/t=Vi+i#2
Zatem \/21 # VZ+ /1.
c)@:ﬁ,ﬂ+\@:z+§:§
Zatem (/43 £ VI + /3.

¢) V&0 i V300

VB = VIE 5=
= VI6-V5=4v5

e) VI8+ V72 + V242
f) V800 + V242 — /162

e) 0,2v/50+0,8v72 —0,3v/32
f) 3v20 — 1

45 — 5v180

Zalozenia do wzorow:

— dla pierwiastka iloczynu:
az>0ib>0

— dla pierwiastka ilorazu:
a>20ib>0

Cwiczenie 4
) 18 3 5,7
) 0 50 5

¢) 4,3, 10
)727

=7

Odpowiedzi do zadan
1.a) 3 b) —11 ¢) 4,2 d) 0,5

e) —% f) 1%

3.a)23,4,5
b) 4,5,6,7,8,9, 10, 11

) 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15,

6, 17

4. a) 32 b) 24/6 c) 4/3
d) 46 e) 6v3 f) 61/7
g) 14v/2 h) 15v/2
) 6v/2 b) /2 c) 10v/2
d) 5v2 e) 20v/2 f) 22v/2

= 0

e
»

6. a) 95 b) V3 c) V3
d) —2v/5 e) 4,612
f) —25v/5
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V2 p) LB ) IO
2 3 5
d) 22 ) 40 1)

15
25

8. a) 4V/2+1~6,6
b) 2(vV2-1)~06

9.a) 6 b) 16 c) 20 d) 30
e) 42 £) 30 g) 120 h) 120

10.a) 30 b) 22/6 ¢) 2,2 d) 25

11. a) 6+ 182
b) $v2-3V3-V6

12. a) 15 b) 6v/2+8V3 ¢) 16

13.a) 14 b) 1,5 ¢) 2 d) &
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7. Usun niewymierno$¢ z mianownika, postepujac tak, jak w przyktadzie.

1 V2 5
%) 75 ) % ¢) 50 3 _ 3 V5_ 3/5
1 4 3 BTGB VET 5
b) 7 4 57 b s

8. Usun niewymiernos¢ z mianownika. Podaj przyblizona warto$¢ wyrazenia
(przyjmij v2 ~ 1,4).

8412 6-3v2 5v2-10
a) 7 b) 573 c) Vo
9. Oblicz.
a) V12-v/3 c¢) V10 -/40 e) V2863 g) V30 -/480
b) V32-vEB ) VIB-vB  f) VA5-v30  h) V0. Vi%0
10. Oblicz.
a) V54 - /350 b) V98 - /375 ¢) V52 -1/363 d) VA48 - /162
V21 V80 V30 -v/130 V72 -/135
11. Wykonaj dzialania.
2) 2v3 (VZT + 36 — 2/3) b) V3(VB— V3 + - (V3-2/2)
12. Oblicz pole trapezu.
a) V3 b) 23 c)
V75
V8
/]
3V3 4v2 VI8
Powtérzenie
13. Oblicz.
2) VBTV b) VOVEE o) 1+ 2 a) Ao/

14. Figure przedstawiong na rysunku obok mozna rozcia¢ na [ F——
dwa kwadraty o polach 6,251 4,41. Oblicz obwdd tej figury. |

15. Witacz czynnik pod pierwiastek.

a) 5v5 b) 73 c) 92 d) 13v2 e) 127
16. Prostokat o polu P mozna rozcia¢ na dwa kwadraty. Oblicz obwdd tego

prostokata.

a) P=98cm®> b) P=648cm®> ¢) P=:{m? d) P= =% m?

14. Bok wiekszego kwadratu ma dlugos$¢ 2,5, a mniejszego — 2,1, zatem obwdd figury:
3-25+3-214(2,5—21)=142

15. a) v/125 b) V147 c¢) v/162 d) v/338 e) V3
16. a) 42 cm b) 10,8 cm ¢) 1,5 m d) 0,5 m



1.6. Pierwiastek szescienny

Rozpatrzmy zagadnienie polegajace na wyznaczeniu dtu-
gosci krawedzi szeScianu o danej objetosci V. Na przy-
kad dlugoéé krawedzi szecianu o objetosci V' = 125 cm?®
jest réwna 5 cm. Zapisujemy to nastepujaco v/125 = 5.
Moéwimy, ze liczba 5 jest pierwiastkiem trzeciego stopnia
z liczby 125.

Definicja
Pierwiastkiem sze$ciennym (trzeciego stopnia) z liczby nieujemnej a na-
zywamy taka liczbe b, ktora podniesiona do trzeciej potegi jest rowna a.

Ya="b, gdy b* =a
gdy

Przyktad 1
Podaj pierwiastek trzeciego stopnia i uzasadnij odpowiedz.

. . ‘ 313
a) V8=2bo2°=8 ¢) {/Z=2bo(3) =2
b) V0 =0, bo 0°> =0 d) /0,216 = 0,6, bo 0,6° = 0,216
Przyktad 2 [
Oblicz dhugo$¢ krawedzi sze$cianu o objetosci 27. ;
Objetosé V szescianu o krawedzi dlugosci a jest réwna a®, /)— i
wiec a = V/V, czyli a = /27 = 3. . a

a
Cwiczenie 1
Oblicz dhugo$¢ krawedzi szedcianu o objetosci V.
a) V=1 b) V=064 c) V=216 d) V =8000
Cwiczenie 2
Oblicz, korzystajac z informacji podanych obok.
8% =512

a) \3/ 512 C) \3/ 1331 e) \3/17331 93 =729
b) 3 7_%9 d) 3 % f) 3/% 113:1331

Uczen:

— oblicza wartos$¢ pierwiastka
trzeciego stopnia z liczby
nieujemnej,

— oblicza wartos$¢ pierwiastka
dowolnego stopnia,

— wylacza czynnik przed znak
pierwiastka,

— wlacza czynnik pod znak
pierwiastka,

— poréwnuje liczby zapisane
za pomoca pierwiastkow,

— wyznacza wartosci wyrazen
arytmetycznych zawieraja-
cych pierwiastki, stosujac
prawa dziatan na pierwiast-
kach,

— usuwa niewymierno$é
z mianownika utamka, gdy
w mianowniku wystepuje /a.

Cwiczenie 1
a)l b)4 c¢)6 d)20

Cwiczenie 2
a)8 b) § ¢) 11
d) 2 e) 1,1 f)

9
9 11
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Cwiczenie 3
a) 6 b)5
c) V4-7-2-49=2-7=14

d)2e3-3=-L f)21

Cwiczenie 4
DL 45 ¥ _ 9
V3 Vo %7 3
b) A .32 _a¥2 _a¥s_
va vz~ Y8 T 2 T
o 2. Y5 _20m _ aym
Y5 %25 Y1z 5

ot
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N

Obliczanie pierwiastka trzeciego stopnia jest dzialaniem
odwrotnym do podnoszenia do trzeciej potegi.

Vad =a
Na przyklad {¢/(11)% = 11 oraz (\S/S_))S =0. (Va)’ =a

W obliczeniach wykorzystujemy podane ponizej wzory na pierwiastek sze-
Scienny iloczynu i pierwiastek szescienny ilorazu. Sg one analogiczne do wzo-
row dla pierwiastka kwadratowego.

Przyktad 3
a) v/0,001 - 343 = v/0,001 - v/343 = 0,1-7=0,7

b) VG0 = B/O80 = /343 = 7

Pierwiastek iloczynu
Va-b=Ya-Vb

Pierwiastek ilorazu
Cwiczenie 3

\ﬁ _Va
Oblicz. b Vb

a) V827 c) V28-V98 e) {/E - {5

216
DRCRENE B A

Cwiczenie 4
Przeanalizuj podany przykltad. Na jego podstawie usun niewymierno$é z mia-
nownika podanego utamka.

L A o2 3 _3 . Va_3sVi_3vi_3Va
¥ 73 Vi 5 VW2 Vi Yea ¥ 2

B Pierwiastek nieparzystego stopnia z liczby rzeczywistej

W przeciwienstwie do definicji pierwiastka kwadratowego, definicje pierwiast-
ka szedciennego mozna rozszerzy¢ na liczby ujemne.

Na przyklad: v/—1= —1, bo (—-1)> = —1; /-8 = -2, bo (—2)* = 8.
Definicja
Pierwiastkiem trzeciego stopnia z liczby rzeczywistej a nazywamy taka
liczbe b, ktéra podniesiona do trzeciej potegi jest rowna a.

Ya="b, gdy b* =a
, gdy

Cwiczenie 5

Oblicz.

a) V27 b) /=64 ¢) V=125 d) /=2 ¢) /= 1o
Cwiczenie 5

a) =3 b) —4 ¢) =5 d) -1 e) -3



Ogodlnie dla pierwiastka n-tego stopnia mamy nastepujace definicje:

Jesli n jest liczba parzysta, to dla Jesli n jest liczba nieparzysta, to
dowolnej liczby nieujemnej a: dla dowolnej liczby rzeczywistej a:
Ya=b, gdy b" =a Ya=0b, gdy b" =a
Cwiczenie 6
Oblicz.

a) V81 ¢) v0,0016 e) /729 g) v/256 i) V1024
b) V=32  d) {/=000001  f) v—1 h) V=128  j) /=51

Zadania

[N}

1. Podaj warto$é¢ pierwiastka.

a) /% ¢) {5 ) /15 g) {23
b) /& d) /=t f) ¢/ h) ¢/1212

2. Oblicz.
a) V125 + /8 c) /1000 + /27 e) /0,125 + /0,001
b) /125 — /64 d) v/512 — v/216 f) /0,027 + /0,008

3. Wytlacz czynnik przed pierwiastek.

a) V32 b) /250 ¢) V135 d) V375 e) V108

4. Wtlacz czynnik pod pierwiastek.

a) 2v/3 b) 3v/2 c) 63/2 d) 4v/10 e) 63/5
5. Sprawdz, czy prawdziwa jest réwnosé.
6. Ktoéra z podanych liczb jest wieksza: x czy y?
0 o= GE =% 0 o= {30 v /B
b)rz@,yzi/@ d):r:;—g:‘/%,y:;%

7. Poréwnaj liczby.

a) 4v2 i 2v4 b) 3v/5 i 2v/15 c) 3¢/218 i 4318

6.a)z=2<y=2=2
b)x =y
_6_ 8 _ 3f2r _ 3
gr=5=1p<y={a=1

Il
Gle

o=} t=2t=08>y=YL=2=0,75

7. a) 4¢/2 = /128, 23/4 = /32, zatem 47/2 > 2/4
b) 3¢/5 = /135, 2¢/15 = /120, zatem 3/5 > 2/15

33910 _ sf27 64 _ 1 43f161 _ sf64 125 _ ; 5
c) 3 252 =\/51 37 =L =1/1gs = /135 - 4r = L, zatem liczby te sa réwne.

Cwiczenie 6

a)3 b) —2 ¢) 0,2 d) —0,1
)3 f) -1 g) 2 h) -2

i) 2 j) -2

Odpowiedzi do zadan
1.a)% b)i c)% d)

4
5
e £)§ 8 3h) 3

2.a) 7 b)1 ¢)13 d) 2
e) 0,6 f) 0,5

3. a) 2V/4 b) 5V/2 ¢) 3V/5
d) 53 e) 3V/4

w
=~
~—~

w

w

Ny

g
5

4.a) /24 b
d) V640 e) /108

g
:

5. Wszystkie réwnosci sa
prawdziwe.

a)3%:327‘2:39:
2¥3 83 4

= /2,25
b)2%/3_3 85 _ 3/2
592 V1254 — \/ 25

= /0,08
)&_3 1253 __ 3/25
385 275 9

= /22

1.6. Pierwiastek szescienny
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

a) 8 cm b) 20 cm

. V — objetosé szescianu,

h = 3V — wysokos§é¢ wiezy
a)V:%~4~6~16:

=2-43 [cm?]
h=3-4\‘7§:12\3/§[cm]
- 7,58 =
3 253 23 = 5% [cm?)
¢

a)l b)03 ¢) & d) -1
e) —24 f) 4

zyz = 0, gdyz:

a) z =0,

b) z = 0.

a) 6 b) —1 c) —0,2

d) 0,3 e) 3,1 )18

BN 32 1. Liczby rzeczywiste

10.

11.

12.

13.

Objetos¢ prostopadtoscianu o wymiarach  cm X y cm X 2z cm jest réwna
objetosci pewnego sze$cianu. Oblicz dlugo$é¢ krawedzi tego szescianu.

a) x=4,y=4,z=32 b) x =16,y =20, z = 25

7 trzech szesciennych klockéw zbudowano wieze. Oblicz wysokosé wiezy,
jesli jej objetosc¢ jest réwna objetosci prostopadlo$cianu o wymiarach:

a) 4 cm x 6 cm x 16 cm, b) 6,25 cm X 7,5 cm x 8 cm.

Wtacz czynnik pod pierwiastek.

a) 3v/2 b) 5v/4 c) 4v/2 d) 10v/0,01 e) 2V/5
Oblicz.

a) V16 + v/81 + v/256 + v/625 d) 2¢/3 — 3/ 8¢

b) V2 - V8 — /27 /3 + v/10000 e) 6v/0,0625 — 3v/0,0081
c)\/_\e'/l_—% V/32 V64— oL — 3/
Oblicz.
a) /—8000 b) ¥/=0,001 ) ¢/ d) ¢/—3%
Oblicz.
: _8 10 /=16 =72

a) 2v/—1— /=27 ¢) /s — /25 e) 573 7%

_ V=9-¥—9 V24 o/—128 /=128
b) —¢/75 + /—0,125 d) Y= - 75 f) Yo7 +

. Uzasadnij, ze iloczyn xyz réwna sie zero.

a) z=/—32— V16, y=VI—2V1, = Y1024+ 291
b) =32 V8L, y=v=32-V8l, z=V-1+V1

Powtorzenie

15.

16.

16.

Oblicz.
a) v/64+ /8
b) —/343 + /216

¢) /0,216 + /0,064
d) /0,001 — {/=0,008

e) v/81+ +v/0,0001
f) V16 — v/0,0016

Ktéra sposrdd liczb: a, b, ¢, d, jest najmniejsza, a ktora — najwieksza?
a) a=+8-V18, b= \5/5 V32, ¢=+v16-v81, d=/—125 /=27
b)a=y/Z /1 b=YE, =38, d= -3 y/-2

a) a =12, b=4, ¢ = 6, d = 15, zatem najmniejsza jest liczba b,
a najwieksza — d.
b) a = 4%, b=5,c=2,d= 2%, zatem najmniejsza jest liczba c,
a najwieksza — b.



1.7. Potega o wyktadniku catkowitym

Przyktad 1

Zal6zmy, ze mamy pare kréolikow oraz ze liczba krolikéw podwaja sie co pot

roku. Ile krélikéw bedziemy mieli po 5 latach?
2:2.2.2.2.2.2.2.2.2.2=21=2048

10 pélrocznych okreséw

Przypomnijmy definicje potegi o wykltadniku naturalnym.
Definicja
Dla liczby naturalnej n > 1 potega a™ nazywamy iloczyn n czynnikéw
rownych liczbie a:
/Wykladnik potegi
a*=g-a-a-...-q
n czynnikéw
podstawa potegi

Przyjmujemy réwniez, ze: a* = a oraz a® = 1 dla a # 0.

Uwaga. Nie definiujemy wartosci 0°.

Przyktad 2

3 Przydatna jest umiejetnosé¢ roz-
a) (_g) = (‘%) ’ <_%) ’ (_5) = _28_7 poznawania niektérych poteg
liczb: 2, 3, 4, 5.

o) (-3) = 3 n |2 |3 | 4| 5
8
d) 3450 = 1 2 3 4 5
2 4 9 16 25
Cwiczenie 1 3 8 27 64 125
Oblicz. 4 16 81 256 625
2 g3 ot
a) 9%, 9% 9 5 32 243 1024
a2 2\ 3 a4
b) (3) () () 6 64 720
22 2)3 2)4
o) (-3)" (-3)" (-3) T 12
8 256
Cwiczenie 2 9 | 512
Uporzadkuj liczby w kolejnosci rosnacej. 10 1024

(=2)% (=2)% (=2)?, (=3)*, (=3)°
Cwiczenie 1
a) 81,729, 6561 b) L 2 8L ¢ 4 _ .8 6

Cwiczenie 2
(-3)? < (-2)? < (-2)" < (-2)* =2* < 3* = (-3)*

Uczen:

— oblicza wartos$¢ potegi liczby
o wyktadniku naturalnym
i catkowitym ujemnym,

— porzadkuje liczby zapisane
w postaci poteg, korzystajac
z wlasnosci poteg,

— stosuje prawa dziatan na
potegach do obliczania
wartos$ci wyrazen,

— stosuje prawa dziatan na
potegach do upraszczania
wyrazen algebraicznych,

— poréwnuje liczby zapisane
w postaci poteg.

Komentarz

Aby utatwié¢ uczniom zrozu-

mienie poteg o wyktadniku 0

zapisujemy potege a” jako

iloczyn liczby 1 i n czynnikéw

rownych liczbie a. Wéwczas:
a*=1-a-a-a-...-a

n czynnikéw

=

zczegblnosei:

Dla n # 0 mamy 0" = 0.
Gdyby w powyzszych przy-
ktadach nie istniaty zatozenia:
n # 0ia # 0, wowczas

0° = 1i0° = 0 jednoczesnie,
co prowadzi do sprzecznosci.
Zatem wartosé 0° nie jest defi-
niowana.
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Cwiczenie 3

a)% b)Gi4 c)% d)—21—7
e)4 f)32 g) 2 h) &

i) 25 j) —125

Cwiczenie 4

a) tak b) tak c) nie

Cwiczenie 5

a) 27 b)ﬁ c)ﬁ d)

e) 25 f) 1024 g) 32 h) 1024

i) 20 j) 400

BN 34 1. Liczby rzeczywiste

Mozemy réwniez okresli¢ potege o wyktadniku catkowitym ujemnym.
Definicja

Dla liczby naturalnej n > 1 i dla liczby a # 0 przyjmujemy, ze:

-
Przyktad 3

a) 37 =3 b) 3= =3 ) (‘%)72: (_1%)2 :%:g
Cwiczenie 3

Oblicz.

W4t o3 o (1) o (2) i) 0,272
vat a0 () m(-E) poye
Cwiczenie 4

Czy podane liczby sa réwne?
-3 3 6 —6 -5 5
5 7 4 9 3 5
2 (3) - (3) b (-3) - (1) 9 (-3) . (3)
Przy obliczaniu wartosci wyrazen, w ktérych wystepuja potegi, mozemy wy-
korzystywaé prawa dzialan na potegach.
Twierdzenie

Dla liczb catkowitych m,n oraz réznych od 0 liczb rzeczywistych a i b:

m _.n __ _m+n m\n __ _mmn ﬂ— En
1. a™-ad"=a 3. (@™ =a 5. b"_(b)

2. — =am™™" 4. a"-b" = (ab)™

Cwiczenie 5

Oblicz.

a) 3°.3°6 ) (2°9)7? e) 52:51  g) 6°:3° i) 6%.2°5
b) 0,5%- 0,57 d) (025" f) 4.4 h) 10'°: 5 j) 10*.5°2
Cwiczenie 6

Podaj konieczne zalozenia i uprosé¢ wyrazenie.
a) (x%-x2%) 2t b) (z7:2%) a7t c) (zPy) ' a? d) (x2y?)2:y?

Cwiczenie 6
a) ', x£0 b) 2% z#£0 ¢) Z, 2,y #0 d) &, 2,y #0



Zadania

1. Oblicz.
2) (<20, (-2)°, 27 o (v3)' (v3) " (v3)”
D) () () () ) (v2)", (v2)", (v2)
2. Zapisz liczbe w postaci 2, gdzie m jest liczba catkowita.
a) 2%.4° b) 477 - 82 c) 647 :3273 d) (1672:478).8*
3. Zapisz podane liczby w postaci poteg o tej samej podstawie.
a) 16, =, 8, (v2)", 10242 ¢) 0,001, 100%, (g5)™", ()"
b) L, 27,972 (v3)°, 817 d) 2573, ()% (&), 62577
4. Oblicz.
s -4 \-3 _
a) (—2v3) "’ b) (%) o) (-%) @) ((-3v2)") "
5. Podaj konieczne zalozenia i upro$¢ wyrazenie.
a) a®-a®-a® c) (a*:a ') -a® e) (a'- a6)72 . (a’s)2
b) (a®-a?):a? d) (@ :a?):a™ ) (@®:a*)?: (@)’
6. Ktoéra z liczb jest wicksza: x czy y?
a) z =242 y=41:872 b) z=(274:26)7" y=(24. 23"
7. Oblicz
a) 2o - (g)2 c) 0’ (45— 16%) e) (0,5-8°—2-16%) : 73
b ((2)7) ) (HE7) e n (e 6"
Powtdrzenie
8. Oblicz.
2) 87, (=8)%, =872, = (=) o () (=9 —(=5)"
b) 4 (—4)7, —4 (=) D) (V) (VD) (VD)
9. Oblicz.
2) 67 6° )EET 9@ @ e
b) 475 - 48 e) 57: 5 n) (2)": (3 k) (473)71: 40
¢) 054051 f) 7476 i) (36)72.310 1) (84)72:8°10
9.a) 36 b) £ ¢)32 d) &
e) o= )49 g) 2L h)$

Odpowiedzi do zadan

1.

.a) 2" b)27*

&

1
) 32 32’ 32

b) 9, —27, 81

C) 227 d) 220

.a) 24 276 29 92 920

b) 3—4 33 3—4 33 3-20
c) 1073, 10'%, 108, 10°°
d) 5—6 52 5—12 5—20

) =% b) g
c) — of d) 18
.a#0 a)a® b)d® c)a®

d) a13 e) a—16 f) a14

a) x =20 y=27"2
zatem x > y.
b)x =272 y=2",
zatem y > x.
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Uozen: 1.8. Potega o wyktadniku wymiernym

— zapisuje pierwiastek n-tego
stopnia w postaci potegi

o wyktadniku %, Definicja
— oblicza potegi o wykladnikach Dla dowolnej liczby a > 0 i liczby naturalnej n > 1 przyjmujemy:
wymiernych, .
— zapisuje dang liczbe w postaci ar = \"/E
potegi o wyktadniku
wymiernym, Przykiad 1
— upraszcza wyrazenia, stosujac Obli
prawa dzialan na potegach. 1czl. X .
a) 492 =49 =7 b) 1253 = V125 =5 c) 167 = V16 =2
Cwiczenie 1 Cwiczenie 1
)2 b)4 )9 d)2e¢)3 03  Oblis,
a) 42 b) 167 c) 812 d) 8% e) 273 f) 811

Potege o wyktadniku wymiernym “* definiujemy nastepujaco:
Definicja

Dla dowolnej liczby a > 0, liczby naturalnej n > 1 i liczby caltkowitej m

przyjmujemy: . .
anr = ( Y a)

Przyktad 2

Oblicz.

a) 98 = (V) =3=271 b)si=(V8)'=22=4 ¢ 9it=1=1
Cwiczenie 2 Cwiczenie 2
a)8 b)9 c) 16 d) 8 e) 729 Oblicz.
)32 g) 5 B)27 932 j) § a) 43 c) 83 e) 8115 g) 12573 i) (1)

b) 273 d) 32° f) 425 b (&) ()"

[0] Cwiczenie 3

Uzasadnij, ze dla dowolnej liczby a > 0, liczby naturalnej n > 1 i liczby

catkowitej m zachodzi réwnoéé (V/a)™ = Vam.

Cwiczenie 4

Oblicz.

D (VIO VIR o (V%) o (VVET) i) (VD)
b) /410 d) v/328 f) V81 h) V43 j) vV V168

Cwiczenie 3

(Ya)" =a

vam = [T = (v T = (va"
Cwiczenie 4

a) 1000 b) 1024 c) 25 d) 8
e)5 )3 g)3 h)2i)7 j)4
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Prawa dziatan na potegach o wyktad-
nik miernvm nalogiczne do pr Dla liczb wymiernych z, y i liczb
'u W,y ceriym sg analoglezne ) O praw rzeczywistych a > 0, b > 0:
dzialan na potegach o wyktadniku cal-
. 1. a®-a¥ =a*t¥
kowitym. .
9. L —qov
a¥y
Przyktad 3 oy ay
Oblicz. & @)=
a)32.38 =3313 =32=9 4. @ b7 = (ab)®
4 L1 41 g a_wzﬁz
b) 6% :63 =64 =6 =6 5. ==(3)
Cwiczenie 5
Oblicz.
a) 25.25  b) 53 -53 c) 47 : 43 d) 275 ; 225 e) 32.375.3%
Przyktad 4
Oblicz.
a) 8928 = (8-2)8 = 16} = (16%) — 45 — 1024
3
b) 108 :5% = (10:5)F =2t = (2}) = (v2)' =2v3
¢) 80% 5% = (16-5) .51 = 161 . 5% . 5% = (V16) -5 =275 =40
Cwiczenie 6
Oblicz.
a) 122.37 b)) 128 :3% ) 245 .33 d) 93 : 243 ) 3755 - 33

Cwiczenie 7
Oblicz.

p () b (st) o (s28)

Obliczajac przyblizone wartosci poteg o wyklad-
niku wymiernym, mozemy skorzystac¢ z odpowied-
niego kalkulatora (przykladowe wyniki zostaly
przedstawione obok).

d) (125%)0’

10°% & 1,995262315
1094 &~ 2818382931
1096% ~ 4,216965034

Cwiczenie 8
Korzystajac z powyzszych przyblizen, podaj z doktadnoscia do czterech miejsc
po przecinku przyblizona warto$é¢ potegi:

a) 10%3, b) 10345, ) 10%,

d) 10717,

Cwiczenie 8

a) 10% - 10> ~ 199,5262
b) 10% - 10°%° =~ 2818,3829
c) 10" - 10%%?° ~ 42,1697
d) 10%? : 10% ~ 0,0200

Cwiczenie 5
a)4 b) 125 ¢) 16 d) 32 e) V/3

Cwiczenie 6
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W dalszym toku nauki rozszerzymy pojecie

NN 1014 ~ 25,118864315

potegi na potege o wyktadniku rzeczywistym, L . .

czyli takze niewymiernym, np. Qﬁ, 102, 10~ ~ 25,703957828
101414 ~ 25,941793621

W tabeli obok przedstawiono kilka przybli-

1,414213562
zen dziesietnych liczby 10V2. 10

~ 25,954553497

V2 ~
Uwaga. V2 ~ 1,414213562 10 ~ 25,954553519
Zadania
Odpowiedzi do zadan
1. a) 78 b) 2% c) 2% d) 2% 1. Zapisz liczbe w postaci potegi o podstawie 2.
o 28 f)2¥ g 27 n)2t a) V2 ¢) V05 ¢) V512 8) 22
b) /2 d) V4 f) /1024 h) 2v/2
2. a) 7% b) 73 c) 7% d) 7% 2. Zapisz liczbe w postaci potegi o podstawie 7.
e) 7% )78 g 7% n)7e , .
a) VT3 <) 7 e) \/= g) 49V/7
b) V72 d) 5= f) = h) 7-V/7
3.a)27 b)25 ¢) & 3. Oblicz.
Q)5 ey )8 a) 92 c) 873 ¢) 144707 g) 10000%°
g) 10 h) 3 2 -2 —-0,12
3 b) 1255 d) 2773 f) 16%7 h) 8170125
. a) 0,008 b) 2,5 c) 0,09 4. Oblicz.
d)) ﬁilz") 35) é)ogéooz% a) 0,047 ¢) 0,027% ¢) 0,0625 % g) 0,0081-1%
g 243 ) 2 P .
o b) 0,167% d) 0,0016~%  f) 0,00032% h) 0,000 002 56375
5. a) 22 (23)% =22.22 =16 5. Oblicz.
b) 3. (3) T =337 = a) 2283 b) 3%.2773 ¢) 0,008% - ¥/125 d) 0,0256% - (¥10)"
=gl = %
9) U205 = 1 Powtdrzenie
d) 0,4% - 10° = 4% = 64
6.2)7 b)5¢c)1 d) 3 6. Oblicz.
1 1
a) 252 +8%  b) 325 +81% ) 4% +87% d) (%) "+ (57
7.2a) 32 b) 16 ) 5 7. Oblicz.
d) 35 €) a) 16% b) 643 c) 835 d) 2573 e) 814
8. Oblicz.
a) 23 /2 b) 49% : 497 ) V75 T7E d) 92772
8.a)2% .27 =23=38
1
b) 491 = (49%)° = 7% = /7
78T E=71=7
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Nazwy wielkich liczb

Bilion amerykanski czy bilion europejski | potega Nemwi e
Dlaczego europejski miliard to amerykanski bilion, 10 europejska  amerykariska
a europejski bilion to amerykanski trylion? 9 miliard bilion
Amerykanskie nazewnictwo wielkich liczb 12 bilion trylion

odnosi sie do zapisu 10%+3 i tgczy tacifiskie 15 biliard kwadrylion

przedrostki: bi- (n = 2), tri- (n = 3) itd.,

18 trylion kwintylion
z koricowka -lion. : -

21 tryliard sekstylion
Europejskie nazewnictwo pokazuje wielokrotnos¢ o Kwadrviion iion
miliona lub miliarda i do facifiskiego przedrostka adny .0 SepY °
dodaje, odpowiednio: -fion lub -fiard. 2 kwadryliard | oktylion

30 kwintylion nonylion
Amerykanski matematyk Edward Kasner e liriiael e s e
wprowadzit nazwe googol, oznaczajgcag 10'. 36 sekstylion undecylion
1 googol = 10 000 000 000 000 000 000 000 39 sekstyliard  duodecylion
000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 42 septylion tradecylion
000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 45 septyliard kwatuordecylion
000 000 000 000 000 000 48 oktylion kwindecylion

El Wyszukaj w internecie informacje S oktyliard seksdecylion

o liczbach googol i googolplex. 54 nonylion septendecylion

Stonce i planety

Ponizej podano masy: najmniejszej z planet w naszym systemie planetarnym — Merkurego,
najwiekszej — Jowisza, a takze Ziemi i Storica (na rysunku nie zachowano skali). Masa Storica
stanowi 99,89% masy Uktadu Stonecznego.

Stonce Merkury Ziemia Jowisz
1,989 - 10 kg 3,302 - 10* kg 5,974 - 10* kg 1,899 - 10?7 kg

2 Zapisz masy Storica, Merkurego, Jowisza
i Ziemi, korzystajac z europejskiego oraz
amerykanskiego nazewnictwa wielkich liczb.

2. Nazewnictwo europejskie: Nazewnictwo amerykanskie:

Stonce — 1,989 kwintylionéw kg, Stonce — 1,989 nonylionéw kg,
Merkury — 330,2 tryliardéw kg, Merkury — 330,2 sekstylionéw kg,
Jowisz — 1,899 kwadryliardow kg, Jowisz — 1,899 oktylionéw kg,
Ziemia — 5,974 kwadrylionéw kg Ziemia — 5,974 septylionéw kg
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Uczen:
— oblicza logarytm danej liczby,

1.9. Logarytm i jego wiasnosci

— stosuje réownosci wynikajace

z definicji logarytmu do
obliczen,

— wyznacza podstawe
logarytmu, gdy dana jest
warto$¢ logarytmu, podaje
odpowiednie zatozenia dla
podstawy logarytmu oraz
liczby logarytmowanej,

— stosuje twierdzenia o loga-
rytmie iloczynu, ilorazu oraz
potegi do obliczania wartosci
wyrazen z logarytmami,

— stosuje twierdzenie o loga-
rytmie iloczynu, ilorazu
i potegi do uzasadniania
réwnosci wyrazen,

— uzasadnia podstawowe
wlasnoéci logarytméw.

Cwiczenie 1
a)l b)2 ¢)5 d) -2 e) 1

Multitefa

* Wykres funkcji logarytmicznej
® Logarytmy

dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 1.9

(> Generator

testow i sprawdzianow
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Pojecie logarytmu wprowadzil ponad 400 lat temu szkocki matematyk John
Napier (1550-1617), a logarytmy dziesietne zdefiniowal Anglik Henry Briggs
(1561-1630) — opublikowal on wielocyfrowe tablice takich logarytméw.

Definicja
Logarytmem o podstawie 10 (logarytmem dziesigtnym) z dodatniej licz-
by b nazywamy liczbe z taka, ze 10* = b. Piszemy wowczas logb = x.

Przyktad 1

a) log 1000 = 3, poniewaz 10° = 1000
b) log0,1 = —1, poniewaz 10~! = 0,1
c) log /10 = 1, poniewaz 107 = /10

Pytanie o warto$¢ log b to pytanie o to,
do jakiej potegi nalezy podnies¢ 10,
aby otrzymac liczbe b.

Cwiczenie 1
Oblicz.
a) log 10 b) log 100 c) log 100 000 d) log 0,01 e) log /10

Rozpatrywane sa tez logarytmy o innych podstawach. Na przyklad logaryt-
mem o podstawie 2 z liczby b jest taka liczba x, ze 2* = b. Piszemy wowczas

log, b = x.

Przyktad 2

a) log, 8 = 3, poniewaz 23 =8 Pytanie o warto$é¢ log, b to pytanie o to,
1 . C o4 1 do jakiej potegi nalezy podnies¢ 2,

b) log, 6 —4, poniewaz 27 = 16 aby otrzymaé liczbe b.

c) log, V2= %, poniewaz 25 = /2

Cwiczenie 2
Oblicz.
a) log, 16 b) log, 1024 e) log, v2

c) log, £ d) log, &

Definicja
Niech a i b beda liczbami dodatnimi oraz a # 1. Logarytm o podstawie a
z liczby b to wyktadnik potegi, do ktérej nalezy podnie$é¢ podstawe a, aby
otrzymac liczbe logarytmowang, b.

log, b ==, gdy a® =b

Cwiczenie 2
a)4 b)10 c¢) —1 d) -3 e) 1



Przyktad 3 / liczba logarytmowana
a) log; 9 = 2, poniewaz 32 =9

‘ log, b =2«
b) log; 125 = 3, poniewaz 5° = 125

podstawa logarytmu
Cwiczenie 3 Gwiczenie 3
Oblicz. a)l b)4 c): d)3e)-21f)1
a)logs3  b)logs81  c¢)logsv/3  d)logs27  e)logy: f) log, v/3

@ Cwiczenie 4 Cwiczenie 4
Uzasadnij, ze dla dowolnej liczby dodatniej a réznej od 1 log,1=0 Dla dowolnej liczby dodatniej
zachodza podane obok wlasnoSci. log,a=1 ao# L: o
a” = 1, zatem z definicji logaryt-

. . . , . i . mu log, 1 =0,
W obliczeniach wykorzystywane sa nastepujace wlasnosci logarytmoéw (ich a' = a, zatem z definicji logaryt-

dowody zostana przedstawione w dalszym toku nauki). mu log, a = 1.

Twierdzenie

Jesli a, b, ¢ sa liczbami dodatnimi oraz a # 1, to:
log, bc = log, b+ log, c logarytm iloczynu
log,, g =log, b —log,c logarytm ilorazu
log, b* = plog, b logarytm potegi

Przyktad 4
a) log, (256 - 1024) = log, 256 + log, 1024 = 8 + 10 = 18

b) log, 16v/2 = log, 16 + log, V2 =4+ 3 = 41
Cwiczenie 5

Oblicz, korzystajac ze wzoru na logarytm iloczynu.
a) log,(64 - 256) b) logs(125-625) c) logs5v/5 d) log, 8v/2 e) log, 9v/3

Przyktad 5
a) log, %2 =log, 0,25 — log,32 = -2 —5 = -7
b) loggg—\;3 :10g381—10g3\/§:4—%:3%

Cwiczenie 6
Oblicz, korzystajac ze wzoru na logarytm ilorazu.

a)log, ¢ b)logy g5t o)logy ¥ d)logi % e)logy 3
Cwiczenie 5 Cwiczenie 6

a) log, 64 + log, 256 = 6 + 8 = 14 a) log, 0,5 —log, 64 =—-1—-6= -7

b) log; 125 + logs 625 =3 +4 =7 b) log, 1024 — log, & = 10 — (—3) = 13

c) 10g55—|—10g5\/5=1+%:1% c) 10g2\/§—10g28:%—3:—2%

d) log, 8 +log, V2 =3+ % =31 d) log; 625 — log; V5 =4 — 3 =31

e) logg9 +1logs V3 =2+ 1 =23 e) log3 243 —log; V3 =5—1 =43
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Cwiczenie 7
a) 20 b) 20 ¢) 12 d) —16

Odpowiedzi do zadan
1.2)9 b)1 ¢) =5 d) L e)

N

5.a)2+4
b)3-2=1
c) %—i—% 2

6.a)3—-1=
b)4—2=2

gl1-1=1

7. a) logl0 =1
b) log 1000 = 3
c) log100 =2

8.a)2 b)3 ¢) -2 d) 4
e) -1 f) 1

9.a)32 b)2 ¢)9 d)1 €8
f) + g) 1000000 h) %
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Cwiczenie 7

Oblicz, korzystajac ze wzoru na logarytm potegi.

log, 8° = 5log, 8 =

a) log, 4 b)log,32*  «¢)log;9°  d) log;81°* i ?5 3=
Zadania
1. Oblicz.
a) log, 512 b) log, 2 c) log, 35 d) log, v/2 e) log, V8
2. Oblicz.
a) logs 1 b) log;243  c¢) logy 3 d) log; 3v/3 e) log; 7=
3. Oblicz.
a) log; 2 b) log I c) log = d) log, = e) logi :
4. Podaj podstawe logarytmu.
a) log, 16 =4 c) log,16 =1 e) log, 16 = —1
b) log, 16 = 2 d) log, 16 = 3 f) log, 16 = —2
5. Sprawdz prawdziwos¢ réwnosci log, x +log, y = log, xy dla podanych war-
tosci 1 y.
a) r =4,y =16 b) =8 y=1 ) x=v2,y=8
6. Sprawdz prawdziwos¢ réwnosci logs 2 —logs y = logs ¢ dla podanych war-
tosci i y.
a) t=27,y=3 b) z=81,y=9 c) x=3,y=+3
7. Oblicz, korzystajac ze wzoru na logarytm iloczynu.

a) log2 +logh b) log 8 + log 125 ¢) log250 + log 2

Powtorzenie

8.

Oblicz.
a) log, 1+ $log, 16 c) log, 4 —log, 64 e) log; 5 —log: 3
b) log; 27 —log, 1 d) log; 125 — log; £ f) log, 2 +logy 3

Dla jakiej liczby b podana rownosé jest prawdziwa?
3

a) log,b=5 c) logy, b= 2 e) logi b=—3 g) log,,b =16

4

b) log1 b= -1 d) log, b =0 f) log sb= —6 h) loggb = —1



Skala logarytmiczna

Czasami, zamiast porownywaé dane wielkosci, wygodniej jest poréwnywac ich
logarytmy. Stosuje sie wowczas tak zwana skale logarytmiczng. Jest nia np.
skala Richtera, okreslajaca sile trzesienia ziemi. Wykorzystuje sie¢ w niej lo-
garytm dziesietny. Kazdy kolejny stopien tej skali oznacza 10-krotnie wieksza
site trzesienia. Na rysunku ponizej pokazano, jak skonstruowaé skale logaryt-
miczna wykorzystujaca logarytm dziesietny.

liczba
1 2 3 4 567810 20 30 100 200 300 1000
0 1 2 3

logarytm liczby

Liczby na gorze takiej skali nie sa potozone rownomiernie, ale zgodnie z war-
tosciami ich logarytmow:

log2 ~ 0,30 log 4 =~ 0,60 log6 ~ 0,78 log 8 ~ 0,90
log 3 ~ 0,48 log 5 =~ 0,70 log 7 ~ 0,85 log9 ~ 0,95

1. a) Korzystajac z tego, ze log10z = 1 + logz, wskaz, ktérym punktom
z powyzszej osi odpowiadaja liczby: 40, 90.
b) Korzystajac z tego, ze log 100z = 2 + log z, wskaz, ktérym punktom
z powyzszej osi odpowiadaja liczby: 400, 900.

2. Przyjmujac jako jednostke 1 cm, naszkicuj skale logarytmiczna i zaznacz
na niej liczby a = 10, b = 10*, ¢ = 10%, d = 107%, e = 1076,

Innym przyktadem wykorzystania skali logarytmicznej jest stosowana w che-
mii skala pH, opisujaca odczyn roztworu.

pH
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

kwasny obojetny zasadowy
Kazda z liczb od 0 do 14 z powyzszej skali otrzymujemy, mnozac logarytm
dziesietny odpowiedniego stezenia jonéw wodorowych przez —1.
Na przyktad dla wody stezenie to wynosi 10~7 mol /dm?.
Zatem pH wody obliczamy nastepujaco: pH(wody) = —log10™" = 7.
Dla wody morskiej pH wynosi od 7,5 do 8.4, dla kawy od 5 do 5,9, a dla soku
pomaranczowego 3,5.

1. a) log40 = log(10-4) =1 + log4 ~ 1,6,
log 90 = log(10-9) = 1 + log9 =~ 1,95
b) log 400 = 2 + log 4 = 2,6,
log 900 = 2 + log 9 ~ 2,95

Skala logarytmiczna 43 I



Uczen:

— oblicza procent danej liczby,

— oblicza, jakim procentem
jednej liczby jest druga
liczba,

— wyznacza liczbe, gdy dany
jest jej procent,

— zmniejsza i zwigksza liczbe
o dany procent,

— stosuje obliczenia procentowe
w zadaniach praktycznych.

Cwiczenie 1
Czapka — 27 zl, rekawice — 39 zt,
razem 66 zt.

Cwiczenie 2

Cena nart po obnizce:
marcowej —

0,8-0,7-825 = 462 [z1],

0 50% — 0,5 - 825 = 4125 [z1]

Cwiczenie 3

Cena kajaka po dwoch zmianach:
1,15- 1,2 - 1000 = 1380 [z}].
Cena wzrosta o 38% w stosunku
do ceny poczatkowe;.

Cwiczenie 4

Niech ¢ oznacza cene towaru

przed obnizka.
2 T

(1-1%5) e=(1-15) ¢

a) (1- )" =1- 5

p =20
2
b) (1-5) =1- 1%
p =30
Multite/a

* Procenty — rozwigzywanie
zadania ,od korica”

¢ Obliczanie wysokosci odsetek
na lokacie

dlanauczyciela.pl | Kartkéwka 1.10

(> Generator

testow i sprawdzianow
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1.10. Procenty

H Obliczanie procentu danej liczby

Nalezy pamietaé, ze procenty zawsze odnosza sie

s L , . . 1% (1 procent) danej
do jakiej$ calosci (wielkosci ustalonej).

wielkosci to 0,01 tej

1%w = sw = 0,0lw;  15%w = 5w = 0,15w; wielkosci.

4,5%w = 12w = 0,045w

CWI.Czen.Ie 1 . L . Cena = Obnizka
Oblicz, ile zaptacimy, jezeli kupimy czapke

i rekawice po obnizce (w tabeli podano ceny czapka 4521 | 040%
przed obnizka i wysoko$¢ obnizki). rekawice 60zt | o 35%

Warto zauwazy¢, ze wielokrotnej zmiany wartosci o pewien procent nie mozna
zastapi¢ jednorazowa zmiang o sume procentéw kazdej ze zmian.

Cwiczenie 2

W styczniu narty kosztowaly 825 zl. W lutym ich cene obnizono o 30%,
a w marcu — o dalsze 20%. Ile trzeba bylo zaplaci¢ za narty po marcowej
obnizce? Tle kosztowalyby, gdyby ich cene od razu obnizono o 50%?

Cwiczenie 3

Cena kajaka wynosila 1000 zt. Cene podniesiono najpierw o 20%, a nastepnie
0 15%. Tle kosztuje kajak po tych zmianach? O ile procent wzrosta cena kajaka
w stosunku do ceny poczatkowej?

Cwiczenie 4
Po dwukrotnej obnizce ceny pewnego towaru o p% jego cena spadia o x%.
Oblicz p, jesli: a) z =36, b) x = 51.

W niektorych zagadnieniach rozpatruje sie

o . : ] 1%o (1 promil) danej wiel-
dziesiata cze$¢ procentu, czyli promil.

kosci to 0,001 tej wielkosci.
Cwiczenie 5

Oblicz.

a) 8% liczby 300
b) 22%o liczby 1400

¢) 50%o liczby 100
d) 5%o liczby 1000

e) 0,2%o liczby 180
f) 5,5%0 liczby 180

Cwiczenie 5
a) 2,4 b) 30,8 ¢)5 d) 5 e) 0,036 f) 0,99



B Obliczanie, jakim procentem jednej liczby jest druga liczba

Przyktad 1
Za jedna akcje firmy X tydzien temu trzeba byto zaptacié¢ 25 zi, a dzisiaj —
0 2,25 zl wiecej. O ile procent podrozaly akcje?
225 100% = 9%
Akcje podrozaly o 9%.

Cwiczenie 6 Lt Y
W tabeli podano ceny jednej akcji firmy Y i firmy Z i

w lutym i w marcu. Oblicz, o ile procent podrozaly Y| 18z | 243z
akcje kazdej z tych firm. Z 2471 27 7zl

Cwiczenie 7
Oblicz, jakim procentem liczby x jest liczba y oraz jakim procentem liczby y
jest liczba z.

a) z =100, y = 50 b) z =50, y =40 c) z=10,y =16

B Wyznaczanie liczby, gdy dany jest jej procent

Przyktad 2

W tabeli podano ceny zestawéw rondli po ob-
nizce oraz wysokos¢ obnizki. Oblicz cene du-
zego zestawu przed obnizka. duzy 0 15% | 272z
Sredni 024% 190 =zt

Zestaw Obnizka Cena

Oznaczmy przez x cene duzego zestawu przed
obnizka. Obecna cena stanowi 85% z x, czyli: maty 0 32% 85 zt
2o =272 1 stad @ = 272 - 10 = 320 [zl].

Cwiczenie 8

Oblicz cene $redniego i cene matego zestawu rondli przed obnizka, korzystajac
z danych z przyktadu 2.

Zadania
1. Oblicz.
a) 401% liczby 40 b) 15%0 liczby 300 ¢) 2%o liczby 2

2. Ceng sukni §lubnej obnizono o p%. O ile procent nalezatoby podnie$¢ nowa
cene, aby suknia kosztowala tyle samo co przed obnizka?

a) p=>50 b) p=20 c) p=36

2. Niech ¢ oznacza cene wyjsciows, sukni, a « — liczbe procent, o jaka nalezaloby
podniesé cene.

a) 0,5¢ (1+ %) = ¢, skad = = 100
b) 0,8¢ (1 + %) = ¢, skad = = 150
¢) 0,64c (1+ 1%5) = ¢, skad = = 56,25

Cwiczenie 6
Firma Y: o 35%,
firma Z: o 12,5%.

Cwiczenie 7

a) y = 50%z, = = 200%y
b) y = 80%z, z = 125%y
c) y = 160%z, x = 62,5%y

Cwiczenie 8
Cena $redniego zestawu: 250 zl,
cena malego zestawu: 125 zt.

Odpowiedzi do zadan
1. a) 160,4 b) 4,5 c) 0,004
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3. Niech ¢ — cena wyjsciowa to-
waru, x — liczba procent, o ja-
ki nalezatoby obnizy¢ cene.
a) 1,25-1,25¢ (1 — %) = ¢

x = 36
b) 1,5 1,5¢ (1 — %5
z = 55,(5)
4. a) 0,55 -200 = 110
b) 0,12-50 = 6
0,002 - 2500 = 5
y = 81; 162
73 0,8

1.
51

o
e85

o
~

e

-

Nas?
oo © O = &

0o

N
2 og

=2
— —

-100% = 75%

V)
iy

BN 46 1. Liczby rzeczywiste

,1-0,9-1200 = 1188 [z}]
75-1,25-1200 = 1125 [z1]
75 1,2 - 1200 = 1080 [z1]
-100% = 62,5%

Cene pewnego towaru podniesiono dwukrotnie o p%. O ile procent nale-
zaloby obnizy¢ jego cene, by kosztowal tyle, co na poczatku?
a) p=25 b) p =50

Oblicz p% liczby x.

a) =235 p=55 b)xz=v16-5% p=12 ¢) v =+/64-5*, p=0,2

Wyznacz liczbe, ktérej p% jest réwne y.
a) y=2°-3"p=50 b)y=22.5%2p=20 c)y=2"':22p=125

Wycieczka do Londynu kosztuje 1200 zt. Jaka bylaby cena tej wycieczki:
a) gdyby najpierw podniesiono ja o 10%, a nastepnie obnizono o 10%,
b) gdyby najpierw obnizono ja o 25%, a nastepnie podniesiono o 25%,
¢) gdyby najpierw obnizono ja o 25%, a nastepnie podniesiono o 20%7?
Na diagramie obok przedstawiono liczbe
poszczegolnych ocen, jakie bracia Bolek,

Olek i Alek otrzymali na koniec pierw-
szego semestru.

liczba ocen

a) Ile procent ocen Olka to oceny dobre
i bardzo dobre? 1

b) Ile procent wszystkich ocen braci sta-

nowia oceny lepsze od oceny dopuszcza- dop dst db  bdb cel
jacej? [0 Bolek [1Olek [ Alek

Powtorzenie

8.

8.

9.

liczba dziewczat liczba chtopcéw
4 4 —

Na diagramach przedstawiono
zestawienie ocen semestralnych
z matematyki w pewnej kla- 3 3
sie (z podzialem na dziewczeta
i chlopcéw). Oblicz, ile procent

2 2

uczniow otrzymato ocene dobra, ! !

a ile procent — ocene pozytywna.
P epozyty 2 1 23456 1 23456
ocena ocena

O ile procent liczba x jest wieksza od liczby y? O ile procent liczba y jest
mniejsza od liczby 27
a) =32,y=20
b) x =60, y = 48

e) x =22, y=44
f) ©=280,y=25

c) z=8,y==6
d)z=24y=06

W Kklasie jest 24 uczniéw. Ocene dobrg otrzymalo 6 uczniéw, czyli 25%.
Oceng pozytywna otrzymalo 21 ucznidéw, czyli 87,5%.

z wieksze od y o:
a) 60% b) 25% c) 33%% d) 300% e) 400% f) 220%
y mniejsze od x o:
a) 37,5% b) 20% c) 25% d) 5% e) 80% f) 68,75%



1.11. Zagadnienia uzupetniajgce

B Notacja wykfadnicza

Przy zapisywaniu bardzo duzych i bardzo matych liczb wygodnie jest po-
stugiwaé si¢ notacja wykladnicza (inaczej zwana notacja naukowa).

Liczbe dodatnia a mozemy przedstawi¢ w postaci iloczynu:
a=z-10"

gdzie z jest liczba speliajaca warunki 1 < 2 < 10, a n — liczba calko-

wita. Takie przedstawienie liczby nazywamy notacja wykltadniczg.

Przyktad 1
a) 326 000000000 = 3,26 - 10** b) 0,00000097 =9,7-10"7
11 cyfr 7 cyfr
Odpowiedzi do zadan
1. Zapisz liczbe w notacji wyktadniczej. 1. a) 5,02 - 10%7
a) 5020 000 000000 000 000 000 000 000 ton (masa Syriusza) b) 2,7-107"

c) 2,99 - 10~2¢

b) 0,00027 mm (wielko$é wirusa ospy) d) 910956 - 10-°"

¢) 0,0000000000000000000000000299 kg (masa czasteczki wody)
d) 0,000 000000000 000 000 000000000 000910956 kg (masa elektronu)

2. Zapisz liczbe w notacji wyktadniczej. 2. a) 6,32-10° b) 1,09 - 10®
a) 6320000 c) 43,728 e) 0,00065 g) 0,100324 C; 4,3728 - 101 ) d) 8,7652 : 10°
e) 6,5-10" f) 3,02-10"
b) 109000000 d) 8765,2 f) 0,00302 h) 0,000001 ¢) 1,00324- 10" h) 1-10°°
3. Zapisz liczbe w postaci dziesietnej. 3. a) 86200 b) 0,000789
a) 8,62 10 b) 7,89 - 107 c) 834-107 d) 6,02 10° c) 0,0000834 d) 6,02
4. Oblicz. Odpowiedz podaj w notacji wyktadniczej i w postaci dziesietnej. 4. a) 1,36 - 10° = 1360
107Y . (4. 105 b) 1,12 -10° = 1120000
a) (3,4-107)-(4-10°7) Oblicz. ¢) 3-10% = 300
b) (174 : 103) : (8 : 102) = 9 -7 [ = 9-7
(5,2-10”)-(0,5-1077) =5,2-0,5-107" " = d)6-107' =06

¢) (4.8-1071): (1,6-10°9)

d) (7,2-107%) : (1,2-1072) 6-102 = 260

5. Oblicz. OdpowiedZ podaj w notacji wyktadniczej i w postaci dziesietne;j.
a) 42000- 6500 b) 1600-0,0125 ¢) 0,0044-0,055 d) 0,0605 - 8600

5. a) 2,73 - 10% = 273000000
b) 210" =20
c) 2,42 -10~* = 0,000242
d) 5,203 - 10? = 520,3
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6. a) 2-10* = 20000
b) 9- 10 = 90000000000
¢) 3-10"2 = 3000000000000
d) 1,6 - 10" = 160000000000

7.a) 9,6-10° b) 6-107**
¢) 1,02-10° d) 1,2-10°
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E10.

Oblicz. OdpowiedZ podaj w notacji wykltadniczej i w postaci dziesigtne;j.

a) 2100000000 : 105000 ¢) 51000000000 : 0,017

b) 243000000000 : 2,7 d) 102400000000 : 0,64

Oblicz. Odpowiedz zapisz w notacji wyktadniczej.

a) (3,2-10712) . (1,2 10%) ¢) (3,4-10715) . (7,5-10716)
4-10718 2,5.10-30

b) (5,2-10%) - (1,5-1073) ) (4,8-1018) - (1,8-10710)
1,3-1018 (6-1078) - (1,2-1016)

W tabeli podano wybrane szybkosci, stosujac zapis dziesietny i notacje
wyktadnicza. Przerysuj do zeszytu i uzupelnij te tabele.

v [m/s] (zapis dziesietny) v [m/s] (notacja wykladnicza)

Rosnacy wlos 0,000000004 6 4,6-107°
Szybki §limak 0,001 94 1,94-1073
Sprinter 10 1-10!
Ziemia wokét Stofica 29600 2,96 - 10*
Swiatto w prézni 299792458 2,997924 58 - 108

Predko$¢ $wiatta wynosi w przyblizeniu 300000 km/s. Odleglosé, ktora
przebywa $wiatlo w ciagu roku (365 dni), nazywamy rokiem $wietlnym.
Oblicz, ile kilometréw ma rok $wietlny i przedstaw podane nizej wielkosci
w kilometrach. Odpowiedz zapisz w notacji wykladniczej.

Odleglos¢ z Ziemi wyrazona w jednostkach $wietlnych w kilometrach
Ksiezyc 1,3 sekundy $wietlnej 3,9-10°
Stonce 8 minut 19 sekund éwietlnych | 1,5 108
Pluton 5,5 godziny $wietlnej 5,9 -10°
Gwiazda Polarna okoto 430 lat §wietlnych 4,1-10%
srodek Galaktyki okoto 28000 lat swietlnych 2,6-10'7
najblizsze kwazary okolo 1,5 mld lat $wietlnych 1,4-10%2

Najwieksza predkosé, z jaka kiedykolwiek podrézowal czlowiek, osiagneta
zatoga misji Apollo 10 — wynosita ona niemal 40 000 km /h. Oblicz, ile czasu
zajetoby pokonanie z ta predkoscia odlegtodci dzielacej nas od Gwiazdy Po-
larnej. Odpowiedz podaj, stosujac zapis dziesietny i notacje wykladnicza.

9. 1 rok $wietlny = 300000 - 365 - 24 - 3600 = 9,4608 - 102 [km]

430-9,4608-1012 km

40000 km/h
430-300000- 365 - 24 - 3600

40000

= 101703600000 h ~ 1,017 - 10** h

: (24 -365) = 11771250 [lat] ~ 1,17 - 107 [lat]



Zestawy powtdrzeniowe

M Zestaw |

Podaj wszystkie dzielniki liczby:

a) 18, b) 38, c) 40, d) 58, e) 68.
Jaka jest najwieksza liczba trzycyfrowa podzielna przez:

a) b, b) 6, c) T, d) 157
Wyznacz liczbe przeciwng do podanej liczby.

a) 23:(—=73)— 22 ¢) (—62): (T3 — /38 ) 33:3 —(-13): %
b) (—2%)-3L +1 d) —12-3:L +31:5 f) 48 (3 -2 -1
Podaj liczbe przeciwna do liczby z i liczbe odwrotna do liczby y.

a) x=3;—15)-(—2t4+1), y=(225—-321):2++

b) = (1E =4 (13— 1), y=( 1035 1}: (-1})

¢) x=—48:06+12-54-12:14&, y=1:-(-33)+(2-2:1)-05
d)2=03:3-3)—-(3-2):075, y=(2—-13)-(-08)+144:22

Wirdd ponizszych liczb wskaz liczbe niewymierna i podaj najwigksza, licz-
be catkowita od niej mniejsza.

a) 4— 42, 14— VI56, 2V16 - V30 YR+ BT
)2, |1k, VI3 VTS d) /739, /5 - /125

Wyznacz liczbe odwrotng do podanej liczby.

c)‘/;

a) \/2-VIB ¢) V25 V40 ¢) YIE ) J1e [
b) /5% /T d) /75 - /45 £) 28 n) /110,12

a) Oblicz iloraz sumy liczb = 2 — NG y=4-— V5 przez ich réznice.
b) Oblicz szedcian réznicy liczb . =1—-6v/3 i y =0 (9) — 3.

¢) Oblicz réznice odwrotnodci kwadratéw liczb o =

Uzasadnij, ze podana liczba jest wymierna.

a) log; 6 + log; 1,5 c¢) log 625+ log 16 e) log, 3 +log, +

b) log, 6 — log, 0,75 d) log175 —log 12 f) log, /18 — log, 3
2—/5+4—/5 6—2v5
?) 2-VB-(4-vB) -2 ~ORE
b) (1-6¢3— (1-¥3))° = (-5¥3)" = —375

9 (3) () =% -B="P -
a) logs 6 +logs 1,56 =logs 9 =2 € Q

b) log, 6 — log, 0,75 = log, 8 =3 € Q

c) log 625 + log 16 = log 10000 = 4 € Q

d) log175 — log £ = log 100 = 2 € Q

e) 10g4%+log4§:10g4%:—% €Q

f) log, 3v/2 — log, 3 = log, V2 = 1eqQ

Odpowiedzi do zadan

1.

)
. a) 995
.a)4

a) 1,2,3,6,9, 18

b) 1, 2, 19, 38

¢) 1,2, 4,5, 8, 10, 20, 40

d) 1,2, 29, 58

1,2, 4, 17, 34, 68

b) 996 c) 994 d) 990

b) 8 ¢) — 115

d) 409 e) —133 )3

e

4
2

< |
Il
—_

Il
|
&9
=
|| <l=msl=
Il
|
|w
3

Y

~

N W=
w%
M)
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9. a) Zmniejszylo si¢ o 36%. 9. O ile procent zmienilo si¢ pole prostokata, jesli:
b) Zmniejszyto si¢ o 1%. a) oba boki skr6cono o 20%,
10. Niech z —liczba cztonkéw klu- b) jeden bok skrécono o 10%, a drugi wydtuzono o 10%?
bu 3 lata temu, wéwczas:
1,2z — liczba czlonkéw 2 lata 10, Liczba czlonkéw pewnego klubu golfowego wzrastala przez ostatnie trzy
temu, . lata 0 20% rocznie. Tlu czlonkéw liczyt ten klub trzy lata temu, jesli rok
1,2 1,2z = 1,44z — liczba . . 419
crlonkéw rok temu. temu nalezato do niego 216 oséb?
1’i4i 75?)16 11. Wyznacz liczbe o 20% mniejsza od podanej liczby.
B 3415 2%+ % _ 2 _15.14
Trzy lata temu w klubie byto a) ( ) ( —'1_ ) ) 48 06+13 45 11 117
150 cztonkéw. (225-33): 5+ 3-(-28)+(3-58)-05
11.2) 0,812 =11 b) (18-5):(15-%) d)03%+%)+(§—%)075
b) 0,82 =4 3-1)-035-13:(-21) (3-11) - (-0,8)+1,44:22
c)08-8=22
d)08 - & =15
) or 10 M Zestaw I
Zestaw I
1. a) 16, 17, 18 1. a) Suma trzech kolejnych liczb catkowitych jest o 15 wigksza od podwojonej
b) 26, 28, 30, 32 najwiekszej z nich. Wyznacz te liczby.
b) Suma czterech kolejnych liczb parzystych jest o 20 wigksza od potrojonej
najwiekszej z nich. Wyznacz te liczby.
2.z=%,y=3% 2. Liczby = =0,(3) i y = 1,(3) zapisz jako utamki zwykte i oblicz:
?) 31 b) 955 @) T4, b+ ) sy d) a? - 5.
7 65 Ty z Yy z Yy
3. Oblicz sume oraz iloczyn liczb z i y.
r=4/1% y=,/5% ¢) x= {0 y=1/32
%ay: % d)iU:\S/—_8,y:\3/—%
4.2) a =33 4. Wyznacz liczbe a.
b) a= 2 a) V3= a o) /11 =va e) 2V3 = ¥a
_ 16
Z))“ 9 b) ¥ = Ya d) £ =Ya £) 3v2=/a
a= =
4
e) a=144 5. Oblicz x — <.
f) a = 324 , ,
) o a) z={/ G2 c) (V169 — V/196) e) x=1/88+ /144
2
b o=/ d)a=((v225-10)) £) =1+/6.25—-025
3.a)x—%,y:§m+y—‘g,xy—?—g 5.a) 0 =—3%,z 1=21
br=2y=2o+y=2 ay=2 b))xz—%,x:%:—%
=l,z—-=0
=Ly=3a+y=170y=03 LSRN
e=sy=prty=Lnay d) =625, ¢ L = 62462
d)z=-2,y=-0,75, x+y=—-2,75 a2y =1,5 e) ac—lO T — l —99
f) e =32, 2— r_ 5
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6. Oblicz wartos¢ wyrazenia 2m — 3n. 6. a) m=4,n=3,
a) 3™ =81, 0,5" = 0,125 ¢) 0,5 =64, (2)" = 3,375 i;” - 3"3: -1 1
m n i = & = =l
b) 6™ = 216, 0,4" = 2,5 d) (—3)" =-27, (-2)" = -15,625 I — 3 =9
7. Oblicz wartod¢ wyrazenia dla a = 21 b= 2. g)mm—zn_:&—n?,: =3
a) (ab)~1 ) ab? - (ab)~3 e) (a='b%)"3a2p° d)m=-3n=-3,
b=2q-2 (a9b~1)-1 a? : (ab)3 2m —3n =3
b) a®b2 d) (a7b"2) : b3 f) (a72b) - (a®b)~! 7.a) ab=2
(b-1a)3 (a8 :a=3) . (b=2)2 (a2b=3): (a®b~1) b) a®b = %
19
8. Rozwiaz réwnanie. ©) oz = 1
_3 d) .
z12 x5zt a? T 2 o 2 _94
z7 7 3 x4 o7 1 ) a_;b D
xTr =
9. Oblicz. b) 2'° = 1024
18° 123 - 163 143 2012 2403 T=-2,z=2
») ot R )T O oo gatew
z=3
10. Uporzadkuj liczby a, b, ¢ i d w kolejnosci rosnace;j. d) 25 = 32
a) a =log, 64, b=1log,;81, ¢=1log,1024, d=log;125 z =
. -1 _ 2
b) a =log, 2v/2, b=1log, 9V/3, c=log,32, d=log;0,04 e)_a:z o7
2
11. Oblicz 125% liczby =, jesli: f) =3
3 1 x—3 1 x—2 T =2
a) 9— =06, b) 3x — 7= -x+38, c) == ==+ =—.
2 2 2 6 3 9.2) 1 b)2 ¢)iV4 a2
12. Oblicz: 10.a) a=6,b=4,¢c=5,d=3
a) 6%o liczby 400, ¢) 0,5%o liczby 64, zatemd <b<c<a
b) 15%o liczby 120, d) 20,5%0 liczby 8. b)a=13,b=25, c=23,
d= -2
13. Wyznacz liczbe: zatemd < a<b < c
a) o 2% wigksza od 100, b) o 1,6%0 wigksza od 500. 1. a) @ = 2, 125%z — 2,5
@14. Uzasadnij, ze jesli z,y,2 # 0 oraz x +y ! — 272 = 0, to: 1) = 6 1257 = 49
, > ¢) z =6, 125%z = 7,5
_y—= _ 2 _
a) o = g2 b)y= szt # 1 c) 2* = 1+Iy Y # =L 42 4) 24 b) 18 c) 0,032
@15. Uzasadnij, ze suma: d) 0,164
a) trzech kolejnych liczb naturalnych jest podzielna przez 3, ek ) 1002 T5) Sl
.2
b) trzech kolejnych liczb parzystych jest podzielna przez 6. 14.2) v =5 — % =
b)y =% —z=15"
Zat ==
15. a) Rozwazmy trzy kolejne liczby naturalne: n, n + 1, n + 2. Wowczas: atem: y = 1=z "
n+(n+1)+(n+2)=3n+3=3n+1) )z =zty =B
Zatem jest to liczba podzielna przez 3. Zatem: z? = 1—+ZLy

b) Rozwazmy trzy kolejne liczby parzyste: 2n, 2n + 2, 2n + 4. Wéwczas:

2n+(2n+2)+ (2n+4)=6n+6 =6(n+1)
Zatem jest to liczba podzielna przez 6.
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BN 52 1. Liczby rzeczywiste

@ Sposéb na zadanie

Przyktad 1
Ile jest liczb dwucyfrowych dodatnich, ktérych reszta z dzielenia przez 7 jest
rowna 37

Aby rozwigzaé to zadanie, mozemy postapi¢ na rézne sposoby.

o Liczb speliajacych warunki zadania nie jest duzo, mozna je zatem wszystkie
wypisaé: 10, 17, 24, 31, 38, 45, 52, 59, 66, 73, 80, 87, 94 — jest ich 13.

» Zauwazmy, ze najmniejsza liczba dwucyfrowa spelniajacg podany warunek
jest 10, a najwieksza 94. Wszystkie te liczby mozna zapisa¢ w postaci: 7n + 3,

gdzie 1 < n < 13, zatem jest 13 takich liczb. .
Odpowiedz: 13

Przyktad 2
Ile jest liczb czterocyfrowych dodatnich, ktore sa podzielne przez 3 i przez 57

Zauwazmy, ze liczby podzielne przez 3 i przez 5 to liczby podzielne przez 15.
Najmniejsza liczba czterocyfrowa podzielna przez 15 jest 1005, a najwieksza
9990. Liczb speliajacych warunki zadania jest zbyt duzo, by je wszystkie
wypisac.

1005 = 67 - 15, 1020 = 68 - 15, 1035 = 69 - 15, ..., 9990 = 666 - 15
Kazda z tych liczb mozemy zapisa¢ w postaci 15 - n, gdzie 67 < n < 666.

Zatem takich liczb jest 666 — 66 = 600. .
Odpowiedz: 600

Przyktad 3
Ile jest liczb trzycyfrowych dodatnich, ktére sa podzielne przez 5 lub przez 67

Rozpatrujemy liczby trzycyfrowe podzielne przez 5: 100, 105, 110, ..., 995.
Najmniejsza z nich jest 100, a najwieksza 995. Liczby trzycyfrowe podzielne
przez 5 mozna zapisaé¢ w postaci: 100 4 5n, gdzie 0 < n < 179, zatem takich
liczb jest 180.

Rozpatrujemy liczby trzycyfrowe podzielne przez 6: 102, 108, 114, ..., 996.
Najmniejsza z nich jest 102, a najwicksza 996. Liczby trzycyfrowe podzielne
przez 6 mozna zapisa¢ w postaci: 102 4 6n, gdzie 0 < n < 149, zatem takich
liczb jest 150.

Zauwazmy, ze dwa razy zostaly policzone liczby podzielne przez 30 (sa one
podzielne zaréwno przez 5, jak i przez 6).

Liczby trzycyfrowe podzielne przez 30 mozna zapisa¢ w postaci: 120 + 30n,
gdzie 0 < n < 29, zatem takich liczb jest 30.

Liczb podzielnych przez 5 lub przez 6 jest: 180 + 150 — 30 = 300.

Odpowiedz: 300



Zadania testowe @

Rozwiaz zadania i zapisz odpowiedzi w zeszycie. W kazdym zadaniu tylko
jedna odpowiedz jest prawidtowa.

1. Przez 15 podzielna jest liczba:

A. 9720279, B. 2220205, C. 22222220, D. 23420 340.
A
2. Liczba odwrotna do % jest: 2 2 2:2:31% =2 2?;%
1
A. 6, B. 4, C. —4, D. —6. — 2 _1
_3 6
3. Najmniejsza liczba catkowita wicksza od 6 — 27 jest:
A, —1, B. 0, C. 1, D. —-2.
4. Liczbg wymierna jest: 4. A 26VI6 — (/5 _2¢Q
A 2v/6-v16 B. 3-V3 C. V2545 D. \/5-\/5_ B.%:\/E—lgéq
2 V3’ Vs V54
C \/%\/Jgr\/g =541 ¢Q
5. Ulamek : \/_‘ Jest réwny: D \/\5/5;4/5 — V=
—-16 16 _ 1 _1
A. ﬁ, B- ﬁ, C. —4, D. 4. - §_§EQ
6. Ulamek 2 3+2:5% + o 5-%2
. ame W Jest rowny: = 3/4. (_16) = -4
A. 50, B. 15+2- 57, C. 25, D. 57.
6 55.342.55 _ 555 _
" 56:52 54
7. Suma 215 + 215 4 215 4 215 jest, réwna: =5 =5=2
A. 260 B. 8'3, C. 218, D. 2'7. 7. 215 1 915 4 915 | ol5 _

—4. 215 22 215 — 217
8. Ktéra z ponizszych liczb jest réwna 247
A.12-92-21  B.8-3-3} C. 6- /423 D. 3623 5 iAol 24:1'2”7524
B.8-3%.3% =38. 7524
9. Cena ulgowego karnetu na basen stanowi 60% ceny karnetu normalnego. C.6-2% .25 =¢6.22 =24
Karnet ulgowy kosztuje 60 zt. Za karnet normalny trzeba zaptaci¢:

A. 84 71, B. 100 zt, C. 360 z1, D. 36 ztl.

9. Niech z — cena normalnego
karnetu na basen.

0,6z = 60 [z1]

10. Liczba logg 4 jest réwna:
Zatem x = 100 zt.

Al B. 1 C.

27 37

D. 2

K 2°

wWIN

11. Oprocentowanie lokaty terminowej bylo réwne 4%. Po roku bank podwyz-
szyl oprocentowanie do 5%. Oprocentowanie lokaty wzrosto:

A. 0 20%, B. 0 25%, C. 0 40%, D. o 75%.
10. A. 82 = 21/2

B.8% =2

C.8% = (¥B)* =4

11, 2052004 . 100% = 25%
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. Jest 15 takich liczb: 14, 20, 26,
32, 38, 44, 50, 56, 62, 68, 74,
80, 86, 92, 98.

2.a=8-2()=
=2,6-2,(5)>0
b=+v2-1,(4)<0
Zatem ab < 0.

3. Przyprostokatne: 6v/3, 8v/3,
przeciwprostokatna: 10+/3,
obwod: 24+/3.

. (v/B)° = 125v/6 = 5°v/5 =
= (v5)" V5= (v5)",

wiec x = 7.
(vV2)" = 1024 = 2'° =

= (\/5)20, wiec y = 20.
Zatem 3z —y = 1.

IS

5. Cena netto:
307,50 : 1,23 = 250 [z1]
Cena netto po obnizce:
51,75 : 0,23 = 225 [zl
250 — 225 = 25 [z1]
6. Niech x — wyjsciowa cena,
0,4x — cena po obnizce o 60%.
(1 + 1%0) - 0,4z — cena po
podwyzce o p%
x~0,4(1+%) =z

14+ 25 =25
o5 =15
p =150

7. Liczby podzielne przez 4:
100, 104, 108, ..., 996.
Cazyli jest ich 225.

Liczby podzielne przez 5:
100, 105, 110, ..., 995.
Cazyli jest ich 180.

Liczby podzielne przez 20:
100, 120, 140, ..., 980.
Cazyli jest ich 45.

Zatem liczb trzycyfrowych
podzielnych przez 4 lub
przez 5 jest:

225 + 180 — 45 = 360

4, 32
8.r=3y=1:5

4_32

I sposéb: 3327 = 0,125
57

Liczba z jest o 12,5% wigksza
od liczby y.
II sposob:
r=35=252=2y=1125y,
zatem liczba x jest o 12,5%
wieksza od liczby y.
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@ Przed obowigzkowa matura z matematyki

B Zadania krétkiej odpowiedzi

Zadanie 1 (2 pkt)
Ile jest liczb dwucyfrowych, ktérych reszta z dzielenia przez 6 jest réwna 27

Zadanie 2 (2 pkt)
Okredl znak iloczynu liczb: a = 43 — 2,(5), b= v2 — 1,(4).

Zadanie 3 (2 pkt)
Oblicz obwdd tréjkata prostokatnego, ktérego przyprostokatne maja dtugosci

227 i 4v/12.

Zadanie 4 (2 pkt) /
Wiedzac, ze (\/5)£ = 125+/5 oraz (ﬂ)y = 1024, oblicz 3x — y.

Zadanie 5 (2 pkt)

Cena brutto kurtki zimowej wynosita 307,50 zt. Na cene te¢ sktadata sie cena
netto oraz 23% podatku VAT. O ile zmniejszyla si¢ cena netto tej kurtki, jesli
po obnizce podatek VAT wynosit 51,75 z1?

Zadanie 6 (2 pkt)
Cene towaru obnizono o 60%), a nastepnie podniesiono o p%. Wyznacz p, jesli
w ten sposdb otrzymano cene sprzed obnizki.

B Zadania rozszerzonej odpowiedzi

Zadanie 7 (4 pkt)
Ile jest dodatnich liczb trzycyfrowych, ktére sa podzielne przez 4 lub przez 57

Zadanie 8 (4 pkt)
O ile procent liczba z jest wieksza od liczby v, jezeli x = (% — %) : (% — 0,2),
y=(05-3)"2.2%.3717

Zadanie 9 (4 pkt)
Woda plynaca z kranéw: A, B i C' moze napelni¢ basen w ciagu 4 godzin.
Woda plynaca tylko z kranu A napeia w ciagu godziny 15 basenu, a tylko
z kranu B — % basenu. Ile czasu trwaloby napelnianie basenu woda plynaca
tylko z kranu C?

[0] Zadanie 10 (4 pkt)

Uzasadnij, ze jesli a = 45, b = (2 —/5)(1 —2v5) i c = (—2+ v/5)(11 + 2v/5),
Va

. a . . .
to liczba e jest liczba wymierna.

9. Oznaczmy przez b objetosé wody w pelnym basenie, a przez x — liczbe godzin
potrzebnych do napelnienia basenu woda z kranu C'. Wéwczas ilos¢ wody wlanej do
basenu w ciagu jednej godziny:

— z kranu A jest réwna %b,
— z kranu B jest réwna %b,
— z kranu C jest réwna =b.

. b 4 b 4 b _ b
Zatem: o Tiz t3— 12
1_15 6 5 _ 4 _ 1
z 60 60 60 60 _ 15
r=15h

Czyli napelnienie basenu woda tylko z kranu C' trwatoby 15 h.

10. b=12—-5V5,¢c=7V5—-12, b+ c =25

W\/Ec = % = % = % zatem jest to liczba wymierna.



