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W sbiorze zebralem zadania z lat 2002-2024, ktore wystepowaly w arkuszach maturalnych
CKE na poziomic rozszerzonym. Sa tu zadania pochodzace z egzamindéw maturalnych w ter-
minach glownych i dodatkowych, z egzaminow probnych przygotow anych przez CKE, z diag-
nozy przedmaturalnej z lat 2020-2022, z informatora o cgzaminie maturalnym z matematyki
7 roku 2021, z arkusza pokazowego z roku 2022 oraz z arkuszy z sesji 2023 i 2024. Zadania
zostaly jednak podziclone i uporzadkowane wedtug rozdzialow wystepujacych w typowym
programic nauczania matematyki w szkole. Obok numeru kazdego zadania jest wskazowka,
7 arkusza ktorej matury dane zadanie pochodzi (miesiac, rok, nr zadania i liczba punktow).

Do wszystkich zadan podalem szkice rozwiazan.

W czerweu 2024 r. zostala ,,odchudzona™ podstawa programowa i w zwigzku z tym na matu-
rze w 2025 . na pewno nic pojawi sig kilka zagadnien. Zadania ich dotyczace zostaty oznaczone
symbolem nozyczek Y Zadania z sesji maturalnych 2023 i 2024 w terminie podstawowym
i dodatkowym zostaly zapisane na szarym tle.

Ten zbior zadan moze byé dobrym materialem do samodzielnego przygotowania si¢ do eg-
zaminu. Moze réwnicz by¢ pomocny nauczycielowi w zaplanowaniu cyklu powtérzen przygo-
towujacych uczniow do matury.

Mam nadziejg, ze ten bogaty material pozwoli uczniom skutecznie przygotowaé sig
do egzaminu.

Ryszard Pagacz

zadanial

1. Funkcja kwadratowa

Zadanie 1.1. [prébna matura CKE, styczen 2004, zadanic 14. (4 pkt)]

Wykaz, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b, ¢ funkcja:
fO=@Cx-ax-b+x-bx-c)+x-c)x—a)

ma co najmniej jedno migjsce zerowe.

Zadanie 1.2 [matura prébna CKE, listopad 2006, zadanie 11. (3 pkt)]

Funkgcja f przyporzadkowuje kazdej liczbic naturalnej n > 1 najwigkszg liczbg catkowita spel-
niajacg nierdownosé x2 — 3nx + 2n* < 0 o niewiadomej x. Wyznacz wz6r funkcji /.

Zadanie 1.3. [matura, maj 2008, zadanie 3. (5 pkt)]
Liczby x, = 5+ /23 i x, = 5 — 23 sgrozwigzaniami réwnania x? — (P*+q*)x+(p+q)=0
z niewiadomg x. Oblicz wartosci p i q.

Zadanie 1.4. [matura, maj 2010, zadanie 6. (5 pkt)]
Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktérych réwnanic x2 + mx +2 = 0 ma dwa
rézne pierwiastki rzeczywiste takie, ze suma ich kwadratow jest wigksza od 2m? —13.

Zadanie 1.5. [matura, sierpien 2010, zadanie 4. (5 pkt)]
Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktérych réwnanie x? — (m - 4)x +m?—4m=0

ma dwa rozne pierwiastki rzeczywiste, ktdrych suma jest mniejsza od 2m® — 3.

Zadanie 1.6. [matura, sierpien 2010, zadanie 5. (4 pkt)]
Narysuj wykres funkcji f okreslonej wzorem f(x) = x> - 4|x| i na jego podstawic wyznacz

liczbg rozwigzan réwnania f(x) = m w zaleznosci od wartosci parametru m.

Zadanie 1.7. [matura, maj 2011, zadanie 3. (6 pkt)]
Wyznacz wszystkie warto$ci parametru m, dla ktérych réwnanie
x* —4mx —m® + 6m*> + m -2 = 0 ma dwa rézne pierwiastki rzeczywiste x,, x, takie,

ze (x —.\'3)2 <8(m+1).

T
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[matura, czerwice 2011, zadanie 2. (5 pkt)]

Zadanie 1.8.

Wyznacz wszystkie wartosci parametru 1, dla ktorych rownan

ic 2x2=(m-2)x-3m=0

. . I - o) 2 -2 -
ma dwa rézne pierwiastki rzeczywiste x, X, , spelniajgee warunek x7 +x3 = 2xx, <25,

Zadanie 1.9.

Wyznacz cztery kolejne liczby catkowite t

[matura, maj 2012, zadanie 1. (4 pk)]
akie, z¢ najwigksza z nich jest rowna sumie kwa-

dratow trzech pozostatych liczb.

Zadanie 1.10.

Oblicz wszystkie wartosci parametru 71, dla ktorych rownanie x* — (m + 2).\' +m+4=0ma

[matura, maj 2012, zadanic 4. (6 pkt)]

.. b i s . A3 2
dwa rozne picrwiastki rzeczywiste x, X, takie, ze x + \4 =4m® + 6m* - 32m +12.

Zadanie 1.11.

Wyznacz wszystkie wartosci parametru /m, dla ktérych réwnanie 2x? + (3 - 2m)x -m+1=0

[matura, czerwiec 2012, zadanie 4. (5 pkt)]

ma dwa rézne pierwiastki x,, x, takie, ze |,\rl - .\'2| =3.

Zadanie 1.12. [matura, maj 2013, zadanie 6. (6 pkt)]
Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktérych rownanie x? + 2(1 o m)x +m2-m=0

ma dwa rozne rozwiazania rzeczywiste X;, X, spetniajace warunek x,x, < 6m < x? +x3.

Zadanie 1.13.

Wyznacz wszystkie wartoéci parametru m, dla ktérych rownanie (m + l)x2 -3mx+m+1=0

[matura, czerwiec 2013, zadanie 2. (5 pkt)]

ma dwa rézne pierwiastki takie, ze ich suma jest nie wigksza niz 2,5.

Zadanie 1.14. [matura, maj 2014, zadanie 2. (6 pkt)]
Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktérych funkcja kwadratowa
/(x)=x* —(2m+2)x +2m +5 ma dwa rézne pierwiastki x,, x, takie, ze suma kwadratéw

odleglosci punktow 4 = (x,, 0), B = (x,, 0) od prostej o réwnaniu x + y +1 =0 jest réwna 6.

Zadanie 1.15.

Wyznacz wszystkie wartoéci parametru m, dla ktorych rownanie x? + (2m — 5)x+2m+3=0

[matura, czerwiec 2014, zadanie 6. (6 pkt)]
ma dwa rozne pierwiastki rzeczywiste x;, x, takie, ze (x +x, )2 >3 -x} 2 x2+x3.

Zadanie 1.16. [matura, maj 2015, zadanie 7. (2 pkt)]

Liczby (-1) i 3 sa miejscami zerowymi funkcji kwadratowe;j £ Oblicz

[

1. Funkcjo kwadratowa - zadania 7

Zadanie 1.17. [matura, maj 2015, zadanie 13. (5 pkt)]
Dany jest tréjmian kwadratowy £ (x) = (m +1)x? + 2(m — 2)x —m + 4. Wyznacz wszystkie
wartoéci parametru m, dla ktérych tréjmian f ma dwa rozne pierwiastki rzeczywiste X, X,,

spetniajace warunek x? — x3 = x! —x3. e

Zadanie 1.18. [matura, maj 2015, zadanie 3. (6 pkt)]
Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktérych réwnanie (mZ - m))r2 -x+1=0ma

1 ml

dwa rézne rozwiazania rzeczywiste x;, x, takie, ze — .
x+x, 3 x5 x

Zadanie 1.19. [matura, czerwiec 2015, zadanie 15. (6 pkt)]
2 i
w5—6x2 -2(m=2)x+m->5 dlakazdej licz-
m-

by rzeczywistej x. Wyznacz catkowite wartosci parametru m, dla ktérych funkcja f przyjmuje
warto$é najwigksza i ma dwa rézne miejsca zerowe o jednakowych znakach.

Funkgja fjest okreslona wzorem f(x) =

ZADANIA

Zadanie 1.20. [matura, czerwicc 2015, zadanie 1. (6 pkt)]
Wyznaczwszystkie wartosci parametrum, dlaktérychréwnanie x? + 2(m —1)x + m* + m=1=0

ma dwa rézne pierwiastki rzeczywiste x,, x, takie, ze (x, +x,)(x? + x3)=x+a3.

|
Zadanie 1.21. [matura, maj 2016, zadanie 12. (6 pkt)] l =
Dany jest trojmian kwadratowy f(x) = x? + 2(m +1)x + 6m + 1. Wyznacz wszystkie rzeczy- |

wiste wartosci parametru m, dla ktérych ten trojmian ma dwa rézne pierwiastki x;, x, tego f
samego znaku, spetniajace warunek |x, — x,| < 3. !
Zadanie 1.22. [matura, czerwiec 2016, zadanic 12. (4 pkt)]

Liczba m jest suma odwrotnosci dwoch réznych pierwiastkow réwnania k2x? + (k- 1)x+1=0,

gdzie k # 0. Wyznacz zbior wartosci funkcji okreslonej wzorem [ (x)=2".

Zadanie 1.23. [matura, czerwiec 2016, zadanie 3. (5 pkt)]
2-m

-m

Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktérych rownanie x? + 3x + =0 madwa

rézne rozwigzania rzeczywiste X;, x, spelniajagce warunek x +x3 > -9.

Zadanie 1.24. [matura, maj 2017, zadanie 12. (5 pkt)]
Wyznacz wszystkie warto$ci parametru m, dla ktérych réwnanie
4x? = 6mx + (2m + 3)(m - 3) = 0 ma dwa rézne rozwigzania rzeczywiste x, x,, przy czym

x, < X, spelniajgce warunek (4x, — 4x, —1)(4x, — 4x, +1) < 0.
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[matura, czerwiec 2017, zadanie 13. (6 pkt)]

Zadanie 1.25.

3 S : 2
Wy znacz wszystkie wartosei parametru m, dla ktorych rownanie x* = 3mx+2m* +1=0 ma

A 3 . P> ¢
dwa rozne rozwigzania takie, ze kazde nalezy do przedziatu (*o.a).

Zadanie 1.26. [matura. maj 2018, zadanie 12. (6 pko)]

g - ' . )
Wyznacz wszystkic wartosci parametru . dla ktorych rownanie x= + (m+ l)x -m-+1=0

i ¢ . N -3 -3
ma dwa rozwigzania rzeczywiste x; i x, (¥ # x;), spelniajace warunek xj + X3 > =Txx,.

Zadanie 1.27. [matura, czerwice 2018, zadanie 14. (6 pkt)]
Wyznacz wszystkic wartosci parametru m, dla ktorych réwnanie
X2 =3mx+ (m+1)(2m-1)=0
1

ma dwa rozne rozwigzania x;, x, spelniajgce warunki: x,-x, # 0 oraz 0 < —+—<
X X
i X3

2

3
Zadanie 1.28. [matura, maj 2019, zadanic 9. (6 pkt)]

Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktérych funkeja kwadratowa f okreslona wzorem

S(x)=(2m+1)x* +(m+2)x+m=3

S . : 2
ma dwa rozne picrwiastki rzeczywiste x, x, spetniajace warunek (v =x) +5xx, 21.

[matura, czerwiec 2019, zadanic 12. (6 pkt)]

Zadanie 1.29.
Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktérych réwnanie
4 +(2-4m)x+m? -m-2=0

ma dwa rézne dodatnie rozwigzania x;, x, spelniajace nierownos¢ x7 + x3 < %
Zadanie 1.30. [matura, czerwicc 2020, zadanie 11. (4 pkt)]
Dane jest rownanic kwadratowe x? — (3m + 2)x + 2m* + 7m 15 = 0 z niewiadoma x. Wyz-
nacz wszystkic wartosci parametru m, dla ktérych rézne rozwigzania x; i x, tego réwnania
istnieja i speiniaja warunek

2x7 +5xx, +2x3 = 2.

Zadanie1.31. [matura, lipiec 2020, zadanie 14. (5 pkt)]
Wyznacz wszystkie warto$ci parametru m, dla ktérych nieréwnosé
(m? +4m —5)- x2 +2x > 2mx - 2

jest prawdziwa dla kazdej liczby rzeczywistej x.

Zadanie 1.32. [test diagnostyczny CKE, marzec 2021, zadanie 14. (5 pkt)]
Wyznacz wszystkie wartosci parametru a, dla ktérych réwnanie x? - 2ax + a* -=2a =0
ma dwa rézne rozwigzania dodatnic.

1. Funkcja kwadratowa - zadania

Zadanie 1.33. [matura, maj 2021, zadanie 11. (5 pkt)]

Wyznacz wszystkie wartoéci parametru m, dla ktérych tréjmian kwadratowy
4x* =2(m+1)x+m

ma dwa rézne pierwiastki rzeczywiste x; oraz x,, spetniajace warunki:

1

1
x#0,x,#0 oraz x +x; < —+—
XX

Zadanie 1.34. [informator maturalny CKE 2021, zadanie 6. (4 pkt)]

Funkcja kwadratowa f jest okreslona wzorem

f(x)=px>+(p-1)x+1-2p dlakazdego x € R.

Wyznacz wszystkic wartosci parametru p, dla ktérych funkcja f'ma doktadnic dwa migjsca
zerowe réznigce si¢ o 1.

Zadanie 1.35. [test diagnostyczny CKE, grudzien 2022, zadanic 9. (5 pkt)]
Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktorych réwnanic
X2 =(m-4)x+m*=Tm+12=0
ma dwa rézne rozwigzania rzeczywiste x, oraz x,, spetniajgce warunck
X} +x3 <Sxfexy +5x - x3

Zapisz obliczenia.

Zadanie 1.36. [matura, maj 2023, zadanie 11. (5 pkt)]
Wyznacz wszystkie warto$ci parametru m # 2, dla ktérych réwnanie
X2 +4x - it
m-2

ma dwa rézne rozwigzania rzeczywiste x;, x, speiniajace warunek x; + x3 > -28.
Zapisz obliczenia.

Zadanie 1.37.
Wyznacz wszystkie wartosci parametru /m, dla ktérych rownanie
mx? —(m+1)x=2m+3=0

[matura, czerwiec 2023, zadanie 10. (5 pkt)]

ma dwa rdzne rozwigzania rzeczywiste x, oraz x,, spelniajace warunki:
L5l
x#0,x,#0 oraz —+—<I
2 §EA xox3
Zapisz obliczenia. : 2

Zadanie 1.38.
Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktorych réwnanie
X =Bm+1) - x+2m* +m+1=0

[matura, maj 2024, zadanie 12. (6 pkt)]

ma dwa rézne rozwigzania rzeczywiste x, ix, spelniajgce warunek
X H3ex g (y Fay, =3)<3m-7

Zapisz obliczenia.

ZADANIA

i
:

SRS TR R e
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Zadanie 1.39.

Wyznacz wszystkie wartosci parametru 1, dla ktorych rownanie

[matura, czerwice 2024, zadanie 12. (6 pkt)]

2

(B-m)-x?+(m+1)-x~(m+1)"=0
ma dwa rézne rozwigzania rzeczywiste x;, x, spelniajgce warunek
xP+x?=x0+7

Zapisz obliczenia.
2. Wielomiany

Zadanie 2.1. [matura prébna CKE, listopad 2006, zadanic 2. (5 pkt)]
Wyznacz wszystkie wartosci k € R, dla ktérych pierwiastki wiclomianu
W (x) = (x* = 8x+12):(x - k) s trzema kolejnymi wyrazami rosnacego ciggu

geometrycznego.

b Zadanie 2.2. [matura, maj 2007, zadanie 9. (3 pkt)]
Przedstaw wielomian ¥ (x) = x* - 2x* = 3x? + 4x — | w postaci iloczynu dwéch wiclomianéw

stopnia drugiego o wspélczynnikach calkowitych i takich, ze wspétczynniki przy drugich po-
tegach sg rowne jeden.

Zadanie 2.3. [matura prébna CKE, marzec 2008, zadanie 3. (4 pkt)]

Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktorych jedynym rozwigzaniem rzeczywistym
réwnania x* + m’x* —m*x —1=0 jest liczba 1.

Zadanie 2.4. [matura probna CKE, marzec 2008, zadanie 6. (3 pkt)]
Wykaz, ze wielomian W (x) = x* - 2x* + 2x? - 6x + 9 nic ma pierwiastkow rzeczywistych.

Zadanie 2.5.
Dane jest réwnanie (x +3)- {.\'2 +(p+a)x+(p+ l)z] =0 z niewiadomg x.

[matura prébna CKE, styczen 2009, zadanie 7. (6 pkt)]
a) Rozwiaz to rownanic dlap = 1.
b) Wyznacz wszystkie wartosci parametru p, dla ktérych réwnanic to ma tylko jedno rozwigzanie.

Zadanie 2.6.

Przy dzieleniu wielomianu W (x) przezdwumian (x — 1) otrzymujemyiloraz Q(x) = 8x> + 4x — 14

[matura, maj 2009, zadanie 2. (4 pkt)]

oraz reszt¢ R(x)=-5. Oblicz picrwiastki wiclomianu W (x).

n

2. Wielomiany - zadania

Zadanie 2.7. [matura, maj 2010, zadanie 4. (4 pkt)]
Wyznacz wartosci a i b wspdlczynnikéw wiclomianu W (x) = x* + ax? + bx + 1 wiedzjc,

ze W(2) =7 oraz, 2e reszta z dzielenia W (x) przez (x - 3) jest réwna 10.

Zadanie 2.8.

Wykaz, e nic istnicjc wiclomian W (x) stopnia trzeciego o wspdiczynnikach catkowitych,

[matura, czerwiec 2010, zadanie 6. (3 pkt)]

ktory spetnia warunki: W (2) =3 i W(-2) =2.

Zadanie 2.9.

Rozwigz nieréwnos¢ x* + x? 2 2x.

[matura, maj 2012, zadanie 2. (4 pkt)]

Zadanie 2.10. [matura, czerwiec 2012, zadanie 2. (4 pkt)]
Wiclomian W (x) = x* + ax® + bx* — 24x + 9 jest kwadratem wiclomianu

P(x)=x?+cx+d. Oblicz a oraz b.

Zadanie 2.11. [matura, maj 2013, zadanie 8. (4 pkt)]
Reszta z dziclenia wiclomianu W (x) = 4x* = 5x? = 23x + m przez dwumian x +1 jest row-

na 20. Oblicz warto$¢ wspéiczynnika m oraz pierwiastki tego wiclomianu.

Zadanie 2.12.

Pierwiastkami wiclomianu stopnia trzeciego sg liczby 1, 3, 5. Wspolczynnik przy najwyzszej

[matura, czerwicc 2013, zadanie 12. (4 pkt)]

potgdze zmiennej tego wielomianu jest rowny % Uzasadnij, 2¢ dla kazdej liczby calkowitej

nieparzystej wartos¢ tego wiclomianu jest liczba podzielng przez 24.

Zadanie 2.13. [matura, maj 2014, zadanie 10. (5 pkt)]
Wyznacz wszystkie catkowite wartosci parametru m, dla ktérych réwnanie
(¥ + 252 +2x + l)(,\'2 —(2m+)x+m® + m) = 0 ma trzy, parami roZne, pierwiastki rzeczy-

wiste, takie ze jeden z nich jest srednig arytmetyczna dwéch pozostatych.

Zadanie 2.14.

Reszta z dziclenia wiclomianu W (x) = 6x* + (m + 4)x* = 2x — 1 przez dwumian x - m jesl

[matura, czerwiec 2014, zadanie 9. (5 pkt)]

rowna 8. Oblicz warto$¢ m oraz pierwiastki tego wielomianu.

Zadanie 2.15.

Suma wszystkich czterech wspotezynnikéw wielomianu IV (x) = x* + ax? + bx + ¢ jest row-
na 0. Trzy pierwiastki tego wielomianu tworza cigg arytmetyczny o réznicy rownej 3. Oblicz
wspdlezynniki a, b i c. Rozwaz wszystkie mozliwe przypadki.

[matura, maj 2015, zadanie 15. (6 pkt)]

ZADANIA
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Zadanie 2.16. [matura, maj 2015, zadanic 2. (5 pkt)]
Dany jest wiclomian W (x) = x* = 3mx? + (3m? - 1)x —9m? +20m + 4. Wykres tego wielo-
mianu, po przesunigciu o wektor "= [-3, 0], przechodzi przez poczatek ukladu wspotrzed-

nych. Wyznacz wszystkic pierwiastki wiclomianu #.

Zadanie 2.17. [matura, czerwiec 2015, zadanie 10. (4 pkt)]
Wyznacz wszystkic wartosci parametru m, dla ktorych liczba 1 jest jedynym catkowitym
pierwiastkiem wiclomianu W (x) = mx* + x? + (m* - 9)x+m.

Zadanie 2.18. [matura, maj 2017, zadanie 2. (5 pkt)]
Dany jest wiclomian W (x) = 2x* + ax* = 13x + b Liczba 3 jest jednym z picrwiastkow tego
wiclomianu. Reszta z dziclenia wiclomianu W (x) przez (x + 2) jest rowna 20. Oblicz wsp6t-

czynniki a i b oraz pozostale picrwiastki wiclomianu W(x).

VINVAvZ

Zadanie 2.19. [matura, maj 2018, zadanie 8. (4 pkt)]

2 & e q 3 ; > .
Liczba = jest picrwiastkiem wiclomianu W (x) = 5x* = 7x* = 3x + p . Wyznacz pozostale

pierwiastki tego wielomianu i rozwigz nieréwnosé W (x) > 0.

Zadanie 2.20.

Wykaz, z¢ rownanie x* + x? = 2(,\" +Xx- 1) ma tylko jedno rozwiazanic rzeczywiste x =1.

[matura, czerwiec 2018, zadanie 8. (3 pki)]

Zadanie 2.21.

Wiclomian ¥ (x) = x* + cx? = 10x + d jest podzielny przez dwumian P(x)=x+2.

[matura, czerwiec 2018, zadanie 10. (6 pkt)]
Przy dzicleniu wiclomianu W (x) przez dwumian Q(x) = x -1 otrzymujemy resztg (-30).
Oblicz pierwiastki wielomianu W (x) i rozwiaz nierownosé W (x) 2 0.

Zadanie 2.22.

Wiclomian okreslony wzorem W (x)=2x? + (m® +2)x* = 11x=2(2m +1) jest podziclny

[matura, maj 2019, zadanie 13. (6 pkt)]

przez dwumian (.r —2) oraz przy dzicleniu przez dwumian (x+ l) daje resztg¢ 6. Oblicz m

i dla wyznaczonej wartosci m rozwiaz nierownosé I (x) 0.

[ Zadanie 2.23.

Wielomian okreslony wzorem W (x) = 2x* + (m® + 2)x* = 11x = 2(2m +1) jest podzielny

[matura, maj 2019, zadanie 6. (5 pkt)]

przez dwumian (x —2) oraz przy dzicleniu przez dwumian (x+1) daje reszt¢ 6. Oblicz m

oraz pierwiastki wiclomianu W(x) dla wyznaczonej wartosci m.

2. Wielomiany - zadania

Zadanie 2.24.

Reszty z dzielenia wielomianu W(\-) = x* + by} + cx? przez dwumiany (x — 2) i (x = 3) sa

[test diagnostyczny CKE, marzec 2021, zadanie 10. (4 pkt)]

odpowiednio réwne (=8) oraz (~18). Oblicz reszt¢ z dzielenia wiclomianu W przez dwumian
(x —4).

Zadanie 2.25.
Wyznacz wszystkie wartoéci parametru m, dla ktérych rownanie
(x=3)(x* +(m=1)x~6m" + Zm) =0

ma doktadnie dwa rozwigzania.

[matura, czerwice 2021, zadanic 12, (5 pkt)]

Zadanie 2.26.
Dane jest rownanie
(x=6)[(m—2)x> =4(m+3)x+m+ 1]=0

[arkusz pokazowy CKE, marzee 2022, zadanic 4. (5 pkt)]

z niewiadomg x i parametrem m € R.
Wyznacz wszystkic wartosci parametru m, dla ktérych to rownanic ma trzy rozwigzania rzec-
zywiste tego samego znaku. Zapisz obliczenia.

X Zadanie 2.27.

Na diagramie (rysunek obok) przedstawiono fragment wykresu wiclo-
mianu W okreslonego wzorem

W(x)=4x'—19x* = 12x +18

[informator maturalny CKE 2021, zadanic 3. (3 pkt)]

dla kazdego x € R.
Oblicz wszystkie pierwiastki wiclomianu W.

Zadanie 2.28. [informator maturalny CKE 2021, zadanic 5. (3 pkt)]
Wicelomian W jest okreslony wzorem
W(x)=(x-1)(x? = mx +m-1) dla kazdego x € R.

Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktérych wiclomian W ma dokladnie jeden
pierwiastek rzeczywisty.

Zadanie 2.29. [matura, czerwice 2022, zadanie 13. (6 pkt))
Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktérych réwnanie
(x- 4)[.\‘2 +(m=3)x+m>—m- 6] =0
ma trzy rdzne rozwigzania rzeczywiste x,, x; oraz x,, spetniajace warunck

Xy Xy Xy >+ a3+ x3 —Sm 511

¥ Zadanie 2.30.
Wiclomian W (x) = 7x* - 9x% + 9x — 2 ma dokladnic jeden picrwiastek rzeczywisty. Oblicz
ten pierwiastek.

[matura, maj 2023, zadanie 5. (2 pkt)]

13

g
2
<
=)
<
|



Mobile User


14 Matemotyka. Zbiér zadori maturalnych. Lata 2002-2024. Poziom rozszerzory

3. Funkcje wymierne, wyktadnicze, logarytmiczne

¥ Zadanie 3.1. [matura CKE dla chetnych, maj 2002, zadanie 16. (7 pkt)]

x+1

Naszkicuj w jednym ukladzie wspotrzednych wykresy funkeji /(x) = 2! oraz g(x)=

Na podstawie wykonanego rysunku okresl liczbg ujemnych rozwiazan réwnania f(x)= g(.\').

Zadanie 3.2.

Wyznacz dziedzing funkeji f(x) = log,. ;(x* +4x* - x —4) i zapisz ja W postaci sumy

[matura, maj 2005, zadanie 11. (3 pkt)]
przedzialdéw liczbowych.

‘X’ Zadanie 3.3. [test diagnostyczny CKE, grudzien 2005, zadanie 13. (5 pkt)]

Sporzadz wykres funkeji f(x) = = , a nastgpnic korzystajac z tego wykresu, wyznacz
X -

N
>
o
>
z
>

x—-

wszystkie wartosci parametru k, dla ktérych réwnanie =k, ma dwa rozwigzania, kt6-

rych iloczyn jest liczba ujemna.

Zadanie 3.4.

Wyznacz dziedzing i naszkicuj wykres funkcji f danej wzorem f(m) = x, - x,, gdzie x;, x, sa

[matura, styczen 2006, zadanie 11. (6 pkt)]

réznymi pierwiastkami réwnania (m + 2)x? — (m + 2)2 x+3m+2=0,wktérym m € R\ {-2}.

Zadanie 3.5. [matura prébna CKE, listopad 2006, zadanic 1. (5 pkt)]
-3 ; : ;
Funkcja homograficzna f jest okreslona wzorem f(x) = ix—. gdzie p € R jest parametrem 1
-p

lp| = 3.

a) Dla p =1 zapisz wzér funkeji w postaci f(x) =k + '—nl, gdzie k oraz m sg liczbami
x—
rzeczywistymi.
b) Wyznacz wszystkic wartoéci parametru p, dla ktérych w przedziale ( p,+oo) funkcja f
Jjest malejgca.

e Zadanie 3.6. [matura, maj 2008, zadanie 5. (5 pkt)]

Dane jest rownanie = p z niewiadoma x. Wyznacz liczb¢ rozwigzan tego rownania

-2-+3
X

w zaleznosci od parametru p.

Zadanie3.7. [matura, maj 2008, zadanie 9. (4 pkt)]
Wyznacz dziedzing i najmniejsza wartosé funkcji f(x) = log ;3 (sx L x3).
El

3. Funkcje wymierne, wykladnicze, logarytmiczne - zadania

p'e Zadanie 3.8. [matura probna CKE, styczen 2009, zadanic 1. (3 pkt)]
Na rysunku narysowano fragment wykresu funkcji

f(x) =27 ~-b okrefloncj dla x € R. T3
+4

a) Podaj wartos$¢ b. | L3

b) Naszkicuj wykres funkeji g(x) = ]f(\')l : T2

¢) Podaj wszystkic wartosci parametru p, dla
ktorych rownanie g(x)= p ma dokladnie
jedno rozwigzanie.

Zadanie 3.9. [matura prébna CKE, styczen 2009, zadanie 5. (3 pkt)]
Na rysunku przedstawiono fragment wykresu funkeji / otrzymanego przez przesunigcie o wek-

tor [2, 1] wykresu funkcji f okreslonej wzorem S(x)= ZdlaxeRix=0.
x

s - ) PR 15 W Pl
t +—+

~11-10-9 8 -7 -6 -5 4 3 2 |

| = e ity S S R T N, CER O SO O O

Wyznacz wzér funkcji 4, a nastgpnie sprawdz, czy punkt M = (\/3, N 3) nalezy do jej
wykresu.

‘X’ Zadanie 3.10. [matura, maj 2009, zadanie 3. 4 pkt)]
Na rysunku przedstawiony jest wykres funkcji wykladni-
czej f(x)=a* dla x e R.

a) Oblicz a.
b) Narysuj wykres funkeji g(x)= If(.\') - 21 i podaj

wszystkie wartosci parametru m € R, dla ktorych

réwnanie g(x) =m ma dokladnie jedno rozwig-

zanie. : -3
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Zadanie 3.11.

Wyznacz dziedzing funkeji /(x) = log,

Slcosy

[matura, maj 2009, zadanie 6. (5 pkt)]
(9 - x7) 1 zapisz ja w postaci sumy przedzialow

liczbowych.

Zadanie 3.12.

Na rysunku przedstawiony jest fragment wykresu funkeji logarytmiczngej f okreslonej wzorem

[matura, maj 2013, zadanie 12. (3 pkv)

S(x) = log,(x ~p).

T P I
i
i
S

a) Podaj wartos¢ p.

b) Narysuj wykres funkcji okreslonej wzorem y = | f(x)].

¢) Podaj wszystkie wartosci parametru m, dla ktorych réwnanie
wigzania o przeciwnych znakach.

/(x)| = m ma dwa roz-

Zadanie 3.13. [matura, maj 2014, zadanie 1. (4 pkt)]

_|x+3|+|x—3|
x

Dana jest funkcja f okre$lona wzorem f(x) = dla kazdej liczby rzeczywistej

x# 0. Wyznacz zbior wartosci tej funkceji.

Zadanie 3.14.

Na rysunku przedstawiono fragment wykresu funkcji

[matura, czerwiec 2016, zadanie 11. (4 pkt)]

4

wykladniczej okreslonej wzorem f(x) = [%) .

t

I
P e A N g

Rozwazamy funkcj¢ g okreslong wzorem
glx)=[f(x+3)-2[.

Wyznacz wszystkie wartosci parametru &, dla ktérych —t—t ——
rownanie g(x) = k ma dwa rozwijzania takie, zc ich L e «-‘1,’ 2 3

iloczyn jest liczby ujemna.

i

Zadanie 3.15. [matura, czerwice 2019, zadanie 1. (5 pkt))

x+2 x-2 - —

e Il - !r—ll + 3 dla kazdej liczby rzeczywistej x # 1.
xX- x —

Funkcja fjest okreslona wzorem /(x) =

Wyznacz zbior jej wartosci.

¥ Zadanie 3.17.

3. Funkcje wymierne, wykladnicze, logarytmiczne - zadania

Zadanie 3.16. [matura, czerwicee 2020, zadanie 1. (4 pku)

N1

) a1
Rozwiaz nicrownosc (— - IJ L
X

[matura, maj 2021, zadanie 7. (3 pky)]

Rozwigz nierownosc:
2x-1 _2+2x
2 2+ 2

l-x ~ 5x
Zadanie 3.18. [informator maturalny CKE 2021, zadanie 4. (3 pkt)]
Funkeja f jest okreslona wzorem
3%
f(x)= i
x-

Punktem kratowym nazywamy punkt w ukladzie wspolrzednych, ktorego obie wspolrzgdne
sy liczbami catkowitymi.
Wyznacz wszystkic punkty kratowe nalezace do wykresu funkgji /.

Zadanie 3.19. [test diagnostyczny CKE, grudzien 2022, zadanie 8. (5 pk)]
RozwiyZ nierownosé

Sl | > 3 ‘2

x2-4 2-x 2+x

Zapisz obliczenia.

Zadanie 3.20. [matura, maj 2023, zadanie 1. (2 pkt)]

W chwili poczgtkowej (# = 0) masa substancji jest réwna 4 gramom. Wskutek rozpadu czy-
steczek tej substancji jej masa si¢ zmniejsza. Po kazdcj kolejnej dobie ubywa 19% masy, jaka
byla na konicc doby poprzedniej. Dla kazdej liczby catkowitej ¢ 2 0 funkcja m(r) okresla
masg substancji w gramach po ¢ pelnych dobach (czas liczymy od chwili poczjtkowej).
Wyznacz wzor funkeji m(l). Oblicz, po ilu petnych dobach masa tej substancji bedzie po raz

pierwszy mnicjsza od 1,5 grama. Zapisz obliczenia.

Zadanie 3.21. [matura, maj 2024, zadanie 1. (2 pkt)]
W chwili poczatkowej (1 = 0) filizanka z goraca kawy znajduje sig w pokoju, a temperatura
tej kawy jest rowna 80°C. Temperatura w pokoju (temperatura otoczenia) jest stala i rowna
20°C. Temperatura T tej kawy zmienia si¢ w czasie zgodnic z zaleznosciy
= — ket af>
_ T(t)=(T,-T.) k' +T, dlar>0
gdzie:
7 — temperatura kawy wyrazona w stopniach Celsjusza,
{ — czas wyrazony w minutach, liczony od chwili poczatkowe),
T, — temperatura poczatkowa kawy wyrazona w stopniach Celsjusza,

7. — temperatura otoczenia wyrazona w stopniach Celsjusza,
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k — stala charakterystyczna dla dancj cicczy.

Po 10 minutach, liczac od chwili poczatkowej, kawa ostygla do temperatury 65°C.

Oblicz temperaturg tej kawy po nastgpnych pigeiu minutach. Wynik podaj w stopniach Cel-
sjusza, w zaokragleniu do jednosci. Zapisz obliczenia,

Zadanie 3.22.

W chwili poczatkowe;j (f = 0) zainicjowano pewng reakcj¢ chemiczna, w ktérej brat udziat zwia-

zek A. W wyniku tej reakeji masa m zwiazku A zmiceniala si¢ w czasic zgodnie z zaleznoscig
m(t)=a-2°%" +bhdlar20

[matura, czerwiec 2024, zadanie 1. (2 pkt)]

gdzie:

m — masa zwigzku A wyrazona w gramach,

1 — czas wyrazony w sckundach (liczony od chwili 7= 0),
a, b — wspolezynniki liczbowe.

m

Masa poczgtkowa zwiazku A (tj. masa w chwili 7 = 0) my 1

byla réwna m, gramow.
Po osiggnigciu stanu rownowagi (1j. gdy ¢ — oo ) masa

. . 1. 3
tego zwigzku byla rowna 5 jego masy poczatkowej
(zobacz rysunck).

Oblicz, po ilu sekundach (liczgc od chwili zainicjowa-
nia tej reakcji) przercagowalo 87,5% masy poczatkowej 9
tego zwiazku. Zapisz obliczenia. 0 -

4, Trygonometria

Zadanie 4.1. [prébna matura CKE, styczen 2004, zadanie 15. (4 pkt)]
Wyznacz najmnicjsza i najwicksza wartos¢ funkeji / okreslonej wzorem:

S(x)=sin2x+ cos(% - 2_\').
Odpowiedz uzasadnij.

Zadanie 4.2.

Dane jest réwnanie postaci (cosx —1)-(cosx + p + 1) =0, gdzie p € R jest parametrem.

[test diagnostyczny CKE, grudzien 2005, zadanie 16. (7 pk)]

a) Dla p = —1 wypisz wszystkic rozwigzania tego réwnania nalezace do przedzialu {0, 5).
b) Wyznacz wszystkie wartosci parametru p, dla ktorych dane réwnanie ma w przedziale
(~m, m) trzy rozne rozwigzania.

4. Trygonometria - zadania

Zadanie 4.3. [matura, styczen 2006, zadanic 15. (4 pkt)]

b ; n
Rozwigz rownanic: +ctgy + cos(; + x) =0.

smx

Zadanie 4.4.

Rozwigz réwnanie 4cos? x = 4sinx + 1 w przedziale (0, 27().

[matura, maj 2008, zadanic 4. (4 pkt)]

Zadanie 4.5. [matura prébna CKE, styczen 2009, zadanie 10. (4 pkt)]
Sinusy katow ostrych tréjkata prostokatnego oraz liczba 1 tworzg cigg geometryczny. Oblicz
sinus najmnicjszego kyta tego trojkata.

Zadanie 4.6.

Wyznacz wszystkic rozwigzania rownania 2cos’x — Ssin x — 4 = 0 nalezgce do przedziatu (0, 2r).

[matura, maj 2010, zadanic 2. (4 pkt)]

Zadanie 4.7.

Wyznacz wszystkie rozwigzania rownania 2sinx — 7cos x — 5 = 0 nalezace do przedziatu (0, 2r).

[matura, sierpicii 2010, zadanie 1. (4 pkt)]

Zadanie 4.8. [matura, maj 2011, zadanic 4. (4 pkv)]
Rozwiaz réwnanie 2sin’x — 2sin’x - cos x = | — cos x w przedziale (0, 27).

Zadanie 4.9.

Rozwiaz réwnanie 6sin’x + 7cos ¥ — 1 = 0 dla x € (0, 2x).

[matura, czerwice 2011, zadanie 4. (4 pkt)]

Zadanie 4.10.

Rozwigz rownanie cos 2x + 2 = 3cos x.

[matura, maj 2012, zadanie 3. (4 pkt)]

Zadanie 4.11.

[matura, czerwicc 2012, zadanie 3. (5 pkt)]

: : ; 4 ; ;
Kat « jest taki, ze cosa +sina = 3 Oblicz warto$¢ wyrazenia |cos & — sin a|.
Zadanie 4.12. [matura, maj 2013, zadanie 4. (4 pkt)]
Rozwigz rownanic cos 2x + cos x + 1 =0 dla x € (0, 2n).

Zadanie 4.13.

Rozwigz réwnanie 2tg x * cos x + | = 2cos x + tg x w przedziale (0, 27).

[matura, czerwiee 2013, zadanie 3. (4 pkt)]

Zadanie 4.14. [matura, czerwice 2013, zadanie 8. (3 pkt)]
1+ cos? 2

Wykaz, ze dla dowolnego kata &z prawdziwa jest tozsamos¢ sin® a + cos* a = >

Zadanie 4.15.

Rozwigz rownanie V3 - cosx = | + sinx w przedziale x € (0, 2n).

[matura, maj 2014, zadanie 3, (4 pk)]
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4. Trygonometria - zadania

X Zadanie 4.16. [matura, czerwiece 2014, zadanie 4. (4pkt)] Zadanie 4.29. [matura, maj 2018, zadanie 7. (4 pk)

RozwiaZ nicrowno$¢ ~2sin 3x > 1 w przedziale (0, 2r). -
Rozwigz rownanie 2cos’x + 3sin x = 0 w przedziale <_E' —2—>
Zadanie 4.17. [probna matura, grudzien 2014, zadanic 11. (3 pkt)]

Wyznacz wszystkic liczby rzeczywiste x, spefniajace réwnanic sin5x —sinx = 0. Zadanie 4.30. [matura, czerwice 2018, zadanic 7. (3 pkt)]

n 6 8 s w o g
Zadanie 4.18. [matura, maj 2015, zadanic 5. (4 pky)] Udowodnij, ¢ dla dowolnego kata a € (0- EJ prawdziwa jest nicrownos¢

Rozwigz rownanie sin®2x — 4sin’y + 1 = 0 w przedziale (0, 27). 5 1
sin[% - a] - cos(-ﬁ + a) < T

Zadanie 4.31. [matura, czerwiec 2018, zadanie 2. (5 pkt)]

Zadanie 4.19. [matura, czerwice 2015, zadanie 10, (4 pkt)]
Rozwig rownanie (4sin’x — 1) - sin x = cos’x — 3sin?y, dla x € (-7, 0).

Zadanie 4.20. [matura, czerwice 2015, zadanie 3. (4 pkt)) RozwigZ rownanic dsiny - cos’y — 1 = 2sin2x - cosy w przedziale (0, 2r).
Rozwiyz rownanie sin2x + V3 sin.x = 0 w przedziale (0, 27) Zadanie 4.32. [matura, maj 2019, zadanic 14. (4 pkt)]
i @ : . n . n Lo
¥ Zadanie 4.21. [matura, maj 2016, zadanic 11. (4 pkt)] Rozwigz rownanie (cosx)[sm[x - 3) + sm[x + ;)] = Ssinx.

208 X —
M < 0 w przedziale 0, 2n). 2 . .
cos’ x Zadanie 4.33. [matura, maj 2019, zadanic 7. (4 pkt)]

RozwigZz rownanie cos 2x = sin x + | w przedziale (0, 27).

Rozwigz nieréwnosé

K Zadanie 4.22. [matura, czerwicc 2016, zadanie 13. (3 pkt)]
RozwiaZ nieréwnos¢ (2sin x — 3)(2sin x + 1) > 0 w przedziale x € (0, 27). Zadanie 4.34. [matura, czerwiec 2019, zadanic 14. (4 pkt)]

2 Rozwigz rownanie 4sin 7xcos 2x = 2sin 9x — 1 w przedziale (0, wt).
Zadanie 4.23. [matura, czerwiec 2016, zadanic 14. (4 pkt)]

W tréjkacie prostokatnym stosunck réznicy dlugosci przyprostokatnych do dlugosci przeciw- Zadanie 4.35. [matura, czerwice 2019, zadanie 7. (4 pkt)]

j jest ro ] i i ; : szystkie rozwiazania ré ia sin? 2x = 2 x nalezace do przedziatu (0, 27).
prostokatnej jest rowny 5 Oblicz cosinusy katow ostrych tego tréjkata. Wyznacz wszystkie rozwiazania réwnania sin® 2x = 2cos* x nalezg p ( )

Zadanie 4.36. [matura, czerwiec 2020, zadanic 9. (4 pkt)]

Zadanie 4.24.  [matura, czerwice 2016, zadanie 4. (4 pko)] Rozwiaz réwnanie 3cos2x + 10cos? x = 24sinx - 3 dla x € (0, 27).

Rozwigz réwnanie sin’x - 3sin x - cos?x — 3cos'x + sinlx - cos x =0 w przedziale (0, ).

Zadanie 4.37. [matura, lipicc 2020, zadanie 9. (4 pkt)]

Zadanie 4.25. j adani
PR, el G Rozwigz rownanie 4sin® x +sin2x = 2sin’ x - (2cosx +1).

Rozwigz réwnanie cos 2x + 3cos x = -2 w przedziale (0, 27).

Zadanie 4.26. [matura, czerwiec 2017, zadanie 11. (4 pko)] Zadanie 4.38. [test diagnostyczny CKE, marzec 2021, zadanie 7. (4 pkt)]
. - 7t Rozwigz réwnanie:
Rozwigz réwnanie 3sin[.r - —) + cos(.\' + —] =1 w przedziale (0, 2r). 1 1 2
4 4 sin(x+—nj-cos(x+—n)=—-4—

Zadanie 4.27. [matura, czerwiec 2017, zadanie 4. (5 pkt)]
Rozwiaz réwnanic 2cos‘x + Ssin’v = 3 w przedziale (0, 7). Zadanie 4.39. [matura, maj 2021, zadanie 12. (4 pkt)]
V2
. e A 4 S 2x = — (¢ S X — Si X ; redziale &
Zadanie 4,28, [t e 2018; zadaiie EL (ke Rozwiaz rownanie cos2x ) (cosx —sin x) w przedziale (0, n:)
Rozwigz réwnanie sin 6x + cos 3x = 2sin 3x + | w przedziale (0, n).
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Zadanie 4.40. [matura, czerwicc 2021, zadanic 8. (4 pkt)] Zadanie 4.48.

) [matura, maj 2024, zadanie 12. (4 pkt)]
Rozwigz rownanie 2cos? x — cos x = sin(2x) - sin x w przedziale (0,2).

RozwiaZ réwnanic
sin(2x) + cos(2x) = I +sinx - cosx
Zadanie 4.41. [arkusz pokazowy CKE, marzec 2022, zadanic 7. (4 pkt)] w zbiorze (0, 27). Zapisz obliczenia.

Rozwigz réwnanie sin(3x) = 2sinx w zbiorze [0, x1]. Zapisz obliczenia.
Zadanie 4.49. [matura, czerwiec 2024, zadanie 9. (4 pkt)]
RozwiaZ réwnanic

(2 - cosx)’ <dsin?E — dcos? L +4,75 sin(6x)+ V3 - sin (5x) + sin(4x) = 0
2 2 Zapisz obliczenia.

% Zadanie 4.42. [informator maturalny CKE 2021, zadanie 15. (4 pkt)]
Rozwiaz nierdwnosé

w zbiorze (0, 7).

g
Zadanie 4.43. [test diagnostyczny CKE, grudzien 2022, zadanie 5. (4 pkt)) S. Wartos¢ bezwzgledna E
Rozwigz réwnanie g
6sinx + 243 cosx + 3tgx +4/3 = 0 <
Zapisz obliczenia. . N
Zadanie5.1. [probna matura CKE, listopad 2006, zadanic 5. (3 pkU)]
Zadanie 4.44. [matura, maj 2023, zadanic 6. (3 pke)] Sporzadz wykres funkcji f danej wzorem f(x) = 2|x| - x*, a nast¢pnic, korzystajac z nicgo,
Rozwigz rownanie podaj wszystkie wartosci x, dla ktérych funkcja f przyjmuje maksima lokalne i wszystkic

4sin (4x)cos(6x) = 2sin(10x) +1 wartosci x, dla ktérych przyjmuje minima lokalne.

Zapisz obliczenia.

Zadanie 5.2 [matura, maj 2007, zadanie 1. (5 pkt)]
Zadanie 4.45. [matura, maj 2023, zadanie 12. (4 pkt)] Dana jest funkcja f(x) =[x ~1|-|x+2| dla x € R.
Rozwiaz réwnanie ) a) Wyznacz zbior wartosei funkcji fdla x € (-, =2).
3sin®x —sin? (2x) = 0 b) Naszkicuj wykres tej funkcji.
w przedziale (rr, Zn), ¢) Podaj jej micjsca zerowe.
d) Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktorych réwnanie /(x) = m nie ma roz-
Zadanie 4.46. [matura, czerwiec 2023, zadanie 8. (4 pkt)] S s

RozwigZz réwnanie s . Zadanie5.3. [matura, maj 2008, zadanie 2. (4 pkt)]
sin(5x) + cosx =
Aol £ S0 Rozwiaz nieréwnosé |x - 2| +[3x - 6] < |].

. non . "
w zbiorze {—5 5] Zapisz obliczenia. Zadanie 5.4. [matura prébna CKE, styczei 2009, zadanie 2. (3 pkt)]

RozwigZ nierownosé |x + 3|+ [3x +9] < |x + 5]

Zadanie 4.47. [matura, maj 2024, zadanie 10. (5 pkt)] Zadanie 5.5. [matura, maj 2010, zadanie 1. (4 pkb)]
Rozwigz rownanie Rozwigz nierdwnosé |2x + 4| + x - 1| < 6.

sin(4x) - sin(2x) = 4cos? x -3 ¥ I +he-l
w przedziale [0, 2x]. Zadanie 5.6. [matura, sierpien 2010, zadanie 2. (4 pkt)]

Rozwigz nierownosé |2x + 2|+ - 2|>5s.
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Zadanie 5.7

Rozwigz nierownosé [2x — 4| + |x - 5| > 12,

[matura, czerwiec 2011, zadanic 1. (4 pkt)]

Zadanie 5.8.

Rozwigz nierownosé [v — 2| + [x + 1| > 3x - 3.

[matura, czerwiec 2012, zadanie 1. (4 pkt))

Zadanie5.9. [matura, maj 2013, zadanie 1. (4 pkt)]
Rozwigz nieréwnos$é [2x — 5| - [x + 4] <2 - 2x.

Zadanie 5.10. [matura, czerwiec 2013, zadanie 1. (5 pkt)]

Rozwigz nierownosé vx2 + 4x +4 > 11-yJx? —6x +9.

Zadanie 5.11.

Rozwigz nierownos$é |x + 6| — 2 [y - 2| < 2x - 3,

[matura, czerwiec 2014, zadanic 1. (4 pkt)]

Zadanie 5.12. [matura, maj 2015, zadanie 6. (4 pkt)]
Rozwigz nieréwnosé |2x — 6| + [x + 7[> 17.

Zadanie 5.13. [matura, czerwicc 2015, zadanie 2. (4 pkt)]

o § X=2
Funkcja f jest okre$lona wzorem f(x) = 172 dia wszystkich liczb rzeczywistych x takich,
x

/()
x+1

[matura, czerwicc 2016, zadanie 9. (4 pkt)]

ze x # 0. Rozwiaz nieréwnosé <4.

Zadanie 5.14.

Rozwigz nieréwno$é x> - 3x +2 | 2 [y - 1.

Zadanie 5.15.

RozwiaZ nieréwnos¢ [x + 5|+ [x — 6] <9 —x.

[matura, czerwiec 2016, zadanie 1. (4 pkt)]

Zadanie 5.16.

Rozwiaz nieréwnosé [v —1| + [x — 5/ < 10 —2x.

[matura, maj 2017, zadanie 1. (4 pkt)]

Zadanie 5.17.
Rozwiaz réwnanic 2[x + 1| - [x 2| = 9.

[matura, czerwiec 2017, zadanie 1. (4 pkt)]

Zadanie 5.18.

Rozwiaz rébwnanie 3]x + 2] = ]x - 3| + 11

[matura, maj 2018, zadanie 1. (4 pkt)]

Zadanie 5.19.

Rozwigz nierownosé |2x — 1| + x < 5+|x + 5.

[matura, czerwiec 2018, zadanie 1. (4 pkt)]

5. Wartos¢ bezwzgledna - zadania 25

Zadanie 5.20.

X + 2 - L
Funkcja f jest okreslona wzorem f(x) = 2 Zl —x+3 - 1], dla kazdej liczby rzeczywistej
X+

[matura, maj 2019, zadanie 1. (5 pkt)]

x #-2. Wyznacz zbidr wartosci tej funkcji.

Zadanie 5.21.
Wyznacz najmnicjsza liczbg catkowitg spetniajaca nieréwnos¢ Jx? = 8x +16 - 3x < |2v - 4|.

[matura, czerwiec 2019, zadanie 6. (5 pkt)]

Zadanie 5.22.

Wyznacz wszystkic wartosci parametru a, dla ktorych réwnanie

[matura, czerwice 2020, zadanic 6. (3 pkt)]
x -5 =(a=1)" -4 madwa

rozne rozwigzania dodatnic.

Zadanie 5.23. [informator maturalny CKE 2021, zadanie 1. (6 pkt)]
Dany jest uktad réwnan

mx +y =m?

{4)( +my =8

z niewiadomymi x i y oraz parametrem .
Wyznacz wszystkic wartosci parametru m, dla ktérych uklad jest oznaczony, a para liczb

(x, ») bedaca rozwigzaniem ukladu spetnia warunck |x +yl<2.

Zadanie 5.24. [test diagnostyczny CKE, grudzien 2022, zadanie 2.]

y

Funkcja g jest okreslona wzorem g(x) =

—lxz +3x-5
4

dla kazdego x € R. Fragment wykresu funkcji g w kar-
tezjanskim ukladzie wspotrzgdnych (x, y) przedstawiono

na rysunku (jednostki pominigto).

0 x

Zadanie5.24.1.  [test diagnostyczny CKE, grudzien 2022, zadanie 2.1. (2 pkt)]
Wyznacz zbidr wszystkich wartosci, jakie funkcja g przyjmuje w przedziale [9, 1 1].

Zapisz obliczenia.

Zadanie5.24.2.  [test diagnostyczny CKE, grudzien 2022, zadanie 2.1. (2 pkt)]
Wyznacz zbior wszystkich wartosci parametru 1, dla ktérych rownanie g(.\') = |m| ma doklad-

nic dwa rozwiazania dodatnie.

ZADANIA
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Zadanie 5.25. [matura, maj 2023, zadanic 9. (4 pk1)]
Rozwigz nieréwnos¢

\/,\‘2+4.\'+4<?—\)x3—6.\'+‘)

Zapisz obliczenia.
Wskazowka: skorzystaj z tego, Ze s/a_2 = Ia] dla kazdej liczby rzeczywistej a.

6. Ciagi

Zadanie 6.1. [matura CKE dla chetnych, styczen 2003, zadanie 14. (5 pkt)]
Suma n poczatkowych, kolejnych wyrazéw ciggu (a,,), jest obliczana wedtug wzoru
S, =n*+3n, (neN*).

Wyznacz a,. Wykaz, ze ciag (a,) jest ciagiem arytmetycznym.

Zadanie 6.2. [matura CKE dla chgtnych, styczeii 2003, zadanie 15. (5 pkt)]
Dziesigty wyraz pewnego ciggu geometrycznego rowna si¢ 10. Oblicz iloczyn dziewigtnastu
poczatkowych, kolejnych wyrazéw tego ciggu.

Zadanie 6.3. [matura prébna CKE, listopad 2006, zadanie 10. (5 pkt)]
Ciag liczbowy (a,) jest okreslony dla kazdej liczby naturalnej n > 1 wzorem

a, =(n-3)(2- p?), gdzic pe R.

a) Wykaz, ze dla kazdej wartosci p ciag (a,) jest arytmetyczny.

b) Dla p = 2 oblicz sumg ay, + ay +ay +... + dy.

¢) Wyznacz wszystkie wartosci p, dla ktérych ciag (b,) okreslony wzorem b, = a, - pn
jest staty.

Zadanie 6.4. [matura probna CKE, marzec 2008, zadanie 10. (3 pkt)]

Dany jest cigg x, =—1-n dla n 2. Ciag (v,) ma t¢ wlasnos¢, ze dla kazdego n 21 punkty
o wspdlrzgdnych (x,,, 0), (=1, 1), (0, y,) leza na jednej prostej. Wyznacz wzér ogélny ciggu (w)-
Zadanie 6.5. [matura proébna CKE, marzec 2008, zadanie 10. (5 pkt)]
Ciag geometryczny (a,) jest okreslony wzorem a, =3'"" dla n =1

a) Oblicz iloraz tego ciggu.
b) Oblicz log; a, + log; a, + logy ay + ...+ log, ayy, , czyli sumg logarytmow o podsta-
wie 3, stu poczatkowych, kolejnych wyrazow tego ciggu.

27
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Zadanie 6.6. [matura, maj 2008, zadanic 6. (3 pkt)]
Udowodnij, ze jezeli ciag (a, b, c) jest jednoczesnie arytmetyczny i geometryczny,to a =b=c.

Zadanie 6.7. [matura, maj 2009, zadanic 4. (5 pkt)]

W skarbcu krolewskim byto & monet. Pierwszego dnia rano skarbnik dorzucil 25 monet,
a kazdego nastgpnego ranka dorzucal o 2 monety wigcej niz dnia poprzednicgo. Jednoczes-
nie ze skarbca krol zabierat w poludnic kazdego dnia 50 monet. Oblicz najmniejszg liczbg &,
dla ktérej w kazdym dniu w skarbcu byla co najmniej jedna moncta, a nastgpnie dla tej war-
tosci k oblicz, w ktérym dniu w skarbcu byta najmniejsza liczba monet.

Zadanie 6.8. [matura, maj 2009, zadanic 7. (6 pkt)]

Ciag (x -3, x+3, 6x+2, ...) jest nieskonczonym ciagiem geometrycznym o wyrazach do-

datnich. Oblicz iloraz tego ciggu i uzasadnij, Ze %ﬁ’— < % gdzie S, oznacza sumg n poczat-
20

kowych wyrazow tego ciggu.

Zadanie 6.9. [matura, maj 2010, zadanie 5. (5 pkt)]
0 liczbach a, b, ¢ wiemy, ze ciag (a, b, ¢) jest arytmetyczny i a + ¢ = 10, za$ ciag
(a+1,b+4,c+19) jest geometryczny. Wyznacz te liczby.

Zadanie 6.10. [matura, sierpien 2010, zadanie 11. (5 pkt)]
Ciag (a, b, ¢) jest geometryczny i a + b + ¢ = 10, za$ ciag (a - 5, b -4, c— 11) jest arytmetyczny.
Oblicz a, b, c.

Zadanie 6.11.
O ciagu (a,) dla n > 1 wiadomo, Ze:
a) ciag (a,) okreslony wzorem a, = 3 dla n 2 1 jest geometryczny o ilorazie ¢ = 27.
b) x; +x, + ...+ x = 145,
Oblicz x,.

[matura, maj 2011, zadanie 5. (4 pkt)]

Zadanie 6.12. [matura, czerwicc 2011, zadanie 3. (5 pkt)]
Ciag (a, b, ¢) jest geometryczny. Ciag (3a + 3,2b, ¢ — 12) jest arytmetyczny i suma jego dwoch
pierwszych wyrazéw jest réwna trzeciemu. Oblicz a, b, c.

Zadanie 6.13. [matura, maj 2012, zadanie 5. (6 pkt)]

Trzy liczby tworza ciag geometryczny. Jezeli do drugiej liczby dodamy 8, to ciag ten zmieni si¢
w arytmetyczny. Jezeli zas do ostatniej liczby nowego ciagu arytmetycznego dodamy 64, to tak
otrzymany cigg bgdzie znéw geometryczny. Znajdz te liczby. Uwzglednij wszystkie mozliwosci.

Zadanie 6.14. [matura, czerwiec 2012, zadanie 5. (5 pkt)]
W ciggu arytmetycznym (a,), dla n> 1, dane sa a, = -2 oraz réznica r = 3. Oblicz najwigksze n
takie, ze a, + a, + ... + a, < 2012.

ZADANIA
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Zadanie 6.15.

Cigg liczbowy (a, b, ¢) jest arytmetyezny i a + b + ¢ = 33, natomiaslt cigg (a
jest geometryczny. Oblicz a, b, c.

[matura, maj 2013, zadanic S. (5 pk1)]

I,b+5¢+19)

Zadanie 6.16.

Liczby a, a,, ..., a, s dodatnic i w podanej kolejnosci tworzg cigg geometryczny.

[matura, czerwiee 2013, zadanie 10. (4 pkt)]

Uzasadnij, z¢ prawdziwa jest rownosé Q/u, “Ayc..ca, = Ju, “d,.

Zadanie 6.17. [matura, maj 2014, zadanie 7. (6 pkt)]

Cigg geometryczny (a,) ma 100 wyrazow i sg one liczbami dodatnimi. Suma wszystkich wyra-
z6w o numerach nieparzystych jest sto razy wigksza od sumy wszystkich wyrazow o numerach
parzystych oraz log a, + log a, + log ay + ... + log a,,, = 100. Oblicz a,.

Zadanie 6.18.

Trzy liczby sg kolejnymi wyrazami ciggu geometryeznego, ktorego iloraz jest rozny od 1. Jezeli
wezmiemy kolejno drugg z nich, pierwszg i trzecig, to otrzymamy trzy kolejne wyrazy ciggu
arytmetycznego. Jezeli pierwszy wyraz tego ciggu arytmetycznego zmnicjszymy o 7, drugi
pozostawimy bez zmian, a trzeci zwigkszymy o 3, to otrzymamy trzy kolejne wyrazy ciggu
geometrycznego. Oblicz te liczby.

[matura, czerwiec 2014, zadanie 8. (6 pkt)]

Zadanie 6.19. [matura, maj 2015, zadanie 4. (6 pkt)]

Trzy liczby tworzg ciag arytmetyczny. Jesli do picrwszej z nich dodamy 5, do drugiej 3,
a do trzeciej 4, to otrzymamy rosnacy cigg geometryczny, w ktorym trzeci wyraz jest cztery
razy wigkszy od pierwszego. Znajdz te liczby.

Zadanie 6.20.
Dany jest cigg (a,) okreslony dla kazdej liczby catkowitej n 2 1, w ktorym a, = 4 oraz dla kaz-
dej liczby n 2 1| prawdziwa jest rownosé a,, | = a, + n - 4. Oblicz pierwszy wyraz ciggu (a,)
i ustal, czy cigg ten jest malejacy.

[matura, czerwicc 2016, zadanic 10. (3 pk)]

Zadanie 6.21.

[matura, czerwice 2016, zadanic 4 (3 pky)]
i jest okreslony wi @ =
Cigg (a,) jest okreslony wzorem g, =2a,+In+2 danz i

Oblicz érednig arytmetyczng liczb a, + 30 ay + 2.

Zadanie 6.22.

Liczby a, b, ¢ sg odpowiednio — picrwszym, drugim i trzecim wyrazem ciggu arytmetycz-

[matura, maj 2017, zadanie 14. (6 pkt)]

nego. Suma tych liczb jest rowna 27. Cigg (u ~2, b, 2¢+1) jest geometryczny.

Wyznacz liczby a, b, ¢.

6. Ciggi - zadania

Zadanie 6.23.

Cigg (a,) jest arytmetyczny, a cigg (b,) jest geometryczny. Pierwszy wyraz a, ciggu aryt-
metycznego jest ilorazem ciggu geometrycznego (b, ). Wyrazy ciagu (a,) sa liczbami
catkowitymi, a suma o$miu poczgtkowych wyrazow tego ciggu jest rbwna 124, Natomiast
picrwszy wyraz b, ciggu geometrycznego jest réznicq ciggu arytmetycznego (a,). Suma
dwach pierwszych wyrazow ciggu geometrycznego (b, ) jest rowna 18. Wyznacz te ciagi.

[matura, czerwice 2017, zadanie 10. (5 pkt)]

Zadanie 6.24.
Wyrazy ciggu geometryeznego (a,) okreslonego dla n 2 1, spelniajg uklad réwnan
{"3 +a, = -84

[matura, maj 2018, zadanie 13. (4 pkt)]

a, +a, =168

Wyznacz liczbg n poczatkowych wyrazéw tego ciggu, ktorych suma S, jest rowna 32769.

Zadanie 6.25.
Liczby a, b, ¢, spetniajgce warunck 3a + b + 3¢ = 77, sy odpowicdnio picrwszym, drugim
i trzecim wyrazem ciggu arytmetycznego. Ciag (g, b + 1, 2¢) jest geometryczny. Wyznacz
liczby a, b, ¢ oraz podaj wyrazy ciggu geometrycznego.

[matura, maj 2018, zadanie 2 (5 pkt)]

Zadanie 6.26.
Dany jest rosnacy ciag geometryezny (a, aq, ag®), ktdrego wszystkic wyrazy i iloraz s liczba-
mi calkowitymi nieparzystymi. Jesli najwigkszy wyraz ciggu zmnicjszymy o 4, to otrzymamy
cigg arytmetyczny. Oblicz wyraz aq tego ciggu.

[matura, czerwiee 2018, zadanie 10. (4 pk))

Zadanie 6.27.

Trzywyrazowy ciag (a, b, ¢) o wyrazach dodatnich jest arytmetyczny, natomiast ciag

[matura, maj 2019, zadanie 12. (6 pkt)]

1 2 1 " S g i
-, —, ———— | Jest geometryczny. Oblicz iloraz ciggu geometrycznego.
a 3b 2a+2b+c

Zadanie 6.28.

Ciag (a, b, ¢) jest geometryczny, cigg (a + 1, b + 5, ¢) jest malejagcym ciggiem arytmetycznym
oraza + b + ¢ =39. Oblicz a, b, c.

[matura, maj 2019, zadanie 4. (5 pkt)]

Zadanie 6.29.
W ciggu geometrycznym (a,, ds, as, ay, ds, dg) SUMa wyrazow o numerach nieparzystych jest
réwna 182, a stosunck sumy wyrazéw o numerach nicparzystych do sumy wyrazéw o nume-

[matura, czerwiee 2019, zadanic 4. (4 pku)]

o 1 . :
rach parzystych jest rowny 3 Wyznacz wszystkie wyrazy tego ciagu.
Zadanie 6.30. [matura, czerwiec 2020, zadanic 10. (5 pkt)] )
W trzywyrazowym ciggu geometrycznym (ay, ay, ay), spetniona jestrownos¢ g + a, + ay = e
Wyrazy ay, a,, a,, s3 odpowiednio — czwartym, drugim i pierwszym wyrazem rosngcego ciggu

arytmetycznego. Oblicz a;.
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Zadanie 6.31. [matura, lipiec 2020, zadanie 6. (3 pkt)]
Pierwszy wyraz ciggu (a, ), okreslonego dla n > 1, jest rowny 2. Wszystkic wyrazy tego ciggu

spehniaja warunek a, = 3-a,,, + n*. Oblicz sumg g, + a, + ay.

Zadanie 6.32. [test diagnostyczny CKE, marzec 2021, zadanie 12. (5 pkt)]

Czterowyrazowy ciag (a, b, ¢, d) jest rosngcy i arytmetyczny. Kwadrat najwigkszego wyrazu
tggo ciagu jest rowny podwojonej sumic kwadratow pozostatych wyrazow tego ciggu. Ponadto
cigg (@ + 100, b, ¢) jest geometryczny. Oblicz wyrazy ciggu (a, b, ¢, d).

Zadanie 6.33. [matura, czerwiec 2023, zadanie 11. (5 pkt)]

Ciag (a, b, c) jest trzywyrazowym ciggiem gecometrycznym o wyrazach dodatnich.
Ciag (2a,2b, ¢ +1) jest trzywyrazowym ciggiem arytmetycznym.
Ponadto spetniony jest warunek ¢ — b = 6. Oblicz a, b oraz c. Zapisz obliczenia.

Zadanie 6.34. [matura, maj 2024, zadanic 7. (4 pkt)]

T’rzywyrazowy ciag (x, y, z) jest geometryczny i rosnacy. Suma wyrazéw tego ciagu jest
réwna 105. Liczby x, y oraz z sa — odpowiednio — pierwszym, drugim oraz széstym wyrazem
ciggu arytmetycznego (a, ), okreslonego dla kazdej liczby naturalnej n > 1.

Oblicz x, y oraz z. Zapisz obliczenia.

7. Granica ciggu, suma szeregu nieskorficzonego

Zadanie 7.1. [matura, maj 2005, zadanie 14. (5 pkt)]
Oblicz:
1+4+7+...+(3n-2)
lim 3
m25+T+94 . +(2n+3)
Zadanie 7.2.

[test diagnostyczny CKE, grudzien 2005, zadanie 15. (5 pkt)]
Dany jest nieskonczony ciag geometryczny postaci:
2 2z 2
U ) e
Wyznacz wszystkie wartosci p, dla ktorych granicg tego ciggu jest liczba:
ay o
b) 2.

Zadanie 7.3. [matura, styczen 2006, zadanic 14. (4 pkt)]

Dany jest ciag trojkatow réwnobocznych takich, ze bok nastgpnego tréjkata jest wysokoscig
poprzedniego. Oblicz sumg pél wszystkich tak utworzonych trojkatow, przyjmujac, ze bok
pierwszego trojkata ma dtugos¢ a (a > 0).

7. Granica ciggu, suma szeregu nieskoriczonego - zadania

Zadanie 7.4. [matura, maj 2006, zadanic 13. (5 pkt)]
Dany jest ciag (a,). gdzie a, = l—(fEH—()I) dla kazdej liczby naturalnej n > 1.
n+

a) Zbadaj monotonicznosé ciagu (a,).
b) Oblicz lima,.

¢) Podaj najwigksza liczbg a i najmniejsza liczbg b takie, ze dla kazdego n spelniony jest
warunek a < a, <h.

Zadanie 7.5. [matura, maj 2006, zadanie 19. (7 pkt)]

Nieskoriczony ciag gcometryczny (a,) jest zdefiniowany wzorem rekurencyjnym: a, =2,
a,., = a,-log, (k- 2), dla kazdej liczby naturalnej n 1. Wszystkic wyrazy tego ciagu sq
rozne od zera. Wyznacz wszystkie wartodci parametru &, dla ktorych istnieje suma wszystkich
wyrazow nieskoniczonego ciagu (a, ).

Zadanie 7.6. [matura, maj 2007, zadanic 11. (4 pkt)]
Suma n poczatkowych wyrazow ciagu arytmetycznego (a,,) wyraza si¢ wzorem S, = 2n* +n
dlanz1.

a) Oblicz sumg 50 poczatkowych wyrazéw tego ciggu o numerach parzystych:
Gy + Ay + Qg + .o+ g -

b) Oblicz lim ?" .
nox3pt =2

Zadanie7.7.
Oblicz granicg

[przyktadowy arkusz CKE, grudzien 2014, zadanie 8. (2 pkt)]

2 2
lim n _(n+2)
ozl n+2  n+444

Zadanie 7.8. [przyktadowy arkusz CKE, grudzien 2014, zadanie 12. (3 pkt)]

Niech P, oznacza pole kota o promieniu L" ydlan21.
Oblicz sumg wszystkich wyrazow ciagu (P,,)

Zadanie 7.9.
Oblicz granicg

[matura, maj 2015, zadanie 14. (2 pkt)]

lim ' +6n+5 2n% +2n+1
n—sx 6n’ +1 sit—-4 )
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Zadanie 7.10. [matura, maj 2016, zadanie 8. (2 pkt)]

|
2x-371
wyrazy tego ciagu sa dodatnie. Wyznacz najmnicjszg liczbg catkowitg x, dla ktérej nieskon-
czony szereg a, + a, + ay + ... jest zbiczny.

Dany jest ciag geometryczny (a,) okreslony wzorem a, =( ) dla n > 1. Wszystkic

Zadanie 7.11.

Dany jest nieskonczony cigg geometryczny (a,) okreslony dla 7> 1, w ktérym iloraz jest
rowny pierwszemu wyrazowl, a suma wszystkich wyrazow tego ciagu jest rowna 12. Oblicz
pierwszy wyraz tego ciggu.

[matura, czerwice 2016, zadanic 6. (2 pkt)]

Zadanie 7.12.
Dany jest nieskonczony cigg okregow (o,) o réwnaniach x2 + y? =2'""", n > 1. Niech B,
bedzie pierscicniem ograniczonym zewnetrznym okregiem o0,,_; wewnetrznym okregiem o, .
Oblicz sumg pol wszystkich pierscieni P, , gdzic k > 1.

[matura, czerwiec 2018, zadanie 11. (4 pkt)]

Zadanie 713.
Oblicz granicg

[matura, maj 2019, zadanie 5. (2 pkt)]

. 9 + 11n? n?
lim = -—
noel Tnd + 502 +3n+1 30 +1

[matura, lipiec 2020, zadanie 5. (2 pkt)]

Zadanie 7.14.

Suma wszystkich wyrazow nieskonczonego ciagu geometrycznego (a,,), okreslonego dla n > 1,
Jest réwna 2, a suma kwadratéw wszystkich wyrazéw tego ciagu jest rowna 3. Oblicz iloraz
ciggu (a,).

Zadanie 7.15. [matura, maj 2021, zadanie 5. (2 pkt)]
Oblicz granice
fim (3n+2) -(1- 2n)2
AEAE (2n- 1)z
Zadanie 7.16.

[arkusz pokazowy CKE, marzec 2022, zadanie 3. (4 pkt)]

Dany jest nieskonczony cigg geometryczny (). okreslony dla kazdej liczby naturalnej 2 > 1.
Suma trzech poczatkowych wyrazéw ciggu (a,) jest réwna 7, a suma S wszystkich wyrazow
tego ciggu jest rowna 8.

Wyznacz wszystkie wartosci n, dla ktorych spelniona jest nieréwnosé

S8,

< 0,001

n

gdzie S, oznacza sume n poczatkowych wyrazow ciagu (a, ). Zapisz obliczenia.

7. Granica ciggu, suma szeregu nieskoriczonego - zadania

Zadanie 7.17.

Oblicz granicg

[informator maturalny CKE 2021, zadanic 8. (2 pkt)]

lim Y6" + 7"

n—»x

Zadanie 718.
W nicskoficzonym malejacym ciagu geometrycznym (a, ), okreslonym dlan > 1, jest spelnio-
ny warunck

[informator maturalny CKE 2021, zadanie 13. (4 pkt)]

as+ay 29

a, 25
Suma wszystkich wyrazow tego ciagu o numerach parzystych jest rowna 6.
Wyznacz wzor na n-ty wyraz ciagu (a, ).

Zadanie 7.19. [informator maturalny CKE 2021, zadanie 17. (3 pkv)]
Ciag (a,) jest okreslony wzorem

=(n+ 2. [7+l * 2P+2
n,,-( 5) ((n_'_])(n+2) (n+2)(n+3)

dlanz1

Wyznacz wszystkic wartosci parametru p, dla ktérych granica ciggu jest rowna 12,

Zadanie 7.20. [matura, maj 2022, zadanie 5. (2 pkt)]
. ; ; ydei liczb Inei n > 1 _(Tp-1)n* +5pn-3
Ciag (un) jest okreslony dla kazdej liczby naturalnej n > 1 wzorem a, = (p+ 1) 50 p A

gdzic p jest liczby rzeczywisty dodatnia. Oblicz warto$é p, dla ktdrej granica ciagu (a,) jest

X 4
réwna —.
3

Zadanie 7.21. [matura, maj 2022, zadanie 10. (4 pkt)]

Ciag (a,), okreslony dla kazdej liczby naturalnej n 21, jest gecometryczny i ma wszystkie

wyrazy dodatnie. Ponadto @, = 675 i a., = %an + -;—az,.

Ciag (b,), okreslony dla kazdej liczby naturalnej n > 1, jest arytmetyczny.
Suma wszystkich wyrazow ciagu (a,,) jest rowna sumie dwudziestu pigciu poczgtkowych
kolejnych wyrazéw ciagu (b,). Ponadto a, = by. Oblicz b,.

Zadanie 7.22.

Dany jest nieskoiiczony ciag geometryczny (a, ), okreslony dla kazdej liczby naturalnej n > 1,

[matura, czerwiec 2022, zadanie 10. (4 pkt))

ktorego iloraz q jest rwny pierwszemu wyrazowi i spetnia warunek lq| <.

Stosunek sumy Sy wszystkich wyrazow tego ciagu o numerach nieparzystych do sumy S,
wszystkich wyrazéw tego ciggu o numerach parzystych jest réwny réznicy tych sum, tj.
Sy

S_/» =8y = Sp. Oblicz q.
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Zadanie 7.23. [matura, maj 2023, zadanie 10. (4 pko)]
Okreslamy kwadraty K, K,, K, ... nastgpujaco:
+ K, jest kwadratem o boku diugosci a
+ K, jest kwadratem, ktorego kazdy wierzcholek lezy na innym boku kwadratu K
i dzieli ten bok w stosunku 13
+ K, jest kwadratem, ktérego kazdy wierzcholek lezy na innym boku kwadratu K,
i dzicli ten bok w stosunku 1:3
i ogolnic, dla kazdej liczby naturalnej n > 2,
K, jest kwadratem, ktérego kazdy wierzcholek lezy na innym boku kwadratu K, |

i dzieli ten bok w stosunku 1:3.
Obwody wszystkich kwadratow okreslonych powyzej tworza nieskonczony cigg geometryczny.

Na rysunku przedstawiono kwadraty utworzone w spo-
sOb opisany powyzcj.

Oblicz sumg wszystkich wyrazow tego nieskonczonego

ciagu. Zapisz obliczenia.

Zadanie 7.24.
Oblicz granicg

[matura, czerwiec 2023, zadanie 5. (2 pkt)]

’ 4 - 2n+1
noxn3n? —p* =2n+3

Zadanie 7.25. [matura, czerwicc 2023, zadanie 7. (4 pkt)]
Dany jest nieskoficzony szereg geometryczny
6x 18x S54x
2x - ——+ = — Taa
=1 (x=1) (x-1)

Wyznacz wszystkie wartosci zmiennej x (réznej od 0 i od 1), dla ktorych suma tego szeregu

S — 15 ) -
istnicje i jest réwna —. Zapisz obliczenia.

Zadanie 7.26.

Nieskoriczony ciag geometryczny (a,) jest okreslonego dla kazdej liczby naturalnej n > 1.

[matura, czerwiec 2024, zadanie 7. (4 pkt)]

Suma wszystkich wyrazow ciagu (a,) o numerach nieparzystych jest rowna 16, t.

at+ay+ag+..=16

8. Planimetria - zadania

5
Ponadto g, + a; = % a,

Wyznacz wzér ogélny na n-ty wyraz ciagu (a, ). Zapisz obliczenia.

8. Planimetria

Zadanie 8.1. [matura CKE dla chgtnych, styczen 2003, zadanie 19. (5 pkt)]
Trapez rownoramienny, o obwodzie réwnym 20 cm, jest opisany na okrggu. Wiedzgc, z¢ prze-
katna trapezu ma dtugos¢ J41 cm, oblicz pole tego trapezu.

Zadanie 8.2. [prébna matura CKE, styczen 2004, zadanie 17. (5 pkt)]
Odcinki o dtugosciach: 23, 3 —+/3, 342 sa bokami tréjkata.
a) Wyznacz miarg najwigkszego kata tego trojkata i oblicz diugosé wysokosci poprowa-
dzonej z wierzchotka tego kata.
b) Oblicz dtugo$¢ promienia okrggu opisanego na tym tréjkacic.

Zadanie 8.3. [matura, maj 2006, zadanic 17. (6 pkt)]

Na okrggu o promieniu  opisano trapcz rownoramienny ABCD o dtuzszcj podstawic AB
CS

i krotszej CD. Punkt stycznosci S dzieli rami¢ BC tak, ze ﬁ = %

a) Wyznacz dtugos¢ ramienia tego trapezu.
b) Oblicz cosinus [<CBD).

Zadanie 8.4. [probna matura CKE, listopad 2006, zadanie 4. (7 pkt)]
Tréjkat prostokatny ABC, w ktérym |<BCA| = 90° i |<<CAB| = 30°, jest opisany na okr¢gu
o promieniu V3. Oblicz odleglo$¢ wierzchotka C trojkata od punktu stycznosci tego okrggu

z przeciwprostokgtng. Wykonaj odpowiedni rysunek.

Zadanie 8.5. [prébna matura CKE, listopad 2006, zadanie 12. (4 pkt)]
Dwa okrggi, kazdy o promieniu 8, sa styczne
zewngtrznie. Ze srodka jednego z nich popro-

wadzono styczne do drugiego okrggu. Oblicz

pole zacieniowanej figury (patrz rysunek). (

S
2
<
a)
<
N
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Zadanie 8.6. [matura, maj 2007, zadanie 4. (3 pkt)]

Dany jest trojkat o bokach dlugoscei 1, %, 2. Oblicz cosinus i sinus kata lezacego naprzeciw

najkrotszego boku tego trojkata.

Zadanie 8.7. [matura, maj 2007, zadanie 10. (4 pkt)]

Na kole opisany jest romb. Stosunek pola kota do pola rombu wynosi nsi Wyznacz miare
kata ostrego rombu.

Zadanie 8.8. [matura prébna CKE, marzec 2008, zadanic 7. (4 pkt))
W czworokacie wypuklym ABCD dane sa: |4B|=2, |BC|=+3, |CD|=3, |D4|=4
i |[<DAB| = 60°. Oblicz pole tego czworokata.

Zadanie 8.9. [matura prébna CKE, marzec 2008, zadanic 9. (5 pkt)]
W tréjkacie rownoramiennym ABC, w ktérym |4C| = |BC]|
wysokos¢ CE jest dwa razy dluzsza od wysokosci AD (patrz

rysunck). Oblicz kosinusy wszystkich katéw wewngtrznych
trojkata ABC.

Zadanie 8.10. [matura, maj 2008, zadanie 12. (4 pkt)]
W tréjkacie prostokatnym ABC przyprostokatne majg dtugosci: |[BC| = 9, |CA| = 12. Naboku 4B
wybrano punkt D tak, ze odcinki BC i CD maja réwne dlugosci. Oblicz dtugo$é¢ odcinka AD.

8. Plonimetria - zadania

Zadanie 8.11.

Trapez réwnoramienny jest opisany na okregu.
Suma dtugosci krétszej podstawy i ramienia
trapezu jest rowna 30. Wyraz pole tego trapezu
jako funkcjg dtugosci jego ramienia. Wyznacz
dziedzing tej funkcji.

[matura prébna CKE, styczen 2009, zadanie 8. (6 pkt)]

AN

Zadanie 8.12. [matura, maj 2009, zadanie 8. (4 pkt)]

Dwa okregi o srodkach 4 i B sg styczne
zewngtrznie i kazdy z nich jest jednoczes-
nie styczny do ramion tego samego kata
prostego (patrz rysunek). Udowodnij,
ze stosunek promienia wigkszego z tych
okregéw do promienia mnicjszego jest
rowny 3 + 2V2. B
Zadanie 8.13. [matura, sierpien 2010, zadanie 8. (4 pkt)]
Odcinek CD jest zawarty w dwusiccznej kata
ACB trojkata ABC. Katy tréjkata ABC maja
miary: |<<CAB| = 42°, |<{ABC| = 78°. Styczna
do okrggu opisanego na tym trojkacie w punk-
cie C przecina prosta AB w punkcie E (zobacz
rysunek).

Oblicz, ile stopni ma kazdy z katow trojkata CDE.

Zadanie 8.14.

Podstawa 4B tréjkata rownoramiennego ABC ma diugos¢ 8 oraz | << BAC| = 30°. Oblicz dtugos¢
srodkowej 4D tego trojkata.

[matura, maj 2011, zadanie 6. (4 pkt)]
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[matura, czerwicc 2011, zadanie 7. (@ pkt)]

Zadanie 8.15. i : :
l4c| = 5 i |4B| = 8. Pole tego trojkata jest row-

Dany jest tréjkat ostrokatny ABC, w ktérym
ne 105/3. Oblicz promici okr¢gu opisanego na tym trojkacie.

Zadanie 8.16.
Dany jest prostokat ABCD, w ktérym |4B| = a,
trojkata DAB opuszczong na jego bok BD. Wyraz po

[matura, maj 2012, zadanic 9. (5 pkt)] . -
|BCl=bia>b. Odcinek AE jest wysokoscig

le trojkata AED za pomocg a ib.

Zadanie 8.17. [matura, czerwiec 2012, zadanie 8. (5 pko)]
W czworokgcie ABCD dane sa diugosci bokow: |4B| = 24, cpl = 1?- |AD‘ =1 ll:onadtho
katy DAB oraz BCD sg proste. Oblicz pole tego czworokata oraz dugosci Jego prze atnych.

Zadanie 8.18. [matura, maj 2013, zadanie 9. (5 pkt)] .
Dany jest trojkat ABC, w ktorym [AC| = 17 i |BC| = 10. Na boku AB lezy punkt D taki,
e |AD| : |DB| =3 : 4 oraz |DC]| = 10. Oblicz pole trojkata ABC.

Zadanie 8.19. [matura, czerwiec 2013, zadanie 6. (5 pkt)]
W réwnolegloboku ABCD miara kata ostrego jest rowna 30°, a odlegloéci punktu przecigcia
si¢ przekatnych od sasiednich bokéw réwnolegtoboku sa réwne 2 i /3. Oblicz dtugosé krotszej

przekatnej tego rownolegloboku.

Zadanie 8.20. [matura, maj 2014, zadanic 9. (5 pkt)]

Dane sg trzy okregi o $rodkach 4, B, C i promieniach réwnych odpowiednio r, 2r, 3r. Kazde
dwa z tych okregdw sa zewngtrznie styczne: pierwszy z drugim w punkcie K, drugi z trzecim
w punkcie L i trzeci z pierwszym w punkcie M. Oblicz stosunek pola tréjkata KLM do pola
tréjkata ABC.

Zadanie 8.21. [matura, czerwiec 2014, zadanie 2. (4 pkt)]

W czworokat ABCD, w ktérym IAD| =53 i |cD| = 6, mozna wpisa¢ okrag. Przekatna BD

tworzy z bokiem AB czworokata kat o mierze 60°, natomiast z bokiem AD tworzy kat, ktérego
5 s 3 - .

sinus jest rowny 1 Wyznacz dugoéci bokéw AB i BC oraz dtugosé przekatnej BD tego czwo-

rokata.

Zadanie 8.22. [przykiadowy arkusz CKE, grudzien 2014, zadanie 7. (2 pkt)]

Dlugosci bokéw prostokata sa rowne 3 oraz 5. Oblicz sinus kata ostrego, ktory tworza prze-
katne tego prostokata.

Zadanie 8.23. [matura, maj 2015, zadanie 10. (4 pkt)]
Diugosci bokow czworokata ABCD sg rowne: |4B| = 2, |BC| = 3, |CD| = 4 |DA| =5
Na czworokacie ABCD opisano okrgg. Oblicz dtugosé przekatnej AC tego czworokata.

8. Planimetria - zadania

Zadanie 8.24. [matura, maj 2015, zadanic 8. (4 pkt)]

Na boku 4B tréjkata réwnobocznego ABC wybrano punkt D taki, ze [4D| : |DB| =2 : 3.
Oblicz tangens kata ACD.

Zadanie 8.25.
W trojkat prostokgtny o przyprostokatnych diugosei 15 i 20 wpisano okrag. Oblicz diugos¢
odcinka laczacego wierzcholek kata prostego tego trojkata z punktem wspdlnym okregu i prze-
ciwprostokatnej.

[matura, czerwiec 2015, zadanic 11. (4 pkt)]

Zadanie 8.26. [matura, czerwice 2016, zadanie 10. (4 pkt)]
Dany jest tréjkat ABC, w ktérym |AC| = |BC] = 10, | < ACB| = 120°. Na boku CB obrano punkt P
dzielacy ten bok w stosunku 3 : 2 (liczae od punktu C). Oblicz sinus kata PAB.

Zadanie 8.27. [matura, maj 2017, zadanie 9. (6 pkt)]

W tréjkacic réwnoramiennym wysoko$é opuszczona na podstawg jest réwna 36, a promicn
okregu wpisanego w ten tréjkat jest rowny 10. Oblicz diugosci bokéw tego trojkata i promien
okreggu opisanego na tym tréjkacie.

Zadanie 8.28.
Trapez réwnoramienny ABCD o ramicniu dtugosci 6 wpisany jest w okrag, przy czym diuzsza
podstawa AB trapezu, o dtugosci 12, jest $rednica tego okregu. Przekatne AC i BD trapezu
przecinajg si¢ w punkcie P. Oblicz pole kola wpisanego w tréjkat ABP.

[matura, czerwiec 2017, zadanie 14. (6 pkt)]

Zadanie 8.29. [matura, maj 2018, zadanie 3. (5 pkt)]
Dany jest czworokat wypukly ABCD, w ktérym |4D| = |4B| = |BC| = a, |[< BAD| = 60°
i | << ADC| = 135°. Oblicz pole czworokata ABCD.

Zadanie 8.30.
Trapez prostokatny ABCD o podstawach AB i CD jest opisany na okr¢gu. Rami¢ BC ma dlu-
20$¢ 10, a ramig AD jest wysokoscig trapezu. Podstawa A8 jest 2 razy dtuzsza od podstawy CD.
Oblicz pole tego trapezu.

[matura, czerwice 2018, zadanie 12. (5 pkt)]

Zadanie 8.31. [matura, maj 2019, zadanie 10. (4 pkt)]
Punkt D lezy na boku AB tréjkata ABC oraz |4C| = 16, |4D| = 6, |CD| = 14 i |BC| = |BD|.
Oblicz obwad trojkata ABC.

Zadanie 8.32.

Miara kata wewngtrznego n- kata foremnego jest o 2° mniejsza od miary kata wewngtrznego
(n + 2) — kata foremnego. Oblicz n.

[matura, czerwiec 2019, zadanie 10. (4 pkt)]

39

ZADANIA


Mobile User


N
>
o
>
=
>

40

Matematyka. Zbiér zadars maturalnych. Lata 2002-2024. Poziom rozszerzony

Zadanie 8.33. [matura, maj 2020, zadanic 8. (4 pkt)]

W tréjkacie réownoramicnnym ABC: ¢
|[4C| = |BC| =10, a miara kata ABC

Jest réwna 30°. Na boku BC wybrano

punkt P, taki, ze M = E Oblicz si-
lpc| 3

nus kata a (zobacz rysunck).

Zadanie 8.34. [matura, lipiec 2020, zadanie 14. (6 pkt)]
Dany jest romb ABCD. Przez wierzchotki B
i D poprowadzono dwie proste réwnolegte
przecinajace boki CD i AB — odpowiednio
— w punktach M i N, tak, ze podzielity one
ten romb na trzy figury AND, NBMD, BCM
o rownych polach. Ponadto wiadomo, ze
|MB| = |ND| =|BD| (zobacz rysunck). Ob-
licz cosinus kata ostrego tego rombu.

Zadanie 8.35. [test diagnostyczny CKE, marzec 2021, zadanie 9. (4 pkt)]

Czworokat ABCD jest wpisany w okrag o promieniu g = 5./2. Przekatna BD tego czworoka-

ta ma dlugo$é 10. Katy wewnetrzne BAD i ADC czworokata ABCD sg ostre, a iloczyn sinuséw
3 . . .

wszystkich jego katow wewngtrznych jest rowny 3 Oblicz miary katéw wewngtrznych tego

czworokata.

Zadanie 8.36. [matura, maj 2021, zadanie 13. (4 pkt)]

Dany jest trojkat prostokatny ABC. Promiei okrggu wpisancgo w ten trojkat jest pigé razy
krotszy od przeciwprostokatnej tego trojkata. Oblicz sinus tego z katéw ostrych tréjkata ABC,
ktéry ma wigksza miarg.

Zadanie 8.37. [matura, czerwiec 2021, zadanie 14. (5 pkt)]

Na okregu jest opisany czworokat ABCD. Bok AD tego czworokata jest dwa razy diuzszy
od boku AB, a przekatna BD ma dtugos¢ réwng 6. Ponadto spetnione sg nastgpujace warunki:
cos(£ADB) = % |4BCD|=90° oraz |4B|> 5.

Oblicz dlugo$¢ boku BC tego czworokata.

Zadanie 8.38. [test diagnostyczny CKE, grudzien 2022, zadanie 11. (5 pkt)]
Dany jest trapez ABCD o podstawach AB i CD, w ktorym |AB| > |CD| oraz rami¢ BC ma
dtugosé 6. Na tym trapezic opisano okrag o promieniu R = 5. Miary katéw BAC i ABC tego

Iniajag warunek
trapezu spelniaja sin|<tBAC| s
sin|<4BC| 8

Oblicz pole i obwéd trapezu ABCD. Zapisz obliczenia.

8. Planimetria - zadania

Zadanie 8.39. [matura, maj 2023, zadanic 8. (4 pkt)]

Czworokat ABCD, w ktérym |BC| = 4 i |CD| = 5, jest opisany na okregu. Przekatna AC tego
czworokgta tworzy z bokiem BC kat o mierze 60°, natomiast z bokiem AB — kat ostry, ktorego
sinus jest rowny %

Oblicz obwdd czworokata ABCD. Zapisz obliczenia.

Zadanie 8.40.
Czworokat wypukly ABCD jest wpisany w okrag o pro-
micniu 4. Katy BAD i BCD sy proste (zobacz rysu- c
nek). Przekatne AC i BD tego czworokata przecinajg si¢
w punkcic £ tak, ze |BE| = 3-|DE| oraz |BD| = 2 -|4E|.

[matura, czerwiec 2023, zadanie 12. (5 pkt)]

Oblicz dtugosci bokéw czworokata ABCD. Zapisz obli-
czenia.

A

Zadanie 8.41. [matura, maj 2024, zadanic 9. (4 pkt)]
Dany jest kwadrat ABCD o boku dtugosci a. Punkt £ p E C

Jest $rodkiem boku CD. Przekatna BD dzieli trojkat ACE
na dwie figury: AGF oraz CEFG (zobacz rysunck).
5
G
Oblicz pola figur AGF oraz CEFG. Zapisz obliczenia. A i B

Zadanie 8.42. [matura, maj 2024, zadanie 13. (4 pkt)]

Promien okrggu opisanego na tréjkacie ABC jest réwny 17. Najdluzszym bokiem tego trojkata
Jest bok AC, a dlugosci dwoch pozostatych bokéw sg rowne |4B| =30 oraz |BC| = 17. Oblicz
miarg kata BAC oraz dtugos¢ boku AC tego trojkata.

Zadanie 8.43.
W okrag o promieniu 4 wpisano tréjkat ABC. Dlugo$¢ boku AB jest rowna 6. Bok BC ma
dhugosé 443 i jest najdtuzszym bokiem tego trojkata. Oblicz diugosé boku AC tréjkata ABC.

[matura, czerwicc 2024, zadanie 8. (4 pkt)]

Zapisz obliczenia.
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9. Stereometria

Zadanie 9.1, [probna matura CKE, styczen 2004, zadanic 18. (6 pkt)]

Podstawy ostroslupa jest prostokat o polu 9 dm2 Dwie ciany boczne ostrostupa s3 prostopad-
le do plaszczyzny podstawy, a dwic pozostate éciany boczne sa nachylone do plaszczyzny

podstawy pod katami L
3 6

a) Sporzadz rysunek ostrostupa i zaznacz na nim dane katy.
b) Oblicz objetos¢ ostrostupa.

Zadanie 9.2. [matura, maj 2005, zadanie 16. (5 pkt)]
Szescian o krawgdzi diugosci a przecigto plaszczyzna przechodzaca przez przekatna podstawy
i nachylong do plaszczyzny podstawy pod katem % Sporzadz odpowiedni rysunek.

Oblicz pole otrzymancgo przekroju.

Zadanie 9.3. [matura, styczen 2006, zadanie 19. (6 pkt)]

Dany jest ostrostup prawidlowy tréjkatny, w ktorym dtugosé krawedzi podstawy jest rowna a.
Kat migdzy krawedzig boczna i krawedzia podstawy ma miarg 45°. Ostrostup przecigto plasz-
czyzng przechodzacq przez krawedz podstawy i $rodek przeciwleglej jej krawedzi bocznej.
Sporzadz rysunck ostrostupa i zaznacz otrzymany przekrdj. Oblicz pole tego przekroju.

Zadanie 9.4. [matura, maj 2007, zadanie 3. (5 pkt)]
Kapsula ladownika ma ksztalt stozka zakonczonego w podstawie pétkula o tym samym pro-
mieniu co promiei podstawy stozka. Wysokos$¢ stozka jest o 1 m wigksza niz promien potkuli.

Objetos¢ stozka stanowi % objgtosci calej kapsuty. Oblicz objgtosé kapsuty ladownika.

Zadanie 9.5. [matura probna CKE, marzec 2008, zadanie 8. (5 pkt)]
W graniastoslupie prawidlowym sze$ciokatnym plasz-
czyzna ABC zawierajaca przekatne sasiednich $cian

bocznych, wychodzacych z tego samego wierzchotka,
Jest nachylona do podstawy graniastostupa pod ka-
tem a = 60°. Pole przekroju graniastosiupa tg plaszczy-
zng réwna si¢ 843. Zaznacz na ponizszym rysunku
kat a. Oblicz objgtos¢ tego graniastostupa.
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Zadanie 9.6. [matura, maj 2008, zadanie 11. (5 pkt)]
W ostrostupic prawidtowym czworokatnym dane
sq: H — wysoko$¢ ostrostupa oraz a — miara kata
utworzonego przez krawgdz boczng i krawedz pod-
stawy (45° < & < 90°).

a) Wykaz, ze obj¢tosé ¥ tego ostrostupa jest

2 -4 H?
rowna —- S %
3 tgla -1

b) Oblicz miarg kata a, dla ktérej objgtosé ¥

2
danego ostrostupa jest rowna ;II 3. Wynik

podaj w zaokragleniu do catkowitej liczby
stopni.

Zadanie 9.7. [matura probna CKE, styczeii 2009, zadanie 11. (4 pkt)]
Dany jest ostrostup prawidlowy czworokatny,

w ktérym wszystkic krawgdzie majg rowng dtu-

gos¢. Zaznacz na rysunku kat utworzony przez

dwie sasiednie sciany boczne tego ostrostupa i ob-

licz kosinus tego kata.

Zadanie 9.8. [matura, maj 2009, zadanie 11. (6 pkt)]

Dany jest ostrostup prawidtowy tréjkatny, w ktorym krawedz
podstawy ma dugos$é @ i krawgdz boczna jest od niej dwa
razy diuzsza. Oblicz cosinus kata migdzy krawgdzig boczng
i krawgdzig podstawy ostrostupa. Narysuj przekr6j ostrostupa
plaszczyzng przechodzacq przez krawedz podstawy i Srodek
przeciwleglej krawegdzi bocznej i oblicz pole tego przekroju.

Zadanie 9.9. [matura, maj 2010, zadanie 11. (5 pkt)]

W ostrostupic prawidlowym tréjkatnym krawgdz podstawy ma dtugosé a. Sciany boczne s
tréjkatami ostrokgtnymi. Miara kata migdzy sasiednimi $cianami bocznymi jest réwna 2a.
Wyznacz obj¢tosé tego ostrostupa.
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Zadanie 9.10.

Objgtos¢ graniastoslupa prawidlowego tréjkgtnego jest rowna 1243, a pole PO‘V"e_”“‘h"‘ bo‘-'l'.
nej tego graniastostupa jest rowne 36. Oblicz sinus kata, jaki tworzy przekatna $ciany bocznej
z sasiednig $ciang boczng.

[matura, sicrpicn 2010, zadanie 7. (5 pkt)]

Zadanie 9.11. [matura, maj 2011, zadanie 11. (6 pkt)]

Dany jest ostrostup prawidlowy czworokatny ABCDS o podstawic ABCD. W trdjkacie réwno-
ramiennym ASC stosunck diugosci podstawy do diugoci ramicenia jest rowny ,AC] 48| =6:5.
Oblicz sinus kata nachylenia sciany bocznej do plaszczyzny podstawy.

Zadanie 9.12. [matura, czerwicc 2011, zadanie 12. (4 pkt)]
W ostrostupie trojkatnym ABCS o podstawie ABC i wierzchotku S dane sa:
|4B| =|4C| =|SB| = |SC| = 9 i |4S| = |BC]| = 8. Oblicz objgtos¢ tego ostrostupa.

Zadanie 9.13. [matura, maj 2012, zadanie 10. (5 pkt)]
Podstawy ostrostupa ABCS jest trojkat réwnoramienny ABC. Krawedz AS jest wysokoscig
ostrostupa oraz |4S| = 84210, [BS| =118, |CS| = 131. Oblicz objgtos¢ tego ostrostupa.

Zadanie 9.14.
Podstawa ostrosiupa ABCS jest trojkat rownoramienny ABC, w ktérym |AB| =30,

|BC | = ]AC | =39 i spodek wysokosci ostrostupa nalezy do jego podstawy. Kazda wysoko$é
$ciany bocznej poprowadzona z wierzchotka S ma diugos¢ 26. Oblicz objgtos¢ tego ostrostupa.

[matura, czerwiec 2012, zadanic 11. (5 pkt)]

Zadanie 9.15. [matura, maj 2013, zadanie 10. (4 pkt)]

W ostrostupie ABCS podstawa ABC jest trojkatem réwnobocznym o boku diugoséci a. Kra-
wedz AS jest prostopadia do plaszczyzny podstawy. Odlegios¢ wierzchotka 4 od $ciany BCS
jest rowna d. Wyznacz objgtos¢ tego ostrostupa.

Zadanie 9.16.
Podstawg ostrostupa prawidtowego tréjkatnego ABCS
jest trojkat ABC. Kat nachylenia krawgdzi bocznej AS
do plaszczyzny podstawy ostrostupa jest réwny kato-
wi miedzy krawgdziami bocznymi AS i BS zawartymi
w $cianie bocznej ASB tego ostrostupa (zob. rysunck).
Oblicz kosinus tego kata,

[matura, czerwicc 2013, zadanie 9. (5 pkt)]

9. Stereometria - zadania 45

Zadanie 9.17. [matura, maj 2014, zadanie 9. (6 pkt)]
Oblicz objetosé ostrostupa trojkatnego ABCS,
ktorego siatkg przedstawiono na rysunku,

Zadanie 9.18.
Podstawy ostrostupa jest kwadrat ABCD o boku dtugosci 25. Sciany boczne ABS i BCS maja
takie same pola, kazde réwne 250. Sciany boczne ADS i CDS tez maja jednakowe pola, kazde
rowne 187,5. Krawedzie boczne AS i CS majg réwne dlugosci. Oblicz objgtosé tego ostrostupa.

[matura, czerwiec 2014, zadanie 10. (5 pkt)]

Zadanie 9.19. [matura, maj 2015, zadanie 14. (S pkt)]

Podstawg ostrostupa ABCDS jest kwadrat ABCD. Krawedz boczna SD jest wysokos$cig ostro-
stupa, a jej dlugos¢ jest dwa razy wigksza od dtugosci krawgdzi podstawy. Oblicz sinus kata
migdzy $cianami bocznymi ABS i CBS tego ostrostupa.

Zadanie 9.20. [matura, maj 2015, zadanie 10. (6 pkt)]

Krawedz podstawy ostrostupa prawidlowego czworokatnego 4BCDS ma dlugosé a. Sciana
boczna jest nachylona do plaszczyzny podstawy ostrostupa pod katem 2a . Ostrostup ten
przecigto plaszczyzng, ktora przechodzi przez krawgdz podstawy i dzieli na potowy kgt po-
migdzy $ciang boczng i podstawg. Oblicz pole powstalego przekroju tego ostrostupa.

Zadanie 9.21.
Podstawy ostrostupa ABCDS jest trapez ABCD. Przckatna AC tego trapezu ma dlugo$é 843,

[matura, czerwicc 2015, zadanie 14. (5 pkt)]

jest prostopadta do ramienia BC i tworzy z dluzszq podstawg AB tego trapezu kat o mierze 30°,
Kazda krawedZ boczna tego ostrostupa ma t¢ samg diugosé 4/5. Oblicz odlegtos¢ spodka
wysokosci tego ostrostupa od jego krawgdzi bocznej SD.
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Zadanie 9.22. [matura, czerwiec 2015, zadanie 9. (5 pkt)]

Dany jest szescian ABCDEFGH o krawgdzi dlugos- L LR G
ci 2. Punkt P jest §rodkiem krawgdzi BC. Plaszczy-

zna AHP przecina krawgdz CG w punkcie R (zobacz E
rysunek).

Oblicz pole przekroju tego szeécianu plaszczyzng
przechodzacy przez punkty A, H, R i P.

Zadanie 9.23. [matura, maj 2016, zadanie 15. (6 pkt)]

W ostrostupie prawidiowym czworokatnym ABCDS o podstawic ABCD wysokos¢ jest rowna S,
a kat migdzy sasiednimi $cianami bocznymi ostrostupa ma miarg 120° Oblicz objgtos¢ tego
ostrostupa.

Zadanie 9.24. [matura, czerwicc 2016, zadanie 12. (6 pkt)]

Tréjkat ABC jest podstawa prawidlowego ostrostupa ABCS, ktorego krawgdz boczna ma diu-
2o$¢ 10. Punkt D jest srodkiem wysokosci SO ostrostupa oraz |AD| = 24/13. Oblicz objgtos¢
tego ostrostupa.

Zadanie 9.25. [matura, maj 2017, zadanie 9. (4 pkt)]

W czworoscianie, ktérego wszystkie krawedzie maja taka samg dtugoéé 6, umieszczono kulg
tak, ze ma ona dokladnie jeden punkt wspdlny z kazda $ciang czworoscianu. Plaszczyzna m.
réwnolegla do podstawy tego czworo$cianu, dzieli go na dwie bryly: ostrostup o objgtosci

rownej % objgtosci dzielonego czworoscianu i ostrostup scigty. Oblicz odlegtos¢ srodka S

kuli od plaszczyzny =, tj. dtugosé najkrétszego sposrod odcinkéw SP, gdzie P jest punktem
plaszczyzny n.

Zadanie 9.26. [matura, maj 2017, zadanie 10. (6 pkt)]
Przekatne sasiednich $cian bocznych prostopadloscianu wychodzace z jednego wierzchotka

tworza z jego podstawa katy o miarach % i a. Cosinus kata migdzy tymi przekatnymi jest

rowny 14—(1 Wyznacz miarg kata a.

Zadanie 9.27.
Podstawa ostrostupa ABCD jest trojkat rownoramienny o podstawie |AB| = b ikacic a pomig-
dzy ramionami. Krawedz CD jest wysokoscig ostrostupa, a kat nachylenia $ciany ABD do pod-
stawy ostrostupa jest rowny f3. Oblicz obj¢tos¢ i pole powierzchni catkowitej tego ostrostupa.

[matura, czerwiec 2017, zadanie 7. (6 pkt)]

9. Stereometria ~ zadania

Zadanie 9.28.

Objetos¢ stozka scigtego (przedstawionego na rysunku) mozna obli-

[matura, maj 2018, zadanie 10. (4 pkt)]

g 1 5 ) : .
czyé ze wzoru V = ger(r- +rR + R?), gdzic r i R sa promicnia-

mi podstaw (< R), a H jest wysokosciq bryly. Dany jest stozek
scigty, ktorego wysoko$¢ jest rowna 10, objgtos¢ 840m, a =6 Oblicz
cosinus kata nachylenia przekatnej przekroju osiowego tej bryly
do jednej z jej podstaw.

Zadanie 9.29.
Przekroj ostrostupa prawidlowego trojkatnego ABCS plaszczyzng przechodzgcy przez wierz-
chotek S i wysokosci dwéch $cian bocznych jest tréjkatem réwnobocznym. Krawedz boczna

[matura, maj 2018, zadanice 11. (5 pkt)]

tego ostrostupa ma dtugo$¢ g Oblicz objgtos¢ tego ostrostupa.

Zadanie 9.30.

Podstawa ostrostupa prawidlowego ABCDS jest kwadrat ABCD. Punkt M jest srodkiem od-
cinka AB, a punkt N jest srodkiem odcinka BC. Trojkat MNS jest réwnoboczny i jego bok
ma dtugosé¢ m. Oblicz objgtos¢ ostrostupa ABCDS i kat nachylenia $ciany bocznej do plasz-
czyzny podstawy tego ostrostupa.

[matura, czerwiec 2018, zadanie 3. (5 pkt)]

Zadanie 9.31.
Podstawg ostrostupa ABCDS jest prostokat ABCD, ktérego boki majg diugosci |4B| = 32

[matura, maj 2019, zadanie 11. (6 pkt)]

i |BC| = 18. Sciany boczne ABS i CDS sa trojkatami przystajacymi i kazda z nich jest nachy-
lona do plaszczyzny podstawy ostrostupa pod katem «. Sciany boczne BCS i ADS sg tréjka-
tami przystajacymi i kazda z nich jest nachylona do plaszczyzny podstawy pod katem f.
Miary katéow a i B spetniajg warunek: a + f# = 90°. Oblicz pole powierzchni catkowitej tego
ostrostupa.

Zadanie 9.32.
Podstawg ostrostupa prawidlowego ABCS jest trojkat
réwnoboczny ABC o boku dlugosci 6.

Na krawgdziach bocznych BS i CS wybrano punkty,
odpowiednio D i E, takie ze |BD|=|CE| oraz

|DE| = 4 (zobacz rysunck). Plaszczyzna ADE jest

[matura, czerwiec 2019, zadanie 11. (6 pkt)]

prostopadla do plaszczyzny $ciany bocznej BCS os-

trostupa.

Oblicz objgtos¢ tego ostrostupa.
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Zadanie 9.33. [matura, czerwicc 2020, zadanie 14. (6 pky)]

Podstaws ostrostupa czworokatnego ABCDS jest trapez ABCD (AB || CD). Ramiona tego

trapezu majg dtugosci |4D| =10 i |BC| =16, a miara kata ABC jest rowna 30°. Kazda Sciana
9 7 .

boczna tego ostrostupa tworzy z plaszczyzng podstawy kat o, taki, ze tga = 5 Oblicz objg-

tos¢ tego ostrostupa.

Zadanie 9.34. [test diagnostyczny CKE, marzec 2021, zadanie 11. (4 pkt)]

Dany jest graniastostup prawidlowy tréjkatny ABCDEF. Kra- F

wedz podstawy tego graniastostupa ma dtugosé 4, a wysokosé

graniastostupa jest rowna 6 (zobacz rysunck). D E

Oblicz sinus kata AFB.

Zadanie 9.35.
Dany jest sze$cian ABCDEFGH o krawegdzi diugoscei 2. H G
Punkt § jest srodkiem krawedzi DH (zobacz rysunek).
Oblicz miar¢ najmnicjszego kata wewngtrznego trojka-
ta CFS.

[matura, czerwicc 2021, zadanie 10. (4 pkt)]

5

F--3c

Zadanie 9.36.
Dany jest ostrostup prawidlowy czworokatny ABCDS o podstawie ABCD i polu powierzchni

[arkusz pokazowy CKE, marzec 2022, zadanie 10. (6 pkt)]

bocznej rownym P. Kat migdzy wysokosciami sgsiednich $cian bocznych poprowadzonych
z wierzchotka § ma miar¢ 2a. Objetos$¢ tego ostrostupa jest rowna (Jk - P? - sina - cos(2a) 3

gdzie k jest statym wspélczynnikiem liczbowym. Oblicz wspélezynnik k. Zapisz obliczenia.

9. Stereometria - zadania

Zadanie 9.37. [informator maturalny CKE 2021, zadanie 21. (5 pkt)]

W ostrostupic prawidlowym czworokatnym ABCDE punkt O jest $rodkiem symetrii podsta-
wy ostrostupa. Stosunck obwodu podstawy ABCD do sumy dlugoéci wszystkich krawedzi
ostrostupa jest réwny 1:5. Przez przekatng AC podstawy i srodek S krawedzi bocznej BE
poprowadzono plaszczyzng.

Oblicz stosunck pola otrzymanego przekroju do pola podstawy ostrostupa oraz miarg kata BSO
(w zaokragleniu do 1°).

Zadanie 9.38. [informator maturalny CKE 2021, zadanie 25. (3 pkt)]
Dany jest szescian ABCDEFGH o krawegdzi H G
dtugosci a. Punkt P jest srodkiem krawe-
dzi CG tego szescianu (zobacz rysunck obok). £ Ly
Oblicz odlegtos¢ wierzchotka C od plaszezy- P |PG|=|pc|
zny zawicerajacej punkty B, D oraz P.
g C

Zadanie 9.39. [informator maturalny CKE 2021, zadanie 27. (4 pkt)]

Tomek i Marek chcg wejsé docelowo na szezyt S pewnej gory. W chwili poczatkowej znaj-
duja si¢ w punkcie P polozonym na stoku géry dokfadnic na poétnoc od szczytu na wysoko-
sci Hy metréw n.p.m.

Tomek i Marek chca dotrzeé¢ do bazy B znajdujgcej si¢ Rys. 1 N

dokladnie na potudnie od szczytu na przeciwlegltym potu-
dniowym stoku géry na wysokosci H, metréw n.p.m., a na-
stgpnic z bazy wejs¢ na szezyt lezacy na wysokosci H, me-
trow n.p.m. (patrz rysunek L.).

Oblicz dhugosé najkrétszej drogi, jaka muszg pokonaé, aby
dotrze¢ do bazy.

Przyjmij, ze gora jest stozkiem o kacie rozwarcia a.
Wskazéwka: Powierzchnia boczna stozka po rozcigciu
wzdluz tworzqcej i rozloZeniu jest wycinkiem kola.
Najkrotsza droga do bazy odpowiada najkrotszej drodze z punktu P do B na wycinku kola.
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Zadanie 9.40. [matura, maj 2022, zadanic 13. (5 pkt)]
Dany jest graniastostup prosty ABCDEFGH o podstawic pro- 9 £

stokatnej ABCD. Przekatne AH i AF $cian bocznych tworza 5
kat ostry o mierze a takicj, ze sina = % (zobacz rysunck). LU : £
Pole trojkata AFH jest réwne 26,4. Oblicz wysokos¢ h tego E
graniastostupa. :
h :
@ hemaEE E
l" a
D A

Zadanie 9.41. [test diagnostyczny CKE, grudzien 2022, zadanie 10. (5 pkt)]

Dany jest ostrostup prawldlowy czworokatny ABCDS o podstawie ABCD. Krawedz podstawy
tego ostrostupa ma dlugos¢ a. Sciana boczna jest nachylona do plaszczyzny podstawy pod ka-

: . 10
tem o mierze @ takim, Ze cosa = % Przez krawedz BC podstawy ostrostupa poprowadzono

plaszczyzng n prostopadiy do sciany bocznej SAD.

Sporzadz rysunck tego ostrostupa, zaznacz na rysunku przekréj wyznaczony przez plaszczy-
zng¢ m i nazwij figure, ktdra jest tym przekrojem. Oblicz pole otrzymanego przekroju. Zapisz
obliczenia.

Zadanie 9.42. [matura, maj 2023, zadanie 7. (4 pkt)]

Dany jest szescian ABCDEFGH o krawedzi dlugosci 6. H G
Punkt S jest punktem przecigeia przekatnych Af i DE $cia-
ny bocznej ADHE (zobacz rysunck). !

Oblicz wysokos¢ trojkata SBH poprowadzong z punktu S
na bok BH tego trojkata. Zapisz obliczenia.

Zadanie 9.43.
Dlugos¢ krawedzi podstawy graniastostupa prawidlowego trojkgtnego jest rowna a.
Sinus kata migdzy przekatnymi Scian bocznych wychodzacymi z jednego wierzcholka grania-

[matura, czerwiec 2024, zadanic 10. (4 pkt)]

stostupa jest rowny r Wyznacz pole powicrzchni calkowitej tego graniastoslupa. Zapisz

obliczenia.

b § Zadanie 10.2.
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10. Geometria analityczna

Zadanie 10.1.
W ukladzic wspotrzgdnych sa danc punkty: A(

[matura CKE dla chegtnych, styczen 2003, zadanie 17. (5 pkt)]
-9, —2) oraz B(4, 2). Wyznacz wspdlrz¢d-
ne punktu C lezacego na osi OY, tak ze kat ACB jest katem prostym.

[matura probna CKE, styczen 2004, zadanie 14. (3 pkt)]
Wykaz, ze jesli a # b, to rownanie:

X2+ y? +a\+bv+'—2,——0

jest rownaniem okregu. Wyznacz wspétrzedne $rodka i dtugosé promicnia tego okr¢gu.

Zadanie 10.3. [matura, maj 2005, zadanie 18, (8 pkt)]
Pary liczb (x, y) spetniajace uklad rownan:
—4x2 4+ T +2y+1=0
-x2+y+4=0
sa wspotrzgdnymi wicrzchotkow czworokata wypuklego ABCD.
a) Wyznacz wspoétrzedne punktow: 4, B, C, D.
b) Wykaz, ze czworokat ABCD jest trapezem rownoramiennym.
¢) Wyznacz rownanie okr¢gu opisanego na czworokacie ABCD.

Zadanie 10.4. [matura, styczen 2006, zadanic 18. (8 pkt)]
Punkty 4 = (7, 8) i B = (-1, 2) s wierzcholkami trojkata ABC, w ktorym |<IBCA| =90°.
a) Wyznacz wspolrzedne wierzchotka C, wiedzac, e lezy on na osi OX.

b) Napisz rownanie obrazu okrggu opisanego na trdjkacie ABC w jednoktadnosci o $rodku
w punkeie P = (1, 0) i skali k = -2.

Zadanie 10.5. [matura prébna CKE, listopad 2006, zadanie 6. (4 pkt)]

Podstawa AB trapezu ABCD jest zawarta w osi Ox, >
wierzchotek D jest punktem przecigeia paraboli o réw-

s 1 ; ;
naniu y = —sz +x+6 z osig Oy. Pozostale wierz-

cholki trapezu rowniez leza na tej paraboli (patrz rysu-
nck). Oblicz pole tego trapezu.
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Zadanie 10.6. [matura, maj 2007, zadanie 5. (7 pkt)]

A\Vlcrzcholki trojkata réwnobocznego ABC sq punktami paraboli y = —x? + 6x. Punkt C jest
jej wierzchotkiem, a bok 4B jest rownolegly do osi Ox. Sporzadz rysunck w ukladzie wspol-
rz¢dnych i wyznacz wspolrzedne wierzchotkow tego trojkata.

Zadanie 10.7.

Wiadomo, 7¢ okrag jest styczny do prostej o rownaniu y = 2x - 3 w punkcic 4 = (2, 1) i stycz-

[matura probna CKE, marzec 2008, zadanie 4. (5 pkt)]

. R 1 .
ny do prostej o réwnaniu y = Sx+ 9 w punkcie B = (-4, 7). Oblicz promieni tego okregu.

Zadanie 10.8. [matura, maj 2008, zadanic 7. (4 pkt)]

Uzasadnij, z¢ kazdy punkt paraboli o rownaniu y = lx3 +1 jest rownoodlegty od osi Ox
i od punktu F = (0, 2). 1

Zadanie 10.9. [matura, maj 2008, zadanie 8. (4 pkt)]
Wyznacz wspélrzedne $rodka jednoktadnosci, w ktérej obrazem okrggu o réwnaniu
(x=16)" + y* = 4 jest okrag o réwnaniu (x =6)" + (» - 4)’ = 16, a skala tej jednoktadnosci

jest liczba ujemng.

Zadanie 10.10. [matura probna CKE, styczen 2009, zadanie 3. (5 pkt)]
Jeden z koncow odcinka lezy na paraboli o réwnaniu y = x?, a drugi na prostcj o rownaniu
y = 2x — 6. Wykaz, z¢ dlugos¢ tego odcinka jest nic mnicjsza od Js. Sporzadz odpowiedni

rysunek.

Zadanie 10.11. [matura probna CKE, styczen 2009, zadanie 9. (7 pkt)]
Srodek okregu przechodzacego przez punkty A = (1,4) i B = (-6, 3) lezy na osi Ox.
a) Wyznacz rownanie tego okre¢gu.
b) Wyznacz réwnanic prostej prostopadiej do prostej AB i oddalonej od poczatku uktadu
wspolrz¢dnych o 2.

Zadanie 10.12.
W ukladzie wspélrzgdnych narysuj okrag o réwnaniu (x + 2)1 +(y- 3): = 4 oraz zaznacz punkt

A =(0, —1). Prosta o réwnaniu x =0 jest jedng ze stycznych do tego okrggu przechodzgcych

[matura, maj 2009, zadanie 9. (5 pkt)]

przez punkt A. Wyznacz réwnanic drugicj stycznej do tego okregu, przechodzacej przez punkt A.

Zadanie 10.13.

Punkt 4 = (-2, 5) jest jednym z wierzchotkéw tréjkata rownoramiennego ABC, w ktérym

[matura, maj 2010, zadanic 7. (6 pku)]

|4C| =|BC|. Pole tego trojkata jest rowne 15. Bok BC jest zawarty w prostej o réwnaniu

» = x + 1. Oblicz wspétrzedne wicrzcholka C.

% Zadanie 10.15.

10. Geometria analityczna - zadania

Zadanie 10.14. [matura, sierpien 2010, zadanic 10. (6 pk)]
Punkt 4 = (2, —3) jest wierzcholkiem rombu ABCD o polu réwnym 300. Punkt § = (3, 4) Jjest

$rodkiem symetrii tego rombu. Wyznacz wspolrzedne pozostatych wierzchotkéw tego rombu.

[matura, maj 2011, zadanic 7. (4 pkt)]
Oblicz miarg kata migdzy stycznymi do okregu x4y +2x=2y-3=0 poprowadzonymi

przez punkt A = (2, 0).

Zadanie1036.  [matura, czerwice 2011, zadanic 8. (5 pky)]

Punkty A =(=5,5), C=(8 6) sa przeciwleglymi wicrzchotkami trapezu réwnoramiennc-
g0 ABCD, w ktérym AB | €D . Prosta o réwnaniu y = 2x jest osig symetrii tego trapezu.
Oblicz wspétrzgdne wierzchotkéw B i D oraz pole tego trapezu.

Zadanie 10.17. [matura, czerwiec 2012, zadanic 7. (4 pky)]

Okrag jest styczny do osi ukiadu wsp6trzgdnych w punktach 4 = (0,2 iB=0(, 0) oraz
jest styczny do prostej / w punkcic C = (1, @), gdzie a > 1. Wyznacz réwnanie prostej /.

Zadanie10.18.  [matura, maj 2013, zadanic 7. (4 pkt)]

Prosta o réwnaniu 3x — 4y — 36 = 0 przecina okrag o s$rodku S = (3, 12) w punktach 4 i B.
Dlugos¢ odcinka AB jest réwna 40. Wyznacz rownanie tego okrggu.

Zadanie1019.  [matura, czerwiec 2013, zadanic 7. (4 pkt)]

Punkty 4 = (2, 0) i B = (4, 2) leza na okrggu o réwnaniu (x- l)2 +(v- 3:)Z =10. Wyznacz
na tym okrggu taki punkt C, aby trojkat ABC byl trojkgtem rownoramiennym o podstawic AB.

Zadanie10.20.  [matura, maj 2014, zadanie 8. (4 pkU)]

Punkty 4, B, C, D, E, F sa kolejnymi wicrzchotkami szesciokata foremnego, przy czym
A= (0, 2\/3) B =(2,0), a C lezy na osi Ox. Wyznacz rownanie stycznej do okrggu opisa-
nego na tym szesciokacic przechodzacej przez wierzcholek E.

[matura, czerwice 2014, zadanic 7. (6 pku)]

Zadanie 10.21.

Odcinek 4B o dlugosci 4 jest zawarty w prostej o rownaniu y = —x — % Symetralna od-

S RV

cinka AB przecina o$ Oy W punkcie P = (0, 6). Oblicz wspdlrzgdne koncow odcinka AB.

Zadanie 10.22. [przykladowy arkusz CKE, grudziei 2014, zadanie 17. (6 pk)]
Dany jest okrag 0, 0 rownaniu (x- 3): +(y- l): =1. W pierwszej ,.éwiartee™ ukladu wspol-
rzgdnych istnieja dwa okregi o, 0, styczne zewnetrznie do okregu o, jednoczesnie styczne

do obu osi ukladu wspotrzgdnych. Oblicz odleglos¢ srodkow okrggoéw o, oraz o,.
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Matematyka Zbiér zadar maturalnych. Lata 2002-2024. Poziom rozszerzony

Zadanie10.23.  [matura, maj 2015, zadanie 9. (5 pkt)]
Wyznacz réwnania prostych stycznych do okregu o rownaniu x? + 32 +4x - 6y -3 =0 i za-
razem prostopadtych do prostej x + 2y —6 = 0.

Zadanie 10.24.

[matura, czerwiec 2015, zadanie 7. (2 pkt)]

2 : 3 61 .
Prosta o réwnaniu y = Z.r 5 jest styczna od okrggu o srodku S = (1, - 4). Wyznacz

promicn tego okregu.

Zadanie 10.25.

Punkt M = (5, 6) jest $rodkiem ramicnia BC trojkata réwnoramicnnego ABC, w ktérym

[matura, czerwicc 2015, zadanie 8. (6 pkt)]

|AC] = |BC|. Podstawa AB tego trojkata jest zawarta w prostej o réwnaniu y = lx +1 oraz

A= (—3. 0). Oblicz wspotrzedne wierzchotka B tego trojkata.

Zadanie10.26.  [matura, maj 2016, zadanie 10. (4 pkt)]
Wyznacz wszystkie wartoéci parametru a, dla ktorych wykresy funkeji £ i g, okreslonych

wzorami f(x) =x-2 oraz g(x)=5-ax, przecinaja si¢ w punkcic o obu wspéirzgdnych
dodatnich.

Zadanie10.27.  [matura, maj 2016, zadanie 13. (5 pkt)]
Punkty A = (30, 32) i B =(0, 8) s sasiednimi wierzchotkami czworokata ABCD wpisanego
w okrag. Prosta o rownaniu x — y + 2 = 0 jest jedyng osia symetrii tego czworokata i zawic-

ra przekatna AC. Oblicz wspolrzgdne wierzchotkéw C i D tego czworokata.

Zadanie 10.28.

Punkty 4 =(-7, —=2) i B=(4, —7) sa wierzcholkami podstawy tréjkata réwnoramienne-
20 ABC, a wysokos¢ opuszczona z wicrzchotka A tego trojkata zawiera si¢ w prostej o row-
naniu 2x + 19y + 52 = 0. Oblicz wspotrz¢dne wierzchotka C.

[matura, czerwiec 2016, zadanie 16. (5 pkt)]

Zadanie10.29.  [matura, czerwiec 2016, zadanie 6. (4 pkt)]
Wyznacz réwnania stycznych do okrggu x* + y? + 12x + 4y + 36 = 0, przechodzacych przez
poczatek ukladu wspotrz¢dnych.

Zadanie 10.30.
Wyznacz réownanie okr¢gu przechodzgcego przez punkty A = (—5. 3)iB= (0, 6), ktorego
$rodek lezy na prostej o rownaniu x —3y +1=0.

[matura, maj 2017, zadanie 13. (5 pkt)]

¥ Zadanie 10.34.

10. Geometria analityczna - zadania

Zadanie10.31.  [matura, czerwicc 2017, zadanie 12. (5 pkt)]
Prosta /, na ktorej lezy punkt P = (8, 2), tworzy z dodatnimi pétosiami uktadu wspétrz¢dnych

trojkat prostokatny o polu rownym 36. Wyznacz réwnanie prostej /.

Zadanie10.32.  [matura, maj 2018, zadanic 14. (6 pkt)]

Punkt 4 = (7, —1) jestwicrzchotkicm trojkqta réwnoramiennego ABC, w ktérym |AC| = |BC|.
Obic wspolrzedne wierzchotka C sa liczbami ujemnymi. Okrag wpisany w trojkat ABC ma
rownanie 2 + y? = 10. Oblicz wspotrzedne wierzcholkéw B i C tego trojkgta.

Zadanie10.33.  [matura, czerwiec 2018, zadanie 13. (5 pky)]

Wicrzchotki A i B trojkata prostokatnego ABC leza na osi Oy uktadu wspolrz¢dnych. Okrag
wpisany w ten tréjkat jest styczny do bokéw AB, BC i CA w punktach — odpowiednio —
P =(0,10), 0 =(8,6) iR =(9 13). Oblicz wspolrzedne wierzcholkéw 4, B i C tego trojkata.

[matura, maj 2019, zadanie 11. (6 pkt)]

Dane sq okregi o rownaniach x? + y> —12x -8y +43 =0 ix* + y:=2ax+4y+a’-77=0.
Wyznacz wszystkic wartosci parametru a, dla ktérych te okregi maja dokfadnie jeden punkt
wspolny. Rozwaz wszystkic przypadki.

Zadanie 10.35.
Punkt A = (-2, 6) jest wicrzchotkiem rombu ABCD o polu 90. Przekgtna BD zawicra sig

[matura, czerwice 2019, zadanie 13. (6 pku)]

w prostej / o réwnaniu 2x — y — 5 = 0. Wyznacz dugos¢ boku tego rombu.

Zadanie 10.36.
Prosta o rownaniu x +y —10 = 0 przecina okrag o réwnaniu x? + y> —8x -6y + 8 = 0 w punk-
tach K i L. Punkt S jest $rodkiem cigciwy KL. Wyznacz réwnanic obrazu tego okrggu w jed-
nokladnosci o srodku S i skali k = 3.

[matura, czerwicc 2020, zadanie 12. (5 pkt)]

Zadanie 10.37.
Punkt A = (-2, 6) jest wierzcholkiem rombu ABCD o polu réwnym 82.,5. Przekatna BD tego
rombu zawiera si¢ W prostej / 0 rownaniu 2x = y = 5 = 0. Wyznacz wspdlrzgdne pozostatych
wierzchotkow tego rombu.

[matura, lipiec 2020, zadanie 12. (6 pkt)]

Zadanie 10.38.
Dany jest rownoleglobok, ktorego boki zawieraja si¢ w prostych o rownaniach: y = x + b,
y=x+2by=b,y=2, gdzi liczba rzeczywista b spetnia warunki: b # 2 1 b # 0. Wyznacz
wszystkie wartosci parametru b, dla ktérych pole tego réwnolegloboku jest rowne 1.

[test diagnostyczny CKE, marzec 2021, zadanie 13. (5 pkt)]
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Zadanie10.39.  [matura, maj 2021, zadanie 10. (4 pkt)]

Prosta pljZCChOdZQCa przez punkty 4 = (8, =6) i B = (5, 15) jest styczna do okregu o $rodku
w punkceie O = (0, 0). Oblicz promien tego okregu i wspotrzgdne punktu stycznosei tego okregu
z prostg AB.

Zadanie10.40.  [matura, maj 2021, zadanie 14. (6 pkt)]
Dane sg parabola o réwnaniu y = x? oraz punkty 4 = (0, 2)
i B = (1, 3) (zobacz rysunck). Rozpatrujemy wszystkic trojka-
ty ABC, ktorych wierzchotek C lezy na tej paraboli.
Nicch m oznacza pierwsza wspétrzgdng punktu C.
a) Wyznacz pole P trojkata ABC jako funkcj¢ zmiennej mr.
b) Wyznacz wszystkie wartosci m, dla ktérych tréjkat ABC
jest ostrokatny.

=

+—t—t—t—+
I Y -

I 25 43 %

Zadanie10.41.  [matura, czerwiec 2021, zadanie 9. (4 pkt)]

Dane sg prosta & o réwnaniu x — 2y = 0 i prosta / 0 rownaniu 2x + y — 1 = 0. Punkt P lezy
na prostej o rownaniu y = x + 4. Odleglos¢ punktu P od prostej & jest dwa razy wicksza niz
odleglos¢ punktu P od prostej /. Oblicz wspotrzgdne punktu P.

Zadanie 10.42.
W kartezjanskim ukladzie wspoirzgdnych (x,y) punkt A = (9, 12) jest wierzchotkiem troj-

[arkusz pokazowy CKE, marzec 2022, zadanie 9. (6 pkt)]

kata ABC. Prosta k o rownaniu y = %x zawiera dwusieczna kata ABC tego trojkata. Okrag O

o réwnaniu (x — 8)2 +(y- 4)* =16 jest wpisany w ten trojkat.

Oblicz wspotrzedne punktu stycznosci prostej przechodzacej przez wierzchotki B i C tego
trojkata z okr¢giem O. Zapisz obliczenia.

Zadanie10.43.  [informator maturalny CKE 2021, zadanie 22. (5 pkt)]

Proste o réwnaniach 2x + y —4m—-4=0 i x -3y +5m+5=0 przecinajg si¢ w punkcie P
o wspotrz¢dnych (,\',,,y,.).

Wyznacz wszystkie wartosci parametru n, dla ktérych wspétrzgdne punktu P spetniajg
warunki:

xp >0, yp >0, yp 2 xp 0razyp < -—;27 +8.
Zadanie10.44.  [informator maturalny CKE 2021, zadanie 23. (4 pkt)]
Trapez ABCD jest wpisany w okrag o rownaniu
x2 4+ y? =38x+22y-96=0.
Wierzcholek A trapezu ma obie wspétrzedne ujemne, a odcinek A8 jest dtuzsza z podstaw
tego trapezu. Przekgtna AC trapezu ABCD jest zawarta w prostej o réwnaniu y = x.
Oblicz sinus kata ABC.

10. Geometria analityczna - zadania

Zadanie10.45.  [informator maturalny CKE 2021, zadanic 24. (4 pkt)]
Czworokat ABCD jest rownoleglobokiem takim, Ze

BD =[-21, -7] i DC =[15,8].
Oblicz pole tego rownolegtoboku.

Zadanie 10.46.

Dane sg okrag o, o réwnaniu (x — 6): +(y —4)2 =98 oraz okrag o0, o promieniu 25.

[matura, czerwiec 2022, zadanie 14. (6 pkt)]

Srodki okregéw o, i o, leza po réznych stronach prostej k o rownaniu y = =3x - 6, a punk-
ty wspélne obu okr¢géw lezg na prostej k. Wyznacz réwnanic okr¢gu o;.
Zadanie 10.47.  [test diagnostyczny CKE, grudzien 2022, zadanic 12. (6 pk)]

5

; . 1 3 1
Prosta k o rownaniu x + y —9 = 0 przecina parabolg o rownaniu y = Z.\'- s i w punktach

A oraz B. Pierwsza wspolrzedna punktu A jest liczbg dodatnia; pierwsza wspdirzedna punktu B
jest liczba ujemng. Prosta / jest rownolegla do prostej & i styczna do danej paraboli w punkcie C.
Oblicz odleglosé punktu C od prostej k oraz pole trojkat ABC. Zapisz obliczenia.

Zadanie10.49.  [matura, maj 2023, zadanie 13. (6 pkt)]
W kartezjanskim ukladzie wspétrzgdnych (x, y) prosta / o rownaniu x — y — 2 = 0 przecina pa-

rabolg o réwnaniu y = 4x? - 7x + 1 w punktach A4 oraz B. Odcinck AB jest $rednica okregu O.

; ; 1
Punkt C lezy na okrggu O nad prosta /, a kat BAC jest ostry 1 ma miar¢ @ taka, ze tga = 3
(zobacz rysunck).

T! y=4axi-Tx+1

Oblicz wspotrzgdne punktu C. Zapisz obliczenia.
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Zadanie 10.50.

W okrag o rownaniu (x — ])2 +(y- 2)Z = 25 wpisano trojkat ABC. Bok AB tego trojkata jest

[matura, czerwiec 2023, zadanic 9. (4 pkt)]

zawarly w prostej o rownaniu 4x -3y + 2 = 0. Wysoko$¢ CD tego trojkata dzieli bok AB tak,
ze |[AD|=4- |DB]. Oblicz pole trojkata ABC. Zapisz obliczenia.

Zadanie 10.51.

Okrag o, o $rodku w punkcie S, jest okreslony réwnaniem (x — 6): +(y+ l)2 =16. Okrag o,

[matura, czerwice 2023, zadanie 15. (7 pkt)]

ma srodek w punkcie S, takim, z¢ S—,gz = [~4 4]. Promienie tych okr¢géw sa sobie rowne.
Figura F sklada si¢ z dwoch okrggow: o, oraz o,. Punkty Mi N sa punktami przecigcia figu-

ry F'z1a z jej osi symetrii, ktdra jest prostg o dodatnim wspolezynniku kierunkowym. Wyznacz
punkt K, lezacy na jednej z osi symetrii figury F, taki, Ze pole trojkata MNK jest réwne 40.

Zadanie 10.52.

W Kartezjanskim ukladzie wspotrzednych (x,p) $rodek S okrggu o promicniu NG lezy na pro-
stej o rtéwnaniu y = x + 1. Przez punkt 4 = (1, 2), ktorego odleglos¢ od punktu S jest wigksza
od 5, poprowadzono dwie proste styczne do tego okrggu w punktach — odpowiednio — B
i C. Pole czworokgta ABSC jest rowne 15. Oblicz wspdlrzedne punktu S.

Rozwaz wszystkie przypadki. Zapisz obliczenia.

[matura, maj 2024, zadanie 11. (5 pkt)]

Zadanie 10.53.

W Kkartezjanskim ukladzie wspolrzednych (x, y) prosta o réwnaniu 3x + y +2 = 0 przecina

[matura, czerwiec 2024, zadanie 11. (6 pkt)]

parabolg o réwnaniu y = x* — 2x — 8 w punktach 4 oraz B, ktére sg kolejnymi wierzchotkami

rownolegioboku ABCD. Wierzcholek A ma pierwszg wspolrzedng ujemna. Wierzcholek C lezy

S . 1 : .
na prostej o rownaniu y = —5.\' + 1 i ma pierwsza wspotrz¢dng dodatnig. Odleglosé punktu C

¢
od prostej zawierajacej bok 4B rownolegloboku jest rowna 9410

. Oblicz dtugos¢ boku BC

tego rownolegloboku. Zapisz obliczenia.

11. Kombinatoryka - zadania

1. Kombinatoryka

Zadanie 11.1. [matura, maj 2011, zadanie 9. (4 pkt)]
Oblicz, ile jest liczb o$miocyfrowych, w zapisic ktérych nie wystgpuje zero, natomiast wyste-
puja dwie dwojki i wystepuja trzy tréjki.

Zadanie 11.2. [matura, maj 2012, zadanic 8. (4 pkt)]
Oblicz, ile jest liczb naturalnych o$miocyfrowych takich, ze iloczyn cyfr w ich zapisic dzic-
sigtnym jest rowny 12.

Zadanie11.3. [matura, czerwicc 2012, zadanie 9. (3 k)]
Oblicz, ile jest liczb naturalnych trzycyfrowych podziclnych przez 6 lub podziclnych przez 15.

Zadanie 11.4. [matura, maj 2013, zadanie 3. (3 pkt)]
Oblicz, ile jest liczb naturalnych szesciocyfrowych, w zapisie ktérych wystepuje dokladnie trzy
razy cyfra 0 i dokladnie raz wyst¢puje cyfra 5.

Zadanie 11.5.
Oblicz, ile jest wszystkich liczb naturalnych pigciocyfrowych parzystych, w ktorych zapisie
wystepuja, co najwyzej dwic dwojki.

[matura, czerwiec 2015, zadanie 13. (S pkt)]

Zadanie 11.6. [matura, maj 2016, zadanic 14. (3 pkt)]

Rozpatrujemy wszystkic liczby naturalne dziesigciocyfrowe, w zapisic ktorych moga wyste-
powaé wylacznie cyfry 1, 2, 3, przy czym cyfra | wystepuje dokladnie trzy razy. Uzasadnij,
ze takich liczb jest 15 360.

Zadanie 11.7. [matura, czerwice 2016, zadanie 15. (4 pk)]
Oblicz, ile jest wszystkich liczb naturalnych pigciocyfrowych, w ktérych zapisic wystepujg
doktadnie trzy cyfry nieparzyste.

Zadanie 11.8. [matura, maj 2017, zadanie 7. (4 pko)]
Oblicz, ile jest liczb szesciocyfrowych, w ktorych zapisie nie wystgpuje zero, natomiast wy-
stgpuja dwie dziewigtki, jedna szostka i suma wszystkich cyfr jest réwna 30.

Zadanie 11.9.
Z ¢cyfr 0, 1, 2 tworzymy pigciocyfrowe liczby catkowite dodatnic podzielne przez 15. Oblicz,
ile mozemy utworzy¢ takich liczb. :

[matura, czerwiec 2017, zadanie 9. (4 pkt)]

Zadanie 11.10. [matura, maj 2019, zadanie 6. (3 pkt)]
Rozwazamy wszystkie liczby naturalne pigciocyfrowe zapisane przy uzyciu cyfr 1, 3,5, 7, 9,
bez powtarzania jakicjkolwick cyfry. Oblicz sumg wszystkich takich liczb.
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Zadanie 11.11. [matura, czerwiec 2019, zadanie 6. (3 pkt)]

Oblicz, ile jest sicdmiocyfrowych liczb naturalnych takich, ze iloczyn wszystkich ich cyfr
w zapisie dziesigtnym jest réwny 28.
Zadanie 11.12.

Oblicz, ile jest wszystkich sicdmiocyfrowych liczb naturalnych, w ktorych zapisie dziesigtnym
wystepuja dokladnie trzy cyfry 1 i dokladnic dwie cyfry 2.

[matura, czerwicc 2020, zadanie 13. (4 pkt)]

Zadanie 11.13. [matura, lipiec 2020, zadanie 13. (3 pkt)]
Oblicz, ile jest siedmiocyfrowych liczb naturalnych takich, ze w zapisie dziesigtnym iloczyn
wszystkich cyfr kazdej z tych liczb jest rowny 28,

Zadanie 11.14.

Oblicz, ile jest liczb dziesigciocyfrowych takich, ze suma cyfr w kazdej z tych liczb jest row-
na 13 i zadna cyfra nie jest zerem.

[test diagnostyczny CKE, marzec 2021, zadanie S. (2 pkt)]

Zadanie 11.15. [informator maturalny CKE 2021, zadanie 31. (4 pkt)]

W pewnym miescie jest prostopadty

uklad ulic, a ruch na kazdej z nich jest | [ B
dwukierunkowy. W centrum miasta | |
znajduje si¢ park, gdzie obowiazuje
catkowity zakaz ruchu pojazdow.
Schemat ulic w tym miescic wraz z
polozeniem parku przedstawiono po-
nizej na rysunku. Tomek znajduje si¢
w punkcie A miasta i chce dojechaé ! AN :
najkrotsza droga do punktu B. : —

Oblicz, ile jest najkrotszych drog =
z A do B.
Zadanie 11.16. [matura, czerwiec 2022, zadanie 7. (3 pkt)]

Oblicz, ile jest wszystkich liczb naturalnych pigciocyfrowych, w ktérych zapisie wyste¢puja
dokladnic dwic cyfry nieparzyste.

Zadanie 11.17.

Wsrod n oséb sg Ania i jej dwaj znajomi. Wszystkie te n osob ustawiamy w kolejk¢ jedna
za druga. Liczba wszystkich takich ustawien jest 12 razy wigksza od liczby wszystkich takich
ustawien tych n 0sob w kolejke, w ktorych Ania i jej dwaj znajomi zajmujg trzy kolejne micjsca
(w dowolnej kolejnodci). Oblicz n. Zapisz obliczenia.

[matura, czerwiec 2023, zadanie 2. (3 pkt)]

Zadanie 11.18.
Rozwazamy wszystkie liczby naturalne, w ktérych zapisie dziesi¢gtnym nie powtarza si¢ ja-
kakolwiek cyfra oraz dokladnie trzy cyfry sa nieparzyste i dokladnie dwie cyfry sa parzyste.
Oblicz, ile jest wszystkich takich liczb. Zapisz obliczenia,

[matura, maj 2024, zadanie 6. (3 pkt)]

12. Rachunek prawdopodobieristwa - zadania

12. Rachunek prawdopodobienistwa

Zadanie 12.1. [matura CKE dla chetnych, styczen 2003, zadanie 16. (4 pkt)]
Rzucamy pigé razy symetryczng kostka szescienna. Oblicz prawdopodobicnstwo zdarzenia,
polegajacego na tym, z¢ ,jedynka” wypadnie co najmnigj cztery razy.

Zadanie 12.2. [matura CKE dla chgtnych, maj 2003, zadanic 16. (5 pkt)]

Zawicrajac w kolekturze Toto-Lotka jeden zaklad w grze ,.Expres-Lotek™ zakreslamy 5 spo-
érod 42 liczb. Oblicz prawdopodobienstwo trafienia co najmniej 4 sposrod 5 wylosowanych
liczb. Wynik podaj w zaokragleniu do 0,00001.

Zadanie 12.3. [prébna matura CKE, styczen 2004, zadanic 19. (5 pkt)]

W pierwszej loterii jest n (n > 2) loséw, w tym jeden los wygrywajacy. W drugi?j lolc.rii 2n
loséw, w tym dwa wygrywajace. W ktorej z loterii nalezy kupi¢ dwa losy, aby mie¢ wigksza
szans¢ wygranej? Odpowicdz uzasadnij.

Zadanie 12.4. [matura, maj 2005, zadanic 13. (4 pkt)]
Rzucamy » razy dwiema symetrycznymi szesciennymi kostkami do gry. Oblicz, dla jakich n
prawdopodobienstwo otrzymania co najmniej raz tej samej liczby oczek na obu kostkach jest

s 671
mnigjsze od ——.
1296

Zadanie 12.5. [matura, maj 2006, zadanie 15. (4 pkt)]

Uczniowice dojezdzajacy do szkoty zaobserwowali, ze spo6znicnic autobusu zalezy od tego,
ktéry z trzech kicrowcow prowadzi autobus. Przeprowadzili badania statystyczne i obliczyli,
ze w przypadku, gdy autobus prowadzi kicrowca A, spoznienic zdarza si¢ w 5% jego kur-
sow, gdy prowadzi kierowca B w 20% jego kurséw, a gdy prowadzi kiecrowca C w 50% jego
kurséw. W ciggu 5-dniowego tygodnia nauki dwa razy prowadzi autobus kierowca A, dwa
razy kicrowca B i jeden raz kicrowca C. Oblicz prawdopodobienstwo spoznienia sig szkolnego
autobusu w losowo wybrany dzien nauki.

Zadanie 12.6.
Grupa 4 kobiet i 4 mgzczyzn, w tym jedno malzefistwo, wybrata si¢ na picsza wycieezke.
Na waskiej $ciczce musieli is¢ gesiego tzn. jedno za drugim. Zakiadamy, z¢ wszystkie mozliwe
ustawienia tych osdb sa jednakowo prawdopodobne. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia,
z¢ jako pierwsze pojda kobiety i zona bedzie szla bezposrednio przed mgzem. Sprawdz, czy
to prawdopodobiefistwo jest mniejsze od 0,001,

[matura prébna CKE, marzec 2008, zadanie 9. (4 pkt)]

Zadanie 12.7.
Z pewnej grupy osob, w ktorej jest dwa razy wigee) mgzezyzn niz kobiet, wybrano losowo
dwuosobowa delegacje. Prawdopodobienistwo tego, ze w delegacji znajda sig tylko kobiety jest
rowne 0,1. Oblicz, ile kobiet i ilu mgzezyzn jest w tej grupie.

[matura, maj 2008, zadanie 10. (4 pkt)]
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Zadanie 12.8. [matura, maj 2009, zadanie 10. (4 pkt)]
W urnic znajduja si¢ jedynie kule biale i czarne. Kul bialych jest trzy razy wigeej niz czarnych.
Oblicz, ile jest kul w urnie, jesli przy jednoczesnym losowaniu dwoch kul prawdopodobienistwo

2 ; g 3 9
otrzymania kul o réznych kolorach jest wigksze od 7R

Zadanie 12.9.

Oblicz prawdopodobiefistwo tego, ze w trzech rzutach symetryczng szescicnng kostka do gry
suma kwadratéw liczb uzyskanych oczek bedzic podzielna przez 3.

[matura, maj 2010, zadanic 10. (4 pkt)]

Zadanie 12.10.
Liczby 1,2, 3,4, 5, 6, 7. 8 ustawiamy losowo w szeregu. Oblicz prawdopodobienistwo, ze w tym
ustawiceniu suma kazdych dwoch sgsiednich liczb b¢dzie nieparzysta. Wynik podaj w postaci
utamka nieskracalnego.

[matura, sierpicn 2010, zadanie 9. (4 pkt)]

Zadanie 12.11. [matura, czerwiec 2011, zadanie 11. (4 pkt)]

Sposrod wszystkich liczb czterocyfrowych o cyfrach ze zbioru {1, 2, 3} losujemy jedng. Oblicz
prawdopodobicnstwo zdarzenia polegajacego na tym, Ze suma wszystkich cyfr wylosowancj
liczby jest rowna 7.

Zadanie1212.  [matura, maj 2013, zadanie 11. (4 pkt)]

Rzucamy cztery razy symetryczng szescienng kostkg do gry. Oblicz prawdopodobienstwo
zdarzenia polegajacego na tym, Ze iloczyn liczb oczek otrzymanych we wszystkich czterech
rzutach bgdzie rowny 60.

Zadanie 12.13. [matura, maj 2014, zadanie 11. (4 pkt)]

Z urny zawierajacej 10 kul ponumerowanych kolejnymi liczbami od 1 do 10 losujemy jedno-
czesnie trzy kule. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia A polegajacego na tym, ze numer
Jednej z wylosowanych kul jest rowny sumie numeréw dwéch pozostatych kul.

Zadanie12.14.  [matura, czerwicc 2014, zadanie 11. (4 pkt)]
W urnie jest dziesi¢¢ kul: 4 biale, 3 czarne, 2 ziclone i 1 niebieska. Losujemy jednoczesnie trzy
kule z urny. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia polegajacego na tym, ze wsréd wyloso-

wanych kul nic ma kul w tym samym kolorze. Wynik przedstaw w postaci ulamka zwyklego
nieskracalnego.

Zadanie 12.15. [przykladowy arkusz CKE, grudzien 2014, zadanie 16. (5 pkt)]

Oblicz prawdopodobiciistwo warunkowe, ze w trzykrotnym rzucie symetryczng szescienng
kostka do gry otrzymamy co najmnicj jedng ,,jedynk¢”, pod warunkiem Ze otrzymamy co naj-
mnicj jedng ,,sz0stkg™.

Zadanie 12.16. [matura, maj 2015, zadanie 11. (4 pkt)]
W pierwszej urnie umieszezono 3 kule biale i 5 kul czarnych, a w drugiej urnie 7 kul bia-
tych i 2 kule czarne. Losujemy jedng kulg z pierwszej urny, przektadamy jg do urny drugiej

12. Rachunek prawdopodobieristwa - zadania

i dodatkowo dokladamy do urny drugiej jeszeze dwie kule tego samego kolon:u, co wylosowaqa
kula. Nastepnic losujemy dwic kule z urny drugiej. Oblicz prawdopodobiciistwo zdarzenia
polegajacego na tym, ze obic kule wylosowance z drugicj urny beda biate.

Zadanie 12.17.

Rozwazmy rzut szescioma kostkami do gry, z ktorych kazda ma inny kolor. Oblicz praw'dc.)-
podobienstwo zdarzenia polegajacego na tym, ze uzyskany wynik rzutu spetnia rownoczesnie
trzy warunki:

« dokladnie na dwdch kostkach otrzymano po jednym oczku:

« dokladnie na trzech kostkach otrzymano po szes¢ oczek;

« suma wszystkich otrzymanych liczb oczck jest parzysta.

[matura, maj 2015, zadanic 11. (3 pkt)]

Zadanie 12.18.

Kazda z urn oznaczonych liczbami 1, 2, 3 zawiera po 3 kule czarne i 4 biale, a kazda urna ozna-
czona liczbami 4, 5, 6 zawiera po 3 czarnc i 2 biale kule. Rzucamy szcescienng kostkg do gry,
a nastepnic z urny o numerze rownym liczbie wyrzuconych oczek losujemy bez zwracania 2
kule. Co jest bardzicj prawdopodobne: wylosowanie dwéch kul czarnych, czy dwaoch kul biatych?

[matura, czerwice 2015, zadanie 11. (4 pkt)]

Zadanie 12.19.
Rzucamy czterokrotnie symetryczna szescienng kostka do gry. Oblicz prawdopodobienstwo
zdarzenia polegajacego na tym, zc¢ otrzymamy dokladnie dwic dwojki lub doktadnie dwic
piatki. Wynik zapisz w postaci ulamka zwyklego nieskracalnego.

[matura, czerwiec 2016, zadanic 7. (4 pkt)]

Zadanie12.20.  [matura, maj 2017, zadanic 11. (4 pkt)]

W pudetku znajduje si¢ 8 pileczek oznaczonych kolejnymi liczbami naturalnymi od 1 do 8. Lo-
sujemy jedna pileczkg, zapisujemy liczb¢ na niej wyst¢pujaca, a nastgpnic zwracamy piteczkg
do urny. T¢ procedur¢ wykonujemy jeszcze dwa razy i tym samym otrzymujemy zapisane trzy
liczby. Oblicz prawdopodobienstwo wylosowania takich piteczek, Ze iloczyn trzech zapisanych
liczb jest podzielny przez 4. Wynik podaj w postaci utamka zwyktego.

Zadanie12.21.  [matura, maj 2017, zadanie 8. (3 pkt)]

W dwdch pudetkach umieszczono po pigé kul, przy czym w pierwszym pudetku: 2 kule biate
i 3 kule czerwone, a w drugim pudetku: 1 kulg biata i 4 kule czerwone. Z pierwszego pudetka
losujemy jedng kulg i bez ogladania wkladamy ja do drugiego pudetka. Nastepnic losujemy jedng
kulg z drugiego pudetka. Oblicz prawdopodobienstwo wylosowania kuli bialej z drugiego pudetka.

Zadanie 12.22.

Prawdopodobicenstwo tego, Ze z pewnej grupy 0séb wylosujemy osobg znajaca jezyk angielski,
jest rowne 0,4, prawdopodobiefistwo wylosowania osoby znajacej jezyk francuski jest row-
ne 0,2, natomiast prawdopodobiefistwo wylosowania osoby znajacej oba te jezyki jest réwne 0,1.
Wykaz, ze prawdopodobieiistwo wylosowania osoby, ktéra zna jezyk angielski i nie zna jezyka
francuskiego, jest trzy razy wigksze od prawdopodobienstwa wylosowania osoby, ktora zna
jezyk francuski i nie zna jgzyka angielskiego.

[matura, czerwicc 2017, zadanie 11. (3 pkt)]
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Zadanie 12.23.
Z liczb osmioelementowego zbioru Z = {l. 2,3,4,5:6,7, 9} tWOrzymy o$Smiowyrazowy ciag,
ktérego wyrazy si¢ nie powtarzaja. Oblicz prawdopodobiefistwo zdarzenia polegajacego na
tym, ze zadne dwie liczby parzyste nic sg sasiednimi wyrazami utworzonego ciagu. Wynik
przedstaw w postaci ulamka zwyklego nieskracalnego.

[matura, maj 2018, zadanic 9. (4 pkt)]

Zadanie 12.24.
Ze zbioru wszystkich liczb naturalnych osmiocyfrowych, w ktorych zapisic dziesigtnym wy-
stepuja tylko cyfry ze zbioru {0, 1, 3, 5, 7, 9}, losujemy jedna. Oblicz prawdopodobienstwo
zdarzenia polegajgcego na tym, ze suma cyfr wylosowanej liczby jest rowna 3.

[matura, czerwiec 2018, zadanie 9. (4 pkt)]

Zadanie 12.25.
Ze zbioru {1,2,3,4,5,6,7,8,9} losujemy kolejno ze zwracaniem trzy liczby. Oblicz prawdo-
podobienstwo zdarzenia polegajacego na tym, ze dokladnie dwie spo$rdd trzech wylosowanych
liczb beda réwne. Wynik zapisz w postaci utamka nieskracalnego.

[matura, maj 2019, zadanie 10. (3 pkt)]

Zadanie 12.26.
W urnie jest dziesi¢¢ kul réznigcych si¢ wylacznic kolorem: 4 czarne, 3 biale, 2 zielone i 1
nicbieska. Losujemy jednoczesnic trzy kule z urny. Oblicz prawdopodobicistwo zdarzenia
polegajacego na tym, ze przynajmnicj dwie z wylosowanych kul majg ten sam kolor.

[matura, czerwiec 2019, zadanie 10. (4 pkt)]

Zadanie12.27.  [matura, maj 2021, zadanic 9. (4 pkt)]

Ze zbioru wszystkich liczb naturalnych czterocyfrowych losujemy jedna liczbg. Oblicz praw-
dopodobienstwo zdarzenia polegajacego na tym, Zze wylosowana liczba jest podziclna przez 15,
jesli wiadomo, Ze jest ona podzielna przez 18.

Zadanie12.28.  [matura, czerwiec 2021, zadanie 11. (4 pkt)]

W pewnym telewizyjnym programie bierze udziat trzech sportowcéw i pewna liczba aktoréw.
W trakcie tego programu uczestnicy siadaja na fotelach w rz¢dzie, naprzeciw prowadzacego
(liczba foteli jest rowna liczbie uczestnikéw). Prawdopodobienistwo zdarzenia polegajacego
na tym, Ze cala trojka sportowcow bgdzie siedziala obok siebie przy losowym wyborze micjsc

jest rowne T Oblicz, ilu aktoréw bierze udzial w tym programie.

Zadanie12.29.  [arkusz pokazowy CKE, marzec 2022, zadanic 11. (4 pkt)]

Egzamin sklada si¢ z 15 zadan zamknigtych. Do kazdego zadania podano cztery odpowicdzi,
z ktorych tylko jedna okazuje si¢ poprawna. Zdajgey zalicza egzamin, jesli udzieli poprawnych
odpowiedzi w co najmniej 11 zadaniach. Pewien student przystapil nieprzygotowany do cgza-
minu i w kazdym zadaniu wybicrat losowo odpowiedz.

Przyjmij, ze w kazdym zadaniu wybér kazdej z odpowiedzi przez studenta jest rowno praw-
dopodobny.

Oblicz prawdopodobicnistwo zdarzenia, ze ten student zaliczyl egzamin. Zapisz obliczenia.

12. Rochunek prawdopodobienstwa - zadania

Zadanie12.30.  [informator maturalny CKE 2021, zadanie 28. (4 pku)]
Niech n bedzie ustalong liczba naturalng dodatnia. Ze zbioru

M={,23 ..,3n+1}
losujemy jednoczesnic trzy liczby. Zdarzenie A odpowiada jednoczesnemu wylosowaniu
ze zbioru M trzech liczb, takich ze suma tych liczb przy dzicleniu przez 3 daje resztg 1.
Oblicz prawdopodobicristwo zdarzenia A.

Zadanie12.31.  [informator maturalny CKE 2021, zadanie 29. (4 pkt)]

Pan Nowak czgsto gra z synem w szachy. Obliczyt, z¢ 60% rozegranych partii wygrywa
jego syn.

Oblicz, ile partii szachow musi rozegra¢ z synem pan Nowak, aby
grania przez ojca przynajmniej jednej partii w calej rozgrywce bylo wigksze od 0,95.

prawdopodobienstwo wy-

Zadanie12.32.  [informator maturalny CKE 2021, zadanie 30. (3 pkt)]

Pewna choroba dotyka 0,2% calej populacji i w poczatkowym stadium nie daje widocznych
objawéw chorobowych. W ramach profilaktyki stosuje si¢ pewien test przesiewowy, ktory
daje wynik pozytywny lub negatywny. Prawdopodobieristwo tego, Ze test wykonany na 0so-
bie chorej da wynik pozytywny (oznaczajacy chorobg) jest rowne 0,99. Ponadto wiadomo,
ze prawdopodobicfistwo tego, ze test wykonany na osobie zdrowej da wynik negatywny, jest
rowne 0,98. Pan X poddat sig testowi, ktory dat wynik pozytywny. Pozytywny wynik oznacza
podejrzenie choroby.

Oblicz prawdopodobienstwo tego, z¢ Pan X jest rzeczywiscie chory.

Zadanie1233.  [test diagnostyczny CKE, grudziei 2022, zadanie 4. (3 pku)]

Maszyna napelnia torebki herbatg. Kazda torebka ma zostaé napetniona 200 g herbaty. Torebke,
ktéra zawiera mnicj niz 200 g herbaty, nazywamy torebka z niedowaga. Prawdopodobiefistwo
tego, Ze pojedyncza torcbka napetniona przez t¢ maszyng jest z niedowaga, jest réwne O,1.
Kontroli poddano masg herbaty w torebkach napetnianych przez t¢ maszyng danego dnia.
Do kontroli wybrano losowo 20 torebek.

Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia polegajacego na tym, ze wsrod tych 20 losowo wybra-
nych torebek znajda si¢ co najwyzej dwic torebki z niedowaga.

Zapisz obliczenia. Wynik zapisz w zaokragleniu do drugicgo micjsca po przecinku.

Zadanie12.34.  [matura, maj 2023, zadanie 2. (3 pky)]
Tomek i Romek postanowili rozegra¢ migdzy sobg pigé partii szachow. Prawdopodobienstwo

wygrania pojedynczej partii przez Tomka jest rowne e
Oblicz prawdopodobieiistwo wygrania przez Tomka co najmniej czterech z picciu partii. Wynik
podaj w postaci ulamka zwyklego nieskracalnego. Zapisz obliczenia.

Zadanie12.35.  [matura, maj 2023, zadanic 8. (3 pku)]
W pojemniku jest siedem kul: pig¢ kul bialych i dwic kule czarne. Z tego pojemnika losujemy
bez zwracania. Nastepnie — z kul pozostalych w pojemniku — losujemy

jednoczesnie dwic kule A . ‘
dobienstwo wylosowania kuli czarnej w drugim losowaniu.

jeszeze jedng kulg. Oblicz prawdopo
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Zadanie 12.36.
Prawdopodobienstwo wystapienia awarii sieci cieplowniczej na pewnym osiedlu mieszkanio-
wym w godzinach porannych pojedynczego dnia jest réwne 0,1.

Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia A4 polegajacego na tym, z¢c w okresic sicdmiu dni
wystapia co najwyzej dwa takie dni, w ktérych nastapi awaria tej sicci na tym osiedlu w go-
dzinach porannych. Wynik podaj w ulamku dzicsigtnym w zaokragleniu do czgsci setnych.
Zapisz obliczenia.

[matura, czerwice 2023, zadanie 3. (3 pkt)]

Zadanie12.37.
W pudetku umieszczono n kul (1 2 3) wsrdd ktérych dokladnic 2 kule sy czarne, a pozostale
kule s3 biate. Z tego pudelka losujemy jedng kulg i odkladamy ja na bok. Jezeli wylosowana
kula jest biala, to do pudetka wrzucamy kulg czarng, a gdy wylosowana kula jest czarna,

[matura, czerwiec 2023, zadanie 11. (4 pkt)]

to do pudetka wrzucamy kulg biala. Po przeprowadzonej w ten sposoéb zmianie zawartosci
prawdopodobicenistwo wylosowania kuli bialej z tego pudetka jest rowne %

Oblicz n.

Zadanie12.38.  [matura, maj 2024, zadanie 3. (3 pkt)]

W pewnym zakladzic mleczarskim $mictana produkowana jest w 200-gramowych opakowa-
niach. Prawdopodobienstwo zdarzenia, zc w losowo wybranym opakowaniu $mictana zawicra
mnicj niz 36% tluszczu, jest rowne 0,01. Kontroli poddajemy 10 losowo wybranych opakowan
ze $mictang.

Oblicz prawdopodobienistwo zdarzenia polegajacego na tym, ze wsrdd opakowan poddanych
tej kontroli bedzie co najwyzej jedno opakowanic ze $mietang, ktéra zawiera mniej niz 36%
tluszczu. Wynik zapisz w postaci ulamka dziesi¢tnego w zaokragleniu do czgséei tysigeznych.
Zapisz obliczenia.

Zadanie12.39.  [matura, maj 2024, zadanic 10. (3 pkt)]
Sposrod wszystkich liczb naturalnych szesciocyfrowych, ktorych wszystkie cyfry naleza do
zbioru {1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8}, losujemy jedna. Wylosowanie kazdej z tych liczb jest jednakowo
prawdopodobne.

Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia polegajacego na tym, ze wylosujemy liczbe, ktéra
ma nast¢pujaca wlasnos¢: kolejne cyfry tej liczby (liczac od lewej strony) tworza — w podanej
kolejnosei — szesciowyrazowy ciag malejacy.

Zadanie 12.40.
Doswiadczenie losowe polega na dziesigciokrotnym rzucie symetryczng moneta.

Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia polegajacego na tym, ze w tym doswiadczeniu loso-
wym orzel wypadl dokladnie trzy razy z rz¢du, jesli wiadomo, ze wypadt dokladnie trzy razy.
Zapisz obliczenia.

[matura, czerwiec 2024, zadanic 4. (3 pkt)]

13. Dowody algebra - zadania

13. Dowody algebra

Zadanie 13.1. [matura, maj 2009, zadanie 5. (3 pkt)]
Wykaz, 7e jezeli 4 =322 i p =322+, to B =9JA.

Zadanie 13.2. [matura, maj 2010, zadanie 8. (5 pkt)]

Rysunck przedstawia fragment wykresu v
| it

funkeji f(x) = —. ?
X

Przeprowadzono prostg réwnolegly do
osi Ox, ktora przecigta wykres tej funk-
cji w punktach 4 i B. Niech C = (3, -1).

Wykaz, ze pole trojkata ABC jest wigk-
sze lub rowne 2.

Zadanie 13.3. [matura, sicrpici 2010, zadanie 6. (4 pkt)]

[ + b [a? + b2
Wykaz, ze nieréwnos¢ | < ;b B ; b jest spetniona przez wszystkie liczby rzeczywi-

steaib.

Zadanie 13.4.
Uzasadnij, ze dla kazdej liczby calkowitej k liczba k® — 2k* + &* jest podziclna przez 36.

[matura, maj 2011, zadanie 1. (4 pkt)]

Zadanie 13.5. [matura, maj 2011, zadanie 2. (4 pkt)]

+ b =2
a-c¢ b-c

Uzasadnij, ze jezelia# bya#c,b=cia+b=2cto

Zadanie 13.6.

Udowodnij, ze jezeli a + b 2 0, to prawdziwa jest nicrownosé @’ + b* 2 a*bh + ab®.

[matura, maj 2012, zadanie 7. (3 pkt)]

Zadanie 13.7.

Udowodnij, ze dla dowolnych liczb dodatnich a, b, ¢ i d prawdziwa jest nieréwnos¢

ac + bd < Na* +b* N +d*.

[matura, czerwiec 2012, zadanie 6. (3 pkt)]

Zadanie 13.8. [matura, czerwiec 2013, zadanie 4. (4 pkt)]
Wykaz, ze prawdziwa jest rownos¢ U9 +/80 + Yo - /80 =3.
Zadanie 13.9. [matura, czerwiec 2013, zadanie 5. (3 pkt))

Uzasadnij, ze jezeli 2a + b2 0, 10 2a* + b* > 3a%b.
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Zadanie 13.10. [matura, maj 2014, zadanie 4. (3 pkt)]
Udowodnij, ze dla kazdych dwéch liczb rzeczywistych dodatnich x, y prawdziwa jest nicrow-

nosé (x + l)i +(y+ 1)1 540
¥ x

Zadanie 13.11.

Udowodnij, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x i kazdej liczby rzeczywistej y prawdziwa jest
nieréwnosé x(x — 1) + p(y — 1) 2 xy - 1,

[matura, czerwiec 2014, zadanie 3. (3 pkt)]

Zadanie 13.12.

Wykaz, ze jezeli a > b 21, to

[probna matura, grudzien 2014, zadanie 13. (3 pkt)]
b

<—.
2+a® 240

Zadanie 13.13. [matura, maj 2015, zadanie 8. (3 pkt)]
Udowodnij, ze¢ dla kazdej liczby rzeczywistej x prawdziwa jest nieréwno$é x* — x2 — 2x + 3 > 0.

Zadanie 13.14. [matura, maj 2015, zadanie 1. (3 pkt)]
Wykaz, ze dla kazdej dodatnicj liczby rzeczywistej x roznej od 1 oraz dla kazdcj dodatniej liczby

rzeczywistej y réznej od 1 prawdziwa jest rownosé log, (x) - log, [lj = log, (xy) - log, (-'K]
x : X

Zadanie 13.15. [matura, czerwiec 2015, zadanie 8. (3 pkt))
Niech a = log,, 2. Wykaz, z¢c log, 64 = ]6—0.
-a

Zadanie 13.16. [matura, czerwiec 2015, zadanie 4. (3 pkt)]
Wykaz, ze dla kazdej dodatnicj i roznej od jednosci liczby a i dla kazdej dodatniej i réznej
od jednosci liczby b spelniona jest rownosé
1 1 | 1 1 55
+ * - P + = s
log,b log,.b log,b log,.b log,.b log, b

Zadanie 13.17. [matura, maj 2016, zadanie 8. (2 pkt)]
Wykaz, ze dla dowolnych dodatnich liczb rzeczywistych x i y takich, ze x* + y? = 2, prawdziwa
Jest nierowno$¢ x +y < 2,

Zadanie 13.18. [matura, czerwice 2016, zadanie 8. (4 pkt)]
Wykaz, ze dla a, b, ¢, d > 0 prawdziwa jest nierownoé¢ Va + b -Je +d > Jac +Jbd .
Zadanie 13.19. [matura, czerwicec 2016, zadanie 5. (3 pkt)]

Wykaz, ze jedhi a, b, ¢ sg dowolnymi liczbami rzeczywistymi takimi, ze
athbtc=0,103a+b6*+ ) =(@—-bP+(b-cf +(c— ay’.

13. Dowody olgebra - zadania

Zadanie13.20.  [matura, maj 2017, zadanic 7. (3 pkt)] . B
Udowodnij, ze dla dowolnych réznych liczb rzeczywistych x, y prawdziwa jest nicrownosc
X+ 207+ 20— Bxy + 4> 0.

Zadanie 13.21. [matura, czerwiec 2017, zadanie 7. (3 pkt)] .
Udowodnij, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x i dla kazdcj liczby rzeczywistej y prawdziwa
jest nieréwnos¢ 5x? + y? — dxy + 6x + 9 2 0.

[matura, czerwice 2017, zadanie 2. (3 pkt)]

Zadanie 13.22. by o 8
Wykaz, ze dla a = log, 3 + logs 27 ib= logs 3 — logs 's'/i prawdziwa jest rOwnos¢ U = 5

5

Zadanie13.23.  [matura, maj 2018, zadanie 8. (3 pkt)]
Udowodnij, ze dla kazdej liczby catkowitej & i dla kazdej liczby catkowitej m liczba k¥m — kn?®
jest podzielna przez 6.

Zadanie 13.24.
Dodatnie liczby rzeczywiste a i b takie, ze a > b, spetniaja warunck
log, (a ; b) = %(logz a+log, b).

Wykaz, ze dla liczb a i b prawdziwa jest rownosé a* + b? = 1lab.

[matura, czerwiec 2018, zadanie 6. (3 pkt)]

Zadanie13.25.  [matura, maj 2019, zadanic 8. (3 pkt)]

Udowodnij, ze dla dowolnych dodatnich liczb rzeczywistych x i y, takich ze x <y, i dowolnej
xta ¥,
y+a x

dodatnicj liczby rzeczywistej a, prawdziwa jest nieréwnos¢

Zadanie 13.26.
Udowodnij, ze dla kazdej liczby nicparzystej n wyrazenie n* — 3n* — n + 19 jest podziclne
przez 16.

[matura, czerwiec 2019, zadanie 9. (3 pkt)]

Zadanie 13.27.
Liczby dodatnie a i b speiniaja réowno$¢ a* + 2a = 4b% + 4b. Wykaz, ze a = 2b.

[matura, czerwiee 2020, zadanie 8. (3 pkt)]

Zadanie 13.28.

Wykaz, ze dla kazdej liczby nieparzystej n wyrazenie 7% —3n* — n + 3 jest podzielne przez 16.

[matura, lipiec 2020, zadanie 8. (3 pkt)]

Zadanie 13.29.
Wykaz, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x wigkszej od 2 i dla kazdej liczby rzeczywistej y
prawdziwa jest nieréwnos¢ 5x* — 6xy +3y? —2x -4 > 0.

[test diagnostyczny CKE, marzec 2021, zadanie 6. (3 pkt)]
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Zadanie13.30.  [matura, maj 2021, zadanic 6. (3 pkt)]
Niech log, 18 = ¢. Wykaz, 7¢ log, 4 = LIA

e
Zadanie 13.31. [matura, czerwice 2021, zadanie 6. (3 pkt)]

3c+2

Niech log, 9 = c. Wykaz, ze log, 54 =

Zadanie13.32.  [arkusz pokazowy CKE, marzec 2022, zadanie 5. (3 pkt)]

Udowodnij, ze suma szescianéw trzech kolejnych liczb catkowitych niepodzielnych przez 4
jest liczbg podziclng przez 36.

Zadanie13.33.  [informator maturalny CKE 2021, zadanie 18.1. (4 pkt)]
Wykaz, ze uklad rownan

4a+4b+4c =80 (1)

2ab + 2be + 2ca = 256 (2)

z niewiadomymi @ oraz b ma rozwigzanie, ktdre jest parg liczb rzeczywistych nie mnicjszych
od 4 wtedy i tylko wtedy, gdy 28
ce {4, "—]
3

Zadanie13.34.  [matura, czerwicc 2022, zadanie 6. (3 pkt)]

Wykaz, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x i dla kazdej liczby rzeczywistej y takich, ze x # y,
spelniona jest nieréwnosé
x4yt > xp(x? + y?)

Zadanie13.35.  [test diagnostyczny CKE, grudzien 2022, zadanie 3. (3 pkt)]
Wykaz, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x oraz dla kazdej liczby rzeczywistej y, speiniajacych
warunek x+ y > 1, prawdziwa jest nierownos$¢

¥ +2y+ 2 ray(x+y)+y?

Zadanie13.36.  [matura, maj 2023, zadanie 4. (3 pkt)]
Liczby rzeczywiste x oraz y spetniajg jednoczeénie rownanic x +y =4 i nieréwnosé

X =x?y<xy? -y Wykaz, ze x=2 oraz y =2.

Zadanie 13.37.
Wykaz, ze dla kazdej liczby rzeczywistej dodatniej a prawdziwa jest nieréwnosé
16

a+—212
a

[matura, czerwiec 2023, zadanie 5. (3 pkt)]

14. Dowody geometria - zadania

Zadanie13.38.  [matura, czerwicc 2024, zadanie 5. (3 pkt)]
Wykaz, ze dla kazdej liczby dodatnicj a i kazdej liczby dodatnicj b takich, ze a + b =1, praw-
dziwa jest nicrownos¢

14. Dowody geometria

Zadanie 14.1. [test diagnostyczny CKE, grudzien 2005, zadanic 17. (4 pk)
W trojkacie prostokatnym ABC (<t BCA = 90°) dane sa dtugosci przyprostokgtnych: ]BC] =a
i |CA| = b. Dwusieczna kata prostego tego trojkata przecina przeciwprostokatng AB w punk-

a-b

; 2. Sporzadz pomocniczy rysunck
h

cie D. Wykaz, ze dtugo$é odcinka CD jest rowna =3

uwzgledniajge podane oznaczenia.

Zadanie 14.2. [matura, maj 2010, zadanic 9. (4 pkt)]
Na bokach BC i CD réwnolegtoboku ABCD zbudowano E F
kwadraty CDEF i BCGH (zobacz rysunck).
D C
Udowodnij, ze |4C| = |FG|. o
4 B
Zadanie 14.3. [matura, maj 2011, zadanic 10. (3 pkt)] H

Dany jest czworokat wypukty ABCD niebgdacy rownolegtobokiem. Punkty M, N sa odpowied-
nio srodkami bokéw 4B i CD. Punkty P, Q sa odpowiednio $rodkami przekatnych AC i BD.
Uzasadnij, ze MQ || PN.

Zadanie 14.4.
Dany jest trojkat ostrokatny ABC o bokach dtugosci a, b, ¢
i katach «, f3, y (zobacz rysunek).

[matura, czerwiec 2011, zadanie 5. (4 pkt)]

P+ct—-a® ot
wikispse ol = JED
a*+c* -b*  iga
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Zadanie 14.5.

Przekatne trapezu ABCD przecinajg si¢ w punkcie P. Prosta rownolegta do podstaw trapezu,
przechodzjca przez punkt P, przecina ramiona AD i BC odpowicdnio w punktach M i N.
Wykaz, ze |MP| = |NP|.

[matura, czerwiec 2011, zadanie 9. (3 pkt)]

Zadanie 14.6. [matura, maj 2013, zadanie 2. (4 pkt)]

Trapez rownoramienny ABCD o podstawach AB i CD jest opisany na okr¢gu o promieniu 7.,
Wykaz, ze 412 = |4B| - |CD)|.

Zadanie 14.7. [matura, maj 2014, zadanie 6. (3 pkt)]
Trojkat ABC jest wpisany w okrag o srodku S. Katy wewngtrzne CAB, ABC i BCA tego trojkata
sq rowne, odpowicdnio, @, 2a i 4a. Wykaz, ze trojkat ABC jest rozwartokatny, i udowodnij,

ze miary wypuktych katéw srodkowych ASB, ASC i BSC tworza w podancj kolejnosci ciag
arytmetyczny.

Zadanie 14.8. [matura, czerwiec 2014, zadanic 5. (3 pkt)]
Na przyprostokatnych AC i BC tréjkata prostokat- D
nego ABC zbudowano, na zewnatrz tréjkata, kwa-
draty ACDE i BFGC. Odcinck AF przecina przy-
prostokatna BC w punkcie L, a odcinek BE przecina 2
przyprostokatng AC w punkcie K (zobacz rysunek).

KC|=|LC].

Udowodnij, ze

Zadanie 14.9. [probna matura, grudzien 2014, zadanic 14. (4 pkt)]
Wykaz, ze jezeli a,f,y sa katami wewnetrznymi tréjkata i sina +sin? 8 <sin’y,
to cosy < 0.

Zadanie 14.10.
PunkL £ jest srodkiem boku BC prostokata ABCD, w ktérym |AB| > |BC|. Punkt F lezy na bo-

[prébna matura, grudzien 2014, zadanie 15. (3 pkt)]

ku CD tego prostokata oraz [«cAEF| = 90°. Udowodnij, ze |<BAE| = |«EAF]|.

Zadanie 14.11. [matura, maj 2015, zadanie 9. (3 pkt)]
Dwusieczne czworokata ABCD wpisanego w okrag
przecinajg si¢ w czterech roznych punktach: P, Q,
R, S (zobacz rysunek).

Wykaz, ze na czworokgcie PORS mozna opisaé
okrag.

14. Dowody geometrio - zadania

Zadanie14.12.  [matura, maj 2015, zadanic 7. (4 pkt)]

O trapezie ABCD wiadomo, ze mozna w niego wpisa¢ okrag, a ponadto dlugosci .j'cgo bokow
AB, BC, CD, AD — w podanej kolejnoéei — tworzg cigg geometryczny. Uzasadnij, ze trapez
ABCD jest rombem.

Zadanie 14.13.

W trojkacie ABC kat wewngtrzny przy wierzchotku A ma
miarg 50°, a kat wewngtrzny przy wierzchotku C ma mia-
r¢ 60°. Okrag o, przechodzi przez punkt 4 i przecina boki AB
i AC tréjkata odpowicdnio w punktach D i E. Okrag o,
przechodzi przez punkt B, przecina okrgg o, w punkcie D
oraz w punkcic F lezacym wewnatrz tréjkata ABC. Ponadto
okrag o, przecina bok BC trojkata w punkeic G.

[matura, czerwiec 2015, zadanie 9. (3 pkt)]

Udowodnij, ze na czworokgcie CEFG mozna opisaé okrag.

Zadanie 14.14.  [matura, czerwiec 2015, zadanic 12. (4 pkt)]
Dany jest trojkat ABC, w ktérym |BC| = a. Z wicrzchotka B poprowadzono $rodkows BD
do boku AC. Punkt S jest srodkiem odcinka BD. Przez punkty A i S poprowadzono prosta,

S 2
ktéra przecigta bok BC w punkcie P. Wykaz, ze dlugos¢ odcinka CP jest rowna Ea.

Zadanie 14.15.
W trapez ABCD wpisano okrag o srodku S. Okrag
ten jest styczny do ramion AD i BC tego trapezu
w punktach odpowiednio P i Q (zobacz rysunck).

[matura, czerwiec 2015, zadanie 4. (3 pkt)]

Uzasadnij, Ze trojkat ASD jest prostokatny. Wykaz,
ze |4P| - [DP = [BQ| - QL

Zadanie 14.16.  [matura, maj 2016, zadanic 9. (3 pkt)]
Dany jest prostokat ABCD. Okrag wpisany w trojkat BCD jest styczny do przekatnej BD
w punkcie N. Okragg wpisany w trojkat ABD jest styczny do boku AD w punkcie M, a Srodek S
tego okrggu lezy na odcinku MN, jak na rysunku.

(o

Wykaz, ze [MN| = |4D|.
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| Zadanie 14.17. [matura, czerwiec 2016, zadanic 11. (3 pkt)]

} Dany jest szescian ABCDEFGH. Przez wierzcholki 4 i C oraz

f $rodek K krawedzi BF poprowadzono plaszczyzne, ktora prze-
cina przckatng BH w punkcie P (zobacz rysunck).

Zadanie14.22.  [matura, czerwicc 2018, zadanic 6. (3 pkt))
W tréjkacie ABC kat BAC jest dwa razy wigkszy od kata ABC. Wykaz, ze prawdziwa jest
réwnosé |BC[ - |AC|’ = |48|-|AC|.

=
=

G

\
\ |k Zadanie14.23.  [matura, maj 2019, zadanic 9. (3 pkt)]
Sl ;\{ \\ Dany jest trojkat réwnoramienny ABC, w ktorym | AC| = | BC|. Na ramieniu AC tego trf')j-
%:tﬁ:"—:- ¢ kata wybrano punkt M (M # 4 i M # C), a na ramicniu BC wybrano punkt N, w taki sposob,
Wykaz, ze |BP|: [HP[=1:3. A B 7¢ |AM| = |CN/. Przez punkty M i N poprowadzono proste prostopadie do podstawy AB tego

; 1
i tréjkata, ktore wyznaczaja na niej punkty S i T. Udowodnij, ze |ST| = ~|4B|.
Zadanie 14.18. [matura, czerwiec 2016, zadanic 9. (4 pkt)] Tojkata y V2 J. PUnKEY. 2

Dany jest czworokat wypukly ABCD, w ktérym: |4B| = |BC], |[<< DAB| = 45°, |<<ABC]| = 150°,

i A atura iec 2019, zadanic 8. (3 pkt
|<BCD| = 60°. Wykaz, ze tréjkat BCD jest réwnoboczny. Zadaie]5.2%. [mature canrwiee 2019 zadanie S G phil
Dwusieczne katow BAD i BCD czworokgta wypu- D
Zadanie14.19.  [matura, maj 2017, zadanie 8. (3 pkt)] klego ABCD przecinajg si¢ w punkcic E, przy czym

punkty B i E lezg po przeciwnych stronach prostej AC

W trojkacie ostrokatnym ABC bok AB ma dlugosé c, dtugos¢ boku BC jest réwna a oraz (zobaczrysunck)

|<A4BC| = B. Dwusicczna kata ABC przecina bok AC trojkata w punkcie E. Wykaz, ze dtugosé

2ac - coslz—’ Wykaz, ze |[a4BC| - |<ADC| +2 - |<AEC] = 360°. y ..0 c
odcinka BE jest rotwna —————=,

a+c B

<
N 2
> <
9 o
> <
z N
>

Zadanie14.20.  [matura, czerwicc 2017, zadanie 8. (3 pkt)]
Miary katéw trojkata ABC sg réwne a = |[{BAC], B = |<4BC]
i y = [<ACB|. Punkt S jest srodkiem okre¢gu wpisanego w ten
trojkat, a proste zawicrajace odcinki AS i BS przecinajg boki
BC i AC tego trojkata w punktach odpowiednio D i E (zobacz
rysunek).

Zadanie14.25.  [matura, czerwicc 2020, zadanie 7. (3 pkt)]

Dany jest trojkat rownoramienny ABC, w ktérym C
|4c| =
wy AB. Okrag o srodku D jest styczny do prostej AC K L
w punkcie M. Punkt K lezy na boku AC, punkt L \

lezy na boku BC, odcinek KL jest styczny do roz-

BC| =6, a punkt D jest $rodkiem podsta-

Wykaz, ze jezeli @ + 8 = 2y, to na czworokacie DCES mozna wazanego okregu oraz |KC| = |LC| = 2 (zobacz ry-

opisa¢ okrag. sunek). 4 o b
.  |am| 4

Zadanie14.21.  matura, maj 2018, zadanie 7. (3 pkt)] Wykaz, ze & =3

Trojkat ABC jest ostrokatny oraz [AC| > |BC|. Dwusiecz- o

na d. kata ACB przecina bok AB w punkcie K. Punkt L . " . i

jest obrazem punktu K w symetrii osiowej wzgledem Zadanie14.26.  [matura, lipicc 2020, z?\dam.c 7: (3 pkt)] , ‘ ‘

dwusiecznej d, kata BAC, punkt M jest obrazem punktu L Dany jest czworokat wypukly, ktorego kolejnymi wicrzcholkami sg punkty 4, B, Ci D. Wykaz,

w symetrii osiowej wzgledem dwusiecznej d,- kata ACB, ze jezeli |<ADB| = |<ACB|, to |<BAC| = |<BDC].

a punkt N jest obrazem punktu M w symetrii osiowej L

wzgledem dwusiecznej dj; kata ABC (zobacz rysunek). M

Udowodnij, ze na czworokacie KNML mozna opisaé
okrag.
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Zadanie 14.27.

Na przeciwprostokatnej 4B trojkata prostokatnego ABC zbu-
dowano kwadrat ABDE (zobacz rysunek). Stosunck pola tréj-

kata do pola kwadratu jest réwny .

Wykaz, ze suma tangenséw katow ostrych tego trojkata jest

. 1
rowna —.
2k

Zadanie 14.28.

takic, ze |BD| = |4E| = %|AB|. Odcinki CD i BE

przecinaja si¢ w punkcie P (zobacz rysunek).

Wykaz, ze pole trojkata DBP jest 21 razy mnigjsze

od pola trojkata ABC.

Zadanie 14.29.

Dany jest trojkat ABC. Na boku AB tego
trojkata obrano punkty D, E i F tak,
¢ |AD| = |DE| = |EF| = 2|FB|. Na bo-
kach AC i BC obrano — odpowiednio
— punkty G i H tak, ze DG || EC oraz
FH || EC (zobacz rysunek). Wykaz, Ze
jezeli pole tréjkata FBH jest réwne S,
to pole trojkata ADG jest réwne 3S.

Zadanie 14.30.

[matura, maj 2021, zadanie 8. (3 pkt)]
Dany jest trojkat rownoboczny ABC. Na bokach
AB i AC wybrano punkty — odpowicdnio — D i E

A

[test diagnostyczny CKE, marzec 2021, zadanie 8. (4 pkt)]

[matura, czerwiec 2021, zadanie 7. (3 pkt)]

Dany jest trapez rownoramienny ABCD o obwodzie / i podsta-
wach AB oraz CD takich, ze |4B| > |CD|. Trapez jest opisany
na okrggu i wpisany w okrag, a przekatna AC trapczu ma

diugos¢ d (zobacz rysunck).

Wykaz, ze promien R okre¢gu opisanego na trapezie ABCD jest

d-l
2J16d? - 17"

rowny

™
bl
=

[arkusz pokazowy CKE, marzec 2022, zadanie 8. (4 pkt))

14, Dowody geometria - zadanio

Zadanie 14.31.
Dany jest trapez prostokatny ABCD o katach pro-
stych przy wierzcholkach A i D. Ramig¢ BC trapezu
ma dlugos¢ 5. W ten trapez wpisano okrag o $rod-
ku w punkcie S i promieniu 2. Punkt P jest punk-
tem styczno$ci okregu i dtuzszej podstawy A8 tego s
trapezu (zobacz rysunck).

[informator maturalny CKE 2021, zadanic 26. (5 pkt)]
D C

(=)

Wykaz, ze trojkaty BPS i BSC sa tréjkatami po- ™ ,}
dobnymi, oraz oblicz skalg tego podobicfistwa. -

A P B

Zadanie 14.32.

Punkt P jest punktem przecigcia przekatnych trapezu ABCD. Dlugos¢ podstawy CD jest o 2
mnicjsza od dtugosci podstawy AB. Promien okrggu opisanego na trojkacie ostrokqtn).fm CPD
jest o 3 mnigjszy od promicnia okregu opisanego na tréjkacic APB. Wykaz, Ze spetniony jest
warunck

[matura, maj 2022, zadanie 8. (3 pkt)]

|pP[ +|cP[* -|cD|* = %_2— -|pP|-|cP|

Zadanie 14.33.
W trapezie ABCD o podstawach AB i CD przez punkt O przecigcia si¢ przekatnych popro-
wadzono dwic proste rownolegle do bokéw BC i AD. Prosta réwnolegta do boku BC przecina
bok AB w punkcie B', a prosta rownolegla do boku AD przecina bok AB w punkcie 4. Wykaz,
ze |44 = |BB.

[matura, czerwicc 2022, zadanie 9. (3 pkt)]

Zadanie 14.34.
W tréjkacie ABC poprowadzono dwusicczne katow przecinajace boki BC, AC i AB tego trojkata
w punktach — odpowiednio — K, L oraz M. Punkt P jest punktem przecigcia tych dwusiecznych.
Na czworokatach CLPK otaz BKPM mozna opisa¢ okrag.

Udowodnij, ze trojkat ABC jest rownoboczny.

[test diagnostyczny CKE, grudzien 2022, zadanie 6. (4 pkt)]

Zadanie 14.35.
Dany jest trojkat prostokany 4
ABC, w ktorym |<ABC| = 90° oraz 60°
[«CAB| = 60°.

Punkty K i L leza na bokach — odpo-
wiednio—ABiBCtak, z¢ |BK|=|BL|=1
(zobacz rysunck). Odcinek KL przeci-
na wysokosé BD tego trojkata w punk-
cie N, a ponadto |AD] = 2. Y
Wykaz, z¢ [ND| =3 +1.

[matura, maj 2023, zadanie 5. (3 pkt)]

2
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Zadanie14.36.  [matura, czerwiec 2023, zadanie 6. (3 pkt)]

Dany jest okrag O. Przez punkt 4 poprowadzo-
no dwie proste, ktore sa styczne do tego okrggu
w punktach — odpowiednio — P oraz Q. Przez
punkt B lezacy na odcinku AP poprowadzo-
no styczng do tego okregu w punkcie D, ktéra
przecigla odcinek AQ w punkcie C (zobacz ry-
sunek).

Wykaz, ze jezeli |AQ[ =5:|BP| oraz
|cD|=2-|BD|, to tréjkat ABC jest réwno-

okrag 0

ramienny.

15. Granice. Pochodna - zadania

Zadanie 15.2.

[matura CKE dla chgtnych, maj 2003, zadanie 12. (5 pkt)]

Sprawdz, czy funkcja f okreslona wzorem

‘(_‘M dlax#1

dlax=1ix#2

dlax=2

jest ciagla w punktach x =11 x=2. Sformutuj odpowiedz.

ZADANIA

Zadanie 15.3. [matura CKE dla chgtnych, maj 2003, zadanic 18. (5 pk)]
W tabeli podane sa wartosci funkeji /:(-3,4) - R dla 2
- 5 " ¥ 4
Zadarﬁue 14.37.  [matura, maj 2024, zadanie 7. (3 pkt)] —— I |
Dany jest czworokat wypukly A BCD. Przekatne AC oraz BD tego czworokata przecinaja sig 1) i
i y ye i - lASl IBS’ . X -2 0 3 | -; :
w punkcie S. Wykaz, ze jezeli @ = IEE', to na czworokacie A BCD mozna opisaé okrag. : = 1 :
/(%) Ie 3 -1 ’ IRV R
1 +-2
Zadanie14.38.  [matura, maj 2024, zadanie 8. (4 pkt)] Rysunek przedstawia wykres pochodnej funkcji / ! =
Dany jest trojkat ABC, ktory nie jest rownoramienny. W tym trojkacie miara kata ABC jest dwa ! +—4
razy wigksza od miary kata BAC. Wykaz, ze dlugosci bokéw tego trojkata spelniajg warunek a) Wyznacz rownanie stycznej do wykresu funkcji f ' 1
o : w punkcie o odcigtej x = 0. i 1e
|AC - IBCI * IABI'lBC, b) Wyznacz ekstremum funkcji £ Podaj argument, dla E 13
i ktérego funkcja f osigga ckstremum. : g
Zadanie14.39.  [matura, czerwiec 2024, zadanie 6. (3 pkt)] ¢) Podaj najmniejsza warto$¢ funkeji £ f T°
Dlugosci podstaw trapezu rownoramiennego s3 réwne a oraz b, przy czyma > b . W ten trapez ! “-ll(l’
mozna wpisa¢ okrag. Wykaz, ze pole tego trapezu jest wigksze od a - b. E 12
13
+-14

15. Granice. Pochodna
Zadanie 15.4. [test diagnostyczny CKE, grudziefi 2005, zadanie 12. (5 pkt)
Rysunck obok przedstawia fragment wykresu pewnej »
funkcji wielomianowej IV (\) stopnia trzeciego. Jedyny-
mi migjscami zerowymi tego wielomianu sg liczby (- 2)
oraz 1, a pochodna W'(-2) =18.

Zadanie 15.1. [matura CKE dla chetnych, styczen 2003, zadanie 13. (4 pkt)]
Wyznacz te warto$ci parametroéw a oraz b, przy ktorych funkcja g : R — R, okreélona wzorem

X2 +a dl )
g(x)=1 x-2 e a) Wyznacz wzor wielomianu I (x).
b dlax=2 b) Wyznacz réwnanie prostej stycznej do wykresu

jest ci i c00 wiclomianu w punkcie o odcigtej x = 3.
jest ciggla w punkcic x = 2. tego wiclomia p
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Matematyka. Zbior zodari maturalnych. Lata 2002-2024. Poziom rozszerzony
Zadanie 15.5. [matura, styczen 2006, zadanie 17. (5 pkt))
Rysunek przedstawia wykres pochodnej funkgji /. v
a) Podaj maksymalne przedziaty, w ktorych B
funkcja f jest malejaca. T
b) Wyznacz wartosé x, dla ktérej funkcja fosig- T2
ga maksimum lokalne. Odpowiedz uzasadnij. g
¢) Wiedzac, ze punkt 4 = (l, 2) nalezy do wy- 5132 —Tl i | 2 3 ;_:
kresu funkeji f; napisz réwnanic stycznej | I
do krzywej f w punkcie A. ‘ L3
-
+-5
Zadanie 15.6. [matura, maj 2006, zadanie 21. (5 pkt)]

W trakcie badania przebiegu zmiennosci funkgji ustalono, ze funkcja f'ma nastgpujace wlasnosci:

— jej dziedzing jest zbior wszystkich liczb rzeczywistych,
— fjest funkcja nicparzysta,

~ fjest funkcja ciagla

oraz:

S'(x)<0dlaxe(-8, -3),
S'(x)>0dlaxe (-3, -1),
S'(x)<0dlaxe (-1,

r'(=3)=r(-1) =0,

0),

f(-8)=0,
f(=3)=-2,
/(-2)=0,
S(-N=1

W prostokatnym ukladzie wspoirzgdnych na plaszczyznie naszkicuj wykres funkeji f'w prze-
dziale (—8, 8), wykorzystujac podane powyzej informacje o jej wlasnosciach.

Zadanie 15.7. [matura probna CKE, listopad 2006, zadanie 8. (4 pkt)]
Uczen analizowal wlasnoéci funkcji £, ktorej dziedzing jest zbiér wszystkich liczb rzeczywi-
stych i ktéra ma pochodna f'(x) dla kazdego x € R. Wyniki tej analizy zapisat w tabeli.

x | (o, -1 | -1] (-L2) |2 (2,3) 30 (3 +)
/' (x) (+) 0 (-) 0 ) 0 )
/(x) 2 . :

Niestety, wpisujge znaki pochodnej, popetnit jeden blad.

15. Granice. Pochodna - zadonio

a) Przekresl blednic wpisany znak pochodnej i wstaw obok prawidiowy.
b) Napisz, czy po poprawicniu blgdu w tabeli, zawarte w nicj dane pozwola okresli¢ do-
kladna liczbg miejsc zerowych funkji
Zadanie 15.8.

Funkcja f jest okreslona wzorem [ (x) = % dla kazdej liczby rzeczywistej x # 4. Oblicz
X =

[przyktadowy arkusz CKE, grudzien 2014, zadanie 9. (2 pk)]

pochodna funkcji fw punkeie x =12.

Zadanie 15.9. [przykladowy arkusz CKE, grudzien 2014, zadanic 10. (3 pk)]
Funkcja f jest okreslona wzorem S(x)=x"dla kazdej liczby rzeczywistej x. Wyznacz row-

nanic prostej stycznej do wykresu funkgji £, ktora jest rownolegta do prostej v = 4x+ 7.

Zadanie 15.10. [matura, maj 2015, zadanie 12. (4 pkt)]
Funkgja f okreslona jest wzorem /' (x)=x- 2x2 +1 dla kazdej liczby rzeczywistej x. Wyznacz

réwnania tych stycznych do wykresu funkcji /£ ktore sa rownolegle do prostej o réwnaniu y = 4x.

Zadanie 15.11. [matura, maj 2017, zadanie 6. (3 pkt)]
x-1

Funkcja f okreslona jest wzorem S(x)= i

réwnania stycznej do wykresu funkeji w punkeie P = (1,0).

dla kazdej liczby rzeczywistej x. Wyznacz

Zadanie 15.12.

Styczna do paraboli o réwnaniu y = B2 -1w punkcie P = (x, o) jest nachylona do osi Ox

[matura, maj 2018, zadanie 6. 3 pkt)]
pod katem 30°. Oblicz wspotrzgdne punktu P.

Zadanie1513.  [matura, maj 2019, zadanie 7. (2 pkt)]
Punkt P = (10, 2429) lezy na paraboli o rownaniu y = 2x? + x + 2219. Prosta o rownaniu

kierunkowym y = ax +b jest styczna do tej paraboli w punkcie P. Oblicz wspolczynnik b.

Zadanie1514.  [matura, czerwiec 2019, zadanie 7. (2 pkt))
; x> -9 § —
Dana jest funkcja f okreslona wzorem S(x)= -25‘—7- dla kazdej liczby rzeczywiste) x.
x2+2
Oblicz wartos¢ f’(10) pochodn; tej funkcji dla argumentu 10.

Zadanie 15.15. [matura, czerwiec 2021, zadanic 13. (5 pkt)]
Xk

Dana jest funkcja f okreslona wzorem S(x)= " dla kazdej liczby rzeczywistej x # 0.

Oblicz warto$é &, dla ktorej prosta o réwnaniu y = —x jest styczna do wykresu funkcji £
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Zadanie15.16.  [arkusz pokazowy CKE, marzec 2022, zadanic 2. (3 pkt)]

Funkgja f'jest okreslona wzorem f(.\‘) = +13 dla kazdej liczby rzeczywistej x # 1.
x-

Wyznacz réwnanic stycznej do wykresu tej funkeji w punkeic P = (=3, =3). Zapisz obliczenia,

Zadanie 15.17. [informator maturalny CKE 2021, zadanic 7. (3 pkt)]
Funkgcja f jest okre$lona wzorem

3x ;
S(x)= v dla kazdego x € (-1, +x).

Wykaz, ze fjest funkcja rosnaca.

Zadanie 15.18. [informator maturalny CKE 2021, zadanic 11. (3 pkt)]
Funkgcja / jest okreslona wzorem

f(x)= 2;‘_3

+2

+ 4log, x dla wszystkich x > 0.
2

Wykaz, ze funkcja fma co najmniej jedno miejsce zerowe, ktore nalezy do przedziatu [%, 4].

Zadanie 15.19. [informator maturalny CKE 2021, zadanie 12. (4 pkt)]
Funkcja f jest okreslona wzorem

S(x)=x*+0,5-(2x +1)* dla kazdego x € R.
Oblicz najmnicjsza warto$¢ tej funkcji.

Zadanie15.20.  [informator maturalny CKE 2021, zadanie 14. (3 pkt)]
Funkcja f jest okreslona wzorem

S(x)=x0=2x% - x* +1 dla kazdego x € R.
Wykaz, ze liczba 5 nalezy do zbioru wartosci tej funkcji.

Zadanie 15.21.

Wykaz, ze rownanie

[informator maturalny CKE 2021, zadanie 16. (3 pkt)]

=T +9x2 +8x-2=0

ma w przedziale (-2, 2) co najmnicj dwa rozne rozwigzania.

Zadanie15.22.  [matura, maj 2023, zadanie 3. (3 pkt)]
Funkcja f jest okreslona wzorem
3x? = 2x
Hohe X2 +2x+8

dla kazdej liczby rzeczywistej x. Punkt P = (x,,3) nalezy do wykresu funkcji /;
Oblicz x, oraz wyznacz rownanie stycznej do wykresu funkcji /w punkcie 2.

Zapisz obliczenia.

15. Granice. Pochodna - zadania

Zadanie15.23.  [matura, maj 2023, zadanic 12.]
Funkgja / jest okreslona wzorem

f(\) = Qv 4 ﬂgi‘/iili%ﬁ .x? - 6x

dla kazdej liczby dodatniej x.

Zadanie15.23.1.  [matura, maj 2023, zadanic 12.1. (2 pkt)]
Wykaz, ze dla kazdej liczby dodatnicj x wyrazenie

81log: ¥ - 6x

mozna rownowaznie przeksztalcié do postaci x* + x? — 6x.

Zadanie15.23.2. [matura, maj 2023, zadanie 12.2. (4 pkt)]

Oblicz najmnicjsza wartosé funkcji fokreslonej dla kazdej liczby dodatniej x.

Zapisz obliczenia.

Wskazowka: przyjmij, ze wzor funkcji f mozna przedstawi¢ w postaci [ (x)=x*+ x? = 6x.

Zadanie 15.24.

Funkcja f jest okreslona wzorem f(x) = 2x* — 4x? + 9x dla kazdego x € R.

[matura, czerwice 2023, zadanie 4. (3 pkt)]

Punkt P = (x,,18) nalezy do wykresu funkeji £
Oblicz x, oraz wyznacz réwnanie stycznej do wykresu funkcji /' w punkcie 7.

Zapisz obliczenia.

Zadanie 15.25.
Oblicz granicg.

[matura, maj 2024, zadanic 2. (2 pkt)]

Zapisz obliczenia.

Zadanie 15.26.

Funkeja / jest okreslona wzorem

[matura, maj 2024, zadanie 4. (3 pkt)]

X =3x+2
f("‘) e ——
dla kazdej liczby rzeczywistej x roznej od zera. W kartezjanskim ukladzie wspotrzednych (x, y)
punkt P, o pierwszej wspotrzgdnej rownej 2, nalezy do wykresu funkeji /. Prosta o réwnaniu
y = ax + b jest styczna do wykresu funkcji /' w punkcie P.
Oblicz wspolezynniki a oraz b w réwnaniu tej stycznej. Zapisz obliczenia.
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Zadanie 15.27. [matura, czerwiec 2024, zadanie 2. (2 pkt)]
Oblicz granice.

lim "j

=3 x- — 9

Zapisz obliczenia.

Zadanie 15.28. [matura, czerwice 2024, zadanie 3. (3 pkt)]
Funkcja £ jest okreslona wzorem
2x +1
X)=
H=—"

dla kazdej liczby rzeczywistej x # 4. W Kartezjanskim ukladzie wspéirzednych (, ) punkt
P =(x,, 5), nalezy do wykresu funkeji £ Prosta o réwnaniu y=ax+b jest styczna do wy-
kresu funkeji f'w punkcic P. Oblicz x, oraz wyznacz réwnanie stycznej do wykresu funkeji /

w punkcie P. Zapisz obliczenia.

16. Optymalizacja

Zadanie 16.1. [matura CKE dla chetnych, maj 2002, zadanie 15. (6 pkt)]

Oqul(?éé walczf j.csl réwna 2507 cm®. Przedstaw pole powierzchni catkowitej tego walca jako
funk(,};q )dlugo.sm promienia jego podstawy i okresl dziedzing tej funkcji. Wyznacz diugosé
promicnia takicgo walca, ktorego pole powierzchni catkowitej jest najmnicjsze.

Zadanie 16.2. [prébna matura CKE, styczeri 2004, zadanie 20. (7 pkt)]
Réznica ciagu arytmetycznego (a,) jest liczba mniejsza od 1. Wyznacz najmniejszg wartos¢

wyrazeni a, tdy
yrazenia

wiedzac, z¢ ag) = 1.
dsy

Zadanie 16.3. [matura, maj 2005, zadanie 19. (10 pkt)]

Dane jest rownanie: x2 + (m — S)x +m*+m+ 3 =i0;
4

sz‘fdaj.l dla jakich warto$ci parametru m stosunek sumy pierwiastkow rzeczywistych rownania
do ich iloczynu przyjmuje warto$¢ najmnicjszq. Wyznacz t¢ wartosé.

Zadanie 16.4. [matura, maj 2006, zadanie 18. (7 pkt)]

Ws"réd \)'szyslkicll graniastostupow prawidlowych tréjkatnych o objgtosci rownej 2 m? istnieje
taki, ktorego pole powierzchni catkowitej jest najmniejsze. Wyznacz dlugosci krawedzi tego
graniastostupa.

16. Optymalizacjo - zadania

Zadanie 16.5. [matura, maj 2007, zadanie 7. (7 pkt)]

. X C[mx=-y=2
Dany jest uklad rownan: S
X+my=m

Dla kazdej wartosci parametru m wyznacz parg liczb (x,»), ktora jest rozwigzaniem ego

ukladu réwnan. Wyznacz najmnicjszq warto$¢ sumy x +y dla m e (2, 4).

Zadanie 16.6. [matura, maj 2010, zadanie 3. (4 pkt)]
Bok kwadratu ABCD ma dlugo$¢ 1. Na bokach BC i CD wybrano odpowicdnio punkty EiF
umieszezone tak, by |CE| = 2|DF|. Oblicz wartos¢ x = |DF|, dla ktérej pole trojkata AEF jest

najmniejsze.

Zadanie 16.7. [matura, sierpien 2010, zadanie 3. (5 pk)]
Dane sa punkty A4 =(1,5), B= (9. 3) i prosta k 0 rownaniu y = x + 1. Oblicz wspélrz¢dne

punktu C lezgcego na prostej 4, dla ktorego suma |AC|2 + |BC|: jest najmniejsza.

Zadanie 16.8. [matura, maj 2011, zadanie 8. (4 pkt)]

Wiréd wszystkich graniastostupow prawidlowych szesciokatnych, w ktorych suma dtugosci
wszystkich krawedzi jest rowna 24, jest taki, ktory ma najwigksze pole powierzchni bocznej.
Oblicz diugosé krawgdzi podstawy tego graniastostupa.

Zadanie 16.9. [matura, czerwiee 2011, zadanie 2. (5 pkt)]

Dany jest kwadrat ABCD o boku réwnym 2. Na bokach BC i CD wybrano odpowiednio punk-
ty E i F, rozne od wierzchotkow kwadratu, takie ze |CE| = |DF| = x. Oblicz wartos¢ x, dla
ktorej pole trojkata AEF jest najmnigjsze i oblicz to pole.

Zadanie16.10.  [matura, maj 2012, zadanic 6. (6 pkt)]

; . 1 5 ;
W ukladzie wspotrzednych rozwazmy wszystkie punkty P postaci: P(E me+ = m), gdzie

s w eon 2 . 55
me (l, 7). Oblicz najmniejszg i najwigksza wartos¢ |PQ| , gdzie Q(T‘ ()J,

Zadanie 16.11. [matura, czerwiee 2012, zadanie 10. (4 pki)]
Na plaszezy#nic dane sy punkty 4 = (3, =2)i B = (11, 4). Na prostej o rownaniu y = 8x + 10

znajdz punkt P, dla ktorego suma |ap + |BP|" jest najmnicjsza.
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Matematyka. Zbiér zadan maturalnych. Lata 2002-2024. Poziom rozszerzony

Zadanie 16.12.

Suma dtugosci dwoch bokéw trojkata rowna sig 4, a kat miedzy tymi bokami ma miarg 120°,
Oblicz najmnicjszg wartos¢ sumy kwadratow dlugosci wszystkich bokéw tego trojkata.

[matura, czerwiec 2013, zadanie 11. (4 pkt)]

Zadanie 16.13. [przykladowy arkusz CKE, grudzien 2014, zadanie 18. (7 pkt)]

Okno na poddaszu ma mie¢ ksztatt trapezu réwnoramiennego, ktorego kroétsza podstawa
i ramiona maja dlugos$é po 4 dm. Oblicz, jaka diugos¢ powinna mie¢ dituzsza podstawa tego
trapezu, aby do pomicszczenia wpadalo przez to okno jak najwigcej swiatla, czyli aby pole
powierzchni okna bylo najwigksze. Oblicz to pole.

Zadanie 16.14. [matura, maj 2015, zadanic 16. (7 pkt)]

Rozpatrujemy wszystkie stozki, ktorych przekrojem osiowym jest tréjkat o obwodzie 20. Oblicz
wysokos¢ i promien podstawy tego stozka, ktorego objgtosé jest najwigksza. Oblicz objgtosé
tego stozka.

Zadanie 16.15.
Rozpatrujemy wszystkie stozki, w ktorych suma dtugosci tworzacej i promienia podstawy

jest rowna 2. Wyznacz wysokos¢ tego sposrod rozpatrywanych stozkéw, ktorego objetosé jest
najwicksza. Oblicz t¢ objetosc.

[matura, czerwiec 2015, zadanie 16. (7 pkt)]

Zadanie 16.16.

Prosta /, na ktérej lezy punkt A = (2, 5), przecina parabol¢ o réwnaniu y = x2 w dwéch

[matura, czerwicc 2015, zadanie 4. (5 pkt)]

roznych punktach B =(x, ), C =(x,,y,). Oblicz wartos¢ wspotczynnika kierunkowego

prostej /, przy ktorej suma y, + y, osiagnie wartosé najmnicjsza.

Zadanie 16.17. [matura, maj 2016, zadanie 16. (7 pkt)]

Parabola o réwnaniu y =2 — %xz przecina o$ Ox

uktadu wspotrzednych w punktach 4 = (-2, 0)

i B = (2, 0). Rozpatrujemy wszystkie trapezy row-
noramienne ABCD, ktorych dluzsza podstawg jest

odcinek AB, a konce C i D krétszej podstawy leza na /L =
paraboli (zobacz rysunek).

Wyznacz pole trapezu ABCD w zaleznos$ci od pierwszej wspotrzednej wierzchotka C. Oblicz
wspolrzedne wierzchotka C tego z rozpatrywanych trapezow, ktorego pole jest najwigksze.

Zadanie 16.18.
Rozpatrujemy wszystkie walce, ktorych pole powierzchni calkowitej jest rowne 2m. Oblicz
promich podstawy tego walca, ktéry ma najwigksza objgtosc. Podaj t¢ najwigksza objgtosc.

[matura, czerwiec 2016, zadanie 17. (7 pkt)]

16. Optymalizacja - zadania

Zadanie 16.19.

[matura, czerwicc 2016, zadanic 8. (5 pkt)]

Dany jest odcinek AB o diugosci 10. Rozpatrujemy

wszystkie szesciokaty foremne ACDMEF i tréjkaty

réwnoboczne MBG, ktorych wspolny wierzchotek M

lezy na odcinku AB (zobacz rysunck). 4 -
Oblicz stosunck obwodu szesciokgta ACDMEF do ob- '
wodu trojkata MBG w przypadku, gdy suma pél tych i

dwoch wiclokatow jest najmnicjsza. c D

Zadanie16.20.  [matura, maj 2017, zadanic 15. (7 pkt)]
Rozpatrujemy wszystkic walce o danym polu powierzchni catkowitej P. Oblicz wysoko$¢
i promien podstawy tego walca, ktorego objetos¢ jest najwigksza. Oblicz t¢ najwigksza obj¢tosc.

Zadanie16.21.  [matura, czerwice 2017, zadanie 15. (7 pkt)]

Rozpatrujemy wszystkie prostopadiosciany o objgtosci 8, ktorych stosunek dlugosci dwoch kra-
wedzi wychodzacych z tego samego wierzchotka jest réwny 1 : 2 oraz suma diugosci wszystkich
dwunastu krawgdzi jest mnigjsza od 28. Wyznacz pole powierzchni catkowitej prostopadioscianu
jako funkejg dtugosci jednej z jego krawgdzi. Wyznacz dziedzing tej funkcji. Oblicz wymiary tego
sposrod rozpatrywanych prostopadloscianéw, ktorego pole powicrzchni catkowitej jest najmniejsze.

Zadanie 16.22.
Rozpatrujemy wszystkie trapezy réwnoramienne, w ktére mozna wpisa¢ okrag, spetniajgce
warunek: suma diugosci dluzszej podstawy a i wysokosci trapezu jest réwna 2.
a) Wyznacz wszystkic wartosci a, dla ktdrych istnicje trapez o podanych wiasnosciach.
b) Wykaz, ze obwod L takicgo trapezu, jako funkcja dtugosci a diuzszej podstawy trape-
4a’ - 8a +8
a '
¢) Oblicz tangens kata ostrego tego sposrod rozpatrywanych trapezow, ktorego obwod jest
najmniejszy.

[matura, maj 2018, zadanie 15. (7 pkt)]

zu, wyraza si¢ wzorem L(a) =

Zadanie 16.23.
Rozpatrujemy wszystkic mozliwe drewniane szkicle- L
ty o ksztalcic przedstawionym na rysunku, wykonane /
z listewek. Kazda z tych listewek ma ksztalt prosto- % |
padloscianu o podstawie kwadratu o boku diugosci x. ) yava
Wymiary szkieletu zaznaczono na rysunku. ls
a) Wyznacz objgtos¢ ¥ drewna potrzebnego i
do budowy szkieletu jako funkcj¢ zmiennej x.
b) Wyznacz dziedzing funkcji V.
¢) Oblicz t¢ wartosc x, dla ktérej zbudowany szkic-
let jest mozliwie najcigzszy, czyli kiedy funk-
cja V osigga wartos¢ najwigkszq. Oblicz t¢ naj- x
wigksza objetosé. .

[matura, czerwicc 2018, zadanie 15. (7 pkt)]

10 -2x
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Zadanie16.24.  [matura, maj 2019, zadanic 15. (7 pkt)]

Rozwazmy wszystkie graniastostupy prawidlowe trojkatne o objetosci ¥ = 2. Wyznacz diu-
g0.§C| krawedzi tego z rozwazanych graniastostupow, ktorego pole powierzehni catkowitej jest
najmnicjsze. Oblicz to najmnigjsze pole.

Zadanie16.25.  [matura, czerwiec 2019, zadanie 15. (7 pkt)]
Dany jest okrag o $rodku S i promieniu 18. Rozpatrujemy pary okrggow: jeden o $rodku S,
1 promieniu x oraz drugi o srodku S, i promieniu 2x, o ktorych wiadomo, ze spelniaja
Jjednoczesnie nastgpujace warunki:
* rozwazane dwa okrggi sq styczne zewngtrznie;
« obydwa rozwazanc okregi sg styczne wewngtrznie do okrggu o srodku S i promicniu 18;
* punkty: S, S|, S, nic lezg na jednej prostej.

Pole trojkata o bokach a, b, ¢ mozna obliczy¢ ze¢ wzoru Herona P = ‘/p(p —a)(p-b)(p-c).
gdzie p — jest polowa obwodu trojkata.

Zapisz pole trojkata SS,S, jako funkcj¢ zmiennej x. Wyznacz dziedzing tej funkceji i oblicz
dlugosci bokow tego z rozwazanych trojkatow, ktorego pole jest najwigksze. Oblicz to najwigk-
sze pole.

Zadanie 16.26.

Nalezy zaprojcktowa¢ wymiary pro-
stokagtnego ckranu smartfona, tak
aby odlegtosci tego ekranu od krot-
szych brzegéw smartfona byty réwne
0,5 cm kazda, a odleglosci tego ekra-
nu od dluzszych brzegéw smartfona
byly réwne 0,3 cm kazda (zobacz
rysunek — ekran zaznaczono kolo- -
rem szarym). Sam ckran ma mie¢
powierzchni¢ 60 cm?. Wyznacz takie
wymiary ckranu smartfona, przy kto-
rych powierzchnia ekranu wraz z ob-
ramowaniem jest najmniejsza.

[matura, czerwiec 2020, zadanie 15. (7 pkt)]

0,5 cm

e—— brzeg

obramowanie

ekran

wod ¢

! 0,5 cm

Zadanie 16.27. [matura, czerwice 2020, zadanic 10. (5 pkt)]
Dany jest kwadrat ABCD o boku dlugosci 2. Na bokach
BC i CD tego kwadratu wybrano — odpowiednio — punkty v
P i Q, takie, ze dlugo$¢ odcinka |PC| = (0D = x (zobacz P
rysuneck). Wyznacz t¢ wartosé x, dla ktorej pole tréjkata APQ
osigga warto$¢ najmniejsza. Oblicz to najmniejsze pole.

4 2-x G

16. Optymalizacja - zadania

Zadanie16.28.  [matura, lipicc 2020, zadanie 15. (7 pky)]

Rozpatrujemy wszystkie ostrostupy prawidlowe czworokatne, w ktorych suma promicnia
okregu opisanego na podstawie i dlugosci krawgdzi bocznej jest rowna d. Wyznacz dlugo$¢
krawedzi podstawy tego z rozpatrywanych ostrostupow, ktéry ma najwigksza obj¢toé¢. Oblicz
t¢ najwicksza objgtosé.

Zadanie16.29.  [test diagnostyczny CKE, marzec 2021, zadanie 15. (6 pk)]
Rozpatrujemy wszystkie trojkaty ABC, ktorych wicrzchotki 4 i B leza na wykresie funkeji /

1 i
okreslonej wzorem f(_\') = % dla x # 0. Punkt C ma wspdlrzedne [0, - 3), apunkty A i B
X

sq potozone symetrycznie wzglgdem osi Oy (zobacz rysu-
nek). Oblicz wspotrzgdne wierzchotkow A i B, dla ktorych
pole tréjkata ABC jest najmnicjsze. Oblicz to najmnicjsze
pole.

Zadanie16.30.  [matura, maj 2021, zadanie 15. (7 pkt)]
Pewicn zaklad otrzymal zaméwienie na wykonanie prostopadtosciennego zbiornika (catko-
wicic otwartego od gory) o pojemnosci 144 m®. Dno zbiornika ma by¢ kwadratem. Zaden
z wymiaréw zbiornika (krawedzi prostopadtoscianu) nie moze przekraczaé 9 metrow. Catko-
wity koszt wykonania zbiornika ustalono w nastgpujacy sposéb:

— 100 z1 za | m? dna

— 75 zt za 1 m? §ciany bocznej.
Oblicz wymiary zbiornika, dla ktérego tak ustalony koszt wykonania bgdzie najmniejszy.

Zadanie16.31.  [matura, czerwicc 2021, zadanie 15. (7 pkt)]
Rozpatrujemy wszystkie trojkaty prostokatne ABC o przeciwprostokqtncj.A B i obwodzie réw-
nym 4. Niech x = |AC].
a) Wykaz, ze pole P tréjkata ABC jako funkcja zmiennej x jest okreslone wzorem
x(4-2x)
P(x)=———
==

b) Wyznacz dziedzing funkeji P.
¢) Oblicz dugosci bokéw tego z rozpatrywanych tréjkatéw, ktdry ma najwigksze pole.
Oblicz to najwigksze pole.
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Matematyka. Zbiér zodar maturalnych. Lata 2002-2024. Poziom rozszerzony
Zadanie16.32.  [arkusz pokazowy CKE, marzec 2022, zadanie 6.]
Na obrzezach miasta znajduje si¢ jezioro, na ktorym y

postanowiono stworzy¢ tor regatowy. Na podstawie v =809
dostgpnych map wymodelowano w pewnej skali
ksztatt linii brzegowej jeziora w kartezjafiskim ukta-
dzie wspolrzednych (x, y) za pomocg fragmentow
wykresow funkeji f oraz g (zobacz rysunck). Funk-

cje f oraz g sy okreslone wzorami f(x)= x> oraz 1 Yo

Poczatek toru postanowiono zlokalizowaé¢ na brzegu jeziora w migjscu, ktoremu odpowiada
w ukladzie wspotrzednych punkt P = (-1,1).

Zadanie 16.32.1.  [arkusz pokazowy CKE, marzec 2022, zadanie 6.1. (2 pkt)]
Niech R bedzie punktem lezacym na wykresie funkeji g.

Wykaz, ze odleglos¢ punktu R od punktu P wyraza si¢ wzorem

13 , 39 593
—xl+=x+ =

8 8 64

|PR| = \/lx* .
372

gdzie x jest pierwsza wspotrzedna punktu R.

Zadanie 16.32.2.
Koniec toru regatowego nalezy umiesci¢ na linii brzegowej.

Oblicz wspotrzedne punktu K, w ktorym nalezy zlokalizowac koniec toru, aby dtugosé¢ toru
(tj. odlegtos¢ konca K toru od poczatku P) byta mozliwie najwigksza.

Oblicz diugos¢ najdiuzszego toru. Zapisz obliczenia.

Wskazowka: Przy rozwigzywaniu zadania mozesz skorzystaé z tego, ze odleglos¢ dowolnego
punktu R lezgcym na wykresie funkcji g od punktu P wyraza si¢ wzorem

|PR| = \/lx‘ . 156 sy 2
4 2 8 8 64

gdzie x jest pierwszq wspolrz¢dng punktu R.

[arkusz pokazowy CKE, marzec 2022, zadanie 6.2. (6 pkt)]
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Zadanie16.33.  [informator maturalny CKE 2021, zadanie 9. (4 pkt)]
Syzyf codziennie stoi przed zadaniem wtoczenia cigzkicj kamicnnej kuli na szczyt pewnej
gory. W chwili 7 = 0 znajduje si¢ on w punk-
cie O oddalonym od szczytu o 4 km, a po-
lozenie x Syzyfa wtaczajacego kulg jest opi-
sane rownaniem

x(t) ==} +16,5* + 180 dla € [0, 24]

gdzie x jest wyrazone w metrach, a - w go-
dzinach.

0$ Ox jest skierowana do wierzchotka gory
i jest styczna w kazdym punkcic do zbocza
gory.

Oblicz najmniejsza odleglosé, na jaka Syzyf
zblizy si¢ do wierzchotka gory, oraz maksymalna predkosé, z jaka wtacza kamien pod gore.

Zadanie16.34.  [informator maturalny CKE 2021, zadanie 19. (4 pkt)] -
Na rysunku przedstawiono polozenie micjscowosci 4, B i € oraz A
zaznaczono odleglosci migdzy nimi.

15 km B

O godzinie 9: 00 z migjscowosci A do C wyruszyl zastgp harce-
rzy ,Tropiciele” i przemieszezal si¢ z predkoscia 4 km/h. O tej
samej godzinie z micjscowosci B do A wyruszyl zastep harcerzy 20 km
Korsarze” i przemieszczat si¢ z predkoscig 2 km/h.

Wyznacz godzing, o ktérej odleglos¢ migdzy tymi zastgpami
harcerzy bgdzie najmnigjsza.

Zadanie 16.35. [informator maturalny CKE 2021, zadanie 20. (4 pkt)]

Firma X wytwarza pewien produkt D. Badania rynku pokazaly, ze zwiazek migdzy iloscia
O produktu D, jaka firma jest w stanie zby¢ na rynku, a ceng P produktu jest nastgpujacy:
P(Q) =90-0,10 dla Q [0, 900]

gdzie P jest ceng za jednostke produktu w zlotych, a O - iloscig produktu w tys. sztuk.

Koszty K wytworzenia produktu D zalezg od ilosci O wytwarzanego produktu nast¢pujaco:
K(Q) = 0,0020° + 07 +29,99850 + 50

gdzie K jest kosztem produkeji w tys. zI.

Oblicz, przy jakiej wielkosci produkeji firma X osigga najwigkszy dochdd. Wynik podaj za-

okraglony z dokladnoscia do 100 sztuk.
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Zadanie16.36.  [matura, maj 2022, zadanic 15. (7 pkt)]
Rozpatrujemy wszystkic trojkaty réwnoramienne o obwodzie rownym 18.
a) Wykaz, Ze pole P kazdego z tych tréjkatow. jako funkcja diugosci b ramienia, wyraza
(18 - 2b)- 18 - 81
——
b) Wyznacz dziedzing funkcji P.
¢) Oblicz dlugoéci bokow tego z rozpatrywanych trojkatow, ktory ma najwigksze pole.

si¢ wzorem P(b) =

Zadanie16.37. [test diagnostyczny CKE, grudzien 2022, zadanie 7. (4 pkt)]
Olejarnia wytwarza olej ekologiczny. Aby produkcja byla oplacalna, dzienna wiclkos$¢ produkeji
musi wynosi¢ co najmnicj 480 litréw i nic moze przekroczy¢ 530 litrdw (ze wzgledu na ogra-
niczone moce produkeyjne). Przy poziomie produkeji (480 + x) litrow dziennie przecigtny
koszt K (w zlotych) wytworzenia jednego litra oleju jest rowny
22x% - 621,5x + 23430
K(x)= - , gdzie x €[0,50].
() 480 + x R [ ]

Oblicz, ile litrow oleju dziennie powinna wytworzy¢ olejarnia, aby przecigtny koszt produkcji
jednego litra oleju byl najmnicjszy (z zachowaniem oplacalnosci produkeji). Oblicz ten naj-
mniejszy przecigtny koszt. Zapisz obliczenia.

Zadanie16.38.  [matura, maj 2023, zadanie 16. (7 pkt)]
Rozwazamy trojkaty ABC, w ktorych A = (0, 0), B = (m, 0), gdzie m € (4, +oc), a wierzcholek C
lezy na prostej o rownaniu y = —2x. Na boku BC tego trojkata lezy punkt D = (3, 2).
a) Wykaz, ze dla m € (4, +=) pole P trojkata ABC, jako funkcja zmiennej m, wyraza sig
wzorem

m?
P(m) - m-—4

b) Oblicz t¢ warto$¢ m, dla ktérej funkcja P osiaga warto$¢ najmniejszq. Wyznacz row-
nanie prostej BC, przy ktorej funkcja P osiaga t¢ najmniejsza wartosc.

Zadanie16.39.  [matura, czerwicc 2023, zadanie 13. (6 pkt)]
Rozwazamy wszystkie graniastostupy prawidlowe czworokat- " G
ne ABCDEFGH, w ktorych odcinek taczacy punkt O przecig-
cia przekatnych AC i BD podstawy ABCD z dowolnym wierz- £
cholkiem podstawy EFGIH ma diugo$¢ d (zobacz rysunek).

a) Wyznacz zaleznosé objetoscl V graniastostupa od jego
wysokosci h i podaj dziedzing funkcji V (/).

b) Wyznacz wysokos¢ tego z rozwazanych graniastostu-
pow, ktérego objetosé jest najwicksza.

Zapisz obliczenia.
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Zadanie16.40.  [matura, maj 2024, zadanic 13.]
Rozwazamy wszystkic graniastostupy prawidlowe tréjkatne o objetosci 3456, ktorych krawgdz
podstawy ma dlugos¢ nie wicksza niz 83,

Zadanie16.40.1. [matura, maj 2024, zadanic 13.1. (2 pkt)]
Wykaz, Ze pole P powierzchni catkowitej graniastostupa w zaleznosci od dlugoscei a krawgdzi
podstawy graniastostupa jest okreslone wzorem
%o 1382443
P(a) = u 2J§ - ——£
a

Zadanie16.40.2. [matura, maj 2024, zadanic 13.2. (4 pkt)]

Pole P powicrzchni catkowitej graniastoslupa w zaleznosci od dtugosci a krawedzi podstawy
graniastostupa jest okreslone wzorem

Pla)= 2 .2J§ . 1382443

da
dla a e(O, 8\/5}

Wyznacz dtugo$¢ krawedzi podstawy tego z rozwazanych graniastoslupow, ktorego pole po-
wierzehni calkowitej jest najmnicjsze. Oblicz to najmnicjsze pole. Zapisz obliczenia.

Zadanie16.41.  [matura, czerwiec 2024, zadanie 13]

Rozwazamy wszystkie ostrostupy prawidlowe trojkatne, w ktérych suma wysokosci / ostro-
stupa oraz promienia R okr¢gu opisancgo na podstawic tego ostroslupa jest réwna 6.

Zadanie16.41.1.  [matura, czerwice 2024, zadanie 13.1. (2 pkt)]
Wykaz, Ze objgtoé¢ ¥V kazdego z takich ostrostupéw w zaleznosci od dlugosci R promienia
okregu opisanego na podstawie ostrostupa jest okreslona wzorem

A

V(R)= —43 (6R* = R?)

Zadanie 16.41.2. [matura, czerwice 2024, zadanie 13.2. (4 pky)]
Objgtosé V ostrostupa w zaleznosci od dtugosei R promienia okrggu opisanego na podstawie
ostrostupa jest okreslona wzorem

3

V(R):—4—-(6R3 -R)
dla R € (0, 6).

Wyznacz dlugosé promienia okrggu opisancgo na podstawie (ego z rozw azanych ostrostupow,
ktérego objetos¢ jest najwigksza. Oblicz t¢ najwigksza objgtosé. Zapisz obliczenia.
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17. Inne

Zadanie 17.1. [matura prébna CKE, styczen 2009, zadanie 6. (4 pkt)]

817 -3

Poréwnaj liczby a’ oraz b?, gdzie a = ( \/_) (2+\/—) } W

Zadanie 17.2. [matura, lipiec 2020, zadanic 10. (4 pkt)]
Dla pewnych liczb rzeczywistych a > 1, b>11 N > 1 jest speiniona réwnosé

log,:, N = % -(log, N +log, N).

Wyznacz wszystkie wartosci wyrazenia log, b.

Zadanie 17.3. [arkusz pokazowy CKE, marzec 2022, zadanie 1. (3 pkt)]
Dane sg liczby a = log, 3 oraz b = log; 7.
Wyraz log, 49 za pomoca liczb a oraz b. Zapisz obliczenia.

Zadanie 17.4. [informator maturalny CKE 2021, zadanie 2. (3 pkt)]
Dane s liczby

I
a=(log ;2)-log,25ib = l°§sg
5

Oblicz a**!

Zadanie 17.5. [test diagnostyczny CKE, grudzien 2022, zadanie 1. (2 pkt)]

Oblicz
log, 5 - log,s 27

log, )

Zapisz obliczenia.

Zadanie 17.6. [matura, czerwiec 2023, zadanie 1. (2 pkt)]

Dane sa liczby
log; 2023

a=4":% oraz b =
log, 2023

Oblicz a - b.

Zadanie 16.7. [matura, maj 2024, zadanic 5. (3 pkt)]
2a+1

Wykaz, ze jezeli logs 4 = a oraz log,3 = b, to log, 80 = m

e2Vuidzania

1. Funkcja kwadratowa

Zadanie1.1.
Po przeksztalceniu otrzymujemy
S(x)=3x*—(2a+2b+2c)x +ab+bc+ca
Wyznaczamy wyréznik
A=4(a+b+ c) - 12(ab + be + ca) =
4a® + 4b* + 4c? + 8ab + 8bc + 8ca — 12ab — 12b¢ — 12ca =
2(a* = 2ab + b*) + 2(b* = 2bc + ¢*) + 2(c? - 2ca+ a*) =
2(a- b)2 +2(b- c): +2(c- a):

Dla kazdej liczby rzeczywistej x zachodzi nieréwnosé x2 > 0, stad A 2 0, czyli funkcja fma
co najmniej jedno micjsce zerowe.

Zadanie1.2.
=3x+2nP <0 (x-n)(x-2n <0 xe(n 2

Najwigkszg liczba catkowitg nalezaca do przedziatu (n, 2n) jest liczba 2n — 1.

Odp. Wzér funkeji f(n) =2n-1, gdzie n> 1.

Zadanie1.3.

Ze wzordéw Viete'a otrzymujemy
2+¢*=10 2+ pi-4p+4=10 2-2p-3=0 =-1 =3
{p ’ Q{p P -4p Q{p P Q{p ; |ub{" ]
Q==

p+q=2 q=2-p g=2-p q=
Odp. (p.q) =(-13), (. 4)= (3. -1).
Zadanie 1.4.

PR A>0
Rozwigzanie zadania sprowadza si¢ do rozwigzania ukfadu nieréwnosci { .

Y2+ x% > 2mt —13
gdzie A jest wyrdznikiem rownania kwadratowego, natomiast .x, x, s3 pierwiastkami tego
rownania.

Zatem

X2 Hx2=(x, +x) -2, =m -4
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{nf -8>0 {m: -8>0 {m € (—oc, —2\/5) v (2\/5.4'00)

N =
m* —4>2m*-13 m?-9<0 m e (-3,3)

Odp. m e (—3; —2\/5) V] (2\/5; 3).

Zadanie 1.5.
N ‘ : 2 o o [A>0
Rozwiazanie zadania sprowadza si¢ do rozwiazania uktadu nieréwnosci 5,
X +Xx, <2m’ -3

gdzic A jest wyréznikiem réwnania kwadratowego natomiast x,, x, sa picrwiastkami tego

rownania.

Zatem

A=(m—4)2 —4(m* - 4m)=-3m*+ 8m + 16
3m 4+ 8m+16>0  [3m* -8m-16<0  [(3m+4)(m-4)<0
m-4<2m -3 (m+l)(2mz—2m+l)>0

me (—i, 4]
3 s

m e (=1, +»)

X tx,=m-4

2m* —m+1>0

Odp. m € (-1, 4).

Zadanie 1.6.
x2—4x,dlax>0

X +4x,dlax <0

S(x)=x?—4fx| = {

\ fi) =22 - dly| T /

3 - i 0 1

[SEN
w
=

Wierzchotki parabol:
y=xt-4x, W=(2,-4).
y=x>+4x, W=(-2,-4).
QOdp.

Nie ma rozwigzan dla m € (-», —4). =3
Dwa rozwiazania dla m € (0, +) U {-4}.
Trzy rozwigzania dla m = 0.

Cztery rozwigzania dla m € (-4, 0).

Zadanie1.7.

Rozwiazanic zadania sprowadza si¢ do rozwigzania uktadu nieréwnosci {A & 5 5
(3 —x)" <8m+8

gdzic A jest wyroznikiem réwnania kwadratowego.

Zatem

A= 16m>+4m® —24m* —4m + 8 = 4m* — 8m* —4m + 8 =

=4m*(m—2)—4(m—2)=4(m-2)(m-1)(m+ 1)

1. Funkcja kwadratowa - szkice rozwiqzar

(x—x

2 2
)zz[ﬂ_ﬂj =[\/Z] :—A—=4m-‘—8m2——4m+8
2a 2a a?
4(m=2)(m=1)(m+1)>0 (m—2)(m—l)(m+l)>0c>
o

4m’ —8m* —4m+8<8m +8 4m’ —8m* —12m < 0

m=2)m-=1)(m+1)>0 -1,1 2,
Q{( )(m=1)(m+1) Q{’"G( ) (2,+)

m(m+1)(m=-3)<0 me(—oo,—l)u(().?s).

a

¥

T R g BE
IS S) = (x = 2)(x = )(x + 1) -5+

Odp. m € (0, 1) u(2,3).

g(x) = x(x + 1)(x - 3)

Zadanie 1.8.

Rozwigzanie zadania sprowadza si¢ do rozwigzania ukladu nieréwnosci

A>0
3 s 3 , gdzie A jest wyrdznikiem réwnania kwadratowego.
X+ x5 —2xx,-25<0

Zatem
A=(m—2)+24m=m*+20m+4

2
X252 -20x -25=(x +x) —4xgx, -25= ("IZ_ZJ w130 =

{nﬁ +20m+4>0 {m & (=0, ~10 - 4V6) U (=10 + 46, +o0)
L—3

m? +20m—-96<0 m e (-24,4)

A =384 m,=——20-;—8£=—10—4\/€ s, s B G
- - =2

A, =786 =28 m, =M=—24 mz=¥=4

Odp. m e <—24,-10 - 46)u(-10+ 4J8,4).

Zadanie1.9.

Niech # oznacza najmniejszq z tych czterech liczb. Wiedy

n+3=nl+@m+ 12+ n+2) 3 +5n+2=0
-5-1 =5+1 2

A=25-24=1 m=——n=-1 ny, = =

6 T 3
0dp. 1,0, 1,2.

_ m*+20m-96
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Zadanie 1.10. i '
: : jerownosci i rownania ~4m+4 >0 m <1 me (-o,1
Rozwiazanie zadania sprowadza si¢ do rozwigzania ukladu nierownosct \ " ( )
A 0' —— | m* —m < 6m S am(m=-7)<0 < {me(0,7)
> . fynily swnania kwadratowego. [ A
: . gdzie A jest wyroznikiem rownd ' 2m* — 6m+4 > 6m 2 _ > oy B < .
{,\',‘t\'g=4m'+6m:—32m+12 £ ! m*=6m+220 me( 0,3 -T)U(3+7. L)
Zatem L 6-2J7
5 ) =36-8=2 - —3_ -
A=m+2y¥ -4m+d)=m*-12 A)=36-8=28 m 2 3-V7 ny 3+47.
2. 232 g 5 \2 o Bt o P {
v +xd = (xf +x3) - 20 = (( Y +Hx,) - 2.\1\’_’) 2(nx,) f Odp. m e <0,3 _ ﬁ)
=((m& 2)2 -2(m+ 4)) —2(m+4): =(nm? +2m—4) -2m? —16m-32= | N
| 13
=m*+ At + 16 +dm' - 8m* — 16m - 2m* — 16m - 32 = m+1#0
=m'+am' — 6m* - 32m - 16. ! Rozwigzanic zadania sprowadza si¢ do rozwigzania ukladu nierownosci ¢ A > 0 . gdzie A

mh - dm - 6n® —32m - 16 = dm’ + 6m* —32m + 12 &> m*— 12m* =28 =0

[m*=12>0 mt 512
~ 5 4 ~

1(111' - l4)(m' + 2) =0 m* =14

Odp. m = 14 lub m = V14

\ X+ €2,5

= =Td Jest wyroznikiem rownania kwadratowego natomiast x,, x, sa pierwiastkami tego réwnania.
Zatem
2

A=9m* —4(m+1) = (3m=2(m+1))(3m+2(m +1)) = (m = 2)(5m + 2)

6m=5(m+1)  m-5

Zadanie 1.11. 2(m+1) - 2(m+1)

<0 2(m+1)(m=-5)<0
Rozwiazanie zadania sprowadza si¢ do rozwiazania uktadu nierownosci i rownania

!
|
i
|
{A>0 }' m# —1 iser=k
|
[
|
k
|

. gdzie A jest wyroznikiem rownania kwadratowego.

A jest wyr6znikiem rownania kwadratowego.

+(y+x)+l=

2
I —x,|=3 (m—Z)(5m+2)>0 me(—x. —g]u(l,%\o)
-5)<
Zatem 2(m+1)(m-5)<0 el 8
-b+Ja _-b-Ja| |JA| Ja _Va
|~Vl_-"2|;—— :——:—:—:39\/5:6 2
B 2a 2a a la| 2 Odp.me|-1,-=|U(2. 5).
<] 0 3
N A>
E { < A =36
s A =36 Zadanie 1.14.
-ﬁ A=(3-2m)y-8(-m+1)=9- 12m+4ml+IRm~X=4m:—4m+l=(2m—|)2 >0
" | Rozwiazanie zadania sprowadza si¢ d wigzania ukladu nierownosci i ro i
; A=36<3(2m—l)-:36<32m—1=()lub2m~I=—6c:>m=11ubm=_§_ i : P FRRGATIIRE unlcrownoscn|m\\nama{di+dl:126,
|
; Gl 7 T s \ g‘dzic Ajest \\»yr(')ir{likicm r()_\\'nania kwadratowego natomiast d , dj; oznaczaja odlegtosci punk-
. 5 s { 0w A, B od prostej z zadania.
( Zatem
Zadanie 112. ‘ A=Q2m+2) —4Q2m+5)=4m* +8m+4 - 8m —20=4m* - 16.
A i ' S = [ +1]) x3+1|‘=x3+2x1+1+.\~§+2x:+1=
Rozwiazanie zadania sprowadza si¢ do rozwigzania ukladu nieréwnosei { x,x, < 6m gdzie I o 4 2 2 2 2
RIEPIS .
X4 x3 2 6m t 2 +lead+ 20+ (n+x )2 -2,
Zatem : 2 2
A=d1—m) =4 —m)=4 - 8m+ dm? —dm + 4y = 4m+ 4 | (x + _\-,): (2m+ 2):
X, =mt-m { -

s (g ) H L= = (2m - 5) + (2m 4+ 2) + 1= 2m? + 4m.
24 x2=(x: + 1) — Ixop. = ) ‘ - -
Xitas = 0 -2 =401 —m)P - 2m? 4+ 2y = 208 — 6m + 4, |

ROZWIAZANIA
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{4:»13 -16>0 {m € (-0, -2)u(2.+m)
< .

2m* +4m = 6 m +2m-3=0

-, 2+4
A=4+12=16 m = £ 4:—3 nys——> =1
2 Z
Odp. m = -3.
Zadanie 1.15.

A>0

2
Rozwigzanie zadania sprowadza si¢ do rozwigzania ukladu nicrownosct (% +x)

(% x) 2+ 23

gdzie A jest wyroznikiem rownania kwadratowego.
Zatem
A=(2m 57 —4Q2m+3)=4m? — 20m +25 - 8m— 12 =4m* - 28m + 13> 0 &

( IJ [/13 )
Ome|—x, - |U|=,+> |
2 2

, _2 28+24 13
A, =280 16 13 =756=24 gy = BB L 1

= n, =

() + 2,02 2 (x) - X3)7 (0 + X5 =X X)) + X+ x,x,) 20 &
1
(-2m+5-2m-3)(-2m+5+2m+3)20< (4m+2)820 = m< 5

(-0 22X+ x2  (x) +xy) - 20X — (0x,) S0
< C2m-57-22m+3)-C2m+3) <0

2 8 2"

< 4m? —2()m+25—4m——6—4m:—I2m—950<:>—36m+10$0<:>m2|i.

1. Funkcja kwodratowa - szkice rozwigzan

Zadanie 1.17.

Rozwiazanic zadania sprowadza si¢ do rozwiazania ukladu nicréwnosci i réwnania
m=# -1
A>0 . gdzie A jest wyroznikiem funkcji kwadratowej.
xt—x§ - (xf -x1)=0

Zatem

A=40m =2 —4(m+ 1)(-m +4)=4m* — 16m + 16 + 4m* — 12m— 16 =

=8m>—28m = 4m(2m - 7)

xi—xi - (P —xf) = (f -xPxP +xf- 1) =

= (0 = X)) 0+ ) - 2xx, - 1)

Pierwiastki sa rozne, wige x, # x,. Stad

m# -1
dm(2m-7)> 0
X +x =0 lub (3, +x,) = 2%, —1=0
Dalej
=2 (o=
x,+xz=0c:>M=0c:m=2.
m+1

4(m—2)1 _7—m+4_
(m-‘l»l)2 B
SAm -2 -2(-m+dm+D-(m+1)}=0

< dm* = 16m+ 16 +2m> —6m -8 —m*> —2m—1=0<5m> - 24m + 7 =0.

(% +x, )2 -2yx, -1=0

ROZWIAZANIA

o Stad A =24120- 7= 436 ml=24—2\/|09 _12-4i09 e = 1244109
(] 1 13 10 5 - 5
N me(—w,—)u(—-,ﬂoJ Zatem
S @ AR 7
— | nze(—oo.—])u(—],O)u[—,+:o)
.ﬁ m< 5 2
B 2
> 5 oyl Wb =, L g S H D
2 m = T S
> 12+ 109
51 Odp.m = ——.
Odp. m e —.—). S
18 2
Zadanie 1.18.
Zadanie 116. Dla m = 0 lub m = 1. Réwnanie jest liniowe i ma tylko jedno rozwiazanie. )
Funkcj¢ mozna zapisac w postaci f(x) = a(x + 1)(x - 3), gdzie a # 0. | m#0 i m=l
|
s A>0
Wiedy f:l()z) = gi3 39 ) 319 >|
L I Stad rozwiazanie zadania sprowadza si¢ do rozwiazania ukladu nierownosci - < %
1+ X
m 1 1
i@ et
3 45 x

gdzie A jest wyroznikiem rownania kwadratowego.
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Zatem

1
A=1—4(m3—m)=—4m:+4m+l>0c>me[——2——v 3 ]

_4_4\/5=1_ﬂ I—\/E.

A=32=16-2 = —— my =
! m 1 m m ) 0 4
S-& < om-m<—eIn-dms0ome '3/
n+x, 3 1 73 3
m’ —m
ESL+L<3£5—.".'+".3 sl ciomss.
3y x 3 XXy 3
Stad
m#01 m=1
[1 -2 1+2 J
me|———,
2 2
me <0, i>
3
m<3
2
Odp. m € (0, I)u[l. 1 +2\/:].
Zadanie 1.19.
m*+m-6
—_— =<0
m-=>35
Rozwigzanie zadania sprowadza si¢ do rozwigzania ukladu nieréwnogci {m # 5
A>0
XX, >0

w liczbach calkowitych, gdzie A jest wyroznikiem funkeji kwadratowej natomiast X, X, micj-
scami zerowymi tej funkcji.

Zatem
% <0 (m=5)(m+3)(m=-2)<0 me (-, =3)u(2,5).
A=4(m -2y 4>+ m—-6)==20m+40> 0> m<2.
m—>5 ("’"5)2 2
xx, >0 o >0 - >0 (m=5)(m+3)(m-2)>0

m-5
m e (~o,-3)U(2,5)u (s, +=).
me (-0, -3)U(2.5)
m<?2
me (-, —3)u(2.5)u(5,+x)
Odp.m € {-4,-5,-6, ...}.

1. Funkcja kwadratowa - szkice rozwiqzan
Zadanie 1.20.
Rozwigzanie zadania sprowadza si¢ do rozwigzania ukladu nierownosci i rownania
A>0
(-"1 . x:)(,\',z + "zz) - (“‘ 5 ‘3) -0 gdzie A jest wyroznikiem rownania kwadratowego.
Zatem
A=4(M—1):—4(m2+m—|)=—12m+8>0©m<§.
1t 0) ) - (P F ) =0 o x P+t Faart A —x ) = 0
XXX ) =0 P - 1)(-2m=1)=0<m+m—1=0lubm=1.
Stad
2
m<=
3
—1-5 -
m= flubm: l+\/§lubm=l
2 2
Odp. m = -1-\5 lub m = _l+\/§.
2 2
Zadanie 1.21.
A>0
Rozwigzanie zadania sprowadza si¢ do rozwiazania uktadu nieréwnosci xx, >0 | gdzicA
[ —x) <3

jest wyroznikiem funkcji kwadratowej.

—b+JA -b-JA

2a 2a

Jal_Ja

=—=\/Z<3<:>0SA<9,wi¢cpowyi-

Poniewaz |x, - x,

al lal
A>0
szy uklad nieréwnosci je rownowazny z nastgpujacym ukladem: { x,x, > 0
A-9<0

Zatem
A=4(m+ 1) = 46m + 1) =4m* = 16m=4m(m —4) >0 <= m < (—o, 0) v (4, +x0).

x|x2=6m+l>0c>m>——(l;

9
A-9=d4m* —16m-9<0 & m E[-‘l-‘—]-
2" 2
5 16+20 9 16 - 20 1
Ay =167+ 169 =400, W= =5, e —7
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Stad

me (=, 0)U (4, +x)

1
m>-—
6

]

Odp. m e (—%. 0) U({ 2]
Zadanie 1.22.

k#0 s §,.5
Rownanie ma dwa rozne rozwiazania wtedy i tylko wtedy, gdy {A 50 gdzie A jest wyrozni-

kiem rownania kwadratowego.

Zalem
A=(h-1) -4 =3k -2k+ 1,
k#0 k=#0

= I ) <k e(—l.O)u[O,-I-}
A>0 |3k -2k+1>0 3
Dalej
,,,=l+_‘_=u=ﬂ=_k+|,

X Xy x

l A

k)=2-4 = 2= |

f(k) [2J
Funkcja malcjaca.

D=4, f0)=2, /(1]=23 =3,

< 0 t 2 X
Odp. (V4,2) U (2.4). l l )
Zadanie 1.23.
m#3

Rozwiazanie zadania sprowadza sig do rozwigzama ukladu nieréwnosci { A > 0 gdzie A
X +x > -9

Jest wyrdznikiem rownania kwadratowego.

Zatem
2-m 27-9m-8+4m
A___9_43___m:Tm—>0c3(3-m)(—5m+l9)>0c>

ome (—w,3)u(?,+mJ.

x4xd =0+ x)(x+x3 - xx) = (x +x2)((x, +x,) ‘3X|X1) o

|
?

1. Funkcjo kwadratowa - szkice rozwigzan

2-m
3—-m
@ -m(3-m)<0.
Stad

me (—oo3)u(? +wJ-

)>—9@9—32_”’<3@2—2""’ P fo .
3-m -m —-m

< 04

=—3(9—3

me(3.4)
Odp. m e (B 4).
S
Zadanie 1.24.
Rozwigzanie zadania sprowadza sig do rozwigzania ukladu nieréwnosci

A>0
{( U5 AT ) et B ) <0 gdzie A jest wyroznikiem rownania kwadratowego.

Poniewaz
A=36m*—16(2m + 3)(m — 3) = 49m* — 8m? + 24m — 12m + 36) = 4(m + 6), wigc
o 6m — 2|m + 6| _ 3m —|m + 6| . 3m -+ |m + 6|
8 4 4
Stad

4x) —4x,=3m — m + 6] — 3m — |m + 6| = =2|m + 6|
(4x) =4, — D)y, —dx, + 1) = (2)m + 6] - 1)(-2/m+ 6|+ 1) =

4|m+6|z—l<0®|m+6|1<lc>|m+6|<lc>—l<m+6<lc:
4 2 2 2

13 11
D -——<m< ——
2 2

Zadanie 1.25.

Réwnanie ma dwa rozwiazania mniejsze od 3 wtedy, gdy:
A>0
p <3 ,gdzicAjest wyréznikiem rownania kwadratowego, natomiast p jest pierwsza wspol-
f3)>0

rzgdng wierzcholka paraboli.

Zatem

N R 5 3m
A=9m? - 8m*-4=m*-4 p-= =

105
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F(3)=9 -9+ 2w+ 1 =2n — 9m + 10 = (2m = 5)m = D

=g m e (=0, -2) U (2 +2)
3m

—<3 Sim<2

5
S
me (—I.Z)u[;ﬁx]

(2m-35)(m-2)>0

Odp. m € (-, -2).

Il sposéb
Rownanie ma dwa rozwiazania mmiejsze od 3 wiedy, gdy:
A>0  [A>0 A>0 mt=4>0

X <3y -3<0 e {(y-3)(xr,-3)>0= 2% =9m +10> 0.
Im-6<0

(¥ = 3% - 3) = x,0, - 3(x, +x,) + 9=2m? + | = 9m +9=2m* — Im + 10.
Xy =3+ x:~3=3m-6.

x<3 X%y =3i<0 x-3+x,-3<0

Zadanie 1.26.
A>0

Rozwiazanic zadania sprowadza si¢ do rozwiazania ukladu nierownosci N 3
) X+ a3 > =Txx,

gdzie A jest wyroznikiem rownania kwadratowego.

A=(m+1) —4(=m* +1)=5m + 2m=3 = (Sm=3)(m+1).

x4 a)=(x+0)(of oy +xf) = (0 + ~‘:)(("'| o -‘:)2 - 3-‘1-"2)

X +xd=—(m+ l)((ln-r 1) = 3(-m* + l)) = —(m+1)(4m* +2m -2)
=Txx, = =T7(-m* +1) = 7(m+1)(m -1)

x4 x> -Tax, © —(m+1) (4 +2m=2) > T(m+1)(m-1) &

< (m+1)(—4m =2m+2=Tm+7) >0 & (m+1)(-4m* -9Im+9) >0 <

< =(m+1)(4m +9m =9) > 0 <> —(m+1)(m+3)(4m=3)>0.
me (—x,—l)u(%,-q-oo)

{(Sm =3)(m+1)>0
me (ar..—B)u( 3]

—(m+1)(m+3)(4m-3)>0 0
"4

33
Odp. me (—o,-3)u| =,=|.
pme(—n-3)0(3.2]

1 Funkcja kwadratowa - szkice rozwigzari 107
Zadanie 1.27.
Rozwigzanic zadania sprowadza si¢ do rozwigzania ukladu nicréwnosei.
A>0
11
—t— > ) v
NN , gdzie A jest wyrdznikiem rownania kwadratowego.
1 1 2
—+—==x<90
X x 3

A=9m" —4m+ 1)2m—1)=9m> —8m> —dm +4=m> —dm + 3 = (m - 2)*

l+L _htN 3m
Yoox Ny, (ma1)(2m-1)
r,r.2z_ 3m 2 9m—4m® -2m+2  —Am’ +Tm+2

xoox 3 (ma)2m-1) 3 3(m+1)(2m—1)  3I(m+1)(2m~1)
(m=-2) >0

3m
(m+1)(2m=1) #0s
—4m? +Tm + 2 z
3(m+1)(2m-1)"

; : 1
m#2im#-l1 matE

3m(m+1)(2m—1) >0
3(m+1)(2m - l)(—4m2 +Tm+2)<0

A=49+32=8|.ml=L;9=2_m:=‘7+9= !

-8 4

|

X | S P
| = *—l' N e

|

| ‘

|

2 h 0 i PN

i E S 1 N/ i 3
fim]=3m(m + 1 2m — \ k—<4nr + Tm + 2)

| Sim) = 3m(pn + 1)2m = 1)

S B +-20

P ; 1
m#2im=z-11 me# -~

rne(—l,O)u(%,+x)
me (—ao,—l)u<—l l> u(2.+x)

4’2

Odp. m€<—%.0]u(2,+x),

ROZWIAZANIA


Mobile User


. Poziom rozszerzony
108 Matematyko. Zbiér zadan maturalnych. Lata 2002-2024.

Zadanie 1.28.

1
m#——.
2

A= (m+2) — 4Q2m +1)(m - 3) = m* + dm + 4 - 8m? + 20m+ 12= ~Tm? +24m + 16.

m+2)2+ m-3 _

() = X0 + 5x,X3 = (x, + x;)2 —dx)x, + 5x\ X, = ( = Tt

(m+2)" +(m-3)(2m+1) P +dm+4+2m7 —5m=3 3m? ""*:1_
(2m=+1)y - (2m-4-|)2 (2m+1)

2 5 ) 38
(=) + Sxvy > 1 o3 —m+ 1> Q2m+ 1)) &’ +5m<0.

1

1 | m:—;
m#—— m#—-— 2
2 2

% 5 4
=Tm* +24m+16> 0, |(m—4)(-4-7Tm)>0, me(—;.‘t}
m* +5m<0 m e (-5,0)

Odp. m e (—i -l)u[——l-,0>.
7 2 2

Zadanie 1.29.
A=Q2-4m)y - 16(m* —m—~2)=4—16m+ 16m> — 16m*+ 16m + 32 = 36.
Zatem rownania ma dwa rozne rozwiazania dla m € R.

m e (-5,0)

. _4m-2-6 _m-2 _4m-246 m+|
ik 8 27 8 2

Dodatnie sa wiedy, gdy m —~2>01im+1>0, czyli dlam > 2.

Sue  ES m=2\ (m+1) m*—dm+4+m? +2m+1 2m>-2m+5
x}+x}= +|—| = -
2 2 4 4

Odp. m € (2, 3).

2
0
N
2
>
N
>
Z
>

Zadanie 1.30.
Rownanie ma dwa rozne rozwiazania wiedy i tylko wiedy, gdy A>0.
A=(3m+2) —4(2m* +Tm - 15) = 9m? +12m + 4 — 8m? — 28m + 60 =

m* = 16m + 64 = (m—X): >0 m#8
2x7 +5xx, +2x3 =2 < 2(x, + x:)z +ax =26
2(3m+2)" +2m + Tm=15=2¢ 20m? + 3m-9 =

(5m+9)(4m=1)=0 <> m = —% lubm = l

4

9 1
Odp. me{-=, —}.
- {54}

2o gl ) 5
X+ x3 STQZI"‘ 2m*5£I7csm-—m—6S0Q(m—3)(m+2)50¢;.,,,E(_2,3)_

1. Funkcjo kwadratowa - szkice rozwigzan

Zadanie 1.31.

Ponizsze nierownosci sg rownowazne

(mz +4m—=5)-x? +2x > 2my - 2

(m+S)(m=1)x>=2(m=1)x+2>0

Dla m = 1 otrzymujemy nieréwnosé 2 > 0, ktéra jest oczywiscie prawdziwa dla kazdej liczby
rzeczywistej x.

Dla m = =5 otrzymujemy nierownos¢ 12x + 2 > 0, ktora nie jest prawdziwa dla kazdej liczby
rzeczywistej x.

Gdy m # =5im #1 mamy nicrownos¢ kwadratowa, ktéra jest prawdziwa dla kazdej liczby
rzeczywistej x wtedy i tylko wtedy, gdy

a>0
{A<0
A=4(m=1)" =8(m+5)(m—1)=4(m—1)(m—1-2m~10) = 4(m —1)(-m - 11)

{(m+s>(m—l>>o - { me (e, ~5)u (1. +)

4(m=1)(-m-11)<0 me(‘—oo‘ —1yu(l, +w)c>me(—x. —1)u(l, +x)

Odp. m e (=0, = 11)U(l, +).

Zadanie 1.32.
A>0
Roéwnanie ma dwa rézne rozwigzania dodatnie wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ x, +x, > 0.
X0, >0
A= (Za): —4(a" - Za) =—4a' +4a’ +8a = 4u(-—u: +a+ 2)
X, +x,=2a

X, X5 =a'—2a=u(u: —2)

A>0 4(1(—(1:+u+2)>0 —a*+a+2>0
X+x>012a>0 &4a>0

X%, >0 (l(ll:—2)>0

@ae(ﬁ. 2)

a-2>0

Odp. ae(V2, 2).

Zadanie 1.33.

Trojmian kwadratowy ma dwa rézne pierwiastki wtedy i tylko wtedy, gdy A > 0.
A=4(m+ l): —16m =4(m- l)2

Zatem trgymian kwadratowy ma dwa rozne pierwiastki dla m e R — {I}

Zero jest pierwiastkiem trojmianu kwadratowego dla m = 0.

Stad m e R -0, 1}.
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Nastepujace nieréwnoscr sa réwnowazne
1

1
N+xS—+—

X X
X, + X
x+xn-—1-—"2<9
®ix;
) 1
(v+x)1-—|<0
XX

(x5 + ) (wx - 1)
XX,

(% +x)(xx; = )xx, <0

Wykorzystujac wzory na sumg i iloczyn picrwiastkow otrzymujemy

2(!7;:& I)(% - IJ% &5

(m+1)(m=-4)ym=<0

<0

Rozwiazaniem nierownosci sa liczby nalezace do sumy przedzialow (==, — l) v (0,4).
Po uwzglednieniu warunku m € R - {0, 1} otrzymujemy odpowiedz.

Odp. m € (==, —1) U (0, 1)U (1,4).

Zadanie 1.34.
Xz__‘]l:M_ﬂ:ﬁz\/_z.:]c;ﬁ:lal
2a 2a a Ia[

A=(p-1) =4p(1-2p)=p* -2p+1-4p+8p> =9p* —6p+1=(3p-1)’

Funkcja f ma dokladnie dwa miejsca zerowe roznigee si¢ o 1 wtedy, gdy
p=0

p:% p:%]ubp:%
[3[) - l] = Ip]
Gl 1ol
”6{5' E}
Zadanie 1.35.

Rownanie ma dwa rozne rozwiazania wiedy, gdy A > 0.

A=(m —4): —4(/713 =Tm+12) = =3m* + 20m - 32
8
A>0me 5,4

Nastgpujace nierownosci sg rownowazne

2

x} +x} <5xt-x; +5x-x3

1. Funkcja kwadratowa - szkice rozwigzari

(5 +%)((5 + ) = 3n, )= S35y (x, +1,) < 0
(% +%)((n + ) - 83:) < 0

(m=4)((m = 4)" =8(m* = 7m +12)) <0

(m = 4)(=7m* + 48m - 80) < 0

(m=4)(=Tm +20)(m - 4) < 0

Odp. m e (?4]

Zadanie 1.36.
Réwnanic ma dwa rézne pierwiastki wtedy i tylko wtedy, gdy A>0.
m=3 16m=32+4m-12 _20m-44

A=16+4——
m-2 m-2 m-2

A> 0<:>(20m—44)(m—2) >0 me (—oo Z)U(l—sl. +w}

Wyznaczymy x; +x;

2 m-3
) = (0 )((n + ) -3xn, ) = —1(16+3-m_2]

Nastgpujace nierownosci sa rownowazne

m-3 m-3 m=3
X +xi>-28c16+3 <7 9+3- <03+ <0
! ° m-2 m=2 m-2

4m-9
m-2

<0 (4m-9)(m-2)<0e= me(l, %)

m
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Zatem

, 4

me(—x.l)v(
[ll 9)

ome|—, -
5'a

me(Z, 9]
4

11 9
Odp. me(-. —).
g 5 4

|

Zadanie 1.37.
m# 0

Rownanie ma dwa rozne pierwiastki rozne od zera wiedy i tylko wtedy, gdy { A >0
2m+3z0

A=(m~+ I): —4m - (=2m+3)=9m* —10m +1

A>0& (Im=1)(m-1)>0me (—m.%]u(l.-&m)
. 3 .
Uwzglgdniajge warunek m # 0 oraz m = = otrzymujemy

me(—x.())u(o.—;]u(l.%)u(%.w)

1
Wyznaczymy — +
XZ 2

: ("'H)’_,_img
o1+ (o) -200 (m T oom smi-dm+l

— = == 7 = 3 3
X (ax) (xx) [i’"ﬁj. (2m-3)°

m

Nast¢pujace nicrownoscl sg rownowazne

Sm? —dm+1 g R
L'-% |c;'"—,<lc>5m~—4m+l<4m--I2m+9c:
s =3 (2m - 3)

m?+8m—8 <0< (m+4) <24c:>|m+4|<2\/gc3me(-4-2‘/3'4+2\/5)

Zatem

me ("«,O)U(p'éju(l'%Ju(%'+w) P me(—4—2\/(_>.0)u(0,1)
m e (-4 - 246, + 2J6)

Odp. m = (-4 -2J6,0) u((l‘ é]

1 Funkcja kwodratowa - szkice rozwigzon

Zadanie 1.38.
Réwnanie kwadratowe ma dwa rozne pierwiastki wtedy 1 tylko wtedy, gdy A > 0.
A=(Bm+1) ~4(2m? +m+1)=9m> +6m+1-8m* —dm—4=m® +2m -3 =
=(m+3)(m-1)
Zatem rownanie kwadratowe ma dwa rozne pierwiastki dla m € (=0, ~3) U (1, +).
Korzystajge ze wzorow na sumg 1 tloczyn pierwiastkow otrzymujemy
WA +3x 0 (y+x,-3) =
3
(3 +2x2) =303 (% + %)+ 33 (% + 6 ) - 9y, =
(% + xz)) =95y, =(3m+1) - 9(2m* +m+1) =
27m* +27m* + 9m + 1 =18m> =9m -9 = 27m® +9m? -8
Zatem przeksztaleajae rownowaznic otrzymujemy
27m* +9m* -8 <3m -7
27m* +9m* =3m-1<0
(9m* =1)(3m +1) <0
(B3m-1)(3m+1) <0

3m—-1<0v3im+1=0

1 |
ms<—vm=-——
3 3

(.
(3]
Po uwzglgdnicniu warunku m & (—, -3) U (1, +) otrzymujemy odpowiedz.

Odp. m e m e (~», -3).

Zadanie 1.39.
m# 3

Réwnanie ma dwa rozne pierwiastki wtedy 1 tylko wtedy, gdy {A "

A=(m+ l)? +4(3 - m)(m+ 1) = (m+ I): (~4m +13)

B 13
Zatem rownanie ma dwa rozne pierwiastki dla m e (—, ~1) U (-1, 3) U [3, T) ;
Korzystajac ze wzordw na sumg 1 iloczyn pierwiastkow otrzymujemy
txtena+eT

(x +x, )2 -3xx, -7=0

('"_H)..U(ln_l)_—?:ﬂ
3-m 3-m

(m+1)"+3(m+ 1) (3-m)=7(3-m) =0

n3
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(m+1)(10=3m)=7(3-m) =0
(m+1Y(7+3-3m)-7(3-m) =0

Hm+ 1) (1=m)+ T(m+1) =73 -m) =0
3(m 41y (1= m)+7(8m-8) =0

(- m)(.‘a(m + l): ~ 5()) =0

m=lv(m+]): =20
3
56 2742 2V42
m=lvm+l=_[—= vm+l=-——
3 3 3
2V42 2V42
m=lvm=-l+ 2 vrr::-l-T

/

13 ; s
Uwzgledniajace, ze m e (—=, -1) U (-1, 3) v LS, T] otrzymujemy odpowiedz

5> /1
me{—l—' 4"‘11
3

i

2. Wielomiany

Zadanie 2.1.

Pierwiastkami wiclomianu sa liczby: 2, 6, k.

Liczby te sq kolejnymi wyrazami rosnacego ciagu geometrycznego wiedy, gdy:

1. 2-k=3614k>6,czyh k=18,
2. k1=1212<k<6,czyli k=23,

3. k-6=41k<2,czyli k=

,
Odp. & ¢ {5,2\/3.18},

w

Zadanie 2.2.

W(x)=x*=2x" =3x? 4+ dx— 1= x2(x* - 2x +1) - (4x2 - 4x + 1)

(x(x- l)): -(2x-1)" = (—x=-2x+1)(x? =X+ 2r=1)=
(¥ =3x+1)(x* +x-1)

2. Wielomiany - szkice rozwigzar

Zadanie 2.3.

Jezeli liczba 1 jest rozwiazaniem rownania, to |+ m' —m? =1=0, czyli m*(m—~1)=0,
zatem m =0 lub m =1,

Dla m =0 mamy rownanic x* =1 =0, ktorego 1 jest jedynym ma rozwiazaniem rzeczywi-
stym.

Dla m =1 mamy rownanic x* + x> - x — 1 = 0. Rownanic to mozna przcksztalcié do postaci

iloczynowej (x +1)" (v~ 1) = 0, kiére ma dwa rozwiazania rzeczywiste | oraz —1. Liczba - |
jest dwukrotnym pierwiastkiem wiclomianu.

Odp. m=0.

Zadanie 2.4.

W(x)=x'-20" + 227 —6x+9 = x*(x = 1) +(x-3)

Poniewaz x*(x - l)2 >0 dla xe R-1{0,1} oraz (x - 3)2 >0 dla xe R - {3}, wicc
W(x)>0dla xeR.

Zadanie 2.5.

a) Dla p =1 otrzymujemy rownanie (x + 3)~(x: +5x + 4) =0, ktore ma trzy rozwig-
zania -1, -3, -4.
(*)

b) Réwnanie ma jedno rozwigzanic wtedy, gdy rownanie x? + (p +4)x + (p + l)l =0
nic ma rozwigzania lub jedynym rozwigzaniem tego rownania jest liczba 3.
Rownania (*) nie ma rozwiazan wiedy, gdy A < 0.

A=(p+4Y -4(p+1) =-3p* +12

A<O0o pe(—, -2)u(2, +x)

Liczba -3 jest rozwiazaniem rownania (*) wiedy, gdy 9-3(p +4)+(p + ]): =0,
czyligdy p* = p-2=0.Zatem p=—11lub p=2.

Dla p = -1 rownanie (*) ma posta¢ x* + 3v = 0 i ma dwa rozwiazania -3 oraz 0.

Dla p =2 rownanie (*) ma posta¢ x* +6x+9 =0 i ma jedno rozwiazanic -3.

Odp. p e (-0, -2)u (2, +=).

Zadanie 2.6.

W(x)=(x-1)(8x% + 4x—14) =5 =85’ —dx* =18y + 9 = (47 - 9)(2x - 1)
. " 313

Odp. Pierwiastki wiclomianu W (x): A
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Zadanie 2.7.

W2)=17 8+4a+2b+1=7
{u'(}) =10 {27 +9a+3b+1=10
da+2b=-2 2a+b=-1
{9u+3b=—]8 {3a+b=-6
0dp. {a:—S

b=9
Zadanie 2.8.

Zalozmy, Zze 1aki wiclomian istnicje. Niech H(x) = ax’ + bx? + cx + d. Wiedy
8a+4b+2c+d=3

{~8u+4b—--c+d= 2

Stad dodajac stronami mamy: 8 + 2d = 5.

Sprzecznosc, bo lewa strona jest parzysta a prawa nieparzysta.

Zatem takiego wiclomianu nie ma.

Zadanie 2.9.
X+ -2e=x(x+x-2)=x(x- D(x*+x+2)>0.

Y.
12

f)=x(x - I} +x+2)

Odp. x € (—», 0) U (1, +=).

Zadanie 2.10.
Px)=(F+ex+dyf =x+ A + d? + 2 + 2dv? + 2edx =

=x*+ 2e0 + (2 + 2d)x3 + 2cdx + d°.

a=2c a=2c a=2c a=-8 a=28
h=c*+2d b:("+6lub h=c>-6 b=22 lub, =10
24 =2¢d -24 = 6¢ -24 = -6¢ “4=c 4=c
9 -2 3=d -3=d 3=d 3=d
a=-8 a=8
Odp. lub ;
bh=22 b =10

2. Wielomiany - szkice rozwigzon

Zadanie 2.11.
W(=1)=-4-5+23+m=20,czylim=6.
Zatem

W(x) = 4x* - 5x* - 23x + 6.
Poniewaz W(-2) = -32 - 20 + 46 + 6 = 0, wigc W(x) = (x + 2)(4x> — 13x + 3).
A=169 - 48 =121,
Odp. m=6.x,=-2lub x, 0=l X lub x, = il =3,
" 8 4 ) 8

Zadanie 2.12.

W(x)= %(r -1)(x=3)(x-3).

W(2n+1)= %(2::)(211 -2)(2n—4) = 4n(n - 1)(n - 2), gdzic n jest dowolng liczba calkowitg.

Liczba n(n — 1)(n - 2) jest iloczynem trzech kolejnych liczb catkowitych, jest podziclna sig¢

przez 2 i przez 3.
Zatem W(2n + 1) jest podzielna si¢ przez 24.

Zadanie 2.13.

W(x)=x3+ 20+ 20+ 1

W)= (1P +2(=1)2 +2(-D)+ 1 =0

Wr)=x'+23+ 2+ 1 =(x+ (2 +x+1).

Zatem x| = —1 jest jedynym pierwiastkiem wielomianu W(x).

Stad rownanic O(x) =x* = (2m + I)x + n* + m = 0 musi mie¢ dwa rozne rozwiazania x, # -1 # x.

QD =1+2m+1+nmr+m=m*+3m+220Sm#-1im=-2.

2 _ B
A=Qm+ 1Y -4 +m)=1 x, =—"”H:)I ! =m "_J=—_m+2|+l =m+1
Zatem
BBy sl I B s iy By

2 2 2 5
m+m+1 b m-—1 —m<1 lub ~l+m+1 o

2 2 2
Odp. m = -3 lubm = 0.
Zadanie 2.14.
W(m) = 6m* + (m+Hm* = 2m—1=Tm* +4m> - 2m - 1 = 8.
Stad
P(m)="Tm* +4m* - 2m -9 =0, P(1)=7+4-2-9=0,
P(m)=Tm* +4m? - 2m 9 = (m = D)(Tn* + 1lm + 9), A=121-4-7-9=—_131.
Zatem
W(x)=6x*+5x-2x-1=0, WM-1)=-6+5+2-1=0,
W(x)=6x* + 5 -2 | = (x + (6 —x - 1), A=1+4-6=25.
1-5 -1 1+5 1

Odp.m=1.x =~11lub x, = = = T lub x; = = =5,

n7
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Zadanie 2.15.
W)= 1+a+bh+c=0.Stad picrwiastek wiclomianu x, = 1. Zatem
x =1 X, =2 X, =-3

X;=4 lub {x; =1 1lub {x, =-2
x; =17 Xy =4 x =1
Stad
W)= (= )x -4 -7)=x"—12x + 39x - 28 lub
Hx)y=(x+2)x—1)x=4)=x'-3x2-6x + 8 lub
W(x)=(x+5)x+2)(x-1)=x'+ 6 +3x- 10.
Odp. (a, b, ¢) = (~12,39, -28) lub (a, b, c)=(-3.-6,8) lub (a, b, c)=(6,3.-10).
Il sposéb
Nalezy rozwiaza¢ nastepujace uklady rownan:
l+a+b+c=0 l+a+b+c=0 l+a+b+c=0
64+16a+4b+c=0 lub {-8+4a-2b+c=0 lub{-8+4a-2b+c=0

343+49a+Thb+c=0 64 +16a+4b+c=0 -125+25a-5b+c=0

Zadanie 2.16.

Pierwiastkiem wiclomianu jest x, = 3.

W(3)=27-2Tm+9m* -3 -9 +20m+4=0-Tm+28=0=>m=4.
Wiedy

Wx)=x =126 +47x - 60 = (x - 3)(x* ~9x+20), A=81-4-20=1.

Odp. x, =3 lub x, =%=4 lub xl=?=5

Zadanie 2.17.

WDh=m+1+m-9+m=m+2m-8=0.

A-a+a8=36  m=Z%-4 - ‘22”’ =2.

Dla m = -4 otrzymujemy:

Wx)=-4+ 2+ Tx-4=(x-1)(4x2-3x+4), A=9+4-16=73.
Wiclomian ma jeszcze dwa pierwiastki niewymiemne.

Dla m = 2 otrzymujemy:

W(x)=2x+2=5x+2=(x~- 1)(2x* +3x-2),

heGedadngs, g=28a5  p BH5 1
4 4 2

Odp. m = -4.

Zadanie 2.18.

W(3)=54+9a-39+b=0i W(-2)=-16+4da+26+b=20,
9a+b=-15
Stad |
4a+b=10
Odejmujge stronami otrzymujemy: Sa = 25, a = -5. Wiedy b = 30,
Zatem W(x) = 2¢* = 5x* = 13x + 30 = (x - 3)(2x? + x - 10).

prm———

PRI RN

s ke R,

2. Wielomiany - szkice rozwigzan

ufl g E L Hle0 B
4 ; 4 2
0dp.{% = =, Pozostate pierwiastki 2
p. b=30" ozostale pierwiastki: 2 oraz =5
Zadanie 2.19. ’
2 8§ 28 6 2
WS|=—=-Z-24p=2+p=0,p=2.
(5] 25 25 s TPETRre=0p
W(x)=5x" =T = 3x + 2 = (5x - 2)(2 —x - 1)
A=1+4=5 |=l+‘/§ ,n:"‘/g oV
2 - 2
-1
e )
Odp. x e _I-JE‘E v lh/g.wa.
2 "5 2 1,
Zadanie 2.20.

B+=2+x-Doxr-2'+1+2-u+1=0 (- 1)2+(x-1)2=0.
Stad

x*-1=0
x=1=0"
Zatemx = 1.

Zadanie 2.21.
Z zatozen wynika, ze W(-2) =01 W(1) = -30.
—8+4c+20+d =0 de+d=-12
5 d{l+c-10+d=—30' {c+d=—2| ’
Odejmujac stronami otrzymujemy: 3¢ =9, czylic =3 id =-24.
Zatem
W(x)=x3+ 32— 10x - 24 = (x + 2)(x* +x = 12).

A =576 -3x+2

=g 20
AFLHAREATy o Ee,
_x,=_]+7=3, x‘:—2.
- 2

Odp. x e(-4,-2) U (3, +x).
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Zadanie 2.22.
(Ww@2)y=0 10l
wen=6
16 +40m* +2)-22-2Qm +1) =0
2+(m+2)+11-2m+D=6 =5 )
dm' —4m =0
m' —4m = -3
4m' —4m =0
—Am' +16m =12
Dodajac stronami otrzymujemy
12m=12
m=1.
Dla m = 1 otrzymujemy
20 +32-11x-6<0
(x=2)23+ 7x+3)<0
(x=-2)2x+ I)(x+3)<0
Odp.m=1, x € (~w,-3) u<—%.2>.
Zadanie 2.23.
Rozwiazanie jest w zadaniu 2.22.
Odp. m=1,x=-3,x, = —%, X =2.
Zadanie 2.24.
Reszty z dziclenia wiclomianu W(x) przez dwumiany (x - 2) i (x - 3) sa odpowiednio réwne (-8)

sy inikowetygy 4" V)3

‘edy 1 tylko wiedy, g

oraz (~18) wtedy 1 tylko wiedy, gdy H'(3)=—|8

W(2)=16+8h+4c=4(4+2b+c)

W(3)=81+27h+9c=9(9+3b+c)

Ju'(:):-x 442b+c=-2  (2b+c=-6 T
= =3

[W(3)=-18 " |943b4+c==2"" |3b+c=—11

W(4)=4"-54"+4.4"=4(4-5+1)=0

Odp. Reszig z dzielenia wiclomianu W' przez dwumian (x — 4) jest rowna zero.

2 Wielomiany - szkice rozwigzan

Zadanie 2.25.

Réwnanie (x =3)(x* + (m—1)x - 6m? + 2m)
i tylko wtedy, gdy:
()

I. Réwnanie x* + (m - 1)

2. Réwnanic (*)

X =6m’ +2m =0 ma jedno rozwigzanie rézne od 3.
ma dwa rozwigzania oraz jednym z rozwigzan jest 3.
A=(m- l)2 —4(-6m? + 2m) = 25m> = 10m + 1 = (5m - l)2

[ ; . . l-m
Dlam = 3 rownanie (*) ma jedno rozwiazanie: x = >

&3,

Wt

Dlam = % rownanic (*) ma dwa rozwijzania.

Sprawdzimy, dla jakicj wartosci parametru m rozwigzaniem jest 3.
9+(m=1)-3-6m* +2m=0

—6m* +5m+6 =0

A=25+144 =169

m=-—5—13 3 lubm=—5+13= 2

=12 2 12 3
Odp. m e {—-2— l 3}
355" 5
Zadanie 2.26.

Réwnanie (x - 6)[(m =2)x? —4(m+3)x+m+ l] =0 jest rownowazne alternatywie row-

nan x=6=01lub (m-2)x> —4(m+3)x+m+1=0.
il

(2)
Dla dowolnej liczby rzeczywistej m rozwigzaniem rownania (1) jest liczba 6.
Zatem rownanie (2) powinno mie¢ dwa rozwigzama dodatnie rézne o 6.

Rozwigzaniem rownanic (2) jest liczba 6 wiedy, gdy (m—2)36-4(m+ 3)6+m+1=0,
czylidla m=11.

m#2

A>0

Rownanie (2) ma dwa rozwiazania dodatnic wtedy, gdy {2+ 3
m-2

m+1

>0

>0

m-2

A=16(m+ 3)2 =4(m=2)(m+1)=4(3m* + 25m + 38) = 4(3m+19)(m + 2)

=0 ma doktadnic dwa rozwigzania wtedy
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Zatem

Av#E 2

me (~o,=3) U (2, +x)

me(—'x,—l)u(l +x)

Odp. m e [—x. —?]u(?_. vl +=).

Zadanie 2.27.

Wi(x)=(4x - 3)(xF —4x - 6)
B
A=16+24=40, x, =¢=2—\/ﬁ.x1=2+\/ﬁ
3
Odp. Pierwiastkami wiclomianu sg liczby: 2 - 10, 2+ Jio. P

Zadanie 2.28.
W(x)=(x=1)(x* =mx+m-1)
Px) QO(x)

Zauwazmy, ze P(1) = 01 Q(1) = 0.
Zatem wiclomian O musi mie¢ tylko jeden pierwiastek, tak jest gdy A =0.

A=m?-4m+4 =(m—2)z

Odp. m=2.
Zadanie 2.29.
x =4

Wyznaczymy wartosci parametru m, dla ktérych rozwigzaniem rownania kwadratowego
2+ (m=3)x+m -m-6=0 (1)

jest liczba 4.

16+4m—12+m> -m-6=0

m’ +3m=0

m=0lubm=-3

Obliczymy teraz A oraz xi + xi + xi 1 x} + x3 + x3

A= (m—3): —4(m* =m—6)=-3m" —2m+33 = —(3m+ll)(m—3)

B
i
3
d

V,
¥
g

2. Wielomiany - szkice rozwigzon

XXXy = 4wt —6)=4m® —dm - 24

X X3+l =16+ (4, +x,) - 2%5%;
16 + (m - 3): =2(m* -m- 6)=—m* —dm+ 37

Rownanie (1) ma dwa rozne rozwigzania rézne od 0 1 -3 wiedy, gdy

11
A>0 me[—?,_’))
m#0 <{m=0 <:>rne(—u,—S)u(—lO)U(OJ)
m# =3 3

m# -3
Nier6wnos¢ x vy - xy > xf + 13 + 17 — Sm = 51 jest réwnowazna
Am* —4m =24 > -m® —4m+ 37 - Sm—51
Sm? +5m—10>0
m +m=-2>0
(m+2)(m-1)>0
m e (=0, -2) U (1, +x)
Stad
o 3-47 o317 3+17 o3BT
3 2 2 TR 2- 7

me (=0, =2) U (1, +x)

11 =3=17 -3-\17
Odp. me(—-g-. ]u[ 5 ,—2]u(l.3).

2

Zadanie 2.30.
W(x)=75"-9x +9x-2=7x" -2x 7% + 2x+ Tx-2 =

=x*(Tx=2)-x(Tx~2)+(7x-2) =(7x-2)(x* - x+1)=(7x-2 ((.\-— %} +§J

<

Poniewaz [(\ - %) + %} > 0., wige jedynym pierwiastkiem rzeezywistym wielomianu IV (x)

3 2
Jjest liczba = .
T
2
Odp. =.
. 7

123
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3 Funkce wymierne, wyktadnicze, logarytmiczne - szkice rozwigzan 125

3. Funkcje wymierne,
wyktadnicze, logarytmiczne

Zadanie 3.3,

Zadanie 3.1.

Odp. Rownanie ma dwa ujemne rozwigzania.

Odp. k e (1, 2)-

Zadanie 3.4.

Réwnanie ma dwa rozne rozwigzania wtedy i tylko wtedy, gdy {A ¥ 5t
m# =2

Zadanie 3.2.

Do dziedziny funkep / naleza liczby rzeczywiste spelniajace nastgpujacy uklad nieréwnosel
[x3 -3>0

X =3=1
X +4xt-x-4>0

Rozwiazaniem piecrwszej nierownosci sa liczby x e (—cc, - \/g)u(\ﬁ, + ao).

A=(m+2)' —d(m+ 2)(3m+2)=(m+ 2)((111 +2) —4(3m+ 2)) =
m?* (m+2)(m+6) >0 me (=0 -6)U(-2,0)U(0, +=)
Dziedzina funkgji £ (=0, = 6) U (=2, 0) U (0, + %), (~=. —6) U (-2,0) U (0, + )

3m+2 -4
m)=x x, = =3+
f( ) LR 2 m+2

Rozwigzaniem drugicj nierownosci sa liczby x € R - {—2. 2}. ____/ : T4
Wiclomian wystgpujgcy w ostatniej nierownosci rozlozymy na czynniki pierwszego stopnia | ____. . __________________ 1 ________ B
) 1 naszkicujemy wykres. ; i
S adrt —x—d= () (x+4) = (x=1)(x+1)(x+ 4) ‘I ‘ /———
2 : . ,
P Rozwigzaniem nieréwnoscl x* +4x? —x-4>0 ¥ k i /
'; sq liczby x € (4, = 1)U (1, +x). \ O ESE B S s
Z Zatem /\ : ]
> .re(—'l.. —ﬁ)u(ﬁ +1) /4 _z jz =) 0 1 x ‘ l
ve R-{-2,2}
xe (4, —1)u(l, +») Zadanie 3.5.
; x-3 x-1-=-2 -2 ;
Odp. D = (-4 -2)u(-2. -3)u(¥3.2)u (2 +m). WL P, T g sl
_ x-3 plx-p)+p*-3 -3
b)/(\)=i_l)= Py =
Funkgja f jest malejgea w przedziale (p. + =) wiedy, gdy p* =3 > 0.

Odp. pe(—ac_ —\/i)u(\/i +ac).
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I 3. Funkcje wymierne, wyktadnicze, logarytmiczne - szkice rozwigzan 127
|

Zadanie 3.6. Zadanie 3.9

Odp. Dla p e (-=,0) réw- . 2

nanic nie ma rozwiazan, h(x) - Ko +

dla pe (0.3} rownanic > 2(\/3+2)
h3)=——+1= +1=2B3-4+1=-23-3
()[_2 3-4 Bl

Punkt M nalezy do wykresu funkcji /4.

ma jedno rozwiazanic, dla
pe(0.3)U(3 +x) row-
nanie ma dwa rozwiazania. ‘ .

‘ Zadanie 3.10.

1 3=/(2)=a* Zatem a = 3.

Rownanic g(x)=m ma dokladnic jedno roz-

wigzanie dla m e (2, +0) U {0}
Zadanie 3.7.
Do dziedziny funkeji f nalezq liczby rzeczywiste spetniajace nieréwnosé
8x—x7 >0, czyli x e (0,8).

=
Funkcja logarytmiczna o podstawie iz_: <1 jest funkcja malejaca, zatem funkcja £ osiaga

wartos¢ najmniejszg wiedy. gdy funkcja /i(x) = 8x — x? osigga wartosé najwigksza. Zadanie 3.11.
Funkcja /1 osiaga wartos¢ najwicksza dla argumentu 4.
Zatem wartos¢ najmniejsza funkgeji £ wynosi

Do dziedziny funkgeji f naleza liczby rze-
czywiste spetniajace nastgpujacy ukiad

log, 16 4 4 nieréwnosci :
f(4)=log 516 =—2— = =—_=-8 : !
aL v — log | x>0 f ( V 3
> log, \/75 log, V2 ~ log, 2 S-1 G cosx > 1 Z %\:/
2 Odp. Dziedzina funkcji i dzial (0,8 -y 2cosx # 1 <> jcosy # T, -1 oy
o p. Dziedzing funkcji / jest przedzial (0, 8). najmnicjsza warto$é funkeji wynosi (-8). 9—yI50 3
5
Zadanie 3.8. n) [ it n) [n n]
P Odp. D=|-=.-= - =lvl= =
e a) b=2 i ( 3 3'3 2
N
-
! = Zadanie 3.12.
) e ——————
ke Odp.
a) p=-4 ¢) Dwa rozwigzania o przeciwnych
sty =liontea® by znakach dla m € (2, +x).
4 3 2 )
: ol
1) S wezzzzz7

9

=2

ROZWIAZANIA


Mobile User


02-2024. Poziom rozszerzony 3 Funkcje wymierne, wyktadnicze, logarytmiczne - szkice rozwigzan 131

130 Matematyka. Zbiér zadar moturalnych Lata 20!

-2x? —x+15 "
(x=2)(x+2)"

(-2x+5)(x+3)(x-2)(x+2)>0

Zadanie 3.17.
Dziedzina nieréwnosci R - {0, 1}
Przeksztalcamy nierownosé do postaci wiclomianowej.

2% -1 2+2%
_— K — 14

l-x Sx

Sx(2x=-1)=2(1+x)(1-x

Sx(1-x)(12+? -5x-2)<0 At 0 1
Sx(1-x)(3x-2)(4x+1)<0
Picrwiastki

2
x = 7 X, =0, x =3 xg =1

Odp. x e[-3,-2)u ( %, ﬂ

Zadanie 3.20.
_afBLY
m(t)=4 (IOOJ

Funkcja m(r) jest funkcja malejaca.

4-(0,81)' >1,7>1,5
7 ze szkicu wykresu odpowiedniej funkeji wiclomianowej od-
czytujemy rozwigzanie uwzglgdniajac dziedzing nicrownosci.

B [~x. - %> u(O. §> i, #).

4.(0,81)' <1.4<1.5

QOdp. Po pigciu dobach.

Pilziasersomnniy 15 16 17 18 19
(14,-1)\_ (15, -2
42 . -2)
e = =g 2+b=
Odp. Punkty kratowe: i my=m(0)=a-2"+b=a+b

Zadanie 3.21.
Zadanie 3.18. T(0)=80
2 3= 73 _ _ = e
7(x) = 3x+41 3(x l3)+-=_3+ 2 65—7'(10)—-(80—20)'/("‘+20=60vk 10420
x-13 x-13 x=13 60 - k10 =45
2
Wspblrzedne punktu [x. KB = 3) sa calkowite wtedy, gdy x jest liczba catkowita oraz k10 = 45 = 3
- 60 4
= x =13 jest dzielnikiem catkowitym liczby 2. Tak jest dla x e {11,12,14, 15}. ' i g
2 “ T(5)=(65-20) k" +20=45~(k"")5+20=45-(%)2 +zo=——“52‘/3 +20% 55 2
N 1 i
s e \ Odp. 55°C. N
= M T <
) i " i 8 b I 4 4 4 " 2 >
N j Zadanie 3.22. S
> N
z g
>

(1.-4), (12, =5), T : |
= o) —my = limm(r)=lim|a-2°% +b|=b
(14,-1), (15,-2). - iy 90 1w bt :
Zadanie 3.19. ' Zawms
Dziedzina x € R - {-2.2}. | & a=gm
Nastepujace nieréwnosci sa rownowazne (uwzgledniajac dziedzing) be lm
x-1 | > 3 o o
-4 2-x 2+x ‘ g | l J o, : e
x-1 5 x+2 B 3(x-2) _2(x-2)(x+2) | ”’(’)=5"’|1‘2’““‘5‘+6'"u=5’"ﬂ(2 220 +1)=6,,,U[2 20 +|]
(-2)(x+2) (x-2)(x+2) (x-2)(x+2) (x-2)(x+2) 20

. S T e e D Dy



Mobile User


132 Matemotyka. Zbior zadari maturalnych. Lata 2002-2024. Poziom rozszerzony

m(r) = (100% - 87.5%)m, = %m‘,
Stad

Ly 1 - 9 | v 1 _
Smo[: 20 +l]=§mn©2 20 +l:§¢323“ =2"@‘%"+3‘_3

t=120
Odp. Po 120 sckundach.

4. Trygonometria

Zadanie 4.1.
g n n n
f(x)=sin2x+ cus(— —2x [ =cos| =—2x|+cos| = =2x|=
6 2 6
n n
= -2x+ - - 2x 7_: —2.\'—”72,\‘
2cos| = 5 cos| = 6 =
2 2

Zcuslcos( B 2.1') = ﬁcos(E - Z.r)
6 3 3

Zbiorem wartosci funkeji y = cos(g- - 2,\'] jest przedzial (-1, 1), zatem najmnicjsza wartos-

cia funkeji f jest -3, natomiast najwigksza V3.
Odp. Naymniejsza wartos¢ -3, najwicksza wartos¢ J3.

Zadanie 4.2.

Réwnanie (cosx - 1)-(cosx + p + 1) = 0 jest rownowazne alternatywic rownan cosx = | lub

2
o)
N
g
>
N
>
4
>

cosx=-p—1.

Rozwigzaniem pierwszego rownania sy liczby 2km, gdzie k jest dowolng liczbg catkowita.

Dla p = -1 rozwiazaniami drugiego rownania, cosx = 0, s3 liczby Eikn adzie k jest do-
3 )

wolng liczba calkowitg.

4. Trygonometria - szkice rozwigzan

3n

a) Do przedzialu (0, 5) naleza trzy rozwiazania: 0, g, o

W przedziale (-7, 1) rownanic cosx = |
ma jedno rozwiazanie. Stad réwnanie
cosx = —p — | musi mie¢ dwa rozwiaza-

nia. Tak jest wtedy, gdy —1 < -p -1 <1,
czyli =2 < p<0.

b) Réwnanie ma trzy rozwigzania dla p e (-2, O).
Zadanie 4.3.

Dziedzina: x # kn.
Nastgpujgce rownania sa rownowazne

1 n
—— + ctgx + cos E+X =0

sinx

| cos x
—+——-sinx=0
sinx  sinx

1 +cosx—sin’x=0
cos®x +cosx =0
cosx(cosx+1)=0

cosx =0 lub cosx = -1
x=—g+knlub.\-=n+2kn
Liczby 7+ 2kx nie naleza do dziedziny.

Odp. x = % + kmt, gdzie k jest dowolng liczbg catkowita.

Zadanie 4.4.

Nast¢pujace réwnania sg rownowazne
4cos’ x =4dsinx+ 1

4(1=sin?x) = 4sinx +1

4sin®x +4sinx-3=0

(2sinx+1)" =4

2sinx +1=21lub2sinx+1=-2

; 1 ; 3
sinx = — lub sinx = -~
2 2
: ; . : 3 7 B A B n Sn : §
Rozwigzaniem pierwszego rownania w przedziale (0, 2rt) sa liczby 5 natomiast drugie
rownanie nie ma rozwigzan.

n 5m)|
Odp. .re{g. 6
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4 Trygonometria - szkice rozwigzan 135

Zadanie 4.5.
Niech a, B (a < f3) oznaczajy miary katow ostrych trojkata prostokatnego.

Wiedy sina < sinf8 <1 i sin® B = sina. Jednoczesnic sin 8 = cosa.
Zatem
cos’a = sina

1-sin‘a =sina

_ = _3n L _In
sinfa +sina -1=0 Odp.x; =0, x, = 4’& .—T-Au _T'X‘ —T.x(,—Zn'.
: 1y s .
St 3 Zadanie 4.9.
& 6sin®x + 7cosx— 1 =0 6(1 —cos’ x) + Tcos x — | =0 <> —6cos? x + Tcosx + 5= 0.
sitvar w22 popgingn Lo S0 =13 20 ) 7413 1
2 2 2 2 A=49 + 120 =169, cosx = =E(sprzccznosc). cos.x = B =—5.

\/§+l

Sina =

LG

lub sina = —

Uwzgledniajac, e sina > 0 otrzymujemy odpowiedz.

S=i

Odp. sina = ——.
= 2

T
Zadanie 4.6.
2cos* v~ Ssinx —4 = 0¢> 2(1 —sin® x) - Ssinx — 4 =0 <> 2sin® x + Ssin x + 2 =0. Zadanie 4.10.
-5-3 -5+3 1 cos 2x + 2 =3cos x > 2cos’x — | +2 —3¢cos x =0 <> 2cos’ x - 3cos x + 1 = 0.
A=25-16=9, sinx = = =2 (sprzecznosc), sinx = =——, o W | 3+1
4 2 A=9-8=1, cosx =—— == lub cosx =——=1.
s 4 2 4
1 . .
: i t——
0 b e . ,
/l 7 V X, = —§+k-2mkdowo|naliczba /_ 0 _\/
| 2 2
w7 %I calkowita. A
Odp x = —=—lub x =2 -==—,
i & 6

Zadanie 4.11.
Zadanie 4.7.

) 2 7 5=0 2(1 2 9 5 ( ) 9 b
= (cosa +sina = = 2cosasina + 1 = = ZCosasma =
sin® x COsS X < 2 cos*x)-T7cosx-5=0& 2cos® x + 7cos x + 3=0

cosa +sina = 9

o |
N-J RN

—_— - 7 2 : A )
A=49-24=25, cosx = Lo =3 (sprzecznosc), cosrs 3 1 |cosa—sma|=,}(cosa—slna) =1 -2cosasina = ’l-— =\/:=—.
4 bN 9 9 3
2n 4n
Odp. x = == lub v = —. NG
BE=T 3 Odp. .
Zadanie 4.8.
2sin” x = 2sin? x - cos x = | — cos.x <> 2sin” x(1 — cos x) — (1 - cos x) = 0 &

< (2sin* x = 1)(1 - cosx) = 0<> sinx =.—‘_,/E lub sinx = g lub cosx = |.
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Zadanie 4.12.
Cos 2x +cosx+ 1 =0 e 2c0s? v+ cos x = 0 <> cos x(2cos x + 1) =0 &
< cosx=0lubcosxy = —%.
Od]’)\,\'l-—E \,:n—E=E 0

2 3 3 l

.\.:n+£=ﬁ_x4=_rf S
3 3

Zadanie 4.13.

2tgx-cosx+ 1 =2cosx+1gxe>2lgx-cosx—lgx—2cosx+1=0&
S tgx(2cosy - 1)~ (2cosx~ 1) =0 <> (2cosx — I)(tgx—1)=0 <

Qcosr:%lubtgx=l. ,I><\ S S
" - st B
Od..':—-,_'.:z —— = —
p- X, 3 X, T i 3 e . 7 3§
X =2 X —7:+E—-5—n -1
R g 4 ’

Zadanie 4.14.

ol

. R
1+ cos?2a  (sin*a+cos’a) +(cos’a—sin*a)  2sinta +2costa

=sin*a + cos* a.

2 2 2
Zadanie 4.15.
ﬁ-cosx:l%—sinxc:\/_’:»cos.r—-sinle@%cosx—-%sinx:%c;
o sin X osx‘—cosfsin\'~l@sin[£—\']—l@sin gt = lc> -
S g ey 3 %)%2 ) Tl

n
ydzie r = x — —.
g x 3

Zauwazmy, 7¢

n T o T T S5n
<x< LY B IS E
0<x<2n& 3 X 3 3 3 3
Zatem
n n T n Sm
r=——lbr‘=n+—=—lubt:2n——e<———
=g 6 ! 373
n
Odp.x, =——+—==—, !
P- X 6
gar ® OT 3% i £ t \ : /
6 3 6 2 3 3 33 2n
-1

4. Trygonometria - szkice rozwigzan

Zadanie 4.16.
=2sin3x > 1 ¢ sin3x < —% < sint < —l, gdzie r = 3x.
2

x €(0,2m) < 3x € (0, 6m) <> 1 (0, 67).
Zatem

|

Tn lln Tn ln Tn 1 T lln 191 23n 3In 35n
€{—,— )U(—+2n,—+2n)U(—+dn,— +4n) = (—,— )U(—,—)u(—,=—).
6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6

e 25 1) o, e, [ oo
P 18718 18718 18718/

Zadanie 4.17.

Nast¢pujgce rownania sg rownowazne

sin5x —sinx =0

2cos3x-sin2x =0
cos3x =0 Jub sin2x =0

I
T 5 s e -
3.\*=5+knlub2x=kn ) T/\ N /L

x 0 3 fa 3T 2
n o km kn 2 2 2
x=—+—lubx=—
6 3 2 |

Odp. x = §+ %‘ lub x = A—;— , gdzie k jest dowolng liczba calkowita.

Zadanie 4.18.
sin® 2y —4sinx+ 1 =0 < (2sinxcos x)* —4dsin*x + 1 =0 &
& 4sin? xcos® x — 4sinx + 1 =0 & dsin’ x(cos* x — 1)+ | =0 > dsin*x + 1 =0 <

: 1 . . 2
< sinfx = 3 <> sinx = lub sinx = CE

Odp. x, =

&lA

__3ﬂ:x_5_ﬂ"=7_ﬂ: 1
REERTE T V\
. . Za

H )
WA

A

w

1A

®

A

Zadanie 4.19.
(4sin? x — 1) - sin x = cos’ x = 3sin’ x &> (4sin* x — 1) - sinx = | — dsin’ x &
& (dsin?x — 1) -sinx+dsinfx = 1 =0 @sin*x— 1) - (sinx + ) =0
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’ 1
c:smxz—l lub smx=l lub sinx = —1. T/—\
2 2 " P - S
g L

Odp. x, = _%_ By = _% PR

4. Trygonometria - szkice rozwigzari 139

Zadanie 4.23.

- Oznaczenia tak jak na rysunku,

b-—a _1

c 2
+

c+2a
e

o

2
a:+( 2 ]:cl 4a’ + & + dac + 4a® = 4¢

Zadanie 4.20. 8a*+4ac-3c2=0 A =16¢ +96¢? = 112¢2 =(4\ﬁc)2
sian+\/—3'sin.r=0cb2$inxcosx+\/§sinx=0osinx(Zcosx+\/§)=0® &
—-c+~7c¢
inx=0 lub 5 =N3 a=—4c+4\ﬁc=—c+ﬁcb:6+2(1_c+ B _C+ﬁc
siny =0 lu cos.\_T. 16 4 2 D Ty
B
n_ Sn n Tn B
Odp.x, =ft——="—,x,=t+—-=—,
: 6 6 ° 6 6 b 1+47 a_ -1+47
cosa =— = cosff=—= 5
X3=0,x, =1, x5=2r. 4 c 4 a c
Zadanie 4.21.
G L £ >y
2cosx — 3 cos.x<£ B A > Il sposéb
— <0 2 P
cos? ¥ X . b—a 1 b a 1
cosx # 0 0 X T A3 o == P
1 5\/2 = c 2. & v 2
= cosa —sina :l sina =cosaz—l
non n 3n 3n llin 2 2
odrxele2)22)7 (776 ) 1y 3 <
b 1) - (cosa)’+(cosa—;] =1 ZCos3a—cosa—z=0 A=1+6=7. E
(0] - g
N Zadanie 4.22. o COSm_1+\ﬁ cosﬁ—sinazcosa—l=1+ﬁ—l=_l+ﬁ N
g Poniewaz 2sin x < 2, wigc 2sinx -3 < 1. P T 2 4 2 4 <
ﬁ Stad 3
: N
> (2sinx —3)(2sinx +1) > 0 < 2sinx +1 <Oc:sinx<—l. Zadanie 4.24. (o)
2 2 sin® x — 3sin x - cos®x — 3cos' x + sin® x - cosx = 0 & o
s &> —3c0s? x(sin X + cos x) + sin® x(sinx + cos x) = 0 & (sin x + cos x)(sin” x — 3cos’ x) = 0 <

> (sinx + cos x)(4sin® x — 3) =0 <> sinx = —cosx lub sinx = _—f lub sinx = —‘/;-

! S|
Wl
)
w
[SE
15
A

Odp. x, =

WXy

wl;’
=
1
|5

WA
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Zadanie 4.25.

€08 2v + 3¢0s x = -2 ¢ 2c0s* v~ | + 3cos v +2 =0 2cos? v +3cosx+ =0

< (2cosx +1)(cosx + 1)=0 < cosx = —% lub cosx = 1.

2r 4n
Odp.vxe{—, 22
p-iX e{ 3 =3 3 }
Zadanie 4.26.

OSYSZKG-EST—ESEQ—ESIS—E.
4 4 4 4 4
1,:Elub/,=ﬁ.
6 6
Odp.x,_3+£=5—nlub ,=5_“+1‘_=l3_"_
6 4 12 ° 4 12
Il sposéb

V2 V2

T
4

3sin(x —E) + cos(x + —) =1¢ 3| —sinx - ——cosx
4 2 2

Zadanie 4.27.

]+(£cosx—£sinx] =l
2 2

P= Z[i’z——sinx—gcosx]: |R=Y ﬁ(sinx—cosx): o ﬁ(sinx—sin(%—x]): | <

= s/i(koszsm(x—fn =fliEs Zsin(x—ﬁ) =1 msin(x—E =l,
4 4 4 4) 2

Dalej tak jak poprzednio.

2cos* x + 5sin? x = 3 <> 2c0s* x — 5cos? x + 2 = 0 &> (2c0s* x - 1)(cos? x ~ 2) = 0

" |
<> cos’x = — lub cos’x =2 < cosx = 5 lub cosy ==,

V2

4. Trygonometria - szkice rozwiqgzan 147

Zadanie 4.28.
Niech 7= 3x.
Wiedy sin 27+ cos £ = 2sin 1 + 1, 2sin rcost + cost — 2sin 1 — 1 = 0, (2sin 1 + 1)(cos 7 1)=0.

TN

2z 5’5 In
3 B S N

p 1
sint = =3 lub cos 1= 1, gdzie 1 e (0,3m).

+1
F £(1) = sin(r)

Ng 35

S
by

§ i 0B e e S T
6 6 6 6
y=1 -
/ \/{:) cost) / \
_/g 0 ~5 n 3% :;ﬂ 55 32
L
t=01lubr=2n
Odp. x e O,E. ﬂ E}
18 18 3
Zadanie 4.29.
2cos%v + 3siny = 0 < 2sin’x — 3siny -2 =0
g
A=9+16=25, sinx=£=—l lub sin.\'=3;5=2. S
4 2 4 2
4 <
N
g(x) = sin(x) (’
n Tn — g L ’\ 3% ;
Odp. x € {——,—}. 2 — 2 N
p { g } / l | » 0.5 o
14
Zadanie 4.30.

Wykorzystujac znane wzory trygonometryczne otrzymujemy:

(n n . ; n n o« 00 o
sin| — —a |-cos| — +a | =|sin—cosa —sina cos— || cos—cosa —sin—sina | =
1 12 12 12 12 12

. T bid 9 . T R ... - s A T ) , T
= $IN — C0S — COS” & + SIn —_;cosl—_’sm-a —sina cosa cos’ Tl sina cosa snn-]—7 =

¢ n 5 v, : sk T
=sm—cos—(cos-a +sm'(l)—smacosa cos-l—;+>1n~F =

212
. L i <sinncosﬂ I("sinncosn lsinn L.
= §IN — COS — — SIna& Cos A = — | e o _— = - —=—e—=—,
"R TEEEEET TR 2 2 12712) 26 22 4


Mobile User


142 Matematyka. Zbiér zadar maturalnych. Lata 2002-2024. Poziom rozszerzony

Zadanie 4.31.

Nast¢pujace rownania sq rownowazne:
4sin x - cos’x - 1 = 2sin2x - cos x
2sin2xy - cos x — 1 = 2sin2v - cos x
2sin2x(cosx — 1) +cosx—1=0
(2sin2v + I)(cosx — 1) =0

o - | —

SN2y = —— lub cosx = 1.

Rownanie cos x = I nie ma rozwiazan w przedziale (0, 27)
A
.

¥ =1
! J 4
| g £ <y L"!
fix) = coslr\/
apk 1

sinf = —%.le (0, 4n).

(FIE

14
| @) = sin(f)

[SIET
E

I=Tr+£=z£|ubl=2x—£=mIubl—2n+7—n:|9_n]b, 2n+”” 23_“

6 6 6 6 6

)
7n 1l 191 23n

R ool ln 1on ]

g S E B |

> Zadanie 4.32.

l; n n n

E 5in(r—£)*sin[r+EJ=2sin '\’_§+r+§ cos X—S-x_i = 2sinxcos 2 =sinx

> T3) U 3 2 2 3)7 70

. 1. .
(cosx)[sin(x - %] + sm(x + %H = Esmx <> cosxsiny = %sinx [

= sinx(cosx - ]5) =0« sinx=0lubcosx=

1
2

4. Trygonometria - szkice rozwiqzan 143

T

Odp. x =km lub v = - +2kn lub x = —g + 2km, gdzie k jest liczba catkowita.
Uwaga. Rownanie cos vsin x = %sin X mozna rozwiazac inaczej.

2 |« & . ’
cosxsinx = Esmx <> 2cosxsiny = siny <>
& sin2x —sinx =0 Zcos%sin% =0

3x : X
<> cos— =0 lub sin= =0 <

2 2

¢£=E+kn lub —"—.=knc>
2 2 2

Zadanie 4.33.
cos2x=sinx + | & 1 - 2sin’y =
sinx+ 1 < sinx(2sinx+ 1)=

0 <> sinx =0 lub sin.\'=—%.

Odp. x e {0, T, 7—“ m 21:}.
6 6

Zadanie 4.34.

Nastepujace réwnania sa rownowazne %

4sin 7x cos 2x = 2sin 9x - 1, <

2(sin 9x + sin 3x) = 2sin 9x — 1, N

2sin Sy =-1, s

- 1

sin Sy = == E
(o]
14

Niech 7= 5x.
Wtedy

|
sint=-—t¢e (0, 5n).
3 (0, 5m)

Lol
ol

7 lln 191 23n}
te{—,—,—,—
6 6 6 6
Tr lin 197 231:}

Op.woeef & 2B 50 =8
dp‘e{m 3030 730
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Zadanie 4.35.

Nastgpujace rownania sa rownowazne
4sin” xeos” x = 2cos” x,
2cos” x(2sin® x — 1) =0,

V2

-
cosx =0 lubsinx = \/T:- lub sinx:—T.

Odp. x {E bis 3isl3l n
42 4 4 2 4
Zadanie 4.36.

3c0s2x +10cos? x = 24sinx -3 <
3(1=2sin®x) + 10(1 —sin® x) = 24sinx +3 = 0 <
—~16sin? ¥y = 24sinx + 16 = 0 <> 2sin’x + 3sinx -2 =0 &

(2sinx —1)(sinx +2) = 0 <> sinx = L 1ub sinx =2
2

Drugie rownanie nie ma rozwiazan, natomiast rozwiazaniem pierwszego w przedziale (0, 2n)
" n Sn
sa liczby 7 oraz —.

n Sn
Odp. x e ¢ —,—.
B ‘E{o 6}

Zadanie 4.37.

Nastegpujace rownania sa rownowazne

4sin® x +sin2x = 2sin®x- (2cos.x +1)

4sin® x + 2sin xcosx — 4sin” xcosx — 2sin’ x = 0
sinx(2sin? x + cosx — 2sin xcos x —sinx) = 0

sinx(cosx = sinx)(l - 2sinx) = 0
; ; 1
Zatem sinx = 0 lub cosx = sinx lub sinx = >

- n 7 7
Rozwiazania rownan sa kolejno liczby: km, i +km, % + 2km, 5?1 +2kn

T 5 - .
Odp. x {kn. g + km, % + 2km, f + 2/\'1!}. gdzie k jest dowolng liczby calkowitg.

4. Trygonometria - szkice rozwigzar

Zadanie 4.38.

Nast¢pujace rownania sa réwnowazne
sin[x + ln) . cos(x + ln 2 ﬂ
4 4 4
2 -sin(x +lnj~cos(,\'+ ln:) = [2_
4 4 2

Zatem

2x =24 2hmtub 2x = =% 4 24
4 4

Odp. Rozwigzaniem réwnania s liczby: % +km, — —g— + km, gdzie k jest dowolng liczba catkowita.

Zadanie 4.39.

Wykorzystujac wzor cos 2x = cos” x —sin? x = (cos.x — sin x)(cos x + sinx) otrzymujemy row-
nanie rownowazne

(cosx —sin x)(cosx +sinx - %J =0

Stad cosx = sinx lub cosx + sinx = izi-

Rozwiazaniem pierwszego rownania sa liczby postaci §-+ km, z ktorych tylko % nalezy
do przedziatu (0, )

Drugie rownanie przeksztalémy rownowaznie

1 1
—=COSX + —=sinx = —
NE) V2 2

. T L 1
SIN—COSX + COS—SINX = —
4 4 2

. (n ) 1
sinf —+x|=—
4 2
Zatem
n n Sm

—+x=—+2knlub g =tk
4 6 4 6

.
x=-Z 4 2kn lubx = = + 2kx
12 12

Tylko liczba %’E nalezy do przedziatu (0, )

n n
Odp.x e {—, —¢.
P {4 }

12
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Zadanie 4.40.
WyKorzystujac wzor sin2x = 2sinxcosx otrzymujemy rownania rownowazne
cosx(2cosy — 1) = sinx(2cosx - 1)

(2cosx = 1)(cosx ~sinx) =0

Stad cosx = sy lub cosx =

(SR

_ ' T . n . Sn \
Rozwiazaniem pierwszego rownania sa liczby postaci ik kr, zktérych tylko 3' 7 naleza
do przedzialu (0,27).

n ;
Rozwiazaniem drugiego réwnania sa liczby postact % +2km lub — oy + 2kn, z ktorych tylko

St
g i ? naleza do przedziatu (0,27).
oap.xe |3 2 2 =,
4 3 4 3
Zadanie 4.41.

Nast¢pujace rownania sa rownowazne
sin(3x) = 2sinx

sin2xcosx + sinxcos2x — 2sinx =0
28I Y cos X Cosx + sinxcos2x - 2smmx =0

sinx(2cos? x -2 + cos2x) =0

sinx-(2cos2x-1)=0

sinx = 0 lub cos2x =

19| —

x = knlub 2x = = 4 2kn lub 2x = ——;E+2kn. kez

)

x=knlubx=Zsknlubr=-Zs+km keZ
6 6

x st
5

Odp. Rozwiazania rownania nalezace do przedzialu [0, 7] : 0, 7, =,
Zadanie 4.42.
Nastepujace nierownosci s rownowazne
2 X X
5 i T 2.
(2 —cosx)” < 4sin 5 4cos 5t 4,75

4 -4cosx+cos’ x € —4cosx +4,75

. 3
COs“ X S —
4

1913

4. Trygonometria - szkice rozwigzan

[cos x| < ﬁ
2

Odp. x e |:E, 5_r|::|
6 6

Zadanie 4.43,
T kn
2
Nastgpujace rownania sy réwnowazne
6sinx + 23 cosx + 3tgy + V=0
6sin xcos x + 243 cos? x + 3sinx + Veosx =0
3sinx(2cosx + 1)+ \/Scosx(Zcos_\' +1)=0
(2cosx + l)(]sin X+ \/icosx) =0

CosX = —%v 3sinx = —J3cosx
; 3 . . . . 2m 2n
Rozwiazanie pierwszego rownania sa liczby postaci: -3 + 2km, 5 +2km.

Drugie réwnanie jest réwnowazne z rownaniem tgx = —~— ktérego rozwiazaniem sq liczby
5t

— + km.

6

; : ; 2n 2n Sn L .
Odp. Rozwigzanie sa liczby: Y + 2km, 3 + 2km, ) +kmn ., gdzie & jest dowolna liczbg
catkowitg.

Zadanie 4.44.

Nastepujace rownania s rownowazne
4sin(4x)cos(6x) = 2sin(10x)+1
2(sin(10x)=sin(2x))=2sin(10x) +1

sin(2x) = —%

2x=—£+2knv2x=——5£+2k7t
6 6

5 : :
Odp. Rozwigzaniem sy hiczby: —% +km, —I—: +km, gdzie k jest dowolng liczba catkowita.
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Zadanie 4.45.

3sin’ x—sin” (2x) = 3sin® x - 4sin® xcos® v = sin’ .\'(3 ~4cos’ .\’) =0
2 2 3
sin“x=0vcos x==
4

V3

. 3
sinx=0vCcosx=—vcosx=——
2 2

T n
.\'=chx=21tv.\'=2n—gvx=n+z

Odp. Rozwiazaniem sa liczby: n, 7—(:[ l% 27
Zadanie 4.46.
Nastepujace rownania sa rownowazne
sin(5x) + cosx = 0
sin(5x) + sin(-;E - .\'J =0
. n n
25m(2.\‘ + —Jcos(}x - —] =0
4 4
sin(lx + E) =0v cos[3x - EJ =0
4 4
m+lcknvix-Z=Ziin
4 4 2
n kn n km
o S ot T D Rl
8 2 8 3
Z pierwszego wzoru do przedzialu [——;— g] nalezg liczby, gdy k =0v k =1.

Z drugicgo wzoru do przedziatu [—g, g} nalezg liczby, gdy k = ~1vk =0v k =1.

R Snomolx
8 8 24’8 24

4. Trygonometria - szkice rozwigzari

Nast¢pujace rownania sg réwnowazne:
sin(4x) - sin(2x) = 4cos? v - 3

2sin(2x)cos(2x) - sin(2x) = 2cos(2x) - |
2sin (2x)cos(2x) - 2cos(2x) —sin(2x) + 1= 0
2cos(2x)(sin(2x) - 1) = (sin(2x) - 1)=0

(sin(2x) = 1)(2cos(2x) - 1)=0

sin(2x) =1 v cos(2x) = %

Rozwigzaniem pierwszego rownania sg liczby postaci:

2x=£+2kn
2

=Xtk kez
4
Rozwigzaniem drugiego réwnania sa liczby postaci:

2x=§+2knv2x=53—n+2kn

x=£+kuvx=5—n+kn,kez
6 6

Uwzgledniajac przedziat [0, 21:] otrzymujemy szes¢ rozwigzan.

Sin 2.0 3.0 5 s
4 4 6 6 6 6

Zadanie 4.48.

Nastg¢pujace rownania sg rownowazne:
sin(2x) + cos(2x) = 1+ sinx — cosx
2sinxcosx + 1 - 2sin’ x = | +sinx — cos x

2sinx(cosx —sinx)+ cosx —sinx =0
(cosx —sinx)(2sinx+1)=0
. . 1
cosx =sinx v sinx = -2
Rozwigzaniem pierwszego rownania sa liczby postaci:
n .
X=—+kn keZ
4
Rozwigzaniem drugiego rownania s liczby postaci:

.t=—£+2k1tv.\'=—z+2kﬂ.kez
6 6

Uwzgledniajae przedzial (0. 27) otrzymujemy cztery rozwiazania.

n 5t In lln}
Odp. { =, —, —, —1.
p{4 1606
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Zadanie 4.49.

Nast¢pujace rownania sg rownowazne:
sin(6x) + 3 “sin(5x) +sin(4x) =0
2sin(Sx)cosx + V3 -sin(5x) =0

sin(S,\')(Zcosx + \/3) =0
3

sin(5x) = 0v cosx = =

Rozwiazaniem pierwszego réwnania sa liczby postaci:
S5x=kn

x= lkn. keZ
5
Rozwiazaniem drugicgo rownania sa liczby postaci:

x=5—n+2knvx=-z+2kn.kez
6 6

5. Wartos¢ bezwzgledna

Zadanie5.1.
Poniewaz f(-x)= f(x). wigc funkcja jest y
parzysta, czyli jej wykres jest symetryczny
wzglgdem os1 Oy.

Dla x > 0 otrzymujemy f(x)=2x-x’.
Funkcja przyjmuje maksimum lokalne dla
dwoch argumentéw —| oraz 1, natomiast mini-
mum lokalne przyjmuje dla argumentu 0.

Zadanie 5.2.
Dla x € (-, - 2) Dla x & (-2, 1) Dia x & (1, +0)
S(x)=-x+1+x+2 | f(x)=-x+l-x=-2 | f(x)=x-1-x-2
f(x)=3 S(x)=-2x-1 f(x)=-3

5. Wartos¢ bezwzgledna - szkice rozwigzan

151

a) Zbior wartosci: {3} b)

e

- 1
¢) Migjsce zerowe: i

d) Rownanie f(x) = m nie ma rozwigzan dla m & (~0, =3)v (3, +=).

Zadanie 5.3.
Po przeksztalceniu otrzymujemy nicréwnosé 4|x - 2| |x| < 0.
Dla x & (—»,0) Dla x € (0, 2) Dla x & (2, +»)
—4x+8+x<0 —4x+8-x<0 4x-8-x<0
8 8
X D= X > X<=
]
- 8 8
Nie ma rozwiazan xe|l=,2 xe(2 -
5 3
8 8
Odp. xe|—, < |
’ (5 3]
Zadanie 5.4.

Po przeksztalceniu otrzymujemy nierownos¢ 4lx+3|-|x+3]<0.

ROZWIAZANIA

Dla x e (-=, - 5) Dla v e (—5, -3) Dla x e (—3, +0)

4x-12+x+5<0 —4x-12-x-5<0 4x+12-x-5<0

17

7
m X>=— X<==
X 3 3

e | 5] | o)

Nie ma rozwiazan

— e ————EE S
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Zadanie 5.5.

Dlax € (-, -2)

Dlaxe (-2, 1)

Dlax € (1, +x)

2x-4-x+1<6

2x+4-x+1<6

2x+4+x-1<56

x>-3 el x<1
xe(-3,-2) xe(=2,1) x=1
Odp.x € (-3, 1).
Zadanie 5.6.
Dlax € (-, -1) Dlax e (-1,2) Dlax € (2, +)
-2¢-2-x+2>5 2x+2-x+2>5 2x+2+x-2>5
7:<—é >1 > 5
3 = 3
5
JE(*’%-;] xe(l,2) x € (2, +x)
5
Odp. x € (—1:, —gj U (1, +0).
Zadanie5.7.
Dlax € (=, 2) Dlax e (2,5) Dlax € (5, +)

~2x+4-x+5>12

2c—4-x+5212

2xx-4+x-5212

x<-1 x> 11 x2>7
x € (=m0, -1) xed x € (7, +w)
Odp. x € (—=, -1) U (7, +x).
Zadanie5.8.
Dlax e (o, -1) Dlax e (-1,2) Dlax € (2, +w)

Xx+2-x-123x-3

x+2+x+123x-3

X-2+x+123x-3

x<08

XK2

sl

x € (—o,-1)

xe(-1,2)

x=2

Odp. x € (-, 2).

5. Warto$¢ bezwzgledna - szkice rozwigzan

\ Zadanie 5.9.

Dlax € (-»,-4)

Dla x e <—4, é)
2

“2x+5+x+4<2-2¢ “2x+5-x-4<2-2x

x<-7 x>-1

x € (-, -7)

Odp. x € (—w0;-7) u<—l;]—3l>.

,: Zadanie 5.10.
Ve rax+d 2=V —6x+9 & J(x+2) 211-|[(x-3) &

Shk+2/=11-x-3|ex+2/+x-3[>11.

Dla x € (-0, -2) Dlax e (-2, 3)

Dlax € (3, +x)

—x-2-x+3>11 x+Lap+3 21l

xk2+x=32 Il

xXis=h 5211

xX=6

x € (—»0,-5) xed

x € (6, +x)

Odp. (o0, =5) U (6, +o).

Zadanie 5.11.

Dlax & (-, -6) Dlax e (-6.2) Dlax € (2, +x)
x-6+2x-4<2%-3 X+6+2x-4<2x-3 Xx+6-2x+4<2¢x-3
x>-7 x<-5 s 13

13
x e (-7,-6) ¥ € (-6,-5) - <?,+m]

153

13
Odp. x e x e (-7,-5) U 37
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) 5 Wartos¢ bezwzgledna - szkice rozwigzari 155
Zadanie 5.12.  Zadanie 5.7,
Dlax e (-=, - ¢ e (= lax e (3, + i
ax e (-, -7) Dlax e (-7.3) Dlax € (3, +x) Dlax € (-0, -1) Dlax e (-1,2) Dlax e (2, +x)
2y +6—x — e - =
2+ 6-x-7>17 24 6+x+7217 Z-6+x+7217 ~2-2+x-2=9 A 42+x-2=9 A+2-x+2=9
16
x<-6 v <-4 x2z— x=-13 € (-o,-1) x=3e(-1.2) x=5¢ (2, +x)
16 Odp.x=-13 lub x=5.
x € (~0,-7) xe({-7,4) XE<?,+°°]
Zadanie 5.18.
Odp. x & (=, —-4) U <l?6 +'LJ_ Dlax e (—¢,-2) Dlax e(-2,3) Dlax e (3, +>)
“3x-6=-x+3+11 Ix+6=-x+3+11 3x+6=x-3+11
Zadanie 5.13. -2x=20 4x=38 2x=2
f(.r):£=l-g. f[— =I—L=l—2(x+l)=—2x—l. x=-10 x=2 xe®@
x x x+1 e
x+1 Odp. x € {-10, 2}.
[F2e-1]-3<s4o|2x+1]-3cd>d<|2c+ 1| -3<d -1 <20+ 1|<T.
Stad Zadanie 5.19.
[2x+ 1|7 -T<2&x+1<To-8<2u<bo4<x<3. A
Odp. x e (4. -1) U (-1,0) U (0, 3). Dla xe(—oo_—s) Dla .\'e<—5,%) Dla xe<5.+ao].
Zadanie 5.14. x+14x<5-x-5 2+ 1+xS5+x+S5 -1 4x<5+x+5
=M= =35l = _Bl_ = s
k-2x-1lzk-llak-1l-2-D20ox=1 b k-2|> 1o 1<0 Bt P
<x=11lubx-2<-] lubx-2>1<x=1lubx<I lub x>3.
8 Zadanie 5.15.
E 9 11
< Dlax & (—x, -5) Dlax & (-5.6) Dla x & (6, +) Odp. x & (-2. ).
'ﬁ —xr=5-x+6<9=x X+5-x+6<9-x X+5+x-6<9-x
= o . 10 Zadanie 5.20.
> o o s
> Dlax € (- »,-2 Dlax e (-2, 1) Dlax € (I, +x0)
x € (-8,-5) x e (-5,-2) x=0
le+2[=~(x +2) fe+2|=x+2 be+2]=x+2
Odp. x € (-8, -2).
P f—1]=—x+1 fe—1=-x+1 fe—1]=x-1
Zadanie 5.16. fi)=-1-x-3x+3 ) =T=x=3x+3 S(¥)=1-x+3xc-3
Dlaxe (-=,1) Dlax e (1,5) Dlax e (5, +x) f(x)=-4x+2 f(x)=-4x + 4 flx)=2x-2
X+ 1-x+5<10-2x x-1-x+5<10-2x X=1+x-5<10~-2x
6<10 3 x<4
| x € (=0, 1) xe(l,3) xed
Odp.x € (-=, 3).
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AN

5. Wartosé bezwzgledna - szkice rozwiqzar 157

Il sposéb

| L

—t
01 234567489107

Réwnanie ma y =[x - 5|

ma dwa rozwiazania dodatnie wiedy, gdy v € (0,5).

y=(a=1)'-4e(0.5) > ac(-2 -1)uU(3,4)
Odp. (0, +x).

v

Zadanie 5.21.

Ve —8x+16 = (x -4 =[x 4],
Vxi —8x+16 - 3x< 2 -4| & v -4 - 3x-2)v- 2| <0.

+4
+3

Uwzgledniajac, 7e a € (—=, ~1) U (3, +) otrzymujemy a e (=2 -1) v (3, 4).
Odp. a & (-2, -1) U (3, 4)

Dlax € (-, 2) Dlax e (2,4) Dlax e (4, +x)
va(a-1)y-4
fe-2[=—x+2 bk-2|=x-2 e-2|=x-2
h—d=-x+4 fe—4l=—x+4 h-4l=x-4 Zadanie5.23.
x+4-3r+20-4<0 X+4-3x-2r+4<0 X—4-3x-2x+4<0 mx+y=m _[y=m—mx
B < 2
2¢ <0 —6r<-8 7 4x+my =8 dx+m(m* —mx) =38 4-m)x=8-m’
x€e(0,2) x€(2.4) x (4, +0) Uklad jest oznaczony dla m e R - {-2,2}.
3 QOdp. x € (0, +x). Rozwigzaniem sg pary liczb:
N 8w _(?.—m)(4+2m+m:)=4+2m+m2
E Zadanie 5.22. 4—m? (2=m)(2+m) 2+ m
53 R()wna?nc ma dwa rézne ro?\\-nqmnlc wiedy i tylko wtedy. gdy o sl el By smetnd b e
;1 (a=1)y -4>0=(a-1) >4 a-1l|>2=a-1>2luba-1<-2 Y= - N 24m T 24m
2 a>3luba<-l<ae(-», -1)U(3, +») Zatem
> Rozwigzaniami rownania sg liczby lx N )'l _ 4-2m+m’
2 2 )
x=S=(a-1) -4lubx-5=4-(a-1) 24m
2 2 4-2m+m? —4m +m?
" Sl sl PSS RIS el L
Pienwsze rozwiazanie jest dodatnie. Drugie rozwiazanie jest dodatnic wiedy, gdy &=Ippe.m? _) 8+ m? < G m+2>0 me (-2, +)
(a-1) <9 la-1|<3e 3<a-1<3 o -2<a<4 B © ©  LBem

Odp. m e (0,2)u(2, 4)
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Zadanie 5.24.1.
Micjsca zerowe funkeji g g(2) =0, g(10)=0

1
Wartosci funkeji g dla argumentow 9 oraz 11: g1y = 2%. g(1)= 23

1
Odp. |0.2—1.
. [ 4]

Zadanie 5.24.2.

Wierzcholek paraboli

2+10
pE— =6, g(6)=4

Poniewaz g(0) = 5. wige m=0v 4 <|m| <5.

Odp. m € (-5, -4) U {0} U (4,5).

Zadanie 5.25.

Nast¢pujace nierownosci sg rownowazne

: = 5
Jr'+4x+4 <2—35—\/.\':—6x+9®,’(.\-+2)‘ +J(x—3)' <"Tso

|,t+2|+|x—3|<2—5-
3

xe(—=,-2) xe(-2,3) xe(3, +x)
2 2
—4r—2—,\'+3<'75 .\‘+2—x+3<? x+2+x—3<2?5
22

—2,\r<2 S5<=— 2x<§

3 3 3

x>—u Prawda .r<‘—4

3 3

11 14
xe|l-—, =2 xe(-2,3 xe(3, —
<(-5) (23 (5)

6 Ciggi - szkice rozwigzar

6. Ciagi

Zadanie 6.1.
a =5 =4

Dla 7 22 otrzymujemy

a,=5,-S,, =n:+3n—((n—l)z+3(n—|))=2n+2

Zauwazmy, 7¢ 7 powyzszego wzoru dla n = | otrzymujemy a, = 4.
Zatemdla ne N 1 n 21 mamy

a,=2n+2

Poniewaz a, . —a, =2(n+1)+ 2~ (2n+2) = 2. wicc ciag (a, ) jest ciagiem arytmetycznym

o réznicy 2.

Zadanie 6.2.

a-ay-ay-...oag-ag=a-aq-aq .. aq’ -aq't =al%qro8 =
19 19

" = ()" = ()" =10°

Odp. 10"

Zadanie 6.3.
D 4,0 -a,=(n=2)(2-p)=(n-3)(2- p*)=2-p}
Cigg arytmetyezny o roznicy 2 — p*.

_apray gy 1T(2)037(2)
e )

b) ay +ay +an+..tay =-1134

0 b, =a,- pn.-_(n—_’,)(l—p:)—np =(—p3 —p+2)n+3(p? —2)
Ciag jest staly wtedy, gdy —p> = p+2=0,czylidla p=-2lub p=1.

Zadanie 6.4.

Réwnanie proste) przechodzacej przez punkty (x,,0), (-1, 1):
[ 1 R

= =—(x+1)+l=—=x+—+1

——I~x,,(x+l)+l "(\‘+ ) e

y

1
Odp. y, =1+ —.
P- Y n
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Zadanie 6.5.
2 e 5 o s B
a, 3 3
Zauwazmy, z¢
log;a, =log:3" " =1-n
Zatem

<100 = 4950

+99
log;a +logya, +logyay + ...+ logya =0+1+2+...+99 = g 3

Odp. lloraz ciagu jest rowny % Suma wynosi 4950.

Zadanie 6.6.

Poniewaz b jest drugim wyrazem ciagu arytmetycznego i geometrycznego, wigc
b =a+r =aq. dla pewnych liczb rzeczywistych r, q.

Stad r=aq —a

Liczba ¢ jest trzecim wyrazem ciagu arytmetycznego i geometrycznego, wige
c=a+2r=aq.

Zatem

a+2(ag -a)=aq’

Po przeksztalceniu otrzymujemy

a(g?-2g+1)=0

Stad

a=01lubg®-2¢q+1=0

Jezelia=0,10 r=0,czylia=b=c=0

W drugim przypadku ¢ =1, czylia=b=c.

Zadanie 6.7.
Skarbnik # dnia dorzucil do skarbca 25 + (n—1)2 = 21+ 23 monet.

Przez i dni skarbnik dorzucit 25+ 27 +...+ (21 + 23) = n(n + 24) monet.

Krol przez n dni wybral ze skarbca 50n monet.

Zatem n dnia w skarbeu bylo & + n(n + 24) - 50n = n* - 26n + k monet.

Zgodnie 7 zalozeniem n* = 26n + k 2 1, czyli n* = 26n+k ~12 0 dla wszystkich n,
Stad A =676 —4(k —1) <0, czyli k = 170.

Zatem k =170 jest najmnicjszg liczba, dla ktorej w kazdym dniu w skarbeu byla co najmnicj

jedna moneta. Wtedy w skarbcu n dnia bylo n* — 26n + 170 monet.

26 .
Najmniejsza ilos¢ monet byla dla n = <= 13, czyli trzynastego dnia.

6 Ciggi - szkice rozwigzari

Zadanie 6.8.

Poniewa? cigg jest geometryczny, wice a? = a, - ay, czyli (x+3)" = (x-3)(6x+2).

Po przeksztatceniach otrzymujemy rownanic 5x? — 22x - 15 = 0, ktorego rozwigzaniami sa

; 3 -

liczby x; =5, x, = 3 Zgodnie z zalozeniem wyrazy ciggu sa dodatnie, wige x = 3.
Otrzymujemy ciag (2, 8, 32, ...) o ilorazie g = 4.

_;ﬁ al([—qlq) l_ql‘) 419 _1 " P19 419 1

= - =
S0 a](]_qzo)-l_q20_420_l 420_4_4(419_])_4

Zadanie 6.9.
b_a+c_ a+c=10 a=10-¢
2 (a+1)(c+19)=81 (11=¢)(c+19) =81
- 8c+128=0 2+8c-128=0
A=64+512=576 c,="8;24=_,6 C:=_8;24=8.
Odp. (a, b, c) = (26,5, -16) lub (a, b, c)=(2,5, 8).
Zadanie 6.10.
p_goa-5tc-1l_10-b-16 bl s L2
2 2 2
28 28
a+C=10——=? a=?—¢
4 (28 ) 9¢--28-3¢c+4=0
ac =— Zoele==
9
$98 =63 _
Rl Bt 1 A Bol-8B 144883
2.9 3 2 3
2 - - 2
Odp.(a,b,c)z M,:.M lub (a.b,c): 14 8\/3,:.14+8\/§ .
307303 5 '3t 3
Zadanie 6.11.
a,. =_3_('_.|_ = 3% % =27 .‘,".I_X"=3.
a 3%

Cigg (x,) jest ciagiem arytmetycznym o roznicy r = 3.
Stad x;p=x,+9 3.

Zatem
P A :""" 10 = (26 +9-3)-5=145 2v, +27=29.
Odp.x, = 1.

161
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Zadanie 6.12.

b* = ac b* = ac b? = ac
4b=3a+3+c-12{4b=3a+c-9 c=3a+2b+15
3a+3+2b=c-12 |3a+2h+15=¢ 4b=3a+3a+2b+15-9
b* = ac b* = ac

c=3a+2b+15 c=9a+21

2h=6a+6 bh=3a+3

(3a+3) =a(9a+21) 9 + 18a+9=94"+2la 9=3a.

Odp. (a, b.¢)=(3,12,48).

Zadanie 6.13.
(a, b, ¢) - clag geometryczny.
(a, b+ 8, ¢) - cigg arytmetyczny.
(a, b+ 8, ¢+ 64) - ciag geometryczny.
b* = ac
2b+l6=a+c
(b+8)" =a(c+64)
b*+ 16b + 64 = ac + 64a b+ 16h + 64 = b* + 64a.

Zatem b=4a-4 24a-4)+16=a+c c=Ta+8.
(4a-4)* = a(7a + 8) 167 -32a+16=7a"+8a 9a* -40a+16=0
Aeltll= Il gttt f gl
18 9 18
4 20 100
QOdp. (a,b,c)=(4,12,36) lub (a,b,0)=|—,-—,—|.
p.(a, b, c)=( 6) lub (a 0)(999)
Zadanie 6.14.
P =5 3
U'Z""-n= - 2+§" D3 <2012 30 Tn- 4024 <0

A =49 + 48288 = 48337 (48337 — liczba pierwsza)
B 7 - 48337 _7-219,86 n _ 7 +448337 _7+219,86
- 6 6 S

(07___ Jms?]mz

n, ~37,8
6

n=31.
Sprawdzenie:

ay,=-2+36-3=106 ———'2:10(’-37=52‘37=19z4<2012
Gy =-2+37-3=109 :ZLZ'°—9~38=107.|9=2033>2012

Odp. n = 37.

6. Ciqgi - szkice rozwigzari 163

Zadanie 6.15.
2b=a+c=33-b b=1]

{G+C=22 a=22=c
(a=1)(c+19) =256 {(21 ~¢)(c+19) =256

{'» -2 +2c+399=256 ¢*-2c-143=0

B A-4+512=576=242 222N _ . _2+4_ .
2 - 2
Odp. (a, b, ¢) = (33, 11, -11) lub (a,b,c)=(9,11.13)
Zadanie 6.16.

dal Ayt dy = dal ag-aqtc.agn agn = d“l" gt

(n-1) n-1

Zadanie 6.17.

aptaytagt ot ag=100(ay + ag+a,+ .+ ag).

atag+agtt . tag™=100(ag + a g +ag + .+ aq®).
a(l+@*+q'+ ..+ ™) = 100a,q(1 + ¢* + ¢* + ... + 4.

 a,=100a,q. g=102
log a, +logay +loga; + ... + log a4y = 100. log(a, - @y ay ... " aye) = 100.
ay<aysidyt d ey ="101%; a-aq-ag .. ag®=10""
allquOZ&_\ FL 499 10100. allmqsu 99 lolm.

a)%010-10 9 = i, Q%0 = 1100+ 100 99
a0 =010 10,

Odp. a,=10"",

Zadanie 6.18.
(a. aq, ag®) — cigg geometryczny g # 1.
(ag, a, aq®) - cigg arytmetyczny.
(aq -7, a, ag® + 3) - ciag geometryczny.
2a = aq + aq’
(ag = 7)(ag® +3) = &
alg* +q-2)=0 a=01lub g=1 lub ¢=-2.
Dla a = 0 sprzecznos¢. Zatem g = -2.

ROZWIAZANIA
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Zadanie 6.19.

(a, b, ¢) - ciag arytmetyczny.

(a+5,b+ 3, c+4) - rosnacy ciag geometryczny, w kiorym trzeei wyraz jest cztery razy wiek-
szy od pierwszego. Stad g = 2.

b+3=2a+5) b=2a+17 c+d=4(a+5) c=4a+ 16

2b=a+ec. 2Qa+T7)=a+4da+ l6. a=-2.

Odp. (a, b, ¢) = (-2, 3. 8).

Zadanie 6.20.

d=aq,=a;+3-4 ay=5 S5=a;=a,+2-4 a,=17
T=a,=a,+1-4 a,=10.

a=a,+4-4=4.

Odp. a, = 10. Cigg ten me jest malejacy, bo as = ay.

Zadanie 6.21.

a+3+a;+2 _10+24

a;=2a,+3+2=7 ay;=2a,+6+2=22 17.
® 2 2

Odp. 17.

Zadanie 6.22.

2b=a+c 2b=a+c b=9

a+b+c=27 3b =27 a+c=18

b =(a-2)(2c+1)
(16 - ¢)(2c+ 1)=8lI

b =(a-2)(2c+1)
2c2+3lc-65=0

s <F 49
31 21=l3 - 3I+-l=
-4

(18-c-2)(2c+1)=81

A =961 -520 =441 =

SRRV

Odp. (a, b, ¢)=(5,9,13) lub (a,b,c)= (%—l‘) %)

Zadanie 6.23.
Ciag arytmetyczny: g, g + r,q + 2r, ...
Ciag geomelryczny: r, rq, rq’. ...

ST 534 {2q+7r=3|

r+rqg=18 s B

2008-r)+ 77 -31r=0 77 -33r+36=0,

A O TR W s o i et B2
14 14 7 14 14

19

=2

2q+7-3=31 2¢=10 g=5.

Odp.a,=5+(n-1)3=3n+2. b,=3-5" .

2qr+ 77 =31r

12
2q+7v7=31 29=19 q

@ Zatem S, =

6. Ciggr - szkice rozwigzar

Zadanie 6.24.
(&g +aq® =-84 ag*(l+q')=-84
aq’ +ag® =168 ag*(1+4¢%) =168
Dziclac stronami otrzymujemy: q=-2.

Stada, - 4(1-8)=-84, 4 =3.

3(1-(-2))
3

= 32769, (-2)"=-32768.
Odp.n=15.
Zadanie 6.25.

(a, b, c) - ciag arytmetyczny.
(a, b+ 1, 2¢) - ciag geometryczny.

2b=a+c 2b=a+c b=11
3a+b+3¢=177 Th=737 a+c=22
(b+1)2 = 2ac (b+l)2 = 2ac 144 = 2ac
a(22-a)=172 a*-22a+72=0 A =484 - 288 = 196

22-14 22+14
= =4 ay=———=
2 2
Odp. (a, b, c)=(4, 11, 18) lub (a, b. c) = (18, 11, 4).
Ciag geometryczny: (4, 12, 36) lub (18, 12, 8).

a 18

Zadanie 6.26.

Ciag (a, aq, ag® - 4) jest ciagiem arytmetycznym.

Zatem

2aq=a+aq’ -4

ag*-2aq+a=4

a(qg— 1) =4.

Stad a > 0, a poniewaz a jest liczba nieparzysta, wigc a = 1.
Zatem g =3 lubg = 1.

Poniewaz cigg jest rosnacy, wige ¢ = 3. Otrzymujemy ciag (1, 3, 9).
Odp. aq =3.

Zadanie 6.27.

Tloraz ciggu geometrycznego wynosi:

3b

> 0.

Z ciggu arytmetycznego wynika, ze 2b =a + c.
Z ciggu geomelrycznego otrzymujemy:

4 1 1

9 a 2a+2b+c

smvas . S e e T e T —
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Zatem

4a(2a +2b + 2b - a) = 9h?,
4a(4b + a) = 9h*,

4a* + 16ab — 9h* = 0,

2a) 8 2a
(3[)) Foee—=a=] =10,

3 3
, 8
“+-:-g-1=0
39
K=y 100
9 9
8 10 8 10
33 NN
Q= <0.q, = = =
2 2 3
odpig=1
=3
Zadanie 6.28.

(a. b. c) - cigg geometryczny.
(a+1,b+35, ¢) - ciag arytmetyczny.

b =ac b* = ac

100 = ac
2b+10=a+c+1, 2b+10=39-b+1, b =10
a+b+c=39 a+c=39-5b a+c=29
a(29-a)=100, & -29a+100=0. A=841-400=44]

-9 5
a,=29 “1=4. a~=29+'1=25
2 : 2
€,=29-4=25 ,=29-25=4,
Odp. (a, b, ¢) = (25. 10, 4).
Zadanie 6.29.
1 _a+a+a _ a,(l+ql’+qa) =l:>q=3,
3 ay+a+ag al‘l(“”‘]'*'q‘) q9

182=a, +ay,+a;=a,+9a,+8la,=91a, = a, =2.
Odp. (2. 6, 18,54, 162, 486).

Zadanie 6.30.

Skoro ay, a,, a; s3 odpowiednio — pierwszym, drugim i Czwartym wyrazem rosngcego ciggu
arytmetycznego, 0 @, = a, + 7 i a, = ay + 3r, gdzie r > 0.

Zatem ay =a, -3r i 4, =a, - 2r.

Dalej ciag (a,. a,. ay) jest ciagiem geometrycznym, wige

2

(a,=2r) = a(a,-3r) = —dar +4r% = Bar & ar = 472,

6. Ciggi - szkice rozwigzon 167

Uwzgledniajac, 7¢ >0 otrzymujemy a, = 4r,
Zatem a, =2r, a, = r.

Wiedy 4r +2r +r = % czylir = 2 ttd=3;
Odp. a, =3.

Zadanie 6.31.

5
a, —n?

Zadanie 6.32.
Dla pewnej dodatniej liczby rzeczywistej » mamy
(a, b, ¢, d)=(a,a+r,a+2r,a+3r)

Najwigkszym wyrazem tego ciggu jest a + 3r.
Zatem

(a+3r) =2(a*+(a+r) +(a+2r))

a* +6ar +9r* = 6a* +12ar +10r°

5a* +6ar+r’ =0

9a* +6ar+ 1’ = 4a’

(3a+ r)2 =(2a)

3a+r=2alub3a+r=-2a

ROZWIAZANIA

2

r=-alubr=-35a

Poniewaz r > 0, wige a < 0. W pierwszym przypadku otrzymujemy ciag (a. 0, —a, -2a),
w drugim przypadku (a, —4a, —9a, -14a).

Ciag (a+100, 0, —a) nie jest ciagiem geometryeznym, bo —a>0.

Cigg (a+100, -4a, ~9q) jest ciggiem geometrycznym, wige

(~4a)’ =(a+100)(-9a)

16a* = ~9a” =900a
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Uwzgledniajae, ze a < 0 otrzymujemy 25a = —900, czyli a = —36.

2 L : i 9
Ciag (64, 144, 324) jest ciggiem geometrycznym o ilorazie i

Odp. (a, b, ¢, d)=(-36, 144, 324, 504).

Zadanie 6.33.
Liczby dodatnie a,h,c spelniaja trzy warunki
b? = ac
db=2a+c+1
c-bh=6
Z trzeciego 1 drugiego réwnania otrzymujemy
c=b+6

_3b-7

2

a

Podstawiajac do pierwszego rownania otrzymujemy

b-T)(b+6
b? =-(¢2c>2b: =30+ 11h-42 = b2 +116-42=0 (b-3)(b+14)=0
Uwzgledniajac, ze b > 0 otrzymujemy b =3. Wiedy a=1, c=9

Odp. (a.b,c)=(1.3,9).

Zadanie 6.34.
Z warunkow zadania otrzymujemy ukiad rownan

2 =xg

x+y+z=105

z=x+(y-x)-5
Oslatnie rownanic po uroszczeniu przyjmuje posta¢ = = 5y —4x.
Podstawiajac do drugiego rownania otrzymujemy
x+y+5y—-4x =105

3x =6y -105
x=2y-35
Witedy

z=35y—-4(2y-35)=140-3y

Podstawiajgc do pierwszego rownania otrzymujemy
v =(2y-35)-(140-3y)

y? =280y - 67 —4900 + 105y

7y? =385y +4900 =0

y? =55y +700=0

A =3025-2800 = 225

7 Gronica €iqgu, suma szeregu nieskoriczonego - szkice rozwigzan 169
55-15 55415
P = =20, y, = =
1 5 Y2 B 35

X =2:20-35=51x,=2.35-35=35
2 =140-3-20 = 80, z, = 140 - 3.35 = 35

Uw'zg|¢dniajqc warunek, z¢ ciag (x. v, z) jest ciagiem rosnacym, otrzymujemy jedno rozwia-
zanie.

Odp. (x,,2) = (5. 20, 80).

7. Granica ciggu, suma szeregu nieskoriczonego

Zadanie 7.1.
1+3n-2 n 3 1
l+4+7+...+(3n—2)=im 2 e 3 ‘l=lim “w.3
"—"!5+7+9+.._+(2n+3) nsxeS+2n+3 n»e2n+8 nox 8
——-n 2+ -
2 n
Zadanie 7.2.
lloraz ciggu geometrycznego ¢ = _IT ,gdzie p#1.
p-
Ciag jest zbiezny do zera wtedy i tylko wtedy, gdy g il ¢
lp=1| >
Stad |p - 1| > 1, czyli p & (0. 0) U (2, +). g
N
Ciag jest zbiezny do 2 wtedy i tylko wtedy. gdy L] =l,czyli p=2. g
p-
Odp. a) p e (—=, 0) U (2, +¢),b) p=2. g
14
Zadanie 7.3.
Niech a, oznacza dlugos¢ boku n tego trojkata, natomiast P, oznacza jego pole.
Wtedy
3
a =a,a,, =a,—
=28 g g
4 4
o A8 BY B_ .33 3
PM|=(I,',']-——-= =" '_=a’;_<—=—P"
4 2 4 4 4 4
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Zatem pola trojkatoéw tworzg ciag geometryezny o ilorazie e wiec suma pol wynosi

a3
R__4 _ -
S = =4 -3
l-q |_3
4
Zadanie 7.4.
“ —a - Sn+11 _ Sn+6 -1
T 0(n+2) 10(n+ 1) 10(n+2)(n+1)

Poniewas ——————— < 0, wige a,,, < a,., czyli ciag jest malejacy.
‘ 10(n+2)(n+1) ¥ :

gp
| . : Sn+6 =Y n
lima, = im = lim =

n—sx nee 10(n+1)  nm= 0 10 2

n

1

: 1
Ciag (a,) jest malejacy, wiee a; > a,.dla n 22, czyli a=aqa, = i

: 1
Jednoczesnie kazdy wyraz ciagu malejacego jest wigkszy od granicy, zatem b = 5

Zadanie 7.5.
lloraz ciagu g = log, (k —2), gdzic k > 2.
Wszystkic wyrazy tego ciagu sa rozne od zera wiedy, gdy log, (k—-2)#0,czyli k#3.

X0
o . , L I s
g Funkcja logarytmiczna o podstawie 2 jest rosngca, zatem =< k-2<2,czyh 3 <k<4.
> Odp. k e(f. 3]\.}(3. 4).
N 2
P
% Zadanie 76.

a,=S,-S,, :2n:+n—2(n—l): ~(n=1)=4n-1,dlan>2.

5 + 7+399
Gy 40y + g+t gy = 2200 50 = T2 2250 = 10150
24 l

i S lim 2n +n i n_2

m = = ==

nar3p =2 nax3pt -2 ,.A./3_2 3

Zadanie 7.7.

2 . ) "
[ 2 (n+2) Jz fim n*(n+444) —(n+2) < iim 4380 — 125 - 8 .

nxn? + 44650 + 888

lim

n—sx

n+2  n+444 (n+2)(n+444)

|
Suma istnicje wtedy, gdy |g| < 1. czyli —1 <log, (k - 2) <1, log, = log, (k —2) < log, 2.

. 7 i .
Granica €1q9u, suma szerequ nieskoriczonego - szkice rozwigzari

Zadanie 7.8.

1 2
P,, = K(—J = _T[ = _7! .
2n 22 4n

Ciag geometryczny o ilorazie ¢ = % i 0 pierwszym wyrazie P = ki
4

A ! .
Ponicwaz -1 < 2° I, wige suma nieskonczona istnieje i mozna ja wyznaczy¢ ze wzoru

o

odp. =
P3

WA

1
S
I
ES RO F NP~

Zadanie 7.9.
lim(ll"3+6n+5 2n2+2n+1J:1| 55-12 43

30 30

6n’ +1 Sn? -4

2
n—a g

Zadanie 7.10.

20-37150 g=—0!

2x=371

<l 1<2x-371 x> 186.
Odp. 187

Zadanie 7.11.

g+ +q+.. = -2
od 12
p. q, —E.

Zadanie 7.12.
Promien okregu 0y, | jest rowny ry,  =2!1724 =
Promien okregu oy, jest rowny ry, = y/2'1°24

Stad pole pierscienia £, jest rowne:
P = 7[(\/2'27)2 _ n( [o1-2k )2 - n(zl:—:l = 2Il-1k) =22 (2|: _ 2|1) = .2V .2

Zatem pola pierécieni tworzy cigg o ilorazie ¢ =27,

a

I-q°

2. .22 ol .22 2”-1[-2':'4_ (1
i, 1 & 8 &
4

Sumg tych pol mozna policzy¢ ze wzoru S =

()

Odp. § =

[ =2

m

ROZWIAZANIA
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Zadanie 7.13.

fip| e # 110 P\ et w9 120
noe\ Tt + 50 +3n 41 30t +1) aenTnd 4502 +3n+1 =341 7 3 21

Zadanie 7.14.
,
|_‘q:2 0122(1—(])
al _ i(-¢)
=g (1-q)(1+q)
lg] <1 lg] <1

Zatem

4(1 - 1
M=3@4—4q:3+3qc:>7q=l¢:>q=—
‘ l+gq 7

1
Odp. g = 7
Zadanie 7.15.

lim (Bn+2) -(1- 211)Z _

nsx (2n -1y

2

. (3n+2 Eo (1-2n) 9n* +12n+ 4 9
lim ~ - lim - = hm — “l===-]==
nesx (2" - l)- n-n.(z',__ l)- nsx 4p* —4n +1 4 4

Zadanie 7.16.
Z tresci zadania wynika
a, (l - q‘)
I-¢
a

I-¢g

=17

=8

[q|<l

VINYZVYIMZOYH

3 : 7 . 1
Dziclae pierwsze rownanie przez drugie otrzymujemy | — ¢* = T czyli g = 5 Zatem a, = 4.

RESI

7. Granica €19gu, suma szeregu nieskonczonego - szkice rozwigzori 173
S-S, I I
— < 0,001 < <—— 2" -1>1000
’ - 71~ Tooo 1000 <> n >9

Odp. n e {10,11,12,13, ).

Zadanie 7.17.
1= <o w7 <427 =792

7 oraz lim 7 = 7, wigc z twierdzenia o trzech ciggach otrzymujemy

n—x

Poniewaz lim 742 =

n-ya

lim 6" + 77 = 7.

Zadanie 7.18.
u = ”_‘ +1= ql +1
a3 a4
Zatem
1.4
< 25
Ciag geometryczny jest malcjacy, wige ¢ = %
6=ay+a, +a,+..=—2_ =200
1-¢> 21
126 2 63
o=@ =4 —=a=—
S 5 5
a, = ag™! -6_.(2)""' _9,(2]"
n 5 (s 2 s
Odp. a =6—3(E]
2 \5
Zadanie 7.19.
s ' (n+5) (n+5)
1 = | +1)+ 2p+2)[=3p+3
s (n+l)(n+2)(p ) (n+2)(n+3)( P-£2) 2

& i
1 1
Ip+3I =12 pi=3

Odp. p=3.

ROZWIAZANIA
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Zadanie 7.20.
Dla p=-1

) . —8n'=5n-3
lima, = lim ————— =-»
A noax n? -1
Dla p = -1

i = A L P8 Fp~1]

s nex (p+l)nt+n?+p p+l
. 7
1p |=ic,21p_3=4p+4c>l7p=7@p=—
p+l 3 17
7
Odp. p=—.
T
Zadanie 7.21.

5 1 p 5 ay | RUPIN I
= —ds =il i = = e e =t
as, 4a_}+5u_,c:> o tlz|+5 q 4‘7 3 4‘1 q 5

a4 4 2
2 —g+—=0 -=| =0&qg==
LT ‘:(q 5] 75
g A 80 058

l-g¢q }

5
Stad
+2
M.25=l|25©h+]2r:45
Dale)

5 4
”l"v3l"—‘bu="3=al‘l'=675"2_5=log

Zatem

,“’1 +12r=45¢ b +12r = 45
| +3r =108 7 [4b +12r = 432
Odejmujac stronami otrzymujemy
3b =387

Odp. b, =129.

Zadanie 7.22.
g:=idy
Suma wyrazow nicparzystych
=% __19
1-¢* 1-4°

S

Suma wyrazow parzystych

S,,=iq_._ o e

l_ql—l_ql

e S .

7 Granica ciggu, suma szeregu nieskoriczonego - szkice rozwigzan

Zatem
9
Swosy-s,0l=€_ 4 ¢ _1_a-a _1_ g
Sp q- l-q¢* 1-¢4? g 1-¢° qg l+gq
1-g*
. - = 1-V5 1+45
q —q—l—Oc:[ ——J =—oqg= =
q . q > vyq 3 >1
2
Zadanie 7.23.

Niech a, oznacza dlugosé boku kwadratu K,,a o,=4a, obwdd tego kwadratu. Wtedy

=) (30, ) =¥
4 4 4 "
N

“d4a, = Tn"
Zat, bwod iag ge / i i L

em obwody tworza ciag geometryczny o ilorazie g = 3 omz o= 4a.
Poniewaz [g| <1, wi¢c suma nicskonczona ciggu istnicje 1 wynosi

o da  l6a _160(4+\%)_8(4+\/E)

=g V0 310 6 ER
4

8(4+10)
, —————a
3
Zadanie 7.24.
4 2 1
3_9 TR
T 4n* - 2n+1 = lifi n*__n' - i
nowl3nd —p2 - 2n+3 "’”3_1_3~+~3 3
n o n oo
Zadanie 7.25.
a =2x,q= -_—3]

175

ROZWIAZANIA
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Pierwsze rownanie przeksztalcimy réwnowaznic

! §€ Dl 5
& 3 o iy I)=ITD¢D4\f2—4.\'=15‘\'+30<:>4.\'2—I9.r—3()=0

w
=

x+2

. . . 3
Rozwigzaniem tego rownania sg liczby 6, M

<.

Sprawdzimy, ktora liezba spetnia warunck

3 3

—==<1 =—=>1
6-1 5 g

4
Odp. x = 6.
Zadanie 7.26.
Z warunkow w zadaniu otrzymujemy
416
1-¢°
lgf <1

s D
avag” =599

g D . 5
a +ag’ =Sag < a q'——2-q+l =0

Z danych w zadaniu wynika, ze wyrazy nicparzyste sa dodatnie, wige a, > 0. Zatem

Uwzgledniajac warunck |g| < 1 otrzymujemy g =

0| —

Podstawiajac do pierwszego rownania wyznaczamy a; = 12.

Wz6r ogolny ciggu geomelrycznego

1
a, =|2(EJ

n-1 ]\"

-24:(3)

8. Planimetria - szkice rozwigzari 177

8. Planimetria

Zadanie 8.1.
Oznaczenia takic jak na rysunku, [4B|=a, |cD|=b, |4D| = |BC| = c.

Z wiasnosci trapezu opisancgo na
okregu wynika, z¢ a + b = 2¢.
Zatem c=5 i a+b=10.
Twierdzenic Pitagorasa dla trojkata
AEC: 5>+ h* =41, czyli h=4.
Pole trapezu

= “h=20

Odp. 20 cm?.

Zadanie 8.2.

Niech a =3v2, =23, c=3-3.

Poniewaz ¢ < b < a, wige najwickszym katem jest kat a lezacy naprzeciw boku o dlugosci a.

Z twierdzenia cosinusow otrzymujemy

Brcirat 12+9-63-18 -6(v3-1)

2be 12(v3-1) 12(43

Zatem a = 120°.

Wykorzystujae wzory na pole trojkata otrzymujemy

cosa =

lbcsinaz E- lah
2 2

NES

_bcsin120°_2\/§‘(3~‘/§)" _3-~/§_3\/§—\/Z
T a 32 T2

Z twierdzenia sinusow obliczymy promien okregu opisanego na trojkacie.

h

e _W_g
2sine 3

M , promien J6 .

Odp. Kat 1207, wysokos¢

TR

ROZWIAZANIA
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Zadanie 8.3.

Oznaczenia takie jak na rysunku.

A F X
Twierdzenie Pitagorasa dla trojkata BCE
4o =49 o =10 @ x = %r

7
Zatem |BC| = ﬂr
10

Twierdzenie Pitagorasa dla trojkata BDIY
IBDI: =4r2 4+ 49x7 = 40x? + 49x? = 89x2

Twierdzenie cosinusow dla trojkata BCD
|BC| +|BD[ ~|CD[  49x* +89x% —16x* _ 122
o 2|BC||BD| 2-7x-89x 14489

7\/0_0 r. cosinus |£CBD| =

6

Odp. Dlugos¢ ramicnia trapezu wynosi

Zadanie 8.4.

Oznaczenia takie jak na rysunku.

Trojkat BSD jest polowa tréjkata rowno-
bocznego o boku 243, czyli [BD| = 3.
Wiedy [BC| =3+ V3.

2
o
N
z
>
N
>
<
>

Twierdzenie cosinusow dla trojkata BCD

189

623

6189

623

|CDr=3:+(3+\/3):__2-3'(3+\/§)C0560°:|2+3ﬁ

0dp. [cD| = 12+343.

179

8. Planimetria - szkice rozwiqzan

Zadanie 8.5.

Oznaczenia takie jak na rysunku.
Trojkat ABC jest potowa trojkata rownobocz-
nego o boku dlugosci 16.

Pole tego trojkata wynosi %-8 83 =3243.

Pole wycinka kolowego BCE wynosi

L 1[-83=ﬁ_
3

6

Pole zacieniowaney figury 2 -(32\/3 - &) = 64[~/§ - E).
3 3

Zadanie 8.6.

Z twierdzenia cosinusow otrzymujemy

4+2—I
- 4

RN

6

Ze wzoru sin” a + cos*a = | otrzymujemy

sinag =Vl -cos*a = /l_g =§

Zadanie 8.7.

Oznaczenia takie jak na rysunku.

i 2r 42
sing = — =
a 2ar

Kat a jest ostry, wi¢c a = 60°.

ROZWIAZANIA
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Zadanie 8.8.
Z twierdzenia cosinusow obliczymy dlugo$é przekatnej BD.

|BD[ =| B[ +|4D|' - 2|4B|-|AD|- cos60° = 4 +16-2-2-4-

|-
}
—_
o

D

Z twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Pitagorasa wynika, ze tréjkaty ABD i BCD sa pro-
stokatne o przeciwprostokatnych odpowiednio AD i BD.
Pole czworokata

I li,. 1 I -
Pusco = Puso + Paco = 5|48]-|8D| + 5|CBl-|cD| = =2 23 +5-\/§-3 =
=2J3 + ﬁ = 73
2 2
R AVR]
Odp. Pole czworokata ABCD wynosi -——;/—_
Zadanie 8.9. ¢

Nicch |AD| = h oraz |[AE| = a, wiedy |CE| =2h i |4B| = 2a.
Trojkaty BCE 1 ABD sa podobne, skala podobienstwa wyno-
si 2, wige |BC| = 4a.

Niech [£CAB|=a . |£BCA|=y . Oczywiscic rowniez

|£4BC| = a.
_BE| a1
R T77s R PR
0 —cos(180°—"a)=—cos'.’a=—2c031(l+|=—l+l:1
COSY = €O 2 3 2

Odp. Kosinusy katow wynoszg:

& |-
& -
|~

A

8 Planimetria - szkice rozwiqzari 181

Zadanie 8.10.

Oznaczenia takic jak na rysunku.

Z twierdzenia Pitagorasa wynika, 7e [4B]=15.
Odcinek CE jest wysokoscia w trojkacie ABC, zatem
|4BCE|=a.

Odcinek CE jest wysokoscig w tréjkacie réwnoramien-
nym DCB, wige [£ECD| = o,

Stad B =90° - 2¢ . Zatem

cos f =sin2a = 2sinacosar = 2@'16_1 =9
|48] |48

Twierdzenie cosinusow dla trojkata ADC

[ 4D = |AC[ +[CD[ - 2|AC]|CD|cos B = 144 + 81— 216. 24 — 5625 = 5184 _ 441
25 25 25

Odp. [40] = 2.

Zadanie 8.11.

Oznaczenia takie jak na rysunku.
Twierdzenie Pitagorasa dla trojka-
ta AED

(a=b) +h? =(a+b)

h = <4ab

Niech x =a+b.

>

Z zatozenia wynika, ze 3b + a = 30,
czyli 2b =30 - x oraz 2a = 3x-30.
Zatem h =+2a-2b = [(3x -30)(30 - x)

Pole trapezu

2a+2
P AR e, [ 0] (302
Dziedzina
2b>0 30-x>0 - 30
2a > 2b 3x-30>30-x x> 15

Odp. Pole trapezu P = x-/(3x = 30)(30 - x), x & (15, 30)

<
2z
<
N
g
S
N
0
2
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Zadanie 8.12.

Niech r oznacza promien mnicjszego okre-

gu 1 R promien wigkszego okregu.

Wiedy |4B| = R + r jednoczesnic

|4B| = RV2 - V2.

Zatem R+r=RJ2 —rJ2, czyh

r(142) = R(VZ - 1).

Stad

R 1+ 2
1

r J2-

=(1+J5)1=3+2J5

Zadanie 8.13.

Oznaczenia takie jak na rysunku.

° _ 497° _ o
p - 180 42_ 78 _ g,

y = 180° - 78° - 30° = 72°,

a=42°, o = 180° — 72° - 30° — 42° = 36°.

Odp. 72°, 72°, 36°.

Zadanie 8.14.

Oznaczenia takie jak na rysunku.

Tréjkat BCC jest rtownoboczny o wysokosci

|BE| =
Sl A= "‘f |BC| = 8_3‘@

8. Planimetria - szkice rozwiazan 183

Twierdzenie cosinusow:

(/2=32+[¥]__, 43 16 12 16-21

2-8-——c0s30°=64+—-32 =
3 3

39
PR
3
Il sposéb
Trojkat BCC” jest rtownoboczny o wysokosci |BE| = 4.
3
St % |BC| = Sf |pD| = 2‘/— D] = 6.

Twierdzenie Pitagorasa: d? = 36 +§ = E

Zadanie 8.15.

Ze znanego wzoru na pole trojkata otrzymujemy 103 = % +5-8-sina.

Stad sina = g Zatem cosa = ]E

Z twierdzenia cosinusow: [BCI: =25+64-2-5-8- 1_ 49.

B
Twierdzenie sinusow: 2R = l C| e _M_
sina ﬁ 3
2
7 13
R=—=—-.
NOE]
Il sposéb

Oznaczenia takie jak na rysunku.

Symetralna boku AC przecina AB w pun-

kcie D.
1043 = h. h—s—\C

Whiosek: trojkat ACD jest réwnoboczny.
Punkt £ jest srodkiem AB.
Trojkat DSS' jest rownoboczny o wyso-

ROZWIAZANIA
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B
kosci DE. |DE| = 1. o
|sp|y3 |\/' 3 1
= SD| = —=. |SE| = —=-
Stad 1 . |sp| = Nl |SE] VA
1Y | - NG
Twierdzenie Pitagorasa: R* = 4° (7_‘-) =16+ 3 =—. Zalem R = T =
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Matematyka. Zbiér zadan maturalnych Lata 2002-2024. Poziom rozszerzony 8. Plamimetria - szkice rozwigzan 185
Zadanie 8.16. Zadanie 8.19.
(l)l"“‘”cl“‘a takie jak na I’)'SU"kU}; D = & Oznaczenia takie jak na rysunku. 4, = V3, hy=2.
—ab=—hJ+ b =9 ) Pole trojkata ABD:
2 2 val + b " b 1 T £
Trojkaty AED i ABD sa podobne. a3 =2b = E”b sin30°. b .
Skala podobienstwa s = a 4 I Stad
a 4 1 hy
Zatem pole trojkata AED wynosi: avl = Zab b=43 4 " s
5 b 2 3
Pt we ) Lop B Rhesl po_—
20 @@ )20 2+ 1) 4
2 V3
; BD|" =64 +48-2-8.4J3.22 = 11296 = =
Zadanie 8.17. o) 3 g LomIRAG: 8=
Oznaczenia takie jak na rysunku. c Mozna stgd wyciggnaé wniosck, ze przekgma BD jest prostopadla do boku AD.
d* =242+ 71 =576+ 49 = 625, d=25.
13(1.‘ =625 - 152 = 400, qu =20. 15 Zadanie 8.20. .
P:%_2477+]E.20_|5:‘2_7+10.15:234. ) Oznaczenia takie jak na rysunku.
Niech <ABC = B. Wiedy <ADC = 180° - . ; . i
e* =247 +20° -2-24.20-cos B y
2 2 2 . 24 & riE 1,
=7 +152+2-7-15-cos 8 g
Te* =7-976-2°.3.5.7cos B
32¢* =32-274+42°-3-5-7cos B e 3
Dodajac stronami otrzymamy: g -4
) 3967 = 6832 + 8768 = 15600,  ¢* =400, e=20. r E
O
N " g
s Zadanie 8.18. . 4 = — = (o g.
s Oznaczenia takie jak na rysunku. =
N Trojkat ABC jest prostokatny. Zatem ;
> Trojkat BCD jest rownoramienny. P 1 Ar3r = 6 P 1 Ly B
2 Z twierdzenia Pitagorasa dla trojka- apc = 5 AT =0 AL E =g, o
> tow DEC 1 AEC otrzymujemy: Tréjkaty prostokatne DCM i ABC sq podobne. Stad
=4x? + B2
100 =4x* +4° L S B it e,
289 = 25x7 + i? 3r 5r 5 2 5 10
Odejmujgc stronami mamy: Trojkaty prostokatne EMB i ABC sa podobue. Stad
189 =214 =9 x=3. . .8 pesianlmls
Dalej 2r  5r 5 2 5 10
g Beoll el Zatem
100=36+h 1= —5(73)8=84 3 P 6 1 2_2_7"3_&’2:‘_2_’::9’:
e, SO T TR
6.



Mobile User


186

Matematyka. Zbiér zadari moturalnych. Lata 2002-2024. Poziom rozszerzony

8. Planimetria - szkice rozwigzan 187
Zadanie 8.21. ~ Zadanie 8.24,
Oznaczenia takic jak na rysunku. Oznaczenia takic jak na rysunku. €
comibi shppi 1 § Trojkat ADE jest potowa trojkata rownobocznego.
4 Stad
Z twierdzenia sinusow. b [4E| = a, [EC| = 4a,
a_sB alls (e[ =228 o, g
35 - 2 4a 4
4 2 £
Z wwierdzenia o okrggu wpisanym w czworokat.
- A 1 a B
6+g=b+5\/§' po 2l 110\/3. Z @ a
- L - Zadanie 8.25.
Z buicrdzenin cosmu;eow. ~ Oznaczenia takic jak na rysunku.
(SJ—B—)- - (?] _ 2d£cos60°, 75 = d? + 225 _ Ed, Z twierdzenia Pitagorasa |BC| = 25.
~ 2 4 2 - Wykorzystujac [BF| = |BD| i |CE| = |CD| otrzymujemy:
300=4d2—30d+225. 4d* -30d-75=0, 3 25=20-r+15-r. r=5.
A=900+1200=2100, 4o 30+102T _15+5V21 Dalej -
8 4 |BD|=15, |cD|=10, cosp=2==2.
25 5
Zadanie 8.22. ~ Twierdzenie cosinuséw.
~ J_ D c kY 4
€] = V34 =207 +15-2:20-15- 2 =400+ 225 - 480 = 145, d = Jias.
sinﬂ = ._3_ 2
V34 . ' Zadanie8.26.
cosf§ = —‘/5= 4 3 ~ Oznaczenia takic jak na rysunku. S
T 34 E
8 sina =sin2f3 = 2sinficosf§ = N
S 5 03 15 i -3
> L, TR N .. A s B
22 N7 RN TR 5
> . 15 (o]
2 Odp. sina = T 15
> Twierdzenie cosinusow.
. 2= 02+ 61— 2- 10+ 6 cos120° =100+ 36 + 60 = 196, d= 14,
Zadanie 8.23. d*=10"+6 . :
; i Trojkat BPE jest potowg trojkata rownoboeznego. Stad |PE| = 2.
Oznaczenia takie jak na rysunku. 5 i
Twierdzenie cosinusow dla trojkatow ABC 1 ACD, sinf8 = S
d*=4+9-12cosf L
d? =16 +25+40cos 8’ Zadanie 8.27.

Oznaczenia takie jak na rysunku.
ICE| = V26* —10° = /676 - 100 = /576 = 24.

Trojkaty BCD i CES sy podobne.

10d? =130 - 120cos f3
3d*> =123 +120cos 8

Dodajge stronami otrzymujemy:

V3289
13d> =253, =%, d= — Stad
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Matematyka. Zbiér zadari maturolnych. Lata 2002-2024. Poziom rozszerzony

DB .

I_‘:E‘ |1)B|=36_5=15,
36 24 12

Zatem

|18 = 30,

[4C| = |BC| = V157 4367 = {225+ 1296 = /1521 = 39.
Pole trojkata ABC wynosi
P:%-BOJ(»:SAO.

Promien okrggu opisanego
_abc30-39-39 39.39 13-13 169

4P 4.540 418 8 8

Zadanie 8.28.

Oznaczema takie jak na rysunku. D 6 c

Trapez ABCD jest polowg szesciokata
foremnego.

Wykorzystujac ten fakt trojkaty ABC
1 ABD sa potowami trojkatow rowno-
bocznych.

Stad ]AC]:IBD|=2‘$=6\/§. | 6 s 6

ASCD jest rombem. CDS jest trojkatem rownobocznym.

sud |api=(or|= S L8B4

‘6‘/§=2\/§. Pm/'=%'lz'2\/§=12\/§’

Dalej |SP| =

i |t

Pur=3or-(124885) = r(6+4%5).  r(6+4V3)=1245,

r=61+2;/:3/§:Jf\fﬁ:6‘/5(2;/3_3J=2J§(2J§-3)=12—6J§=6(2—J5).

Pya=36(7-4V3)n.

Zadanie 8.29.
Trojkat ABD jest rownoboczny. Trojkat BCD jest rownora-
mienny o kacie <CBD = 30°.
a3 1 R
Pun = 3 feo = 5" “a-sin30° = a3
a* ( 3+ I)
Odp. Pyycp = ——F——

4

 Zadanie8.30,

@

Planimetria - szkice rozwigzan

D

A

~ Oznaczenia tak jak na rysunku.

Trapez jest opisany na okrggu, wige /1 + 10 = 3a.
Z tego, Ze trapez jest prostokatny otrzymujemy > + a* = 102,
Zatem

. Ba- 107 +at =100

9a* — 60a + 100 + a> = 100
10a* - 60a =0
10a(a - 6) =0
a=6,h=8

Odp. Pole trapezu rowna si¢ g -8=72.

Zadanie 8.31.
Niech [BD| = |BC| = a oraz niech
|«BDC| = |<BCD| = a.
Twierdzenie cosinusow dla trojkata ACD.
162=142+6>-2- 14+ 6 - cos (180° — a),
256 =196 + 36 + 168 cos «,
24 1
cosa = — = —.
168 7
Twierdzenie cosinusow dla trojkata BCD.

a@=14+a-2"14-a"cosaq,
2-l4-a‘l=l4:‘
7
a=49.
Odp. Obwod wynosi 16 + 6+ 2 - 49 = 120.

Il sposéb
Mozna wykorzysta¢ twierdzenie Stewarta.

Bm+a - n=c(d*+m-n),c=|4B|.
Wiedy
16° a+a 6=(6+a) (14 +6a)

Po przeksztaleeniach otrzymujemy a = 49.

189
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Matematyka Zbiér zadar maturalnych. Lata 2002-2024. Poziom rozszerzony

8. Planimetria - szkice rozwiqzar 191
1l sposéb [4P| =14
Trojkaty ACD 1 BCD maja wspolna wysokosé, zatem <
d. Picw Twierdzenie sinusow
“ 6 Pcp

|
sjkatow obli laP| 8P| |BPlsin3oc 45
Pola tych trojkatow obliczamy z twicrdzenia Herona e ot eS| O =

sin30°  sina 4P| 14 7
P =:J18-2-4-12 =243, | |
Odp. sina = —.
Pico=Wa# )= 157 (a=T) =7/a=49. p. sina = -
Wiedy
5 Jat—49 . o Zadanie 8.34.
%=—;'4—\73~—. 4a\3 = Tal - 49, 4841=49(a*49), =49, a=49.

Zadanie 8.32.

Niech ¢ oznacza miarg kata wewngtrznego n - kata foremnego.
Wiedy a + 2° jest miara kata wewngtrznego (17 + 2) — kata foremnego.
Wykorzystujae wlasnosei wiclokatow foremnych otrzymujemy:

[na =(n-2)180°

|(n+ 2)(a +2°) = m80®’

{na = nl80° - 360°

na +n2° + 2a + 4° = nl180°

A da N a E a p

Trojkat VBD jest rownoramicnny.
Odeymujac stronami od drugiego rownania pierwsze otrzymujemy:
n2° + 2a + 4° = 360°,

a+2°=(180-n)°,

Podstawiajac do drugiego rownania otrzymujemy:

Niech DE bedzie wysokosciq trojkata NBD oraz |NE| = |EB| = a.
Trojkaty NBD 1 MDB sa przystajace, wige maja rowne pola.
Stad i zalozen wynika, ze pole trojkata AND jest dwa razy wigksze niz pole trojkata NBD.

Jednoczesnie trojkaty te maja wspolng wysokos¢ DE, wige [AN | =da.
b1 (n+2)(180 — n)” = n180°.
AE| 5

(o) Stad cosa = |———| 8 o0
g 1801 — n* + 360 - 2n = 180n, |[4D]  6a 6
= n+2n - 360 = 0, o
> (n - 18)(n + 20) = 0. Ckip.eos 2,

W .
; Odp 18
B i Zadanie 8.35. = S
> Zadanie 8.33. .35.

Oznaczenia tak jak na rysunku

Z twicrdzenia odwrotnego do twierdzenia
Pitagorasa wynika, z¢ trojkat BDO jest tro)-
katem prostokatnym, zatem 2a = 907 czyli
a = 45°. Wynik ten mozna rowniez otrzymac
wykorzystujge twierdzenie cosinusow dla
tréjkata BDO lub twicrdzenie sinusow dla
trojkata ABD.

Poniewaz czworokat ABCD jest wpisany
w okrgg, wige a + y = 1807 oraz fi + 0 = 180°

A B
Twierdzenie cosimusow

|4B] = |AC|" +|BC|" - 2]AC|-|BC|cos(180° - 60°) = 100 + 100 + 100 = 300

|AP[ = |AB]' +|BP[* - 2| 4B|-|BP|cos30° = 300 + 16 - 2043 - 4. é - 19

ROZWIAZANIA
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Matematyka Zbiér zadori maturalnych. Lota 2002-2024. Poziom rozszerzony

Zalem

&s
()]

siny =sina S

smo =sin fi

; ) ) 3 §
Wykorzystujae te rownoscei oraz zalozenie sine -sin fB-siny-siné = 3 otrzymujemy
| T
—SIn" O =
2

Stad

PR

sing =

w5

Poniewaz kat 6 jest kgtem ostrym, wige 8 = 60°.,
Ostatecznie otrzymujemy a = 45°, = 120°, y=135° 4 =60°.

Zadanie 8.36.

a+b-c 2 a+b-
2

otrzymujemy r =

i Sr -
Wykorzystujac wzor r = vezylia+b=1Tr.

Z twicrdzenia Pitagorasa mamy «* + b? = 2572,

[ Podstawiajac w miejsce b do powyzszego rownania 7r — a otrzymujemy
5 2 75 i

@ +(7r-a)y =25 @ a*-Tra+12r' =0 & [u— Er] = zrz

Stad

7 1 7 1
a-—r=—rliba-—r=-=r
2 2 2 2

Zatem

a=4rluba=3r

Trojkat prostokatny ma boki o dlugosciach: 3r, 4r, 5r.

Kat ostry lezacy naprzeciw przyprostokatnej 4r ma najwicksza miarg a.
4

4r
Stad s =—==,
ad sina 3 3

VINVYZYIMZOoYH

Odp. sina =

'J-IJ— <

Zadanie 8.37.
Oznaczenia takie jak na rysunku,
|[4B| = a, |BC| = x.

Wiedy |AD| = 2a. Poniewaz czworo-
kat ABCD jest opisany na okr¢gu, wigc
|cD| = |AD| + |BC| -

AB|=a+x

Twierdzenie cosinusow dla trojkata ABD

Odp. Katy czworokata DAB. ABC, BCD, CDA kolejno wynosza: 45°, 120°, 135°, 60°.

8. Plonimetria - szkice rozwigzari 193

[4B]" = DA + DB =2:|DA|-|DB|- cosa
a®=4a* +36-2.24.6..

8
3a® -2la+36=0
3(a-3)(a- 4)=0
Uwzgledniajac zatozenic a > 15 otrzymujemy a = 4.
Twierdzenie Pitagorasa dla trojkata BCD

36 =x7 +(4 +x)2

Po przeksztalceniu otrzymujemy rownanie x2 + 4y — 10 = 0, czyli (x+ 2): =14.

Rozwigzaniem dodatnim jest x = V14 — 2.
Odp. |BC| = 14 -2,

Zadanie 8.38.

Twierdzenie sinusow dla trojkata ABC
lad| _ |ec|
sin ﬂ sina
_ I BC] I sin sin 8 8 48

=6.-—-=
sina 2 B

@ |4cl=

Trojkat AOC jest réwnoramienny, wice

**IACI

24
sinfi = |0C| "o %
Zatem <
: . ; N
Sina:z-smp:é..z_‘f_—_é . # <
8 8 25 5 s = <
4 S
cosa = — N
? (o]
A 48 3 144 o
lcq| =|4C]sina e
.
|[4¢)| =|AC|cosa = et
Pole trapezu
|AB|+|CD| D 144 27648
P:—— |CC| |"C1| |((ll‘_"§ 625
Obwod trapnzu
34 684
L =|4B|+|CD|+|4D| +|BC| = 2|AC)| + 2|4D| = )_,.]7_%_27‘3(,
27648, 684
Odp. P==35 L= %5
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Matematyko Zbiér zadan maturalnych Lota 2002-2024. Poziom rozszerzony

Zadanie 8.39.

o

60°

a

4 B

Twierdzenie sinusa dla trojkata ABC
8 _[BC I, 4
———=—— = |AB|=—-—=8J3
sin60°  sina 2 2 1 B
4
7 twierdzenia o czworokacic opisanym na okrggu wynika, ze obwod czworokata ABCD jest
rowny

2.(|4B|+|CD])=2-(8V3+5)=10+16V3

Odp. 104163

Zadanie 8.40.

Poniewaz przekatna BD jest Srednica okregu, wige |BD| =8.
Z warunku |BE| = 3-|DE| wynika, ze |BE| = 6, |DE|=2.
Z warunku |BD| = 2-|AE| otrzymujemy [AE|=4.

Niech |AD| = a, |CD| = b.

Trojkat BCE jest podobny do trojkata ADE, skala podobienstwa wynosi % = % = %

q_3 3
Stad |BC| = 5-|Al)[ = Ea
Trojkat ABE jest podobny do trojkata CDE, skala podobienistwa wynosi —i = 4 =
2
Stad 4B =2 -|cD| = 2b.
Twierdzenic Pitagorasa dla trojkatow ABD 1+ BCD

a’ +4b’ = 64

a? +4h* = 64
{4/;1 +9a? = 256

=
b* + 2u: =64
4

8 Planimetria - szkice rozwigzan 195
Odejmujae stronami od drugiego rownania piecrwsze otrzymujemy
8a° =192 = a> =24 & a =26
Wiedy
9. .5
b? =64-2a’ =64-54=10 b =110
Odp. [4B| = 2410, |BC| = 3V6, [cD| = V10, |4D| = 2J6 .
Zadanie 8.41.
Tr‘()jkaty AGF 1 CFG oraz CEF i DFE maja podstawy D E (5
tej samej diugosci oraz wspolng wysokosé, wige
Pigr = Ferg = x
Feer = Pore = ¥ 5
Jednoczesnic
2x+y =Py =—I—aZ 4
4
x+2y="PFPyps = laz
4
Odejmujgc stronami otrzymujemy
x=y=0,czylix=y 2 ! 4
Zatem z pierwszego réwnania otrzymujemy
o= la’
12
Odp. Pygr = l“:~ Feer = laz-
12 6
Il sposéb
Niech P = x oraz Fegrg = v g a -
Trojkaty ABF i DFE sq podobne. Skala podobienstwa
S
wynosi —.
Yot 3
Zatem
1 Ir, L s | G
Pppr = ZPMF = z[;a' + x] = Ea* + Z.\'
1
Pola trojkatow CDG oraz ACE sa rowne %a’ . Stad ¢
1 A 1 a B

Odejmujac stronami otrzymujemy
1 1

—at+—x-x=0

16 4

ROZWIAZANIA
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196 Matematyka. Zbiér zadar maturalnych. Lata 2002-2024. Poziom rozszerzony

Z drugiego rownania otrzymujemy
Iz T.s 1

v=—a’-—a*=—-a?
T4 12 6
Il sposéb B ¢
Punkt /7 jest srodkiem boku BC. Odcinek AH przecina 2
przekatna BD w punkceie /.
Ze wzgledu na symetri¢ wzglgdem prostej AC: ¥
|BI| = |DF| = x oraz |G| = |GF| = y. PRy
Trojkaty ABF | DFE sa podobne. Skala podobienstwa "
v
G
wynosi %
2 1
Zatem
1 x
¥ = ;(.\' +2y)
- A a B

Q=i

Trojkaty ABI i AIF oraz AFD maja podstawy tej samej dlugosci oraz wspolng wysokos¢, wige

| U
P.HF_SPAIH) 3"2‘” —‘6‘0
Zatem
1 1,
P«JF=EP4IF"‘§'€” —E"
Lo o
Fetrc = Pace = Paor 4" _E”'zg”

Zadanie 8.42.
Niech punkt § bgdzie srodkiem okrggu
opisanego na trojkacie ABC.

Wykorzystujac zwigzek migdzy katem
wpisanym i $rodkowym opartym na
tym samym tuku oraz to, ze trojkat BCS
jest rownoboczny, otrzymujemy
|¢BAC| =30°.

Dlugo$é boku AC obliczymy z twierdze-
nia cosinusow.

8. Plonimetria - szkice rozwigzari

2 2 2
|BCT = |48 + |4c]’ =2 4B 4] cosfeepact

172 =307 + 32 =2-30-x-co0s30°
X2 =303x +611=0
A = 2700 - 2444 = 256 = 162

3043 - 16
x:T

, =15V3-8<|48], x, =153 +8

Odp. [<BAC] = 30°, |AC| =153 +8.

Zadanie 8.43.

Twierdzenie sinusow dla trojkata ABC

15| B9 _4f3 _ 43

sina 2R 8 2

Zatem a = 60° lub a =120°, ale bok BC jest najwickszy, wige a = 120°.
Oznaczenia takie jak na rysunku.

=2R & sina =

Trojkat ACD jest polowa trojkata rownobocznego.
Niech |4C| = 2x. Wiedy |AD| = x i |CD| = xv/3.
Twierdzenie Pitagorasa dla trojkata BCD

(X\/g) +(x+6) = (4\/3)

3+ x7 +12x +36 =48

4x2+12x-12=0

X +3x-3=0
A=9+12=21

—3—\[5—1 '3*‘\/5
e L

Odp. |AC| = -3+ 21.
Uwaga. Znajac kat a, dlugos¢ boku AC mozna wyznaczy¢ z twierdzenia cosinusow dla troj-
kata ABC.

197
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Matematyka. Zbiér zadar maturalnych. Lata 2002-2024. Poziom rozszerzony

Il sposéb
Oznaczenia takic jak na rysunku.

Trojkat BSE jest polowy tréjkata réwnobocznego
Twierdzenie sinusow dla tréjkata ABC

Jc]
sin B
Trojkat prostokatny BSD

sin(30°+ﬂ)=i4_z = %cosﬁ+£sinﬁ =g: 3cos B+ 3sin B =@
V3

: 3
cos(30°+[))=%: TCOSﬂ——_I;Sinﬂ =%:> —vJ3cos B +sinf =—5

=2R < |AC| =8sin

Dodajac stronami otrzymujemy

G

4sinﬂ=%—%:85inﬂ=m—3=|AC|

9. Stereometria

Zadanie 9.1.

Poniewaz h = aig30° = htg60°, wigc

a%—é =b\/§.czyli a=3b.

Dalej ab =9, wice 36> =9, czyli b =3 .
Zatem wysokos¢ h = 3 oraz objgtos¢

7= lga
3

cmccmmccacceDpte,

Odp. Obj¢tos¢ jest rowna 9 dm’. 1

I

9. Stereometrio - szkice rozwiazan

Zadanie 9.2
Niech punkty 4, B, C, D, E, I, G, H beda wierzehol-
kami szescianu tak jak na rysunku.

Punkt / jest punktem przecigeia przekatnych kwa-
dratu ABCD, natomiast J jest punktem przecigcia
plaszczyzny przekroju i prostej CG.

|CJ|=|C[|'lgg=%u'\/-=§u>a

b
v

Stad punkt J nic nalezy do krawedzi bocznej CG
szescianu ABCDEFGH, czyli przekrojem jest trapez
rownoramienny BMND.

Trojkaty BCD oraz MGN s3 podobne. Skala podo- &
bienstwa wynosi

A
J6
—a

2

Lok 6 7T 2, 46 _3-46

Y v Jo 3003
2

Zatem

lMNl:3_3Jg~|BC|=3_3J6-J§(1=3J:;2J§a

o B =5
|MN|=3 \/g~|BC]=J \/g-ﬁu=3‘/§ ﬁa
3 3 3
Z twierdzenia Pitagorasa
|1Jl = [g l] + [@a] =af2

Wysokos¢ trapezu

J6 23
EL

[IK| = || = |KJ| = 1] = s|J| = |W|(1 - 5) =
Pole trapezu BMND

2-24J3
,,Ji+_3_‘/_—3_£a o
RS N

P

—a= ==

2

QOdp. Pole przekroju jest rowne ————a-.

|| ===a

199
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Matematyka. Zbiér zadari maturalnych Lata 2002-2024. Poziom rozszerzony

Zadanie 9.3.

Ostrostup o podstawie BGD i wierzchol-

ku C zawarty jest w szescianic ABCDEFGH
, 8 A0 E
o krawegdzi dlugosci s (rysunek). Wtedy 4
|BD| = |BG| = |DG| = a. 5
Przekrojem jest trojkat réwnoramienny DBK. :
Z twicrdzenia Pitagorasa otrzymujemy |
2 i
[DK|=|BK|= :a:+£a: =@a '
4 16 4 \
Wysokos¢ LK trojkata DBK obliczmy rowniez A &
z twierdzenia Pitagorasa
[LK| = Eu: o = ﬁa
16 4 4
Pole przekroju wynosi
1 Ve Ve
P=—-a-—a=—a’
2 4 8
Zadanie 9.4.
Zaleznosé migdzy objetoscia stozka i obj¢toscia kapsuty N
1. 5 _2(1 14
3 (r+1)= E[Enr (r+l)+§-§nr ]
Rozwigzujac powyzsze rownanie otrzymujemy
1
r=-
3
Obje¢tosc kapsuly A B

.5 1 4 1z 2
V:Snr-(r+l)+—iv§nr~‘=nr’+§nr'=—7t

27

2
Odp. Objetosc kapsuly 2—'77r m’,

9. Stereometria - szkice rozwigzari

Zadanie 9.5.

Trojkaty AFE i BEF sy tréjkatami réwnobocznymi
o boku dtugosci a.

AD i BD sy wysokosciami w tych trojkatach, wige
|4D| = |BD| = a5

2
Trojkat CED jest polowg tréjkata rownobocznego o boku

a, wige h =|CD| = a oraz |CE| = %.

2
Zatem 83 = %|AB|h =1 f.czyli a=4.

Objgtos¢ graniastostupa

Odp. Objetos¢ graniastostupa 144,

Zadanie 9.6.
Oznaczenia takie jak na rysunku.
Wysokos¢ sciany bocznej h = atga.
Z twierdzenia Pitagorasa dla trojkata EFS otrzymujemy
H? +a* =1’
H?* = az(tgza - l)
a’ = .

tgla -1
Objgtos¢ ostrostupa wynosi

4 4 H?

1 .
=PV = ] =Ea
14 5 (2a) -H 39 3 el

Dla V = %H’ otrzymujemy

4. 4 il
3 tgla-1 9
tg’a-1=6

tga = 7 ~ 2,6458
Zatem 69° < a < 70°, czyli a@ = 69° lub a =70°.

201
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Matematyka. Zbi6r zodari maturalnych. Lato 2002-2024. Poziom rozszerzony

Zadanie 9.7.

Oznaczenia takie jak na rysunku.

BD jest przekatng kwadratu o boku 2a, wige =2aV2.

BE 1 DE sa wysokosciami w trojkatach rownobocznych

o boku 2a, wige |BE| = [DE| = V3 .

Twierdzenic cosinusow dla tréjkata BED

|BE[ +|DE[ ~|4B] 34 +34* -8a* 1
2|BE[-[DE| 2-a3-ad3 3

cosa =

Zadanie 9.8.
Oznaczenia takie jak na rysunku,
Twicrdzenie cosinusow dla tréjkata ABS

|48 +]4S[" - |BS] _ a? + 44> 42> 1
cosa = = i

2|4B|-|AS] 2-a-2a 4
Z twierdzenia cosinusow obliczymy dlugosé srodko-
wej BD trojkata ABS
|BD[" = |AB[" +|AD[ - 2-|AB|-|4D|- cosa =
=2a® —-l—a: = Ea2
2

Z twierdzenia Pitagorasa obliczymy wysokos¢ DE tréj-
kata réwnoramicnncgo BCD
5

|BE| = —u' = dl'a' =Za’

DEf = :

|DE| = 2>

J5
a
2

Pole trojkata BCD

Zadanie 9.9.

Oznaczenia tak jak na rysunku.
Niech |AD| = h, |DE| = h,.
a a3 les a

o= =22 |pE|=t
2iga 2 2sina

2 ) a? a? "
2 IBEP = = = dsint
|AE|" = a* - |BE| = a Tt 45in:a( sina - 1)

= 4 Jasinla -1.
«

Trojkaty ADE i ASS, sy podobne. Stad

||

9. Stereometria - szkice rozwiqzari 203

H_ b

|48, [4E]

a
H=-2—h~i=&- 2tga av3sina __avJ3cosa
30 |4g] 3 S 3!ga\/4sin3a -1 34sin®a -1
25m
V=l.”2‘/§. av3cosa  a’cosa

3 4 3\/4sin3a—1_12\/4sin2a-l.

Zadanie 9.10.
Oznaczenia tak jak na rysunku. £
Wykorzystujac wzory na objetosé i pole powierzchni otrzymu-
Jjemy: &

12y3=% ;/_b {48 =a% {4 =a

sl 12=ab 3=b b

a
Dalej
d=5, h= a\/_ =243, sina=£, ! 9
5 u
B
Zadanie 9.11.
Oznaczenia tak jak na rysunku.
l[4cl _6  2av2 _6 45| = 5a\/_ %
las] s [As] 5 <
Trojkat ASE. }
|4S] =1 + 24 h = 0% _ 2a* = Ala >
- 9 9 E

h 4a\2 (o)

= 3 m

5 20, 4la?
[SF|" =h* +a* = 3';1 +a = l;
|SF| = addn
3

Zatem

4af .
sinoz:lS’—;:I a\/—— \/- \/T
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Matematyka Zbiér zadar maturalnych. Lata 2002-2024. Poziom rozszerzony

Il sposéb
Nicch [4S] = 10x.

Wiedy [4£] = 6x 1 4 = J100x? — 363 = Sy.
Dalej a® + a* =36%°, a = %.\' =3V2x, [SF| = V64x* +18x* = J82x.

"
sina = L = ﬁ_ = \/g

SF|~ Js2x Nar
Zadanie 9.12.

Oznaczenia tak jak na rysunku.

|4D| = |Ds| = V81 =16 = V65,

Trojkaty AES 1 ADF sa podobne.

h=65-16 =49 = 7.

Stad
H__h 4_81
8  J6s’ Jes’
11 56 224
Vi 8.\/6. = —
3 2 65 3
Zadanie 9.13.
Oznaczenia tak jak na rysunku. S,
= 1182 = (84210) = V13924 - 13440 = V484 = 22 31
84210

B 1313—(8\/210):=\/l7lﬁl—l3440:\/372 =,

Poniewaz ABC jest rownoramienny, wige a = 61.
Wysokos¢ trojkata ABC jest rowna:
h =617 —117 = 3721121 = /3600 = 60.

Zatem obj¢tos¢ jest rowna:

22608210 = 22-80y210 =1760+210.

w
19—
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Zadanie 9.14.
Oznaczenia tak jak na rysunku. S
Wysokosci $cian bocznych sg rownej dtugosci, wigc
spodek wysokosci tego ostrostupa jest $rodkiem
okrggu wpisanego w podstawe.
|CE| = V392 - 15? = 1521~ 225 = 1296 = 36.
Pole podstawy: !
1
P=—2--30-36=540. c
Jednoczesnie (3
P=r-p.
Stad
540 = r'L”;”O. S40=r- 54, r=10.
A
Wysokos¢ ostrostupa:
h =26 —102 = Y676 100 = V576 = 24.
Objgtosé
4 =%-540~ 24 = 4320.
Zadanie 9.15.
Oznaczenia tak jak na rysunku. s
|AD[= \—/_ia, IDE|= \/Ea: —d? :M
2 4 2 g
Tréjkaty ADE 1 ADS sa podobne. E
. 3, g
|Ds| _ |p4] | |_|DA|' Y ka2 < 2,
[D4|  [DE] |DE| ~ 3a* —4d®  2\3a* -4a*’ - =
Ty (3 ;
; = N
Obj¢tosc ostrostupa wynosi fo)
yol.1 3a? P a'd 4 x
=—=-—a- b = .
3 2 2f342-44? 43a® - 4d?
Il sposéb
1 L oa V3 _as|. Y4
S1s|-d = 31as|- Sa  |IDS|=|4s]- 25
DS = |as[ + 2a? |As|’-i‘i=|Asr+3u!
IDS[* = 45]' + 2 " :
5 (3a2-4d? 3, y 3dd? _ \3ad
N2 2@ A4S =7 S| —
|45] [ i ) il o R = Viat - aa?
v 1 3a? \[3-(1(1 _ a’d
T3 4 e -4dd N3a-Ad?
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Matemotyka Zbiér zadart maturalnych. Lata 2002-2024. Poziom rozszerzony

Il sposéb

DS} = |ds[} + a2
4

Zadanie 9.16.

Niech |4B| = [BC{ = |CA| = a, |4S] = |BS| =|CS| = b.
Trojkat AOS:

2 A0,
|AO]=_.Q=”_\/__3.. coga:&:ﬂ
3 2 3 |4s|  3b
2 - Scosa (1)
b
Trojkat ABS. A

5

a =2b* - 2b* cos @ = 2b*(] - cos ) (%) =2(1-cosa) (2)
Z (1)1(2) wynika

3cosPa@=2-2cosa 3cosia+2cosa-2=0

2+2y7 _-1+47

A=4+24=4-7 cosa = lub cosa = —— <-1
6 3

Odp. cosa = . ;ﬁ

Zadanie 9.17.

Krawgdzie boczne sa tej samej dlugosei, wige spodek
wysokosci jest w srodku okr¢gu opisancgo na trojka-
cie ABC

40 + 40 + 48
B e

P 64

Pole tro)kata
P=+64-24-24-16 =8-24-4=768
Rzﬂ___ 4040 - 48 =05

4P 4.8-24-4

H = \65% =257 =40-90 = 60

Odp. V = %~7()8 <60 =15360.

Mozna tez bylo inaczej wyznaczy¢ dlugos¢ promienia okrggu.
Niech CC, bgdzie wysokoscia trojkata ABC. Wiedy |cC)| = v40? - 242 = 32,

P=—-48-32 = 768.

| —

9. Stereometria - szkice rozwigzari
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Niech <ACB = 2y. Wiedy siny = 22 = 3 orap cosy = 32 = 4.
40 5 40 5
Dalej sin2y = 2siny cosy = 223 = E
55 25
AB
R= |A l—— B 5,
2sin2y 5, 24
25
Zadanie 9.18.

Oznaczenia tak jak na rysunku.
|4B| = |BC| = |CD| = |DA| = 25

he220

25

2-187,5 375
hy = L T
"= 25

|4S] = |CSi, wige |45, = [€S,). Stad S, nalezy do sy-
metralnej AC, czyli do przekatne) BD.

Plaszczyzna SS,S.S, zawiera wysokos¢ ostrostupa
i wysokosci scian bocznych.
Wtedy BC || S.S,. Analogicznic AB

| 53Ss.

Poniewaz 20° + 15% = 625 = 25, wigc trojkat S,5,S o bokach 15, 20, 25 jest prostokatny.

Zatem H - 25 =20 15, H=12.

Objetosé: %-251 12 =625 -4 = 2500.
Zadanie 9.19.

Oznaczenia tak jak na rysunku.

|4S| =|cS| = V5a  |BS| = Voa

AE i\ CE sy wysokosciami trojkatow odpowiednio ABS 1 BCS.
Niech [4£| = |CE| = h.
joYa
N

Twierdzenie cosinusow dla trojkata ACE:

Wiedy a - \/ga =J6a- h.

5 5
2a? = £a3 +§u: —-2.-=a*cosa
6 6 6
2. 5. M0 o]
—a? =-—a*cosa cosa =-—.
6 6 S

[T 26
Stad sina = _’_5=_5_‘.
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Matematyka. Zbiér zodan maturalnych. Lata 2002-2024. Poziom rozszerzony

Zadanie 9.20.

Oznaczenia tak jak na rysunku. Niech |[KZ| = b.

Twierdzenie sinusow dla tréjkata EFG:
h a

sin2a  sin(I180° - 3a)
9

b= gSin2a

sin 3a

Twierdzenie sinusow dla trojkata £GS:

IsG|  |sE| _

e S U

sina  sin3a sin 3a

Trojkaty KSL 1 ASD sa podobne. Zatem

_ISE[sma

b o _ (’|SG' -~ asina
[sG||SF| [SF| sin3a
Stad
g sina sin 2a cosa a+b sin 2a cosa
(ITI):(IL]'l' =2a =g——
sin3a sin3a 2 sin3a

P=a

sin2acosa  sin2a L(sin2a )
a =a" osa.

sin3a sin 3a sin 3a

Zadanie 9.21.
Oznaczema tak jak na rysunkach.
Y s
' h ] h
Dy |.....8C
E
\ d
/30 R
A 8 D

S, S,
Poniewaz krawedzie boczne sg tej samej dlugosci, wige spodek wysokosci S, jest srodkiem
okregu opisanego na trapezie ABCD. Z tego, ze kat ACB jest prosty wynika, ze S, jest srodkiem
podstawy AB.
Skoro [AC| = 83 i ABAC =30 oraz <ACH = 90°, wige |BC] = 8, 48] = 16.
Dalej |S,D| = &
Wysokos¢ ostrostupa i = 4.
Zatem wykorzystujge wzor na pole trojkata. badz podobienstwo tréjkgtow mamy
8-4=45.4d.

8 8
Sidd = —+= = —f

Js

9 Stereometria - szkice rozwigzan 209

Zadanie 9.22.

x

Czworokgt APRH jest trapezem rownoramiennym,

|4H|=2J2  |PRI="2  |aP|=|HR|=N5  |HR|=|APR|=

- 2 [ig 3 22442 3 9
pri= -3 =3 pe2EE i

Zadanie 9.23.

Oznaczenia tak jak na rysunku.

Trojkat BES, jest polowq trojkata rownobocznego,
wicc |BE| = 2h. |BS,| = V3h.

Z twierdzenia Pitagorasa [CS| = |BS| = V25 + 347
Trojkaty £5S, 1 CSS, sa podobne.

Stad

- 8
h «/5/1 = = e
—= V254307 =543 2
5 2543 g
25+3h=25 3 &1,
T T L S
= h- = % E

WO P oy : 1 50 . 500

Objgtos¢ | :E-El.-l(.] -ISS|—(—'-(2\/§/I) -)-E-LD-TJ-S»T. 8
Zadanie 9.24.

Oznaczenia tak jak na rysunku.

Niech 40| = b, |DO| = DS = ¢. Wiedy
b+ ¢ =52

{bz + 4(,‘2 =100

Wysokosé [SO| = 8.

30 =48 c=4 h=6

Wysokos¢ podstawy A =
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Matematyka. Zbiér zadar maturalnych. Lata 2002-2024. Poziom rozszerzony

Bok podstawy wyliczymy ze wzoru /r = %

Zadanie 9.25.

Oznaczenia tak
jak na rysunku.

63

Trojkat ABC jest rownoboczny, wige |AE| = 2 = 34/3. Trojkat AED jest réwnoramienny.

2
V]

Wysoko$é tego trojkata wynosi i = (3\/5). -3 =18 =32.

Wykorzystujac wzor na pole trojkata dla trojkata AED otrzymujemy:

1 1 6v2
=632 == -3J3.|DS/|. Stad | DS'| = 2= = 2/6.
2 > |Ds]. Stad |DS'| NE]
i R 2 46
Ostrostupy ABCD i GHID sa podobne. Skala podobienstwa 3 Stad |DP| = =

Z podobienstwa trojkatow DSS, i EDS’ otrzymujemy:

;3 E 1B AR
4

J6 36
= =—= r= =— |DS|=2J6 -2 =22
2,5 w6 206 22 42||‘/_22
3
6
|ps|=3_@_ﬁ=£_
2 3 6

e

~ Zadanie 9.26.

- 0=6b - b J6(a> + 37

9 Stereometria - szkice rozwigzan

- Oznaczenia tak jak na rysunku. Jii G
- Trojkat BCG jest polowa trojkata rownobocznego. il
Stadd=2bic = by3. |
- TrojKat ABE: & =a*+ 2= g2+ 32, \ ¢
Trojkat EFG: [ =a' + b, e .
- Twierdzenie cosinuséw dla trojkata BGE: h N
[P=e+d* - 2edcos y _,’.’i ------ ST
@D =a 436+ 4h — 20 3 -Zh? #= T '

6b = [6(a +3b%)
366°=6a’ + 180 &> =3k a=b3.

Zatem trojkat ABE jest trojkatem prostokatnym rownoramiennym, czyli ¢ = 45°.

Zadanie 9.27.

Oznaczenia tak jak na rysunku.
Wykorzystujac funkcje trygonometryczne otrzymujemy:
beos®
b a b €%
—h- = tg; hl' = —a = “1‘
2h, 21g—  2sin—
2 2
a
h J bcos
= TERE R T i 2.
s cos 2cos[35inq
2
a
bsin ffcos
howp  h=hrgp= 2 bowdin®  Aefm—2
h, ?.cosﬂsinE 2j4c] 2 2sin
Zatem

a . a
b cos - sin B cos

11 I ,a
V=§-;bh,,h= — e bitg Betg =
= 6-2sin— -2cosfsin— ~
2 2
1 1 | b? cos% b’ cos% b*sin 8 cosg
P = Zbh, +=bh, +2-S|AClh= ——=+ —+ Z-
2 2 & 4sin—  dcosfisin—  4cosfsin’
2 2 2
b*cos ) 1 sin B d cos% a a .
= 2]+ = = 5 (cosﬂsin5+sin7+smﬂ).
4sin cos cosﬂsin% 4cos fisin’ 5

ROZWIAZANIA
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Matematyka. Zbi6r zadari maturalnych. Lata 2002-2024. Poziom rozszerzony

Zadanie 9.28.

‘IIII===== 12

10
e u‘ 18 6

840m = %n-10(36+6R+ R?), R*+6R+36=252, R*+6R-216=0.

-6 - 30 -6+ 30

A=36+864=900, R= 5 <0, R=T=12.
d*=100+324=424,  d =2106.
Odp. cosa = = = s = w
2J106 V106 106
Zadanie 9.29.
Oznaczenia takie jak na rysunku.
Niech |4B| = 2a.
Wiedy [DS| = |ES| = |DE| = a.
Z wéjkata BDS wynika, ze av2 = %. a= ?.
3 2V2
Wiedy |DS| = [DG| . = —‘/_-
2 3
24 8 4
tad |GS ———=—,
Stad JoS] = 973
1 (2(1)'\/3 3243
V=-.2L TGS = =22,
O0dp. V= 3 ——16sI= =5
Zadanie 9.30.
[AC| =2m =|BD|

Pole podstawy ABCD wynosi %]AC| -|BD| = 2m*.

Dlugos¢ boku AB kwadratu jest réwna |AB| = Vam.

2

Stad |E’V = ———-m

Dalej h =  [m* - —m —nr = —m

9. Stereometria - szkice rozwigzan 213

-—m=—

Objetos¢ ostrostupa ABCDS wynosi L 2m* . J— \/— m’
3

Poniewaz |EN| = |ES], wige a = 45°.

Zadanie 9.31.

Oznaczenia takie jak na rysunku.

R

(=) Paien

AABS = ACDS = |AS| = DS} i BS| = |CS] (1) lub [4S] = S| i [BS] = |DS] (2).

ABCS = AADS = |BS| = D[ i [CS| = |4S] (3) lub |BS] = |4S] i |CS| = |DS] (4).

Jezeli (1) (3), 0|48 = |DS| = |BS| = [CS|, czyli wszystkic krawedzie boczne sq rownej dhugosci.
Tak samo jest, gdy (1) 1(4) lub (2) i (4).

W przypadku (2) i (3) trojkaty ACS i BDS sa réwnoramienne o tej samej podstawie i tej samej
wysokosci, czyli wszystkie krawgdzie boczne sa rownej dlugosci. Zatem spodek wysokosci

jest w punkcie przecigeia przekatnych prostokata ABCD. %
h
tga=—, h=9ga. [~ ¢
g ) g N
L =16t g
tgf=—, 1= 16tg B.
8h=1¢ g E
, 16 4
9t 16t tga=—, tga=-. (o)
ga=16tgf= ga g 9 g 3 (14
4
h=%ga=9 - =12.
g7y

|ES| = V9% +12% = 225 =
|Fs| = 167 + 12 = J300 =20

1

P.=32-18+2-—" 32- 15+2-5' 18 -20=576 + 480 + 360 = 1416.

9| -
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Matematyka. Zbiér zadari maturalnych. Lata 2002-2024. Poziom rozszerzony

Zadanie 9.32.
Oznaczenia tak jak na rysunku.
Z zalozen wynika, ze DE || BC, wice trojkaty DES i BCS sg podobne.

Skala podobienstwa wynosi %

SF jest wysokoscig sciany boeznej BCS, natomiast
SO wysokoscia ostroslupa.

Niech |BD| = xi|GF| = y.

wtedy |DS = 2x, [4S] = |BS| = |CS]| = 3x. |GS] = 2.
Wysokos¢ AG trojkata ADE jest prostopadla do
DEIFS. .

Wykorzystujac trojkaty prostokatne AFG i AGS ot-
rzymujemy

WF - |FG? = |AGP = |asf - |sGP?,

(3v3) -2 =Bxr- @2

27 + 3y = 9x2,

9 +y2=3x"

Wykorzystujac trojkat prostokatny DGS otrzymu-
jemy

DS} = |DGF? + |GsF,

dxi=4+ 42,

y=xi-1.

Podstawiajac do poprzedniego rownania otrzymujemy
9+x2-1=32,

x?=4,

x=2,y= \/3 .

Zatem |AS] = |BS| = |CS] = 6 (ABCS jest czworoscianem foremnym) i [FS| =33 .
Z trojkata prostokatnego OFS wyliczamy wysokos¢

081 = JSFF —[0FT = V273 =246,

4
Uwaga.
Mozna bylo nic liczy¢ wysokosci czworoScianu tylko wykorzysta¢ znany wzor na objgtos¢
Qu‘ = ﬁ»sl =182.
12 12

czworoscianu foremnego V' =

Zadanie 9.33.

Poniewaz kazda $ciana ostrostupa jest nachylona do podstawy pod tym samym katem a, wigc
spodek wysokosci O jest srodkiem okrggu wpisanego w trapez.

9
Jednoczesnie wysokosé ostrostupa |()S| =nga =r.

9 Stereometria - szkice rozwiqzan

A M B

Trojkat BCH (patrz rysunek) jest potowa trojkata rownobocznego, czyli 2r = 8.
Trapez ABCD jest opisany na okrggu, wige |AB| +|CD| = 16 +10 = 26.

Objgtosc ¥ ostrostupa ABCDS wynosi V = % 7 -8 == 4 =624
Odp. V=624,
Zadanie 9.34.

F

I

1

D I E

I

I

1

|

|

[

1

|

|

1

1

1

1

l

e

"4 N
—— ~N
- N
DL N
- N
’4’ N
4 B

Z twierdzenia Pitagorasa dla trojkatow ACF i BCF otrzymujemy |AF| =|BF| = 2J13.
Twierdzenie cosinusow dla trojkata AFB.

|4B[' =|AF[ +|BF[ —2:|AF|-|BF|-cosa, gdzie a =|£AFB]
16 =52+52-104cosa
88 11
cosa =—=—
104 13
= 443
sina =v1-cos a =—£

13

3
Odp. Sinus kata AFB jest rowny Nk

T
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Matematyka Zbiér zadon maturalnych Lata 2002-2024. Poziom rozszerzony

Zadanie 9.35. " G
Twierdzeme Pitagorasa 20
- b 5 !
ICF[' =|CGI +|GF[ =8.  |cF|=22 L{ 3
lcs|' =|cof* +|ps[ =5, |cs| =5 -
3 3 ) ) !
|FS|” = |HF| +|HS|" =9, |Fs|=3 2 l
Twierdzenie cosinuséw |
- e Prommmmmms =4
CO\IA'SF(‘[ = M = 7
2:|CF|-|sF| 1 2 B

2223 122

Odp. |£SFC| = 45°.

8+9-5 12 2
D

Zadanie 9.36
Oznaczenia takie jak na rysunku,
|SE| = |SF| = h,

|GE| = |GF| = |GB| = d.

Wiedy
d = hsina
ISGI = hcosa

|4B| = |BC| = 2|BF| = 242
P=4-l~|Bq-h=
2
=2-2dJ2-h=

=420 sina
Pole podstawy 48CD

Poacn = |AB|: =8d* = 8h*sin*a = V2Psina = V2P sin

Wysokos¢ ostroslupa
|SS)| = ,/lSG]z - |S,G|z =JVhicosta -d* =Jhcos’a - Kisinlq =

‘/713{1:05:(1 ~sin‘a) - \/hl cos(2a) =

£ cos(2a)
N Y,
4\/551na

Objgtos¢ ostrostupa

- _1 ppran: P ! .
J ot Pricn|55i]| = 4 2P sin‘a - mcos(!a)=JW-P‘~sma-cos(Za)
2

Odp. & = W

9 Stereometria - szkice rozwigzan 217

Zadanie 9.37.

Niech |48 = a. Wtedy |BE| = 44

Odcinck SO jest srodkowq w trojkacie pro-
stokatnym BEO, wige [SO| = 2a.

1
P = \/Eu- 2a
A5C .2

= F

Pigco a B
|os[ +|8s| -|Bo|’
cosq = ——r-— "1 _ -
2-|os|-|Bs|
4a* +da’ - .
= i
2-2a-2a 8
= = = (,9375
16
a = 20°

D a ; 1
Odp. Stosunck pola otrzymanego
przekroju do pola podstawy ostrostupa wynosi /2 . natomiast [BSO| = 20°.

Zadanie 9.38.
Niech O bedzie srodkiem przekatnej BD. 4 &
Odlegtos¢ punktu C od plaszezyzny BPD jest
rowna wysokosci CQ w trojkacie prostokatnym £
CPO. Dlugos¢ przeciwprostokatne) OP obliczy-
my z twierdzenia Pitagorasa s

s = 2 2 2 Z
lop| = ||cof’ «|cPf =‘{‘—'+i a3 <

4 4 2 N
Wykorzystujac wzor na pole trojkata CPO S
otrzymujemy 5 g
1 1 e, N
1 [cal-ferl= 1 Ical-lor ~ S
2 2 A B o
1 av2 a 1 a3 ave
—_———==-h- > h=——
2 2 2 2 2 6
Odp. a6
6
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Matematyka Zbior zadari maturalnych. Lata 2002-2024. Poziom rozszerzony

9 Stereometria - szkice rozwigzari 219
Zadanie 9.39. Stad
Przekroy osiowy stozka jest na I [a* + 1 il ep 22-13
rysunku 2. natomiast na rysun- 2

5
Twierdzenic cosinusow dla trojkata AFH

A+ =@+ R 2. i o 2 Nb* + h* - cosa

ku 3 jest rozwinigeie powierzchni
boczney stozka.

, O uiip=5,2208 3
513
| h=+22
| .
| & Odp. 1 =+22.

‘ Zadanie 9.41,

Przekrojem jest trapez BCLK o wy-
sokosci EM.

Jio |ES|| a 10
——=cosa=— |ES|= =~ — =
‘ 10 |ES| 2 1o

cos@ o H:mHy _,_ Hy-H, ‘

2 ! S« | 2 2 10a*  a°

cos ’ Issi| = (IS - |ES f = e
cos L Hi=Hy _, _H-H, _ \ Trojkaty FEM i FS,S sa podobne,
2 I-x a e a 1 wige
cos _’ CcOos s cos 5 cos 5 ‘ i
e 2 - - \ [EM| ]SS Bl
B oar r L a F—'_sl‘|‘
—=—>=f=n--=asin— | I lI'S|
n a / 2 3
Twierdzenie cosinusow dla trojkata PBS 5 3aJ10
3 ) =0 —==—
2=Hy) (Ho-H) 2(Hy-H)(Hy-H , ! 10 10
d* =1 +¢* - 2xcosf = (Ho-Ho)  (H:-H) 2(H; - Ho)(H, ')cos(nsm%) ‘ "\{—
cos? & cos* % cos? & < | £ 4
2 2 2 |
(Hy = Hy) +(Hy - H,) = 2(Hy - Hy)(H, - H,)cos| nsin % ' FMl = TEFE —IEME < Jo2 - 90a” _ [10a* _ av10
\ 2 ‘ 100 100 10
Odp. d = ;
a
COS — o u\/ﬁ a\/m 4um
2 |Ms| = |FS| - |FM| = e

Zadanie 9.40.

. Trojkaty ADS 1 KLS sa podobne, wige
Nicch |4B|=a, |AD| = b. | Kt| |ap) ielis _a__ja

— = |KL =
Wiedy |AH| = Jb* + h* | |AF| = Ja* + h*, |FH| =a* + b* . |MS||FS| Ikl 10 aJl0 5

=
— 12 4o I ... Pole trapezu

e == “<a <90°, Z Sl 3 s

czchl sina 3 1 a 169 13 P

" 4a
Pole trojkgta AFH ’ . at— 3,010 27\/76‘13
2 132 . =—2. =
lw/a: +h? b4 R a2 B2 | 2 10 100
? S f 27410
Odp. P == a
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Matematyka Zbior zadan maturainych. Lata 2002-2024. Poziom rozszerzony

Zadanie 9.42.

Przekatna A/ jest przekatng kwadratu
0 boku 6, wige |AH| =642
Przekatna szedcianu BH jest przeciw-
prostokatna trojkgta prostokatnego
ABH, Ktorego przyprostokatne maja
BH| =643,

Wysokos¢ A4, trojkata ABH obliczymy

dlugosci 6 oraz 632 . w Igc

wykorzystujge wzor na pole trojkata.
1 1

- “45‘4;,4//]:x.fBI-I}-lA.‘I.I

6-6v2 = 643 | 44

|44, =26

Trojkat SS H  jest podobny do trojka-

ta A4/ 1 skala podobienstwa jest

rowna

[SARE

Zatem |SS| =6 .
Odp. Jo

Zadanie 9.43.

Oznaczenia takie jak na rysunku.

[ RV Y

. 11 )
sina :T = cosa = — v cosa = -
al

5
Kat a < 60°, wige cosa = P

)
Twierdzenia cosinusow dla trojkata BCD

5

5 R P
a* =c¢* +c? -2 cosa = 2¢? —5(' =§(" = ¢’ =3d’

Twierdzenie Pitagorasa dla trojkata ABD
P=c-a*=2a"=bh=2a

Pole powierzchni calkowitej gramastostupa.

P:Z-{r\/i?3'(l-\/§£l={£"'3\/§J(l:

4 2

B

10 Geometria analityczna - szkice rozwiqzon

10. Geometria analityczna

Zadanie 10.1.
Punkt C'lezy na osi OY. wige ma wspotrzedne C = (0.b).
b+

155]

Wspolczynnik kierunkowy prostej AC wynosi a, = 9

-4
Proste AC'1 BC sg prostopadlie wtedy i tylko wtedy, gdy a, - a, = —1. Zatem
b+2 b-2

<

]

Wspolezynnik kierunkowy prostej BC wynosi a, =

=1 h—4=36 b =40 < b =2J10 lub b = =210

9 4
0dp. €, = (0,-2v10), ¢, = (o 2vi0).
Zadanie 10.2.

Naste¢pujace rownania sa rownowazne

a-b
X +y tax+by+—=0

[ ”]2 ( b]z a> b ab
X+—| +|ly+=]| =—+—-—
2 < 2 4 4 2

aY b)Y 1 2
[_\*+ E] +("‘+E) =Z(u—h)

i g ; 3 g a b p 1
Ostatnie réwnanie jest rownaniem okr¢gu o srodku S = [—; s —;) 1 promieniu r = ;;]u - b|.

Zadanie 10.3.

Wyznaczajac z drugicgo rownania x* = y +4 1 podstawiajac do pierwszego otrzymujemy row-
)

nanie y* -2y —15 = 0. Rozwiazaniem tego réwnania sg liczby y, = =3,
Wtedy x* =1 lub x* =9. ,
Zatem A = (-1,-3). B=(.-3), C = (3. 5).

1

b= D

D=(-35).

Prosta A8 ma réownanie v = -3, natomiast

prosta CD: y = 5.

Zatem AB|| CD . czyli czworokat ABCD

jest trapezem o podstawach A8 1 CD. 4

[4D] = (-3 +1) +(5+3) = Va+o64 = o8

221
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Matematyko. Zbiér zadan maturalnych. Lata 2002-2024. Poziom rozszerzony

|BC| = J(3-1) +(5+3) = Va7 63 = Vo&

Stad trapez ABCD jest trapezem rownoramiennym.

Poniewaz podstawy trapezu sa symetryczne wzgledem osi Oy, wige srodek S okrggu opisanc-
£0 na trapezie ABCD ma wspotrzedne S = (0. h).

Wykorzystujac fakt, ze S nalezy do symetralnej ramienia BC otrzymujemy:

5

|SB| = J(1-0)" +(-3-b)’

|sc| = ,/(3 -0) +(5-b)

149+6b+h>=9+25-10b+ b®

(1-0y’ +[—3—%)2 =\/“—STI:\/§TS-

Rownanie okregu

: ( 3)2 85
xXt+|ly—-—=| =—
g 3

Zadanie 10.4.
Skoro |£BCA| = 90°, to wierzcholek C lezy na okregu o $rednicy AB. Punkt S = (3, 5) jest

$rodkiem odcinka AB i srodkiem okrggu o promieniu » = \’(-l —3)2 +(5- 2)2 =55

Rownanie tego okregu (x — 3): +(y- 5)2 =25.

o |

Wspéirzedne punktu C otrzymamy rozwiazujac uklad rownai:

[(x-3) +(y-5) =25

[,\' =0

Zatem C =(3,0).

Obrazem punktu S = (3, 5) w jednokladnosci o srodku w punkeie P = (1, 0) i skali k = 2 jest
punkt S’ = (a, b) taki, z¢ PS” = k- PS.

Ps’ =[a-1.5]

k-PS =-2-[2,5]=[-4, -10]

Zatem S’ = (-3, -10) oraz r' = |k|-r = 10.

Réwnanie obrazu okregu: (x + 3)Z +(y+ IO): =100.

10. Geometria onalityczna - szkice rozwigzar

Zadanie 10.5.

Wspotrzedne wierzchotkow A,B,CiD otrzymujemy rozwiazujac odpowiednic uklady rownan:

1,
Yy=—-cX"+x+6
3 A4 =(=3.0), B=(6,0)
=0
y=—=x14+x+6
3 D =(0, 6)
x=0
——lr3+\'+6
PETRE IR s ®)
yi=6

Dhugosci podstaw [4B|=3+6 =9, [CD| = 3. Wysoko$é / = 6.
Odp. Pole trapezy wynosi P = 9—:3 -6 =36.

Zadanie 10.6. ! i
Wspotrzedne wierzcholka C: i !

) Tt ;
p=z=__2=3,q:_v(3)=9‘c=(3_9), . ;
Wierzcholek A = (a. —a® + 6a), gdzie a < 3. te  [a D B
Ze wzoru na wysokos¢ trojkata rownobocznego otrzy- +S
mujemy 4

tx=3
2|4D: :
|co| = G, |4D|3 7 '
2 y=—x 4t 6y :
D =(3,2a* +6a), |AD| =3 - d, |
1
ICDl =|9+a: —6(1[ =(3—a)2 i i
5 0 2 'Il ' ¥
(3-a)’ =[3-d\3 EEE

Uwzgledniajac, Zze a < 3 otrzymujemy 3 —a = $B, czyli a=3- J3.
_v(3—\/§)=—(3—\/§): +6(3-V3)=6

Zatem A = (3 - \/5, 6).

Wykorzystujac, ze D = (3, 6) jest srodkiem boku AB otrzymujemy B = (3 +\3, 6).
Odp. A =(3-+3.6), B=(3+3, 6). € =(3.9).

223
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Matematyka Zbiér zadar maturalnych. Lata 2002-2024. Poziom rozszerzony

Zadanie 10.7.

Srodek okregu lezy na prostej k prostopadlej do prostej o rownaniu y = 2x = 3 i przechodzg-
cej przez punkt A = (2.1). Rownanie prostej k:

y=- (\‘—2)+l:-:v\‘+2

-

; o 5 1 :
Srodek okregu lezy rowniez na prostej / prostopadtej do prostej o rownaniu y = SxF 9 iprze-

chodzacej przez punkt B = (-4, 7). Rownanie prostej I:
=-2(x+4)+7=-2x-1
Wspolrzedne Srodka okregu otrzymamy rozwigzujac uklad rownan
I_\' e~ 2
T\' = —5.\' =]
S=(-23)
Promien okrggu
=|s4| = J(2+2) + (1-3)
Odp. r = 245

1}
o
(=]

1}
o
&

Zadanie 10.8.

A =(A\'. l.\: . l).
4

4 =(x,0)

x‘|1A|—J(\~A +(%.\-3+I—0) :J(i.tz-rl] =-3.\'2+|

Zatem a=b.

10. Geometria analityczna - szkice rozwigzan

Zadanie 10.9.
Srodki i promienie okregow
S, =(16,0), =2, 5, =(6,4
Skala jednoktadnosci
=|k|r i k<0, czyli k = -2,

)sn=4.

Niech § = (x, ) bedzie srodkiem Jednokladnoscr. Wtedy
SS, = kSS,
[6-x4-y]=-2[16-x, -]

-32+2x=6-x
2y=4-y

3xr=38
3y=4

Odp. Wspotrzedne srodka jednokladnosei § = [? %J

Zadanie 10.10.
Niech A = (a,a?). y
Obliczymy odleglos¢ punktu A od prostej +3
o réownaniu 2x —y - 6 = 0.
_[20—(:3 - 6| - |a? - 2a + 6] T 4

55 <

_l(a—l +5} ‘i |

g TP A

Zadanie 10.11.
a) Srodek okregu S lezy na symetralnej odcinka AB
Wspolezynnik kicrunkowy prostej A8
3-4 1

ap=—?7+7
=gl T

Wspotrzgdne stodka odcinka A8

-6+1 3+4) _2 _7_
2 2 ) 22

Rownanie symetralnej AB

5) 7
g ~7(‘-+3j+5= —Tx-14

Srodek okrggu

= (-2.0)
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Matematyka. Zbiér zadari moturolnych. Lota 2002-2024. Poziom rozszerzony

Promien okrggu

r=|S4 = J(1+2) +(4-0) =5

Réwnanie okregu
(x+2) + 37 =25

b) Rownanie prostej prostopadlej do A8
v==Tx+b
B _[7-0+0-4 _ o

Js50 V2

b=10lubb=-10
y=-7x+10luby =-7x - 10

Zadanie 10.12.

Rownanie stycznej y = ax — 1, gdzie a < 0.
Srodek okregu S =(-2.3) jest oddalony od
stycznej o rownaniu ax— y —1=0 o0 2.
Zatem

,_2a-3-1]

2Va* + 1 =[2a +4

a:+l=(u+2)2

4a = -3 =
Rownanie stycznej y = —%x =il
Zadanie 10.13.
C=(c,c+) x-y+1=0
[-2-5+1 6 1 .
M W S | L. N 1N ) 15=—-3J2|BC
h \/5 \/5 \/_ > \/_| |
30
BC|l=—=—= =52
lac] 32

[4C| = (c +2)’ +(c - 4) =|BC|=5V2

(c+2)P+(c-4) =50 28 -4c-30=0 (c-5)c+3)=0.
Odp. C=(5,6) lub C=(-3,-2).

10. Geometria onalityczna - szkice rozwigzan

Zadanie 10.14.

Niech C = (x, y). Wtedy
2+x

3= x=4 4:& y=11

2
C=(4,11) [AC| = J(4-2) + (11+3)’ = Ja+196 = 10V2
300 = 10V2|Bs]

Wspolezynniki kierunkowe prostych.

Prostej AC: a, = % =7. Prostej BD: a, = —%‘

|BS| = 15V2. D

Rownanie prosta BD: y = —%(x —3) +4 = _%, ¥ 4%_
Niech B = (x, y). Wtedy (x - 3)* + (v - 4)* = |BS]> = 450

(x=3)+ [—%x - %] =450

(37 + B2 s
9

%(;:—3): =450 (x-2)'=9-49

x-3=21 lub x-3=-21] x=24 lub x=-18

24 31 18 31
y=-——+—=1 y=—+=—=1
77 77

Odp. C=(4.11).B=(24,1),D = (-18,7).

Zadanie 10.15.
2+22x+1+y2-2p+1=5
(+ IR+ (-1P=5  S=¢L1) r=45

|s4] = J(2+1)* +(0-1) =i0

|[4C| = VI0=5 = /5. |4B|=10-5 = 5.

Tréjkaty ACS i ASB sa prostokatne réwnoramienne.
Zatem ACSB jest kwadratem.
Odp. a =90°.

Zadanie 10.16.

1
Prosta CD: ,\vzf%.\wlo 2.\’=—;,\‘+10

<

x=4 E=(48).

x+38 v+6
Niech D = (x, ). Wtedy e 41 & e 8
D = (0, 10).
L 15
Prosta AB: y = ‘Z(’r +5)+5= —5.\ + 2
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Matematyka. Zbiér zadan maturalnych Lata 2002-2024. Poziom rozszerzony

| 5 )
2.\’2—5\1-5 x=1 I:(ll)
. - )
Nicch B = (x, y). \\'lcdy‘T' =1i? ;5 =2 B=(1,-1).

|4B| =122 + 6* =6V5  |CD|= BT + 4% = 445
|FE|=V3* + 6* =35 1):%(6\/§+4\/§)3\/_'—-75.

Odp. D =(0,10), B=(7.-1). Pole P = 75.

Zadanie 10.17.

Srodek okregu S = (2, 2).

Rownanie okregu (x - 2)% + (- 2)* = 4.
Stad

(1-22+(a-2)=4 (@a-2)}=3

a=2+3 lub a=2-3.

Punkt stycznosci C = (I, 2+ \/3)

S i

Wspolczynnik kierunkowy prostej SC: a = 5

3 2J3
Styczna: ,r=?(.\'—l)+2+\/_ = §x+”+T\/—.

Odp. y =

X+2+

|G
IN
w s
W

Zadanie 10.18.

I_|9ﬂ48~36[_75_
RN DT 5
r =400 + 225 = J625 = 25

15

Odp. (x - 3)? + (v - 12)* = 625.

Ix-dy-36=0

10. Geometria analityczna - szkice rozwigzan

Zadanie 10.19.
Srodek okregu: S=(1,3)
Wspolezynnik kierunkowy proste) AB: a= 2-4 =1
-2
Réwnanie symetralnej AB: y=-lx-1)+3=-x+4
Punkt C nalezy do symetralnej i okregu: e=1) = (p= g
y=-x+4
(x=1P+(=x+12=10 2(x-12=10 (x-1)2=5

x=1=V5 b x-1= -5 x=1+5 lub x=1-+5.

i) 0

Odp. C; = (1-V5,3+45), €, =(1+5,3-5).

Zadanie 10.20.

[4B|=V12+4 =

Zatem C = (6, 0).

Stad $rodek okrggu opisanego na

szesciokacie: § = (4,2V3)
D =(8.23).
Dalej  E=(6,4V3)

F =(2,443)

Wspblezynnik  kierunkowy  prostej

Zatem

SE:a=
3 V3
Styczna: v = ~i3_—(.\‘ -6)+ 4f3= =S 6V3.

Odp. r:;—?\+bﬁ.
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Matematyka Zbiér zadar maturalnych. Lata 2002-2024. Poziom rozszerzony
Zadanie 10.21.
Symetralna AB: V= .. X+ 6. \
: 3 697 (0.6)

303 25 &
—.K—;Z—i,l‘-r() i,\:E x:l_ 5
4 2 3 12 2 S
y3.18_3 54 30 4 6 . (186 !

45 2 20 20 20 5 \5's 3t
NICChA=(.\'.%\’——) Wiedy 2

3 ] I+
18 ) -
|[AC| = [——r] +(E—2x+é] A
5 5 4 2 0 172 3 4N

(lx T (27 30Y . 36 324 9 . 81 729

4=—-x| +|—=-=x 4=x'-—x+—+—=xt-—x+—
5 10 4 5 25 16 20 100
25 5 225 2025 25 , 45 65
—Xxt-—x+ -4= —xf=——=x+—=0
16 20 100 16 4 4
25 — 180x + 260 = 0 Sx3-36x+52=0
= 2
A=1296 - 1040 = 256 gl s JEEI0 70
10 g 10 5
26 12
Odp. 4=(2,0), B = (—,—]
f S 5§

Zadanie 10.22.
S=(3.1),r=1.

Jezeh okrag o, o promieniur lezy w pierwszej . .cwiartee” ukladu wspolrzgdnych i jest styczny
do obu osi ukladu wspélrzednych, 1o jego srodek ma wspolrzedne S, = (r.r).
Okregi 0, 1 0, s styczne zewngtrznie, wige |[SS,|=r+1.

Jednoczesnic |SS,| = /(r - 3) +(r— I): ;

Zatem

(r=3) +(r-1) =(r+1)
rr=10r+9=0
n=Ln=9

S, = (L1), S = (9.9)

5,5, = y(9-1) +(9-1)" =82

Odp. |5,S,| = 82 .

10 Geometria analityczna - szkice rozwigzari

Zadanie 10.23.

(x+2) +(y-3Y =16

S = (—2.3) r=4
Rownanie styczne)

v=2x+b

2x-y+b=0

Odleglose styczne od srodka okrggu
S =(-2, 3) jest rowna 4.

Zatem
|-4 -3+
7. ) S Ll
NG
45 =] -1

b=7+4J5 lubb=7-4J5

Odp. vy =2v+7-45.

»\'=2x+7+4\/§,

Zadanie 10.24.
[21-1+28-4-122 11 1
21x-28y—122=0. Odp. r = - -
‘ : Ja41 + 784 J1225 35
Zadanie 10.25.

\
Niech B = (I),l;h +1 J Wiedy C = [IO—b,—%b +1 1)

>

> > 2 ) 2
|[ac]” =(13-b) +[11-%b) [BC|" = (10 - 2b) +(|0—3h]
Stad

5
169 - 266 + 6% + 121 - b+ 152 =100 - 405 + 482 + 100 - 205 4 252
39 3009

%[)3 -206-90=0 b -6b-27=0

b=-3 lub b=9. Odp. B =(9,4).

(b+3)b-9)=0
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Matematyka. Zbidr zadan maturalnych. Lota 2002-2024. Poziom rozszerzony

Il sposéb

1 (1,(..///

Niech punkt D = (a. b) bedzie punktem przecigcia si¢ srodkowych. Wiedy

s Dl S — &
AD = =AM AD =[a +3,b] 3,4,\/::[8,6]: 164
3 3 3 3
a+3=|—6 a:z h=4 D= 1,4.
3 3 3
Prosta DE: y = -3x + 11. Zatem
%\'4-!:—3\-‘»” x=3. E=(3,2).
Odp. B=(9,4).
Zadanie 10.26.
x—-2=5-ax x+tax=7 x= : y=L—2
; a+1 a+1
a+1>0 =
|5-2a>0 a<§'

5
Odp. a e ( =1, :J.

V4

Zadanie 10.27.
Prosta BD jest prostopadla do prostej o réwnaniu y = x + 2.
Zatem rownanic prostej BD jest nastgpujgce. y = —x + 8.
. yEXE2
Punkt £ (srodek BD): E=(3,5).
y=-x+8
Stad D=1(6.2)
AC jest srednica okre¢gu. Zatem AB L BC.
’ -8 24 4
Wspdlczynnik kicrunkowy AB: a = ===,
30-0 30 5

Prosta BC

;':—-—\"-K B S ,_»"
’ 1 -

10. Geometria analityczna - szkice rozwiqzari

233

Punkt C: 5
y=-—-x+8
4

Odp.D=(6,z),c:£§,E]_
3 3

Il sposéb

Wspélrzg;dnc punktu D wyznaczamy tak jak w sposobic pierwszym.
Srodek okregu S = (s, s + 2)

|ASP = (s~ 30 + (s - 30)%.  [BS] =2+ (s - 6)2.

Stad
52— 60s + 900 + 5> — 605 + 900 = 52 + 52 - 125 + 36 108s = 1764
L1768 49 {2
108 3 3°3
Wyznaczenie wspolrzgdnych punktu C: C = (x, y).
x+30 49 8
2 83 |°° 8
y+32_55 14
2 3 T3

Il sposéb
\_Nspélqunc punktu D wyznaczamy tak jak w sposobie pierwszym.
Srodek AB: (15, 20)

q
Symetralna AB: y = —==(x=15)+ 20 = D,
) 4 4 4

Wyznaczenie srodka okregu:

y=x+2

1 o) 155 9 147 49
S 155 X S Xk X — X ==

y=——x+— 4 4 4 3
4 4
33

Wsp6irzednych punktu C wyznaczamy tak jak w sposobie 11.

Zadanie 10.28.

Prosta BC jest prostopadia do prostej o rownaniu— y = - —x - —

Zatem rownanic prostej BC:

. 3 9
Srodek odcinka AB D= [ . =
¥ & 2
-7+2 5

Wspolezynnik kicrunkowy proste) AB: a= e =

<
2
g
N
<
3
N
o)
4
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Matematyka. Zbiér zadan maturolnych. Lata 2002-2024. Poziom rozszerzony

Rownanie proste) DC: y= [.\' + —} -

Wyznaczenme wspolrzednych punktu C.
E.\'—gzgx--l.ﬁ x=6
5 5 2
_\':12~6—45 =%
9

Odp. C = (6. 12).

Zadanie 10.29.

(x+6)+(+2)7=4 S=(-6,-2) r=2.
Styczna ma rownanic y = ax 1 jest oddalona od punktu S o 2. Zatem
|-6a + 2|

—_— =2 -6a+2| =2Va* +1
Va? +1 l “ ‘ “
32a*-24a=0 a(4a-3)=0
3
Odp.y=0,y==x.
p-3 y P
Zadanie 10.30.

Srodek okregu: S = (3h - 1, b). Wiedy

[ASPE=@3b+4) +(b-3) |BSEF=3h-1)*+(b-6)?
9b> +24b + 16+ b2 —6b+ 9 =9b* —6h+ | + b*— 12b + 36
186 +25=—18b + 37 36h=12.

\ >
S:(U.I—! ,-3=[(,_1J =~_"2
3 3 9
3 289
0dp..\~+(\~-~lJ ==
\ 3 9
Il sposéb
Wspoélezynnik kicrunkowy prostey AB:  a = e = E
0+5 5§
Srodek AB: C = [_2 EJ
22
5 q
Symetralna AB: "‘:—2[_\'6-2‘4.1 _ét,l_ T
30772)727 7373 »

(o)

36a*-24a+4=4a>+4

a=0 lub a:i.
4

10. Geometria onalityczna - szkice rozwigzorn

Sx+3y-1=0 1 1
Srodek okregu: x=0 y==  S§=[0,=|
RO Temynieny ¥ *=% %3
Zadanie 10.31.
Réwnanie prostej /: v
y=a(x—8)+2=ax+2 - 8a, gdzic a € (-x, 0). N

Punkty przecigeia prostej / z osiami ukladu
wspolrzednych:

2 4
A=(0,2-8a) B=(8——.0 i
a

Wykorzystujac wzor na pole trojkata otrzymujemy:

P=(82)

1 2
—(2-8a)|8-=|=36 Y
2( a)( u]

I 4§ 6 &%
2
(l—4a)[8——]=36
a
8—3—32a+8=36 3-|-32a+20=0
a a
3242 +20a+2=0 16+ 10a+1=0
-10 + 6 1 -10 -6 1
A =100 - 64 =36 as= 2 ——glubu- ~~ =—E.

1
Odp. y = —%x +3 lub y = S 6.

235
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236 Matematyka Zbiér zadari maturalnych. Lata 2002-2024. Poziom rozszerzony

Zadanie 10.32.

Punkty stycznosci bokow AB 1 AC naleza do
okregu o srednicy A0.

15 =[Z’_l]_ |0,4| =J49+1 = J50,

22
(=gl o =5
X==| +|ly+=]| =—.
2 - 2
- S
Fay =l x2+y? =10
x2—7x+£+\‘1+y+l=£ X =Tx+yr+y=0
4 - 4 2
Odejmujac stronami otrzymujemy:
=Ix+y=-10, y=Tx-10.
Stad
X+ (7x-10)2 =10, 50— 140x+90=0, Sx¥-14x+9=0.
A=196-180=16, x=14-9_, ,_14+4_ 9
10 10 5
=TT 0=, g =Teal0e 00 1
1) B 5 5 5
Q 9 13
N D:[—,—). E=(1,-3).
S 5's
> Niech B = (x, y).
N - 7 -
> WEEE lad gttt M A D06 5 8
2 2 5 5 5 5 2 5 5
> Bz[_ﬁ,ﬂj
5 5
l3+l 18
RN T - o)
"m—?_ ___22— TR ProslaDC.)—9x‘
5 S
-3+1 -2 1 1 110
= =—=- ProstadE: y = —(x-1)-3=—x - —,
=T 5 8§ Fogp-i- =y
Deale 0 W, W . 4 _,y='_3.(_3)=_2.
3 3 9 3 9 3

10. Geometria anolityczna - szkice rozwigzari

- |l sposéb

~ Proste styczne.

L y=a(x-7)-1=ax-Ta-1, ax-y-Ta-1=0

E: Odleglosc srodka okregu O = (0, 0) od stycznych wynosi Jio.

- Punkt stycznosei D.

Fogorl® 1 §
gy =i L (9 50V 81, 900 2500
9 50 X t|-=x+=| =10 b —xt——x+——==10
s 37713 169" 169 169
13713
9 13
0 o 20 805 oGl GO D=(—,—J.
169 169" 169 575
Punkt B. B = (x, v).
x+47_9 18 . _18-35_ 17 y-1_13
%8S 5 5’ 5
—§+l——-1
A
(52
575
Prosta DC: y = g.\*.
v=2.\' y=—l§x x=-3
PunktC. | 7 2 13 c=(_3‘_2}
R B [ B o1 10 P 3
Y373 5 B 3

3 |-7a-1] y g

s ‘/iB:ﬁ 10(a* +1)=49a> +14a+1, 394>+ 14a -9 =0.

- a

: e ) ,

~ A=196 + 1404 = 1600, al:M:_ﬁ:_ﬂ, aZ:_M:ﬁ:l,
> 78 78 13 78 8 3
~ Prosta AB: y:—z(x- ) —

o 13 13 13 13 13
Prosta AC: y=—(r—7)—]=lt~z_1:%x_?

237
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238 Matematyka Zbiér zadar maturalnych Lota 2002-2024. Poziom rozszerzony 10 Geometria analityczna - szkice rozwiqzon 239
Zadanie 10.33. 181 = (@~ 67 + (-2 -4y (r, + 1,3 = 144, (r, - 1, = 36
s kg 0.29 Zatem
:, (a—6) +36=144 lub (4 - 6)* + 36 = 36,
£ (a6 =108 lub (@ 6) -0,
20
H a-6=63luba-6=-6J3 luba -6,
g Odp. a = 6+633.a=6 6V3.a=6.
i R=(9.13) .
124 £ \ : Zadanie 10.35.
10 0.1 &
84 S C=(12:9) i
i D
6
0= (8.6)
4
5] LACYSST0: &
1-0.0), . o T
02 4 6 8 1011 1213
|
Okrag wpisany w trojkat ABC jest jednoczesnie okrggiem opisanym na trojkgcie POR. ‘, :
Srodkami bokow PQ, OR, RP s odpowiednio D = (4, 8), E = [% ?] F = (g %}J ‘ et
) - } ' ' Y = ‘ Wykorzystamy znany wzor na odleglosé punktu od proste;.
Symetralne bokow tréjkata POR sa jednoczesnie dwusiecznymi Katow trojkata ABC. ‘ |4-6- 5|
6~ . . ‘ O ——— =345
app = —;—-l(—? = —-’l;. Réwnanie symetralnej PQ:y = 2(x —4) + 8 = 2x. | kol NG 345
g = i . 18 i i Ze wzoru na pole rombu otrzymujemy
-6
_— = 7. Roéwnanic symetralne) QR: v = == | x = — [+ — = ==X+ = < 3V5
aor = 5— ymetralnej OR: 3 7[ 2] - | 90= [BD| - 345,
B0 e e 9) 23 1 |BD| = 6+5.
agp = 526 O Rownanie symetralnej RP: y = 3| x - 3 + B} =-3x+25. | Zatem romb ABCD ma przekatne rownej dlugosci, wige jest kwadratem.
3 Poniewaz punkty A, B leza na osi Oy, wige A = (0, 0) i B = (0, 25) I >tad
N Punkt C nalezy do symetralnej OR 1 do proste) AQ. 6vS = aV2.
= 3 | =3
E ay = —;%) = % Rownanie proste) AQ: y = %(r -0)+0= 'Zx. ‘ Odp. a = 3310.
; Wspotrzedne punku C: Zadanie 10.36.
Z PR pis 3 ¥y o8-y +8=0 (x=4) +(v=3) =17
> 4 S Y=k {.\’ =12 ‘ ) i i
5 ; : 1 Srodek okregu O = (4, 3)a promien r = V17
1‘=—lx+2 3.\:-1“77' 2lx=—4x+300 =7 SRONSE (4,3)a promich »
77 4 X +(10-x) -8y =6(10-x)+8=0 2 = 2vr+48 =0 =

Odp. A4 =(0,0), B=1(0,25), C=(12,9)

Zadanie 10.34.

B+ 12x-8y+43=0(x-6)+ (v -4 =9.
Zatem $rodek S, = (6, 4) 1 promien 1, = 3.

4y 2ax+dy+a-71=0 (x—a) + (v +2) =8l.
Zatem srodek S, = (a, —2) i promien r, = 9.

Okregi s3 styczne zewngtrznie wiedy, gdy [S,Ss|=ry + 1.
Okregi sa styczne wewngtrznic wiedy, gdy [$,8;] =7, —r,.

X -llx+24=0¢ (x=-8)(v-3)=0= x=8lubx =3

’ 19
Zatem K =(8,2). L=(3,7) S= [T‘ =

Nicch O = (a, b) bedzie obrazem punktu O w jednokladnosci o srodku w punkeie S'i skali -3,

Wiedy SO' = -350.

— 1 9 = 1, 9] [99
SO :[(,-7‘/,—51_ -350 = 73[4 —?.X—EJ -[S. ;"
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Matematyka. Zbiér zadar maturalnych. Lata 2002-2024. Poziom rozszerzony

Zatem
19

IT3T3 (a=10

h_é-ﬂ- g 0= (10.9) ir=307
3 | 3 ¢

0dp. (x—10)" +(»-9) = 153.

Zadanie 10.37.
Prosta AC jest prostopadla do prostej BD o row-
namu y = 2x - 5, czyli prosta AC opisana jest
réwnaniem y = —l(x +2)+6= L i,

2 2
Punkt S jest punktem przecigeia przekatnych
rombu ABCD. Zatem wspélrz¢dne punkty S
s rozwigzaniem ukladu rownan

J y=2x-5

e __

S =(4,3) L\,

Poniewaz punkt S jest srodkiem AC, wigc '8
=2+xs 6+,

=z T(]=(4'3)

C =(10,0)

Dlugos¢ przekatnej AC

|4C] = (10 + 2 +(0-6) = V144 +36 = 6,5

Dtugosé przekatnej BD obliczymy wykorzystujac odpowiedni wzor na pole rombu

Ly |4c]|-|BD| = L

2 2

(80| = 165 V5
(1\/§ 2

Niech wierzcholek B ma wspotrzedne B = (b, 2b - 5). Wiedy

|BSI=¥=,/(4—h)"+(3—2h+5)2 a#: 5(4-b) =

115 11 5 27
= —} 4-bl=— b==lubb==—
] \/gl-! | < | | 4<:> 4u 5

o~ -3)o-(3)

5 5 (2117
OdpAB:(:“,—EJ,C—“O,O).D‘[-‘. 7]4

10. Geometrio analityczna - szkice rozwigzan
Zadanie 10.38.
Rozwigzujge uklady rownan otrzymujemy wspotrzedne wierzchotkéw rownolegtoboku.
Y=b L a-(o.h) )
y=x+b !
5 C B y=2
{12 =n=2) B
y=x+b D 1
y=2 y=x+2b ]
=>C=(2-2b,2
{y =x+2bh ( ~2) .
r=h X
{ ’ = D=(-b.b) I
y=x+2b

|4D| = \(~b)’ +(b-b)' =|p| =|BC

Wysokos¢ rownolegtoboku jest rowna odlegloéci migdzy prostymi o rownaniach y = b,y = 2,
czyli wysokos¢ jest rowna |2 - b|.

Zatem pole réwnolegloboku wynosi [b]-[2 - 5|.
Stad

|B]-|2-8]=1

Poniewaz |b|-[2-b| =|b(2-b)

. wige otrzymujemy alternatywe rownan

b(2-b)=11lub b(2-b)=-1

b*=2b+1=0lubb’-2b-1=0

(b-1)'=01ub (h-1) =2

Rozwiazaniem pierwszego réwnania jest liczba 1, natomiast rozwiazanic drugiego rownania
sq liczby 1442, 1-42.

Odp. be {I—JE. 1, 1+J§}‘

Zadanie 10.39.
Diugo$¢ promienia okrggu stycznego do prostej AB jest rowna odleglosci punku O od tej prostej.
Réwnanie prostej 4B:

= l; +f(.\' -5)+15=-Tx+50, czyli Tx + y =50 = 0.
Zatem

[7-0+0-50 50
r=—m——me-

e
V49 + 1

S

2
2
Punkt stycznosci okrggu i prostej AB jest punktem przecigeia prostej AB i prostej prostopadle
do 4B przechodzycej przez punkt O.
Réwnanie prostej prostopadlej
1

y==x

7

241
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242 Matematyka Zbior zadar maturalnych Lata 2002-2024. Poziom rozszerzony 10. Geometria analityczni " ozwigzon 243
1ty 0 - SZkice rozwi

Réwnanie to nie ma rozwigzan w liczbach rzeczywistych.
Zatem uklad rownan nie ma rozwiazania, czyli okrag & nie ma punktow wspolnych z parabola.

Wspolrzedne punktu przecigcia otrzymamy rozwigzujge uklad rownan

v =-=Tx+50
; tym bardzicj nie ma punktow wspolnych 7 parabola okrag o Srednicy AB.
— :(_‘ Stad trojkat ABC jest ostrokatny wiedy i tylko wtedy, gdy punkt C lezy migdzy punktami D
i £ lub migdzy F'1 G.
Rozwigzaniem tego ukladu jest para liczb [I B 7. S S
ly =1 Roéwnanie proste) EG y = —x + 4.

Wspétrzgdne punktow D oraz F otrzymamy rozwigzujac uklad rownan

y=x
y=-x+2

D=(1,1),F=(-24).
Wspotrzedne punktow £ oraz G otrzymamy rozwigzujge uklad réwnan

Odp. Punkt stycznosci (7, 1). promien okregu » = 5V2.

Zadanie 10.40.
C=(m.m?)

Rownanie prosta AB: y = x + 2.

Prosta AB przecina parabolg w punktach M= ( -1, 1), N=(2,4) Y= 2
Zatem trojkat ABC istnicje dla m € R = {-1, 2}. y=-x+4
Wysokosc¢ trojkata ABC jest row eglosct <tu C cj /
h e os¢ trojkata ABC jest rowna odlegloscr punktu C od prostej AB. 1417 9=17 wfezaflT ST
Zatem E= s = 5 4
R 2 2 2 2

|m -m*+ 2[

] - — ., - 7 s
] (2= )y 2T

1 1 Im -m? + 2] lmz —m-=2 & :
P=_:|AB|-h==-2- = ,meR-{-1,2}

2 2 J2 2 i .

- , . : Zadanie 10.41.
Punkty D, E, F, G naleza do paraboli oraz do prostych prostopadlych do 4B przechodzace) = e 1 , v . ; = 4
przez punkty A i B tak jak na rysunku. = Wykorzystujac, ze punkt /” lezy na prostej o rown;lmlu y=x+4mamyP =(a.a+ )
, Ze wzoru na odleglo$¢ punktu od prostej otrzymujemy

|a—2(a+4)| —7|2"+“+4—]|¢>

s ¥5

[—a —8| ] 2|3u + 3] o

Pokazemy, 7¢ okrag o srednicy AB nie
ma punktow wspalnych z parabola o row-
naniu v = x’. Okrag ten jest styczny we-
wngtrznie do okregu & o srodku w punk-
cie O = (0, 3) i promieniu |48 = V2.
Rownanie okregu k: x* + (y - 3)* = 2.
Okrag & ma punkty wspolne z parabolg
o rownaniu y — x* wiedy i tylko witedy,
gdy uktad rownan

[x2+(y-3)=2

i\' =i

ma rozwiazanie.

la+8]=6a+0| =
6a+6=a+8Slubba+6=-a-8<

2
a==luba=-2
2)

Bl = (3 33) lub P = (2. 2).
D D

Zadanie 10.42.
Srodek 1 promien okregu S = (8, 4),r=4
Odleglos¢ proste) © réwnaniu x = 9 od srodka okrggu

Zatem styczne mozna opisac rownaniem kierunkowym.
=a(x—-9)+12, gdzic a jest pewna licz-

Podstawiajac do pierwszego rownania 1 wynosi |, czyli nie moze by¢ styczna.
y - x? otrzymujemy:

< Rownanie stycznej przechodzacey przez punkt A: v

(P -3) =2ef-50+7=0c ("2 - ba rzeczywisa.

ROZWIAZANIA


Mobile User


P
0
N
=
>
N
>
£
>

244 Matematyka. Zbiér zedari maturalnych. Lata 2002-2024. Poziom rozszerzony

Odleglos¢ styeznej (po przeksztalceniu) ax — y —=9a+12=0 od S wynosi 4. Stad
8a—4~9u+l2|

Va* +1
Ha® +1 =l8-al
16a* +16 = 64 - 16a + a*
15a° +16a-48 =0

4 2
a=— Iuba=—l—
3 5

Rownania stycznych
4 12 168

YEoXy=E——x b —

3 S 5

v/
«4=(912)
N

872

Wyznaczamy wspétrzedne wierzcholka B.
1
y= ';X
‘-i = B = (0, 0)
presiie
#=3
y=ix
9y (336 léBj
=8B, =—, —
12168 “\29 29
y=——x+—
5 5

Dla B, = (0, 0) styczna BC jest prosta o réwnaniu y = 0, czyli punktem stycznosci jest punkt
o wspdlrzednych (8, 0)

- ; 336 168 . - ; s :
Pokazemy, ze punkt B, = T EJ nic moze by¢ wierzcholkiem tréjkata opisanego na okregu.

Zauwazmy, ze (rysunck, ponizej) 2a + 28 < 180°, czyli a + f§ < 90°, zatem |<tB,S4| > 90°.
Jednoczesnie

|54 = (9 -8) + (12-4) =65 >8

10. Geometrio analityczna - szkice rozwigzan
. “eometria analityczna - sz 7

29

29

Zatem [<AB,S

> [<BLSA|, czyli |<B,54] < 90°
Otrzymalismy sprzecznosc, czyli punkt B, nic
moze by¢ wierzcholkiem tréjkata nplsancéo na
okre¢gu.

Odp. Prosta BC jest styezna do okregu w punk-
cie (8,0).

b ( 75J2 (IRO"‘ J5625 + 32400 195
= || -=] + J: Sl oinf bt e R |

29

Zadanie 10.43.
2x+y=4m+4 x=m+|
.-
x-3y=-5m-35 v=2(m+1)
m+1>0
2(m+1)>0 m+1>0 m> 1
‘2(m+l)2(m+l): o 22m+l o<lz2m <

(m+l):<—l*4(m:~l) m*=2m+1<3

2(m+1)< - +8

m+ 1
<me(—}, 1] c>[me(—l, l]—c} me (-1, I] - me (-1, I]
(m=-1) <3 “m—l[<\/3 —m+1<+3 m>1-3

Odp. m e (I -3, l}

Zadanie 10.44.

Wspotrzedne punktow A 1 C otrzymamy rozwiazujac uklad rownan

{y=x

X34 p? = 38x+ 22y -96 =0

207 —16x-96=0 = ¥ -8y - 48 =0 = (x +4)(x ~12) = 0
A4=(-4,-4), C=(12,12)

Srodek i promicit okregu o réwnaniu (x — I‘)): +(y+1 l): =578
S =(19,-11), r=17J2

Dlugosé przekatnej trapezu

4= 12+ 4) +(124F = 1643
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Twierdzenie cosinusow dla trojkata ASC
578+578 =512 644 _ 161

2-578 1156 289
Wykorzystujac wzor cos2f = | — 2sin? B otrzymujemy

Sin = fl —cg:Zﬂ _

Odp. sin|<ABC| = %

cos2f =

Zadanie 10.45.
Niech D = (0, 0).
Wiedy B=(21,7) i € = (15, 8).

Wykorzystamy wzor na pole trojkata

1
Paco = :‘( Xg = Xp )(,"(' - ."D) - (."5 =V )("’z' —Xp )l

Wiedy
o = —,‘;'ZI -8-7-13)| =%||os - 103 = 6—3

Zatem pole rownolegloboku wynosi P, = 63.

Zadanie 10.46.

Odleglos¢ punktu A od prostej o réwnaniu x — y -1 =0.
-3-2-1

h= ———' .3

SR
Pole trojkata ABC

| 4 6
15 = S |BC|- “

Stad
|[4c| =|BC| = 5v2

A=(-3,2)

10. Geometria anolityczna - szkice rozwigzan

Niech € = (c.c 1)

Wiedy

(c+3) +(c=3) =50 202 418 = 50 & 2
G =(43). G = (4, -5)

Niech B = (b, h-1).

Wiedy

=6 c=4ve=-4

(b=4) +(b=4)" =50 (b+4) + (b+4) =50
lb—4|=5v‘b+4|=5
(b=—|v/):9)v(h:]¢/,:_&))

Odp. B = (~1.-2) i €, =(4.3) lub B, = (9. 8) i C, =(4,3) Wb B, = (1.0) i C, = (-4, -5)
lub By =(-9.-10) i ¢, = (-4, -5).

Zadanie 10.47.

Srodki okregow i promienic:

8 =(6.4), 1 = w2, S, =(a.b),
= 2J5.

Punkty wspdlne okregu o, 1 0, leza na
prostej k, wige prosta S5, jest prost-
opadla do 4.

Rownanie prostej S8,

y=l(\‘—6)+4 ‘l.\'+2
3 3
Zatem

\

S, =(u. luvl‘
2 3 :

Punkty wspolne okregu o, i proste) &

y=-3x-06 ‘ y=-3x-6

' 2 2 el 2 5 2 e

(x=6) +(y-4) =98 |(x=6) +(-3x-10)" =98

y=-3x-6 [y=-3x-6 - y=-3x-6

10x2 + 48y + 38 =0 = 15\3 +24x+19=0 (Sx+19)(x+1)=0
Stad

19 27)

A =(—],-—3)' B= I‘ ~?. ? ]

Odleglosé érodka g, od punkiu £ wynosi 2,5

247
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2 ! : )
2VJ5 = ’(a+l) +[-a+5] <:>20=ma:+-I—6u+2()Qma'+Ea+6=0¢:>
;| 9 3 9 3

10a* + 480+ 54 =0 = 5a% + 24a +27=0 & (5a+9)(a +3) =
Stad

=(=3.1) lub s, =(‘§' ;)

PoloZenic punktow S, oraz S, wzgledem prostej k o réwnaniu 3x + y+6=0
Sl =(6,4):3-6+4+6>0

=(-3.1):3:(=3)+1+6<0
(—2 Z) -(-<%]+%+6>0
Stad . V

Sy =(-3.1)
Odp. Rownanie okregu o,: (x + 3)2 +(y- l): =20.

Zadanie 10.48.
)':—l-x:——3—v\‘+l 4(-x+9)=x' —6x+1 X =2x-35=0
4 27 4o = =
e y=-x+9 y=-x+9
y=-x+9 J
x=-5 =7
v
y=14 |y=2
A=(7,2), B=(-514)
Wspolrz¢dne punktu C
_l"=~_l-,-x—i=—l:,r:l:bC:(l.—l)

Odleglos¢ punktu C od proste &
-1-9] o2
T 2

Dlugo$¢ odcinka AB

|[48] = V122 +127 = 1242

Pole trojkata

J—of

54

l\)l'—-

[V i
Odp. d:i, P=54.

10 Geometrig analityczna - szkice rozwiazar ZQg

Zadanie 10.49,
Wspotrzedne punktow 11 B

{y=4-\"-7r ”@{4"': —xx-.3=nQ{(z_r-n(z.\-—l):

}'=»\‘_2 y=x-2 y=x-2

a=(5-3) a-(2-Y)
2 2 2" 2
Rownanie okrggu

S=(L-=1), 2r=|aB|=VP+1' = 2
(x—l)2 +(y+1) =

Prosta AC jest nachylona do osi Ox pod kgtem 45°+¢ .
Wspolezynnik kierunkowy prostej AC

| —

l+| 4
a=tg(45°+(x =L-b:lga = 3 3.,
1-1g45% tga l—l‘l 2
3 3
Réwnanic prostej AC
s 3 5
i S W T D
y 2(1 2] 3 2x 5
Wspétrzedne punktu C
) oo 1) +( 2 | IR TR
(X")*(.‘*)—; (“)*—‘—;J B 2t S o
‘o \ =t ey =S
=2x 2 53 \-°\'~5
Y= -‘_5 V\':_.\—E S

g
2
<
N
<
S
N
of
x

Il sposéb ) ) :
Tak jak w picrwszym sposobie wyznaczamy wspolrzedne punktow 11 B

1 3 (3 _4
A:(E,——Zj. B—"‘LEV' E

Tak jak w picrwszym sposobic Wyznaczamy rownanic prosiey AC

y=2-

[SREYS
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Rownanie prostej BC (jest prostopadla do prostej AC)

Zadanie 10.50.

Srodek i promien okrggu

S =(1,2), r=5.

Poniewaz 4-1-3-2+2=0, wigc
punkt S nalezy do prostej AB, czyli
AB jest srednica okregu.

[AD|=8 i |BD| =2

Wykorzystamy twierdzenic o wy- A s
sokosct w trojkacie prostokatnym

|cp|’ =|4D|-|BD| = 16
e =4
Pole trojkata ABC

P:l-10-4=20
2

Odp. 20.

Zadanie 10.51.

S =(6,-1).n=4

Poniewaz S,S; =[-4,4], wigc S, =(2,3), r, =4.
Osiami symetrii figury / sg proste:

Prosta 5,8, oraz prosta prostopadia do prostej S5,
i przechodzaca przez $rodek odcinka §,S,.

Rownanic prostej S5,

4
= e (= 6) =1 = =%+ 5
) 4(\ 6) Y

Punkt § jest srodkiem odcinka S, S, .
S=(41)

10. Geometria onalityczna - szkice rozwigzan

Réwnanie drugicj osi symetrii
y=l(x-4)+1=y-3

Poniewaz [$,5,| = 42 < § = fi + 1y, wice okregi o, o, sig przecinaja w punktach A, N, kio-

rych wspotrzedne otrzymamy rozwigzujac ukl

{(.\'—6)2 +()-+l)" =16

y=x-3

ad rownan

Rozwiazaniami sa pary liczb
x=2 X=6
Vv
=-] =

M =(2,-1), N =(6,3), |MV|=J(6-2) +(3+1) =442

Punkt K nalezy do prostej S,S, , wiec K = (x.—x+5).

Wysokos$¢ trojkata MNK

ISK| = (=4 + (=x+ 5-1) = Jx—a) + (x- 4y =|x- 43

Pole trojkata MNK

|
40=5‘4\/5-|.\’—4|\/5©lO:[.\'—4|¢3,\':—6v.\'=l4

Odp. K, =(-6,11), K, = (14,-9)

Zadanie 10.52.

-

Trojkaty prostokatne ABS i ACS sq przystajace, zatem

15 |
5 =Pus =3 5|48
|48 = 3J5

Z twierdzenia Pitagorasa otrzymujemy
4] = (V5) +(3¥5) =30

Niech § = (x, v +1). Wtedy

251

<
ral
g
INE
< B
3
N
o &
(14



Mobile User


N

VYINYZVYINZOH

252

Matematyka. Zbiér zadan maturalnych. Lata 2002-2024. Poziom rozszerzony

50=(x-1)" +(x+1-2) = 2(x-1)’
(x-1)" =25
x=6vx=—4

Odp. S =(6,7) lub § = (-4, -3).

Zadanie 10.53.
Wspolrze¢dne punktow 41 B

|y=x-2x-8 -3x-2=x"=-2x-8 X+x-6=0
; = o =
13.r¢‘\'~2=() y==3x-2 P==3%=2

A=(-3,7). B=(2.-8)

Wspolrzgdne punktu

(‘:[(’,-J-(*. l) 1¢c>0
2

1
S b )
9\'(—-10 ‘3( 2( +1+2

5 V941
5 .q
-c+3=18
2 |

42
c=6ve=-——

5
C=(6,-2)

Diugos¢ boku BC

(6-2) +(-2+8) =J16+36 =52 = 2J13

18} =

n Kombinatoryka Szkice rozwinzan 253
— £ "

1. Kombinatoryka

Zadanie 11.1.

TR, 8
Liczba mozliwosct postawienia dw ojek ( ] =28.
2

g prs g o (O
Liczba mozhwoscr postawicnia rojek || = 20.
(3
R

Na pozostalych pozycjach stawiamy cyfrg 2 0, 2, 3. Mozna to zrobi¢ na 7°

sposobow.
Odp. 28 - 20 - 7 = 192080,

Zadanie 11.2.
Cyfry: 2,6, 1.1, 1.1, 1,1
5 ) . ) 8§
Liczba mozliwosci postawienia cyfry 2: s 8.
/
(7)
Liczba mozliwoscei postawienia cviry 6 L l J 247,
Cyfry:2,2,3,1.1, 1,1, 1.
Liczba mozliwosci postawienia cyir 2: (’ =28
; g . 6
Liczba mozliwoscr postawienia cyfry 3: =6.

1
Cyfry:3,4. L, L L LI, I

Liczba mozliwosci postawienia cyfry 3: l

)
(17
Liczba mozliwosci postawienia eyfry 4: L I ] =7

Odp.8-7+28 6+8 7=280

< |
2
<
N
<
S
N ¢
o
m.

Zadanie 11.3.
Podzielne przez 6: 102, 108, 114, ., 996.

996 =102 + (n— 16 900 = 6n n =150,
Podzielne przez 15: 105, 120,135, ..., 990.

990 =105 + (n - 1)15 900 = 13n n=60.
Podziclne przez 30: 120, 150, 180, ..., 990,

990 = 120 + (n -~ 1)30 900 = 301 n=30.

Odp. 150 + 60 - 30 = 180,
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Matematyka. Zbiér zadar maturalnych. Lata 2002-2024. Poziom rozszerzony

Zadanie 11.4,

. . . ’ 5,
Liczba mozliwosci postawicnia cyfr 0; (3] =10.

; ey . 3
Liczba mozliwosci postawienia cyfry 5: [J =3,

Na pozostatych micjscach stawiamy cyfry # 0, 5. Mozna to zrobi¢ na 82 sposobéw.
Odp. 10 -3 - 82 = 1920.

Zadanie 11.5.

Liczby, w ktorych nie ma cyfry 2:
8§:9-9-9-4=23328.
Liczby, w ktorych jest jedna cyfra 2.

8:9-9.9.1+1.9-9.9.4 +8-(?]~9-9~4=5832+29l6+7776=l6524.

Cyfra 2 ma koncu Cyfra 2 na poczathu
Cyfra 2 w Srodku

Liczby, w ktorych sg dwie cyfry 2.

3 3 3
1:9:9.9-148-("-9.9.1+1.{|.9.9.44+8.] *|.9.4=
Cytra 2 na koficu I l 2

1 ma poczatku

Cyfra 2 na koncu Cyfra 2 na poczathu Dwie cyfry 2
1w drodky 1w stodku w érodku

=729+ 1944 + 972 + 864 = 4509.

Odp. 23328 — 16524 + 4509 = 44361.

Zadanie 11.6. -

Liczba mozliwosci postawienia cyfr 1: ( 3 ] =120.

Na pozostatych miejscach stawiamy cyfry 2, 3. MoZna to zrobié¢ na 27 sposobow.
Odp. 120 - 27 = 15360.

Zadanie 11.7.
4
5-([:]'5-5]-5-5+4~[(3)-5-5-5J-5 =6-5+4.4.5 = 18750 + 10000 = 28750.
nreparzysta parzysta
na poczyika na poczgthu
Odp. 28750.
Zadanie 11.8.

6
Liczba mozliwosci postawienia cyfr 9: [2} =15,

4
Liczba mozliwosci postawienia cyfr 6: (]) =4.

Suma trzech cyfr 2 - 9 + 6 = 24. Stad suma pozostatych trzech cyfr jest rowna 6.

6=1+2+3, Wiedy ]5~4-[‘J.

o =0icc#0orazes+c,+ ¢, + ¢,
- Zauwazmy, Ze suma ¢ ¢ ¢, + ¢,
Wtedy odpowiednio ;=0 1ub ;=2 lub ¢,=1.

n Kombnnuroryku - szkice rozwiqzari

w

6=2+2+2, Witedy |5-4.(']=(,0
3 ;

3

6=1+1+4 Wiedy 15.4.

A~/
|35 IS

Odp. 60 + 360 + 180 - 600,

- Zadanie 11.9.

- Niech csc4e000¢) bedy cylrami tej liczby.

Z zatozen wynika, ze:

Jest podzieine przez 3.
=3k lub e+ ¢y v e, =3k+1 lub cstegtey=3k+2.

Zatemcs € {1,2}, ¢, ¢, € 10, 1,2},

Stad liczbjest 2331 -1 = |8,
Odp. 18.

- Zadanie 11.10.

Wszystkich liczb jest 51 = 120.
Kazdy liczbe mozemy zapisaé tak:

e 100+, 100+ ¢y 10° +e, - 104+¢, - 1,

Kazda z cyfr 1,3.5. 7,9 na kazdej pozycji wystepuje 24 razy.
Zatem suma tych liczb jest rowna:
24-(1+3+5+7+9)-10*+
24-(1+3+5+7+9)-10"+

24-(1+3+5+7+9)- 102+

24 (1+3+5+7+9)- 10+

24 (1+3+5+7+9)- 1=

2425 (104 + 10"+ 1074 10+ 1) = 600 - 11111 = 6666600,
Odp. 6666600.

I sposadb (Pomys! — Krzyvsztof Kraik, absolwent LO w Strzelcach Opolskich)

Kazda z cyfr na ustalonej pozycji liczby picciocy frowe) wystepuje 24 razy. Suma liczb si¢ nie
zmiceni, gdy na ustalonej pozycji bedzie srednia eyfr 1,3, 5,7, 9, czyli 5, tylko 5 - 24 = 120 razy.

- Zadanie 11.11.

28=7:4=7-2-2 A o ‘ '
Zatem liczba sicdmiocyfrowa jest zapisana za pomoca 714 oraz pieciu | lub 71 dwoch 2 i czte-
rech 1.

ol : 6 ;
W pierwszym przypadku 7 mozemy postawic na L l sposobow, 4 na 1 sposobow.

255
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. 11 Ko,
S mbmaroryktsu‘weirozwvazmi 257

Liczby z dwoma zerami

7 6
W drugim przypadku 7 stawi¢ 5 - Ow.
gim przypadku 7 mozemy postawic na | sposobow, 2 na ) sposobow Cyfry 0 mozemy postaw ic g 6 J =
sl

[ =13 sposobow,
Zatem takich liczb jest 7 -6+ 7 - 15 = 147
Odp. 147. 1 mozemy postawic na | |
Cyfre | mozemy postawi¢ ng [ 3J =10 sposobow,
Zadanie 11.12.

. Cyfrg 2 mozemy postawic na %) =] ;

- - . &, =1 sposob.

Cyfrg T mozemy postawic na 3= 35 sposobow. \*/
Zatem hiezb sicdmiocy frowych 7 dwoma zer

amijest 15101 =15
2 moz i 4 10 290 + 2520 + 150 = 12 960 Hest15-10-1 = 150,
Cyfre 2 mozemy postawié na N

) = 6 sposobow.

Zadanie 11.13.
28=T-4-1-1-1 1-11ub28=7-2.2 1.1

Na pozostatych dwach pozycjach mozemy postawié¢ kazda cyfrg rozng od 1, 2.
Mozna to zrobic na 8 - 8 = 64 sposobow.

- s ~ . E I
Policzymy teraz liczby z zerem na poczatku. Liczb z jedny e¥fra 71 jedng ey fra 4 oraz pigcioma cyframi 1, jest tyle na ile sposobéw mozemy
postawic cyfre 71 eyfre 4 w ciagu sicdmiow yrazowym, '

6
Cyfre | mozemy postawié na ( ) =20 sposobow. 7\ (6

3 Mozna to zrobi¢ na {IJ( ) sposobow.
Cyfrg 2 mozemy postawic na 4 3 b .

2 ¢ =3 sposoby. i ia whra 7 5 dwi )

2 POsSoby. Liczb z jedny c,\-ttrq 7i d\\'lcmfn l.')‘ﬁillml 2 oraz czterema cyframu 1, jest tyle na ile sposobiw
Ostatnia cyfre mozemy postawid na 8 sposobéw. mozemy postawic cyfre 7 1 dwie cyfry 2 w clagu sicdmiow yrazowym.
Zatem liczb siedmiocy frowych jest 35664 —20-3-8 = 13440 - 480 = 12960

7 .
Mozna to zrobi¢ na {6
Odp. 12 960. |

’J sposobow

Zatem sicdmiocy frowych lezb jest

DO

Odp. 147.

Il sposéb
Liczby bez cviry zero.

7
Cyfre 1 mozemy postawic na [3] = 35 sposobow.

Zadanie 11.14.
Sumg dziesigeu eyt roznyceh od zera rowna 13 mozemy otrzymac w nastgpujacy sposob:
1) 9-1+4=13
2). 8= l¥2#3=13
3): THEE8E2=013
W pierwszym przypadku mozemy to zrobic na tyle sposobow na ile sposobow mozemy posta-

) 4
Cyfrg 2 mozemy postawic na (7] = 6 sposobow.

Na pozostalych dwoch pozycjach mozemy postawic kazda cyfrg rézng od 0, 1, 2. Mozna to
zrobi¢ na 7+ 7= 49 sposobow.

Zatem liczb siedmiocyfrowych bez zera jest 35 6 - 49 = 10 290.

Liczby 7 jedna cyfra zero

g
2
g
N
<
S|
N |
0 |
x

\

sposobow.

i¢ 4 0 10
Cyfre 0 mozemy postawic na ( l ] = 6 sposobow. wi¢ cyfre 4 w clagu dziesigeiowyrazowym. Mozna to zrobic na L ‘

/

. 6 . W drugim przypadku mozemy to zrobic na tyle sposobow na ile sposobow mozemy postawic
Cyfre 1 mozemy postawic¢ na 3 = 20 sposobow.

0) (9
cyfry 312 w ciagu dziesigeiow yrazowym. Mozna to zrobic na [ I W( ’ J sposobow.

)

3
Cyfr¢ 2 mozemy postawic na ( J = 3 sposoby.

W trzecim przy padku mozemy to zrobie na tyle sposobow na tle sposobow moZemy postawic
Ostatnig cyfr¢ mozemy postawic na 7 sposobow.

10
j j 2 wclag “sieclowyrazowvm. Mozna to zrobi¢ na [ } sposobow.
Zatem liczb siecdmiocyfrowych z jednym zera jest 6 - 20 - 3+ 7 = 2520, trzy cyfry 2 w ciagu dziesigeiowy Y 3
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11 Kombinatoryko - szkice rozwigzan 259

Zatem liczb dziesigeiocy frowyeh o cyfrach roznyeh od zera i sumie eyfr 13 jest

12 + 0 [? + 19 =10+90+120 = 220.
1 1 1 3

Zatem
4
i |197 550 =450 = 2051

Liczby o pierwszej cyfrze parzystej.

0Odp. 220.

Zadanie 11.15.

‘ Kazda najkrotsza droga z punktu X do punktu Y moze by¢ opisana ciagiem dwunastowyra-
‘ zowym, gdzie 9 razy wystepuje p i 3 razy g.

p — oznacz idziemy w prawo”, g w gore.

Droga na rysunku jest opisana ciggiem ppppepppppgg. !

- , , 4
Cyfry nicparzyste mozemy postawic na ( ]'5’ Sposobow

5 ;
Cyfry parzyste mozemy postawi¢ na 4 - 5° Sposobow.
Zatem

4

[]-53-4‘5:=6-4-5'=24-54
- ;% 12 :
Ciggow laklchjcsl[3]. . Odp. 20-5* +24-5% =44 .5 = 27500,

X
Wracamy do zadania.
Do punktu B mozemy dojsé przez Zadanie 11.17.
unkty C, D, E. F, G. 5 ; i¢
punkty C, D, E. F ‘G .G ! B n 0s6b mozna ustawi¢ w szeregu na 71! sposobow.
Przez punkt € moze dojsé na F

Anig 1 jej dwoje znajomych traktujmy jako jedna osobe. Wiedy mamy n — 2 o0sob, ktore mo-
zemy ustawi¢ w szeregu na (1 - 2)! sposobow.

(lSj [1 I] , e
. sposobow. T *
0 9

Przez punkt D moze dojs¢ na

13) (11 b
. sposobow,
| g sposobow

Przez punkt £ moze dojs¢ na

(7)) o e
. sposobow.
7 2 .

Przez punkt F moze dojs¢ na

. sposobow.
8 1

1) (13
Przez punkt G moze dojsé na (9 ] [ 0} sposobow.

Jednoczesnie Ania i j¢j dwoje znajomych moga stanaé na 3! sposobow.
~ Zatem zgodnic z zalozeniem otrzymujemy rownanic
n!=12-(n-2)!3!

Po uproszczeniu mamy
n-(n=1)=72=9-8
Odp. n=09.

Zadanie 11.18.
Tworzymy pigciowyrazowe ciagl abcde réznowartosciowe o wyrazach ze zbioru
{0, 1,2, ..., 8,9} takie, z¢ liczby nicparzyste wystepujg trzy razy, a liczby parzyste dwa razy.

<
)

) g
N N
S <
£ g
>

Zatem najkrotszych drog jest

[13‘ (Il (13 (n 11 [13 1Y (13 1 (13

. + « ¥ v + v + . =
0] 9, L1 8 7)\2 8 1 9) 10
1-55+13-165+ 33078 + 16513+ 551 = (55 + 2145) - 2 + 25740 = 30140
Odp. 30 140.

5
Trzy liczby nicparzyste mozemy wybrac na [J =10 sposobow.

<N

: > ;
Dwie liczby parzyste mozemy wybra¢ na (5J =10 sposobow.

Ciggow pigciowyrazowych z wybranych liczb utworzymy 5!=120.
Stad ciagow mamy 1010120 =12000.
Policzymy, ile wsrod nich jest ciagow o pierwszym w yrazie 0.

Zadanie 11.16.

Liczby o pierwszej cyfrze nicparzysice).

Trzy liczby nieparzyste mozemy wybrac na [‘] =10 sposobow.

4 Rt o o
Cyfry nieparzyste mozemy postawic na (I]-Sz sposobow. Drugy liczbe parzysta mozemy wybrac na Ll W = 4:sposoby:

Cyfry parzyste mozemy postawi¢ na 5° sposobow.
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Ciggow Obcde z wybranych liczb utworzymy 4! = 24.

Stad clagow Obcde mamy 10 -4 - 24 = 960,

Zatem liczb spelniajacych warunki zadania jest 12000 = 960 = 11040
Odp. 11040

Il sposéb

S ;
Trzy cyfry nicparzyste mozemy wybra¢ na (3) =10 sposobow.

4 y
Dwic cyfry parzyste bez zera mozemy wybra¢ na [2] =6 sposobow.

Liczb pigciocyfrowych z wybranych cyfr utworzymy 5!= 120,
Zatem liczb pigciocyfrowych bez zera jest 10-6-120 = 7200

4
Dwie evfry parzyste z zerem mozemy wybrac¢ na (l) =4 sposoby.

Liczb pigcroeyirowych z wybranych cyfr utworzymy 4-4!=96.
Zatem liczb pigciocyfrowych z zerem jest 10-4-96 = 3840
Zatem hezb spelniajacych warunki zadania jest 7200 + 3840 = 11040

12. Rachunek prawdopodobieristwa

Zadanie 12.1.

Doswiadczenie losowe mozna opisa¢ schematem Bernoullego.
Prawdopodobienistwo sukeesu p = é e

Liczba prob n = 5.

Liczba sukcesow k 24, czylik =4 lubk = 5.

Zatem

P(S;uUS:)=P(5¢)+ P(535)

Pk 2 3) = p,(4)+n(5):@.(%f .(g}' @m @ B,

13
Gy 22,
P 3gss

Zadanie 12.2.

A ~ traficnic 4 liczb.
B — trafienic S hiczb,

(5] (37]
4) 1 5.37 185
2

4 T A2°41-40-39 32{:14.4].39.38
(S 2:3-4-5

P(4) =

3888

12 Rachunek prowdopodobieristwa - szkice rozwigzor

D

5
P(B)=[%=m

5

=0,0002186

Pldwd)-FdljehB)=T8 . dl . Jl
14-41-39-38  7-41.13-38 141778
Odp. 0.00022.

Zadanie12.3.
A — wygranie na pierwszej loterii.
B — wygranic na drugiej lotern.

['] (n-1)(n~2)
"N _ 2 B 2 =2
P(A)— (n\ N n(n-l) o

2 2
fieds 2
ol Bt B
(4) noon
[3" -2] (2n-2)(2n-3)
. 2. B C(n-1)(2n-3)
R(B) ="y = 2(2n-1)  n(2n-1)
2 2
P(B)=1- (n=1)(2n-3) 2n* —n-2n"+5n-3 __An-3
n(2n-1) n(2n-1) n(2n-1)
4n-3 4n-2 _2(21!*])‘2

n(2n-1) n(2n-1) n

n(2n-1)
Odp. Losy nalezy kupi¢ na pierwszej loterit.

Zadanie 12.4.

Doswiadczenie losowe mozna opisaé schematem Bernoullego.

|

Prawdopodobienstwo sukcesu p = = = P
30

Liczba prob .
Liczba sukcesow & > 1.
Zatem

P(S}USIU...uS)=1- P(S)) P (k21)=1 -a(o)=1_[”].[l]" [ﬂ -

0)
. R R
]-i <_bll_c>(3]>()->c>n<4
6 1296 6) 1296

Odp. nei{l, 2,3}
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Zadanie 12.5.

Zdarzenia

4 — autobus prowadzi kierowea A,
B — autobus prowadzi kicrowca B,
C — autobus prowadzi kicrowca C;
S — autobus spodznia sic.

P(S) = P(SA): P(4)+ P(SIB)- P(B) + P(SIC)- P(C) = o 3+ 20 20 20l L

. s & .|
Odp. Prawdopodobicnstwo spoznienia si¢ szkolnego autobusu wynosi 3-

Zadanie 12.6.

Q| = 8!

Skoro zona bgdzie szla bezposrednio przed mgzem to znaczy, ze zona jest ostatnig kobictg
w szeregu kobiet, a maz jest pierwszy w szeregu mezezyzn.

Ustawienia: (k, k, &, Zona, maz, m, m, m)

Kobiety moga si¢ ustawi¢ na 3! sposobow oraz me¢zczyzni na 3!

Zatem
13
A=l B o 1 . L
8 4.5.6-7-8 1120 1000
Zadanie 12.7.

A — w delegacji znajda sig tylko kobiety.
Liczba kobiet — n, liczba mezezyzn 2n, n > 2.

a-(2J-[)

n

R I
3n\ 3n(3n-1) 9n-3 10
2

Zatem

10n=10=9n-3

n=17

Odp. W grupie bylo 7 kobiet oraz 14 m¢zezyzn.

Zadanie 12.8. . ) ‘
Oznaczmy przez n liczbg kul czarnych. Wtedy liczba kul bialych wynosi 3n.
A — wylosowanie dwach kul o réznych kolorach.

- (5) = () (7]

1
—_w’e" Prawdopodobieristwa - szkice rozwiqzar

(nj [SMJ

P(A):l\lz&_ n

(411] 20(4n=1) sn2
9

263

O T T, 3n 9
Zgodnic 7 zalozeniem Sn—3 > 55 )i 66n>T2n—18, 6n <18, n<3.

Zatemn =1 lub n =2

Odp. W urnie sq cztery kule lub w urnie jest osiem kul.

Zadanie12.9.
Q=6

@ =0 (mod3) lub o = 1 (mod3). Zatem suma kwadratow jest podziclna przez 3 wiedy i tylko
wtedy, gdy trzy liczby sa podzielne przez 3 lub trzy liczby sa nicpodzicine przez 3.
4| =22+ 4 =8+64=72.
Odp. P(A4) = b = l
: 216 3

Zadanie 12.10.
|0 =8
- Suma dwoch liczb jest nieparzysta wiedy. gdy jedna jest parzysta druga nicparzysta. Zatem sa
~ dwie mozhwosci: zaczyna sic od parzystej i poznicj na przemian lub odwrotnic od nieparzystej.
‘ p,n,p.nponepon lub noponpon pon,p.

44332211 4433221
% 2:54V:4Y 212003
- Odp. P() = 2 AbAl 2:1.2:34 1
; 8! 5.6.7.8 35
- Zadanie 1211
Q| =3*=31

7=3+2+1+1 lub 7=2+2+2+1

GBI Re

~ liczba mozliwosci dla cyfry 3

<
2 i
g
N |
s‘ 5
; ‘.
N |
(o)

(14

— liczba mozliwosei dla cyfry 2

— liczba mozliwosci dla eyt |

~ liczba mozliwosci dla eyfr 2
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Zadanie 12,14,
(1 8-9.10
|9|-[3] TS -

Trzy kule roznokolorowe: (5, ¢, 2)lub (b, ¢, mylub (b, =, ) lub (¢, =, n).

1
(l) — liczba mozliwosci dla cyfry 1

16
Odp. P(A) = —.
PP =i

soen "UU()UUU(J()[J[JU[J
P A o X AR “m“

4
- hezba mozliwosci dla liczb 2 .
) Zdarzenia:

A —w trzykrotnym rzucic otrzymamy co najmniej jedna , jedynke”

B - w trzykrotnym rzucie otrzymamy co najmniej jedna ,.sz0stkg™.
Mamy obliczyé P(AB).

- hezba mozliwoser dla liczby 3

1
1

:
(
[
[
(
(
¢

J— liczba mozliwosci dla liczby 5 P(ANB) _ |4~ B
P(B) ||

[Bl=6' -5 =216-125=9].

P(AB) =

~ liczba mozhwodci dla liczby 4 tak samo dla liczby 2
./! N B — (dwie szostki1 jedna jedynka) lub (dwic Jedynki1 jedna szostka) lub (jedna jedynka
~ 1jedna szostka oraz liczba rozna od jedynki i szostki).

[4NB|=3+3+3.2.4=30.

3
l) ~ liczba mozliwodci dla liczby 3 tak samo dla liczby 6
!

~ liczba mozliwosci dla liczby 5 : : 30
Odp. P(AB)=—.
1 p. P(AB) 5 <
— liczba mozliwosci dla liczby 1 . 4
] Zadanie 12.16. ﬁ
Ul = 3b, 5¢}
Odp. P(A)-E—Q—IG—?=%. 3 o <
N |
U2 = {10b, 2c) E
Zadanie 12.13. w F o
2 &
10} §.9. i
Q- _BED o / 1
3 1-2-3 . b o
10=1+9=2+8=3+7=4+6 9=1+8=2+7=3+6=4+5 t/ /
8=1+7=2+6=3+5 7=1+6=2+5=3+4 ) ¥
6=1+5=2+4 5=1+4=2+3 b » b c
= = 2
it w 009 ST 6 4 % NS
Odp. P(Ay=="2 222 oF e = o TTER U8 20 176 176 176 11
120 120 6
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Zadanie 12.17.
tKa\lzdy wynik rzutu tymi kostkami mozna opisaé, jako ciqg: (k. k>, ks, Ky ks, ko).
Q| = 6°.

. . (6 . )
Dokladnie dwie jedynki: [7) = 15. Wybicramy kolory. na ktorych beda jedynki.

. L. (4 ns
Dokladnic trzy szostki: 3 = 4. Wybicramy kolory, na ktorych beda szostki.

Na ostatniej kostce musi by¢ liczba parzysta. Dwa sposoby: 2 lub 4.
15-4-2 5 5

Odp. P(4) = et g B
¥ 6° 3.8 1944

Zadanie 12.18.

1| -

U123 = {4b, 3¢} _ U456 = {2b, 3¢}

o2
276 254 7 2 140
o)
p(cc):l._._+l._.::L+-3—:-3—l,
276 254 14 20 140

Zadanie 12.19.
Q] = 6°.
A — doktadnic dwie dwojki. B — dokladnie dwic piatki.

4
Dokladnie dwie dwajki: [2] = 6. Wybieramy, za ktérym razem be¢da dwajki.
Dokladnie dwic pigtki: 5ol 6. Wybicramy, za ktérym razem beda piatki.
) ) o . s N2
Dokladnie dwie dwojki i dokladnie dwie pigtki: o =6.
6-5° 6-5° 6

Odp,P(AuB)=I’(A)+P(B)—I’(Aﬁb‘):T+ i =

6(25+25- 1) 49
T 216

12 Rachunek prawdopodobieristwa - szkice rozwigzari 267
Zadanie 12.20.
Liczb nieparzystych jest 4 - 4 . 4 - 64.
Liczb w ktorej wystepujq liczby nieparzyste i jedna 2: [3] .4.4=48
: ;
Liczb w ktorgj Wystepuja liczby nieparzyste 1 jedna 6: [3J 4.4 =48.
|
7.
p(a)=3+2-48 _160 5
512 512 16
odp. P(Ay =1-> =11
1616
Zadanie 12.21.
Ul = {2b. 3¢}
5
, hAU2= (2b. 4y
B
Odp. Pidj=2sZ s 3 L o 1
56 56 30 "
) 9 (4
Zadanie 12.22.
P(A)=04 P(F)=02 PAAF)=0.1. d !

Stad P(Ad ~ F) =031 P(F-4)=0,1.
Zatem P(A — F) = 3P(F - ).

Zadanie 12.23.

Liczby parzyste |2, 4. 6}. Liczby meparzyste {1.3,5,7,9}.

|Q| = 8!. 4 - zadne dwie liczby parzyste nie sa sasiednimi wyrazami utworzonego ciggu.
Ciag ma nastepujaca postac: (m, n, m, n, m, n, m, n, m, n, m), gdzic m to miejsce, na kiorych
moze by¢ liczba parzysta, n liczba nicparzysta.

2
<
N
g
; k
N
(ol
(v

6
Miejsca dla liczb parzystych mozna wybrac na [}] sposobow.

6!
3131

6 .
Liczby parzyste mozna postawic na L*} 3= -3!1=4-5-6 sposobow.
3

Liczby nicparzyste mozna postawic na 3! sposobow.
4-5.6-50 456 5

8! 6-7-8 14

Odp. P(A)
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Zadanie 12.24.

Liczb osmiocyfrowych jest 5:67.

Suma cyfr jest rowna 3 wiedy i tylko wtedy, gdy wystgpuje jedna cyfra 3" i siedem 0" lub
uzy cyfry 171 pig¢ 0"

W pierwszym przypadku jest tylko jedna taka liczba.

. 7 .
W drugim przypadku jest takich liczb [5] = 776 =2].
22
o 21U
5-67  15.6° 699840
Zadanie 12.25.
Q-9

Wyniki losowania, 7¢ dokladnic dwie sposrad trzech wylosowanych liczb bgda réwne mozna
zapisa¢ W nastgpujacy sposob:
aab lub aba lub baa, gdzic a # b.

Zatem

l4|=9 - 1 +9-8-1+9-8-1=3-9-8,
. 3.9.8 8

PAa) = =%

Zadanie 12.26.

0 = ['30) =120,

{ — trzy kule czame lub trzy biale lub dokladnie 2 czame lub dokladnie 2 biale lub dokladnic
2 ziclone.

R R G HEE R

T
Odp. P(A) TR
Zadanie 12.27.
Zdarzenia

A — wylosowana liczba czterocyfrowa jest podzielna przez 15.
B — wylosowana liczba czterocyfrowa jest podzielna przez 18,
Mamy obliczy¢

|4 B

P(AIB) = 7

Liczby czterocyfrowe podzielne przez 18 tworzy cigg arytmetyczny o roznicy 18. Pierwszym
wyrazem tego ciggu jest liczba 1008, a ostatnim wyrazem jest liczba 9990. Zatem takich liczb

Jest
9990 - 990

18

= 500.

1
v Ri(‘lltinjkﬂarwuopodobvm‘lstwa - szkice rozwiqzor 269

W zdarzeniu A

B sy hub\ podzicine przez 18 oraz 15, czyli hezby podziclne przez 90.
Liczby czterocy frowe podzicine przes
wyrazem tego ciagu jest liczba 1080,
Jcsl

C ;
00 tworza ciag arytmetyczny o roznicy 90. Picrwszym
aostatnim wyrazem jest liczba 9990, Zatem takich liczb

9990 - 99()
90

Odp. P(AB) =

,,,;_

Zadanie 12.28.
A = trojka sportoweow siedzi obok siebic,
Niech 1 oznacza liczbe aktorow.
Liczba foteli n + 3.
| = (1 +3)!
Sportowey maja sicdzieé obok sichic, w ige traktujemy ich jako jedna osobe. Wiedy
[Al=(n+1)r30
n+1)-6

p(A) = (“) = 6
(n+3)0 (n+2)(n+3)
Zatem

6 s
(n+2)(n+ 3) 15
(r+2)(n+3)=90=910
Rownanie ma dwa rozwiazania n = —12 lub s = 7.
Uwzgledniajac, ze n jest liczba naturalng otrzymujemy n = 7,
Odp. W programic bierze udziat sicdmiu aktorow.

Zadanie 12.29.

Doswiadezenie losowe mozna opisa¢ schematem Bernoullego.
Prawdopodobienstwo sukcesu p = —

Liczba prob n = 15

Liczba sukcesow & > 11, czyli k =11, k=13, k=13, k=15, k =15.

Zatem

P(S}USZUSRUSEUSSE)=P(SH)+ P(SE)+ P(S3)+ P(S3)+ P(S5) =

L) 2] "»*‘11‘]“‘.:3‘1‘.;1*Ln‘ ‘zx:lslu\j“L EHICES]
1) \4) (4 Ln:.‘h \a) "3 (4) (&) ") \3) \a) "lus) \a) )
1365-81 +455-27+105-9+15-3+1 123841

- = 0,00012
418 1073741824

123841

R et LB 11
1073741824

ROZWIAZANIA
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Zadanie 12.30.
| = (3:7; I) _BGn+1)3n-(3n-1) (3n-1)-n-(3n+1)

6 2!

4=1{3.69, .. 3}, [Ag| = n
A={L4,7 . 3n+1), |4|=n+1
A, ={2,5.8,....3n-1}, [Ay] = n

Suma trzech liczb przy dzieleniu przez 3 daje resztg 1 wiedy, gdy
Dwic liczby sa z A 1 jedna z A, . Takich liczb jest

[g)[n:l)z n-(n—l2)~(n+l):n‘;n

Dwie liczby sa z /A, 1 jedna z A,. Takich liczb jest

m\ () n-(n-1)-n n—n?
2) )" 2 T B

Dwie liczby sa z A, 1 jedna z A, Takich liczb jest

n+l) (n) n-(n+1)-n  pden?
2 ))” g T B

N
nw=n n*=-nt 0+t
i B an Y i

e 2 2 2 3t —n _ -l
(4)= (Bn-1)-n-(3nsl)  (Bn=1)-n-(3n+1) 9n* -1

Zatem

2
It -1
Zadanie 12.31.

Prawdopodobienstwo wygrania partii szachow przez ojca wynosi p =

RS

Liczba rozegranych partit — n.
Korzystamy ze schematu Bernoullego

P(SLquu.,.uS,’,')=I—I’(S;'):|_(ngu(]_p)n =l_(g)”

5
l-[}- 22@(2]5—|—anﬁ
S 100 %3 20

Odp. Pan Nowak musi rozegra¢ co najmnie) szes¢ partii.

. Prawdopoadobienstwo sukeesu p = Iiﬂ

12. Rach ; 3
o AEAchiunel Ff‘?\ldgﬂudoflciﬂsl\wu = szkice rozwigzan 271

Zadanie 12.32.

Zdarzenia

A = pan X jest chory

B —wynik testu jest pozytywny.
Mamy obliczy¢ P(.115).

Stan pacicnta
7= rdrowy
<~ chory
A= {cp.en)
B = [:I)q (])l Wymik testy
L 9% P~ pozviywny
ANB = {(]): N - negatywny
299
pag)=TUDEN oo lio 198w 0.09
P(8B) 8 2 .2 99 209 1097
1000 100 1000 100
9q
Odp. Prawdopodobiciisivo tego, z¢ Pan X jest rzeczywiscie chory wynosi i%’ = 0,09.
097

Zadanie 12.33.

Doswiadczenie losowe mozna opisa¢ schematem Bernoullego

Liczba prob n = 20.
Liczba sukcesow k<2, czyli k =1 lub & =1 lub & = 2.

Zatem

20 (1) (9Y" [Z(I\l \L“, 9 '““20 ‘ _\:_s‘()_"‘
[0]'(1—0J ) 1) \10) \io) "l2) [lo, o) =
9% 420.9'% £ 190 9 9(S1+180+190) 9% .45
10" 107 TR
9N 451
0™

x (0,068

Odp.

= (0,068,

S
z
N
g
5
(o)
2
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Zadanie 12.34.

Doswiadezenic losowe mozna opisaé¢ schematem Bernoullego.
Prawdopodobicnstwo sukeesu p = —

Liczba prob n=5.
Liczba sukcesdw k24, czyli k=4 lub k=5.
Zatem

p(s:w:):p(s:),,p(s;){j).(ﬂ‘.G)‘+(§}G)’.(g]"=;_§+%=
_le_1 1

1
Odp. —.
P

Zadanie 12.35.

Zdarzenia

A — wylosowanie dwoch kul bialych w picrwszym losowaniu.

B — wylosowanie kuli bialej i kuli czarnej w pierwszym losowaniu,
C — wylosowanie dwoch kul czarnych w pierwszym losowaniu,

S — wylosowanie kuli czarnej w drugim losowaniu.

P(S)=P(Sl4)-P(A)+ P(S|B)-P(B)+P(S|C)-P(C)=

)0 O 3

76 G

(]

5
a0 B D
7

210 110_4 2
521 521 2172

Odp. Prawdopodobienistwo wylosowanie kuli czarnej w drugim losowaniu wynosi -3-

1 sposéb U= {5h,2¢)

wylosowano

zawartos¢ urny

2
s

|-

b

p(s)=10.2,101_20 10 _30 2
3 215 215 105 105 105 7

a

12 Rachunek prawdopodobienstwa - szkice rozwiqzar 273

Zadanie 12.36.

Doswiadczenie losowe mozna opisa¢ schematem Bernoullego.
Prawdopodobienstwo sukeesu p = 0,1,

Liczba prob n =7,

Liczba sukcesow A <2 czyli k=0 lub k =1 lub k = 2.
Zatem

P(SY U S U SE) = P(sy)+ 1’(55)

§3) =

g 1% 29 w»m’l) o 1659 T——
T AT AT o7 e m,65 (0,9)" = 0.9743085 = 0,97
Odp. 0.97.

Zadanie 12.37.

Zdarzenia

A — wylosowanic kuli bialej w pierwszym losowaniu,
B — wylosowanie kuli czarnej w picrwszym losowaniu,
S — wylosowanic kuli bialej w drugim losowaniu.

B(3)= PSW)-Pld)+ B(spYs Aoy o2 020 2 -1 W =Bn+d
n

n non n?

n-3n+4 37 . 5 5
_ = < 50n* =150n+ 200 = 37n* <> 13n2 = 150n + 200 = 0 <

n* 50
(n —-10)(13n-20) = 0
Odp. n = 10.
Il sposéb U= {(n-2)b. 2¢}
wylosowano b y
zawartos¢ urny U= {(n-3)b. 3c| U= {(n-1)b, Ic}
n-3 n-—1
n n
] [ b
n-2 n-3 2 n-1 _n*-3n+4
. e ——
n n n on n-

2
g

N
<
; :
N
(=)

e
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Zadanie 12.38.

Doswiadczenie losowe mozna opisa¢ schematem Bernoullego.
Prawdopodobienstwo sukcesu p = 0,01.

Liczba prob n =10,

Liczba sukcesow & <1, czylik =0 lubk = 1.

Zatem

p(st o sh) = Plst) - 2(si) =y |- 001) - (09)" < 'F - 000 (09

9

(0.99)"" +10-0.01-(0.99)" = (0,99)" - (0,99 + 0.1) = (0,99)" - 1.09 = 0,996
Odp. 0,996.

Zadanie 12.39.
8

|Q=[}m
6.

Z szesciu roznych liczb mozna utworzyé jeden i tylko jeden cigg malejacy. Zatem ciagow

L
malcjacych jest tyle na ile sposobow mozna wybraé¢ szesé liczb z oSmiu [6]

N
P(xt)—%_é%

6

Zadanie 12.40.

Zdarzenia

A — orzel wypad! dokladnie trzy razy.

B — orzel wypadl dokladnie trzy razy z rzedu.
Mamy obliczy¢

P(BIA)
Obliczymy wykorzystujac wzor
P(AnB ANB
P(BUA) = PlARE) |47
P(4) ||

10 8
4] = ( %8, 100

3 2-3
ANnB = {O(I(II'I'ITITI‘, Fooorrrrrr, rrooorrrrr, ..., rrrrrrooor, rrrrrrrooo
[A~B|=8

8 1
Odp P(BUU = m = E
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13. Dowody algebra

Zadanie 13.1.

oJA =32 _(34\434); =32.3220 _ Vi _ p

Zadanie 13.2.

1 (1 y ;
A=|a,— .B=LIJ.—, cgdzieh>0ia= b,

a?
1 | 1 1 1
P=—(b-a)|l+—|==-2b ]+—)=I +— |
1 { bJ 2 { 7))\
Wykorzystujac zwiazek migdzy srednig arytmetyczng i geometryczna mamy:

11 2.
b*

P=b(|+i,]zb-: I
b.

Bez tego zwiazku.

P:b[l+—[’l—2]=[h+%j= (\/3)2-2“*(\/;)3 +2=[\/t7—ij-+222.

Zadanie 13.3.

Nast¢pujace nierownosci sa rownowazne:

4a‘+b" 5 a’ + b’ a‘+h"> a2+hY
2 2 2 2

208+ 2b - - 2a*H* - H* >0 at+ b -2a°h* >0

Ostatnia nierownos¢ jest prawdziwa.

(@-b)=>0.

Zadanie 13.4.
K2k + k2= (K - 2K+ 1) = B - 1) = ((k = DR(k + D).
Liczba (k — DA(k + 1) jest iloczynem trzech kolejnyeh liezb catkowitych.

Zatem liczba ta jest podzicina przez 2 oraz 3. Czyli jest podziclna przez 6. Kwadrat tej liczby
jest podzielny przez 36.
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Zadanie 13.5.

. b
g
b-c

a_ ., b _ab-—ac+ab-bc 2ab-c(a+b)  2ab-2c?
a-c b-c  (a-c)(b-c) ab-ac-bc+c* ab-c(a+b)+c
2(ab-c?)  2(ab-c?)

= = =2
ab-2c? +¢? ab - ¢?

Zadanie 13.6.

Nast¢pujace nieréwnosci sa rownowazne:
@+ b >ab+ ab?

& -db+b —ab*>0
a(a-b)y-ba-b)=>0
(a-b)a*-h)=0

(a—b)*(a + b) > 0. Ostatnia nierownos¢ jest prawdziwa.

Zadanie 13.7.

Nastepujace nierdéwnosci sg rownowazne:

ac+ bd < m . m

(ac + bd)* < (@ + b*)(E + d?)

&’ + 2abed + Bd* < &’ + &dd? + b + Bd?
0 < a?d* - 2abcd + b’

0 < (ad - be)*. Ostatnia nierdwnos¢ jest prawdziwa.

Zadanie 13.8.

Do znanego wzoru (a + b)' = @ + 3ab(a + b) + b* podstawimy:
a:i/9+\[35,b=\‘/9—\/§6 ix=a+b.

Wtedy

X =9+80 +3x+9-+/80

x*=3x-18=0.

Poniewaz liczba 3 jest jedynym pierwiastkiem rzeczywistym wiclomianu

X-3x-18=(x-3)x*+3x+6), wicc3=x= U9+ \/% + \3/9 - \/@

o 13. Dowody algebro - szkice rozwiqzan 2717

Zadanie 13.9.
Nast¢pujace nierownosci S4 rownow
2a + b > 3a%h

28 + @b+ h - 4ah >

a*(2a + b) + b(H>

azne:

~4a) = a*Qa + by + b(h+ 2a)(b ~2a) = (2a + b)(d@* + b* - 2ab)
(2a + b)(a - b)* 2 0. Ostatnia nieréwnosé jest prawdziwa.

Zadanie 13.10.
Nastepujace nierownosci sa rownowazne:
(x+ l)'—\‘+(y+l)'—v» >2
y X
B+xl+y+32> 2
x3+y3 +,\'-‘—2\'y+)-’>0

3 3 2 B

PHyi+(x-y oro $¢ies

0} ( }) > 0. Ostatnia nierownos¢ jest prawdziwa.
> 0

Il sposéb

Stad (x + 1)+ (y+1)2 > 2.
.‘l

X

1l sposéb

Zadanie 13.11.

Nastgpujace nieréwnosci sa rownowazne:
Xx=1D+yp-1)2xy-1

X-x+y—y-xp+120

22 -2x+ 212 -2y -2 +220

B2+ 1+ =2+ 1 +2 -2 +)* 20

(x- I): (- 1) +(x- _\')7 > (. Ostatnia nierownosé jest prawdziwa.
il

20 0 0
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3 Zadanie 13.12. Zadanie 13.16.
3 1 1 | |
| a 2 _p2 ) | 1 | | |
; < o 2a+ab' <2b+ba’ < 2(a-b)—ab(a’ =b*) <0 + h—— g0 g i -
{ 2+d 24k S (a8}~ ) log, b log,: b log, b log, b log,. b log,b log, b  log,b " log,b
1 < (a-b)(2-ab(a+b))<0 ; , 2 3 10
2 3 10 14+2+344+5+6+7+8+9+10 55
a Efsyas P P 5 = + e o i - Lk + by + e D
| Z zalozenia a > b > 1 wynika, Ze log,b log,b oz b T loa b i ]
i ab > 1 (h Sa £, La
f a+bh>2 @ Zadanie 13.17.
| a-bh>0 3) Z nastepujace) nicrownoser 0 < (v — V) prawdziwej dla wszystkich liczb rzeczywistych v, v,
i wynikajg nast¢pujace niero
i Z (1)1 (2) otrzymujemy ?_y < i : fpes mermoset
| ab(a+b)>2 = S
| 2yt + <2+ )=4
i 2~ ab(a +b)<0 @) e+t

Z (3) 1 (4) otrzymujemy [ +y)|<2
| (a=b)(2-ab(a+b)) <0, conalezalo udowodnic. x+y<2
|
' Zadanie 13.13. Zadanie 13.18.

Nastgpujace nieroéwnosci sg rownowazne:
Va+b-Je+d>ac + Jbd

(a+b)(c+d)>ac+2Jachd + bd

Nast¢pujace nieroOwnosci sa rownowazne:
X=X -2x+3>0

XF-22+1+2-2x+1+1>0

ac +ad + bc + bd = ac + 2\Jabed + bd

ad — 2\ abed + be > 0

5 N

(.\'- - I) +(x=1)" +1> 0. Ostatnia nierownos¢ jest prawdziwa.

—_—
>0 4

- Zadanie 13.14. (Jﬂ > \/E) 2 (). Ostatnia nieréwnos¢ jest prawdziwa.
(2) ’
g L =log, () log ( l] =), _IOg[ "). Zadanie 13,19,
> ! “lix logx  logy Nastepujgee rownosel sa rownowazne:
g \ log( ] 3(()2 +b+ ) =(a-b)}+(b-c)i+(c-a)l
2 P =log, (,\)') log, [L’J _ IOS(J‘)') 3@ +30P+ 3¢t = - 2ab+ b+ b =2bc+ E+ A -2ca+a
> : x)  logy  logx @+ b+ ¢+ 2ab + 2bc + 2ca= 0
Stad L = P. (@+b+c)=0
5 a+ b+ ¢=0.Ostatma rownos¢ jest prawdziwa zgodnie z zatozeniem.
Zadanie 13.15.
o=logy e e . SO Zadanie 13.20.

log, 12 1+ log,2 Nastgpujace nicrownosci sa rownowazne:
a+alog,2=log,2 PR+ 22+ 27 - Sy +4>0
a=(l-aylog,2 X2 —day + 4+ 27+ - 20) >0
logy 2 = -

(v - 2): 4 2= .\'): > 0. Ostatnia nicrownose jest prawdziwa.

l—a
20 0

a 6a

Stad log, 64 = log, 2° = 6log,2 =6 =

l-a 1-a
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Zadanie 13.21.

Naste¢pujgee nicrownosei sy rownowazne:
S+ —dxy+ e+ 9>0

A7 A+ E 6+ 920

20— 1)+ (x + 3)" 2 0. Ostatnia nieréwnosé jest prawdziwa.
Zadanie 13.22.

3
a=log, 3+ loggm = #+log‘31 = -Iog53+%log53 = %Iog‘.“a

<

S
b =log 3 -log, Y3 = Iog(3—%log<3 =5 loss3

8
—log.3
Zatem — = 2 il
= Z—IOg5 3
Zadanie 13.23.

Km — kn* = (k — m)(k + m).

Jezeli jedna z liczb k, m jest parzysta, to rownicz liczba km jest parzysta,

Jezeli kazda z liczb &, m jest nieparzysta, to liczba k — m jest parzysta.

Stad liczba k*m — km® jest podziclna przez 2.

Jezeli jedna z liczb &, m jest podzielna przez 3, to rowniez liczba km jest podzielna przez 3.

Jezeh kazda z liczb k, m nie podzielna przez 3, 1o liczba k — m lub k + m jest podzielna przez 3.

Stad liczba k'm — km" jest podziclna przez 3.
Zatem liczba kK'm — km’ jest podziclna przez 6.

Zadanie 13.24.

Nastepujace rownosci sa rownowazne:

a-b
Iug;( :

- b
Iogz(u )J = log, Vab

3

J = %(log:a +log, b)

d;/):m

a* - 2ab + b* = 9ab

a + b = 1lah.

Zadanie 13.25.
Nastgpujgce nicrownosci sg rownowazne:
X+a y

+=>2
y+a x

X +ax+ ) +ay > 2y + 2ax

13 Dowodyalgebra - szkice rozwigzars

XJ - 2xy + ‘\‘"‘ ray-av>()
(x —-)'): +aly -x) >0

niewaz (v — y)’ —x)> > : ; (&
Poniewaz (x = y)* >0, (y - v 01.a>0, wige ostatnia nierownosé jest prawdziwa.

Il spos6b

Mozna wykorzystaé nastepujaca wlasnose ulamkow -

o : Y+ :
JezeliO<x<yia=>0, 10 E5.2
y+a y
Witedy wykorzystujae rownicz nicrownosé migdzy Srednia arytmetyczng 1 gecometryczng mamy
x+a y x y ¢y
+“‘—>—»i22 ;\_.lﬁz_
y+a x y y x

Zadanie 13.26.

n5—3n‘—fz+ 19=n(r* — 1) =300 1)+ 16 = (0 3)n— Dt + Do + 1) + 16.
Dla kazdej liczby nicparzystej n kazda 7 liczb (n 3. (m=1), (n+ 1), (n* +

1) jest parzysta.
Stad (7 = 3)01 — 1) + 1)(n* + 1)+ 16 jest podziclne preez 16.

Zadanie 13.27.
a+2a=4b2+4b > @> -4b* +2a-4b =0 (a-2b)(a+2b)+2(a-2b)=0
(a-2b)(a+2b+2)=0

Poniewaz a +2b+2 >0, wigc a - 2b =0, czylia = 2b.

Zadanie 13.28.

n =30t =+ 3= (n=3)(nt =)= (n=3)(n=1)(n+ 1) (0 +1)
Poniewaz n jest hezba meparzysta, wige kazdy z czynnikow: -3, n
parzysta, czyh kazdy z czynnikow jest podziclny przez 2.

Zatem iloczyn (n = 3)(n = 1)(n+ 1)(n* +1) jest podzielny przez 16.

L+ 10"+ 1 jestliczby

Zadanie 13.29.

Nastgpujace nicrownosci sa rownowazne

SxP—6xy +31° =2x-4>0

3(.(2 =2w+y” )'2(\‘ -x=2)>0

3(x-y) +2(x+1)(x-2)>0

Zgodnie z zalozeniem x -2 >0, towniez x+1 >0, czyli 2(x+1)(x - 2)>0.

(x— ,\'): > 0, bo dla kazdej liczby rzeczy wiste) z zachodzi nierownos¢e 220, czyhi3(x—v ): >0.

Ostatnia nicrownosé jest prawdziwa, bo jest suma liczby dodatniej 1 nicujemney.

-
2
<
N
<
S
N
of
T
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Zadanie 13.30.
c=log;18 = log, 18 _2+log,2 __2 :
log, 2 log, 2 log, 2
Stad
2
=c-1
log, 2
2
log;2 =
c-1
Zatem
log;4 =2log,2 = a
c-1

Zadanie 13.31.
c=log,9 = M = 2
° log;2  log,2

Stad

2

log;2 ==

c

Zatem

log; 54 = log, (27-2) = log, 27 + log, 2 = 34+ 2 = 3¢ +2
c

c

Zadanie 13.32.

Trzy kolejne liczby calkowite mozna przedstawi¢ w postaci: 3k — 1, 3k, 3k +1, gdzie k jest
dowolng liczba catkowita. Wtedy

m=(3k =1y +(3k) +(3k +1)’ =
27k% = 27k + 9k =1+ 27k + 27k + 27k + 9k +1=9(9% + 2k)
Poniewaz liczba 9k* + 2k jest liczbg calkowita, wige liczba m jest podzielna przez 9.

Trzy kolejne liczby calkowite niepodzicne przez 4 sa postaci: 4k + 1, 4k + 2, 4k + 3, gdzie k
Jjest dowolng liczbg calkowita. Zatem

m=(4k +1) +(4k +2) + (4k +3)’ =
64Kk + 48K* + 12k + 1+ 64k + 96k + 48k + 8 + 64k" + 144k + 108k +27 =
4(48K% + 72k + 42k +9)

Poniewaz liczba 48k* + 72k% + 42k + 9 jest liczby calkowita, wige liczba m jest podzielna przez 4.

Liczba m jest podzielna przez 4 oraz przez 9, wige jest podzielna przez 36.

Zadanie 13.33.
Wyznaczajgc z pierwszego rownania b = 20 — a — ¢ i podstawiajac do drugiego otrzymujemy
a(20-—a-c)+c(20-a-c)+ca=128

20a - a* —ac +20c — ac — ¢* + ca =128

13. Dowody algebro - szkice rozwiazar

—a +a(20 - ) +20c - ¢ _ g - 0

Rownanic ma rozwigzanie Wiedy 1ty

A=(20~c)" +4(200 - 2 128)
=3¢2 +40c - 112

Iko wtedy, gdy A > 0.
=400 - 40c + ¢ + 80c — 4¢2 - 512 =

=3¢ +40L‘—l|220c>—(3t‘—28)(c—4)<:>:.’6[4 2—8}
T3

Zadanie 13.34,
xt 4yt > ,\‘y(.\': + yl) St -yt o 0 >0e
Bx=p)-p(x-y)>0e (=1)(e-1)>0e
(x-») (¥ +x+3%)50

Zgodnie z zalozeniem x # y, wige (x=y) >0.

Poniewaz dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y zachodzi (x + 3 v} 201 2 v: >0 oraz
J Py e

wyrazenia te sa jednoczesnie rowne zero tylkodla x = y =0, wiec

> 1 Y 3
+xy+yi=lx+-yp| +23250.
34 ( 2,] 4,\

Hloczyn liczb dodatnich (x - _v): i X7+ xp+ »? jest dodatni.

Zadanie 13.35.

Nast¢pujace nierdwnosci sa rownowazne

X 2xp+ i >t wlx )+

(x+ ) (¥ =2+ 3?) (v + ¥) - (=204 37) 20
(x+ )’)(.\‘3 -2+ ) - (¥ -20+ _\'3) 5
(x=»)(x+y-1)>0

Ostatnia nicrownos¢ jest prawdziwa, bo zgodnie z zalozeniem x + vy =120 oraz kwadrat
kazdej liczby rzeczywiste) jest nicujemny.

Zadanie 13.36.

Nast¢pujace nierownosci sy rownowazne
Foxysoiopex sy -t <oe
(x+y)(.\': —xp+ ) -w(x+y)S0e (ve ¥)(x=y) <0

Uwzgledniajac, z¢ v+ v =+ otrzymujemy ¥ = v, czyl x=y=2.
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Zadanie 13.37.

Nastepujace nieréwnosei sg réwnowazne

@ +8 21264 -120+1620 & (a+4)(a-2) 20
a

Ostatnia nieréwnosé jest prawdziwa, bo wyrazenie (a - 2)2 jest nieujemne dla kazdej liczby
rzeczywistej a oraz zgodnie z zalozeniem liczba a + 4 jest dodatnia.

Il sposéb
Wykorzystujac zawiazek migdzy $rednia arytmetyczna a $rednig geometryczng otrzymujemy

a2+ﬁza3+§+§zsx}a2-§-§=3%/§=3-4=12
a a a a a

Zadanie 13.38.
Wykorzystujac nieréwnosé migdzy Srednia arytmetyczng a geometryczng dla liczb dodatnich x, y

X+ %
b, o ’.\j‘. (X-f—)) ny, LZ%

2 2 Xy (.\'+y]'
2

otrzymujemy
Lo,V b1 _d+bta+l _ 3 . 3 ~
2a+b a+2b a+l 1+b (a+1)(1+b) (a+l)(l+b)—(a+|+1+szn
2
B ik
G-
3
Il sposéb

Z zalozen wynika, z¢ a € (0,1)ib=1-a.
Nastepujace nieréwnosci sa rownowazne

1 1 4

$ i

a+b a+2b 3

1 1
+
a+l 2-a
32-a+a+l)z4(a+1)(2-a)
4a* -4a+120
(2a-1) 20

Ostatnia nieréwnos¢ jest prawdziwa dla wszystkich liczb rzeczywistych. m

v

[

2>

W | 4=

14 Dowody geometria - szkice rozwiqzarn

14. Dowody geometria

Zadanie 14.1.

Czworokat CEDF jest kwadratem o bo-

ku x, zatem |CD] = xV/2 .

Trojkaty ABC i DBF s podobne. Stad

a_a-x

b x

ax = ab — bx

ab

a+b

a-

X =

Zatem

b
/5] [P )
o) a+b‘/_

Zadanie 14.2. E
48| = |cH

|BCi = |cd]

B =360°-90° - (180° - ) - 90° = cc.
Zatem trojkaty ABC 1 CFG sa przystajace.
Stad [4C| = |GF.

Zadanie 14.3.

Poniewaz M i O sa srodkami bokow trojkata ABD,
wigc

MQ || AD.

Punkty P, N sa srodkami bokow rojkata ACD, wigce
PN | 4D.

Stad PN || MO.

Zadanie 14.4.
Z twierdzenia cosinusow:

2 o
A oneB= + 2B
b =a*+ ¢ 2accos ff 2accos f=at+ = b

@ =b+ - 2bccos ¢ 2bccos @ =b*+ ¢ —a. " u
Z twierdzenia sinusow:

a b smfi b

na & N1 a
sinag  sinfl sina 4 ,

285
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Zatem Zadanie 14.7.
2 2 g i 3 in cosa o
b‘+c~ a‘ = 2hccosa =bcosa :2..__(:05‘1 =__S|'n/3.___cosa =2E b R a+2a+4a = Ta = 180° o <180 > 25°
a*+c*-b 2accosf acosf a cosff sina cosp cosfi sina 7 s)
)0 O =
cfl- LB da = 22 5 1000, ;
lga  tga
Zatem ABC jest trojkatem rozw artokatnym. Wykorzy- ;
Zadanie 14.5. stujac zwiazek migdzy katem srodkow ym a wpisanym
Osicseriatakials K mamy:
R e i 7 IBSC=2a  LASC=der  <ASB = St > 200°. E
Trojkaty ABP 1 CDP sg podobne. Stad — = —. Zatem kat wypukly '
” ; e B = 360° - 8 = 2(180° — dar) =2 - 3 =
Trojkaty ACD i APM sa podobne. 4S8 = 360 N Sa = 2(180° — da) .3 3a = 6a
b ek d Skad katy: (2, 4ee. 6@) tworzy cigg arytmetyczny
Stad — = =1+—. o roznicy 2.
X ¢ c
Trojkaty BCD 1 BPN sa podobne.
slqdﬁ:ﬂ:|;L_
} ¢ ¢ Zadanie 14.8. .
b b ; A
Zatem — = —, czylix =y,
x y Y ’ // \ G
u/ \/\
\ ¢
N >
Zadanie 14.6. \ / -
[4B| = a. |CD| = b. Wysokos¢ |CE| = 2r. ,/4&” g
a-b
|BE| = —— Kc| |BC DE|-|BC
2 ) Tréjkaty BDE i BCK sa podobne. Stad L |'—|. («cl= u.
Z wlasnosci czworokata opisanego na okregu |DE] |I)B| [)B] g
——" y _a+b E
wynika, ze |BC| = 5" o ey L€ |l_(| L _|GF|-|ac]| q
) Trojkaty AGF 1 ACL sa podobne. Stad — = : |LC| = ——F—.
Trojkat prostokatny BCE |GF| |G| |4G| 2‘,
@Y s o 22} Poniewaz |BC| = |GF i |DE| = |AC{ oraz |DB| = 1G], wige |KC] = |LC1. S
2 2 N
y 2 i) 2 H 0
PR 2ab+b*  a® -2ab+ b —ab. Zadanie 1'4.9. . 4
4 4 Twierdzenie sinusow
/ .
sina = -ZiR smf} = I—)R siny = EL—R
Wiedy i B2 &2
sina +sin? B <sin®y = —+ <—at+bi<e?

4R 4RY 4R
Twicrdzenie cosinusow
¢t =a* +b* = 2abcosy
Zatem

a? + b < a? +b* =2abcosy = 0 < =2abcosy = cosy < 0.
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Zadanie 14.10.

Z cechy podobienstwa trojkatow Ak trojkaty ABE D GO

1 ECF sa podobne.

Zalem 2 -
AE| _|4B] -
|EF| |EC| {/. &

Wykorzystujac. z¢ |EC| = |BE| otrzymujemy
AE| |4B|
|EF|  |BE| \

a
Zatem na podstaw ie cechy bkb wynika, ze trojkaty A B

ABE 1 AEF sq podobne.
Skad [«BAE| = |<EAF|.

Zadanie 14.11.

Niech <BAD = 2a, <ABC =28.

Wiedy <SCB = 90° — x| <SBC = .

Stad <BSC = 180 - (90° — ez + B) = 90° + a« - .
Dalej <QAD =a i <QDA =90° - f.

Zatem <AQD = 180 — (a + 90° - ) =90° — + 8.
Czyli

LBSC+LAOD=90° + & — f+90° —a + B = 180°.
Stad na czworokacie POSR mozna opisaé okrag.

Zadanie 14.12.
Niech 4B = a, |BC| = aq, |CD| = ag?, |DA| = ag®. Wiedy
a+ag’=ag+aq  a(l +¢*)-ag(1 +¢>)=0  a(l +¢?)(1-q)=0.

Stad ¢ = 1, czyli trapez ABCD ma wszystkie boki rownej dlugosci. Zatem jest rombem.

Zadanie 14.13.

<DFE = 180° - 50° = 130° ADFG = 180° - 70° = 110°
<EFG =360° - 130° - 110° = 120° LECG + 4EFG = 60 + 120° = 180°,
Stad na czworokgcie CEFG mozna opisaé okrag.

14. Dowody geometria - szkice rozwigzaon

Zadanie 14.14,

Oznaczenia tak jak na rysunku,

Prosta DE jest rownolegta do 4P,

Z twierdzenia Talesa dla trojkata ACP mamy:

|CE| = |EP|.
Z twierdzenia Talesa dla trojkata BDE mamy:
|BP| = |EP|.

Zatem punkty P i [ podziclity bok BC na trzy réwne

czgsci.

Stad [CPI = %u.

Zadanie 14.15.

|', —B

Niech <BAD =2, <ABC =28.

Wtedy <4SD = 180° —«z — (90° — ) = 90°.

Analogicznie <BSC = 180° - 8 — (90° - ) = 90°.

Zatem trojkaty ASD 1 BSC sa prostokatne.

Z twierdzenia o wysokosci w tréjkacie prostokatnym mamy:
IsPf: = |4P| - [DPL, IsQF =80} - |cO).

Poniewaz SP| = ri [SQ| = r, wige 4P| - |DP| = |BQ)| - |CQ).

N

Zadanie 14.16.

Oznaczenia takie jak na rysunku. D

Wykorzystujemy twierdzenie o odcinkach
stycznych do okregu. z
Trojkat DMN, DAB sa podobne.

Zatem

y _y+z 3
X+r  y+r 4

Vryr=xy+xz+yr+r: 1
V=xy+xztrzn(l)

Tréjkat NSF, DAB sy podobne.

Stad

i xy+txr=3-22(2)
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Dodajac stronami (1) i (2) mamy:
VHxy+xr=y —Z4ap+xz+oz
xr=-2+xz+rz

Xr—xz=rz-2z*

x(r-z)=z(r-:z).

Poniewaz z > r, wige x = z. Stad [4D| = |MM.

Zadanie 14.17.

Punkt M jest punktem przecigeia przekatnych kwadratu ABCD.
Punkt M jest srodkiem przekatnej BD.
Punkt £ jest punktem przecigeia przekatnych przekroju BDHFE.

i G " A F
5 K
E
W o P
D= 7] B
Poniewaz BDHF jest prostokatem, wige punkt £ jest srodkiem BH.
Punkty K'i M sg Srodkami bokow tréjkata BDFE.
Stad punkt P jest srodkiem odcinka BE.
Zatem |BP| = l|BH|. |PH| = E|BH|.
4 4
l BH
qleA gl o
|PH| §|BH| 3
4
Zadanie 14.18.
Oznaczenia tak jak na rysunku. £

<CAD = 30°. Trojkat ACE jest polowg
trojkata rownobocznego, czyli

q 1
|CE| = 2c] = |cF|.

Trojkaty CDE i BCF sa przystajace, bo
maja te same katy i |CE| = |CH.

Stad |CD| = |CBI. czyli trojkat BCD jest
rownoramienny, a poniewaz kat wierz-
chotkowy < BCD = 60°, wigc jest rownoboczny.

14. Dowody geometria - szkice rozwiazan

Il sposéb
Z twierdzenia sinusow dla ACD mamy:
c b ¢ b
30 simas 1o b=y
2

Twierdzenie cosinusow dla trojkatow ABD i BCD.
a® +2¢* = 2ac\2 c0s45° = 42 4 2
t—ac=0 cc-a)=0 c=aq.

Zatem trojkat BCD jest rownoramienny,
jest réwnoboczny.,

- 2accos 60° ¢ -2ac=-ac

a poniewaz kat wierzchotkowy < BCD = 60°, wige

Zadanie 14.19.
Wykorzystujac wzér na pole trojkata otrzymujemy:

| [
Eacsmﬂ = Euesmg + l('csinﬁ—

Zacsingcosg = uesing + cesin B

B 2accos lj
2accos = =e(a +c) e=— =
2 a+c
Zadanie 14.20.
Pétproste AD i BE sa dwusiccznymi.
Stad

<ESD = <ASB = 180° —%(a +B)= 1x0°—%(27) =180°-7.

Zatem <{ESD + <DCE = 180°, czyli na czworokacie DCES
mozna opisac okrag.

Zadanie 14.21.

<INKL = 180° — (90° — @) = 90° + cx.

<SLMN = 180° - (90° —y) - (90° =) =y + 3.

<INKL + <NMN =90° + ¢« +y + #=90°+90° = 180°.

Z tego wynika, ze na czworokacic KLAMN mozna opisa¢
okrag.
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Zadanie 14.22.
Niech |4B| = ¢,|4C| = b.|BC| = a,|<4BC| = B. Wiedy [<BAC| = 2.

Wykorzystujac twicerdzenie sinusow otrzymujemy:
a b

sin2f sinf

a=2bcos f3.

WyKorzystujge twierdzenie cosinusow otrzymujemy:
@ =b*+ - 2bcos2

b*=a + - 2acos f.

Odeymujac stronami mamy:

a - b*= b~ a* + 2accos f - 2bccos2f

2(a* ~ b*) = 2¢ (acos § — beos2f)

a — b* = c(acos 8 ~bcos2fB) = ¢(2bcos’f — b(2cos’B - 1)) = cb.

Zadanie 14.23.

D — srodek AB.

Niech [4M| = |CN| = a, |CM| = |BN| = b, |4S| = ¢,
|DS| =d, |DT| = e, |BT| = .

Z twierdzenia Talesa

a ¢ a e a a
—=——=—Swdc==-d,¢e=—-f.
pap sy ade=ydie=yS
Jednoczesnie ¢ +d = ¢+ f, wige

a a
—d+d==-f+f.
b N b f+r

Zatem [% + IJd = (!ﬁ + 1)_/, coylid=/.
)
IST|=d+e=e+f=|BD|= %Lw].

Il sposéb

Mozna tez wykorzysta¢ przystawanie trojkatow
BNT i CMT, (rysunck obok).

Trojkaty sa przystajace na podstawic cechy kbk.
[s7|= o) + 7| = cT;|  IpT] =

=|1B| +|DT| = |DB| = %Ma!.

14. Dowody geometria - szkice rozwigzah

Zadanie 14.24.

Niech [<BAD| = 2a, [44B(] - g, [<BCD| = 29, 2
- |ADC| =6, |<UEC| = ¢,

g S.;;_ Z czworokata ABCE mamy réwnosé:
at+fryte=360°

- Z czworokgta AECD mamy réwnosc:
@ +360° ¢y =360,

- Odejmujac stronami otrzymujemy

L BHe-360°+e-0=0°,

~ Stad -0 + 2¢ = 360°.

~ Zadanie 14.25.

,@Punkt E jest punktem stycznosci K1 7 okregiem,
- CD jest wysokoscia w trojkacie ABC, natomiast CE
jest wysokoscig w trojkacie KLC.
- Tréjkaty ABC i KLC sa podobny, Skala podobicn-
stwa wynosi 3.

: Zatem
4 [co| = 3|cE|
|CE|+ r = 3|CE|
ce| =L+
2

E 7 podobicristwa tréjkatow ADM i MDC lub z twierdzenia o wysokosci w trgjkacie prostokat-
nym ADC otrzymujemy
[aM|-|Mcl =2 (1)

~ Z twierdzenia Pitagorasa dla trojkata MDC otrzymujemy

IMC|2 +r2= [r + %r)'

|mcl = %ﬁ (2)

Dzielimy stronami (1) 1(2)
[aM||Mmc| 2

M 5,
4
| _a
|Mc| s
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Zadanie 14.26.

Z |4ADB| = |£ACB| = a wynika, ze czworokat
ABCD jest wpisany w okrag.

Zatem katy BAC i BDC oparte s na tym samym
tuku, wige 8 =y.

"
- wspolng wysokos¢, wige
Piec _ |4£] o 4|Br| _4 A D 3 F B
P |EB3[BF 3
anie 14.27. 4

Zéd e14.2 Puc == Pyr =—=-95=12§
Niech [BC|=a, [AC|=b. |4B|=c, |<CAB|=a, 3
’KABC| = f. Trojkaty ADG i AEC sa podobne, skala podobienstwa wynosi —.

- Stad
Witedy ; 1
tga+igf=2+0 T8 & Pppy 1 1 fiava =3+ Faec = 4128 =38

b a ab ab 2P, 2f.,,(- 2k
P, .
\EDB Zadanie 14.30.

-~ Niech |4B|=a, |CD|= b, |4D| = |BC|=c.
Zadanie 14.28. Z zalozen wynika, z¢ . <
Niech bok trajkgta ABC ma dlugosé 9a. Wiedy {" bt ;‘ - 2

+b=2c )
|BD| = |AE| = 3a oraz |AD| = |CE| = 6a. £ P ﬁ
¢

Poprowadzmy prosta réwnolegla do CD przecho- A ] S‘
dzgea przez punkt £, ktéra przecina bok AB w pun- €= 1 ;
keie F (patrz rysunek). ! N
Z twicrdzenia Talesa dla trojkata ADC wynika, ze a+ b= = 8
|AF|=2ai |FD| = 4a. -

Nicch |BP| = 3d.

Z twierdzenia Talesa dla trojkata BEF wynika, ze

|EP| = 4d

Niech x oznacza pole trojkata BPD.
Bedziemy korzysta¢ z twierdzenia:

14 Dowody geometria - szkice rozwigzan

Zatem pole trojkata ABE jest réwne 7x.

Jezeli zastosujemy powyzsze twierdzenie dla trojkatow ABE oraz BCE, to otrzymamy pole troj-

kata BCE, ktore jest rowne 14y,
Zatem pole trojkata ABC jest rowne 21x.

- Zadanie 14.29.

Trojkaty BCE i BHF s podobne, ska- C
la podobienstwa wynosi 3.

Stad Pyep = 9Py =9S.

Poniewaz trojkaty AEC i BCE majg

Twierdzenie sinusow dla tréjkata ABC

L4
" P —— 2 I-d I-d

l-d

R=—— = =8 - = F = =
2sina 5 B 2y [p gl “"’:‘[ij. g 16d* 1 2i6d* -1
d < 1 4

>

295

Stosunck pol trjkqtow o wspélnej wysokosci jest rowny stosunkowi ich podstaw.,

Na podstawie cytowanego twierdzenia pole trojkata EDP wynosi %.\r, czyli pole trojkata BED
< " 7 . . .

Jjestrowne g.r. Jeszeze raz wykorzystujac powyzsze twierdzenic, tym razem do trojkatow BED

i ADE, otrzymujemy pole trojkata ADE, ktére Wynosi %x‘
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14. Dowody geometria - szkice rozwigzari 297

Zadanie 14.31.
2a + 2B =180° = a + B = 90° = |<CSB| = 90°

Zadanie 14.33.

Twierdzenie Talesa dla trojkata ABD
x _|po|

z+y |08

Z cechy podobienstwa kat-kat wynika, ze trojkaty
BPS 1 BSC sa podobne.

Z twierdzenia o wysokosei w trojkacic prostokat-
nym otrzymujemy
22=p(5-p)ep-5p+ra=0c

< p=4lubp =1

Podobienstwo trojkatow ABO i CHO
|| _|co|
08| ~ [0

Zatem ()\T)('f
p=4 Twierdzenic Talesa dla trojka- AR
ta ABC . N
[BS|=V16+4 =25 col 4 |
Skala podobienstwa trojkatow BPS i BSC = { x = |0—A| \“‘
plBSl 5 5 ; '\B'
IBPI 4 2 Stqd A x R - " y B
R ok i), ox+ur=yriyoxt-Pix-yp=0c
Zadanie 14.32. z+y z+x < = :

Niech r oznacza promien okregu opisanego na trojkacie (x L y)(x +y+ z) =0 x=y
CDP oraz |DC| = a. Wiedy r +3 jest promieniem okre-
gu opisancgo na trojkacie ABP i [AB| = a+2.

Twierdzenie sinusow

Zadanie 14.34
2y + |<KPM| =180° = 2y =a + 8

a

=2
sina a+2

a l80’—(~a~y]
gy = = +6 =
= 2(:' +3)

2B + |<KPM| =180° = 2B =a +y

sina sina

sina b
180°—(a +y)

g ’ 1 o ; .
a+2=a+6sina = sina = 3 Odejmujgc stronami otrzymujemy

2y -2p=P-y=>y7=p

Podstawiajac do pierwszej rownosci otrzymu-
jemy y = a , czyli trojkat ABC jest rownobocz-
ny.

>
Poniewaz 0° < a < 90°, wige cosa = vl —sin®a = —2%

Twierdzenie cosinusow
lcof’ =|cP® +|pP[* -2|CP|-|DP|- cosa

:_4\/5

B

lcof = |cP{* +|pP

-|cP|-|pP|
Zadanie 14.35. 4
Tréjkat ABD jest polowa tréjkata y
réwnobocznego, wice [BD| = 23,
Odcinek NE jest prostopadly do BC.
Niech [BE| = x.

Tréjkat BEN tez jest polowa trojka-
BN|=2x, o

Stad teza.

ta rownobocznego, wige
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14. Dowody geometria - szkice rozwigzarn 299
|EN|=x+3. Zadanie 14.37.
Katy wicrzchotkowe ASD i BSC maia rown
Trojkat ELN jest trojkatem prostokatnym réwnoramiennym, wige |EL|=""/§' |4s| |Bs e
- miary oraz —— =" wiec troi

Faorn : y |DS| ICSl » Wige trojkaty ASD

x+xd3=1 i BSC sg podobne (cecha bkb). Zatem

Stad

[£DAC| = = p = | DBC| (zobacz rysunek),

a to dowodzi, ze punkty 4, B, C, D leza na
jednym okregu. m

a1 _afi=l
’ \/§+l 2

IND| =243 -2x=2{3-(V3-1)=\3+1

Il sposéb
Tak jak poprzednio wykorzystujac, ze trojkat ABD jest polowa tréjkata réwnobocznego otrzy-
mujemy |BD|=2V3 .

Dlugos¢ odcinka BN obliczymy, wyznaczajac na dwa sposoby pole trojkata BLK.
1 | - Zadanie 14.38.
Py ==|BL|-|BK|== . .
2 2 ~ Dwusicczna ABC przecina bok AC
W punkcie D.

Oznaczenia |BC| = a, |AC| = b,

Zatem |4B| = ¢, |DC| = x.
J3+1 1 Tréjkaty ABC i BCD sa podobne (cecha
~——|BN|== :
4 2 kk), wigc
2 b _a
BN|= =v3-1 e TS m=a
|BN| N =>bx=da* (1)

. a X

IDN|=243-(V3-1)=3+1

- Z twierdzenia o dwusiecznej otrzymu-
- jemy
b-x ¢
=—obhi-ax=cx=>x(a+c)=ba=x=
x a a+c
Podstawiajac do (1) otrzymujemy

Zadanie 14.36.
Niech [BP|=a.

Wykorzystujac twierdzenie o odeinkach stycznych i zalozenia otrzymujemy: E ) ba T SR N te _ a(a+c)=a*+ac m
|4C| = |4Q|-|CQ| = 5-|BP| - |CD| = 5a - 2-|BD| = 5a - 2-|BP| = 5a - 2a = 3a g otc 4
|BC| = |BD|+|CD| = |BP|+2:|BD| = a+2-|BP| = a+2a=3a 1l sposéb

Zatem |AC| =|CB

S S 3 . . k 1a: = =b, |AB|=c.
. czyli trojkat jest réwnoramienny. 3 Oznaczenia: |BC| = a, |4 |48]

- Twierdzenie cosinusow
B = +a? - 2cacos2a (1)
B s

~ Twierdzenie sinusow
- ¢ a asin3a
— = — D (=——
~ sin(I180°-3a) sina sina

~ a(sinacos2a + cosa sin2a)

sina
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a(cos2a +2cos’a) =

a(cosla +2cos’a — 1+ l) =

a(2cos2a +1) = 2acos2a +a

Stad

¢—a=2acos2a = 2cacos2a = c(c —a)
Podstawiajac do (1) otrzymujemy

b*=ct+a’-c(c-a)=c*+a* - +ca=a’+ac ®
Zadanie 14.39.
Oznaczenia takie jak na rysunku.

Z wlasnosci trapezu réwnoramicnnego opisanego na okre-
gu oraz twierdzenia Pitagorasa otrzymujemy

() -

~

Pole trapezu

J : Jla=b) +4ab Jaab
P=”—:b-h= (a:b) o (a ;+ b = tab.JE:ab -

W dowodzie wykorzystalismy zalozenie, ze a > b, czyli (a— b)2 > 0.

15. Granice. Pochodna

Zadanie 15.1.
Dla a # -4
44a20
limg(x) = lim .l granica nie istnicje
x2 2 g
o
Dla a = -4
x? -

lin}g(x): lim % lim(x+2)=4

x—2 x — x-»2

g(2)=»h
Odp. Funkcja g jest ciagla w punkcic x = 2.dla a = -4 i b =4.

15. Granice. Pochodna - szkice rozwigzar

Zadanie 15.2.
lim /(x) = lim X = D(x=2) - x(x-1)(x-2)
x—1 = x2 - 3x+2
=1

', Zatem w punkeie x = 1 funkcja fjest ciagla.
Hx=1)(x=2)

lim /(x) = lim- =iy =
By <2

F2)=3

- Zatem w punkcie x =2 funkcja /nie jest ciggta.

=limx =1

Zadanie 15.3.
a) f'(0)=0
Zatem wspotezynnik kierunkowy prostej wynosi @ = 0.

Roéwnanie stycznej y = %

b | x (-3.0) 0 (0.3) 3 (3.4)
(x) - 0 - 0 +
] [T N | —

Funkcja / osiaga minimum dla argumentu 3 i wynosi one f(3) = -1.
¢) W przedziale (-3, 4) warto¢ funkeji /(3) =~1 jest to jednoczesnic wartos¢ naj-

mniejsza, czyli —1 jest wartoscia najmnicjsza.

Zadanie 15.4.

W(x)=a(x-1)(x+2)

w'(x) = 2a(x~1)(x +2) +a(x =1)°

18 = W'(~2) = 2a(-2 - 1)(-2+2) +a(-2-1) D a=2

Wzor wielomianu W (x)=2(x - 1 (x+2)

~ Wspélezynnik kierunkowy styeznej a = w'(3)=4(3-1)(3+2)+2(3- 1 =40+8=48
Punkt stycznosci

W(3)=2(3-1) (3+2)=40, 4=(3.40)

Réwnanie styczncj
p=48(x —3)+40 = 48x -~ 104

301
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Zadanie 15.5.
a) Funkeja f jest malejaca w przedziatach: (-, — 4), (0, 4).
b)

x o |(—e -4)] 4 (-4.0) 0 (0.4) 4

S'(x) - 0 + 0 = 0

Minimum
lokalne

(%) \ / Mﬁ)k;;rtlzm \

Minimum
lokalne

Maksimum lokalne jest dla argumentu 0.
¢) Rownanie styeznej v = f'(1)(x=1)+2==2(x-1)+2=-2x+4

Zadanie 15.6.

Umiescimy dane w tabeli

x [ -8[(-8-3)| -3 [(3-2)|-2|(-2-1)| -1

f'(x) - 0 + 0

=) 1
f(x) ] o \ Min / 0 / Max \
lokalne lokalne
Wykorzystujae informacjg, ze funkcja jest nieparzysta otrzymujemy
x 0 (0.1) 1 (L2) |2 (23) 3 (3, 8) 8
-1 %
I o [ [Minto-|_—T 0| _—] Ma o
kalne lokalne

19 =

I
,Wz U 34
2 +

5 6

Zadanie 15.7.

x (==, =1) | -1 (-.2) 2

S'(x) (+) 0 (-) 0

)

S(x) = 1

W przedziale (2, 3) poprawny znak pochodnej (+).

Dane nie pozwalaja stwierdzi¢ ile ma micjsc zerowych funkcja,

303

15. Granice. Pochodna - szkice rozwigzan

W przedziale (—o0, —1) moze micé jedno miejsce zerowe ( lim f(x)< 0) lub nie mie¢ micjse

Y——x

zerowych ( lim /(x)> 0).
W przedziale (-1, 2) ma jedno miejsce zerowe.

W przedziale (2, 3) ma jedno micjsce zerowe.
5 )
W przedziale (3, + ) moze mieé jedno miejsce zerowe ( lim f(x)< 0) lub nie mie¢ migjsc
- zerowych ( lim f(x)> 0).

5 e

Zadanie 15.8.

. 2x(x—4)-x* 2 _gy
- ()= o
E‘{. () (x-4) (x-4)y

A 122-8-12 48 3
e

82 64 4

Blw

Odp. f'(12) =

Zadanie 15.9.

f(x) =4

P4 =4 x=1

jr Punkt stycznosci 4 = (1,1).

Réwnanie stycznej y = 4(x—1)+1.

Zadanie 15.10.

() = 32 - 4x 3¢ -dr=4 3 -4x-4=0
2 . 4-8 2 4+8
"’. A=16+16-3=64 \'|=—6—=—5 \::-'—‘6 =2
B2 & ... f2)=8-8+1=1.
3 27 9 27
; ) ) 2) 5, 67
Rownanie stycznej: v =4 .\+§ 3 37

5 Réwnanie stycznej: v =4(x-2) + 1 =4x=7.
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Zadanie 15.11.
Py < ) -GN 2 e1-20 420 4254l

(x? +1)’ (x* +1)° (2 +1)°
) . S

(1+ l)‘ 2

Rownanie stycznej y = ! x— l
LT
Zadanie 15.12.

.3 ; V3 1
a=1g30 =—3— a=y'(x,). 2\/_,\' =T x,,:Z. Yo =
Od 1’=(l.£—lJ

6 36
Zadanie 15.13.
y=4x+1.
a=)'(10) = 41.

Zatem styczna ma rownanie:
y=41(x - 10)+ 2429 = 41x + 2019.
QOdp. b =2019.

Il sposéb
Mozna wyznaczy¢ wspolezynnik b bez wykorzystywania pochodne;j.

!&

36

Roéwnanie prostej przechodzacej przez punkt P = (10, 2429) jest nast¢pujace:

y=al(x—10)+ 2429 = ax — 10a + 2429.
Zatem
b =2429 - 10a.

Prosta o rownaniu y = av — 10a + 2429 jest styczna do paraboli o rownaniu y = 2x? + x + 2219

wiedy, gdy ukiad rownan
v =ax—10a + 2429
y=2x>+x+2219

ma JCan rozw lqzame

Tak jest wiedy. gdy rownanie ax — 10a + 2429 = 2. + x + 2219 ma jedno rozwlqznle

Przeksztalcajge ostatnie rownanie otrzymujemy

23 +(1 —a)yx + 10a-210=0.

Rownanie to ma jedno rozwiazanie wiedy, gdy A = 0.
A=(1—a)’—80a+ 1680 = a* — 82a+ 1681 = (a—41)".
Zatema=411h=2429 - 410 =2019.

15. Granice. Pochodna - szkice rozwiqzar 305
Zadanie 15.14,
25x2 -9) . - (2522 24 2) 2
S0 -BED)-(50 -9 (2 0] _soe (e 00)- (@50 -0)2c_1ise
(x*+2) (x+2) C(we2)
f(10) = ._’ = ”ﬂ == ﬁ

- Zadanie 15.15.
Pochodna funkeji /
S(x)= 3 -y -k 2x3—k

2

x*

Niech punkt P = (xo,yo) bedzie punktem stycznoéci prostej o rownaniu y = —x z wykresem
funkcji /

Wtedy
Xy +k
Yo==—
X
Yo ==X
2x; -k
ol
X0
Stad
xg+k=-x}
2 —k=-x?
Dodajac stronami otrzymujemy
3y =-2x2

. x . 2 . 2
Zatem uwzgl¢dniajac, ze x, # 0 otrzymujemy x, = -5 czyli P = (-5 J
~ Zréwnania x] + k = —x3 otrzymujemy

2 3
! 2Y 2 4 8 4
k T _xg _’Ys =_(—§] —(—EJ - —6+2_7:—E

Parametr A mozna tez wyznaczy¢ z rownania 2x3 — k = —x;. Wiedy

993 12 =2 2) 21——E+i——-—4—
f-20+5 =23 *\73) Ty
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306 Matematyka. Zbiér zodor maturalnych. Lata 2002-2024. Poziom rozszerzony
Zadanie 15.16.
Pochodna
£'(x) (-": ) 3)' (x-1)- (-": + 3) (x- ')' 2 -2x-x2-3 _ x2-2x-3
X = - = - =
| () G- ()
9+6-3 3
"(=3) = =2
4 ( ) 16 4

Roéwnanie stycznej

_|-=§(.r+3)—3=—:ix—E
3 33

Zadanie 15.17.

) = 3(x+1)-3x 3

(x+ l)2 (v+ l):
S'(x)>0 e xe (-0 1) U (=1, +2)

W przedziale (-1, +=) pochodna funkgji jest dodatnia, wige funkcja jest rosnaca.

Zadanie 15.18.
8-3 5
f(4)=4+2+4log;4_g—8<0
1) 1=3 14
’/[5]=l +4log!§~—g+4>0
;-1-2 2

s o 1
Funkcja f jest ciggla wige dla pewnej liczby x, € (—7-, 4] mamy f(xo) =03

Zadanie 15.19.
S(x)=4x" +4-(2x + 1)3 = 4(~"’ +(2x+ |)3) =

4(x+2x+ l)(x2 —x(2x+ 1)+ (2x + I)z) =4(3x +1)(3x? +3x +1)
S(x)=0=x= —31
S(x)>0= x> —%

f’(.r)<0c3.r<—%

x'(1r) : 0 +

Minimum
x(r) \ lokalne /

307

15. Gronice Pochodna - szkice rozwigzar

Minimum jest wartoscia najmniejsza i wynosi
e ek
3 81 2 81 54

Odp. Najmniejsza wartos¢ funkgji wynosi %

Zadanie 15.20.

Nicch

h(x)=f(x)-5=x0-2x'-x-4

h(0)= -4 <0

h(2)=64-32-8-4=20>0

Funkcja / jest ciggla, wige dla pewnej liczby /1(x,) = 0 mamy /h(x,)=0.
Wtedy f(x,)=h(x,)+5=5.

Zadanie 15.21.
Niech
f(x)=x'=7x* +9x? +8x-2

f(-1)=1+7+9-8-2=7

S()=1-7+9+8-2=9
Funkcja /jest ciagla, wige dla pewngj liczby x, € (=1, 0) mamy f(x) = 0 oraz dla pewnej

liczby x, € (0, 1) mamy /(x,)=0.

~ Zadanie15.22.

BY 22X 33 -2r =3¢ +6r+24 0 —8x=24 & x=-3
x“+2x+8
Punkt stycznosci P =(-3.3).

(33 ~20) (" + 20+8)~(3v° - 2x)(+* + 20+8)

S(x)= (,\': + 2x+8)2 .
(6x-2)(x +2v+8) (3" -2v)(2¢+2) 8 +48x-16 _ 8(x* +6v-2)
(7 +2048) (¢ +2v+8) (¥ +2048)
8(-11) 8
S(-3)= (“.- )='ﬁ
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Zadanie 15.23.1.
g1 = (34 < (37 =

: 2.2 log,3-log, 2
2:-log,V27-log,2 _2-log, 3 log,2 2", 108:3-log, Ty ision 25
= i - 2 3
3 3

s

1
log, 2

Stad

-log,2=1

gler 4

2'10&\/2740&2‘\-3_6\——r‘+w3—6\‘
3 ' S A

Zadanie 15.23.2.

S(x)=x* 5 =6x, xe (0, +x)
f'(x)=4x"+2x-6=2(x-1)(2x* +2x+3)
S(x)=0e =1

Uwzglgdniajac, ze x < (0, +x)

S'(x)>0= xe(l+x)
f'(x)<0e=xe(0,1)

x (0.1) 1 (1, +)

/(%) - 0 +

Minimum
/() \ lokalne /
W przedziale (0, + ) jest to warto$¢ najmniejsza i wynosi f(1)=-4

Odp. /(1)=-4.

Il sposéb

Mozna uzasadni¢, ze (—4) jest najmnicjsza warto$cia funkcji fnie wykorzystujac pochodnych.

S(x)=x'+x"=6x=x* -2 +1+3x° —6x+3-4= (x: - l): +3(x-1) -4
Dla kazdej liczby rzeczywistej x zachodzg nieréwnosci
(¥ -1) 20

3(x-1)"20

15. Granice. Pochodna - szkice rozwiqzan

Zatem f(x)=-4.

Jednoczesnie f(1)=-4, wige (—4) jest najmniejsza wartoscia funkcji /.

Zadanie 15.24.

2x3—4x2+9x=18c>2x3(.\'—2)+9(.\f—2)=0@(_(—2)(2.(2+9)=0c:.\':2

Punkt stycznosci P =(2,18).
JS'(x) =6x2 =8x+9
f(2)=24-16+9=17
Roéwnanie stycznej
y=17(x-2)+18=17x-16

Zadanie 15.25.
12
lim . _8, = lim (x=2)(x+ ,2x+ 4) = lim xt e = -0
= (x=2) e (x=2) = x=3
I3
o
Zadanie 15.26.
22-3.242
f(2)= T‘L =

Punkt stycznoscei P = (2, 2).

(¥ -3x+ _7_)' = (=34 2)(x)

I'(x)= : -

X

X% X2

~(x-3) - -1 1

- |
23 x2 -9 o (x-3)(x+3) = x+3 6
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310 Matematyka. Zbiér zadar maturalnych. Lata 2002-2024. Poziom rozszerzony
Zadanie 15.28.
2x+1
5=—4<:>5.r~20=2x+|c>3.\'=ZIC>.\'=7
x-

Punkt stycznosei P = (7. 5).

() o X)) - (x=4) - 2+ 1) (x - 4) _2x-8-2-1__ -9
%) (x-4) (x-4)y (x-4)
f(7) = %9 =-1

Roéwnanie stycznej
y=-l(x-7)+5=-x+12

16. Optymalizacja

Zadanie 16.1.

Poniewaz V = zr*h = 250 , wiee h =

=

P =2rr? +2nrh = 2ar® + 2nr - ﬂ=2 ("+@J
,

€ (0. +or)

%
Niech f(r)=r*+ 20
=

2(r* - 125
F(ry=2r- 20 2(r : )
I' ! g
f(r)=0er=5

(
f(r)>0e=re(s, +m)
S'(r)<0<re(0,5)

r (0,5) 5

(5, +=)

S'(r) - 0

Minimum
A B g P

W przedziale (0, + =) jest to warto$¢ najmniejsza.

Odp. r=5.

16. Optymalizacja - szkice rozwigzon

Zadanie 16.2.
Niech » oznacza réznicg ciggu arytmetycznego. Wtedy
aq=1-50r, ay=1-2r, ay=1-r,
7(r) = aay _(1-50r)(1-2r) _ 10072 - 527 +1
dg, I-r l=r

re(-=.1)

; (2007 —52)(1=r) + 10002 =527 + 1 _ —100r% + 2007 - 51
- !

(1-r) (1-r)
S'(r) =0 =100/ +200r - 51 =0
A = 40000 ~ 20400 = 19600

r _ —200-140 17
ST 0 100
-200+140 3
6=*=—<]
=200 10

f(r)=0or= 2
IO
3
0 e
f )>0=re (0 ]
3
0 G
"(r) < <:>le( 0)

i Minimum lo-
r) \ kalne /

3 Dl s
(-

Odp. Najmnicjsza wartos¢ wynosi —8.

3n
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Matematyka. Zbiér zodari maturolnych. Lata 2002-2024. Poziom rozszerzony

Zadanie 16.3.
Réwnanie powyzsze ma pierwiastki rzeczywiste wiedy i tylko wtedy, gdy wyréznik A > 0.

A=(m-5) - 4(:}13 +m o+ %) = =3m? — 14m + 24 = (=3m + 4)(m + 6)
; ; S : 4
Zatem rownanie ma pierwiastki rzeczywiste wtedy, gdy m € (-6, 3/

. 1 1Y , B
Zauwazmy jeszceze, ze dla m = —% wspotezynnik m* + m + i (m + E) =0, wigc jeden
z pierwiastkow rownanie jest rowny 0.
Film) A o DR

V. i 1
A Y R
4

P, <o 4
Dziedzing funkeji jest suma przedzialow D = <-6, - l) u(—l, —>.

—l[m:+1n+ !)_(5_",)(2,"+1) ,,,2_10,,,_2
' 4 4
S'(m)= = v
m+ —
[ ZJ

(=3
m+—
2

5
S'(m)=0 m* —10m - .Tl =0

A=100+21=121

S(m)>0 me(—6. —%J

1 4
! <0 -, =
S'(m) me( s 3]

Funkgja f jest ciagla w dziedzinie oraz

SETIE

o]
|
| =
W
, R

S'(m) - x -
S(m) / X \
5+6 4

16. Optymalizacja - szkice rozwigzari

4
/2)- i T
Odp. Stosunck sumy pierwiastkow rzeczywistych réwnania do ich iloczynu przyjmuje warto$é
najmniejsza dla m = -6 i wartosé¢ najmnicjsza wynosi i

Zadanie 16.4.

Niech x oznacza dtugos¢ krawedzi podstawy graniastostupa, /1 wysokosé graniastostupa.
Wtedy

3
h

2=
4
- 58
3%2

Pole powierzchni catkowitej graniastostupa

2 2
P=2-ﬂ+3xh=#+%=£(x2+l—6)
X

4 2

X

"~ Niech
, 16
f(x)=xt+—.x (0, +0)
x

Wtedy
16 2(x-8)
()= dx=—mm i 1
S (x) ' A X2

f(x)=0ex=2
f(x)>0e= xe(2, +»)

f'(x) <0 xe(0.2)

x (0.2) 2 (2. +)

re | - : -
Minimum
/(x) \ lokalne

W przedziale (0, +0) jest to warto$¢ najmniejsza i wynosi

f(2)=4+8=12

; ‘ 23
Odp. Dugos¢ krawgdzi podstawy wynosi 2 m, wysokos¢ 5 m.

313
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Matematyko. Zbi6r zadan maturolnych. Lata 2002-2024. Poziom rozszerzony

Il sposéb

L 16
Mozna uzasadnié, 7e 12 jest najmnicjsza wartoscia funkeji f(x) = x% + <’ dla x (0, +)

nie odwolujac sie do pochodnych. Wystarczy wykorzysta¢ nierownos¢ migdzy srednig aryt-
metyczng a Srednia geometryczng.

.\‘:+—l-6—=,\’:+§+§23-’.\‘2- -§:3-\1/6_4=3-4=|2
x X X X

Jednoczesnie f(2) =12, wige 12 jest najmnicjsza wartosciy lunkeji /w przedziale (0, + ).

Zadanie 16.5.
3m
x=
mx-y=2 y=nx-2 m2+1
= = . ..meR

X+my=m x4 m(mx=2)=m m* -2

) i

m? o+ 1

2 . )
sk )= m? +3m-2

m’ 41

F(m)= (2m +3)(m* +1) = 2m(m* +3m=2) 3> + 6m +3 —3(('" 1) ’)
(m* + l)2 (m* + 1)2 (m? + 1)

f(m)=0(m=1) =2 m=1+2lubm=1-2

j"(m)>0a(m—l)l-—2<()c:>me(l—\/§.l+\/§)

f'(m)<0c>me(—'x.l—\/i)u(l+\/5‘ +'£)

m | (2.1+42) 1+v2 | (1+42,4)
J'(m) i . B
Maksimum
S (m) / lokalne \
Wartos¢ najmniejsza funkeji jest rowna /(2) lub /(4).
4+6-2 8§

2)=——==-=1,6
1) 5 5
. 16+12-2 26
4)= ——— <1,6
/() 17 T
L - ; 26
Najmniejszg wartodcig sumy x + v jest /(4) = TR

16. Optymalizacja - szkice rozwiqzari
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Zadanie 16.6.
P=l—%x—%(l—2_\‘)—%2.\'(l —.\‘)=l~—;-,\'—%+,\’—x+x3

1 1 .
pP=2x? _;x+5,gdzw .re[O.%].

P=mindla.\'=——b=l.
2a 4

Mozna tez tak:

P= xz—lt+—=[ —l)
2 4

X

4

ml\'
v
cxl\’

Rownos¢ zachodzi dla v =

& Zadanie167.
~ Niech C(x, x + 1). Wiedy

[ACP = (- 1)+ (x=4y  [BCR=(x-9)+ (x-2)?

JACPH B = =20+ 107 - 8x+ 16+ 07— 8¢+ 81 + 07 —dx + 4
[ACP + |BCP = 4x® = 32¢ + 102 = 4(x* — 8x + 16) + 38 = d(x — 4) + 38.

Wartos¢ najmniejsza dla x = 4.

B odp.c=(4.9).

~ Zadanie 16.8.

a — dhugos¢ krawedzi podstawy, b — dlugosé¢ krawedzi boczney.
12a+6b=24, b=4-2a.

Pole powierzchni bocznej: P =6a - (4 —2a)=-8a(a—2),a € (0, 2)
~ Pole jest maksymalne dlaa = 1.

Odp.a=1,b=2.

~ Zadanie169.

P= 4-3 2. l-%- (7—\)—1 ((2-x)=

gdzie v € (0,2

P=mindla.\'=_—b=l=l.
2a 1
3
Pmm=3.

Mozna tez tak:

P=%x3—,\‘+2=%(.\'—l): -

ta | s
19| W

Réwnos¢ zachodzi dlax = 1.
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Matematyka. Zbiér zadon maturalnych. Lata 2002-2024. Poziom rozszerzony

Zadanie 16.10.

lQP|2 =[l"'+ E_ﬁ] +m’ = lmz —25m+ 625+ m* =
2 2 2 4

AA)=125-25+625=601,25

25
peigs 10 ¢ (1, 7).

2
Odp. Min = 511,25; Max = 601,25.

Zadanie 16.11.
Nicch P = (x, 8x + 10). Wiedy

APP +BPR = (x =30 + (8x + 12)* + (x = 11)* + (8x + 6)° = f(x)
S(X) =27 —6x+ 9+ 64x2 + 192x + 144 + x? - 22x + 121 + 64x? + 96x + 36

f(x) = 1305 + 260x + 310
~260

260

Odp. P=(-1,2).

Zadanie 16.12.

Z twierdzenia cosinusow

A =x+ (4 -x) — 2x(4 — x)cos120° =
=+ (@ -x) +x(4-x), 0<x<4.

y=2r2+@-x P+ +@-x)P+x@-x)=
=32~ | 2x + 32.

Najmniejsza warto$¢ jest dla p = % =2.

Najmniejsza warto$¢ wynosi p(2) =3 -2 - 122+ 32 =20.

Zadanie 16.13.

—25m+ 625 = f(m)

f(7)=61.25-175+625=511,25

16. Optymalizacja - szkice rozwiqzari

P=(x+aV16-2 = [(x+4) (16-2?), x e (0.4)
Niech /(x) = (x+4) (16=x?) = (x* + 8 +16)(16 - x*).
S'(x) = (20 +8)(16 - 1) + (x + 4)" (<2x) = 2(x + 4)’ (4 - x) - 2x(x + 4)

5

=2(x+4) (4-20) =4(x +4)}(2-x)

Dla x € (0,4) .
f(x)=0=x=2
S(x)> 0= xe(0,2)

x (0.2) 2 (2.4)
I'(x) + 0 -
| e | e |

S'(x) <0 xe(24)

- W przedziale (0,4) jest to wartosé najwicksza i wynosi f(2) = 62 - (16 - 4) = 432.
- Odp. Najwigksze pole trapez wynosi P = /432 = 1243 dm?. Wtedy dtuzsza podstawa trapezu

ma diugos¢ 8 dm.

Il sposéb
Mozna uzasadni¢, ze 432 jest najwigksza wartoscia funkcji /(x) = (x+4) (16 - x*), dla
x € (0,4) nic odwolujac si¢ do pochodnych. Wystarczy wykorzystaé nierownos¢ migdzy

Srednig arytmetyczng a Srednia geometryczng.

(.\'+4):(16—,\’3)=33-%(.\‘+4)«%(x+4)A%(.\'+4)~(4—.\')S

4
;(.\'+4)+§(x+4)+§(.\‘+4)+4—x

<3 =27.16 = 432.
4

Jednoczesnie f(2) = 6712 =432, wige 432 jest najwigkszg wartoscia funkcji /' w prze-
dziale (0,4).

Zadanie 16.14.
Wysokosé stozka — 4. Tworzaca stozka - /. Promien podstawy stozka — r.
I+r=10 P+r=010-r7 207 =100 - #*

r=5- Llﬁ. Zatem
20

&

Vi= lnh[S—Lh’] e (0,10).
3 20

317
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1 1
Niech f(h) = 25h — —h® + — IS
f(h) =3 o
Witedy

WP NS O L .
Sty =25-Zh +Eh‘_%(h -20)(#* -100)

f(h) = &(h =10)(h+10)(h =245 )(+ 245).

+20

| v |
+-20

Dla k& (0,2V5), f'(h) > 0.

Dla /i & (245, 10), 1) <0.

Zatem najwicksza objetosé jest dla s = 25, r=4.

Objetos¢ najwicksza wynosi V' = %7:2\/3 -16 = 3?2-71:\/3

Zadanie 16.15.
Wysokos¢ stozka — h. Tworzaca stozka — /. Promien podstawy stozka — r.

I+r=2 R+r=2-r2? 4r=4-n r=l—%h2.

14 :lxh[l—lh:] Lhe(0,2).
3 4
1 1
Niech f(h)y=h—-=h'+—}°.
iecch f(h)=h 2’+16'
Witedy
f'(hy =1 —%h? +ih* = %(hl —4)(/,2 -%)

70 = —(h—- 2)(h+ z)(/ . *‘f h+ 2‘5/3

/m

VARV

16. Optymalizacja - szkice rozwigzan

25
Dla /i e [0‘ T].f’(h) >0, Dla/ e ( ‘5/_ ] Sy <o0.
Zatem najwigksza objetosé jest dla h = # Fo= %
P, S, 116 2J5 32
Objgtos¢ najwigksza wynosi 1/ = —q— . X2 = 2= 1[5
i jwigksza wy e S 375nf

Zadanie 16.16.

Réwnanic prostej BC: y = a(x —2)+ 5 = ax + 5 - 2a.

, ; g ok I oa-es g
Wyznaczanie wspétrzednych punktéw przecigeia w zalez-
nosciod a € R.
y=ax+5-2a R I
R x“—ax—5+2a=0 /
y=x2 3
A=d*-8a+20=(a-4)>+4>0 B »
42
M=t = () - 2 = i
@ -2(-5+2a)=da*-4a+ 10, aeR. . 8]
Mindla p=22 =2 ‘
2a ;] 1 0 1 2 ¥

Odp.a=2.
Zadanie 16.17.

Niech C = (,\', 2-—x 3) x € (0, 2). Wiedy pole

i
2

trapezu ABCD jest rowne:

A,

e

z 2
P=-3x-2v42
2
5 2-4 2 ‘_"+4__‘)
A=4+12=16 h B =z 2
2 )
Dld\'e( ]1"50 Dln\e[—,Z).P <0
3 3.
2
Zatem pole jest najwicksze dla v = =

0d 2 5 2]_ 2 &)
p'C_[E"_E —[379 : |2

319
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Zadanie 16.18.
2n=2nr + 2nrh l=r+rh h=—-r re (0, 1).
r
V= m-zh=nr2[l—r)=nr—7rr3.
r
V'=r-3nr=n(l-3r).
V'=0,dlan = —?e(o,l), r =? <(0,1).
Dlare [0, ?) V'>0. Dlare (?, 1], V' <0.
Zatemdla r = g objetos¢ jest najwigksza.
G, 1) 23
Vow =—|1=-= [=—nr.
3 3 9
Zadanie 16.19.
Nicch [AM = 2x, x € (0, 5). G
F E
Wiedy P,cprer =6+ ?,\'3 = %xl oraz
) A B
Pisc = ?(10 ~2x) = 25V3 - 10V3x + 322 M
Zatem
f G D
P = Pyg + Picpser = ——X* - 10V3x + 25V3.
Dla x = .. = M = 2 suma pol jest najmniejsza.
2a 53
Oucosr _ 6x = 2 4.2
O 3(10-2x) 10-2x 6 3
Zadanie 16.20.
— 272
P=2nr+2narh h = P2
2nr
2 S s
V=nrrh=mn?- P2 =r- Xa i —ll’r—nr’
2nr 2 2
r>0
R re|o, ’—P—
P-2nr?>0 2n
yr=lp_3pe

2

16. Optymalizacja - szkice rozwiqzari

V=0 6mwl=Por= ﬁ

61
Dlare [0,,/5], V' >0.
6m

Stad V jest najwigksze, gdy r = Ji Wtedy

P2n£

Wartos¢ najwigksza V = mr*h = - — J \/6—
n

Zadanie 16.21.
b=2a.

P P- 21tr2 _

8 =2d’c 4=dc ac =

Dziedzina:

da+4b+4c<28 Ja+ce<7

3a+—42—<7 3@ -7a*+4<0
a

(a-1)3a*-4a-4)<0 (a-1)a-2)3a+2)<0
ace(l,2).

a* -3

2

P=4(2a-QJ=8-
g

a
P=0sa=¢e(12)
P'>0c:>ae(5/§.2)

Pole jest najmniejsze, gdy:

a—\/_ b=2Y3.¢

P’<0c>ae(l,i‘/§).

iﬁ
=

o

Dlare \/E,JZ , V<0
6n V2r

fiv) -]

300 -7 +d

321
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Matemotyka. Zbiér zadars maturalnych. Lata 2002-2024. Poziom rozszerzony

Zadanie 16.22. D b C
Poniewaz h =2~ a, wigca< 2.
Wykorzystujac, ze trapez opisany jest na okrggu
otrzymujemy: PO Gl
. : oS 2
a=bYy » _(a+by
[ 2 ) +(2-a) '( 2 )
’ a
2-a) A B
2-a)}=ab b=( a) a E a-b
é 2

Zgodnie z zaloZzeniem <a.Stad4-da+da*<a® a>1l.
Odp. a e (1.2).

(2-a) _4a’> -8a+8

a a

L{a)=a+b+2c=2a+2b=2a+2
80—8)0—4a3+80—8_4a3—8
a’ T2

Dlaae (I. \/5) L'(a)<0.Dlaae (\[2_. 2). L'(a)>0.

L'(a) ="

Stad dla a =2 obwod trapezu jest najmniejszy.
Uwaga. Mozna to uzasadnic nie wykorzystujgc pochodnej. Wystarczy zauwazyé, ze

L(a)=""':’—f‘”8=4[a-2+%)=4[\/_—%]:+8J§—828J§-&

Rownos¢ zachodzi, gdy Ja = 2 czylidla a = V2.

5
\Ia'
- (2 _7‘/7)2

=% B 2=4+4f2-2 2f2-2
Dlaa=v2:h=2-2,222= £ = = =l
2 2 22 NG
Zatem trojkat BCE jest rownoramienny, czyli ¢ = 45°,
Odp.tga =1
Zadanie 16.23.
V= 4310 ~2x) + 837 (6 — 2x) = 88x% — 24, boocedlone,
7/ 0
{10—4”0 Jx<§ % /
6-2x>0 [x <3 /
6
X e [0, 2)
2
V'=176x — 7222 = 8x(22 — 9x) .

‘ V7L
V'=0c:>,!r=2
9

16. Optymalizacja - szkice rozwiqzon

22 3
V>0 xe (0, ?) Funkcja V jest rosnaca w przedziale [0, %]

22 5 o
V<0< xe (?, ;). Funkcja V jest malejaca w przedziale [%z—gj

Stad najwigksza warto$¢ funkcji V jest dla x = %

Najwigksza wartos¢ wynosi

8([ |48 o 10648J _ 8(5324 - 10648] _ 8(15972 _10648) o 5324 42592
81 729 81 243 243 243 ) 243 243
Zadanie 16.24.
Niech a oznacza dtugosé krawedzi podstawy, /# wysoko$¢ graniastostupa.
BB
4
8

2 2 2
P=2~9—£+3'ah=ﬂ+3a~ 8 =a‘/§+&=£[a3+l§).
4 2 a3 2 a 2 a
a e (0, +x),
: , 16
Niech f(a) = a* + —.
a
<
f@=2a-1 208
a- as

fl@)=0 < a=2.
f@>0 < ae (2. +).
S(@)<0 < ae(0,2).

a 0,2) 2 (2, +x)
S(a) - 0 *

. Minimum
Sa) \ lokalne /

W przedziale (0, +o0) jest to wartos¢ najmniejsza i wynosi f(2) =4 + 8 = 12.

\/E‘l2=6\/3.

X e

Odp.a=2,h = g Najmniejsze pole wynosi P = s
Il sposéb

. - , 16 "

Mozna uzasadnic, ze 12 jest najmnicjsza wartoscia funkgji f(a) = a + - dlaa € (0, +=) nic

odwolujge si¢ do pochodnych. Wystarczy wykorzysta¢ nierownos¢ migdzy srednig arytmetycz-
ng a Srednig geometryczna,
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Matematyka. Zbiér zedan maturalnych. Loto 2002-2024. Poziom rozszerzony

a3+ﬁ=a3+§+§23‘-‘fa3-§‘§=3~4=12.
a a a a a

Jednoczesnic (2) = 4 + 8 = 12, wige 12 jest najmnicjsza wartoscia funkcji / w przedzia-
le (0, +x).

Zadanie 16.25.

p=18.
P=J18-x-2x-(18 = 3x) = 6,337 (6 - x).

x>0
2x <18
I18-x+18-2x>3x

x € (0, 6).

Niech f(x) = x2(6 —x) = —x* + 6x°,
S'(x)=-32+ 12x
f(x)=0=x=4.

f'(x)>0ex e (0,4).
f'(x)<0<=x € (4,6).

.

x (0, 4) 4 (4,6)
f'(x) ke 0 =
Maksimum
Sx) / lokalne \

W przedziale (0, 6) jest to wartos¢ najwigksza 1 wynosi f(4) = -4’ + 6 - 42 =32,
Odp. Najwicksze pole ma trojkat o bokach 14, 12, 10 1 wynosi P=6-3-32 = 24\/-6_.

Il sposob

Mozna uzasadnic, ze 32 jest najwigkszg wartoscig funkeji /(x) = x*(6 - x), dla x e (0, 6) nic
odwolujae si¢ do pochodnych. Wystarczy wykorzysta¢ nierownosé migdzy $rednig arytme-
tyczng a srednig geometryczng.

3
|

1o 7x+»‘—.\'+6—x
.rz(6—x)=4-E,r'-z—,r‘(6—x)£4- 22

=4.2=32,
= 3

Jednoczesnie fi4) = 16 - 2 = 32, wige 32 jest najwigkszg wartoseig funkeji f w przedziale (0, 6).

16. Optymalizacja - szkice rozwigzari

Zadanie 16.26.

Niech x oznacza dtugosé¢ krotszego i
boku ckranu, a y dtugos¢ dluzszego
boku ckranu.

Wtedy xy = 60.

0,5 cm

fe———— brzeg

- obramowanie
Natomiast powierzchnia smartfona
wynosi ckran
P=(x+0,6)-(v+1)= - 1
2 E]

36 3 -
=xy+x+0,6y+0,6=x+—+60,6 2

x

o 60 <

0 x>0
X< —

X
x>0
{x2<60c:xe(0,\/60) [ 05em
2 _
P'(x)=1—3—(3=x ’36
2

P(x)=0cx=6
P’(x)>0o.\'e(6,\/@)
P(x)< 0= xe(0,6)

x (0.6) 6 (6.v60)

P'(x) = 0 +

/'

W przedziale (0, \/%) Jest to warto$¢ najmniejsza i wynosi P(6) =6 + 6 + 60,6 = 72,6.

60
=210
26

Minimum
lokalne

Odp. Krotszy bok ekranu ma dlugos¢ 6 cm, dluzszy bok 10 cm.

Il sposéb 36

Mozna uzasadnié, ze 72,6 jest najmnicjsza wartoscia funkeji 2(x) = x + — +60.6, dla
x

Xe€ (0, J6o ) nie odwolujae si¢ do pochodnych. Wystarczy wykorzystaé nieréwnos¢ migdzy

$rednig arytmetyczna a Srednig geometryezna.

x+§+60‘(\22 {\'-E+(\0,6=2-6+60,6=72.6
X x

Jednoczesnie P(6) = 72,6, wige 72,6 jest najmniejszg wartoscia funkcji P w przedziale (6‘ \/(5)
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Matematyka. Zbiér zadar maturalnych. Lata 2002-2024. Poziom rozszerzony

Zadanie 16.27.
D x @ 2-x (&
X
P
A 2 B
PSP SIS -
P.!I‘Q=P48(‘D_PABP~PP(‘Q_PAQD=4—;""("—“)_E‘x‘(“_)’)_i. e

4~2+A\'—.\‘+l,\‘3—.\‘=l,\'3—x+2
2 2

xe(0,2)
-b
p:zzle(O.Z)
3
Pio(1) = Y

Odp. Najmniejsze pole trojkat APQ ma dla x = 1 i wynosi 1,5.

Zadanie 16.28.

Promicen okregu opisanego na podstawie, czyli na kwadracie, jest réwny polowie przekatnej

kwadratu.

Niech r oznacza promien okrggu opisanego na podstawie ostrostupa, b — dtugo$¢ krawedzi

bocznej, h — dlugo$¢ wysokosci ostrostupa, V' — objetos¢ ostrostupa. Wtedy

b+r=d

W+t =5 =(d- r'): =d* - 2dr+r?

Zatem

_di=nr

2

Pole podstawy ostroslupa wynosi 2,2, wige obj¢tos¢ ostrostupa jest réwna

d* - I?
2d

r

2
-2r:<h=—(

V=

1 ) h= L,(h* = 2d*h* +d*h)
3 3 6d*

Ostroslup istnicje wiedy, gdy /e (0,d).

Niech f(h) = h* =2d*h* + d*h, gdzie h € (0.d).

Wiedy

S'(h) = S5h* = 6d*h* +d* = (Sh* —d?*)(h* - d?)

Uwzgledniajac, ze h e (0, d) otrzymujemy

16. Optymalizacja - szkice rozwigzan

f'(h):0<:>h=‘T]5

/"(h)>0<:>0<h<i

NG

f'(h)<0<:>i<h<d

NG

Sl
e
=

/
i 0; L
| o)
AW + 0 ~
Minimum
S / lokalne \

‘W przedziale (0, ) jest to warto$¢ najwigksza i wynosi

d\_ d 25 d° 16d°
/()

) 55 5B s

Wtedy
3
y(ijzg.f[i} 8
V5) edr T\J5) 155
Dtugos¢ krawedzi podstawy

2d N

Odp. Diugosc krawedzi podstawy ostrostupa o najwigkszej objetosci wynosi %d, a naj-

3

wigksza obj¢tos¢ ostrostupa wynosi

8d
7545

Zadanie 16.29.

A 9 9 A
Niech 4 =(,\-, —J B :(—;\', —) gdzie x (0, +m).
b

4
&

; : o 9 1
Podstawa trojkata ABC ma dlugos¢ 2v, natomiast wysokosé = + 3

Pole trojkata P wynosi
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Matematyko. Zbioér zodart maturolnych. Lata 2002-2024. Poziom rozszerzony

C
pzv‘.{iﬁ}l,,l_‘.
X x

4 k)
3 3
Wykorzystujac nierownosé migdzy Srednia arytmetyczng a geometryczng otrzymujemy
9 9 4
) JL.4
x 3 v 81 3
Jednoczesnie

1)(3)=%+1=§

Zatem najmnigjsze pole trojkata wynosi % wiedy A =[3. (1;), B= [—3. —)-

1 1 4
Odp. A=(3, = |. B=[-3, = |, Ppc==.
p ( 9) ( 9] AB 3

Il sposéb
Obliczamy pochodng funkeji P,
27 .1
P(x)=-"—F+-
(x) =241
Wiedy uwzgledniajac, ze x € (0, +) otrzymujemy

—-81+x*
It

P(x)>0= x* >8lx>3

P(x)=0= o' =8lex=3

P(x)<0ex <8le>x<3

x (0, 3) 6 (3, +)

P'(x) - 0 +
P || T o=t

W przedziale (0, +=) minimum jest wartoscia najmnicjsza i wynosi P(3)

Zadanie 16.30.

Niech x oznacza dlugo$¢ boku kwadratu, a y wysokosé zbiornika.

Wiedy x*y =144, czyliy = ﬁ

Koszty wykonania zbiornika

16 Optymalizacja - szkice rozwigzan

B 4
ST R . O 100[x: +ﬁ]
X X X

Dziedzina
x>0 il
x<9 &ix<9 orxe(4,9)
ﬁ59 x* 216
2

3
Niech /(x) = x* + e Witedy
x

F(9)= 20— :;3_2 _ 2(,r‘x—2216)
[(x)=0=x=6
S(x)>0=xe(6,9)

f(x)<0= xe(4,6)

x (4.6) 6 (6,9)

S - 0 B
Minimum /

S \ lokalne

W przedziale (4, 9) jest to wartos¢ najmnicjsza i wynosi f(6) = 36 + 72 = 108.

Odp. Dno zbiornika jest kwadratem o boku 6 m, wysokos¢ zbiornika wynosi 4 m.

Il sposéb 55
Mozna uzasadni¢, ze 108 jest najmniejsza wartoscig funke)i /(x)=x* + — dlaxc 4,9
x

nie odwotlujac si¢ do pochodnych. Wystarczy wykorzysta¢ nierownosé migdzy srednia arytme-
tyczng a srednia geometryczng.

.432 2 2 2 -
B 2O A6, 5 206200 5 16 =336 = 108
x X X I

Jednoczesnie f(6) = 108, wige 108 jest najmniejsza wartoscia funkeji / w przedziale (4,9).

Zadanie 16.31.
Niech |BC| =ai|dB|=c
Witedy
a+x+c=4 ,{"=4“"-‘
” R Laezyh g 5
at +x? =t Ia- +=(4-a-x)

Przeksztalcajac drugie rownanie otrzy mujemy
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Matematyka. Zbior zodan maturoinych Lato 2002-2024. Poziom rozszerzony

@+ =16+a" + 17 =8 - 8a + 2ax

4a - ax =8 - 4x
S -4y

a=
4-x

Pole trojkata ABC

Dziedzina
x>0
x<4
a>0
30
Uwzgledniajae, ze 0 < x < 4 otrzymujemy: a = L 4: > 0 wiedy, gdy x < 2.
- 4—a-—x=4—8_4x—x= §-dx+x? _ (.\'—2)2+4
4-x 4-x 4-x

Dlax < 4 mamy ¢ > 0, czylix (0, 2).

P(x) - (4-40)(4-x)- ({-\' “20)(=1) 2 163 +16
(4-x) (4-x)
Uwzgledniajac dziedzing otrzymujemy

P(x)=0< 2(x* —8x+I’£)=0co(x—4)2 =8 x=4-242
P(x)>0e 2(x -8x+8)> 0 = x e (0,4-2J2)
P’(x)<0c:>xe(4—2\/?_..2)

x [(0.4-22)| 4-242 (4-25.2)

P'(x) + 0 -

Maksimum
£y / lokalne \
W przedziale (0. 2) jest to wartos¢ najwigksza.

a_x—4.r_3-4(4—2\5)_—8+8J§_4 2R
-  A—d4+203 W2 5

Zatem jest 1o trojkat prostokatny réwnoramienny.
c=xP2=4J2-4

Pole najwigksze

-

[’=lx =
2

%(4_2\/5): = 5(24— 16V2) = 4(3-242)

Odp. [BC| =|AC| = 4 - 242, |4B| = 4J2 - 4. Najwicksze pole wynosi 4(3-242).

16 Optymalizacja - szkice rozwigzan

Zadanie 16.32.1.

; 5 | 2 2 4 2
]PR| =(x+1) +[—E(x—5] +3J =x3+2x+l+%(x-|§] —3(x—%] +9=

1 1 3w 1 5 3 1 | 13 39
D B D e = & TP U | 20 AR, UL L B SN L4
&% 8 R g o gmgpgE gt
Stad
 |PR|= \jlx‘ - lx‘ —E.rl + 2.\% 23
: 4 2 8 8 64
Zadanie 16.32.2.
Pierwsze wspotrzedne punktow przecigeia wykresow funkeji /i g.
(. 1Y 3 I ;
x2=—5(.\f—5j +4c:>-2-.\'2—%.v—%:O@IZ.\"—M—}]:O
Stad

A=16+4-12-31=16-94

x_4-4J<ﬁ_1—J(ﬁ

lubx =
24 6 6
Niech
K = (507) x| 12308 158
6 6
Wtedy

h(x)=|PK[ = (x+ 1y +(x-1) = - x4+ 2v 42
B (x)=4x - 2x+2=2(x+1)(2x* - 2x +1)

EE

6

: L Levos
- "6

I (x) - 0 +

Minimum
e \ h
" ( ¥) lokalne

(=)o)

)

Zatem najwickszy wartosciy jest b,
Niech

hy(x) = |PK[} = %.\-4 -

)

—X
2 8

l o 43 , .39 3593
¢ T+ —x
8 64

2 5 9 593
h(x)=|PK|" = %_\" —12.\“ - g\ + %.\’ + 3_6-:
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332 Matematyka. Zbiér zadari maturalnych. Lota 2002-2024. Poziom rozszerzony 16. Optymalizacja - szkice rozwigzar 333
i o Zadanie 16.34.
13 . : .
s (r) =i %_‘.: _ g + 39 s ['\- _ %j(_‘: _ B) s (,\' - Z){X ge \/—;—3—](,\' + T) Nie T oznacza punkt w ktérym sa , Tropicicle” po { czasie.
& < 4 2 : Wiedy |AT| =41,
& Przez K oznaczam: kt w kt ¥ i
) 1- 53 3 g 3 1+ Joa 5 Sty K] 15 y;un w ktorym sg , Korsarze” po ¢ czasie.
g —6 3 > 2 3 y = .
KT| = {1662 + (15 - 2)* = 2017 -
() . 0 B |KT]| ( )" = V202 - 601 + 225
Maksimum Najmnicjsza odlegtosé ]KT| jestdla ¢ = @ i 3
(x) lokalne W2
Odp. Odlegtos¢ migdzy tymi zastgpami harcerzy bedzie najmnicjsza o godzinie 10:30.
o [1-Joa 1+0a] . : i
W przedziale —, jest to wartos¢ najwigksza, jednocze$nie
6 6 : Zadanie 16.35.
. Y i y 1403 $ Dochod
\ 5 ki v D(Q)=Q-P(Q)- K(Q) =900 - 0,10 - 0,0020" - Q? - 29,99850 — 50 =
; -0,0020% 1,10 + 60,00150 — 50
2o : D 0,0060? - 2,2
.. T3 § 25 25 5 : (Q) =-0,0060" 2,20 + 60,0015
K=|=,=|oraz|PK|=,[Z2+22 =242 )
22 4 2 i A = 6,280036 = (2,506)
X 2,2 +2,506
. === <0
Zadanie 16.33. ' 8=
x(1) =~ +16,5 +180r = —1(1 - 24)(1 + 7,5) ' g = 222506 _0306_306_51_,
== = = =25,
JE 2
x(1)> 0 & 1 ¢ (0, 24) ook - eoE Iz 2
D'(0) >0« [0; 25,5
X(1) = =33 + 330 + 180 = =3(r* = 111 = 60) = 3(r* = 111 = 60) = =3(¢ —15)(1 +4) © [ )
D'(Q) < 0 < (25,5 900]
t 0,15 15 15, 24
[ ) ( ] 51 51 51
, 0 0,— — —, 900
x'(r) + 0 - : 2 2 2
) Maksimum \ D' + 0 -
x(1) / lokalne 5 © _
: D) / Maksimum \
W przedziale [0, 24] wartos¢ x(15) = -15-(=9)-22,5 = 3037,5 jest wartoécig najwigksza. : Y lokalne
Najmniejsza odleglo$¢ od wierzchotka wynosi 4000 —3037,5 = 962,5 m. QOdp. Najwigkszy dochdd przy produkceji 25 500 sztuk.
e = A e
X' (p)=-3-(-9,5)-9.5 = 270,75
Maksymalna pr¢dkosé¢ 270,75 m/h.
Odp. Najmnicjsza odleglos¢ od wierzchotka wynosi 962.5 m. Maksymalna predko$é wynosi
270,75 m/h.

ROZWIAZANIA


Mobile User


VINVYZVYINZOoY

Matematyka. Zbiér zadori maturalnych. Lata 2002-2024. Poziom rozszerzony

Zadanie 16.36.

Niech |4B| = 2a oraz [AC| = |BC|=b.

Zgodnie z zalozeniema + b =9, czyli a=9-b.

Do wyznaczenia pola trojkata wykorzystamy wzér Herona

P=\9(9-2a)-(9-b)-(9-b) = /9(26-9)(9-b) =

(9 6)NTR i = (8= 2D)V186 81
2

Dziedzina

a>0 9-b>0 b<9

b>0 <={b>0 = b>0®be(g.9)

2b>2a b>9-b . -

2

Niech f(b)=(2b-9)(9 - b)2 =2b* - 45h% + 324b - 729. Wtedy
S'(b) = 6b* —=90b +324 = 6(b - 6)(b-9)
Uwzgledniajac dziedzing otrzymujemy
f(b)=0=b=6

f'(b)>0c:>be[§,6]

S(x) <0< be(6,9)

b (%6) 6 (6,9)
() + 0 -
0 | M |~

W przedziale (% 9] maksimum lokalne jest to wartos¢ najwigksza.

Odp. Najwicksze pole ma trojkat rownoboczny o boku 6.

Il sposéb

Mozna uzasadni¢, ze dla b = 6 funkcji /(b)=(2b-9)(9 —I))Z w przedziale (%, 6) ma
warto$¢ najwicksza nie odwotujac si¢ do pochodnych. Wystarczy wykorzysta¢ nieréwnosé
migdzy $rednig arytmetyczng a srednia geometryczng.
26-9+9-b +9—bj’
3

=27

(26=9)(9-b) = (2b-9)(9-b)(9-b) s(

Jednoczesnie f(6) =27, wige 27 jest najwicksza wartoscig funkeji / w przedziale [2, 6),
2

16. Optymalizacja - szkice rozwiqzari

Zadanie 16.37.
K'(x) = (22x = 621,5x + 23430) - (480 + x) - (zzzx: —621,5.x + 23430) - (480 + x) _
(480 + x)
(44x - 621,5) - (480 + x) — (22x* - 621,5x + 23430) 2242 4+ 21120x - 321750
(480 + x)° (480 + x)°

Uwzgledniajac dziedzing otrzymujemy
K'(.\') =0 ¢ 22x7 +21120x = 321750 = 0 < x2 +960x — 14625 =0 < x =I5

K'(x)> 0 <> x e (15,50)
K'(x) <0< xe(0,15)

x (0, 15) 15 (15, 50)

K'(x) = 0 +

i Minimum
K(x) \ lokalne /
Funkcja K jest ciagla, wige w przedziale [0, 50] minimum lokalne jest wartoscia najmnicjsza

i wynosi K(15)=385.
Odp. 495 litrow, najmniejszy koszt 38,5 z1.

Zadanie 16.38.

Roéwnanie prostej BC

2
=—(x-3)+2
% 3—m(\ )+

% { m 2m
I C= L . J
d-m m-4

\ b

+6

4=(0.0) S0
| 2 ‘s 4 3 6

+4
2y

g
2
<
N
<
S
N
0
74
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Wspotrzedne punktu C otrzymamy rozwiazujac uklad rownan
2 342
y= x=3)+2
: 3—m( )
y=-2x

c=[_m_. 2m]
4-m m-4

Pole trojkata ABC

pl..2m _ m
2 m-4 m-4

Wyznaczenie warto$¢ m, dla ktorej funkcja P osigga warto$¢ najmniejszg

P'(m)=

2m(m=4)-m*  m*-8m
(m-4)’ (m-4)'

Uwzgledniajac, ze m e (4, +x)
P(m)=0e=m=8
P(m)>0e me(8,+x»)
P'(m)<0e me(4.8)

m (4,8) 8 (8,+oo)

P'(m) - 0 &
Minimum
P(m) \ lokalne /

W przedziale (4, +9) minimum lokalne jest wartoécia najmnicjsza i wynosi P(8)= 16.

Wspolrzedne punktu C
C=(-2,4)
Roéwnanie prostej BC

2 16

2
)=——= 3)+2=—=x+—
i

Il sposéb
2

Mozna uzasadnié, ze 16 jest najmniejszq wartoscia funkcji I’(m):%. dla me(4,+w)
m-

nie odwolujac si¢ do pochodnych. Wystarczy wykorzysta¢ nieréwnos¢ migdzy srednig aryt-
metyczng a srednig geometryczng.
m’

——=m-4+ +822- [(m-4) e
m—4 m- m-

+8=2./16+8=16

Jednoczesnie P(8)=16, wigc 16 jest najmnicjsza wartoscig funkcji P w przedziale (4, +oo).

16. Optymalizacja - szkice rozwiqzar

Zadanie 16.39.

Niech [DO| = a, |DH| = h. Wiedy a? = d? - h?,
Objetos¢ graniastostupa

V(h)=2a" h=2d*h -2k

Dziedzina h € (0,d).
V'(h) = 2d* - 62
Uwzgledniajac, ze /e (0, d)

V'(h) = 0<:>h=T

V'(h)>0< he [0,
[

sl
S—

V <0@he

g

&I&

h

A
&
Sl
N———
Sis
S T Y
&S~
\‘i/

v'(h) + 0 -

, Maksimum
V(%) / lokalne \

W przedziale (0, d) maksimum jest wartoscia najwigksza.

d3
3

Odp. a) ¥ (h) = 2d%h-2h*, he(0.d), b h= —dﬁ =
Zadanie 16.40.1.

.
J_hll o1
a’\3

V=

aJ‘ \/§+ 4y a%/i+3 4:3456-\3 _

=@y - .
P(a) “ +3ah = ) Ja 2 f3 2 a-3

P a> &~
2 a

337
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Zadanie 16.40.2.

I’(a):# L 4\/- (0 ?\\/_jl

i 1382:1\/5 _3(a -13824)
7

>
as

P'(a) =

P(a)=0<>a=24>83
Uwzgledniajac, 72¢ a € (0. Ssﬁ]

Pla)<0 e ae (O, 8\6] czyli w przedziale (0. 8\/3] funkcja P jest malejaca.

a (0. 843 ]

P(a) =

P(a) \
Zatem dla a = 843 3 funkcja P ma wartos¢ najmniejsza i wynosi ona

P(s4) = 64- 3 J’ 13,:/4_(

9643 + 1728

Zadanie 16.41.1.

Wykorzystujac zwiazki migdzy promieniem okregu opisanego na trojkacie rownobocznym

oraz wysokoscia, bokiem i polem tego trojkata otrzymujemy
5) 2
R==h =:‘u\[§=£—fi: 1= R3
3 3 2 3
p= &3 B 3R23
4 4
Zatem
| 3R*3 V3
V(R)=~- (6-R 6R*-R') m
(R)= 3752 (6-R) = (682 - R)
Zadanie 16.41.2.
3
V'(R) = %(IER -3R*),Re (0, 6)

Uwzgledniajac, z¢ R < (0, 6)
V'(R)=0¢> R =4
V'(R)>0< Re(0,4)

17. Inne - szkice rozwiazar 339
V'(R) <0< Re(4,6)
R 0,4 4 4, 6)
V'(R) + 0 -

Maksimum
V
() / lokalne \
W przedziale (0, 6) maksimum jest wartoscig najwickszq, czyli dla R = 4 funkcja V" ma wartos¢
najwicksza i wynosi ona V' (4) = 843,

17. Inne

Zadanie 17.1.
a= (2—J§)5 +(2+\/§)3]- =2-J§+2[(2-J§).(2+\/§)J3 wogaB=6

o B3 343
272.49 3.3
o & PP ¥ iy
b 95 3 3 7
Odp. 4% > pe.

3229

Zadanie 17.2.

log, N = i -(log

Sa

log ;
OB =i o, N+ 2B | o
log,a*bh 20 log, b

log, N “Ho;, N i 1
2+log,b 20 log, b

1 3 1
— =1+
2+log,b 20 log, b

W ostatnim przeksztalceniu wykorzystalismy, ze log, N # 0.

N +log, N) <

Niech x = log, b. Z zalozen wynika, ze x = 01x # 2. Wiedy

ROZWIAZANIA
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13
2+x 20

-1y +6=0& (3x-2)(x-3)=0

~(l + %j & 20x=3(x+1)(x+2) &

.\'=3 lubx =3
3

Odp. log, b e {% 3}.

Zadanie 17.3.
log,49  2log,7 log, 7 b b
log,49=—22~ = =52 _|og,7 = = =—=ab
o log, 4 2 ke log,2 log,2 1
log,3 a
Zadanie 17.4.
a=(log 52)-log, 25 = : -2log,5=4
—log,5
5 1082
log, 6
b= logi6  log,5 log,6 - log, 6
~ log:8 logy8 log,8 3
log, 5
log, 6 log;6
A =4""3 4.4 3 =4.427%¢ = 4336
Zadanie 17.5.
G log, 27 S 3 3
log,5-log, 27 _ >~ log;25 _ '~ 2log,5 _ 2 _9
6
log, Y49 L 1, L
6 6 3
9
Odp. —.
8
Zadanie 17.6.

a= 4log:45 = zzlng‘-ls - 21.,&45: = 45: = 2025
o log, 2023 » log, 2023 _
log, 2023 log, 2023
log; 9
a-b=2025-2=2023

2

17. Inne - szkice rozwigzar

34

Zadanie 17.7.
log, 4 2 2
=log:4 = = = log,5==
a=08s log,5 log,5 B2 a
log,3 log,3
b=log,3=—""—=——>=1l0g,3=2h
A log, 4 2 &
4.2 2a+l
ti RO log,80 _log,16+log,5 _ a _ _a _ 2a+l
827 " log, 12 log,d+log,3 2426 1+b  a(l+b)
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