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Szarym symbolem » oznaczono tematy przeznaczone dla zakresu rozszerzonego,
a czarnym symbolem ®m oznaczono tematy przeznaczone tylko dla zakresu pod-
stawowego (tematy te nie sg omawiane w podreczniku dla zakresu rozszerzonego).
Pomaranczowym symbolem » oznaczono tematy przeznaczone dla obu zakresow.

W ksigzce przyjeto nastepujace oznaczenia:
— zadanie latwe
— zadanie o $rednim poziomie trudnosci
12. — zadanie trudne
1 — zadanie z zakresu rozszerzonego

N — zadanie z zakresu podstawowego, ktore w zakresie rozszerzonym
mozna pominac



Wstep

Zbior zadan stanowi uzupelnienie podrecznika do nauczania matematyki w klasie
czwartej liceum i technikum i jest zgodny z programem Matematyvka z plusem.
Ksigzka ta moze by¢ jednak pomocna uczniom i nauczycielom niezaleznie od wy-
branego programu nauczania.

W kazdym dziale zostaly zebrane najwazniejsze wiadomosci z teorii, a wszystkie
zadania podzielone na trzy grupy. W pierwszej — oznaczonej numerami typu

— znalazly sie zadania typowe lub fatwe. Z nimi powinni sobie poradzi¢ wszyscy
uczniowie.

W drugiej grupie — o numerach typu — znajduja sie zadania nieco trud-
niejsze, przeznaczone dla tych uczniow, ktorym nie sprawiajg klopotu zadania
7 pierwszej grupy.

Trzecia grupa zadan — oznaczonych numerami typu ©%. — obejmuje zadania

raczej trudne. Z nimi powinni sobie poradzi¢ uczniowie zdolniejsi i zainteresowani
matematyka.

Dodatkowo przy numerach zadan dotyczacych tresci nauczania, ktore nie sg obo-
wigzkowe dla zakresu podstawowego, znajduje sie symbol 7, a przy zadaniach,
ktore sg obowigzkowe tylko dla zakresu podstawowego (uczniowie realizujacy za-
kres rozszerzony moga je pominac) — symbol ¥.

kazdy dzial konczy sie zestawami zadan: ,Przed sprawdzianem” — umozliwia po-
wtorzenie materialu z danego zakresu tematycznego, Przed maturg” — zawiera
wybrane oryginalne zadania maturalne z minionych egzaminow. Dzieki nim mozna
przyzwyczai¢ uczniow do systematycznego przygotowywania sie do matury z ma-
tematyki i oswoic ich z typowymi zadaniami maturalnymi.

W ksigzce zamieszczono tez cztery zestawy zadan (dwa dla zakresu podstawowego
i dwa dla zakresu rozszerzonego) wzorowanych na arkuszach maturalnych CKE.

Na koncu ksiazki znajduja sie odpowiedzi do niemal wszystkich zadan, a do trud-
niejszych — takze wskazowki.
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Odleglos¢ miedzy punktami
A=(x4,¥4) i B =(xg, ys) wynosi:

|AB| = \/(x = X4 + (y5 - ¥a)?
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Rownanie ogolne prostej: Ax+ By +C =10

Wspolrzedne srodka odcinka
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Odleglos¢ miedzy prostymi réownoleglymi o réwnaniach
AX+By+C1 =0 1 AX+By+C=0:
d=1G-Gl

VAZ & B2

Odlegloéé punktu P = (xp, ) od prostej o réwnaniu Ax + By + C = 0:

d= |Axg + an + C|
VAT £ B

Okrag w ukladzie wspélrzednych

¥
i }ﬂ\ L Postac kanoniczna réwnania okregu: '
[ P $-@b) (x = a)* +(y - b)* = r?
® %
.\\. /.-" |

PUNKTY | ODCINKI
W UKLADZIE WSPOLRZEDNYCH

!
a) A=(7,-8), B=(-2,-8) d) A=(15,0), B=(0,-5)

A

b) A=(-6,-11), B=(-6,-20)

Znajdz wspolrzedne srodka oraz dlugosc¢ odcinka o koncach w punktach A i B.

e) A=(-297,322), B=(-291,319)

c) A=(-6,-7), B=(6,-2) f) A=(3v2,-3), B=(-7v2,2)

Dla jakich wartosci p spelnione sg podane warunki?

a) A=(—4,6), B=(p,-2), |AB|=10 ¢ A=(2,4), B=(p,-p), |AB|=6
b) A=(5,p), B=(-1,-3), |AB|=8 d) A=(p,2p), B=(3,p+1), |AB|=2

ka tego okregu.

a) M=(-2,-4), N=(6,6) b) M =1(0,8), N=(-7,19)

10

Punkty M i N sg koncami Srednicy okregu. Znajdz promien i wspolrzedne srod-

GEOMETRIA AMALITYCZINA



a) Punkt (4,7) jest Srodkiem odcinka AB oraz A = (1,3). Znajdz wspdlrzedne
punktu E.
b) Punkt (=123, 52) jest srodkiem odcinka MN i N = (-3, 192). Znajdz wspolrzedne
punktu M.

¢) Punkt (2004, -3) jest srodkiem odcinka PQ i P = (-3, p) oraz Q = (g,3). Znajdz
wartosci p i g.

Sprawdz, czy podany punkt lezy na okregu o srodku w punkcie (-24,22) i pro-
mieniu 10.

a) (-30,30) ) (-15,22+/19)
b) (=17, 15) d) (-24 - 4+/6,20)

) a) Znajdz wspolrzedne Srodka oraz Srednice okregu opisanego na prostokacie
o wierzcholkach (—4,-2), (2, 2), (0, 5), (-6, 1).

b) Znajdz wspolrzedne Srodka oraz Srednice okregu wpisanego w kwadrat o wierz-
chotkach (-4, -5), (1,-3), (-1, 2), (=6, 0).

Znajdz diugosc srodkowej AM trdjkata, ktorego wierzchotkami sg punkty:
a) A=(-6,0, B=(0,2), C=(84)
b) A=(2,2), B=(-4,-3), C=(6,-7)

Oblicz pole podanej figury.
a) kwadrat ABCD o wierzcholkach A =(-9,0), B=(-2,-3), C =(1,4), D = (-6,7)
b) prostokat PORS o wierzchotkach P=(3,-4), Q@ =(6,-3), R=(2,9), 5§ =(-1,8)
¢) romb KLMN o wierzchotkach K =(-9,-5), L =(-2,-9), M = (-1,-1), N =(-8§, 3)

Znajdz wspolrzedne punktow P; i P> symetrycznych do punktu P odpowiednio
wzgledem osi x i y ukladu wspolrzednych oraz punktu P; symetrycznego wzgle-
dem poczatku ukladu wspélrzednych.

a) P=1(6,0) c) P=(-3,8)

b) P =(0,-7) d) P=(5,-9)

} a) Punkt P’ = (4,-9) jest obrazem punktu P = (-6,-15) w symetrii wzgledem
punktu S. Znajdz wspoirzedne punktu S.

b) ZnajdZ wspolrzedne obrazu punktu M = (3,7) w symetrii wzgledem punktu

5 =(=5,-2).

¢) Obrazem punkt K w symetrii wzgledem punktu $ =(8,-1) jest punkt K" = (=9, 10).
Znajdz wspolrzedne punktu K.

PUNKTY | ODCINKI W UKLADZIE WSPOtRZEDNYCH 11



Oblicz odleglo$ci miedzy punktami A, B i C, a nastepnie sprawdz, czy te
punkty sa wspélliniowe.

a) A=(-2,-5), B=(1,-1), C=(7,7) b) A=(1,-2), B=(-2,-11), C=(3,2)

Punkty A i B s wierzchotkami, a punkt P jest punktem przeciecia przekat-
nych podanego czworokata. Znajdz wspolrzedne pozostalych wierzchotkow tego
czworokata.

a) romb ABCD, A=(2,-1), B=(4,5), P=(0,1)

b) prostokat ABCD, A=(5,8), B=(3,-2), P=(1},31)

Dany jest odcinek o koncach (-1,-4) i (p,2p). ZnajdZz wartosc¢ p, dla ktorej
srodek tego odcinka:

a) lezy na osi y ukiadu wspoélrzednych, ¢) ma jednakowe wspdlrzedne,
b) lezy na osi x ukiadu wspdtrzednych, d) jest odlegly od punktu (0,0) o 1.

a) Znajdz na osi x punkt oddalony o 5 od punktu (7,-3).
b) Znajdz na osi y punkt oddalony o 8 od punktu (-4, -6).
¢) Znajdz na osi x punkt jednakowo oddalony od punktow (-1,1) i (5, 3).
d) Znajdz na osi y punkt jednakowo oddalony od punktow (2,3) i (-3,-7).

Punkty A i B sa wierzcholkami trojkata rownobocznego. Znajdz wspolrzedne
trzeciego wierzchotka tego trajkata.

a) A=(1,1), B=(11,1) b) A=(-3,-4), B=(-3,2)

Odcinek o koncach A = (-1,0) i B = (4,-7) jest podstawg tréjkata rownora-
miennego ABC. Znajdz wspolrzedne wierzcholka C, jezeli wiadomo, ze lezy on na
jednej z osi ukladu wspotrzednych.

Punkt A lezy na osi x, a punkt B — na osi y. Wykaz, ze odleglosé¢ srodka
odcinka AB od poczatku ukladu wspolrzednych jest dwa razy krotsza od dlugosci
odcinka AB.

Przekatne rombu sa rownolegle do osi ukladu wspétrzednych. Dwa z jego
wierzcholkow maja wspolrzedne (-4, 2) i (-1,-5). Znajdz wspolrzedne pozostalych
wierzchotkaow.

Wykaz na dwa sposoby, ze punkty @ =(1,1), R =(2,5), S =(6,8) i T = (5,4)
sa wierzchotkami réwnolegloboku, raz korzystajac ze wzoru na dlugosc odcinka,
a drugi raz — ze wzoru na wspolrzedne srodka odcinka.

12 GEOMETRIA ANALITYCZNA



W

Oblicz cosinus najmniejszego kata trojkata ABC.
a] A= {_32| 13]1 B= {_291 1 11- 'C = Ej_29l l?}
b) A=(23,-14), B=(21,-10), C=(18,-9)

n2l. a) Na odcinku AB o koncach w punktach A =(-23,48) i B =(7,-12) zaznaczo-
no taki punkt, ze podzielil on odcinek na czesci, ktorych dlugosci sa w stosunku
1:2. Znajdz wspotrzedne tego punktu.

b) Znajdz wspolrzedne punktu przeciecia srodkowych tréjkata
A = {._?! _4}1 B - (51 _SL {:-‘ s E_l'l 3}-

W22, Pewien punkt dzieli odcinek o koncach w punktach A
B =(23,-37) na dwie czesci, ktorych dlugosci sg w stosunku 2:

rzedne tego punktu.

o wierzchotkach

(43,-22) oraz
3. Znajdz wspol-

n23. Znajdz miary katow trajkata, ktorego wierzchotkami sg dane punkty.

W

b |
Fi

a) (0,3), (4,0), (12,8)

b) (0,-2), (3,0), (-1,2)

ROWNANIE PROSTEJ

Ktore z punktow A, B, C leza na prostej [?

£ 1 (-4 1
a) A=(0-1), B=(-%1
b) A=(0,-1), B=(-1,0),
C} A=|:—2."3]. Bz{"31 2}:

. 1
d) A=(-4,-3), B=(11,

), C=(5,—-4), prostal:y= -:Tx' -

1

1=

3

3

e

C=(-2,-2), prostal: 2x-v+2=10
C=(2,3), prostal: 3x+2y-12=0

), (= (—%,%), prostal: 2x -3y +

1=0

Znajdz wartosci a i b, dla ktorych punkty A i B leiq na prostej [.

a) A=(a,-2), B= (-% EJ), prostal: y=-3x+2

b) A=(a,8), B=(-3,b), prostal: 2x-3y-1=0

¢} A=(a,a), B=(-b,b), prostal: y=4x-5

d) A=(a,-a), B=(-b,-b),

prostal: =3x+y-8=0

Przeksztal¢ réwnanie ogdlne prostej do postaci kierunkowej.

a) x+2y+6=0
b) 5x -4y -20=0

ROWNANIE PROSTE)

c) =3x+9y+21=0
d) 3x+3y-V6=0

13



A Przeksztal¢ rownanie kierunkowe prostej do postaci ogolnej, w ktorej wszyst-
kie wspolczynniki sa liczbami catkowitymi.

=3x~ 2 . =3yt 2 = () 23x -
a) v=23x £ b) ¥ ?x+6 c) y X+ 2 d) v=-0,23x-0,7
H Trzy z podanych rownan przedstawiaja te sama prosta. Zapisz rownanie ogol-
ne i rownanie kierunkowe tej prostej.
a) x+y=3 5Y 2x=3y-6 T+ 5 1 X=3 5V
b) XY =1-y x=3y-2 XE5=%‘ 3x+y+2)=2(x+3y+2)
A Znajdz wspolrzedne punktdw przeciecia danej prostej z osiami ukladu wspol-
rzednych.
a)y=—§x—22 ¢) 2x-3y+12=0
b) y=12x-6 d) -10x+6y-2=0
b Znajdz rownanie prostej przechodzacej przez punkty A i B.
a) A=(0,-12), B =(-4,0) d) A=(-1,8), B=1(2,2)
b) A=(5,0), B=(0,-20) e) A=(5,2), B=(-10,5)
c) A=(1,7), B=(0,-2) f) A=(-7,-6), B=(21,14)
H Znajdz rownania ogolne prostych k i I przedstawionych na rysunku.
a) ¥ b) :k Vi | c) by 1
K. : . k ; =
1 £l 1
; - —H— + -
-
dti-P)  Aswey JANA mmareu
\k t ."J. ,-’"#
b i | _-"" z r
.\\ | i L
y | -~
N : friig - 1
\\. } 1 i X i lr-' 1 ¥ II"-_I 1 X
. WAOR MY S . A
I \\ /__/ o
f. ;‘/ '_\.__. .Ir:.,-" : B, -""--..___ T \
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Podaj réwnanie ogolne prostej przechodzacej przez punkt (5, -3) oraz:
a) rownoleglej do osi x,
b) rownoleglej do osi y,
¢) nachylonej do osi x pod katem 45°,
d) nachylonej do osi x pod katem 135°.

Znajdz rownanie prostej rownoleglej do danej prostej i przechodzacej przez
punkt P.

a]};z_%x+5, P =(6,0) ¢c) 7x-3y+8=0, P=(0,-5)
b) y=-22, P=(-3,10) d) -3x+2y-1=0, P=(-4,3)

Znajdz rownanie prostej prostopadlej do danej prostej i przechodzacej przez
punkt M.

a) y=3-4x, M=(0,-2) c) 3x-4y=0, M=(-9,0)
b) x=12, M=(-3,5) d) 6x+3v=11, M=(-4,-5)

A0 Sprawdz, czy podane proste sa rownolegle.

a) y=3&x-2, y=3x+17 d) y=8x+4, y+8x-2=0
b) y=-3x+1, y=-03x-1 e) 2x+6y+3=0, x-3y-1=0
) y=-2x+3, 6x+3y-5=0 f) %—3}*=D, 6y —x+ 3 =0

Sprawdz, czy podane proste sg prostopadle.

a]y=2x—%‘ y=-2x+3 d) 2x+6y+5=0, y=3x-5
h}y:%x+ll. y=—4x+6 e) x-y+2=0, —=x+y+10=0
Q) y==/2x-1, y=%x+3 f) 7x-5y+9=0, -5x+7y-3=0

b Znajdz wsrod podanych prostych wszystkie pary prostych rownoleglych i pro-

stych prostopadlych.

prosta a: y = —%x prostad: y =1,5x - % prosta g: ¥y = -3x
prosta b; y = %x +1,5 prosta e: y = -1 %x + 1% prosta h: y = §
prostac: y = %x prostaf:yv= %x -5 prostai: y= E%x - 3.-1;

a) Znajdz taka wartos¢ m, dla ktorej proste o rownaniach y = -1,4x + 3,7
i 2x +my + 7 = (0 sa rownolegtle, oraz taka, dla ktorej te proste sa prostopadfe.

b) Znajdz taka wartosc p, dla ktorej proste o rownaniach px+5y =3 i 9x+3y =-5
sg rownolegle, oraz taka, dla ktdrej te proste sa prostopadile.

ROWNANIE PROSTE) 15



a) Sprawdz, czy punkty P=(1,-1), Q =(7,2) i R =(51, 24) sa wspolliniowe.

b) Znajdz wartos¢ m, dla ktorej punkty P = (3,7), @ =(m,m-1)i R = (-2,-8) sa
wspotliniowe.

Znajdz wspolrzedne punktu lezgacego na prostej [, ktorego odleglosci od
punktow A i B sa rowne.

a) prostal: x=8, A=(2,-3), B=(6,1)
b) prostal: y=-2, A=(-3,2), B=(4,5)
¢ prostal: x-y=0, A=(-6-1), B=(-2,7)

Znajdz rownania dwoch prostych przechodzacych przez punkt P, poprowa-
dzonych w réwnych odleglosciach od punktow A i B.

a) P=00,0, A=(2,-5), B=(-8§,-11) b) P=(3,-2), A=(-5,-1), B=(1,9)

Znajdz wszystkie wartosci parametru p, dla ktorych trzy proste o podanych
rownaniach przecinaja sie w jednym punkcie.
a) x=3, y=-5, y=2x+p C) 2x+py-p=0, x=3, y=7

b) y=px-4, x=-7, y=p d) px+3y+p=0, x=p, y=-2

Z punktu (-1, 4) poprowadzono proste prostopadie do prostych o réwnaniach
X=3y+3=013x+2yv+8 = 0. Znajdz wspolrzedne wierzcholkow czworokata
ograniczonego tymi czterema prostymi.

Wyznacz rownania obu osi symetrii odcinka AB.

a) A=(8,1), B=(2,4) by A=(-5,3), B=(2,7)

Punkty A =(-1,-4), B =(5,-2) i C = (-3, 6) sa wierzchotkami tréjkata.
a) ZnajdZz rownanie prostej przechodzacej przez wierzchotek A, ktora dzieli ten
trojkat na dwie czesci o rownych polach.

b) Znajdz rownania prostych przechodzacych przez wierzcholek A, ktore dzielg
ten trdjkat na cztery czesci o rownych polach.

Jedna z przyprostokatnych rownoramiennego trojkata prostokatnego zawiera
sie w prostej o rownaniu x - v+ 2 = (), a jeden z jego wierzchotkow ma wspolrzed-
ne (-2,5). Podaj rownania prostych, w ktorych zawierajq sie pozostale boki tego
trojkata.

Wyznacz rownanie prostej zawierajacej wysokos¢ trojkata ABC poprowadzo-
ng z wierzchotka C.

a) A=(-3,-1), B={4,1), C=(3,7) b) A=(-5,-3), B=1(0,-6), C=(2,-1)
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Wierzchotkami trojkata sa punkty: A =(-3,5), B =(-1,-3), C =(5,-1). Znajdz
rownanie prostej:
a) zawierajacej srodkowa tego trojkata poprowadzong z wierzcholtka A,
b) réwnoleglej do boku BC i przechodzacej przez wierzchotek A,
¢) zawierajacej wysokos¢ tego trdjkata opuszczong z wierzchotka A,
d) bedacej symetralna boku EC.

A Pole rombu jest rowne 20, a koncami jednej z jego przekatnych sa punkty
o wspolrzednych (—4,-4) i (4, 2). Znajdz wspolrzedne koncow drugiej przekatnej.

Punkty O =(0,0), A = (6,-4), B = (3, 8) sa wierzcholkami trapezu OABC, ktory
nie jest rownoleglobokiem. Wierzcholek C lezy na prostej o rownaniu y = 5. Znajdz
wspolrzedne wierzcholka C.

Znajdz rownanie prostej | rownoleglej do prostej m: 3x +2y -2 = 0 i przecho-
dzacej przez punkt P = (-2,-5), a nastepnie — réwnanie prostej k rownolegtej do
prostych I i m i jednakowo od nich odleglej.

A Znajdz na prostej | punkt, ktory jest potozony najblizej punktu P.
a) prosta l: y = -%x +6, P=(0,-2) h) prostal:3x+4y-8=0, P=(3,1)
A Znajdz kat nachylenia do osi x prostej o rownaniu:

a) y=+3x+2 b) V3x-3y=4 ) x-2y+12=0 d) 2x+3y=2

A Czy kat nachylenia podanej prostej do osi x jest ostry czy rozwarty?
a]y:%x+? c) y=-5x+3 e) 2x+3y-7=0
b) y=15x-1 d}y=—%+12 f)y x-5y+1=0

Oblicz miary zaznaczonych katow. Wyniki zaokraglij do 1°.

y v
\ 4

AT x :
y 'E-/\ & A}*
L
% > J
o g

156. Podaj (w zaokragleniu do 1°) miare kata ostrego, pod jakim przecinaja sie
proste 3x-5v+10=01i 4x+2y-1=0.

=1
b3
|
=1
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n57. Znajdz miary katow trojkata ograniczonego prostymi o danych rownaniach.

[

a) y=-1, y=x-2, y=-¥x+5  b)y=5, y=-3x-3, y=Lx-4

i

158. a) Wykaz, Ze na prostej o rownaniu y = I}ix + ]? lezy nieskonczenie wiele
punktow o obu wspolrzednych catkowitych.

1

b) Wykaz, Ze na prostej o rownaniu y = %—x + ¢ hie lezy zaden punkt o obu wspot-

rzednych catkowitych.

n59. Znajdz rownania osi symetrii figury, ktora sklada sie z prostych o rownaniach
y=ax+biy=-ax+c(a+0).

w60, prosta k: Ax +By+C=0(A40, B#0)iprostal o podanym réwnaniu sq
symetryczne wzgledem prostej lub punktu. Podaj rownanie osi symetrii lub okresl
polozenie srodka symetrii.

a) L Ax-By-C=10 b) . Ax-By+C=10 c) L Ax+By-C=0

#61. a) Wykaz, ze jesli prosta przechodzi przez punkty o wspolrzednych (x, )
i(x2,»2), to jej rownanie mozna zapisa¢ w postaci (v -y )xz = x1) = (% - yvix - x,).
b) Wykaz, ze jesli prosta ma wspélczynnik kierunkowy a i przechodzi przez punkt
o wspolrzednych (x, y1), to jej rownanie mozna zapisa¢ w postaci y -y = a(x —x).
¢) Wykaz, ze jesli prosta nie przechodzi przez poczatek ukladu i przecina osie
uktadu w punktach o wspoétrzednych (a,0) i (0,b), to jej rOwnanie mozna zapisac

w postaci g + E =1.

ROWNANIE PROSTEJ (CD.)

Al Znajdz wspolczynnik kierunkowy prostej przedstawionej na rysunku. Podaj
wspolczynnik kierunkowy prostej do niej prostopadiej.
a) yi b) Yo C) b4 W S+ | I 4
gl £ T 1 \
1 X 1 X 1 T X 1 5.
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L.l

Znajdz wspolczynnik kierunkowy prostej, na ktorej leza podane punkty.
a) (6,4), (1,2) c) (=100,30), (80,-60)
b) (42,-77), (40,-81) d) (-23,-19), (-30,-14)

Prosta o wspolczynniku kierunkowym a przechodzi przez punkty A i B.
Znajdz wartosc p.

a) a=-2, A=(512), B=(-3,p) b}a=%, A=(0,-21), B=(p,-11)

Oblicz odleglos¢ punktu P od podanej prostej.

a) P=(3,5), y=-2 d) P=(3,4), y=-2x
b) P=(-1,-3), x=-9 e) P=(-2,1), 3x-y+3=0
¢) P=(0,0), y=2x-3 f) P=(-6,4), y=-1x-2

Przekatne kwadratu przecinaja sie w punkcie P, a jeden z bokow zawiera sie
w prostej [. Oblicz pole tego kwadratu.

a) P=(2,1), prostal: x+3y-1=0 b) P=(5,-3), prostal: -2x+3y+6=0

Wykaz, #ze podane proste sg rownolegle, a nastepnie oblicz odleglosd miedzy
nimi.

a) 3x-y+1=0, 6x-2y+3=0 b) y=1x+5 x-2y+8=0

[

Okrag o Srodku P jest styczny do prostej [. Znajdz promien tego okregu.

a) P=(12,11), prostal: y=-4 c) P=(4,1), prostal: x+5y-3=0
b) P =(-7,3), prostal: x=6 d) P =(6,0), prostal: y = —%H 5

Czy czworokat ABCD jest kwadratem, rombem, prostokatem, rownoleglobo-
kiem lub trapezem?

a) A=(-32,17), B=(14,-460), C(C=1(23,-43), D=(-26,19)
b) A=(-29,-23), B=(1,-26), C=(54), D=(-257)

¢ A=(-17,-21), B=(13,-19), C=(11,11), D=(-19,9)
d) A=(-8,-5), B=1(32,3), C=(30,13), D=(-10,5)

e) A=(-16,-10), B=(6,-6), C=(16,14), D =(-6,10)

Znajdz wartosc p, dla ktdrej prosta o rownaniu 2x — 3y + 5 = 0 oraz prosta

przechodzaca przez punkty A =(1,5)i B = (p,-3) sa:

a) rownolegle, b) prostopadte.
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Znajdz wartos¢ p, dla ktorej prosta o rownaniu 2x + y — 9 = 0 oraz prosta
przechodzaca przez punkty A=(p,2)i B = (-4, p) sa:

a) rownolegle, b) prostopadte.

Dane sg wierzchotki trojkata A =(-4,-1), B=(1,-3), C = (8, 1). Oblicz diugos¢
wysokosci opuszczonej z wierzcholka B oraz pole tego trojkata.

Dwa wierzchotki tréojkata to punkty A=(-4,2) i B=(-1,-2). Prosta y = —%x
przechodzi przez trzeci wierzcholek. Sprawdz, Ze ta prosta jest rownolegla do
prostej AB, a nastepnie oblicz pole tego trajkata.

) a) Oblicz pole rédwnolegloboku ABCD, ktorego wierzcholkami sa punkty
A=(-2,-5),B=(51), C=(3,4)i D =(-4,-2).

b) Oblicz pole trapezu KLMN, ktorego wierzcholtkami sa punkty K = (-3,-4),
L=(-6,5),M=(-2,11)i N = (0,5).

Znajdz wspolrzedne punktu symetrycznego do punktu P wzgledem prostej [.
a) P=(2,5), prostal: y= %x— 1 ¢) P=(2,-8), prostal: 2x+3y-6=0
b) P=(0,-4), prostal: y =-3x+6 d) P=(3,-6), prostal: 3x-5y-5=0

Podstawa tréjkata rownoramiennego jest odcinek o koncach A = (-2,-5) oraz
B =(4,-3), a jedno z jego ramion zawiera sie w prostej o rownaniu ¥ = -x + 1.

a) Znajdz wspolrzedne trzeciego wierzcholka tego trojkata.
b) Oblicz pole tego trojkata.
¢) Oblicz dlugosc wysokosci opuszczonej na ramie tego trojkata.

Punkty (-1,6) i (3,-2) sa wierzcholkami trdjkata, a punkt (0,-1) jest jego
ortocentrum. Znajdz wspolrzedne trzeciego wierzchotka tego trdjkata.

Odcinek o koncach A =(-1,0) 1 B =(3,-8) jest jednym z bokow trojkata ABC.
Znajdz wspolrzedne punktu C, jezeli wiadomo, ze pole trojkata ABC wynosi 20,
a punkt C lezy na osi y.

Podstawa trdjkata réwnoramiennego zawiera sie w prostej v = 2x + 1, kazde
z ramion ma dhlugos¢ /37, a jednym z wierzchotkow jest punkt o wspdolrzednych
(5,-2). Znajdz wspolrzedne pozostalych wierzchotkow tego trajkata.

W trojkacie o wierzcholkach (-1, 2), (3,0), (3,6) znajdz wspolrzedne:
a) ortocentrum tego trdjkata,
b) srodka okregu opisanego na tvm trojkacie,
¢) Srodka ciezkosci tego trojkata.
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Srodek okregu przechodzacego przez punkty (5,-1) i (=1,-7) lezy na prostej
y = 3x — 6. Znajdz wspolrzedne érodka tego okregu.

Koncami podstawy trojkgta rownoramiennego sa punkty (-4,-5) i (=1,-1).
Trzeci wierzcholek tego tréjkata lezy na prostej 2x-3y-21 = 0. Znajdz wspolrzedne
tego wierzcholka.

Jeden z bokdéw kwadratu zawiera sie w prostej 2x - 3y - 12 = 0, a jednym
z wierzcholkow jest punkt (-1, 4).

a) Znajdz pole tego kwadratu.
b) Znajdz wspolrzedne pozostalych wierzchotkow tego kwadratu.
¢) Znajdz rownania prostych zawierajacych przekatne tego kwadratu.

) Dwa z bokéw kwadratu opisanego na okregu o srodku w punkcie (3,-5) za-
wieraja sie w prostych o rownaniach 4x -3y +3 = 01 4x -3y - 57 = 0. Znajdz
rownania prostych, w ktorych zawieraja sie pozostate dwa boki tego kwadratu.

Punkty (-1,2) i (-3,-8) sa koncami jednej z przekatnych kwadratu. Znajdz
rownania prostych, w ktorych zawieraja sie boki tego kwadratu.

Osig symetrii trapezu rownoramiennego ABCD jest prosta y = 2x + 1. Punkty
B =1(3,-3) i C = (4,4) sa koncami ramienia tego trapezu. Znajdz wspolirzedne
punktow A i D.

Sasiednie boki réwnolegloboku zawieraja sie w prostych 4x -5y + 7 = 0 oraz
2x +3y+9=0, a jedna z przekatnych zawiera sie w prostej x — 4y + 10 = (. Znajdz
wspolrzedne wierzcholkow tego rownolegloboku.

Sasiednie boki rownolegioboku zawieraja sie w prostych x -3y -7 = 0 oraz
x+ 2y -2 =0. Przekatne tego rownolegltoboku przecinaja sie w punkcie (-1, 1).

a) Znajdz wspolrzedne wierzchotkow tego rownolegloboku.
b) Oblicz pole tego rownolegioboku.

Punkty (-6,-4), (-1,-1), (3, 6) sa kolejnymi wierzchotkami rownolegioboku.
a) Znajdz wspolrzedne czwartego wierzcholka.
b) Oblicz pole tego rownolegloboku.

Dane sg punkty A = (2Zm+5,2), B=(m,3), C = (-1,m - 2). Oblicz, dla jakiej
wartosci parametru m:

a) punkty A, B i C sa wspdlliniowe,
b) proste AB i AC sa prostopadie.
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191. Jednym z wierzchotkow trojkata jest punkt (0, 3), a pozostate lezg na prostej
y = 2x + 8. Symetralne bokow tego trojkata przecinaja sie w punkcie (-3, 7). Znajdz
wspolrzedne pozostalych wierzcholtkow tego trojkata.

w92

12 2. ZnajdZz rownanie prostej, ktorej odleglos$¢ od poczatku ukladu wspétrzednych
jest rowna 5 i ktora przechodzi przez punkt (7,-1).

193, Znajdz na prostej | punkt C taki, ze | ACB| = 90°,
a) A=(6,8), B=(-2,-4), prostal: y=0
by A=(-10,6), B=(-3,-3), prostal: x=-2
c) A=(-1,3), B=(54), prostal: x-y=0

194, pole rombu ABCD jest rowne 80. Oblicz wspolrzedne wierzchotkow B i D,
jezeli wiadomo, ze A =(0,-1)i C=1(4,7).

ABCD. Prosta —x+y +7 = 0 przechodzi przez punkt C i jest prostopadia do
podstaw trapezu.

a) Oblicz wspotrzedne pozostalych wierzcholkow tego trapezu.

b) Oblicz pole tego trapezu.

196, a) Dla jakiej wartosci parametru p prosta o rownaniu y = x dzieli trojkat
o wierzchotkach (0, 2), (1, 2), (1, p) na dwie figury o rownych polach?
b) Dla jakiej wartosci parametru p prosta o rownaniu y = x—1 dzieli trojkat o wierz-
chotkach (1, 2), (4,6), (p, 2) na dwie figury o réwnych polach?

197, Znajdz punkty, ktory leza w tej samej odleglosci od punktu (1, 1), od punktu
(3,1) oraz od prostej x +y + 1 = 0.

198. Znajdz rownania prostych, ktore zawierajag dwusieczne katow utworzonych
przez proste ki [.
a) prosta k: 5x =y =20=0, prostal: x+5y-=30=0
b) prosta k: x -2y =0, prosta l: 3x-y =10
199, Znajdz na prostej rownoleglej do prostej I i przechodzacej przez punkt P dwa
punkty oddalone od punktu P o 5 jednostek.
a) prostal: 4x-3y+9=0, P=(-2,-3)
b) prostal: 3x—y-2=0, P=(-2,-1)
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n1100. Udowodnij, korzystajac ze wspolrzednych wierzchotkow odpowiedniego

wielokata, ze:

a) odcinek faczacy srodki dwaéch bokow dowolnego trdjkata jest rownolegly do
trzeciego z bokow,
b) odcinek taczacy $rodki ramion dowolnego trapezu jest rownolegly do podstaw

tego trapezu.

ROWNANIE OKREGU

A Zapisz rownanie okregu o $rodku w punkcie S i promieniu r.

a S=(2,-1), r=3

b) §=(v21), r=v7
0 §=(0,-5), r=1
d) §=(0,0), r=3+2

e) S= (—%,%) r=

| —

f) $=(-02,-23), r=25
g §=0232,35), r=3¥3

h) $=(-1-v2,-2+3), r=

'\"'r:?'.]

), - Ktére z podanych punktéw leza na okregu o réwnaniu (x+2)% +(y=1)2 = 177

A=(1,-3) C=(-2,1) E={2,2
B=(-3,5) D =(-2,18) F =(-6,0)
b ~ . Punkt P = (x,y) nalezy do kota o $rodku S = (a,b) i promieniu r, gdy jego

wspolrzedne spelniaja nierownosé (x — a)® +(y - b)? < r?. Zapisz, jaki warunek spel-
niajg podane wspolrzedne punktow nalezacych do kota o srodku S i promieniu r.

a) $=(0,0, r=1 d) $=(3,-5), r=10
b) §=(-2,0), r=4 €) $=(-1,-4), r=32
¢) §=(0,-7), r=22 f) §=(2,v3), r=5
y WL Punkt P = (x,y) nalezy do kota o srodku § = (a,b) i promieniu r, gdy

jego wspolrzedne spelniaja nieréwnosé (x —a)? + (v - b)? < r?. Zaznacz w ukladzie
wspolrzednych zbior punktéow speilniajacych podany warunek.

a) (x+1P+(y+v2)P <1

b) x2+(y+3)2 <5

¢) x+1P+(y-3P=4

ROWNANIE OKREGU

@ (x+1) +(r-2) <4
e) X2+ y°>2

f) 4s(x=2P%+(y-2<9
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Znajdz rownanie okregu:
a) ktorego srednica jest odcinek o koncach P =(-3,8), Q = (-5, 2),
b) o érodku § =(2,-3) i przechodzacego przez punkt A =(5,-1),
¢) o srodku S =(-4,-6) i stycznego do prostej v = 2,
d) o srodku § =(-2,0) i stycznego do osi y.

Podaj rownania stycznych do okregu o danym rownaniu rownolegltych do
osi ukladu wspotrzednych.

a) x*+y?=5 b) (x=5) +y* =100 €) (x+4)P+(y-7P°=16

b a) Znajdz rownanie okregu symetrycznego wzgledem osi x do okregu opi-
sanego rownaniem (x + 6)° + (v +5)° = 3.

b) Znajdz rownanie okregu symetrycznego wzgledem osi y do okregu opisanego
réwnaniem (x - 8)% + y2 = 11.

Znajdz rownanie okregu opisanego na podanej figurze.
a) trojkat prostokatny, ktorego wierzchotkami sa punkty (0, 0), (0, -2), (5,0)
b) trajkat prostokatny, ktorego wierzchotkami sa punkty (-2,-4), (8, 1), (4,4)
¢) kwadrat, ktorego wierzchotkami sga punkty (3,0), (8,-3), (11,2), (6,5)
d) prostokat, ktorego wierzcholkami sg punkty (-6, -2), (6,-8), (8,-4), (-4, 2)

Dwoma wierzcholkami trojkata réwnobocznego sq punkty (-1,0) i (5,0).
Znajdz rownanie okregu:

a) wpisanego w ten trojkat, b) opisanego na tym trojkacie.

a) Zapisz rownania wszystkich okregow o promieniu diugosci 6, stycznych
do prostych x=-2 i y=3.
b) Zapisz rownania okregow stycznych do osi v oraz do prostych x=3 i vy =-5.
¢) Zapisz rownania okregow, ktorych srodek lezy na prostej x = -2, stycznych do
prostych x=-5iy=4.

d) Podaj rownania wszystkich okregéw o promieniu /2, stycznych do prostych
o rownaniach x-y=0ix+y+4=0.

Znajdz rownania okregow o srodku § stycznych do podanego okregu.
a) $=02,4), x+2)°+(y-1¥=4
b) §=(1,-2), (x-6F +(y+14)° =144
) $=(0,4), (x-3)*+y? =81
d) § =(-3,-5), x+2P +(y-2)>=64
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Sprawdz, czy okregi o podanych rownaniach sg styczne, przecinajg sie czy
sa rozlaczne.

a) (x+4P +(y+27% =16 d) (x+2)2 +(y +3)2 =36
(x+1)*+(y+2)° =49 x2+y2 =4

b) (x=6)* +{y +3)* =2 e) (x+3)2+(y-5) =64
(x=6)°+(y+7)° =10 (X-2P+(y+7)2=25

) (x=2P +(y+4)* =25 f) (x+5)2+y2=9
(x—4)+(y-3)=3 X2+ (y—4) = 49

Znajd# rownanie okregu symetrycznego do okregu o podanym rownaniu
wzgledem prostej [.

a) (x=5¢+(v+6)7°=7, prostal: y=-8
b) (x+9)°+(y+8)¢ =3, prostal: x=5

i Ustal, w jakich punktach okrag o podanym rownaniu przecina osie ukfadu
wspolrzednych.

a (x-2P+(yv+302 =13

b) (x-1)2+(y-2P =4

¢) x=6)°+(y+4)* =25

d) (x=4)2 +(y +0,5) = 36,25

Boki trojkata zawarte sa w prostych: k, I, m. Wykaz, ze ten trajkat jest
prostokatny, a nastepnie znajdz rownanie okregu opisanego na nim.

a) prostak: y=1,5x+2, prostal: 2x+3y -6 =0, prosta m: 7x +4y—-34 =0
b) prosta k: 2x-y-2=0, prostal: x-5y+35=0, prostam: x+2y+14=0

Punkt (-8, 5) jest jednym z wierzchotkow tréjkata rownobocznego opisane-
go na okregu o srodku w punkcie (-2, -3). Znajdz rownanie tego okregu.

1117. Znajdz rownanie okregu opisanego na trajkacie o podanych wierzchotkach.
a} {_3l l}l {1! 3}: (l! g} h] [_2l _:i}l {.41 _3}1 [21 1}

i 40 \ o , .. y y
x118. Wyznacz wszystkie wartosci parametru p, dla ktorych podane réwnanie opi-
suje okrag.

a) (x+2P2+(y-10F=p+2p-3
b) (x-52+(y+3)2=-p*>-2p+8
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n 119, a) Znajdz réwnanie okregu o $rodku lezacym na prostej x — y + 5 = (), prze-
chodzacego przez punkty A=(-7,4) i B=(-1,6).

b) Zapisz rownanie okregu przechodzacego przez punkty A = (-5,-1), B = (3,-1),
C=(-3,1).

1120. Wykaz, ze srodki wszystkich odcinkow o dlugosci 1, ktérych jeden koniec
lezy na osi x, a drugi na osi v, tworzg okrag.

INTERPRETACJA GEOMETRYCZNA
UKLADU ROWNAN

A . - Bez wykonywania obliczen okresl, ile ten uklad rownan ma rozwiazan.

p=gn—=7 5 3x-2y=3 3x-5y=2
a}{ }{%x—y=1,5 ) {29:—5}-':3

W Sprawdz, czy proste o podanych rownaniach przecinajg sie. Jesli tak —
podaj wspolrzedne ich punktu przeciecia.

a) x=7, 2x+y-4=0 d) y=-1x+2, -5x+2y=1

b) y=-2, y=-4x+3 ) y+§=1, 6y+3x+1=0

¢) 3x-5y+2=0, y=06x+0,4 f) 3x-y+8=0, x-3y=0

11 2s Sprawdz, czy wszystkie podane proste przecinaja si¢ w jednym punkcie.
a) x+y+4=0, 2x-3y+3=0, y=2x-5
b) y=-x+1, y:%x-E, X=2y-7=0
c]}f=2x+%, x+4y=1, 3x+2y+2=0

d) 3x-2y-2=0, x+2y+18=0, y=2x+1

Al Boki trojkata zawarte sa w prostych o rownaniach:
X+2y-2=0 2x-y—-4=0 X-y+4=0
Uzasadnij, ze trojkat ten jest prostokatny i oblicz jego pole.

A Znajdz rownanie stycznej w punkcie P do okregu o podanym réownaniu.
a) (x-1P+(y-4?2=10, P=(4,3) Q) x+3)0+y*=17, P=(-2,-4)
b) (x+2P +(y-1¥=13, P=(-5,-1) d) x*+(y+1)*=29, P=(2,-6)
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a) Prosta p jest styczna do okregu x° + y* = 10 w punkcie (1,3) i przeci-
na osie uktadu wspolrzednych w punktach A i B. Oblicz pole trojkata, ktorego
wierzchotkami sg punkty A, B i poczatek ukladu wspolrzednych.

b) Wierzcholki rombu opisanego na okregu x°+y? = 5 leza na osiach ukladu wspol-
rzednych, a jeden z jego bokdw jest styczny do tego okregu w punkcie (-2,-1).
Oblicz pole tego rombu.

Znajdz wspolrzedne punktow, w ktorych okrag k przecina prosta [.
a) okrag k: x* +y® =5, b) okrag k: x* + y* = 10,
prosta I: y = 3x prostal: y=2x-1

Ustal, w jakich punktach prosta y = 3x - 1 przecina podany okrag.
a) (x=1P+(y=-272=10 O (x+12+(y-4)2=6
b) (x+22 +(y+3)2=8 d) (x=22 +(p+132 =8

]

| Prosta x — 2y - 7 = 0 przecina okrag (x + 1) + (¥ - 1)° = 25 w punktach A i B.
Oblicz diugosc cieciwy AB.

Znajdz rownanie prostej stycznej w punkcie A do okregu (x — 4)° + y* = 25.
a) A=1(4,5) c) A=(1,4)
b) A=(-1,0) d) A=(8,-3)

Wykaz, ze punkt (0,0) oraz punkty, w ktorych prosta x -y + 1 = () przecina
parabole v = x°, sg wierzcholkami trojkata prostokatnego.

) Wierzchotkiem paraboli y = ax® + bx + 1 jest punkt W = (2,5). Prosta o row-
naniu y = -x + 5 przecina te parabole w punktach A i B. Oblicz pole trojkata ABW.

A Okrag o $rodku S wycina z prostej [ cigciwe o diugosci d. Znajdz réwnanie
tego okregu.

a) §=(1,2), prostal x+yv+5=0, d=2
b) §=(-3,5), prostal: x—-4y+8=0, d=1

Dana jest prosta I: y =-2x+ 1 i punkt § =(-1,-3).

a) ZnajdZ rownanie okregu o Srodku w punkcie S, stycznego do prostej [, oraz
wspolrzedne punktu stycznosci.

b) Znajdz rownanie okregu o srodku w punkcie 5, ktory z prostej | wycina cieciwe
o diugosci 2.
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y
Prosta y = —%x + 1 przedstawiona na - ,4./""' "‘\
rysunku obok przecina okrag x° + y* = 17 il \
punktach A i B, a 0§ x — w punkcie C. D‘,:. oo :|E .
Okrag przecina o§ x w punktach D i E. Ob- T~
licz sume pol trojkatow ADC i CBE. \R____ /
A Punkty A = (-1,-5) i B =(2,-4) leza na okregu o réwnaniu x° +(y +3)° = 5.

Znajdz wspolrzedne punktu C lezacego na tym okregu takiego, ze:
a) trojkat ABC jest prostokatny,
b) trojkat ABC jest rownoramienny i odcinek AB jest jego podstawa.

Punkty A =(1,-9)i B=(4,/19-5) leza na okregu (x-3)° +(y+5)*=201isa
wierzchotkami prostokata ABCD. Wyznacz wspolrzedne punktow C i D.

Prosta y = —%x przecina okrag o Srodku S = (0,-2) i promieniu 4 w punk-
tach A i B. ZnajdZz wspdirzedne takiego punktu C lezgcego na tym okregu, ze
trojkat ABC jest rownoramienny i odcinek AB jest jego podstawa.

X Znajdz rownania stycznych do okregu (x — 1)° + y* = 3:
a) rownoleglych do prostej y = 3x + 5,
b) prostopadlych do prostej x+2y -3 =0,
¢) nachylonych do osi x pod katem 135°,
d) nachylonych do osi x pod katem 60°.

ZnajdZ rownania prostych stycznych do okregu (x - 1)2 + y? = 1, ktdre sa:
a) rownolegte do prostej x + 5y + 10 =0,
b) prostopadie do prostej x + 2y -4 =10.

Znajdz rownanie okregu o Srodku S = (5,-4), stycznego do prostej y = 3x+1.

Znajdz rownania prostych, ktore sa rownolegle i jednoczesnie styczne do
dwoch okregow o rownaniach (x+ 1) +(y+6)° =9i(x -2 +y* =0,

Znajdz rownanie najmniejszego z okregdw, ktory jest rdwnoczesnie styczny
do okregu x* + y* = 16 i prostej y = -x - 8.

A Dla jakich wartosci p okrag (x — 1)° + (v + 3)° = p ma dwa punkty wspoélne
Z prosta y = 2x - 27
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Dla jakich wartosci parametrow a i b prosta y = ax + b jest rownolegla do
prostej 3x + y -6 =0 i rozlaczna z okregiem (x -~ 1)° + (y = 2)* = 47

H ZnajdZ na okregu (x —3)* + (y — 1)* = 9 taki punkt, ktorego odleglos¢ od
prostej ¥ = 2x + 5 jest najmniejsza.

#1477, Znajdz wszystkie wartoéci parametru p, dla ktérych prosta opisana réwna-
niem px +y+1 =01 okrag o rownaniu (x + 1)° + (y - 3)? = 16:

a) majg jeden punkt wspolny,
b) maja dwa punkty wspolne,
¢) nie majg punktow wspolnych.

» 145, Wierzcholki trojkata rownobocznego leza na paraboli o podanym rownaniu,
a jeden z nich jest jej wierzcholkiem. Znajdz wspdlrzedne wierzcholkow trojkata.
a) y=x° b) y =x*-4x

n 149, Znajdz na paraboli y = x* dwa takie punkty A i B, ze punkt (1,5) jest
srodkiem odcinka AE.

» 150, Zapisz réwnania prostych stycznych do okregu x? + y? = 5, przechodzacych
przez punkt P = (0, 5).

¥151. Znajdz réwnania okregéw o promieniu /10, stycznych do prostych o row-
naniach x-3v+3=0ix+3y-9=0.

1152. z punktu P = (0,-1) poprowadzono styczne do okregu (x + 5)° + y* = 13.
Znajdz rownanie okregu opisanego na trojkacie, ktorego wierzchotkami sa punkty
stycznosci oraz punkt P.

#1522, Znajdz réwnania prostych, ktére sa styczne do okregu (x + 1)2 +(y - 3)2 = 4

oraz do okregu (x = 5)% +(y - 3)° =4.

1 1545, ZnajdZ na prostej o réwnaniu y = 2x taki punkt P, ze dwie proste przecho-
dzace przez ten punkt i styczne do okregu o réwnaniu (x + 2)° + (¥ - 1)? = 4 sg do
siebie prostopadte.

% 155, Dla jakich wartosci parametru p okregi x2 + (¥ +5)2 = 16 i (x = p)? + y2 = p?
sa styczne?

%1156. pia jakich wartosci parametru p punkt przeciecia prostych o réwnaniach
2x=-y+p=0ix-y+2p+2=0nalezy do kota o promieniu 2 i $srodku w poczatku
ukladu wspolrzednych?
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n157. pa jakich wartosci parametru a poczatek uktadu wspoétrzednych i punkty
przeciecia prostej v = x +4 i paraboli y = ax” (a > 0) sa wierzcholkami tréjkata
prostokatnego?

x158. Zapisz warunek, ktory spelniaja wspolrzedne punktow tworzacych podana
figure.
a) trojkat o wierzchotkach A =(-2,4), B=1(6,0), C =(5,4)
b) réwnoleglobok o wierzchotkach A =(-2,-1), B=(0,4), C=(-2,7), D=(-4,2)

¢) trapez o wierzchotkach A=(-1,-1), B=(7,1), C=(9,5), D=(-3,2)
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Wierzchotkami tréjkata ABC sg punkty A =(27,-17), B=(31,-15)i C =(33,-11).
Srodkowa tego tréjkata poprowadzona z wierzchotka C ma diugosé:

A. V41 B. /5 C. 6.2 D. /37

Punkty A =(-20,30), B=(-21,33), C=(-24,34)i D =(-23, 31) sa wierzchotkami
rombu ABCD. Pole tego rombu jest rowne:

A. 2,2 B. 4.2 C.8 D. 82

Ao, Punkty A = (7,-9), B = (13,-7) i C = (9,-5) sa wierzchotkami trdjkata ABC.

A

Prosta przechodzaca przez srodki bokow AB i AC ma réwnanie:

A x+2y+6=0 E,y=%x—8 C.x-2y+9=0 D.y=1x-6

P ]

Jedno z ponizszych réwnan opisuje inng prostg niz pozostale trzy rownania.
Wskaz to inne rownanie.

A.3x-0y =12 B. -2x+6y+8=0 c.y=%x~f_§ D.x-3y+4=0
Na rysunku obok przedstawiono cztery od- G i
cinki w ukladzie wspoélrzednych. Jeden z nich P
e |
jest czescia prostej o wspolczynniku Kierunkowym d™ _l
rownym 11. Wskaz ten odcinek. N\l X
A. odcinek a y, =
B. odcinek b iy o
C. odcinek ¢ ;
D. odcinek d

Pole trojkata ograniczonego prosta 3x — 4y — 24 = 0 i osiami ukladu wspolrzed-
nych jest rowne:

A6 B. 12 C. 24 D. 48

Dla jakiej wartosci m prosta o rownaniu y = —4x + 5 jest prostopadia do prostej
przechodzacej przez punkty A =(13,-7) i B = (5, m)?

A.m=-39 B. m=-9 C.m=-5 D.m=25

Dla jakiej wartosci p prosta o rownaniu 5x — 3y = 2 jest rownolegta do prostej
przechodzacej przez punkty A =(p,2)i B = (-4, p)?
A p= & B. p = C.p = D.p=11
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Ktory z ponizszych punktow jest wspolliniowy z punktami A =(-2,3), B =(0,-5)?
A.(11,-50) B. (-16,60) C.(18,-77) D. (-23,88)

Boki trojkata prostokatnego sa zawarte w prostych o rownaniach 6x-y+2 =0,
x=6y-23=01ix+6y-12=0. Wierzcholkiem kata prostego jest punkt:

A. (-1,-4) B. (32,-11) C. (0,2 D. (6,1)

Prosta o rownaniu —-3x + 4y = 2 jest styczna do okregu o srodku w punkcie
(2,-3). Promien tego okregu ma diugosc:

A 8 g, 16 i D. 4
| ]

Czworokat KLMN o wierzchotkach K =(107,59), L =(113,61), M =(112,64),
N = (106, 62) jest:

A. trapezem, ale nie jest rownoleglobokiem,

B. rownolegiobokiem, ale nie jest prostokatem,

C. prostokatem, ale nie jest kwadratem,

D. kwadratem.

Obrazem okregu o rownaniu (x+4)%+(y-3)? = 7 w symetrii wzgledem poczatku
uktadu wspotrzednych jest okrag o rownaniu:
A (x+4P+(y+3P=7
(x-4P +(y-3P=7
X -4P +(y+3P =7
(X +4)P+(y-3F =49

| B =)

Okregi o rownaniach x° + y° = 16 oraz (x-8)°+(y+6)? = 36:
. 53 rozlaczne,
przecinajg sie,
sa styczne wewnetrznie,
. 83 styczne zewnetrznie.

oON® P

Srodkiem cieciwy wycietej z prostej o réwnaniu v = 3x przez okrag o roéwna-
niu (x = 2)2 + ¥? = 4 jest punkt:
) D(53)

A. (0,0) B. (1,3) Cd

Znajdz réwnanie prostej, ktora przechodzi przez punkt (-8, 6) i jest rownole-
gla do:
a) osi x, b) osi y, ¢) prostej 3x +4y -7 =0.

el

Lalra
W=
=
Lt

32 GEOMETRIA ANALITYCZNA



L.

Znajdz na osiach ukladu wspolrzednych punkty oddalone od punktu (5,-11)
0 13 jednostek.

Wierzchotkami trojkata ABC sa punkty A = (-5,2), B = (7,0) i C = (0,-1).
Znajdz rownanie prostej, w ktorej zawiera sie srodkowa poprowadzona z wierz-
chotka C.

Punkty (14, 5) i (22, 13) sa przeciwleglymi wierzchotkami rombu. Znajdz row-
nania osi symetrii tego rombu.

Wykaz, e prosta ¥ = 3x + 1 jest styczna do okregu (x — 7)* + (y — 2)? = 40.
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Pole trojkata ABC o wierzcholkach A =(0,0), B =(4,2), C =(2,6) jest rowne:
A5 B. 10 €. 15 D. 20

¥ W ukladzie wspélrzednych dane sa punkty A = (a,6) oraz B = (7, b). Srodkiem
odcinka AB jest punkt M = (3, 4). Wynika stad, ze:

A.a=5ib=5 C.a=4ib=10
B. a=-1ib=2 Da=-4ib=-2

Punkt K = (2, 2) jest wierzcholkiem tréjkata rownoramiennego KLM, w ktorym
|[KM| = |LM]|. Odcinek MN jest wysokoscia trojkata i N = (4, 3). Zatem:

A.L=1(53) B. L=(6,4) C.L=(3,5) D.L=(4,6)

Punkty A=(-21,11)i B=(3,17) sa koncami odcinka AB. Obrazem tego odcinka
w symetrii wzgledem osi x ukladu wspolrzednych jest odcinek A'B’. Srodkiem
odcinka A'E’ jest punkt o wspolrzednych:

A. (-9,-14) B. (-9,14) C. (9,-14) D. (9,14)

Punkt A = (-3, 2) jest koncem odcinka AB, a punkt M =(4, 1) jest srodkiem tego
odcinka. Dlugos¢ odcinka AB jest rowna:

A.- 2 '\,"rg B . 4 \.";m C. 5 \,"I;E D . ]. [} \_-'II'E

Dane sa punkty o wspélrzednych A = (-2, 5) oraz B = (4,-1). Srednica okregu
wpisanego w kwadrat o boku AB jest rowna:

A. 12 B. 6 C. 62 D. 2.6

Okregi o srodkach §; = (3,4) oraz S> =(9,-4) i rownych promieniach sa styczne
zewnetrznie. Promien kazdego z tych okregow jest réwny:

A. 8 B. 6 C:5 D.

ra|wn

Na ktorej z podanych prostych leza wszystkie punkty o wspolrzednych
(m-1,2m+5), gdzie m jest dowolna liczba rzeczywista?

A.y=2x+5 B. v=2x+6 C.y=2x+7 D.y=2x+8
Suma odleglosci punktu A = (-4, 2) od prostych o rownaniach x =4 i y = -4 jest
rowna:

A. 14 B. 12 C. 10 D.8
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A Na rysunku jest przedstawiona graficz- it b b L

na ilustracja uktadu dwoch rownan stopnia . :

B.a-m=>0ib-n<0
C.a m<0ib-n>0
D.a- m<0ib-n<0

PRZED MATURA

pierwszego z dwiema niewiadomymi x i y. ; :
Wskaz ten uklad. = s :
A { y=-2x+8 . {}-’ =x-1 S S ST NI §
. =—3x413 : =lygl = 1/ LT
ials L il L ]
y=2x-4 {y=3x—? ;
B. 9y =_lyx4+7Z D.4y-_2 {
{y_ 2X+2 ¥ 3x+4 Jl
A Na jednym z rysunkow przedstawiono interpretacje geometryczna ukladu
’ ., (X+3y==5 ;
rownan { Ix— 2y = —4° Wskaz ten rysunek.
A. ; 4 T B. ¥
g -';Ii- i’ 1‘;- =
i 13 X i I o X
C i D. Y
|/ :
. ,":1 1 14+
NP AR B 1 -
%12, Uklad row '{”“y=3 isuje w ukladzie wspolrzednych na plasz-
ad réwnan 2% +05y =4 opisuje w ukladzie wspolrzednych na plasz
czyzZnie:
A. zbidor pusty, C. dokladnie dwa rdzne punkty,
B. dokfadnie jeden punkt, D. zbidr nieskonczony.
A Na rysunku przedstawione sa dwie pro- d b E T
ste rownolegle k i I o rownaniach y = ax+b : "“ ,’ﬁ‘ i
oraz ¥y = mx + n. Poczatek ukladu wspolrzed- 2 P
nych lezy miedzy tymi prostymi. Zatem: Py ny g
ALa-m>0ib-n>0 “4" 1 X
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A

y
F

A

Prosta | o réwnaniu y = m“x + 3 jest rownolegta do prostej k o réwnaniu
y=(4m-4)x - 3. Zatem:

A.m=2 B. m=-2 C.m=-2-2/2 D.m=2+22

Proste opisane rownaniami y = m:’-’_ [X oraz y = mx + m1+1 sq prostopadte,
gdy:
A.m=2 B. m=1 C.m=3 D. m=-2

Prosta okre$lona wzorem y = ax + 1 jest symetralng odcinka AB, gdzie A =(-3,2)
i B=1(1,4). Wynika stad, ze:
A a=-1 B.a=1 C.a=-2 D.a=2

7.

Dany jest trojkat rownoramienny ABC, w ktorym |AC| = |BC|. Ponadto wiado-
mo, 7ze A =(-2,4) i B = (6,-2). Wierzchotek C nalezy do osi y. Oblicz wspolrzedne
wierzchotka C.

Wyznacz rownanie osi symetrii trojkata o wierzchotkach A = (-2, 2), B = (6,-2),
C =(10,6).

Na rysunku przedstawione sa dwa wierz- y

cholki trojkata prostokatnego ABC: A = (-3, -3)
i C=(2,7) oraz prosta o rownaniu y = %A - %

zawierajaca przeciwprostokgtng AB tego trodj-
kata. Oblicz wspolrzedne wierzchotka B tego -

oy

trojkata i dhugoséc odcinka AB. - 1 X

:

Dane sa proste o rownaniach y = x+ 2 oraz v = -3x + b, ktére przecinaja sie
w punkcie lezacym na osi y ukladu wspélrzednych. Oblicz pole trojkata, ktorego
dwa boki zawieraja sie w danych prostych, a trzeci jest zawarty w 0si x.

Punkty A = (-1,1) i C = (1,9) sq wierzcholkami tréjkata rownoramiennego
ABC, w ktorym |AC| = |BC|. Podstawa AB tego trojkata zawiera sie w prostej
0 réwnaniu y = Lx + % Oblicz wspolrzedne wierzchotka B tego trojkata.

W ukladzie wspolrzednych punkty A = (4,3) i B = (10, 5) sa wierzcholkami
trojkata ABC. Wierzcholek C lezy na prostej o réwnaniu y = 2x + 3. Oblicz wspdl-
rzedne punktu C, dla ktorego kat ABC jest prosty.
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Jesli wszystkie zdarzenia elementarne w pewnym zdarzeniu losowym sa jed-
nakowo prawdopodobne, to prawdopodobienstwem zdarzenia losowego A
nazywamy iloraz:
P(A) = A
N
N — liczba wszystkich zdarzen elementarnych
ny — liczba zdarzen elementarnych sprzyjajacych zdarzeniu A

Wlasnoéci prawdopodobienstwa

05 PlA) <1 Q) — przestrzen zdarzen elemen-
tarnych
flh=h R ) — zdarzenie niemozliwe

P(A") = 1 - P(A) A’ — zdarzenie przeciwne

do zdarzenia A (A" =0 A)

Wartos¢ oczekiwana

Jesli mozliwymi zyskami uczestnika U w pewnej grze sa liczby Iy, L, Ls, ...,
In, ktorym odpowiadaja prawdopodobienistwa p,, p», Pis --., Pn. 10 wartosé
oczekiwang zysku tego uczestnika oznaczamy symbolem EZy; i obliczamy ze
WZOTLL

EzZy=p1- L + p2-12 + pzs-hL + ... + pp-ly

Zasada mnozZenia
Gdy wynik pewnego postepowania zalezy od kolejno podejmowanych decyzji
I przy podejmowaniu pierwszej decyzji mamy do wyboru n; mozliwoéci, dru-
giej — ny itd., a ostatniej — ny mozliwosci, to liczba réznych wynikow, ktore
mozemy otrzymad, jest rowna My - Hz + ... - H.

Zasada dodawania
Jesli ustalajac liczbe mozliwosci, mozemy rozwazy¢ kilka rozlacznych przy-
padkow, to mozemy policzy¢, ile jest mozliwosci w kazdym z nich i dodaé
otrzymane wyniki.



Elementy kombinatorvki

Permutacje
Gdy ze wszystkich elementdow danego zbioru skonczonego utworzymy ciag, to
mowimy, Zze utworzylisSmy permutacje elementéw tego zbioru. Liczba permuta-
¢ji zbioru n-elementowego wynosi n!

Wariacje
Gdy z pewnego zbioru wybierzemy k-elementowy ciag réznych elementow, to
mowimy, ze utworzylismy k-elementowa wariacje bez powtdrzen elementdow
tego zbioru. Liczba k-elementowych wariacii bez powtdrzen ze zbioru n-ele-
mentowego (n = k) wynosi:
nm-1n-2)-...-m-k+1)= —"
(n - k)

Gdy utworzymy k-elementowy ciag skladajacy sie z elementéw pewnego zbioru
(wyrazy ciagu mogq sie powtarzac), to méwimy, ze utworzyli§my k-elementows
wariacje z powtorzeniami elementéw tego zbioru. Liczba k-elementowych wa-
riacji z powtorzeniami ze zbioru n-elementowego wynosi n*,

Kombinacje
Jesli z pewnego zbioru wybierzemy k-elementowy podzbidr, to mowimy, ze

utworzylismy k-elementowg kombinacje. Liczba kombinacji k-elementowych ze
zbioru n-elementowego to:

R~

Dwumian Newtona

Jesli a, b sa dowolnymi liczbami rzeczywistymi i n jest dowolna liczba natural-
ng dodatnia, to:

(@a+b)y' =a" + (T)a"‘1b+ (g)a“ 2h2 ..+ (:I)ab"‘l + b"



PRAWDOPODOBIENSTWO
— PODSTAWOWE POJECIA

Rzucamy symetryczng szescienng kostka do gry. Oblicz, jakie jest prawdopodo-
bienstwo, ze:

a) wyrzucimy co najmniej 5 oczek,

b) wyrzucimy mniej niz 4 oczka,

¢) liczba wyrzuconych oczek bedzie podzielna przez 3,
d) wyrzucona liczba oczek jest nie wigksza niz 6,

e) liczha wyrzuconych oczek jest liczba zlozona,

f) wyrzucona liczba oczek jest podzielna przez 8.

Rzucamy dwiema roznymi symetrycznymi monetami. Oblicz, jakie jest prawdo-
podobienstwo, Ze:

a) wypadna dwie reszki, ¢) wypadnie przynajmniej jedna reszka,

b) wypadnie orzel i reszka, d) na obu monetach wypadnie to samo.

Panstwo Kowalscy maja czworo dzieci: Anie, Szymona, Marysie i Zosie. Oblicz
prawdopodobienstwo, ze:

a) losowo wybrane dziecko panstwa Kowalskich to dziewczynka,
b) losowo wybrana corka panstwa Kowalskich to Ania.

Krysia przygotowala cztery szklanki herbaty: dwie bez cukru, jedna z jedna
Iyzeczky cukru i jedna z dwiema tyzeczkami cukru. Piotr wzial jedna z tych szkla-
nek, nie wiedzac, czy herbata zostala postodzona. Oblicz prawdopodobienstwo, ze:

a) wybral herbate postodzong dwiema lyzeczkami cukru,
b) wybral herbate z cukrem.

Matylda w swojej biblioteczce ma 12 podrecznikow, 20 komiksow oraz 8 atla-
sow. Jej przyjacidtka Zuzia losowo wybiera jedng z tych ksigzek. Oblicz praw-
dopodobienstwo, ze Zuzia wylosowala komiks lub podrecznik. Jak zmieni sie to
prawdopodobienstwo, jezeli Matylda usunie z biblioteczki polowe podrecznikow
i polowe atlasow?

Sposrod wszystkich dzielnikow liczby 42 losujemy jedna liczbe. Oblicz prawdo-
podobienstwo, ze wylosujemy:

a) liczbe pierwsza,
b) liczbe dwucyfrowa,
¢) liczbe podziela przez 2 lub przez 3.
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W pudetku znajduje sie 60 spinaczy: 10 bialych, 15 czerwonych, a pozostate sa
zielone.

a) Z pudetka wyciagnieto jeden spinacz czerwony i odlozono go na bok. Oblicz,
jakie jest prawdopodobienstwo, e za drugim razem rowniez wyciggniemy spinacz
cZerwony.

b) Z pudetka usunieto po 5 spinaczy kazdego koloru. Oblicz, jakie jest teraz praw-
dopodobienstwo wylosowania spinacza w kolorze zielonym.

W pewnym ogrodzie zoologicznym ptaki stanowia 30% wszystkich zwierzat. Co
piaty ptak jest papuga. Oblicz prawdopodobienstwo, Zze losowo wybrane zwierze
w tym ogrodzie nie jest papuga.

Wybieramy losowo jedna z poczatkowych dwudziestu cyfr wystepujacych po
przecinku w rozwinieciu dziesietnym liczby 2.

V2 =1,41421356237309504880...
Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze:
a) wylosowano cyfre 0, ¢) nie wylosowano cyfry 1,
b) wylosowano cyfre 3 lub 4 lub 5, d) nie wylosowano cyfry 0.

W urnie znajduje sie 16 kul bialych i 12 kul czarnych. Ile kul czarnych na-
lezy doltozy¢ do urny, aby prawdopodobienstwo wylosowania kuli czarnej wzrosto
dwukrotnie?

Ze zbioru liczb {12,13,14,...,20} losujemy jedna liczbe. Do podanego zda-
rzenia okresl zdarzenie przeciwne.
a) A — Wylosowano liczbe wieksza od 15.
b) B — Wylosowano liczbe mniejsza od 20.
¢) C — Wylosowano liczbe podzielng przez 4.
d) D — Wylosowano 14 lub 15.

Ze zbioru wszystkich liczb dwucyfrowych losujemy jedna liczbe. Oblicz praw-
dopodobienstwo tego, Zze wylosowana liczba jest:

a) podzielna przez 4,

b) parzysta i wieksza od 50,

¢) parzysta lub wieksza od 50,

d) podzielna przez 6 lub 8,

e) liczba pierwsza wieksza od 70.

Rzucono trzy razy symetryczng moneta. Wypisz wszystkie mozliwe wyniki
tych rzutow. Oblicz prawdopodobienstwo, ze:

a) wypadly 3 orly, ¢) za drugim razem wypad! orzel,
b) wypadty dokladnie 2 orly, d) wypadlo wigcej reszek niz orlow.
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Na loterii jest 90 losow przegrywajacych i 10 wygrywajacych.

a) Ile losow wygrywajacych nalezy dolozy¢, aby prawdopodobienstwo wygranej
przy zakupie jednego losu wynosito %f‘

b) Ile losow przegrywajacych nalezy dolozy¢, aby prawdopodobienstwo wygranej
przy zakupie jednego losu zmalato dwukrotnie?

¢) Do puli wszystkich losow dorzucono jednakowa liczbe loséw przegrywajacych
i wygrywajacvch. Okazalo sic wowczas, 7ze prawdopodobienstwo wylosowania losu
wygrywajacego jest rowne 5. Ile losow dolozono do puli?

Prawdopodobienstwo, ze losowo wybrana osoba z klasy IV ¢ bedzie dziewczy-
ng, wynosi ~:~ Pewnego dnia do szkoly nie przyszlo szescioro uczniow z tej klasy —
trzech chlopakow i trzy dziewczyny. Okazalo sig, ze prawdopodobienstwo wyloso-
wania dziewczyny wynosi wowczas 3. llu uczniéw liczy klasa IV ¢?

Kazdy gen w organizmie czlowieka ma dwa allele, jeden od ojca, drugi od matki.
Jeden allel okresla pewng ceche lub jej brak, np. diugie rzesy (D) lub krotkie rzesy
(K). Dla dwach alleli sa zatem cztery mozliwe uklady. W przvkiadzie z rzesami sa to:
DD, DK, KD, KK.

Cecha .dlugie rzesy” jest dominujaca, tzn. czlowiek o allelach DD, DK lub KD ma
diugie rzesy, a tvlko w wypadku ukladu KK ma krotkie rzesy. Kazdy czlowiek prze-
kazuje losowo swojemu dziecku tylko jeden z alleli.

Przeczytaj informacje w ramce powyzej. Oblicz prawdopodobienstwo wysta-
pienia diugich rzes u dziecka, Ktorego rodzice maja geny postaci:

a) DD i KK, d) DK i KK,
b) DD i DD, e) DK i DD,
¢) KK iKK, f) DK i DK.

W Polsce 12% ludnosci mieszka w wojewodztwie slaskim. Prawdopodobien-
stwo tego, ze losowo wybrana osoba z tego wojewodztwa mieszka w Katowicach,
WYnosi ﬁ Oblicz, jaki procent mieszkancow Polski stanowig katowiczanie.

Prawdopodobienstwo, ze losowo wybrany mieszkaniec Polski jest mezczyzna,
jest rowne ﬁ

a) Oblicz, jaki procent mieszkancow Polski stanowig kobiety.

b) W miastach mieszka 62% mieszkancow Polski, przy czym odsetek kobiet i mez-
czyzn jest w miastach w przyvblizeniu taki sam jak na wsi. Oblicz, jakie jest
prawdopodobienstwo, ze losowo wybrany mieszkaniec naszego kraju okaze sie
mezczyzng mieszkajagcym na wsi.
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W grze w oczko gracz losuje kolejne karty z talii 52 kart i oblicza sume uzyskanych
punktow wedlug nastepujacvch zasad:

+ za dwdjke otrzymuje 2 punkty, za trojke otrzymuje 3 punkty, ..., za dziesigtke

otrzymuje 10 punktow,

+ za waleta, dame lub krola otrzymuje 10 punktow,

<+ za asa otrzymuje 1 punkt lub 11 punktow (gracz sam o tym decyduje).
Gracz moze dobiera¢ karty dowolnie diugo. Im wiecej punktéw, tym lepiej, ale
przekroczenie 21 punktow oznacza przegrana. Najlepszym wynikiem jest wiec 21
punktow (tzw. oczko).

Przeczytaj informacje w ramce powyzej. Wyobraz sobie, ze grasz w oczko
i otrzymale$ juz karty wymienione ponizej. Dobierasz jeszcze jedng z pozostalych
kart. Oblicz prawdopodobienstwo, ze uzyskasz oczko, oraz prawdopodobienstwo,
7e przekroczysz 21 punktow.

a) K9, Ka, b) 29, D&, 34, C) 29,39, 54, 34,

W réwnaniu kx® + kx = 1 z niewiadoma x w miejsce k wstawiono liczbe
wylosowang sposrod liczb: -8, -5, -4, -2, -1, 0, 1, 4, 8§, 10. Oblicz, jakie jest
prawdopodobienstwo, Zze otrzymane rownanie:

a) bedzie mialo dwa rozwigzania, b) nie bedzie mialo rozwigzania.

Pewna klasa maturalna liczy dwa razy wiecej dziewczyn niz chtopcow. Wiado-
mo, ze polowa wszystkich dziewczyn oraz 75% chlopcow zamierza zdawac¢ mature
rozszerzona z matematyki. Losujemy jednego ucznia. Oblicz, jakie jest prawdopo-
dobienstwo, ze wylosowanym uczniem jest:

a) chlopak, ktéry nie bedzie zdawal matury rozszerzonej z matematyki,
b) osoba, ktora nie zamierza zdawa¢ matury rozszerzonej z matematvyki.

W pierwszym piorniku znajduja sie 3 diugopisy czarne, 6 niebieskich i 1 czer-
wony. W drugim piorniku sa 4 dlugopisy czarne, 2 czerwone i n niebieskich. lle co
najwyzej niebieskich dlugopisow znajduje sie w drugim piorniku, jezeli wiadomo,
7e prawdopodobienstwo wylosowania niebieskiego dlugopisu z pidrnika pierwsze-
go jest wieksze niz wylosowanie takiego dlugopisu z pidrnika drugiego?

Oszacuj, jakie jest prawdopodobienstwo, ze meteoryt spadajacy na Ziemie
wpadnie do oceanu.

Wybieramy losowo punkt kola o promieniu dlugosci 6 cm. Oblicz prawdopo-
dobienstwo, ze wylosowany punkt lezy w odleglosci:

a) wiekszej niz 5 cm od srodka kola, b) co najmniej 1 cm od $rodka kola.
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Wybieramy losowo punkt kwadratu. Oblicz, jakie jest prawdopodobienstwo,
ze wybrany punkt nalezy do kota wpisanego w ten kwadrat.

126. w okrag wpisano n-kat foremny. Niech p, oznacza prawdopodobienstwo,
ze losowo wybrany punkt kola ograniczonego przez ten okrag nalezy do danego
n-kata.

a) Oblicz p3, p4 i pe.

b) Wyznacz granice ciagu p;, P4, Ps, .-

OBLICZANIE PRAWDOPODOBIENS
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Panstwo Nowakowie maja piecioro dzieci: Agate, Bartka, Damiana, Ewe i Paw-
fa. Z grupy tej losujemy dwie osoby, ktore pojada z rodzicami na zakupy. Oblicz
prawdopodobienstwo, ze:

a) wylosowano Agate,
b) wylosowano wylacznie dziewczyny,
¢) wylosowano chiopaka i dziewczyne.

Losujemy jedng z figur przedsta-
wionych na rysunku obok. Oblicz praw- ] . il &
dopodobienstwo wylosowania:
a) figury czarnej, . . . .
b) czarnego kwadratu, . ® 0l

¢) kwadratu,
d) figury, ktora nie jest kwadratem.

Rzucamy symetryczng dwunastoscienna kostka do gry i symetryczna moneta.
Oblicz, jakie jest prawdopodobienstwo, ze:

a) na monecie wypadnie orzel, a na kostce co najmniej liczba 2,
b) na monecie wypadnie reszka, a na kostce liczba podzielna przez 3 lub 4.

Rzucamy dwukrotnie symetryczng szescienng kostka do gry. Oblicz prawdo-
podobienstwo nastepujacych zdarzen:

a) A — Co najmniej raz wyrzucono 4 oczka.

b) B — Za pierwszym razem wyrzucono mniej oczek niz za drugim razem.

¢) C — Suma wyrzuconych oczek jest liczbg parzysta.

d) D — lloczyn wyrzuconych oczek jest wiekszy od 8.

e) E — Za drugim razem wyrzucono o 2 oczka wiecej niz za pierwszym razem.
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W urnie znajdujq sie 3 kule biate, 5 czerwonych i 2 niebieskie. Kule biale
oznaczono numerami 1, 2, 3, kule czerwone — 4, 5, 6, 7, 8, a kule niebieskie — 9,
10. Losujemy z urny jedng kule. Oblicz, jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze:

a) wylosowano kule niebieska,

b) wylosowano kule czerwong z numerem parzystym,

¢) wylosowano kule z numerem podzielnym przez 3,

d) nie wylosowano kuli biatej ani kuli z numerem podzielnym przez 5.

Ze zbioru {1, 2, 3,4} losujemy kolejno 2 razy po jednej cyfrze ze zwracaniem.
Pierwsza z wylosowanych liczb jest cyfra dziesiatek, a druga — cyfra jednosci liczby
dwucyfrowej. Oblicz prawdopodobienstwo nastepujgcych zdarzen:

a) A — Otrzymana liczba jest nieparzysta.

b) B — Otrzymana liczba jest podzielna przez 11.

¢) C — Suma cyfr otrzymanej liczby jest mniejsza od 5.
d) D — Otrzymano liczbe wieksza od 21.

Ze zbioru cyfr {1,4, 5,6, 8} losujemy po kolei bez zwracania dwie cyfry. Pierw-
sza z nich jest cyfra dziesigtek, a druga — cyfra jednosci liczby dwucyfrowej.
Oblicz, jakie jest prawdopodobienstwo, ze liczba ta jest:

a) nieparzysta, ¢) wieksza od 51,

b) podzielna przez 3, d) liczba pierwsza.

Czworka rodzenstwa: Ala, Michal, Stefan i Ula przez dwa kolejne dni lo-
suje sposrod siebie osobe, ktdra przygotuje wszystkim $niadanie (dopuszczamy
sytuacje, ze dana osoba moze byé wylosowana dwukrotnie). Oblicz prawdopodo-
bienstwo tego, ze:

a) Michal przygotuje sniadanie pierwszego dnia, a w drugim dniu bedzie wolny,
b) pierwszego dnia wylosowano dziewczyne, a drugiego — chlopaka,
¢) do przygotowania $niadan wylosowano wylacznie chliopcow.

Ze zbioru liczb {-3,-2,2,3,4} losujemy po kolei bez zwracania dwie liczby.
Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze:

a) wylosowano pare liczb przeciwnych,
b) iloczyn wylosowanych liczb jest dodatni,
¢) pierwsza z wylosowanych liczb jest wieksza od drugiej.

W klasie IV a osmioro uczniow uczy sie
jezyvka hiszpanskiego. Obok przedstawiono
oceny $rodroczne tych uczniow. Nauczyciel — Liczba uczniow 23 2 1
losuje w tej grupie dwoch uczniow do odpo-
wiedzi. Oblicz, jakie jest prawdopodobienstwo, ze obaj wylosowani uczniowie maja
ocene $rodroczna wyzsza niz Srednia ocen wszystkich uczniow w tej grupie.

Ocena 3 | 4| 5 | B
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W ukladzie wspolrzednych zaznaczamy punkty (x, y) takie, ze: x € {-3,-1,1, 2},
y € {2,-4}. Sposrod tych punktow losujemy jeden punkt. Oblicz, jakie jest praw-
dopodobienstwo tego, ze:
a) wylosujemy punkt z pierwszej ¢wiartki ukiadu wspolrzednych,
b) wylosujemy punkt nalezacy do prostej o réwnaniu 2x + y = 0.

Gra polega na rzucie symetryczng szescienng kostka do gry oraz rzucie syme-
tryczng monetg. Graczowi przyznawane sg punkty wediug nastepujacych zasad:
(1) Jezeli gracz wyrzuci orla, to do wyrzuconej liczby oczek na kostce dodajemy
2 punkty;

(2) Jezeli gracz wyrzuci reszke, to od liczby wyrzuconych oczek na kostce odejmu-
jemy 1 punkt.

Oblicz, jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze gracz zdobedzie:

a) dokladnie 4 punkty, b) co najmniej 5 punktow.

Na ponizszych rysunkach przedstawiono siatki dwoch kostek w ksztalcie
o$mioscianow foremnych.

o . Kostkall .

~. Kostkal .
e 8 s
] it

a) Oblicz, jakie jest prawdopodobienstwo uzyskania co najmniej czworki w rzucie
kostka I.

b) Oblicz, jakie jest prawdopodobienstwo uzyskania co najmniej czworki w rzucie
kostka IL

¢) Rzucamy obiema kostkami. Oblicz prawdopodobienstwo, ze iloczyn liczb na obu
kostkach jest rowny 8.

d) Rzucamy obiema kostkami. Oblicz prawdopodobienstwo, ze na kostce IT uzyska-
my wieksza liczbe niz na kostce [,

W rzucie pewng nietypowa symetryczng dwunastoscienng kostka otrzymuje-
my jedynke z prawdopodobienstwem % a dwojke z prawdopodobienstwem %

a) Na ilu scianach tej kostki znajduje sie jedynka, a na ilu dwadjka?
b) Oblicz prawdopodobienstwo uzyskania liczby wiekszej niz 2.

Ile jest losow na loterii, jesli wybierajac jeden z nich, mamy 0,5% szansy na
wygranie jednej z pieciu gtéwnych nagrod?

Wybieramy losowo jeden dzien roku. Czy prawdopodobienstwo, ze trafimy na

jeden z dni sierpnia, jest w roku przestepnym wieksze, mniejsze czy takie samo jak
w roku, ktory nie jest przestepny?
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W szafie znajduja sie trzy swetry w kolorach: bialym, czarnym i czerwonym
oraz cztery pary spodni w kolorach: biatym, niebieskim, czarnym i czerwonym.
W sposéb losowy wyciggamy jeden sweter i jedng pare spodni. Oblicz, jakie jest
prawdopodobienstwo, ze wybierzemy zestaw w roznych kolorach.

Agencja turystyczna ma w swojej promocyjnej ofercie wycieczki objazdowe
do Wloch, Grecji, Egiptu, Chin i Meksyku. Panstwo Kowalscy nie potrafili sie zde-
cydowac, jakie dwie wycieczki zakupic¢, wiec postanowili dokonac¢ wyboru droga
losowa. Oblicz prawdopodobienstwo, ze:

a) nie wylosuja wycieczki do panstwa europejskiego,
b) wybiora co najmniej jedno panstwo europejskie.

W torebce z landrynkami znajduja sie 3 landrynki o smaku malinowym,
2 landrynki o smaku pomaranczy oraz 1 landrynka o smaku poziomkowym. Kinga
wybiera z torebki losowo dwa cukierki. Oblicz prawdopodobienstwo wylosowania:
a) landrynek o tym samym smaku,
b) co najmniej jednej landrynki o smaku pomaranczy.

40. W torebee z landrynkami znajduja sie 4 landrynki malinowe, 2 landrynki
o smaku jabtkowym i 1 landrynka o smaku poziomkowym. Pawel wybiera z torebki
losowo 3 cukierki. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze Pawel wylosowal:

a) cukierki w trzech réznych smakach,
b) co najwyzej dwie landrynki o smaku malinowym.

47. Na polce sklepowej wylozone sg cukierki w osémiu torebkach: dwie torebki
po 50g, trzy torebki po 100g, dwie torebki po 150g i jedna torebka zawierajaca
200 g cukierkow. Wybieramy losowo trzy torebki. Oblicz prawdopodobienstwo, ze
wybralismy facznie co najmniej 350 g cukierkow.

Rzucamy symetryczng moneta, a nastepnie symetryczng szescienng kostka do
gry. Oblicz, jakie jest prawdopodobienstwo wyrzucenia:
a) orla na monecie i szostki na kostce,
b) reszki na monecie i parzystej liczby oczek na kostce,
¢) orla na monecie i liczby oczek podzielnej przez 3 na kostce.

Rzucamy dwa razy symetryczna moneta i jeden raz symetryczng szescienna
kostka do gry. Oblicz prawdopodobienstwo, Ze:

a) wyrzucimy jednego orta i 5 oczek na kostce,
b) wyrzucimy co najmniej raz orfa i co najmniej 5 oczek.
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Rzucamy trzy razy symetryczng monetg. Oblicz prawdopodobienstwo, ze:
a) wypadi co najmniej jeden orzel,
b) za trzecim razem wypadio to samo co za drugim razem.

Rzucamy czterokrotnie symetryczng monets. Oblicz prawdopodobienstwo te-
go, 7e:
a) wyrzucono dokladnie 2 orly,
b) wyrzucono co najmniej 2 orly,

¢) wyrzucono co najwyzej 3 reszki.

Rzucamy trzy razy symetryczng szescienna kostka do gry. Czy bardziej praw-
dopodobne jest, ze wylosujemy trzy razy szostke, czy ze po kolei wypadnie
jedynka, dwaojka i trojka?

W pudetku jest 5 kul niebieskich i 2 zielone. Losujemy 2 kule. Oblicz prawdo-
podobienstwo, ze wylosujemy:

a) 2 kule niebieskie, ¢) co najmniej 1 kule niebieska,

b) kule réznych kolorow, d) co najwyzej 1 kule niebieska.

Rzucamy symetryczng moneta. Jesli wypadnie orzel, losujemy karte z talii 52
kart, jesli wypadnie reszka, losujemy jedna Karte sposrdd kierdw. Oblicz prawdo-
podobienstwo, ze wylosowana karta jest:

a) krol kier, b) krol pik, c) as, d) dama lub walet.

Z talii 52 kart do gry losujemy 1 karte. Jezeli wylosujemy figure, to rzucamy
symetryczng dwunastoscienng kostka. W przeciwnym wypadku rzucamy syme-
tryczng szescienna kostka. Oblicz prawdopodobienstwo, ze na kostce wypadnie:

a) liczba podzielna przez 3, b) liczba nie wieksza niz 5.

Rzucamy symetryczng szescienng kostka do gry, a nastepnie losujemy 1 karte
z talii 36 kart do gry (od dwojek do dziesigtek). Oblicz prawdopodobienstwo, ze
liczba na karcie bedzie réwna liczbie wyrzuconych oczek.

W sklepie Bubel & Co sprzedawane s zarowki wyprodukowane w dwoch fa-
brykach. Z pierwszej fabryki pochodzi 35% zarowek, a z drugiej pozostale 65%.
Wsrod zarowek z pierwszej fabryki jest 10% wadliwych, a wérod zarowek z drugiej
fabryki zarowki wadliwe stanowig 5%. Oblicz prawdopodobienstwo, ze kupiona
w tym sklepie zardwka nie ma wady.

Rzucamy dwa razy symetryczng dwunastoscienng kostka do gry. Oblicz
prawdopodobienstwo, ze za drugim razem wyrzucimy liczbe nie wieksza niz za
pilerwszyim razem.
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Sposrod zestawu kart: walet, dama i krol losujemy kolejno 2 karty. Przyj-
mujac, ze krol jest karta starsza od damy i waleta, a dama — od waleta, oblicz
prawdopodobienstwo, ze druga wylosowana karta jest starsza od pierwszej w wy-
padku, gdy po wylosowaniu karta:

a) wraca do zestawu, b) nie wraca do zestawu.

W pudetku jest 20 diugopisow niebieskich i 5 zielonych. Losujemy 3 diu-
gopisy. Oblicz prawdopodobienstwo, ze wszystkie beda tego samego koloru. Czy
prawdopodobienstwo zmienitoby sie, gdyvbyvSmy losowali 3 razy po 1 dlugopisie
i wkladali wylosowany dlugopis do pudetka przed ponownym losowaniem?

W pudelku jest 100 losow na loterie, w tym 5 wygrvwajacych. Kupujemy
kolejne losy tak dlugo, az trafimy na los wygrywajgcy. Oblicz prawdopodobienstwo,
7ze kupimy dokladnie 3 losy.

W szufladzie jest 6 kul bialych, 10 czarnych i 8 zielonych. Losujemy 3 kule.
Oblicz prawdopodobienstwo, ze:
a) wszystkie wylosowane kule sa tego samego koloruy,
b) kazda z wylosowanych kul ma inny kolor.

W klasie IVa jest 16 chlopcow i 16 dziewczat, w klasie IVb jest 10 chiopcow
i 20 dziewczat. Rzucamy symetryczng szescienng kostka: jesli wypadnie wiecej niz
4 oczka, to losujemy jedna osobe z klasy IVa, w przeciwnym razie losujemy jed-
ng osobe z klasy IVb. Oblicz prawdopodobienstwo, ze wylosowang osobg bedzie
dziewczyna.

W obozie uczestniczg uczniowie z Polski, Czech i Stowacji (liczbe uczestnikow
7 podzialem na ple¢ przedstawiono w ponizszej tabeli). Na kapitana obozu wybiera
sie droga losowa jedna osobe w nastepujacy sposob: rzucamy 2 razy monetg i jesli
wypadna dwa orly — losujemy przedstawiciela Czech, jesli wypadng dwie reszki —
losujemy ucznia ze Slowacji, w pozostalvch wypadkach losujemy ucznia z Polski.

Panstwo Polska Czechy Stowacja
Liczba chiopcow 25 40 25
Liczba dziewczyn 35 20 25

Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze wylosowana osoba bedzie:
a) dziewczyna, b) chiopcem niebedacym Polakiem.

Wiasciciel sklepu spozywczego sprowadza jablka od trzech producentow: Ko-
walskiego, Nowaka i Iksinskiego w stosunku odpowiednio 5:3: 2. Wiadomo, ze 90%
wszystkich wyhodowanych przez Kowalskiego jablek to jablka pierwszego gatunku.
U Nowaka ten odsetek wynosi 85%, u Iksinskiego zas§ — 70%. Oblicz prawdopodo-
bienstwo, ze losowo zakupione jablko bedzie pierwszego gatunku.
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W organizowanej w ramach wymiany miedzynarodowej wycieczce bierze
udzial 60 uczniow: 30% jej uczestnikow stanowia Polacy, 45% — Niemcy, a pozosta-
li sg Japonczykami. Lokalna telewizja postanowila przeprowadzi¢ wywiad z dwoma
losowo wybranymi uczestnikami wycieczki. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze:
a) obie wylosowane osoby sa Europejczykami,

b) co najmniej jedna z wylosowanych oséb jest Japonczykiem,
¢} wylosowano osoby roznej narodowosci.

Do klasy IVb uczeszcza 15 chlopcow i 13 dziewczyn. Oblicz prawdopodo-
bienstwo, ze wirod wylosowanych 3 osob znajduje sie 1 dziewczyna i 2 chlopcow.

Z pojemnika, w Ktorym sa trzy losy wygrywajace i osiem losow pustych, lo-
sujemy trzy razy po jednym losie bez zwracania. Oblicz prawdopodobienstwo, ze
otrzymamy co najmniej jeden los wygrywajacy.

Dwie osoby wybieraja po kolei losowo miejsca w pu-
stym przedziale kolejowym (zob. rysunek). Oblicz prawdo-
podobienstwo, ze:

a) obie usiada przy oknie,
b) usiadg obok siebie,
¢} jedna osoba usiadzie przy oknie, a druga przy drzwiach.

Pewien uczen dowiedzial sie, ze w jezyku polskim gloska ,u” w okolo {1. Wy-
padkow zapisywana jest literg ,u", a w pozostalych wypadkach — ,,6" Od tej pory
postanowil rzuca¢ symetryczng szedcienna kostka i pisa¢ 0", gdy wypadnie szes¢
oczek, a w pozostalych wypadkach pisa¢ ,u”. Pewnego dnia mial napisa¢ wyraz
SJSRumunow”. Oblicz prawdopodobienstwo, ze sposrod liter oznaczajacych gloske u™
a) tylko jedng napisal poprawnie, ¢) wszystkie napisal poprawnie,

b) tyvlko dwie napisat poprawnie, d) zadnej nie napisal poprawnie.

Na rysunkach przedstawiono siatki trzech nietypowych symetrycznych sze-
sciennych kostek do gry.
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a) Jeden z graczy rzuca kostka (N, drugi — kostka (B). Wygrywa ten, kto wyrzuci
wiekszg liczbe oczek. Ktory z graczy ma wigksze szanse na zwyciestwo?

b) Jeden z graczy rzuca kostka (B), drugi — kostka ©. Wygrywa ten, kto wyrzuci
wiekszg liczbe oczek. Ktory z graczy ma wieksze szanse na zwyciestwo?

¢) Czy mozna ustali¢ bez wykonywania dalszych rachunkow, kto ma wieksze szan-
se w grze (&) przeciwko ©)?
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/2. W pudelku znajduje sie 8 loséw wygrywajacych i 12 loséw pustych. Z pudelka
nalezy wylosowac 2 losy. Ile loséw wygrywajacych nalezy dc-m?wi dcn pudelka, aby:

a) prawdopodobieristwo wylosowania 2 loséw pustych wynosito 5,
b) prawdopodobienstwo wylosowania 2 losow wygrywajacych wynosilo 0, 28
¢) prawdopodobienstwo wylosowania d 1 losu wygrywajacego wynosilo 5= ﬁ

3. w pudelku znajduje sie 17 kul bialych i 3 kule czarne. Do pudetka nalezy
dotozy¢ pewna liczbe kul bialych i taka samg liczbe kul czarnych. Ile kul nalezy
dotozy¢ do pudelka, aby przy losowaniu 2 kul:

a) prawdopodobienstwo wylosowania 2 kul bialych u}'nesﬁu T35 4, ?

b) prawdopodobienstwo wylosowania kul w tym samym kolorze wynosito 5 “?

i4.w skrzyni znajduje sie 12 jablek i 16 gruszek. Wybieramy losowo ze skrzyni
2 owoce.

a) Ile gruszek nalezy dolozy¢ do skrzyni, by prawdopodobienstwo wylosowania
2 gruszek bylo wieksze od £?

b) Ile jabiek nalezy usunac¢ ze skrzyni, aby prawdopodobienstwo wylosowania jabi-
ka i gruszki bylo mniejsze od {,—:’;?

{9.w pewnej grze Komputerowej rycerz, aby uwolni¢ ksiezniczke, musi poko-
na¢ smoka (prawdopodobienstwo, ze sie to uda, wynosi _l}}, przeplynac zdradliwg
rzeke (prawdopodobienstwo powodzenia wynosi %}_ wdrapa¢ sie na stroma gore
(prawdopodobienstwo powodzenia wynosi %1 i rozbi¢ mieczem drzwi (prawdopo-
dobienstwo powodzenia wynosi ﬁ} Pewien gracz podjal 40 prob, ale nie udalo mu
sie uwolni¢ ksiezniczki. Czy ksiezniczka w tej grze ma wyjatkowego pecha? Oblicz
prawdopodobienstwo, ze w zadnej z tvch 40 prob nie uda sie uwolnic¢ ksiezniczki.

76. w pudetku jest 10 kul zielonych i pewna liczba czerwonych. Gdy losujemy
dwie kule, prawdopodobieristwo, ze przynajmniej 1 z nich jest zielona, wynosi 4.

Ile jest czerwonych kul w pudetku?

/7. w pudetku jest 20 kul niebieskich i pewna liczba czarnych. Gdy wylosujemy
jedna kule, wrzucimy ja z pt:m rotem do pudetka i znowu wylosujemy 1 kule, to
z prawdopodobienstwem 2 3.— obie wylosowane kule bedg tego samego koloru. Ile
jest czarnych kul w pudetku?

. _?

. Na kazdej $ciance pewnej nietypowej symetrycznej szesciennej kostki dn gry
sa 1 2 lub 3 oczka. Gdy rzucimy kostka raz, to z prawdopodobienstwem 5 Wy-
rzucimy 3 oczka. Gdy rzucimy trzy razy, mamy ;; szans na wyrzucenie 2 ochk
przynajmniej raz. Na ilu Sciankach kostki jest 1 oczko, na ilu — 2 oczka, a na ilu
— 3 oczka?
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79. Przeczytaj informacje z ramki zamieszczonej przed zadaniem 16. Oblicz
prawdopodobienstwo wystapienia krotkich rzes u dziecka, ktorego jedna para
dziadkow ma geny postaci DD i DK, a druga para dziadkow — postaci KK i DK.

20, Dwéch graczy wyciaga losowo z talii 24 kart do gry (od dziewiatek do asow)
po 3 karty. Oblicz, jakie jest prawdopodobienstwo, ze:

a) pierwszy z nich ma co najmniej jednego asa,

b) drugi z graczy ma co najmniej jednego asa, jesli wiadomo, ze pierwszy nie ma
asow,

¢) drugi z graczy ma co najmniej jednego asa, jesli wiadomo, ze pierwszy ma dwa
asy.
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Rzucamy symetryczng szescienna kostka do gry. Gdy wypadna mniej niz
3 oczka, to zdobywamy 3 punkty. W przypadku wyrzucenia 3 oczek zdobywamy
2 punkty. W kazdym innym wypadku tracimy 2 punkty. Oblicz wartosc¢ oczekiwanag
wyniku tej gry.

Gra polega na trzykrotnym rzucie symetryczng monetg. Zdobywamy tyle
punktow, ile ortow wyrzucimy w rozpatrywanej serii rzutow. Oblicz wartosé ocze-
kiwana wyniku tej gry.

W urnie znajdujg sie 2 kule biale, 3 kule czerwone i 5 kul niebieskich. Lo-
sujemy z urny 1 kule. Za wylosowanie kuli bialej zdobywamy 5 punktow, za
wylosowanie kuli czerwonej zdobywamy 1 punkt, a za wylosowanie kuli niebieskiej
tracimy 2 punkty. Oblicz wartos¢ oczekiwana wyniku tej gry.

Losujemy jedna karte z talii 52 kart do gry. Jezeli wyciggniemy figure, to
zdobywamy 4 punkty. W przypadku wylosowania blotki z numerem parzystym
zdobywamy 2 punkty, a w przypadku wylosowania blotki z numerem nieparzystym
tracimy 3 punkty. Oblicz warto$¢ oczekiwang wyniku tej gry.

Oblicz wartos¢ oczekiwana wyniku ponizszych gier.

a) Rzucamy symetryczna dwunastoscienna kostka do gry i symetryczng moneta.
Jezeli wypadnie reszka i liczba nieparzysta, wygrywamy 50 z1. Jezeli wypadnie orzet
i liczba parzysta, wygrywamy 70zl W pozostalych wypadkach tracimy 40 z1.

b) Ze zbioru liczb {11,12,13,...,20} losujemy jedna liczbe. Jezeli wylosowana licz-
ba jest parzysta, to zdobywamy tyle punktow, ile wynosi suma cyfr tej liczby. Jezeli
wylosowana liczba jest nieparzysta, to tracimy tyle punktow, ile wynosi suma cyfr
tej liczby.
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Rzucamy dwiema symetrycznymi kostkami do gry: bialg i czarng. Jezeli na
bialej kostce wyrzucimy mniej oczek niz na kostce czarnej, to przegrywamy 5 zl.
Jezeli liczba oczek jest jednakowa na obu kostkach, to wygrywamy 50 zI. W kazdym
innym przypadku tracimy 20zl. Oblicz wartos¢ oczekiwang wyniku tej gry, jezeli
wiadomo, ze:

a) obie kostki sg szesScienne,

b) obie kostki sa oSmioscienne,

¢) biafa kostka jest szeScienna, a czarna jest oSmioscienna,
d) biata kostka jest oSmioscienna, a czarna jest szescienna.

Sprawdz, czy ponizsze gry sq sprawiedliwe.
a) Po dwukrotnym rzucie symetryczna monets gracz otrzymuje 2 z za wyrzucenie
dwoch ortow i 1zl za wyrzucenie dwach reszek. Za wyrzucenie orla i reszki gracz
traci 1,50 zl.
b) Po trzvkrotnym rzucie symetryczna moneta za wyrzucenie 3 reszek gracz traci
12 z1, w przeciwnym wypadku otrzymuje tyle zlotych, ile wyrzucono orfow.

Z urny zawierajgcej 8 kul biatych i 2 kule czarne wyciggamy losowo 1 kule.
Jezeli bedzie to kula biafa, to tracimy 5 zl. Jezeli kula bedzie czarna — zyskujemy
15 z1. lle kul bialych nalezy usunac z tej urny, aby gra byla sprawiedliwa?

W urnie znajduje sie 6 kul biatych i 4 kule czerwone. Losujemy z urny 2 ku-
le. Jezeli obie maja ten sam kolor, to tracimy 4 punkty, w przeciwnym wypadku
wygrywamy 4 punkty.

a) Oblicz wartosc oczekiwang wyniku tej gry.

b) Ile punktow nalezatoby przyznac¢ za wylosowanie kul w roznych kolorach, aby
gra byla sprawiedliwa (za wylosowanie kul tego samego koloru nadal tracimy
4 punkty).

W klasie liczacej 16 dziewczyn i 14 chiopcow wychowawca wylosuje 2 oso-
by, ktore beda wita¢ gosci balu studniowkowego. Michat i Karol postanowili przy
okazji zagra¢ ze soba w nastepujaca gre. Jezeli wylosowane zostang 2 dziewczyny
— Michal placi Karolowi 20zl Jezeli zostanie wylosowana dziewczyna i chlopak
— Karol placi Michalowi 30zt. W przypadku wylosowania dwoch chiopcow gra
pozostaje nierozstrzygnieta.

a) Ile wynosi wartos¢ oczekiwana gry z punktu widzenia Michata?

b) Jaka kwote w przypadku wylosowania 2 dziewczyn powinien zaplaci¢ Michal
Karolowi, aby gra byla sprawiedliwa?

Gracz rzuca symetryczng szescienng kostka do gry. Jezeli wyrzuci mniej niz
3 oczka, wygrywa pewng kwote. Gdy wyrzuci 6 oczek, to wygrywa kwote 3 ra-
zy wieksza. We wszystkich pozostalych przypadkach gracz przegrywa 10zi. Jaka
powinna by¢ stawka za wyrzucenie szostki, by gra byla sprawiedliwa?
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W pudetku nr 1 znajduje sie 9 kul bialych i 1 czerwona, a w pudetku nr 2
— 10 kul bialych i 2 czerwone. Rzucamy symetryczna szescienng kostka do gry.
Jezeli wypadnie parzysta liczba oczek, to losujemy kule z pudetka nr 1, w prze-
ciwnym wypadku — losujemy kule z pudetka nr 2. Za wylosowanie kuli czerwone;j
gracz wygrywa 130 zl, a za wylosowanie kuli biatej gracz przegrywa pewna kwote.
Ustal, jaka to powinna by¢ kwota, aby gra byla sprawiedliwa.

W czterech kolorowych pudetkach znajduja si¢ losy wygrywajace i puste.
W tabeli podano, ile losow znajduje sie w poszczegolnych pudetkach.

pudelko pudetko pudetko pudetko

biate cZerwone zielone niebieskie
Liczba loséw pustych 5 6 7 8
Liczba losow wygrywajacych 5 B 3 2

Rzucamy symetryczna dwunastoscienng kostka do gry. Jezeli wypadnie liczba 12,
to losujemy los z pudetka bialego. Jezeli wypadnie liczba 10 lub 11 — wyciggamy
los z pudetka czerwonego. Jezeli wypadnie 9, 8 lub 7 — bierzemy los z pudetka
zielonego. W pozostalych wypadkach — losujemy los z pudelka niebieskiego. Za
los wygrywajacy gracz otrzymuje 43 z1, a za pusty — przegrywa pewng kwote. Jaka
powinna to by¢ kwota, jezeli gra ma by¢ sprawiedliwa?

W urnie znajduje sie 5 kul ponumerowanych liczbami od 1 do 5. Losujemy
jedng kule. W przypadku wylosowania kuli z numerem parzystym przegrywamy
4,50 21 Jezeli wylosujemy kule z numerem nieparzystym, to wrzucamy ja z powro-
tem do urny i losujemy ponownie jedna kule. Jesli tym razem wylosujemy kule
Z numerem parzystym, to przegrywamy 9zl, a jesli nie — wygrywamy pewna kwo-
te. Jaka to powinna by¢ kwota, jezeli chcemy, by gra byla sprawiedliwa?

Rzucamy symetrycznag odmioscienna kostka do gry. Jesli wyrzucimy liczbe 1,
to wygrywamy pewna kwote. W przeciwnym wypadku rzucamy ponownie kostka
i przegrywamy tyle ziotych, ile wyrzuciliSmy w drugim rzucie. Jaka powinna by¢
kwota wygranej (za wyrzucenie jedynki w pierwszym rzucie), zeby gra byta spra-
wiedliwa?

A90. Gra ,Fortuna” polega na wykreceniu na kole szczescia
o

pola z odpowiednia literka. Plansza przedstawiajaca kolo Lo
znajduje sie na rysunku obok. Za wykrecenie pol z litera- T 4 G 3;‘

mi F, R, T, N zdobywamy odpowiednio 20z1, 100z, 30zl

4o g
i 50z1. Za wykrecenie pol z samogloskami tracimy 80 zi.
a) Oblicz wartos¢ oczekiwang wyniku tej gry.

b) Ile powinna wynieS¢ warto§¢ przegranej za wykrecenie pola z samogloska, aby
gra byla sprawiedliwa (zakladamy, ze nie zmieniamy stawek wygranej za wykrece-
nie pola ze spolgtoska)?
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97. z urny zawierajacej 8 kul bialych i 2 kule czarne wyciggamy losowo 2 kule.
Jezeli obie kule sg biale, to tracimy 9 z1, a jezeli obie sa czarne, to wygrywamy 5 zl.
Jezeli wylosowane kule sa réznych kolorow, to wygrywamy 1z Ile kul czarnych
nalezy dolozy¢ do urny, aby gra byla sprawiedliwa?

98. Na szesciokacie foremnym opisano kolo. Losowo wybieramy jeden punkt tego
kola. Jezeli punkt ten nalezy do szeSciokata, to wygrywamy 10 zL Jezeli punkt ten
nie nalezy do szesciokata, to tracimy 10zl. Oblicz warto$¢ oczekiwana tej gry,
wynik zaokraglij do pelnych groszy.

ZASADA MNOZENIA | ZASADA DODAW

Oblicz, na ile sposobdéw mozemy wybrac obiad, majgc do wyboru:
a) 5 zup i 6 drugich dan,
b) 4 zupy, 5 drugich dan i 2 desery,
¢) 3 zupy, 5 drugich dan, 2 desery i 3 kompoty.

W pewnej pizzerii jest 10 rodzajow pizzy, a kazdy z nich mozna zamowic
na ciescie cienkim, srednim lub grubym, z sosem ostrym, lagodnym lub bez sosu.
Jak dlugo moz#na stolowac sie w tej pizzerii, jedzgc codziennie inng pizze?

a) Na ile sposobdw mozna ustawic w szeregu 7 0sob?

b) W wypozyczalni jest 18 par nart, ktére pasuja kazdemu z trzech narciarzy. Na ile
sposobow ci narciarze moga wybrac narty z tej wypozyczalni?

Tomek codziennie wybiera jeden z pieciu zestawow obiadowych w stoldwce.
Na ile sposobow moze sobie zaplanowac¢ menu na trzy dni, jesl:

a) kazdego dnia wybiera inny zestaw,
b) zestawy moga sie powtarzac?

. Okresl, na ile sposobow czterej goscie moga wybrac¢ po jednym z szesciu
pokojow hotelowych:

a) w roznych terminach, b) w tym samym terminie.

W stolowce mozna ulozy¢ zestaw obiadowy, majac do wyboru 4 rodzaje
zup oraz drugie danie skiadajace sie z 5 rodzajéow mies i 6 rodzajow salatek.
Ile zestawow obiadowych skladajacych sie z zupy i pelnego drugiego dania mozna
skonfigurowac w tej stolowce ?
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Wychowawca klasy przygotowal uczniom ankiete dotyczgca miejsca wy-
cieczki, czasu jej trwania i Srodka transportu (zobacz tabela ponizej). Kazdy uczen
ma w ankiecie podkresli¢ jedna opcje w kazdej z trzech kategorii. Na ile sposobow
mozna wypelnic¢ te ankiete?

I. Miejsce wycieczki II. Czas trwania I11. Srodek transportu
Trojmiasto 3 dni autokar
Warszawa 4 dni pociag

Krakow i okolice 5 dni
Bieszczady
Tatry
Beskidy

W turnieju tenisowym bierze udzial 6 zawodnikow. Kazdy z nich rozgry-
wa 2 mecze z kazdym z pozostalych 5 zawodnikow. Ile meczow zostanie facznie
rozegranych w tym turnieju?

a) W pewnym hotelu dostepnych jest 16 pojedynczych pokoi. Recepcjonista
ma za zadanie ulokowac¢ w nich 5 osob. Na ile sposobow moze to zrobic ?

b) W pewnym hotelu jest 20 wolnych pokoi: 3 na parterze, 8 na pierwszym pietrze,
4 na drugim i 5 na trzecim. Recepcjonista ma za zadanie ulokowac¢ w tych poko-
jach 3 kolezanki. Panie zazyczyly sobie dosta¢ osobne pokoje, lecz na tej samej
kondygnacji. Na ile sposobow mozna to zrobic¢?

Na miedzynarodowy oboz harcerski przyjechato 21 Polakow, 17 Czechow,
22 Stowakow oraz 16 Wegrow. Sposrod uczestnikow nalezy wylosowac grupe osob,
ktore otrzymaja rozne dodatkowe funkcje. Na ile sposobow mozna to zrobié, jesli
w jej sklad majg wejsc:
a) cztery osoby,
b) cztery osoby, kazda z innego panstwa,
¢) trzy osoby, kazda z innego panstwa,
d) trzy osoby, wszystkie z tego samego panstwa.

Sposrad liczb dwucyfrowych mniejszych od 31 wybieramy kolejno dwie
rozne liczby. Na ile sposobow mozna je wybrac, aby:

a) suma tych liczb byla liczba parzysta,

b) suma tych liczb byla liczbg nieparzysta,

¢) iloczyn tych liczb byl liczba parzysta,

d) suma tych liczb byla podzielna przez 3,

e) pierwiastek kwadratowy sumy tych liczb byt liczbg naturalng?
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Grupa znajomych — 7 kobiet i 5 mezczyzn — wyhbiera sie na wycieczke
w gory. Sposrod tych osob nalezy wylosowac 2 uczestnikow. Pierwszy z nich bedzie
miec¢ za zadanie opracowanie programu wycieczki, a drugi — oszacowanie kosztow.
Na ile sposobow mozna wylosowac te osoby, jezeli zalozymy, ze:
a) wybrane osoby maja by¢ roznej plai,
b) wybrane maja by¢ tylko kobiety,
¢) ple¢ wybranych osob nie ma znaczenia?

Numery rejestracyjne samochodow w pewnym panstwie skladaja sie z dwoch
duzych liter, za ktérymi miesci sie pie¢ cylr. Zakladamy, ze mamy 23 litery
w alfabecie oraz ze litery i cyfry moga sie powtarza¢. Ile réznych numerow re-
jestracyjnych mozna utworzy¢ w ten sposob?

Szyfr do sejfu w banku sklada sie z trzech liter i dwoch cvir. Ile jest mo:-
liwych ustawien tego szyfru, jezeli zakladamy, ze mamy do dyspozycji 26 liter,
wszystkie litery maja byé ustawione na poczatku szyfru, a zadna cyfra i zadna
litera nie moze sie powtorzyc?

Grupa turystow wybiera sie w gory. Zaplanowali, ze z przystanku autobu-
sowego (A) udadza sie szlakiem na szczyt oznaczony (1), nastepnie z tego szczytu
udadza sie na szczyt oznaczony (2) (patrz schemat ponizej).

W drodze powrotnej wybieraja sie na przystanek, wracajac przez szczyt (1) . Na ile
sposobdw mozna zaplanowac te wedrdwke, jesli wiadomo, ze w drodze powrotnej
turysci:

a) beda mogli wracac¢ tym samym szlakiem, ktorym szli na szczyt ()i @),

b) nie beda mogli wracac zadnym ze szlakow, ktorym szli wezesniej?

Ile roznych liczb czterocyfrowych mozna utworzy¢ za pomoca cyfr:
a) 1, 2, 3, 4, jezeli zadna z cyfr nie moze si¢ powtorzyc,
b) 1, 2, 3, 4, jezeli cyfry moga sie powtorzyc,
¢} 3,57,
d) 0, 4, 7, 9, jezeli cyfry moga sie powtdrzyc,
e) 0,4, 7,9, jezeli cyfry nie moga sie powtorzyd,
f) 1i9,
g) 1i0?
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Za pomocy cyfr: 0, 2, 4, 5, 8 i 9 tworzymy liczby. Ile mozna utworzy¢ liczb:
a) pieciocyfrowych o roznych cyfrach,
b) pieciocyfrowych, w ktorych cyfry mogg sie powtarzac,
¢) pieciocyfrowych parzystych,
d) osmiocyfrowych,
e) czterocyfrowych podzielnych przez 5, w ktorych cyfry mogg sie powtarzac?

W pudetku znajduje sie 8 kartek z numerami od 2 do 9. Przeprowadzamy
losowanie, ktorego wynikiem jest liczba utworzona z kolejno wyciagnietych cyfr.
Ile réznych liczb mozna otrzymac, jezeli losujemy:

a) kolejno 3 kartki i za kazdym razem wrzucamy je z powrotem do pudetka,
b) kolejno 4 kartki i zadnej nie wrzucamy z powrotem do pudelka,

¢} kolejno 5 kartek i tylko po pierwszym i drugim losowaniu wrzucamy karteczke
z powrotem do pudetka?

Majac do dyspozycji papierowe paski w 12 réznych ko-
lorach, nalezy utworzy¢ flage jak na rysunku obok. Ile flag
mozna utworzyc¢ z tych paskow, jezeli:

a) wszystkie paski we fladze maja by¢ roznych kolorow,

b) gorny i dolny pasek majg by¢ w tym samym kolorze, a srodkowy pasek ma by¢
inny?

W pewnej krakowskiej kwiaciarni jest na sprzedaz 12 roz, 15 tulipanow,
10 narcyzow i 8 gozdzikow. Na ile sposobow kwiaciarka moze wybrac¢ kwiaty dla
klienta, ktory zazyczyl sobie:
a) czterech kwiatow, kazdy innego rodzaju,
b) trzech kwiatow, kazdy innego rodzaju,
¢} dwoch kwiatow, kazdy innego rodzaju?

W pewnym liceum sa dwie klasy czwarte, ktorych sklad osobowy przedsta-
wiono w tabeli:

Klasa Liczba wszystkich uczniow Liczba dziewczat
IVa 30 19
IVb 28 16

Z kazdej klasy losujemy jednego ucznia. Na ile sposobow mozemy wybra¢ pare
uczniow, jezeli:

a) uczniowie maja by¢ roznej plci,

b) uczniowie maja by¢ tej samej plci,

¢) ple¢ uczniow nie ma znaczenia?
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a) Na ile sposobow mozna przydzieli¢c dziesie¢ torow na plywalni dziewie-
ciu plywakom?
b) W skokach narciarskich bierze udzial 8 zawodnikow. Na ile sposobow mozna
obstawic¢ pierwsza trojke najlepszych skoczkow tych zawodow przy zalozeniu, ze
nie bedzie miejsc ex aequo?
¢) Kazde z dzieci uczestniczacych w akademii z okazji Dnia Patrona Szkoly otrzy-
muje 1 balonik w kolorze bialym lub czerwonym. Na ile sposobow moina rozdzieli¢
baloniki w 10-0sobowej grupie uczniow?
d) Pie¢ dziewczyn i pieciu chlopakdw ma ustawic sie w rzedzie. Ile jest wszystkich
mozliwvch sposobow ustawienia sie tych uczniow, jezeli wiadomo, ze maja ustawic
sie tak, aby osoby tej samej plci nie staly obok siebie?

Szkolng szafke z podrecznikami mozna zamkna¢ za pomocg szyfrowego
zamka elektronicznego. W tym celu nalezy wprowadzi¢ 3-cyfrowy PIN. Pewnego
dnia Julia zapomniala swojego kodu. Ile co najwyzej prob otwarcia zamka bedzie
musiala przeprowadzic, jezeli pamieta, ze:

a) kod sklada sie z réznych cyfr parzystych,
b) w kodzie dokiadnie dwa razy pojawia sie cyfra 7,

¢) na pierwszej i ostatniej pozycji kodu znajduje sie cyfra 3 lub 6 i zadna z cyfr sie
nie powtarza?

Podczas obozu harcerskiego rozbito dwa obozowiska odlegle od siebie o kil-
kaset metrow. Harcerze ustalili specjalny sposdb komunikowania sie miedzy soba.
Wymyslili, ze ciag pieciu sygnalow swietlnych bedzie oznaczal jedno stowo. Dostep-
ne przez nich latarki rzucaja $wiatto w kolorach bialym, czerwonym i zielonym. Ile
roznych stow mozna w ten sposob zakodowad?

Kierowca miejskich linii autobusowych w pewnym miescie obsluguje wy-
facznie linie nr: 10, 11, 15, 21, 22, 30, 32 i 40. W biezacym tygodniu pracuje on
przez 5 dni, od wtorku do soboty, i kazdego dnia obstuguje tylko jedng linie. Ob-
licz, na ile sposobow dyspozytor moze przydzielic mu linie autobusowe tak, aby:

a) w sobote jechal linig nr 32,

b) we wtorek i Srode nie jechal linig nr 15 ani 22,

¢) kazdego dnia obstugiwal inna linie,

d) przez caly tydzien roboczy jezdzil wylacznie linia 10 lub 40.

Ala ma dwie torebki. W pierwszej z nich znajduja si¢ 4 przegrodki, a w dru-
giej jest 5 przegrodek. Do wybranej torebki Ala ma zapakowac 3 zeszyty tak, aby
kazdy zeszyt znajdowal sie w innej przegrodce. Na ile sposobdow moze to zrobic?

Czterech przyjaciol postanowilo wybrac sie do jednej z trzech kawiarni.
Pierwsza kawiarnia oferuje 3 rodzaje kawy, druga — 6 rodzajow, a trzecia — 4 ro-
dzaje. Na ile sposobow moga oni wybra¢ kawiarnie, a w niej po jednej kawie?
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Kazdy gracz pierwszy swoj ruch w partii szachow moze wykonac¢ jednym
Z oSmiu pionkow, przesuwajac go o 1 lub 2 pola, lub jednym z dwoch skoczkow,
przesuwajac go o dwa pola do przodu, a nastepnie jedno w lewo lub w prawo. Dwaj
gracze rozpoczeli partie szachow — kazdy z nich wykonal po jednym ruchu. Na ile
sposobow mogli to zrobié¢?

Liczba palindromiczna to taka, ktora czytana od konca i od poczatku jest
tg samg liczba, np. 31913 albo 312213. Ile jest liczb palindromicznych:

a) pieciocyfrowych, b) pieciocyfrowych, w ktorych pierwsze trzy cyfry sa rozne,
¢} czterocyfrowych, d) pieciocyfrowych zaczynajgcych sie cyfrg 17

W jezvku polskim istnieje okolo 14 500 stow piecioliterowych (tacznie z na-
zwami wlasnymi i réznymi formami tego samego wyrazu). Oblicz, jaki to procent
wszystkich piecioliterowych stow, majacych sens lub nie, ktore mozna ulozyc¢ z liter
polskiego alfabetu (tzn. z 35 liter).

a) Na spotkaniu biznesowym kazdy z uczestnikéw wymienit sie wizytowka
z kazda z pozostatych osob. Ile osob wzielo udziat w spotkaniu, jezeli wiadomo, ze
facznie wymieniono 702 wizytowki?
b) Podczas spotkania towarzyskiego kazdy z gosci wymienil sie usciskiem dioni
z kazdym z pozostalych uczestnikow spotkania. Ile osob wzielo udzial w spotkaniu,
jezeli wiadomo, ze lacznie wykonano 120 usciskow dloni?

130. w turnieju tenisowym biora udzial 3 tenisistki i 3 tenisistow. Ustalono, ze
zawodnicy zagrajg w turnieju miksta (para zawodnikow réznej plci rozgrywa mecz
Z inng taka para). Na ile sposobdow moina wylosowac¢ dwie pary zawodnikow do
pierwszego meczu w tym turnieju?

131. Ze zbioru liczb A = {37,38,39,...,n}, gdzie n jest liczba nieparzysta, wybie-
ramy rownoczesnie dwie liczby i dodajemy je do siebie. Wiadomo, ze istnieje 121
par, ktorych suma daje liczbe parzysta. Wyznacz najwieksza liczbe w zbiorze A.

132. 1e przekatnych maja bryly foremne przedstawione na ponizszym rysunku?
a) Policz wszystkie przekatne, takze przekatne Scian.
b) Policz tylko przekatne laczace wierzcholki nielezace na jednej Scianie.

X - \,
o B b2 -~
czworoscian szescian osmioscian dwunastoscian dwudziestoscian
foremny foremny foremny foremny
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Ten temat przeznaczony jest jedynie dla uczniow realizujacych program nauczania
dla zakresu podstawowego. Znajdujg sie tu zadania wybrane z tematu Kombi-
natoryka i prawdopodobienstwo (dla zakresu rozszerzonego), ktére uczen moze
rozwigzac, posfugujac sie jedynie zasada dodawania i mnozenia.

Czworo rodzenstwa w roznym wieku — Tomek, Ania, Magda i Jas — ustawia
sie w rzedzie w losowej kolejnosci. Oblicz prawdopodobienstwo, ze dzieci ustawia
sie od najstarszego do najmlodszego, zaczynajac od lewej strony.

Aby otworzy¢ zamek szyfrowy, nalezy ustawi¢ kazde z trzech pokretel
w odpowiedniej pozycji, jednej z szeSciu mozliwych. Oblicz prawdopodobienstwao,
e uda sie go otworzyc¢ za pierwszym razem po losowym ustawieniu pokreted.

Oblicz, jakie jest prawdopodobienstwo, ze wybierajac losowo 9-cvfrowy
numer telefoniczny, przypadkiem trafimy na jeden z 30 numerow do naszych zna-
jomych. Numer telefonu nie moze zaczynac sie cyfra 0 ani 9.

Grupa przyjaciol, w ktorej jest dwoch chlopcow i cztery dziewczyny, siada
obok siebie w kinie w jednym rzedzie w przypadkowej kolejnosci. Oblicz prawdo-
podobienstwo, ze chlopcy usiada obok siebie.

Szesciu sasiadow zaparkowalo swoje samochody na szes$ciu miejscach par-
kingowych obok siebie. Rano kazdy z nich o innej porze wyjedzie do pracy. Oblicz
prawdopodobienstwo, ze:

a) samochody odjada po kolei (od lewej do prawej),
b) samochod pierwszy od lewej odjedzie jako ostatni,

¢) w zadnym momencie nie powstanie wolne miejsce pomiedzy zaparkowanymi
samochodami.

Wsrod szesciorga dzieci panstwa Kowalskich sa trojaczki i bliznieta. Dzieci
w losowej kolejnosci wsiadaja do autobusu. Oblicz prawdopodobienstwo, ze naj-
pierw wsiadg do autobusu trojaczki.

Na szesciu tabliczkach napisano litery: T, A, R, T, A, K. Oblicz prawdopodo-
bienstwo, ze ultozymy z nich slowo TARTAK, jesli ukladamy tabliczki obok siebie
w rzedzie:

a) w losowej kolejnosci, ale kazda z liter uloZona jest we wlasciwa strone,
b) catkowicie losowo, kazda tabliczka moze przybra¢ polozenie pionowe lub po-
ziome.
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Rzucamy pieciokrotnie symetryczng szesciennag kostka do gry. Oblicz praw-
dopodobienstwo tego, ze:

a) kazda z wyrzuconych liczb zostanie wyrzucona co najwyzej jeden raz,
b) za kazdym razem wyrzucono te samag liczbe oczek,

¢) suma wyrzuconych oczek jest wigksza od 7,

d) iloczyn wyrzuconyvch oczek jest mniejszy od 4,

e) kolejno wyrzucone liczby utworza cigg arytmetyczny.

Na ponizszym rysunku przedstawiono schemat rozmieszczenia szafek na
podreczniki uczniow 15-osobowej klasy.

Wychowawca przydziela szafki poszczegdlnym uczniom w sposob losowy. Oblicz
prawdopodobienstwo, ze trojka przyjaciolek bedzie miata szafki:

a) w trzech réoznych poziomych rzedach,
b) w tym samym poziomym rzedzie, obok siebie.

Ze zbioru cyfr {1,2,3,...,9} losujemy kolejno ze zwracaniem 4 cyfry, z kto-
rych tworzymy liczbe czterocyfrows zgodnie z kolejnoscia losowania cyfr. Oblicz
prawdopodobienstwo tego, ze wylosowana liczba jest:

a) wieksza od 4000,
b) nieparzysta,
¢) podzielna przez 5 i mniejsza od 5000.

Sposrad cyfr: 9, 8, 7, 6, 5 losujemy kolejno 5 cyfr. Cyfry te zapisane w ko-
lejnosci losowania tworza liczbe pieciocyfrowa. Oblicz prawdopodobienstwo tego,
7e otrzymana liczba jest wieksza od 90 000, jezeli cyfry losujemy:

a) ze zwracaniem, b) bez zwracania.

W windzie znajduja sie cztery osoby. Kazda z nich moze wysiasc na jed-
nym z osiemnastu pieter. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze kazda z tych osob
wysigdzie na innym pietrze.

W szkolnej czytelni zaplanowano powiesi¢ w sposob losowy 5 portretow
pisarek i 7 portretow pisarzy. Zostang one zawieszone w jednym rzedzie, jeden
obok drugiego. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze wizerunki pisarek zawisna
bezposrednio obok siebie.
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A Panstwo Nowakowie i Malinowscy planujg wspolnie spedzi¢ wakacje i zamie-
rzaja wynaja¢ dwa domki na pewnym polu campingowym. Na stronie internetowej
zobaczyli rozmieszczenie dziewieciu domkow dostepnych w interesujacym ich ter-
minie (patrz rysunek ponizej).

R

Domki przydzielane sa poszczegolnym wcezasowiczom losowo poprzez system
komputerowy. Oblicz prawdopodobienstwo, ze obu rodzinom:

a) zostang przydzielone domki sgsiadujace ze soba,

b) zostang przydzielone domki po przeciwnych stronach rzeki.

WARIACJE

A Oblicz.

a) 4 f 18 k) 2

o ¥ 151 m 1372

o ) 2 »
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A Podane wyrazenia zapisz bez uzywania symboli silni.
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Uzasadnij podane rownosci.

el (h+20+(n+1)! _ (n+1)n+3)
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a) Na polce nalezy ustawic¢ 6-tomowg encyklopedie. Na ile sposobdw mozna
to zrobic?
b) Na siedmiu miejscach nalezy usadowic 7 osob. Na ile sposobdw mozna to zrobic?
¢) W finale zawoddw plywackich uczestniczy 10 osob. Na ile sposobow mozna
obstawic pierwsza trojke w tych zawodach?
d) W sklepiku szkolnym mo#na kupi¢ lemoniade w siedmiu smakach. Trzy przyja-
ciolki chcg zamowic po 1 lemoniadzie. Na ile sposobow moga to zrobic?

e) Bracia: Piotr, Pawel i Michat sg podobnej postury i czesto wymieniajq sie swoimi
ubraniami. W swoich szafach maja w sumie 8 garniturow. Chiopcy wybieraja sie na
wspolng uroczystosc. Na ile sposobow moga wybrac dla siebie garnitury?

f) W szatni znajduje sie 7 wolnych wieszakow. Na ile sposobow mozna powiesic
4 kurtki na tych wieszakach (na jednym wieszaku bedzie wisie¢ tylko jedna kurtka)?

g) Na wystawie kotow prezentuja sie 3 koty perskie, 5 kotow syberyjskich oraz
6 kotow rasy europejskiej. Na ile sposobow mozna ustali¢ kolejnos$¢ prezentacji
kotow tak, aby najpierw zaprezentowaly sie koty perskie, nastepnie syberyjskie,
a na koncu — koty rasy europejskiej?

h) Podczas rozwigzywania 25 zadan zamknietych nalezy przy kazdym z nich wy-
biera¢ dokladnie jedna odpowiedz: A, B, C lub D. Ile roznych zestawow odpowiedzi
mozna utworzyc, jezeli odpowiedzi beda zaznaczane w sposob losowy?

Ile piecioelementowych ciggow liter mozemy utworzy¢ za pomoca liter:
a) X, Y, by X, Y& c) A, B,C,D,E?

W windzie znajduje sie 6 osob. Kazda z nich moze wysias¢é na jednym
Z dwudziestu pieter. Na ile sposobdw osoby te moga wysiasé z windy, jezeli:

a) kazda osoba wysiadzie na innym pietrze,
b) osoby moga wysia$¢ na tym samym pietrze?

W pudetku znajduje si¢ pie¢ kul ponumerowanych od 1 do 5. Losujemy
8 razy po jednej kuli i za kazdym razem wrzucamy ja z powrotem do pudelka.
Cyfry z wylosowanych kul zapisujemy kolejno, tworzac liczbe 8-cyfrowa. Ile liczb
mozemy w ten sposob otrzymac?

Za pomoca liter A, B, C tworzymy ciag liter. Ile takich zestawow mozna
utworzye, jezeli zestaw ma liczy¢:

a) dwie litery, ¢) cztery litery,

b) trzy litery, d) dziesied liter?

Na ile sposobow mozna rozmiescic:

a) 6 ksigzek na 4 potkach, b) 4 ksigzki na 6 potkach?
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W klasie jest 20 dziewczyn i 10 chlopakow. Na ile sposobow mozna wybrac
samorzad (przewodniczgcego, zastepce i skarbnika), jesli:
a) nie ma zadnych warunkow co do plci wybieranych,
b) przewodniczaca ma by¢ dziewczyna,
¢) przewodniczacy ma by¢ chlopakiem, a zastepca — dziewczyna?

Na ile sposobow pie¢ dorostych osoéb moze zaja¢ miejsca w samochodzie
piecioosobowym, jezeli prawo jazdy:

a) maja wszystkie osoby, b) maja trzv osoby, ¢) ma tylko jedna osoba?

a) Na ile sposobow mozna zaplanowac koncert, jesli maja na nim wystapic
po kolei (ale w dowolnej kolejnosci) trzy zespoly, z ktorych jeden ma wykonad
6 utworow, drugi — 5 utwordw, a trzeci — 3 utwory? Utwory moga by¢ wykonywa-
ne w roznej kolejnosci.

b) Na ile sposobdéw mozna podzieli¢ dziewie¢ roznych przedmiotow pomiedzy trzy
osoby? Podzial nie musi by¢ rowny, dopuszczamy takze sytuacje, ze jedna osoba
wezmie wszystko.

Zamek szyfrowy ma 4 pokretla. Na kazdym z nich mozZna ustawic¢ cyvfre od
1 do 9. Jak dlugo potrwa sprawdzanie wszystkich mozliwych ustawien 4 pokretel,
jesli na kazde z tych ustawien przeznaczymy 1 sekunde?

Dziesie¢ osob rywalizuje w konkursie.
a) Ile jest mozliwosci przyznania pierwszych trzech miejsc (bez miejsc ex aequo)?
b) Opriocz nagrod za pierwsze trzy miejsca (bez miejsc ex aequo) przewidziano
nagrode fair play, ktora moze dostac¢ jeden z zawodnikow. Nagroda ta moze jednak
nie zosta¢ przyznana. Ile jest mozliwosci przyznania nagrod?

Ile jest mozliwych wynikow klasowki, jesli pisato ja 10 uczniow, przy czyn:
a) kazdy moze dosta¢ oceng od 1 do 6 (bez plusow i minusow),
b) kazdy otrzymuje tylko informacje ,zaliczone” lub ,niezaliczone™?

Cztery malzenstwa zajmuja miejsca w osmioosobowym przedziale kolejo-
wym., Ustal, na ile sposobow moga je zajac, jesli:
a) kazdy mezczyzna ma siedzied obok swojej zony,
b) kazda kobieta ma siedzie¢ naprzeciwko swojego 000000 DIG0000g
meza, 'R
¢) mezczyZni maja siedzie¢ po jednej stronie, a ko- B
biety po drugiej,

d) kobiety maja siedzie¢ w rogach przedzialu,

e) przy oknie maja siedzie¢ kobiety,

f) usadzenie osob jest dowolne.
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Na balu jest 15 kobiet i 18 mezczyzn.
a) Na ile sposobdw mozna wybrac spoérod nich pare damsko-meska do tanca?

b) Na ile sposobow mozna podzieli¢ przybylych na pary damsko-meskie do tarica,
jesli wszystkie kobiety maja tanczy¢?

Ile roznych slow majacych sens lub nie mozemy otrzymac, przestawiajac
litery podanego stowa?
a) JABLKO ) TRUSKAWEA

b) BANAN d) ANANAS

a) Zoevir: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 9 tworzymy liczby szesciocyfrowe o roznych
cyfrach. Ile roznych liczb mozna otrzymac?

b) Na 10 tabliczkach zapisano cyiry: 1, 2, 3, 3, 4, 4, 5, 5, 5, 6. Tabliczki ulozono
tak, aby otrzyvmac liczbe dziesieciocyfrowa. lle réznych liczb mozna w ten sposéb
otrzymac?

Dwudziestu chlopcow i dziesie¢ dziewczynek nalezy ustawi¢ w trzech row-
nolicznych rzedach. W pierwszym i trzecim rzedzie maja stac¢ chlopcy, a w rzedzie
srodkowym — dziewczynki. Ile jest mozliwych takich ustawien?

Podczas wyjscia klasowego do kina uczniowie klasy IVb zajeli wszystkie
24 miejsca w rzedzie. Cztery przyjaciotki chea koniecznie usiasc obok siebie. Na ile
sposobow mozna przydzieli¢ uczniom miejsca, aby spetni¢ zyczenie przyjaciotek?

7 1O, Na parkingu jest 10 miejsc w jednym rzedzie. Na ile sposobéw mozna przy-
dzieli¢ te miejsca 5 samochodom osobowym i 5 ciezarowym, jezeli:

a) wszystkie samochody tego samego typu maja parkowac obok siebie,

b) wszystkie samochody osobowe majq parkowa¢ obok siebie?

71169. Cztery malzenstwa zajmuja miejsca w osmioosobowym przedziale kolejo-
wym. Ile jest mozliwych sposobow zajecia miejsc, jesli:

a) kazdy mezczyvzna ma siedzie¢ obok przynajmniej jednej kobiety,

b) kazdy mezczyzna ma siedzie¢ obok dokfadnie jednej kobiety?

1170, Informacja genetyczna jest zakodowana w DNA w taki sposcb, ze kazde-
mu aminokwasowi odpowiada tréojka zasad, z ktérych kazda moze by¢ adenina,
cytozyna, guaning lub tyming. Sprawdz, ze trzy zasady wystarczg do oznaczenia
23 aminokwasow wystepujacych w biatkach, a dwie by nie wystarczyly.

771771, a) lle podzbioréw ma zbior piecioelementowy?
b) Ile podzbiorow ma zbior n-elementowy?
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KOMBINACJE
A Oblicz.
) (6) (9) (os) (0): (%)
b (5). (7). (7). () () (6s7)
) () . ()3

(&)’ ~ & ' as-1ow (130)

101

Al Podane wyrazenia przedstaw w postaci wielomianu lub wyrazenia wymier-

a) (nn ) d) (n+])+(n+2) g) J%L

n-1 n (n+4)

n+l

b) (g) e) (Erfni-) h) nte.)'
o B

Wyznacz wszystkie wartosci n, dla ktorych zachodzi podana rownosc.

a) (3) =45 b) (17)) =66 A (3r3) =300 @ (3) =20
a Oblicz, na ile sposobow mozna wybrac:

a) trzv kule z pieciu roznych kul,
b) pie¢ kul z dwudziestu réznych kul,
¢) dziewietnascie kul z dwudziestu réznych kul.

Na pewnym okregu zaznaczono pie¢ roznych punktow. Oblicz, ile mozna

narysowac odcinkow, a ile wektoréw o koncach w tych punktach.

e

Na ile sposobow mozna z 25-osobowej klasy wybrac:

a) trzy osoby, jesli kazda ma wziad¢ udzial w jednym z trzech réznych konkursow,

b) trzy osoby, jesli wszystkie osoby maja wziac udzial w tym samym konkursie,

¢) osoby, ktore przez trzy kolejne dni beda petnily role dyzurnego, jesli wybrana

osoba pelnila dyzur przez 1 dzien i moze by¢ wybrana kilkakrotnie?
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a) Samorzady siedmiu miast postanowily wybudowa¢ sciezki rowerowe 1a-
czgce kazde miasto z szescioma pozostalymi. Ile polaczen bedzie miala powstala
siec?

b) Samorzady siedmiu miast postanowily, ze w trzech wybranych miastach zostanie
zorganizowany festiwal filmowy. Na ile sposobow mozna wylonic te trzy miasta?
¢) W kwiaciarni dostepnych jest 12 réznych gatunkow kwiatow cietych. Na ile spo-
sobow mozna wybra¢ kwiaty do bukietu tak, by znalazly sie w nim cztery kwiaty
roznych gatunkow?

d) Na okregu zaznaczono 15 roznych punktow. lle moina poprowadzi¢ roznych
cieciw o konicach w tych punktach?

Uzasadnij, ze w dowolnym n-kacie liczba przekatmvch wynosi ”{”T‘j]'

W grupie studentow przyjetych na pierwszy rok studiow znajduje sie
15 kobiet i 7 mezczyzn. Do ziozenia uroczystego slubowania podczas inauguracji
nowego roku akademickiego nalezy wybrac¢ 5 studentow. Na ile sposobow mozna
to zrohic, jezeli:

a) ple¢ wybranych osob nie ma znaczenia,
b) wybrani maja by¢ 3 mezczyzni i 2 kobiety,
¢) wsrod wybranych osob maja sie znalez¢ co najmniej 3 kobiety?

. a) W kolekcji plyt znajduje sie 12 plyt rockowych, 8 popowych i 15 hip-
hopowych. Na ile sposobdw mozna wybrac 8 plvt tak, aby wsréd nich byly: 3 plyty
rockowe, 2 popowe i 3 hiphopowe?

b) W zestawie znajduje sie 15 zadan z geometrii, 18 z algebry i 6 z rachunku
prawdopodobienstwa. Na ile sposobdéw mozna z tego zestawu wybraé¢ 6 zadan —
po 2 z kazdego dziatu?

W pudetku znajduje 8 kul biatych, 6 niebieskich i 7 czarnych. Na ile sposo-
bow mozna wybrac 4 kule tak, aby wsrod nich byly:

a) dokladnie 2 kule niebieskie,
b) co najmniej 2 kule biale,
¢) co najwyzej 2 kule czarne?

W pudetku znajduje sie 50 losow, wsrod ktoryeh jest 5 wygrywajacych. Na
ile sposobow mozna wyciagnac z pudeltka 4 losy tak, aby co najmniej 1 z nich byl
wygrywajacy?

a) Na ile sposobow mozna wybrac 5 sposrod 25 rodzajow salatek w barze?
b) W barze jest 25 rodzajow salatek. Na ile sposobow 3 osoby moga wybrac¢ po

jednym zestawie skladajacym sie z 5 roznych salatek?
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W grze Lotto losuje sie 6 sposrad liczb naturalnych od 1 do 49.
a) Ile jest mozliwych wynikow losowania zawierajacych liczbe 17

b) Gracz skreslit 6 liczb. Ile jest mozliwosci wylosowania zestawu szesciu liczb,
z ktorych zadna nie zostala skreslona przez gracza?

Klasa IVa liczy 30 uczniow, a klasa IVb — 32 uczniow. Na ile sposobow
mozna wybra¢ szescioosobowa druzyne skladajaca sie z 3 uczniow klasy IVa
i 3 uczniow klasy IV b?

Ali postanowil podzieli¢ swoje wielblady miedzy czterech synow. Pierw-
szemu kazal wybra¢ 8 z nich, drugiemu — 6, trzeciemu — 4, a czwartemu dat
pozostate 2 wielblady. Na ile sposobow bracia moga podzielic stado?

Na ile sposobdw moina rozdac¢ po rowno 52 karty do gry dwom graczom,
a na ile — czterem?

Zbidr 20 réznych starych monet dzielimy pomiedzy 2 osoby. Ile jest mozli-
wych podzialow, jesli:
a) kazda z osob ma dostac tyle samo monet,

b) podzial nie musi by¢ rowny, moze sie nawet zdarzy¢, ze jedna osoba wezmie
wszystko?

Na ile sposobow mozna wybrac 4 galki lodow sposrod 10 smakow, jesli:
a) kazda gatka lodéw ma mie¢ inny smak i kolejnos$¢ nalozenia galek jest istotna,
b) gatki lodow moga miec¢ ten sam smak i kolejnos$¢ nalozenia gatek jest istotna?

W klasie jest 16 chlopcow i 14 dziewczat. Wybieramy i ustawiamy w rzedzie
2 dziewczyny i 3 chlopcow. lle réznych rzedéw mozna w ten sposob ustawic?

fl Szesciokat ABCDEF jest foremny. Ile jest trojkatow o wierzchotkach wybra-
nych sposrod punktow A, B, C, D, E oraz F? Ustal, ile wérod nich jest trajkatow
rownobocznych.

W grze Lotto maszyna losujaca wybiera 6 sposrdd liczb naturalnych od
1 do 49. Za kazdy zaklad w tej grze trzeba zaplaci¢ 3 zl. lle trzeba zaplaci¢ za
obstawienie wszystkich mozliwych wynikow losowania?

a) Na ile sposobow mo#zna podzielic 12 znaczkow pocztowych miedzy
dwdoch braci, tak aby kazdy z nich mial po 6 znaczkow?

b) Na ile sposobow mozna podzieli¢ 12 znaczkéw pocztowych miedzy trzech braci,
tak aby kazdy z nich mial po 4 znaczki?
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A W lidze tenisa stolowego uczestniczy 32 zawodnikow, ktorzy przydzieleni
sa do czterech rownolicznych grup. W poszczegolnych grupach zawodnicy gra-
ja systemem ,kazdy z kazdym”. Do poélfinalu kwalifikujg sie 3 najlepsze osoby
z kazdej grupy. W rozgrywkach tych tworzy sie dwie réownoliczne grupy, w ktérych
zawodnicy rowniez graja systemem ,kazdy z kazdym”. Do Scistego finatu wchodzi
zwyciezca kazdej z grup potfinatowych. Ile meczow zostanie rozegranych podczas
trwania tej ligi?

A1196. Na ponizszym rysunku przedstawiono wyswietlacz skladajacy sie z 7 seg-
mentow. Jego podstawowym zadaniem jest wyswietlanie informacji w postaci cyfr
i liter oraz znakow specjalnych. l_b
=

Segmenty mozna zamiennie wlacza¢ i wylaczaé, uzyskujac rézne znaki (réwniez
takie, ktore nie sg literami ani cyframi). Na ponizszym rysunku przedstawiono
przykladowe znaki mozliwe do utworzenia na wyswietlaczu.

lle roéznych znakow (cyfr, liter i takich, ktore nie sg cyframi ani literami) mozna
utworzy¢ za pomocq tego wyswietlacza?

DWUMIAN NEWTONA

A Przeksztal¢ podane wyrazenie, wykorzystujac wzor Newtona.

a) (4+3x)? c) (x«ﬁ + %)J e) (ab+3c)*

b) (2x - 5y)° d) (1-10a)° f) (ki—g)j
A . Oblicz.

a) (v/5++2)? d) (3+2,/5)° g) (2-V2)

b) (3 - V2 ¢ (2{2'-%)5 h) (V5 +3)8

) (1+6)8 f) (243 -32) i) (V’Tﬁ + I—fﬁ)
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Ponizsze wyrazenia mozna przedstawi¢c w postaci sumy. Podaj ten sktadnik
sumy, przy ktoryvm po skroceniu nie wystepuje zmienna x.

G 9 o 10
; 5 S T /X 2
a) (4x+ E) c) (x x) e) (-‘:2_+_\,_£)
10 10 ? 1
9y 3 6, 3 2 3

6
Znajdz ten wyraz rozwiniecia wyrazenia (% +4 y“’) , w ktorym wystepuje:

a) x° b) x° 0 y® d) y'?
W =+ 8
E’-—ié‘*—%) , W ktorym wystepuje:

a) a’ b) ¢ c) b'"? d) b?!

Znajdz ten wyraz rozwiniecia wyrazenia (ac -

Zapisz trzy pierwsze wyrazy rozwiniecia (a+b)" zgodnie ze wzorem Newto-
na, wiedzac, ze:
a) wspolczynniki przy trzecim i piatym wyrazie rozwiniecia sa rowne,
b) wspolczynniki przy drugim i dziewiatym wyrazie rozwiniecia sa réwne,
¢) wspolczynniki przy czwartym i szostym wyrazie rozwiniecia sa rowne.

A Zapisz trzy ostatnie wyrazy rozwiniecia (a-b)" zgodnie ze wzorem Newtona,
wiedzac, ze:

a) wspolczynniki przy trzecim i siodmym wyrazie rozwiniecia sa rowne,

b) wspolczynniki przy trzecim i czwartym wyrazie rozwiniecia sa liczhami przeciw-
Ny,

¢) wspolczynniki przy drugim i dziewigtym wyrazie rozwiniecia sg liczbami prze-
ciwnymi,

d) wspolczynniki przy szostym i sidodmym wyrazie rozwiniecia sa liczbami prze-
ciwnymi.

Oblicz z dokladnoscia do czesci setnych, korzystajac ze wzoru Newtona.

a) 1,028 c) 0,9913 e) 1,003

b) 1,00220 d) 0,998 f) 0,986

205, suma wspolczynnikow wystepujacych przy czterech poczatkowych wy-
razach rozwiniecia (a+ b)" jest rowna 42. Zapisz trzy ostatnie wyrazy tego roz-

winiecia.
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Czworo rodzenstwa w roznym wieku — Tomek, Ania, Magda i Jas — ustawia
sie w rzedzie w losowej kolejnosci. Oblicz prawdopodobienstwo, ze dzieci ustawia
sie od najstarszego do najmliodszego, zaczynajac od lewej strony.

. Aby otworzy¢ zamek szyfrowy, nalezy ustawi¢ kazde z trzech pokretel
w odpowiedniej pozycji, jednej z szesciu mozliwych. Oblicz prawdopodobienstwo,
e uda sie go otworzy¢ za pierwszym razem po losowym ustawieniu pokretel.

Oblicz, jakie jest prawdopodobienistwo, Zze wybierajac losowo 9-cyfrowy
numer telefoniczny, przypadkiem trafimy na jeden z 30 numerow do naszych zna-
jomych. Numer telefonu nie moze zaczynac sie cyfrg 0 ani 9.

Wsrad 20 zarowek 6 jest przepalonych. Wybieramy losowo dwie zarowki.
Oblicz prawdopodobienstwo, ze obie sa przepalone.

Grupa przyjaciot, w ktorej jest dwoch chiopcow i cztery dziewczyny, siada
obok siebie w kinie w jednym rzedzie w przypadkowej kolejnosci. Oblicz prawdo-
podobienstwo, ze chiopcy usiada obok siebie.

Ze zbioru liczh: {15,16,17,...,34} losujemy rownoczes$nie dwie liczby.
Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze:

a) obie wylosowane liczby sa nie wieksze od 25,

b) co najmniej jedna z wylosowanych liczb jest podzielna przez 3,
¢) suma wylosowanych liczb jest parzysta,

d) zadna z wylosowanych liczb nie jest podzielna przez 5.

W klasie jest 16 chlopcéw i 14 dziewczat. Nauczyciel przyniost sprawdzone
klasowki ulozone w przypadkowej kolejnosci. Oblicz prawdopodobienstwo, ze:
a) klasowki ulozone sa wedlug listy w dzienniku,
b) najpierw znajduja sie klasowki wszystkich chtopcow, potem klasowki wszystkich
dziewczat,
¢) klasowki wszystkich chlopcéw ulozone sa jedna po drugiej.

W sali stoi 20 krzesel, z ktorych 5 jest bialych, a 15 czarnvch. 5zes¢ osob
wchodzi do tej sali i losowo zajmuje miejsca. Oblicz prawdopodobienstwo, ze:

a) wszystkie usiada na czarnych krzestach,
b) wszystkie usiada na bialych krzestach,
¢) dokladnie dwie usiadg na biatych krzestach.
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Szesciu sasiadow zaparkowalo swoje samochody na szesciu miejscach par-
kingowych obok siebie. Rano kazdy z nich o innej porze wyjedzie do pracy. Oblicz
prawdopodobienstwo, ze:

a) samochody odjada po kolei (od lewej do prawej),
b) samochod pierwszy od lewej odjedzie jako ostatni,

¢) w zadnym momencie nie powstanie wolne miejsce pomiedzy zaparkowanymi
samochodami.

Wsrod szesciorga dzieci panstwa Kowalskich sg trojaczki i bliznieta. Dzieci
w losowej kolejnosci wsiadaja do autobusu. Oblicz prawdopodobienstwo, ze naj-
pierw wsigda do autobusu trojaczki.

Na talerzu polozono 15 paczkow: 8 z marmolada, 6 z serem i 1 bez nadzie-
nia. Oblicz prawdopodobienstwo, ze:

a) wsrod 4 losowo wybranych paczkow nie ma zadnego z marmolada,
b) wsrod 7 losowo wybranych pgczkow wszystkie sg z marmolada,
¢) wsrod 10 losowo wybranych paczkow wszystkie majg nadzienie,

d) wsrod 8 losowo wybranych paczkow sa 4 paczki z marmolada, 3 z serem i 1 bez
nadzienia.

Na szesciu tabliczkach napisano litery: M, A, R, C, I, N. Oblicz prawdopodo-
bienstwo, ze ulozymy z nich stowo MARCIN, jesli uktadamy tabliczki obok siebie
w rzedzie:

a) w losowej kolejnosci, ale kazda z liter ulozona jest we wlasciwa strone,

b) catkowicie losowo, kazda tabliczka moze przybrac¢ polozenie pionowe lub po-
ziome.

Zastanow sie, jak zmienilyby sie odpowiedzi do zadania 217., gdyby litery:
MARCIN zamieni¢ na TARTAK.

Sekretarka miala wyslac jednakowe listy do 15 osob. Wsrod tveh osob bylo
10 kobiet i 5 mezczyzn. Starannie przygotowala dwie wersje listu (dla pan i dla
panow) i zaadresowala koperty. Niestety, listy trafily do kopert w sposob zupelnie
przypadkowy. Oblicz prawdopodobienstwo, ze wszyscy adresaci otrzymaja wersje
listu odpowiednia dla ich plci.

W skladzie pewnego pociggu znajduje sie 6 wagonow. W kaizdym z tych
wagonow jest 10 przedzialow z 8 miejscami siedzqcymi. Dwoje nieznajomych, Ela
i Tomek, kupilo bilety z miejscowkami na ten pociag. Oblicz prawdopodobienstwo,
ze Ela i Tomek:

a) znajda si¢ w tym samym wagonie,
b) maja miejsca w tym samym przedziale,
¢) usiada naprzeciwko siebie.
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Losujemy 5 kart z talii 52 kart do gry. Oblicz prawdopodobienstwo wyloso-
wania;
a) pieciu kart jednakowego koloru, c) przynajmniej dwoch asow,
b) dokladnie dwoch asow, d) co najmniej jednej figury.

Sposrod wszystkich wierzcholkow szesciokata foremnego losujemy trzy
wierzcholki. Sa one wierzcholkami trojkata. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze
trojkat ten jest prostokatny.

W grze Lotto maszyna losujgca wybiera 6 sposrod liczb naturalnych od
1 do 49. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze wylosowano:

a) kolejne liczby naturalne,
b) wylacznie liczby podzielne przez 5,
¢} 3 liczby parzyste i 3 liczby nieparzyste.

W grze Lotto maszyna losujaca wybiera 6 sposrod liczb naturalnych od
1 do 49. Oblicz, jakie jest prawdopodobienstwo tego, ze poprawnie skreslimy co
najmniej 4 liczby.

f Rzucamy pieciokrotnie symetryczng szescienng kostka do gry. Oblicz praw-
dopodobienstwo tego, 7Ze:

a) kazda z wyrzuconych liczb zostanie wyrzucona co najwyzej jeden raz,
b) za kazdym razem wyrzucono te sama liczbe oczek,
¢) suma wyrzuconych oczek jest wieksza od 7.

Na ponizszym rysunku przedstawiono schemat rozmieszczenia szafek na
podreczniki uczniow 15-osobowej klasy.

Wychowawca przydziela szafki poszczegdlnym uczniom w sposob losowy. Oblicz
prawdopodobienstwo, ze trojka przyjaciolek bedzie miata szafki:

a) w trzech roznych poziomych rzedach,
b) w tym samym poziomym rzedzie, obok siebie.

Ze zbioru cyfr {1,2,3,...,9} losujemy kolejno ze zwracaniem 4 cytry, z kto-
rych tworzymy liczbe czterocyfrowa zgodnie z kolejnoscia losowania cyfr. Oblicz
prawdopodobienstwo tego, ze wylosowana liczba jest:

a) wieksza od 4000,  b) nieparzysta, «¢) podzielna przez 5 i mniejsza od 5000.
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Sposrad cyfr: 9, 8, 7, 6, 5 losujemy kolejno 5 cyfr. Cyfry te zapisane w ko-
lejnosci losowania tworza liczbe pieciocyfrowa. Oblicz prawdopodobienstwo tego,
7e otrzymana liczba jest wieksza od 90 000, jezeli cyfry losujemy:

a) ze zwracaniem, b) bez zwracania.

. W pudetku znajduje sie 8 kul biatych, 7 czarnych i 5 niebieskich. Losujemy
Z pudetka 2 kule. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze:

a) nie wylosowano kuli czarnej,
b) wylosowano kule tego samego koloru,
¢) wylosowano co najmniej jedng kule niebieska.

W pudetku znajduje sie 20 kul oznaczonych numerami od 1 do 20. Losuje-
my 7z pudelka trzy kule. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze:

a) wylosowano kule z numerami bedacymi kolejnymi liczbami naturalnymi,
b) wylosowano kule z numerami mniejszymi od 11,
¢) wylosowano co najmniej jedng kule z numerem podzielnym przez 3.

W pudelku znajduje sie 5 kul niebieskich, 4 kule zielone i 6 kul czerwonych.
Losujemy z pudetka 3 kule. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze:

a) kazda kula jest innego koloru,

b) dokladnie dwie kule sg w tym samym kolorze,
¢) nie wylosowano kuli czerwonej,

d) wylosowano co najmniej 1 kule zielona,

e) wylosowano kule w tym samym kolorze.

W windzie znajduja sie cztery osoby. Kazda z nich moze wysiaé¢ na jed-
nym z osiemnastu pieter. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze kazda z tych osob
wysiadzie na innym pietrze.

f W puli 50 losow znajduja sie 2 losy z wygrang 1000 z1, 4 losy z wygrang
200zt i 10 losow z wygrang 100 zl. Michal kupit 2 losy. Oblicz prawdopodobien-
stwo, ze Michat:

a) wylosowal co najmniej 1 los z wygrang pieniezna,
b) wygral dokladnie 200 zl,
¢) wygral co najmniej 1000 zi.

W szkolnej czytelni zaplanowano powiesi¢ w sposob losowy 5 portretow pi-
sarek i ¥ portretow pisarzy. Zostana one zawieszone w jednym rzedzie, jeden obok
drugiego. Oblicz prawdopodobienstwo tego, wizerunki pisarek zawisna bezposred-
nio obok siebie.
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Panstwo Nowakowie i Malinowscy planuja wspolnie spedzi¢ wakacje i zamie-
rzaja wynaja¢ dwa domki na pewnym polu campingowym. Na stronie internetowe;j
zobaczyli rozmieszezenie dziewieciu domkow dostepnych w interesujgcym ich ter-
minie (patrz rysunek ponizej).

m @ 6
e
m &G

Domki przydzielane sg poszczegolnym wcezasowiczom losowo poprzez system
komputerowy. Oblicz prawdopodobienstwo, ze obu rodzinom:

a) zostang przydzielone domki sasiadujace ze soba,
b) zostang przydzielone domki po przeciwnych stronach rzeki.

W urnie znajduje sie 6 kul biatych i pewna liczba kul czarnych. Losujemy
z urny 2 kule. Prawdopodobienstwo tego, ze obie beda tego samego koloru, wynosi
12 Tle czarnych kul jest w urnie?

Liczba dziewczyn w pewnej klasie jest o 2 wieksza od liczby chlopakow.
Prawdopodobienstwo tego, ze wérod dwoch losowo wybranych osob z tej klasy
bedzie co najmniej 1 chlopak, wynosi 0,72. Ile osob liczy ta klasa?

W mieszance orzechowej znajduja sie orzechy ziemne, laskowe i wiloskie.
Orzechow wloskich jest dwa razy wiecej od ziemnych, a laskowych — trzy razy
wiecej od ziemnych. Prawdopodobienstwo tego, ze przy losowaniu trzech orze-
chow wylosujemy 3 orzechy réznych gatunkow, jest rowne ;‘_bi Ile jest wszystkich
orzechow w tej mieszance?

W pudelku znajduje si¢ 10 diugopisow niebieskich i 10 czarnych. Ile co
najmniej niebieskich diugopiséw nalezaloby dolozyve do pudetka, aby przy loso-
waniu 2 diugopisow prawdopodobienstwo wylosowania obu dlugopisow w kolorze
niebieskim byto wigksze od 3?

Podczas egzaminu student losuje 4 sposrod 30 pytan. Aby zda¢ egzamin,
student musi poprawnie odpowiedzie¢ na co najmniej 2 pytania. Oblicz praw-
dopodobienstwo, ze student zda egzamin, jeizeli wiadomo, ze zna odpowiedz:

a) na 10 pytan, b) na 25 pytan.

Magda i Marta ubieraja choinke. Do dyspozycji majg 30 bombek, z czego
4 bombki sa w ksztalcie sopla lodu. Dziewczyny losowo wybieraja na choinke 25
bombek. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze wérod wybranych bombek co najwy-
zej 2 beda w ksztalcie sopla.
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Z czterech rownoleglych klas maturalnych losujemy 4 osoby, ktore udeko-
ruja sale na bal studniowkowy. Liczbe osob w poszczegolnych klasach z podziatem
na plec¢ przedstawia tabela:

Klasa IVa  IVb  INc¢ IVd
Liczba dziewczyn 20 14 8 16
Liczba chiopcow 10 14 16 14

Oblicz prawdopodobienstwo, ze wylosowani zostang wylacznie chlopey, jezeli loso-
wanie 0sob przebiega wedlug nastepujacej zasady:

a) z kazdej klasy losujemy po jednej osobie,

b) losujemy jedna z czterech klas, a nastepnie z tej klasy losujemy 4 osoby,

¢) wszystkie 4 klasy traktujemy zbiorczo i losujemy z nich 4 osoby.

Dziesiec karteczek z liczbami: 1, 2, 3, ..., 10 polozono losowo jedna za dru-
ga. Oblicz prawdopodobienstwo, ze karteczki z liczbami 1, 2, 3, 4 beda znajdowaly
sie obok siebie w dowolnej kolejnosci.

a) W stowie lodowka przestawiamy losowo litery, otrzymujac rézne 7-litero-
we ciggi liter. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze uzyskamy ciag, w ktorym litery:
w, 0, d, a beda wystepowaly obok siebie w podanej kolejnosci.

b) Sposrad liter, z ktorych sklada sie stowo loddwka, losujemy po kolei bez zwra-
cania 4 litery. Oblicz prawdopodobienstwo, ze wylosowane kolejno litery utworza
stowo woda.

¢) Sposrad liter, z ktorych sklada sie slowo lodéwka, losujemy po kolei ze zwraca-
niem 4 litery. Oblicz prawdopodobienstwo, ze wylosowane kolejno litery utworza
stowo woda.

d) Sposrad liter, z ktorvch sklada sie stowo lodéwka, losujemy rownoczesnie 4 li-
tery. Oblicz prawdopodobienstwo, ze z wylosowanych liter bedzie mozna utworzy¢
stowo woda.

Rzucono dziesieciokrotnie symetryczng moneta. Oblicz, jakie jest prawdo-
podobienstwo tego, ze orla otrzymano:

a) dokladnie 5 razy, b) co najmniej 3 razy.

Ze zbioru liczb {-5,-4,-3,...,6} losujemy dwie liczby. Oblicz prawdopodo-
bienstwo tego, ze:
a) obie wylosowane liczby sa rozwiazaniami rownania x° — 5x% + 4x = 0,

b) zadna z wylosowanych liczb nie nalezy do zbioru rozwigzan nieréwnosci
x3-6x2+3x+1020,

i : : - . —— . x3—Qx2
¢) tylko jedna z wylosowanych liczb jest rozwigzaniem nieréwnosci % = 0.
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Na diagramie przedstawiono wyniki sprawdzianu z matematyki uczniow
pewnej klasy.

£ & i
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Oceny

Sposrod uczniow, ktore pisaly sprawdzian, losujemy trzy osoby. Oblicz prawdopo-
dobienistwo tego, ze:

a) zaden z wylosowanych uczniow nie otrzymal oceny niedostatecznej,

b) wsrod wylosowanych uczniow znajduja sie wylacznie osoby, ktore otrzymaly
ocene 4 lub 5,

¢) wylosowano ucznia z ocena celujaca,
d) co najmniej dwoch uczniow otrzymato oceng dobrg lub wyzsza,

e) co najmniej jeden uczen otrzymal ocene nizszg od sredniej arytmetycznej
wszystkich ocen.

W brydiu calg talie 52 kart rozdajemy po rowno miedzy czterech graczy.
Oblicz, jakie jest prawdopodobienstwo, ze jeden z graczy otrzyma:
a) same piki, c) wszystkie asy i krole,
b) wszystkie asy, d) doktadnie trzy damy.

Ania i Darek sa jedng z piecdziesieciu par, ktore przyszly na bal. Oblicz
prawdopodobienstwo, ze podczas tanca kotylionowego (tzn. tanca, w ktorym pary
dobierane sg droga losowania) Ania i Darek beda tanczyli w jednej parze.

1250. Sposrod wszystkich liczb o$miocyfrowych skladajacych sie z cyfr 0, 11 2
losujemy dwie rozne liczby. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze:

a) iloczyn tych liczb jest liczbg nieparzysta,

b) wylosowano dwie liczby niepodzielne przez 10.

A251. w grze w pokera kazdy gracz otrzymuje 5 kart wylosowanych z talii 52
kart. Oblicz prawdopodobienstwo uzyskania nastepujacych ukiadow kart:

a) pokera — pieciu kolejnych kart jednego koloru (np. 7, 8, 9, 10, walet), przy czym
asa mozna traktowac albo jako karte mlodsza od 2, albo jako starsza od kréla,

b) karety — czterech kart jednakowej wysokosci, np. czterech asow,

¢) strita — pieciu kolejnych kart bez wzgledu na kolor, przy czym asa mozna
traktowac albo jako karte mlodsza od 2, albo jako starsza od krola,

d) fula — dwdch kart jednakowej wysokosci i trzech innych kart jednakowej wyso-
kosci (np. dwoch dam i trzech piatek).
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A252. Rzucamy 10 razy monets. Oblicz prawdopodobienstwo, ze najdiuzsza seria
kolejno wypadajacych orfow bedzie miata dlugosc 5.

A253. Gdy podamy w bankomacie trzykrotnie bledny PIN, karta zostanie za-
trzymana. Oblicz prawdopodobienstwo, ze uda sie nam wyplaci¢ pieniadze, jesli
pamietamy, ze PIN skladal sie z dwdch jedynek, siodemki i dziewiatki, ale nie pa-
mietamy ich kolejnosci.

1294, w pewnej grze liczbowej typuje sie jedna sposrod 36 liczb oraz cztery liczby
sposrod 45. W tej grze wyplacane sg wygrane pieciu stopni wedlug regutl opisanych
w ponizszej tabelce.

a) Oblicz, jakie jest prawdopodobienstwo wygranych kazdego z tych stopni.

b) Czy stopnie wygranej odpowiadaja ich prawdopodobienstwom?

Stopien Liczba wybrana Liczba trafien wsrod wybranych
wygranej sposrod 36 czterech sposrad 45 liczb

| trafiona | 4

II nietrafiona 4

111 trafiona 3

Y nietrafiona 3

Vv trafiona mniej niz 3

255, Majac do dyspozycji dowolng liczbe jednakowych, bialych lub czarnych,
papierowych kwadratéw o boku 1 ukladamy duzy kwadrat o boku 4.

a) Ile mozemy otrzymad:

« wszystkich wzorow,

s WZOrow o pionowej osi symetrii,

s WZOrow o pionowej i poziomej osi symetrii,

« wzorow o skoénej osi symetrii?

b) Odpowiedz na pytanie z podpunktu a) przy zalozeniu, ze mamy tyvlko 8 kwadra-
tow czarnych i 8 bialych.
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Ze zbioru wszystkich liczb dwucyfrowych losujemy jedna liczbe. Prawdopodo-
bienstwo wylosowania liczby podzielnej przez 10 lub przez 12 jest rowne:

1 1 8 4
A 5 B. 15 C. 4= D. :=

W pudetku znajduje sie 5 kul ponumerowanych od 1 do 5. Wyciagamy z pu-
detka po kolei ze zwracaniem 2 kule. Ile jest rowne prawdopodobienstwo tego, ze
za pierwszym razem wylosowano kule z numerem nie wiekszym niz za drugim
razem?

I=
-

=
Lk

E:

.

el

9
B, 20

W pudelku znajduje sie 7 kul niebieskich i 3 kule biale. Losujemy z pudel-
ka 2 kule. Prawdopodobienstwo tego, ze obie wylosowane kule sa niebieskie, jest
rowne:

7 7 49 2
As 7z B. 15 C. 155 D. 55

1 |
—_

Rzucamy dwukrotnie symetryczng osmioscienng kostka do gry. Za dwukrotne
wyrzucenie tej samej liczby gracz otrzymuje 8,40 zI. Za wyrzucenie roznych liczb
gracz traci pewng kwote. Jaka to powinna by¢ kwota, aby gra byla sprawiedliwa?

A. 20gr B. 1zl C. 1,20zt D. 3zt

Karolina otrzymala bon do wykorzystania w pewnej cukierni. Aby go zreali-
zowac, moze kupi¢ gofra lub lody. Gofry piecze sie z 2 rodzajow ciast i podaje
z 4 rodzajami polewy. Lody dostepne sa w 8 smakach i w 3 rodzajach rozkow
waflowych. Ile roznych mozliwosci zrealizowania bonu ma Karolina?

A. 32 B. 12 C. 60 D. 192

Rzucamy symetryczng dwunastoscienng kostka do gry. Oblicz prawdopodobien-
stwo, ze wyrzucimy liczbe podzielng przez 3 lub 4.

Ze zbioru liczb 2, 3, 4, 5, 6 losujemy po kolei ze zwracaniem dwie liczby. Oblicz
prawdopodobienstwo, ze:
a) suma wylosowanych liczb jest liczba pierwsza,
b) pierwsza z wylosowanych liczb jest o 2 wieksza od drugiej,
¢) iloczyn wylosowanych liczb jest liczba dwucyfrowa.

W pudetku znajduja sie 3 kule biale, 4 kule zielone i 5 kul niebieskich. Losujemy
z pudelka jedna kule. Jezeli bedzie to kula biala, to konczymy doswiadczenie.
W przeciwnym wypadku losujemy drugi raz i konczymy doswiadczenie. Oblicz
prawdopodobienstwo wylosowania kuli biatej w tym doswiadczeniu losowym.
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Rzucamy czterokrotnie symetryczng moneta. Oblicz, jakie jest prawdopodo-
bienstwo tego, ze:
a) wyrzucimy wiecej ortow niz reszek,
b) wyrzucimy co najwyzej jednego orla.

Rzucamy symetryczng dwunastoscienna kostka do gry. Jezeli wyrzucimy wie-
lokrotnoé¢ liczby 4, to wygrywamy 5 zl. Za wyrzucenie liczby 7 — wygrywamy 26 zl.
W kazdym innym wypadku tracimy tyle zlotych, ile wyrzuciliSmy. Oblicz wartos¢
oczekiwana tej gry.

Ze zbioru liter {K, A, T,0,W,I,C,E} wybieramy kolejno litery. Ile réznych
ciggow liter mozemy utworzyc, jezeli:
a) ciag ma by¢ 8-literowy i kazda litera ze zbioru bedzie wykorzystana 1 raz,
b) ciag ma by¢ 8-literowy, najpierw wybieramy wszystkie spdlgloski, a pozZniej
wszystkie samogloski,
¢) ciag ma by¢ 4-literowy i zadna z liter sie nie powtarza,
d) ciag ma byc¢ 3-literowy i litery moga sie powtarzac.

Listonosz rozktada losowo piec¢ ulotek do osmiu skrytek pocztowych. Na ile
sposobow moze to zrobic?

A. 58 B. & £..13) D. 8°

: 9
W rozwinieciu wyrazenia (sz - %) przy jednomianie x'* wystepuje wspot-

czynnik:
A 72 B. 36 C. 4608 D. 1152

Sposrod liczb 1, 2, 3, ..., 13 losujemy 3 liczby. Oblicz, jakie jest prawdopodo-
bienistwo, ze beda to wylacznie liczby pierwsze.

10 G 5 42
A 143 B. 13 C i D. i35

Dany jest zbior liter {O,L, S, Z, T,Y,N}. lle 4-elementowych podzbiorow moz-
na utworzyc z elementow tego zbioru?

Z zestawu cyfr: 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 losujemy kolejno cyfry, ktore zapisane
w kolejnosci losowania tworzq liczbe.
a) Losujemy dwie cyfry. Oblicz prawdopodobienstwo, ze otrzymamy liczbe podziel-
na przez 5.
b) Losujemy trzy cyfry. Oblicz prawdopodobienstwo, Zze otrzymamy liczbe podziel-
ng przez 5.
¢) Losujemy trzy cyfry. Oblicz prawdopodobienstwo, ze otrzymamy liczbe niepa-
rzystg wieksza od 342.
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W finale miedzynarodowych zawodow plywackich wystartuje trzech Polakow.
Kazdemu plywakowi zostaje losowo przydzielony jeden z 10 tordéw. Oblicz praw-
dopodobienstwo, ze wszystkim Polakom zostang wylosowane tory sasiadujgce ze
soba.

W finale pewnego teleturnieju zawodnik losuje po jednym pytaniu w trzech
kategoriach. W kategorii ,Geografia Azji” zawodnik zna odpowiedzi na wszystkie
pytania, w kategorii ,Astronomia” zna odpowiedZ na 4 z 5 pytan, a w kate-
gorii ,Literatura amerykanska” zna odpowiedZ tylko na 3 z 6 pytan. Zawodnik
zdobywa gldéwna nagrode, jezeli prawidlowo odpowie na wszystkie 3 pytania. Je-
zeli zawodnik poprawnie odpowie na 2 pvtania, zdobedzie nagrode pocieszenia.
W pozostalych wypadkach zawodnik nie zdobedzie nagrody. Oblicz prawdopodo-
bienstwo tego, #e zawodnik:

a) zdobedzie gtéwna nagrode,
b) zdobedzie nagrode pocieszenia,
¢) nie zdobedzie nagrody.

Na ponizszym rysunku przedstawiono dwie proste réwnolegle, na ktorych
zaznaczono 8 punktow. Odleglos¢ miedzy kazdymi dwoma sgsiednimi punktami
jest jednakowa (|AB| = |[BC| = |CD| = |DE| = | XY| = |Y Z]).

Sposrod wszystkich zaznaczonych punktow losujemy 4 punkty. Oblicz prawdopo-
dobienstwo tego, ze wylosowane punkty sa wierzchotkami:
a) trapezu, b) rownolegloboku.

Z okazji zakonczenia nauki w liceum uczniowie 24-osobowej klasy postanowi-
li wykona¢ kolaz przedstawiajacy fotografie wszystkich uczniow wraz z fotografia
wychowawczyni. Kolaz zostanie wykonany na kwadratowej tablicy podzielonej na
25 matych jednakowych kwadratow. W samym Srodku tablicy bedzie umieszczone
zdjecie wychowawczyni, a na pozostalych polach losowo zostanag rozmieszczone
zdjecia uczniow. Do klasy uczeszcza tylko pieciu chlopecéw. Oblicz prawdopodo-
bienstwo tego, ze zdjecia chlopcow beda umieszczone w jednym rzedzie lub jednej
kolumnie.

W rozwinieciu wyrazenia (a + b)" wspolczynniki przy szostym i dziesiatym

wyrazie sa rowne. Wyznacz wspolczynnik przy siodmym i 6smym wyrazie tego
rozwiniecia.

PRZED SPRAWDZIANEM 81



7. wierzcholkow szescianu ABCDEFGH losujemy jednoczesnie dwa rozne wierz-
chotki. Prawdopodobienstwo tego, ze wierzcholki te beda koncami przekatnej
szescianu ABCDEFGH, jest rowne:

4 1 3
A. E.? C.TT D.?

e | L

Wszystkich liczb naturalnych trzycyfrowych, wiekszych od 700, w ktorych kaz-
da cyfra nalezy do zbioru {1,2,3,7,8,9} i zadna cyfra sie nie powtarza, jest:

A. 108 B. 60 C. 40 D. 299

Gracz rzuca dwukrotnie symetryczng szescienng kostka do gry i oblicza sume
liczb wyrzuconych oczek. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia A polegajacego
na tym, ze suma liczb wyrzuconych oczek jest rowna 4 lub 5, lub 6.

Andrzej ma w szafie 4 koszule: czerwona, z6lta, zielona i niebieska; 3 pary
spodni: niebieskie, czarne i szare; oraz 5 par butow: czarne, szare, zielone, czerwo-
ne i niebieskie. Andrzej wvbiera z szafy zestaw ubrania: jedna koszule, jedna pare
spodni i jedng pare butdw. Zestawy ubrania wybierane przez Andrzeja okreslimy
jako rozne, gdy beda roznily sie kolorem chociaz jednego rodzaju elementu ubioru
W zestawie.

Dokoncz zdanie. Wybierz wlasciwg odpowiedz spoérod podanych.

Liczba wszystkich mozliwych, roznych zestawow ubran, jakie moze wybraé An-
drzej, jest rowna:

A. 12 B. 72 C. 60 D. 720

Oblicz, na ile sposobow mozna wybrac taki zestaw, w ktorym dokladnie jeden
element ubioru bedzie niebieski.

Wszystkich liczb naturalnych trzyceyfrowych parzystych, w ktérych cyfra 7 wy-
stepuje dokladnie jeden raz, jest:

A. 85 B. 90 C. 100 D. 150

Ze zbioru liczb naturalnych dwucyfrowych losujemy jedna liczbe. Prawdopo-
dobienstwo zdarzenia polegajacego na tym, Ze wylosowana liczba jest podzielna
przez 5, jest rowne:

2 5 5 1
A. = B. 155 C. 55 D.

ot

R

[

L

Sposrod wszystkich czterocyfrowych calkowitych liczb dodatnich losujemy
jedna liczbe. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia polegajacego na tym, Ze wy-
losowana liczba bedzie parzysta, a w jej zapisie dziesietnym wystapia dokladnie
jedna cyfra 2 i dokladnie jedna cyfra 3.
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Pawel i Grzegorz postanowili zagra¢ w gre losowq. Ich wspolny kolega bedzie
kolejno rzucal szescienna symetryczng kostka do gry, ktorej écianki sa oznaczone
od 1 do 6. Gdy na kostce wypadnie liczba oczek mniejsza od 4, to Grzegorz daje
Pawlowi 10 zetonow, a gdy na kostce wypadnie liczba oczek réwna 6, to Pawel daje
Grzegorzowi x zetonow. W pozostalych przypadkach zaden z graczy nie zyskuje
ani nie traci zetonow. Pawel i Grzegorz sprawiedliwie ustalili liczbe x Zzetonow tak,
aby wartos¢ oczekiwana zysku z gry Pawla byla rowna wartosci oczekiwanej zysku
z gry Grzegorza. Oblicz ustalong przez Pawla i Grzegorza liczbe x Zetondw.

Dane sa dwie urny z kulami. W pierwszej urnie jest 10 kul: 8 biatych i 2 czarne,
w drugiej jest 8 kul: 5 bialych i 3 czarne. Wylosowanie kazdej z urn jest jednakowo
prawdopodobne. Wylosowano jedna z tych urn i wyciggnieto z niej losowo jedna
kule. Wyciggnieta kula byla czarna. Prawdopodobienstwo zdarzenia, ze wylosowana
kula pochodzita z pierwszej z tych urn, jest rowne:

2 15 8 3
A 18 B. 3 23 D. 78

Oblicz, ile jest liczb dziesieciocyfrowych takich, ze suma cyfr w kazdej z tych
liczb jest rowna 13 i zadna cyfra nie jest zerem. W ponizszych kratkach wpisz
kolejno — od lewej do prawej — cyfre setek, dziesigtek i jednosci otrzymanego
wyniku.

Niech n bedzie ustalong liczbg naturalng dodatnia. Ze zbioru
M=1{1,23,...,3n+1}
losujemy jednoczesnie trzy liczby. Zdarzenie A odpowiada jednoczesnemu wyloso-

waniu ze zbioru M trzech liczb, takich ze suma tych liczb przy dzieleniu przez 3
daje reszte 1. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia A.

W pewnym miescie jest prostopadly uklad ulic, a ruch na kazdej z nich jest
dwukierunkowy. W centrum miasta znajduje sie park, gdzie obowiazuje catkowi-
ty zakaz ruchu pojazdow. Schemat ulic w tym miescie wraz z polozeniem parku
przedstawiono ponizej na rysunku. Tomek znajduje sie w punkcie A miasta i chce
dojecha¢ najkrotsza droga do punktu B. Oblicz, ile jest najkrotszych drog z A do B.

&
B

PARK

e
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ZONY

RZONY

W pierwszej urnie umieszczono 3 kule biate i 5 kul czarnych, a w drugiej urnie
7 kul bialych i 2 kule czarne. Losujemy jedna kule z pierwszej urny, przekladamy
ja do urny drugiej i dodatkowo dokladamy do urny drugiej jeszcze dwie kule
tego samego koloru, co wylosowana kula. Nastepnie losujemy dwie kule z urny
drugiej. Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia polegajacego na tym, ze obie kule
wylosowane z drugiej urny beda biale.

Oblicz, ile jest wszystkich liczb naturalnych pieciocyfrowych parzystych,
w ktorych zapisie wystepuja co najwyzej dwie dwaojki.

Rozwazamy wszystkie liczby naturalne pieciocyfrowe zapisane przy uzyciu
cvfr 1, 3, 5, 7, 9, bez powtarzania jakiejkolwiek cyfry. Oblicz sume wszystkich
takich liczb.
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Zdarzenia A i B nazywamy wykluczajacymi sie, jesli A n B = ().

Dla dowolnych dwach zdarzen A i B zachodzi rownosé:
P(A v B) = P(A) + P(B) - P(A n B)

Jesli zdarzenia A i B sie wykluczaja, to P(A U B) = P(A) + P(B).

Prawdopodobienistwo warunkowe

Niech A i B beda zdarzeniami w pewnym dodwiadczeniu losowym i P(B) > 0.
Prawdopodobienistwem warunkowym zdarzenia A, przy zalozeniu, ze zaszlo

zdarzenie B, nazywamy iloraz %, Liczbe te oznaczamy symbolem FP(A|B)

P(A|B) = ﬂ”—"mp{g}—ﬂl

i obliczamy ze wZoru:

Prawdopodobienstwo caltkowite
Niech By, Bz, ..., B, beda zdarzeniami spelniajgcymi nastepujace warunki:
» zdarzenia te parami sie wykluczaja,
- prawdopodobienstwa tych zdarzen sa rdzne od 0,
» zawsze musi zajS¢ przynajmniej jedno z nich, tzn. By U B; U ... UB,, = Q.
Wowczas dla kazdego zdarzenia A zachodzi réwnosc:
P(A) = P(By) - P(A|B1) + P(By) - P(A|B2) + ... + P(By) - P(A|B,)

Wzor Bayesa
Niech A i B beda zdarzeniami takimi, ze P(A) # 0 oraz P(B) # 0. Wowczas:

_ P(B|A) - P(A)
PR~

Zdarzenia niezalezne
Mowimy, e zdarzenia A i B sa niezalezne, gdy zachodzi réwnosé:

P(A n B) = P(A) - P(B)
Uwaga. Jesli w pewnym do$wiadczeniu losowym zdarzenia A i B sa niezalezne,
to rowniez niezaleZzne sa zdarzenia A'i B, Ai B oraz A" i B'.
Mowimy, ze trzy zdarzenia A, B i C sa niezalezne, jesli niezalezne sa dowolne
dwa sposrod nich oraz zachodzi rownosé:

P(ANnBnC)=P(A)- P(B) - P(C)



Schemat Bernoullego

Schemat Bernoullego to doéwiadczenie polegajace na wykonaniu pewnej liczby prob,
przy Czym:
-» wyniki prob nie zalezg od siebie,
> w kazdej probie mozliwe sa dwa wyniki — sukces lub porazka (jesli prawdopodo-
bieristwo sukcesu wynosi p, to prawdopodobienstwo porazki jest rowne 1 - p).

W schemacie Bernoullego prawdopodobiefistwo otrzymania k sukcesow w n probach
oznaczamy symbolem P(S, = k). Mozna je obliczac, korzystajac ze wzorw:
n k n—k
P(Sn=k) = (k) +p* - (1-p)
n — liczba prob

k — liczba sukcesow
p — prawdopodobienstwo sukcesu w jednej probie

.
a1 B n AN 'I'ﬁ!- I a¥ o '|..1_'_"_|'|I|‘”|u' BE "_;.'-r' |-.-\.~.I By = 1
&1 IR N ] Tora'd il YA B S W\
“ 'L-.'-‘ ﬂ""l.'ilL .'Jr':":'. i B :Im.l'i—,'-" l:\!:._—ﬁ-' 4 \'f .rl:\‘:'.l:i .‘f— Ll.-f" MM |Ir !;I L |

Doswiadczenie polega na dwukrotnym rzucie symetryczng szescienng kostka
do gry. Rozwaz zdarzenia:

A — Suma wyrzuconych oczek jest liczbg parzysta.

B — Co najmniej raz wyrzucono liczbe oczek podzielng przez 3.

C — lloczyn wyrzuconych oczek jest liczba dwucyfrowa.

Wypisz wszystkie zdarzenia elementarne sprzyjajace zdarzeniu losowemu:
a AnB c) A e) A'u

b) BuC d) A'nB f) CnA

Losujemy jedna karte z talii 52 kart. Opisz slowami sume i iloczyn zdarzen:

a) A — Wylosowano karo.
B — Wylosowano kiera.

b) A — Wylosowano dame.
B — Wylosowano pika.

c) A — Wylosowano kiera.
B — Wylosowano karte koloru czerwonego.
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Oblicz prawdopodobienstwo wygrania gry, w ktorej niemozliwy jest remis, oraz:

a) prawdopodobienstwo przegranej wynosi ili'-'
b) prawdopodobiefistwo przegranej jest rowne prawdopodobienstwu wygranej,

€) szansa na wygrana jest cztery razy wieksza niz ryzyko przegranej.

Losujemy jedna karte z talii 52 kart. Rozwaz zdarzenia:
A — Wylosowano asa.
B — Wylosowano pika.
Zapisz podane ponizej zdarzenie za pomoca zdarzen A, B, zdarzen przeciwnych
oraz symboli dzialan na zbiorach, a nastepnie oblicz jego prawdopodobienstwo.
a) Wylosowang karta bedzie as lub pik.
b) Wylosowana karta bedzie as pik.
¢) Wylosowana karta nie bedzie as ani pik.
d) Wylosowana karta nie bedzie as pik.

Rzucamy cztery razy symetryczng szescienng kostkag do gry. Oblicz, jakie jest
prawdopodobienstwo, Ze przynajmniej raz wypadnie szostka.

Losujemy jedna z narysowanych obok figur. Rozwaz
zdarzenia: . .
A — Wylosowano kwadrat.

B — Wylosowano czarng figure. .
C — Wylosowano kotko. .

D — Wylosowano pomaranczowa figure.

a) Opisz stowami zdarzenia: .

ANB, CuD, A", D', A nB, A'nD’, AUB. i
b) Wsérod rozwazanych zdarzen wskaz wszystkie pary
zdarzen przeciwnych i wszystkie pary zdarzen wyklu-
czajacych sie.

Rzucamy raz symetryczng dwunastoscienng kostka do gry. Rozpatrz zdarzenia:
A — Wyrzucono liczbe podzielng przez 4.
B — Wyrzucono liczbe nie wieksza niz 3.
C — Wyrzucono liczbe bedaca liczba pierwsza.
D — Wyrzucono liczbe 5, 6 lub 7.
Wsrod podanych par zdarzen wskaz zdarzenia wykluczajace sie.
a AiB, BiC, AiD, CiD
b) A"iB, B'iC', A'iD', C'iD'
¢) (AuB)i(CnD), BnCYiD, Bi(A'nD), (AuD)i(B u(C)
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Losujemy 1 osobe sposrod wszystkich mieszkancow Polski. Rozwaz zdarzenia:
A — Wylosowana osoba jest plci meskiej.
B — Wvlosowana osoba jest dzieckiem.
Zapisz podane ponizej zdarzenie za pomoca zdarzen A, B, zdarzen przeciwnych
oraz symboli dzialan na zbiorach:
a) Wylosowana osoba jest plci zenskiej. c) Wylosowana osoba jest chtopcem.

b) Wylosowana osoba jest dziewczynka. d) Wylosowana osoba jest kobieta.

Oblicz P(A U B), jezeli:

a) P(A)=0,2 b) P(A") = =
P(B) = 0,45 P(B') = %
P(An B)=0,15 P[,qng]:%

Oblicz P(A n B), jezeli:

a) P(A) = é b) P(A) = %
P(B) = % P(B') = %
P(AUB) =} P((A U BY) = -§-

Zapisz za pomoca symboli A, B, U, n, " zdarzenie zaznaczone na diagramie.

a) Q by Q ) Q :
A ~. B A = B A . B
Wiedzac, ze P(A) = f P(B) = TJE] P(AUB) = % oblicz.
a) P(A") b) P(An B) ¢) P(A'n B)
Wiedzac, ze P(A) = f_n P(AnB)= ﬁ P(A'nB)= % oblicz.
a) P(B) b) P(Bn A') c) P(ANB)
Wiedzac, ze P(A) = %-P{A’}, P(B') = 3‘} .P(B), P(AUB) = % oblicz.
a) P(An B) b) P((Au BY) ¢) P(A'UB)
A Oblicz P(A n B), jezeli:
a) P(A’ UB)=0,9 b) P(A' N B') = :E; P(ANB’) = % P(A' N B) = %
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Oblicz P(A U B), jezeli:

a) P{AUB'J=% b) P(Ar B)=0,12
P(A) = ﬁ P(A' A B)=0,18
PB)=S5 P(A) =06

1

Wiedzac, ze P(A'nB')= L, P(A' UB') = -155 i P(A" N B) = P(A N B'), oblicz.
a) P(AUB) b) P(A) ¢) P(AUB)

(O zdarzeniach A, B, C wiadomo, ze zdarzenia A i B sa wykluczajace sie oraz:
PIANnC)=02 PBn(C)=0,25 PA)=035 PB)=04 P(AUBUC(CY)=0.2
Oblicz prawdopodobienstwo ponizszego zdarzenia.
ay £ b) AuC ¢} B'uc

Z talii 24 kart do gry (od dziewiatek do asow) losujemy 5 kart. Oblicz prawdo-
podobienstwo otrzymania co najmniej jednego asa, jesli wyciagniete kolejno karty:

a) wracaja do talii, b} nie wracaja do talii.

Ze zbioru liczb {1,2,3,...,120} losujemy jedna liczbe. Oblicz prawdopodo-
bienstwo zdarzen:
A — Wylosowano liczbe podzielna przez 6 lub przez 10.
B — Wylosowano liczbe, ktora nie jest podzielna przez 5 ani przez 4.

Z pudelka, w ktdrym znajduje sie szes¢ kul bialych ponumerowanych od 1 do
6, osiem kul czarnych ponumerowanych od 7 do 14 oraz jedenascie kul zielonych
ponumerowanych od 15 do 25 losujemy jedna kule. Rozwaz zdarzenia:
A — Wylosowano kule bialg lub zielona.
B — Wylosowano kule z numerem mniejszym od 10.
C — Wylosowano kule zielong z numerem nieparzystym.
Oblicz prawdopodobienstwo ponizszego zdarzenia.
a) AnB c) A'nB e) (AuBuCY
b) AuC’ d Bn (' f) AvB uC

Okolo 20% Polakow ma grupe krwi B. Oblicz, jakie jest prawdopodobienstwo,
ze wsrod 30 pasazerow autobusu cho¢ jeden ma grupe krwi B.

Aneta rzuca trzy razy lotkami do tarczy. Prawdopodobienstwo p trafie-
nia w $rodek tarczy jest za kazdym razem takie samo. Prawdopodobienstwo, 7ze
w trzech strzatach trafi ona lotka w Srodek tarczy przynajmniej jeden raz, wynosi
<. Oblicz p.

8
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W klasie liczacej 30 uczniow przeprowadzono ankiete dotyczacy jezyvkow an-
gielskiego i niemieckiego. Uczniowie mogli zaznaczy¢, ze lubig jeden jezyk, oba

jezyki lub nie wskaza¢ zadnego z nich. Wyniki tej ankiety byly nastepujace: 60%

wskazalo wylacznie jezyvk angielski, co szosty uczen wskazal wylgcznie jezyk nie-
miecki, cztery osoby wskazaly oba te jezyvki. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze
losowo wybrany uczen w tej klasie:

a) lubi jezyk angielski,

b) lubi jezyk niemiecki,

¢) nie lubi zadnego z tych jezykow.

Czterystu maturzystom zadano dwa pyvtania: Czy na maturze zdajesz egza-
min z matematyki na poziomie rozszerzonym? Czy na maturze zdajesz egzamin
Z historii na poziomie rozszerzonym? Okazalo sie, Zze co czwarty maturzysta
zdaje rozszerzona historie, 45% maturzystow zdaje rozszerzong matematyke,
2% maturzystow wybrato zarowno rozszerzona matematyke, jak i historie. Oblicz
prawdopodobienstwo tego, ze losowo wybrany maturzysta:

a) nie zdaje matury ani z rozszerzonej historii, ani z rozszerzonej matematyki,
b) zdaje mature z rozszerzonej historii, ale nie zdaje z rozszerzonej matematyki.

n26. Prawdopodobienstwo tego, 7ze losowo wybrana osoba z pewnej grupy jest

wysoka, wynosi 0,7, ze ma jasne wlosy — 0,35, ze nie posiada zadnej z tych cech
— 0,05. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze losowo wybrana osoba z tej grupy:

a) jest wysoka i jasnowlosa,

b) jest niewysoka i ma jasne wlosy,

¢) jest wysoka, ale nie ma jasnych wlosow,
d) nie jest wysoka lub ma jasne wiosy.

|2 (. Marcin kupil herbate i paluszki w barze w pociagu i niesie je do stolika.

Prawdopodobienstwo, ze wyleje herbate, wynosi f; ze rozsypie paluszki — TIE
a prawdopodobienistwo, ze zaréwno wyleje herbate, jak i rozsypie paluszki, wy-
nosi z_ln Oblicz prawdopodobienstwo, ze Marcin:

a) wyleje herbate lub rozsypie paluszki,

b) nie wyleje herbaty ani nie rozsypie paluszkow,

¢) wyleje herbate, ale nie rozsypie paluszkow,

d) rozsypie paluszki, ale nie wyleje herbaty.

A28, W torebee znajduja sie cukierki, z ktorych 20% stanowia cukierki czekola-

dowe. Wirod cukierkow czekoladowych co drugi ma nadzienie. Wérod wszystkich
cukierkow co drugi ani nie jest czekoladowy, ani nadziewany. Losujemy jeden cu-
kierek. Oblicz prawdopodobienstwo, ze trafi nam sie cukierek:

a) nadziewany, ¢) nadziewany, ale nie czekoladowy,
b) ktdry nie jest czekoladowy, d) czekoladowy, ale bez nadzienia.
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PRAWDOPODOBIENSTWO WARUNKOW

Rzucamy jeden raz symetryczng szescienng kostka do gry. Oblicz prawdopo-
dobienstwo otrzymania jedynki, jesli wiadomo, Ze:
a) wypadla nieparzysta liczba oczek,
b) wypadly co najwyzej 2 oczka,
¢) wypadia parzysta liczba oczek,
d) wypadia liczba niepodzielna przez 3.

Rzucamy dwa razy symetryczng szescienng kostka do gry. Oblicz prawdopo-
dobienstwo, ze:
a) suma wynikow w obu rzutach wyniesie 6,
b) suma wynikow w obu rzutach wyniesie 6, jesli wiadomo, Zze za pierwszym razem
wypadly 3 oczka,
¢) suma wynikow w obu rzutach wyniesie 6, jesli wiadomo, ze za kazdym razem
wyrzucono parzysta liczbe oczek,
d) suma wynikoéw w obu rzutach wyniesie 6, jesli wiadomo, ze za pierwszym razem
wyrzucono liczbe oczek niemniejsza od liczby oczek wyrzuconych za drugim razem.

a) W dwukrotnym rzucie symetryczng szescienng kostka do gry za kazdym
razem wyrzucono nieparzysta liczbe oczek. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze
iloczyn wyrzuconych oczek jest wigkszy od 8.

b) W dwukrotnym rzucie symetryczng szescienna kostka do gry iloczyn wyrzuco-
nych oczek jest wiekszy od 12. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze za kazdym
razem wyrzucono nieparzysta liczbe oczek.

¢) W dwukrotnym rzucie symetryczng szescienng kostka do gry za pierwszym ra-
zem wyrzucono mniej oczek niz za drugim razem. Oblicz prawdopodobienstwo
tego, ze za kazdym razem wyrzucono parzysta liczbe oczek.

d) Suma wyrzuconych oczek w dwukrotnym rzucie symetryczng szescienng Kostka
do gry jest liczba wigksza od 5. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze co najmniej
raz wyrzucono parzysta liczbe oczek.

e) lloczyn wyrzuconych oczek w dwukrotnym rzucie symetryczng szescienng kost-
ka do gry jest mniejszy od 20. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze za kazdym
razem wyrzucono liczbe oczek bedaca liczba pierwsza.

f) W dwukrotnym rzucie symetryczng szescienna kostka do gry co najmniej raz
wypadta czwdrka. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze suma wyrzuconych oczek
jest nie mniejsza od 8.

Wylosowano jedna karte z talii 52 kart do gry. Rozwaz zdarzenia:
A — Wylosowano figure. B — Wylosowano waleta. € — Wylosowano pika.
Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia.
a) A b) B c) BlA d) A|B e) B|C f) ClA
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Ze zbioru liczb {1,2,3,...,25} losujemy jedna liczbe. Rozpatrz zdarzenia:
A — Wylosowano liczbe podzielng przez 3 lub 4.
B — Wylosowano liczbe wieksza od 8.
C — Wylosowano liczbe nieparzysta lub liczbe podzielng przez 5.
Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia.
a) AlB ¢) B|C e) A'|C
h) B|A d) C|A f) C|B’

W pudeiku sg cukierki: 10 czekoladek i 5 krowek. Losujemy dwa cukierki.
Oblicz prawdopodobienstwo, ze drugim wylosowanym cukierkiem bedzie krdowka,
jesli:

a) pierwszym wylosowanym cukierkiem jest krowka,
b) pierwszym wylosowanym cukierkiem jest czekoladka.

W grze w tysigca uzywa sie talii 24 kart (od dziewiatek do asow). Kazda z kart
ma okreslong wartos¢: as — 11 punktow, krdl — 4 punkty, dama — 3 punkty,
walet — 2 punkty, dziesigtka — 10 punktow i dziewigtka — 0 punktow. Z talii
wylosowano dwie karty. Oblicz prawdopodobienstwo, ze:

a) suma punktow przypisanych tym dwom kartom jest réwna 14, jesli wiadomo,
e pierwsza wylosowang Karta byl krol,

b) suma punktow przypisanych tym dwom kartom jest rowna 6, jesli wiadomo, ze
pierwsza wylosowana kartg byla dama,

¢) suma punktow przypisanych tym dwom kartom jest wieksza od 10, jesli wiado-
mo, Ze pierwsza wylosowana kartg byl walet,

d) jedna z tvch kart jest walet, jesli wiadomo, Zze suma punktow przypisanych
wylosowanym kartom wynosi 12,

¢) jedna z tych kart jest dama, jesli wiadomo, ze suma punktow przypisanych
wylosowanym kartom wynosi 14,

f) jedna z tych Kart jest krol, jesli wiadomo, ze suma punktow przypisanych wylo-
sowanym kartom wynosi 6.

W pudelku znajduje sie 10 kul bialych i 6 kul czarnych. Losujemy jedna ku-
le, zatrzymujemy ja i losujemy nastepnie drugq kule. Oblicz prawdopodobienstwo
tego, ze za drugim razem wylosujemy kule bialg, jezeli za pierwszym razem wvlo-
sowano kule:

a) czarna, b) biala.

Z talii 52 kart do gry wylosowano dwie. Oblicz prawdopodobienstwo, ze:
a) drugg z wyciagnietych kart jest trefl,

b) pierwsza z wyciagnietych kart jest karo, jezeli wiadomo, ze druga wyciagnieta
karta jest trefl.
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W tabeli podano informacje o liczbie osob krotkowlosych i dlugowlosych
w pewnej grupie liczacej 150 uczniow.

Liczba osob Liczba osob

krotkowlosych diugowlosych Hazem
Liczba dziewczyn 34 36 70
Liczba chlopcow 76 4 80
Razem 110 40 150

Z grupy tej wylosowano jedna osobe. Rozwaz zdarzenia:
Dz — Wylosowano dziewczyne.

Ch — Wylosowano chiopca.

K — Wylosowano osobe krotkowlosa.

D — Wylosowano osobe dlugowlosa.

Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia.

a) DznkK d) K|Dz g) Dz|K'
b) ChnD e) Ch|D h) D|Dz’
¢) Dz|K f) Ch|D’ i) K'|Ch’

W klasie IVa uczy sie 15 dziewczyn i 9 chiopcow. Losujemy z klasy dwie
osoby. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze:
a) za drugim razem wylosowano chlopca, jezeli za pierwszym razem wylosowano
dziewczyne,
b) za drugim razem wylosowano dziewczyne, jezeli za pierwszym razem rowniez
wylosowano dziewczyne,
¢) za drugim razem wylosowano dziewczyne, jezeli za pierwszym razem wyloso-
wano chlopca.

Rzucamy trzy razy symetryczng szescienng kostka do gry. Rozwaz zdarzenia:
A — Suma wynikow w trzech rzutach jest rowna 5.
B — Suma wynikow w dwoch pierwszych rzutach jest mniejsza od 4.
C — Trzeci wynik jest wiekszy od drugiego.
Oblicz: P(A), P(A|B), P(B|A), P(C|A), P(C|B).

a) W pewnej klasie 70% uczniow ma rowery, a 40% uczniow ma rowery gor-
skie. Oblicz prawdopodobienstwo, ze uczen, ktory ma rower, ma rower gorski.
b) Jesli losowo wybierzemy jedna osobe z calego Swiata, to z prawdopodobien-
stwem { mieszka ona w Azji. Losowo wybrany mieszkaniec Azji to z prawdopodo-
bienstwem % Chinczyk. Oblicz, jaki procent ludnoéci $wiata stanowig Chinczycy.
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W pewnej klasie 40% uczniow stanowia chlopey. Wsrod wszystkich uczniow
tej klasy 30% bedzie zdawa¢ mature z matematyki na poziomie rozszerzonym,
Z CZego % to chiopcy. Oblicz prawdopodobienstwo, ze mature z matematyki na
poziomie rozszerzonym bedzie zdawac:

a) losowo wybrany uczen,
b) losowo wybrany chiopiec,
¢) losowo wybrana dziewczyna.

Rzucamy czterokrotnie symetryczng szescienng kostka do gry. Oblicz praw-
dopodobienstwo tego, ze suma wyrzuconyvch oczek jest:

a) wieksza od 20, jesli w trzech pierwszych rzutach wyrzucono same szostki,

b) nie wieksza od 18, jesli suma oczek wyrzuconych w dwach ostatnich rzutach
wyniosta 10,

c) wieksza od 15, jezeli wiadomo, Ze suma oczek otrzymanych w trzech pierwszych
rzutach byla rowna 11.

Liczby podane na diagramie oznaczaja prawdo- £
podobienstwa odpowiednich zdarzen. Oblicz prawdo- A B
podobienstwo zdarzenia. 03 02 04
a) AlB ¢) BlA e) A'|B 0.1
h) A|B’ d) B|A f) A'|B
Liczba podana na diagramie oznacza prawdopo- Q
dobienstwo odpowiedniego zdarzenia. Przerysuj dia- A : B
gram i uzupelnij go, wiedzac, ze P(A) = i- P(B) = f%. 0.1
Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia.
a) A b) A|B c) A'|B d) B|A

Zdarzenia A i B spelniaja warunki: P(A) = %. P(AUB) = %, P(AnB)= é Oblicz
prawdopodobienstwo zdarzenia.

a) AlB c) B|A e) B|A
b) A'|B d) A|B’ f) A'|B

Wiedzac, ze P(A) =04, P(B)=0,5, P(A" n B') = 0,2, oblicz.
a) P(A'|B’) b) P(AIB) ¢) P(B|A")

a) Wiedzac, ze P(A|B) = g P(BIA)=1 i P(B)= F_D oblicz P(A) oraz P(AUB).
b) Wiedzac, ze P(B|A) =1, P(A)= .}; i P(AUB)= % oblicz P(A" U B') oraz P(A|B).
¢) Wiedzac, ze P(AUB) = g P(ANB) = % i PIANE) = % oblicz P(B|A) oraz P(A|B).

d) Wiedzac, ze P(A) = P(A"), %*% - % i PLAUB) = :1?: oblicz P(A’|B) oraz P(B’'|A').
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A a) Zdarzenia A i B sie wykluczajq oraz P(B) # 0. Wiedzac, ze P(A) # 0, oblicz
P(A|B).

b) Oblicz P(A|A) oraz P(A|A').

A Uzasadnij, ze dla dowolnych zdarzen A i B, jesli zdarzenie B nie jest niemoz-
liwe, to P(A|B)+ P(A'|B) = 1.

Wykaz, ze jezeli P(A)#0, P(B)#0 i P(A|B)= P(B|A), to P(B) < P(A).

W torebce z cukierkami znajduja sie landrynki o nastepujacych smakach:
4 mandarynkowe, 6 ananasowych i 5 wisniowych. Wybieramy losowo z torebki
jedna landrynke, a nastepnie druga.
a) Wylosowano landrynki roznych smakow. Oblicz prawdopodobienstwo, ze wsrod
nich jest mandarynkowa.
b) Za pierwszym razem nie wylosowano landrynki ananasowej. Oblicz prawdopo-
dobienstwo tego, ze wylosujemy ja za drugim razem.
¢) Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze wylosujemy landrynki o tym samym sma-
ku, wiedzgc, ze nie bedzie wsrod nich landrynki wisniowej.
d) Co najwyzej jedna z wylosowanych landrynek jest mandarynkowa. Oblicz praw-
dopodobienstwo, Zze co najmniej jedna bedzie wisniowa.

153. Cztery karty: as pik, as kier, krol trefl i dama karo zostaly potasowane i roz-
dane dwom graczom: A i B.
a) Wiadomo, #e gracz A ma asa. Oblicz, jakie jest prawdopodobienstwo, e gracz A
ma dwa asy.
b) Wiadomo, 7e gracz A ma asa pik. Oblicz, jakie jest prawdopodobienstwo, ze
gracz A ma dwa asy.

754, Zdarzenia A i B spelniaja warunki: P(A|B) = % P(B|A) = % i P(A|B) = %
Oblicz P(A) oraz P(B). '

29, Wiedzac, ze P(A|B) = =, oblicz P(A'|B).

PRAWDOPODOBIENSTWO CALKOWIT

W pewnym klubie rowerowym 20% czlonkéw ma nowe rowery, a 80% — sta-
re. Nowy rower moze sie w czasie wycieczki zepsu¢ z prawdopodobienstwem 0,02,
a stary — z prawdopodobienstwem 0,1. Korzystajac ze wzoru na prawdopodobien-
stwo calkowite, oblicz, jakie jest prawdopodobienstwo, ze podczas wycieczki awarii
ulegnie losowo wybrany rower.
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Rzucamy symetryczng moneta. Jesli wypadnie orzel, reucamy dwiema syme-
trycznymi szesciennymi kostkami do gry, a je$li reszka — trzema symetrycznymi
szesciennymi kostkami. Przyjmijmy oznaczenia:

O — Na monecie wypadl orzel.
A — Na co najmniej jednej kostce wypadla szdstka.

Oblicz P(A|O) oraz P(A|O’), a nastepnie ze wzoru na prawdopodobienstwo calko-
wite oblicz P(A).

W fabryce stodyczy pewien gatunek cukierkow produkowany jest przez trzy
maszyny. Pierwsza maszyna wytwarza 50% wszystkich cukierkéow produkowanych
przez fabryke, druga — 30%, a trzecia — 20%. Masy 12 g nie osiaga 30% cukier-
kow pochodzacych z pierwszej maszyny, 20% cukierkdw z drugiej maszyny i 15%
Z trzeciej.

a) Oblicz prawdopodobienstwo, ze losowo wybrany cukierek wyprodukowany w tej
fabryce mial mase mniejsza niz 12g.

b) Po przeprowadzonej kontroli jakosci produkcji zmieniono ustawienia pierwszej
maszyny tak, ze tylko 8% wytworzonych przez nig cukierkow mialo mase mniejsza
niz 12g. Oblicz, jakie jest teraz prawdopodobienstwo, ze losowo wybrany cukierek
ma mase mniejszg niz 12 g.

¢) Aby zredukowa¢ do 0,04 prawdopodobienstwo natrafienia na cukierek wyprodu-
kowany w tej fabryce, ktdrego masa nie osigga 12 g, zmieniono ustawienia wszyst-
kich maszyn tak, ze prawdopodobienistwa wyprodukowania przez kazda z nich
cukierka o masie mniejszej niz 12 g sa rowne. Oblicz te prawdopodobienistwa.

W pierwszym pudetku znajduje sie 7 kul bialych i 4 kule czarne, w drugim
pudetku — 5 kul bialych i 7 kul czarnych. Rzucamy symetryczna szescienng kostka
do gry. Jezeli wypadnie liczba oczek podzielna przez 3, to losujemy kule z pierw-
szego pudetka, w przeciwnym razie — losujemy kule z drugiego pudetka. Oblicz
prawdopodobienstwo, ze wylosujemy kule biala.

W ponizszej tabeli przedstawiono informacje o liczbie uczniow w trzech row-
nolegtych klasach.

Klasa la KlasaIb Klasa Ic

dziewczyny 13 13 15
chlopcy 17 12 10
Razem 30 25 25

Rzucamy symetryczng osmioscienng kostka od gry. Jezeli wypadnie liczba mniejsza
niz 5, to losujemy ucznia z klasy 1a, jezeli wypadnie 5 lub 6 — ucznia z klasy Ib,
w pozostalych wypadkach — ucznia z klasy Ic. Oblicz prawdopodobienstwo, ze
wylosowanym uczniem bedzie chlopiec.
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W urnie znajduje sie 6 kul bialych i 6 kul czarnych. Rzucamy monetg, jezeli
wypadnie orzel, to dokladamy jedna kule biala do urny. Jezeli wyrzucimy reszke, to
wyjmujemy jedng kule bialg z urny. Nastepnie losujemy jedna kule z urny. Oblicz,
jakie jest prawdopodobienstwo, ze wylosujemy kule biala.

f W koszyku z orzechami umieszczono orzechy sprowadzone od trzech pro-
ducentdw: A, B i C. Wiadomo, ze orzechow sprowadzonych od producenta C jest
cztery razy wiecej niz orzechow sprowadzonych od producenta A i trzy razy wiecej
niz orzechow sprowadzonych od producenta B. Wiadomo rowniez, ze 10% orze-
chow producenta A to orzechy puste. W przypadku producentow B i C odsetek ten
wynosi odpowiednio 8% i 4%. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze losowo wybrany
orzech z koszyka nie bedzie pusty.

Na stu chiopcow uczacych sie w pewnej szkole siedmiu jest leworecznych.
Sposrod wszystkich dziewczat co dziewiata jest leworeczna. Chiopey stanowia w tej
szkole 46% wszystkich uczniéw. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze losowo wy-
brany z tej szkoly uczen jest leworeczny.

Pewien sklep internetowy wspolpracuje z trzema firmami kurierskimi. Firma
A odpowiada za 30% przesylek, firma B — za 45%, a firma C — za 25%. Ustalono,
ze 90% przesylek dystrybuowanych przez firme A dociera do klientow na czas,
w przypadku firm B i C odsetek ten wynosi odpowiednio: 95% i 85%. Oblicz praw-
dopodobienstwo tego, ze losowo wybrana z tego sklepu przesytka dotrze na czas
do odbiorcy.

Liczbe wycieczek organizowanych przez pewne biuro podrozy w poszczegdl-
nych miesigcach pierwszego polrocza przedstawiono na ponizszym diagramie.

e e e e e

liczba wycieczek

styczen luty marzec kwiecien maj czerwiec

Wiadomo, ze polowe wycieczek organizowanyvch w okresie marzec-czerwiec sta-
nowig wycieczki zagraniczne. W styczniu i w lutym biuro organizuje tylko dwie
zagraniczne wycieczki w miesigcu. Panstwo Kowalscy postanowili wybrac¢ wyciecz-
ke droga losowa. W tym celu rzucaja najpierw kostka do gry i wybieraja miesiac
odpowiadajgcy wyrzuconej liczbie oczek (1 — styczen, 2 — luty itd.). Nastepnie
losuja jedna wycieczke organizowana przez to biuro w wylosowanym miesiacu. Ob-
licz prawdopodobienstwo, ze panstwo Kowalscy wylosuja wycieczke zagraniczna.
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W pracowni komputerowej pewnej szkoly 70% komputerow pochodzi z firmy
ABC, a pozostale 30% — z firmy XY. Prawdopodobienstwo awarii komputera marki
ABC w ciggu roku wynosi 0,01, a komputera marki XY wynosi 0,02.

a) Oblicz, jakie jest prawdopodobienstwo, ze w ciggu roku popsuje sie co najmniej
jeden z 20 komputerow.

b) Oblicz prawdopodobienstwo, ze popsuty komputer pochodzi z firmy XY.

W zajeciach wychowania fizycznego bierze udzial 24 uczniow klasy Ilb, w tym
8 dziewczyn. Na poczatku zaje¢ nauczyciel wybiera losowo uczniow do przeprowa-
dzenia rozgrzewki. W tym celu rzuca kostka do gry. Jezeli wyrzuci 1, 3 lub 6 oczek,
to wybiera losowo jednego ucznia z calej Klasy. Jezeli wyrzuci 2 lub 5 oczek —
wybiera dwie osoby z calej klasy. Natomiast jezeli wyrzuci 4 oczka, to losuje dwie
osoby réznej plci. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze do przeprowadzenia roz-
grzewki:
a) zostanie wylosowana dokladnie jedna dziewczyna,
b) nie zostanie wylosowany Zzaden chlopak.

Pewien koszyvkarz podczas wykonywania trzech rzutéw osobistych rzuca cel-
nie do kosza przy pierwszej probie z prawdopodobienstwem 0,7. Zauwazono, #ze
w wypadku trafienia do kosza prawdopodobienstwo celnego rzutu w kolejnej pro-
hie wzrasta o 0,04. Natomiast w wypadku, gdy zawodnik nie trafi do kosza, to
prawdopodobienstwo trafienia w nastepnej probie maleje o 0,06, Oblicz prawdopo-
dobienstwo tego, ze koszykarz ten, rzucajac trzykrotnie do kosza, odda:

a) trzy celne rzuty, b) dwa celne rzuty.

W pewnej loterii fantowej kupujemy 1 los sposrod 20 loséw. W dostepnej puli
losow znajduja sie 3 losy wygrywajace oraz 4 losy uprawniajace do ponownego
wyciggniecia losu. Wybieramy losowo 1 los. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze
uda nam sie wygrac¢ w tej loterii.

W biurku znajduja sie 3 szuflady. W szufladach nr 1 i 2 znajduje sie po 6
niebieskich i po 8 czarnych diugopisow. Trzecia szuflada jest poczatkowo pusta.
Z szuflady nr 1 i 2 losujemy po jednym diugopisie i umieszczamy je w szufladzie
nr 3. Nastepnie z trzeciej szuflady losujemy jeden diugopis. Oblicz prawdopodo-
bienstwo, ze z trzeciej szuflady wylosujemy dlugopis niebieski.

W pewnym miescie 80% rodzin mieszka w blokach mieszkalnych, a 20%
w domkach jednorodzinnych. Komendant strazy pozarnej obliczyl, ze pozar w blo-
ku zdarza sie w ciggu roku z prawdopodobienstwem 0,001, a w domku —
z prawdopodobienstwem trzykrotnie wiekszym.
Pewnego dnia do remizy przybiegl cztowiek, wolajac ,Pali sie!”. ,Zaloze sie, ze
w domku” — pomyslat komendant. Ustal, czy zrobilby slusznie, gdyby naprawde
sie zalozyl. Oblicz, ile procent pozarow stanowig pozary w domkach.
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Na pewng chorobe mezczyzni zapadaja piec razy czesSciej niz kobiety. Badania
nowego leku wykazaly, ze pomaga on 60% chorych mezczyzn oraz 40% chorych
kobiet.

a) Oblicz prawdopodobienstwo, Ze lek pomoze choremu.
b) Oblicz prawdopodobienstwo, ze osoba chora, ktorej pomogl lek, jest kobieta.
¢} Oblicz prawdopodobienstwo, #e osoba chora, ktorej lek nie pomogl, jest kobieta.

Do klasy IVa uczeszcza 12 dziewczyn i 18 chiopcow, a do klasy IVh —
20 dziewczyn i 5 chlopcow. Z losowo wybranej klasy wylosowano jedna osobe.
Okazalo sie, ze jest nig dziewczyna. Oblicz, jakie jest prawdopodobienstwo, ze
uczeszeza ona do klasy IVb.

Wsrod pacjentow pewnego szpitala cukrzyce stwierdzono u 12% mezczyzn
i 15% kobiet. Wiadomo, ze kobiet jest w szpitalu dwa razy wiecej niz mezczyzn.
Do badania kontrolnego wybrano losowo jedna osobe. Okazalo sie, ze u osoby
tej zdiagnozowano wezesniej cukrzyce. Oblicz, jakie jest prawdopodobienstwo, ze
wylosowana osoba byl mezczyzna.

7/ 5. Kontroler jakosci w firmie produkujgcej dlugopisy przeprowadza kontrole
dhugopisow zapakowanych do trzech ponumerowanych pudelek. W ponizszej tabeli
podano informacje o liczbie dlugopiséw w poszczegélnych pudetkach.

Pudetko 1. Pudetko 2. Pudetko 3.
Dhugopis niebieski 60 25 40
DHugopis czerwony 10 25 30
Diugopis czarny 30 30 30

Kontroler rzuca symetryczng szescienng kostkg do gry. Jezeli wypadnie parzysta
liczba oczek — losuje dwa dlugopisy z pierwszego pudetka, jezeli wypadnie jedno
lub trzy oczka — losuje dwa dlugopisy z drugiego pudelka, jezeli wypadnie pie¢
oczek — losuje dwa dlugopisy z trzeciego pudetka. Oblicz prawdopodobienstwo
tego, ze wirod wylosowanych diugopisow

a) bedzie dokladnie jeden diugopis niebieski,

b) nie bedzie diugopisu czarnego.

i gruszki. W pierwszej skrzyni jest 12 jablek i 8§ gruszek, a w drugiej — 10 jablek
i 10 gruszek. Z pierwszej skrzyni przekladamy losowo wybrany owoc do drugiej.
Nastepnie z drugiej skrzyni Ania losuje dwa owoce. Oblicz prawdopodobienstwo
tego, ze Ania wylosowala:

a) dwa jabtka,

b) co najmniej jedna gruszke,

¢) jedno jabliko i jedng gruszke.
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Ald.wW pudetku znajduje sie 12 Zzetondow. Osiem z nich jest z jednej strony bia-
tych, a z drugiej czarnych. Cztery zetony sa z obu stron biate. Losowo wybranym
zetonem rzucono trzykrotnie i za kazdym razem Zeton upadt biala strona do gory.
Oblicz, jakie jest prawdopodobienstwo, ze rzucono Zzetonem, ktory mial obie strony
w bialym kolorze.

—

A00. W pewnym liceum sportowym przeprowadzono ankiete. Uczniow zapyta-
no: Czy regularnie grasz w siatkowke? Na diagramie przedstawiono, jaki procent
uczniow z klas pierwszych, drugich, trzecich i czwartych udzielil na to pytanie
odpowiedzi ,tak”.
55%
45%
35%
' 25%

klasy pierwsze klasy drugie klasy trzecie klasy czwarte

7 grupy uczniow skladajacej sie z 20 pierwszoklasistow, 20 drugoklasistow, 20 trze-
cioklasistow i 20 czwartoklasistow wybrano jedna osobe. Okazalo sig, Zze gra ona
regularnie w siatkowke. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze jest to uczen klasy
czwartej.

— e

A ¢ 2. Do sklepu Kamila Urczaka trafiajq jajka z dwdch gospodarstw. Z fermy Karo-
la Ury pochodzi 90% wszystkich jaj, a pozostale 10% dostarcza Kazimierz Woka.
Wsrad jajek K. Ury tylko 2% stanowia jajka zepsute, a wérad jajek K. Woki jest ich
az 1%.

a) Oblicz prawdopodobienstwo, ze kupujac w sklepie K. Urczaka 10 jajek pocho-
dzacych z jednego gospodarstwa, nie trafimy na zadne zepsute.

b) Oblicz prawdopodobienstwo, ze zepsute jajko ze sklepu K. Urczaka pochodzi
z gospodarstwa K. Ury.

¢) Oblicz prawdopodobienstwo, ze niezepsute jajko z tego sklepu pochodzi z go-
spodarstwa K. Woki.

dopodobienstwem _—:: trzyglowego z prawdopodobienstwem %, a siedmioglowego
z prawdopodobienstwem }1 W jego krolestwie wystepuja tylko smoki o podanej
wyzej liczbie glow. Liczba tych smokow jest wprost proporcjonalna do liczby glow.
a) Oblicz prawdopodobienstwo tego, Zze rycerz pokona pierwszego napotkanego
smoka.

b) Rycerz pokonal smoka. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze ten smok miat
3 glowy.

¢) Rycerz nie pokonal smoka. Oblicz prawdopodobienstwo, ze ten smok ma wiecej
niz 2 gtowy.
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A8 1. Z jednego peronu odjechaly dwa pociggi do dwoch réznych miejscowosci. Do
pierwszego wsiadlo 40% oczekujacych na peronie pasazerdw, a do drugiego po-
zostale 60%. Wsrod pasazerow, ktorzy wsiedli do pierwszego pociagu, 6% wsiadlo
tam przez pomylke. Lacznie 3% wszystkich pasazerdw wsiadlo do zlego pociagu.
a) Oblicz prawdopodobienstwo, ze pasazer, ktory wsiadl do drugiego pociagu,
wsiadl tam przez pomyike.

b) Oblicz prawdopodobienstwo, ze losowo wybrany pasazer wsiad! do pociggu,
ktorym zamierzal jechac.

¢} Pewien pasazer pomylil pociag. Oblicz prawdopodobienstwo, ze znalazl sie
w drugim pociggu.

—_r? |i:'.'.l-.I _-'.-". -_-f-;_ =g R -, ,: | o 5'; :i"\_':':'" = :.__'_-'
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Rzucamy symetryczng szescienna kostka do gry. Sprawdz, czy podane zda-

rzenia sg niezalezne.
a) A — Wypadia parzysta liczba oczek.

B — Wypadla liczba oczek mniejsza od 5.
b) A — Wypadla parzysta liczba oczek.

B — Wypadia liczba oczek mniejsza od 4.
¢) A — Wypadla liczba oczek bedaca liczba pierwsza.

B — Wypadlo co najmniej 5 oczek.

W pewnym miescie 30% rodzin ma psy, a 10% ma koty. Rodzin, ktore maja
zarowno psa, jak i kota, jest 2%. Czy zdarzenie: Wybrana losowo rodzina ma psa
i zdarzenie: Wybrana losowo rodzina ma kota sa niezalezne?

. Wiasciciel sklepu obliczyl, ze 70% jego klientow kupuje pieczywo, 40% —
mleko, a 28% — zarowno pieczywo, jak i mleko. Do sklepu przyszed! kolejny klient.
Czy zdarzenia: Klient ten kupi pieczywo oraz Klient ten kupi mleko sg niezalezne?

W tabeli obok przedstawiono dane do-

tyczace liczby ludnosci miast i wsi w Polsce. Kobiety Mezczyzni
Czy zdarzenia: Losowo wybrany mieszkaniec
Polski mieszka w miescie oraz Losowo wy- Miasto 12,3min = 11,2mln

brany mieszkaniec Polski jest meiczyzng sa
niezalezne? Czy mozna powiedziec, ze miej-
sce zamieszkania zalezy od plci?

Wies 74 mln 7.3 min

A C Mioda lekarka i doswiadczona lekarka niezaleznie od siebie zbadaly tego sa-
mego pacjenta. Mioda lekarka myli sie w swoich diagnozach przecietnie w jednym
na 10 przypadkow, a doswiadczona — w 6 na 100 przypadkow. Oblicz prawdopo-
dobienstwo, Zze diagnozy obu lekarek beda bledne.
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We wtorek w ramach akcji promocyjnej 40% klientow sklepu odziezowego
otrzymalo po jednej skarpetce. W érode rozdawano takie same skarpetki i co piaty
klient otrzymywal po jednej. Jeden z klientow byl w tym sklepie zarowno we wto-
rek, jak i w $rode. Oblicz prawdopodobienstwo, ze klient ten skompletuje w ten
sposob pare skarpet.

Rozwigz ponizsze zadanie ulozone przez wybitnego polskiego statystyka,
Jerzego Splawe-Neymana.
Bombowiec wypelni swoja misje tylko w takim wypadku, gdy nawigator znajdzie
obiekt bombardowania, a bombardier trafi w znaleziony obiekt. Dla nawigatorow
N i n prawdopodobienstwo znalezienia obiektu bombardowania wynosi odpowied-
nio 0,9 i 0,8. Dla bombardierow B i b prawdopodobienstwo trafienia w znaleziony
obiekt wynosi 0,7 i 0,6. Obie zalogi beda dziala¢ niezaleznie od siebie, a obiekt
zostanie zniszczony, jezeli przynajmniej jedna z zalog wypelni swe zadanie. Ja-
kie skompletowanie zatog: nb i NE czy nE i Nb da wieksze prawdopodobienstwo
wypelnienia misji?

Rzucamy dwa razy kostka do gry. Rozwaz zdarzenia:
A — Za pierwszym razem wypadla parzysta liczba oczek.
B — W obu rzutach wypadto tyle samo oczek.
' — Suma oczek wyrzuconych na obu kostkach wyvnosi 4.
2 — W obu rzutach wypadly mniej niz 4 oczka.

Sprawdz, czy zdarzenia sa niezalezne.

a)AiB b)BiC cdAiIC dCiD eBiD frAiD

Z talii 52 kart do gry losujemy po kolei dwie karty. Sprawdz, czy podane

zdarzenia sa niezalezne.
a) A — Pierwsza wylosowana karta to pik.

B — Druga wylosowana karta to pik.
b) A — Pierwsza wylosowana karta to pik.

B — Druga wylosowana karta to trefl.
) A — Pierwsza wylosowana karta to as.

B — Druga wylosowana karta to krol.
d) A — Pierwsza wylosowana karta to as.

B — Druga wylosowana karta to trefl.

Na ponizszym diagramie przedstawiono prawdopodobienstwa poszczegol-
nych zdarzen. Czy zdarzenia A i B sa niezalezne?
a) £2 b) 0 c) Q

A B A B A B
03 01 01

Tl
Tl
[ et
LR (S
L=
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Dane sq zdarzenia losowe A i B takie, ze: P(A)= 1, P(B)= 5 i P(AUB) = 3.
Sprawdz, czy zdarzenia A i B" sa niezalezne. )

et

W torebee znajduje sie 20 cukierkow, wsrod ktoryeh jest 16 owocowych i 10
w polewie czekoladowej. Z torebki wybrano losowo jeden cukierek. Czy zdarzenia:
Wvlosowany cukierek jest owocowy oraz Wylosowany cukierek ma polewe czekola-
dowq sg niezalezne?

W pewnej klasie jest trzydziestu uczniow. Szesciu z nich bedzie zdawac na
maturze na poziomie rozszerzonym matematyke i fizyke, osmiu bedzie zdawac
matematyke, ale nie bedzie zdawac fizyvki, a jeden bedzie zdawatl fizyke, ale nie
bedzie zdawal matematyki. Czy zdarzenia: Losowo wybrany uczen tej klasy zdaje
matematyvke oraz Losowo wybrany uczen tej klasy zdaje fizyke sa niezalezne?

. Na rysunku obok przedstawiono trzy pudel- O’
ka z kulami. Z kazdego z tych pudetek losujemy ‘ O @‘ ‘ o O| ‘mJ
po jednej kuli. Oblicz prawdopodobienstwa naste- = ®

1
2

pujacych zdarzen: 2 ©)

A — Wszystkie wyciagniete kule sg pomaranczowe.

B — Tylko jedna z wyciggnietych kul jest pomaranczowa.

C — Pomaranczowa kule wyciagnieto tylko z pudetka (1).

D — Pomaranczowe kule wyciagnieto tylko z pudelek 2)i (3).

Sprawdz, czy wérod tych zdarzen sa pary zdarzen niezaleznych.

Zestaw do gry w domino sklada sie z 28 klockéw. Kazdy z nich podzielony
jest na dwa pola, na kazdym z pd6l moze nie by¢ oczek lub moze sie znajdowac od
1 do 6 oczek oraz klocki sie nie powtarzaja. Z zestawu do gry wylosowano jeden
klocek. Sprawdz, czy wsérod podanych ponizej zdarzen A, B i C sa pary zdarzen
niezaleznych.

A — Hloczyn liczb oczek na obu polach wylosowanego klocka jest mniejszy od 2.

B — Roznica liczb oczek na obu polach wylosowanego klocka jest réwna 4 (od
wiekszej odejmujemy mniejsza).

C — Na co najmniej jednym polu klocka znajduje sie 1 oczko.

Prawdopodobienstwo, ze Karolina musi czekac¢ na szkolny autobus krécej niz
1 minute, wynosi 0,1. Oblicz prawdopodobienstwo, ze Karolina:

a) bedzie czekala na autobus krocej niz 1 minute przez trzy kolejne dni,

b) w poniedzialek bedzie czekata dluzej niz 1 minute, ale w pozostale cztery robo-
cze dni tygodnia — krocej niz 1 minute,

¢) co najmniej raz w ciggu 5 roboczych dni tygodnia bedzie czekala na autobus
krocej niz 1 minute.
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Pewne urzadzenie sklada sie z dwoch elementow. Pierwszy z nich produko-
wany jest przez maszyne, ktora wytwarza 1% wadliwych elementow, a drugi przez
druga maszyne, ktora wytwarza 3% wadliwych elementdw. Jeéli choc jeden element
urzgdzenia jest wadliwy, to urzadzenie nie dziala. Oblicz prawdopodobienstwo, ze
urzadzenie nie bedzie dzialtalo.

Na podstawie niektorych przekazow mozna przypuszczac, ze Wilhelm Tell
trafial w srodek tarczy z prawdopodobienstwem 0,9, a Robin Hood — z prawdopo-
dobienstwem 0,95. Wyobrazmy sobie, ze kazdy z nich wykonal dwa strzaly do tej
samej tarczy. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze:

a) Wilhelm Tell trafil dwa razy w Srodek tarczy, a Robin Hood ani razu,
b) wszystkie strzaly Wilhelma Tella i Robin Hooda trafily w $rodek tarczy,
¢} Wilhelm Tell i Robin Hood trafili w srodek tarczy po jednym razie.

Bill zalozyl sie z sgsiadem, ze trafi strzalem z colta w podrzucong dziesie-
ciocentowke. Prawdopodobienstwo, ze Bill zgubit colta, wynosi E;ﬁ-ﬂ, ze zapomnial
go natadowaé — <, Ze rewolwer sie zatnie — 55, ze Bill chybi — 45, Ze nie ma
dziesieciocentowki — ﬁ Przyimujac, Zze nie ma zadnych innych czynnikow wply-
wajacych na celnos¢ trafienia, oblicz prawdopodobienistwo, ze Bill wygra zaklad
7 sgsiadem.

Rzucamy dwa razy symetryczng szescienna kostka do gry. Rozwaz zdarzenia:

A — Za pierwszym razem wypadlo jedno oczko.
B — Za drugim razem wypadfa parzysta liczba oczek.
C — Suma wyrzuconych oczek na obu kostkach jest réwna 7.

Sprawdz, czy niezalezne sa zdarzenia:

a AiB o3 45 1 € AilC d) A,BiC

711U 2. Budynek chroniony jest przez ochroniarza, psa i czujnik ruchu. Prawdopo-

dobienstwo, ze ochroniarz wykryje wlamywacza, wynosi 85%, #e zrobi to pies —
95%, a czujnik — 90%. Oblicz prawdopodobienstwo, ze wlamywacz zostanie zlapa-
ny, jesli po wykryciu ma 25% szans na ucieczke. B

4 =4

a1N72 . ; g T G
7100, Po wlaczeniu obwodu kazda z zarowek N t G

g

przepala sie z prawdopodobienstwem 0,01. Oblicz
dla kazdej z zaréwek prawdopodobienstwo, ze be-
dzie $wiecila po wlaczeniu obwodu. g s

Wa
{1
Tt

1104, Losujemy jedna karte z talii 24 kart do gry (od dziewiatek do aséw). Podaj

przyklady zdarzen A, B i C takich, ze:
a) AiB,BiC, Ci A saniezalezne, ale A, B i C nie sg niezalezne,
b) PIAnBn C)= P(A) - P(B) - P((), ale zdarzenia A i B i C nie sg niezalezne.
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Oblicz prawdopodobienstwo otrzymania:
a) dokladnie 1 orta w dwoch rzutach symetryczna moneta,
b) dokladnie 2 orléw w czterech rzutach symetryczna moneta,
¢} dokladnie 3 orlow w szesciu rzutach symetryczng moneta.

Rzucamy 5 razy symetryczng szescienna kostka do gry. Oblicz prawdopo-
dobienstwo, 7e:
a) dokladnie trzy razy wypadnie jedno oczko,
b) co najmniej trzy razy wypadnie jedno oczko.

W torebce bylo 20 cukierkow, w tym 5 nadziewanych. Jas wyjal jeden cukie-
rek, obejrzal, wrzucit z powrotem do torebki. Probowal tak 5 razy i dopiero ostatni
cukierek zjadi. Oblicz, jakie jest prawdopodobienstwo, ze wérod cukierkow kolejno
wylosowanych przez Jasia byl co najmniej jeden nadziewany.

Pawel strzela z tuku do tarczy. Prawdopodobienstwo trafienia wynosi 0,7
i jest takie samo za kazdym razem, gdy oddaje kolejny strzal do tarczy. Oblicz
prawdopodobienstwo trafienia do tarczy:

a) dokladnie 3 razy w szeSciu probach,

b) co najmniej 5 razy w szesciu probach,
¢) co najmniej 2 razy w pieciu probach,
d) co najwyzej 2 razy w czterech probach.

Zosia ma zestaw 8 kart. Na jednej z nich jest wizerunek krolewny Sniezki,
a na kazdej z pozostatych kart — wizerunek jednego z siedmiu krasnoludkow. Gra
polega na tym, ze Zosia losuje jedna karte i wkiada ja z powrotem do zestawu kart.
Wygrywa wowczas, gdy wylosuje karte z wizerunkiem Sniezki lub wizerunkiem
ktorego$ z czterech krasnoludkéw: Spioszka, Apsika, Medrka lub Wesotka. Oblicz
prawdopodobienstwo tego, ze Zosia wygra:
a) doktfadnie 3 razy w czterech prébach,
b) co najmniej 2 razy w trzech probach,
¢} co najwyzej 3 razy w pieciu probach.

Z urny zawierajacej 2 kule biale i 1 kule czarng losujemy 1 kule, po czym
umieszczamy jg z powrotem w urnie. Takie losowanie powtarzamy 10 razy. Oblicz
prawdopodobienstwo, ze wylosujemy:

a) kule biala dokladnie 3 razy, c) kule czarng co najwyzej 3 razy,
b) kule czarna doktadnie 3 razy, d) kule biala co najmniej 8 razy.
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Rzucamy 5 razy symetryczng szescienng kostka do gry. Oblicz prawdopo-
dobienstwo, ze:
a) dokladnie trzy razy wypadnie parzysta liczba oczek,
b) przynajmniej cztery razy wypadnie pie¢ lub szes¢ oczek,
¢) co najwyzej raz wypadnie jedno oczko,
d) co najmniej dwa razy wypadnie nieparzysta liczba oczek,
e) co najmniej 3 razy wypadnie liczba oczek nie mniejsza niz 3,
f) co najwyzej 4 razy wypadnie liczba oczek niepodzielna przez 5.

Gra polega na rownoczesnym rzucie dwiema roznymi symetrycznymi sze-
sciennymi kostkami do gry. Wygrywamy wowcezas, gdy na obu kostkach wyrzucimy
parzysta liczbe oczek. Gre powtarzamy pie¢ razy. Oblicz prawdopodobienstwo, ze
uda nam sie wygrad:

a) dokladnie 3 razy, b) co najmniej 2 razy.

Zalozmy, 7e na kazdej lekcji nauczyciele wywoluja do odpowiedzi losowo
wybranych dwoch sposrod 30 uczniow pewnej klasy. Oblicz prawdopodobienstwo,
7ze w dniu, w ktorym jest szes¢ lekcji z roznych przedmiotow, Tomek zostanie
wywolany do odpowiedzi:

a) dokladnie raz, b) co najmniej 5 razy, ¢) co najmniej 6 razy.

W samolocie jest 30 miejsc. Jednak z uwagi na to, ze srednio co dziesigty
pasazer rezygnuje w ostatniej chwili z podrézy, na rejs sprzedano 32 bilety.
a) Oblicz, jak duze jest ryzvko, ze w samolocie zabraknie miejsc.
b) Oblicz, jakie szanse na wolne miejsce ma pasazer, ktory przyszedl na lotnisko
bez biletu i ma nadzieje, ze kupi go w ostatniej chwili.

W fabryce produkujacej lampy samochodowe prawdopodobienstwo tego, ze
wyprodukowana lampa posiada usterki techniczne, wynosi 0,03. Kontroler jakosci
sprawdza partie zawierajaca 10 lamp. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze:

a) co najwyzej 1 lampa bedzie wadliwa,
b) co najmniej 8 lamp bedzie sprawnych.

Przed egzaminem sprawnosciowym do Akademii Wychowania Fizycznego
zdajacy otrzymal wykaz 25 zadan sprawnosciowych, do ktorych nalezy sie przy-
gotowac. Michal potrafi poprawnie wykonac¢ 20 zadan z tej listy. Ustal, w ktorym
z podanych ponizej dwoch wariantow prawdopodobienstwo tego, ze Michal zaliczy
test sprawnosciowy, jest wieksze.

e Wariant 1 — egzamin bedzie zaliczony, jezeli kandydat prawidlowo wykona co
najmniej 4 z 5 ¢wiczen,

« Wariant 2 — egzamin bedzie zaliczony, jezeli kandydat prawidlowo wykona co
najmniej 8§ z 10 éwiczen.
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Synoptycy przewiduja, ze prawdopodobienstwo opadow w pewnym kuror-
cie jest w kazdym kolejnym dniu tygodnia takie samo i wynosi 0,4. Grupa przyjaciot
rozpatruje dwie opcje wyjazdu do tego kurortu:

« opcjanr 1 — wyjazd na 4 dni,

= opcjanr 2 — wyjazd na 6 dni.

a) Oblicz prawdopodobienstwo, ze podczas 4-dniowego pobytu trafi sie co najwy-
7ej jeden dzien deszczowy.

b) Oblicz prawdopodobienstwo, ze podczas 6-dniowego pobytu trafi sie co naj-
mniej 5 dni bez deszczu.

c) Ustal, w ktdrej opcji wyjazdu prawdopodobienstwo tego, ze co najmniej polowa
dni bedzie bezdeszczowa, jest wieksze.

Rozpatrz zdarzenia:
A — Uzyskanie 5 reszek w 10 rzutach symetryczna moneta.
B — Uzyskanie liczby oczek mniejszej od 6 w oSmiu sposrod dziesieciu rzutow
symetryczng szeScienna kostka do gry.

Ustal, ktore zdarzenie, A czy B, jest bardziej prawdopodobne.

Na ponizszym diagramie przedstawiono dane na temat liczby samochodow
w gospodarstwach domowych w pewnym miescie.

|| brak samochodu . ! 3 samochody

I_.I 1 samochdd [ | 4 samochody

I 2 samochody - 5 i wiecej samochoddw

Oblicz prawdopodobienstwo, ze:

a) wérod szesciu wybranych losowo gospodarstw w trzech gospodarstwach sa
mniej niz 2 samochody,

b) wsrdd pieciu wybranych losowo gospodarstw co najmniej w czterech gospodar-
stwach sg trzy samochody lub wiecej.

Pewna firma transportowa dysponuje 8 ciezarowkami. Prawdopodobienstwo
wystapienia awarii w kazdej z nich wynosi 0,1. Oblicz prawdopodobienstwo tego,
Ze w lym samym czasie:

a) co najwyzej dwie ciezarowki ulegna awarii,

b) co najmniej 7 ciezardwek sie zepsuje.
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Dwie druzyny siatkarskie: Pedzace Zdiwie i Sunace Slimaki planuja ro-
zegra¢ ze soba 6 meczow. Prawdopodobieristwo wygranej Pedzacych Zotwi jest
3 razy wieksze od prawdopodobienstwa wygranej Sunacych Slimakow. Ustal, ktore
zdarzenie jest bardziej prawdopodobne.

A — Wygranie pieciu meczy przez druzyne Pedzacych Zotwi.
B — Wygranie co najmniej dwoch meczow przez Sunace Slimaki.

Najbardziej prawdopodobna liczba sukcesdw w schemacie Bernoullego zalezy od n
(liczby prob) i od p (prawdopodobienstwa sukcesu w jednej probie). Mowi o tym
nastepujace twierdzenie:

Jesli iloczyn pin + 1) jest liczbg catkowity, to najbardziej prawdopodobne jest, 2 wn
probach Bernoullego otrzymamy pin+ 1) -1 albo pin + 1) sukcesow.

Jesli iloczyn pin + 1) nie jest liczbg catkowitg, to w n prébach Bernoullego najbardziej
prawdopodobna liczba sukcesdw jest rowna najwiekszej z liczb calkowitvch mniej-
szych od p(n +1).

Przeczytaj informacje w ramce. W pewnym miescie 3,2% kobiet ma na imie
Maria. Ustal, ilu kobiet o imieniu Maria mozemy si¢ spodziewac w grupie 423
kobiet.

a) Przeczytaj informacje w ramce. Ustal, ilu szostek moina sie spodziewac
w 18 rzutach symetryczng szescienng kostka do gry oraz oblicz prawdopodobien-
stwo, ze wypadnie ich dokladnie tyle.
b) Oblicz prawdopodobienstwo, ze liczba sukcesow bedzie sie roznila od znalezio-
nej w podpunkcie a) o co najwyzej 1.

a) Przeczytaj informacje w ramce. Panstwo Nowakowie planuja spedzic
10-dniowy urlop na Mazurach. Z wieloletnich obserwacji meteorologicznych wy-
nika, ze w tej miejscowosci prawdopodobienstwo bezdeszezowej pogody w danym
dniu w tym okresie jest rowne ;i Oblicz, jaka jest najbardziej prawdopodobna
liczba bezdeszczowych dni podczas zaplanowanego urlopu.

b) Przeczytaj informacje w ramce. Prawdopodobienstwo, 7ze w gruple obcokra-
jowcow mieszkajacych w pewnym miescie bedzie Azjata, wynosi m Jaka liczba
Azjatow w grupie 239 obcokrajowcow jest najbardziej prawdopodobna?

¢) Przeczytaj informacje w ramce. Oblicz, jaka jest najbardziej prawdopodobna

liczba wyrzucenia jedynki lub dwaéjki w 50 rzutach oSmioscienng kostka do gry.

d) Przeczytaj informacje w ramce. Prawdopodobienstwo, Ze losowo wybrana osoba
7 pewnej J,mp} jest szczupla, wynosi % a prawdopodobienstwo, ze jest wysoka,
jest rowne 2 5. Jednoczesnie wiadomo, ze 90% osob w tej grupie jest szczuplych lub

wysokich. Ohllcz jaka jest najbardziej prawdopodobna liczba osob jednoczesnie
szczuplych i wysokich wsrod 231 osob wybranych z tej grupy.
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7 125, W urnie znajduja sie 3 kule biate i 6 kul czarnych. Pieciokrotnie dokonujemy
losowania 4 kul z tej urny i zwracamy je po kazdym losowaniu z powrotem do urny.
Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze:

a) 3 razy wylosujemy tyle samo kul bialych co czarnych,
b) co najmniej 3 razy wylosujemy wiecej kul czarnych niz biatych.

120, a) Pewne doswiadczenie losowe zostalo przeprowadzone czterokrotnie.
Prawdopodobienstwo uzyskania co najmniej jednego sukcesu wynosilo % Ile wy-
nosi prawdopodobienstwo sukcesu w pojedynczym doswiadczeniu?
b) Przy pieciokrotnym wykonywaniu rzutoéw do kosza prawdopodobienstwo uzy-
skania co najmniej jednego sukcesu (czyli trafienia do kosza) jest rowne % Oblicz
prawdopodobienstwo zdobyceia co najmniej trzech sukcesow w tej serii rzutow.
a127. pewna partia jajek zawiera 5% jajek nmadttuczonvch. Sposrod pozostalych
jajek 60% stanowia jajka 1 gatunku. Oblicz prawdopodobienistwo tego, ze sposrod
czterech losowo wybranych jajek co najmniej 3 beda pierwszego gatunku.

ai®

128, Prawdopodobieristwo tego, ze kaktus zakupiony w pewnym sklepie ogrod-
niczym zakwitnie w ciggu najblizszych pieciu lat jest rowne 0,05. Ustal, ile co
najmniej kaktusow nalezaloby zakupi¢, aby prawdopodobienstwo zakwitniecia
przez przynajmniej jeden z nich bylo rowne co najmniej 0,8.

1129. Wedlug danych statystycznych 25% cigz blizniaczych stanowia blizniaki jed-
naojajowe.
a) Na oddziale polozniczym lezg 4 pacjentki z cigzami blizniaczymi. Oblicz praw-
dopodobienstwo, #e co najmniej jedna z nich urodzi bliznieta jednojajowe.
b) Ustal, ile pacjentek musialoby by¢ przyjetych na ten oddzial, aby z prawdopo-
dobienstwem nie mniejszym od 0,9 stwierdzi¢, ze wsrod nich jest przynajmniej
1 pacjentka w ciazy z bliznietami jednojajowymi.

1130. Rzucamy 5 razy piecioma symetrycznymi monetami. Oblicz prawdopodo-
bienstwo, ze:
a) dokladnie 2 razy wyrzucimy dokladnie dwa orly,
b) przynajmniej raz wyrzucimy same reszKi,
¢) przynajmniej 2 razy wyrzucimy wiecej orfow niz reszek.

7127, W kazdym z 20 pudelek znajduja sie 24 Zzaréwki. Kazda z nich moze by¢
uszkodzona z prawdopodobienstwem 1%. Jesli w pudetku znajdg sie przynajmniej
dwie uszkodzone zardwki, zostaje ono zwrocone do producenta. Oblicz prawdopo-
dobienstwo, ze zwrdcone zostang wiecej niz 2 pudetka.

122, Prawdopodobieristwo, ze strzelec trafi w srodek tarczy dokladnie dwa na
trZy razy, wynosi % Oblicz prawdopodobienstwo, ze trafi w érodek tarczy, oddajac
tylko jeden strzat.
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Jezeli zdarzenia A i B spelniajg warunki: P(A U B) = %, P(An B) = ﬁ oraz

P(A") = %. to prawdopodobienstwo zdarzenia A" n B jest rowne:

A. 0,3 B. 0,05 C. 0,35 D. 0,55

2

Jesli zdarzenia A i B spelniaja warunki: P(4) = 1, P(B) = ﬂ' oraz P(A|B) = £, to

o
P(B|A) jest rowne:

1 1 3 1
A. 3 B. 3 & 3 D. 5
Ze zbioru liczb {1,2,3,...,12} losujemy jedna liczbe. Rozpatrz zdarzenia:

A — Wylosowano liczbe podzielna przez 3.
B — Wylosowano liczbe nieparzysta.

C — Wylosowano liczbe wieksza od 7.
Wskaz pare zdarzen niezaleznych.

A.A"iI B B. BiC LR G . ALC

Z dlugotrwalych obserwacji wynika, ze w grze w szachy Piotr wygrywa z Pawlem
srednio 5 na 9 rozegranych meczow. Prawdopodobienstwo tego, ze Piotr wygra co
najmniej jeden z czterech meczow rozegranych z Pawlem jest roéwne:

A. 3 B. 2 C. 236 D. 8305

T4 "9 Bab1 T 6561

Prawdopodobienstwo tego, #e losowo wybrana osoba w pewnej grupie nie
jezdzi na nartach, wynosi % Prawdopodobienstwo, ze wylosowana osoba potrafi
jezdzi¢ na tyzwach, jest rowne :if Jednoczesnie wiadomo, ze co 6sma osoba w tej
grupie nie jezdzi ani na nartach, ani na lyzwach. Oblicz prawdopodobienstwo, ze
losowo wybrana osoba z tej grupy potrafi jezdzi¢ na lyzwach, ale nie jezdzi na

nartach.

Rzucamy dwukrotnie symetryczna osmioscienna kostka do gry. Oblicz prawdo-
podobienstwo tego, ze suma otrzymanych liczb jest wieksza od 10, jezeli wiadomo,
Ze Cco najmniej raz wyrzucono liczbe nieparzysta.

W pierwszym pudetku znajduje sie 8 losow pustych i 2 losy wygrywajace,
a w drugim — 7 pustych i 3 losy wygrywajace. Rzucamy dwukrotnie symetryczna
moneta. Jezeli wyrzucimy dwie reszki, to losujemy dwa losy z pierwszego pudeika,
jezeli wyrzucimy dwa orly, to losujemy dwa losy z drugiego pudelka. Natomiast
jezeli wyrzucimy jednego orla i jedng reszke, to losujemy po jednym losie z obu
pudelek. Oblicz prawdopodobienstwo wylosowania co najmniej jednego losu wy-
grywajacego.
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Kasia, Ola i Zosia rzucaja pitka do kosza. Kasia trafia do kosza z prawdopodo-
bienstwem 0,7, Ola — 0,8, a Zosia — 0,6. Kazda z dziewczyn rzuca raz do kosza.
Przyjmij oznaczenia:

m — prawdopodobienstwo, ze wszystkie dziewczyny trafig do kosza,
p> — prawdopodobienstwo, ze co najwyzej jedna z dziewczyn trafi do kosza,
p3; — prawdopodobienstwo, ze dokladnie dwie dziewczyny trafig do kosza.

Liczby py, p2, p3 uporzadkuj od najmniejszej do najwiekszej.

Dwie druzyny pitkarskie — ,Orly" i ,Sokoly” — po zremisowanym meczu przy-
stapily do rozegrania rzutow karnych. Podcezas tego pojedynku najpierw 5 strzalow
na bramke oddaly ,Sokoly", a po nich, takze 5 — ,Orly". Wiadomo, ze $rednio 40%
strzalow oddanych przez ,Orlow” do bramki ,Sokolow” konczy sie golem. Oblicz
prawdopodobienstwo, ze ,Orly” wygraja pojedynek, jezeli wiadomo, ze ich prze-
ciwnicy zdobyli w rzutach karnych lacznie 2 gole.
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Wsroad 10 tysiecy mieszkancow pewnego miasta przeprowadzono sondaz doty-
czacy budowy przedszkola publicznego. Wyniki sondazu przedstawiono w tabeli.

Liczba os6b popierajacych Liczba os6b niepopierajacych
Badane grupy
et e budowe przedszkola budowy przedszkola
Kobiety 5140 1860
MezczyZni 2260 740

Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia polegajacego na tym, ze losowo wybrana
osoba, sposréd ankietowanych, popiera budowe przedszkola, jesli wiadomo, ze jest
mezczyzna. Zakoduj trzy pierwsze cyfry po przecinku nieskonczonego rozwiniecia
dziesietnego otrzymanego wyniku.

Dane s zdarzenia losowe A, B ¢ Q takie, ze P(A) = % i PLAUB) = ;’* Oblicz
P(B™ A), gdzie zdarzenie B~ A oznacza roznice zdarzen B i A. '

Zdarzenia losowe A i B zawarte w Q s3 takie, ze prawdopodobienstwo P(B')
zdarzenia B', przeciwnego do zdarzenia B, jest rowne }1 Ponadto prawdopodobien-
stwo warunkowe P(A|B) = { Wynika stad, ze:

A. P(AnB) = % B. P(ANB) = i:, C. PIANB) = % D. P(AnB) = %

Mamy dwie urny. W pierwszej sa 3 kule biale i 7 kul czarnych, w drugiej jest
1 kula biata i 9 kul czarnych. Rzucamy symetryczng szescienna kostka do gry,
ktora na kazdej sciance ma inng liczbe oczek, od jednego oczka do szesciu oczek.
Jesli w wyniku rzutu otrzymamy $cianke z jednym oczkiem, to losujemy jedna kule
Z pierwszej urny, w przeciwnym przypadku — losujemy jedna kule z drugiej urny.
Wtedy prawdopodobienstwo wylosowania kuli bialej jest rowne:
A. 2 B. .2 D. 13

2

15 15

L=

Ze zbioru wszystkich liczb naturalnych czterocyfrowych losujemy jedna liczbe.
Oblicz prawdopodobienstwo zdarzenia polegajacego na tvm, Zze wylosowana liczba
jest podzielna przez 15, jesli wiadomo, Ze jest ona podzielna przez 18.

Pan Nowak czesto gra z synem w szachy. Obliczyl, ze 60% rozegranych partii
wygrywa jego syn. Oblicz, ile partii szachow musi rozegra¢ z synem pan Nowak,
aby prawdopodobienstwo wygrania przez ojca przyvnajmniej jednej partii w calej
rozgrywce bylo wieksze od 0,95.
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Pewna choroba dotyka 0,2% calej populacji i w poczatkowym stadium nie daje
widocznych objawow chorobowych. W ramach profilaktyki stosuje sie pewien test
przesiewowy, ktory daje wynik pozytywny lub negatywny. Prawdopodobienstwo te-
go, Ze test wykonany na osobie chorej, da wynik pozytywny (oznaczajacy chorobe)
jest rowne 0,99, Ponadto wiadomo, ze prawdopodobienstwo tego, ze test wykonany
na osobie zdrowej da wynik negatywny, jest rowne 0,98. Pan X poddal sie testowi,
ktory dat wynik pozytywny. Pozytywny wynik oznacza podejrzenie choroby. Oblicz
prawdopodobienstwo tego, ze Pan X jest rzeczywiscie chory.
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Granice funkcji

lim £-0 lim <=0 lim 2 im .

: = im = =400 - =~
X—+oo X7 X=—go XU x—QF % : xlfg' i
Jesliag = ({J; 1), to zachodza rownosci:

,llm., log, x = +o0 lim log,x=-eo lim a*=+c0 lim a*=0
x =1 X = doa X——cm A
Jeslia e (l ;+oo), to zachodza rownosci:

lim log, x = —c0 lim log,x =+ lim a*=0 lim a*=+ec
=10 X = 400 X——o0 X — 4o

lim f(x)=g <> lim fx)= li (x) =
X = Xp X=X J J\E-n;clﬁ e

Wlasnoéci granic wlasciwych

Jeéli istnieja granice lim f(x) oraz lim g(x) i s to granice wiasciwe, to:
X — +0o X—+oa

lim (f(x) + g(x) = lim f(x) + lim g(x)

X = +00 X — +oa X =+
lim (f(x) — g(x) = lim f(x) - lim g(x)
X = +00 X—+00 X = +00
lim af(x)=a- lim f(x), gdzieasR
X = 400 X - +00
lim (f(x)-g(x)) = lim f(x)- lim g(x)
X = 00 X — +02 X =+
lim fix)
: f(x) - X— 4o i h
xllﬂlw gix) lin: g{x}‘ gy x _l'n:m g(x) 70
X —=+00

Kazda z tych wlasnoséci maja takze granice funkcji w —eo, granice w dowolnym
punkcie xy oraz granice jednostronne.

Ciaglos¢ funkcji

Funkcje f nazywamy funkcja ciagla w punkcie x, nalezacym do jej dziedziny,
gdy funkcja f ma w tym punkcie granice i lim  f(x) = f(xg).
X=X()



Wlasnos¢ Darboux
Jesli funkcja [ jest ciagla w pewnym przedziale <a : b) i fla) # f(b), to funkcja f

przyjmuje w przedziale (a - b) wszystkie wartosci miedzy liczbami fla) i f(b).
yi

Wynika stad, Ze jesli funkcja f jest ciagla gyl ,f
w pewnym przedziale (a;b> oraz fla) #, |
i f(b) maja rézne znaki, to fixg) = 0 dla ] a /-f;—-- b =
pewnego x, € (a ib). fla) - /
I 2
GRANICE FUNKCJI — INTUICJE
. Naszkicuj wykres funkcji f, ktéra spelnia warunek:
a) lim fix)=-1 e) lim f(x)=-c0 i lim f(x)=2
X— 400 X—4eoa X—-oo
b) lim f(x)=+oo f) lim f(x)=3 i lim f(x)=+o
X ——0a X——0a x—10
¢) lim f(x)=-e0 g) lim fix)=-1 1 lim f(x)=0
x—1 X—-3 x—2
d) lim fix)=3 h) lim f(x)=+c i lim fix)=2
X — -0 x—4 x—10

. Okresl granice funkcji f na podstawie fragmentu jej wykresu (o ile istnieja).

a) | f}’ h] . :V

T\ 1 -

g —tt —fi e s TR e

_______________________ ::___,;":_!___:_____t‘:;__;_-_-____-_-'—}’_ gt ]-'fx .E r : X
lim f(x), lim f(x), lim f(x), lim f(x), lim f(x), lim f£(x),
X— =00 X—+o0 X—==1" X— =00 X—+02 x—0
lim f(x), lim fi(x), lim f£f(x), lim f(x), lim f(x), lLim f(x),
x=-1* x—-1 x—2" x—-0 x—0 x=3"
lim fi(x), im f(x) lim f(x), lim f(x), lim f(x)
x=2at X2 x—37 x—3 x—d
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Naszkicuj wykres odpowiedniej funkcji i podaj wartosci wskazanych granic.

a) lim (x*+4), lim (x*+4), llm (x* +4), lim (x*+4)

X —+—00 X — 400 =1 x—==2
~ 3 - 3 3 , 3
b) xl_‘.rf‘m(x— 5 1)’ xl_”fm( = 1) o ( e 1) xllr?—(x i 1)’
; 3
xlﬁll(x—E H)’

x X
¢ lim (l) lir (l) Hm 7% lim 7
; 4/ x 4 X

=0 X = o

d) lim log,x, lim log.x, lim luglx lim log: x
x—0 K=+ x—-0t X —+00 3

e) lim sinx, lim cosx, hm (—tg x), ilm tg 2x
x=0 X =TT x—— gd_T

A Naszkicuj wykres funkcji f, ktora *;pelnia warunki:
a) lim fx)=2 1 lim f(x)= i lim f(x)=-

A ——c0 X400 x—1

b) lim f(x)=+c0 i lim flx)=+0 i lim flx)==cc i lim f(x)=
s N oo X x—2*

¢ lim fix)=0 i lim f(x)=-0 i lim fx)=2 i lim f(x)=1
X— =t X— e x—3 x—3*

d) lim f(x)=- i lim f(x)=1 i lim fix)=+c i lim f(x) nie istnieje

X ——0o2 X — 400 x—0 x—2

-

A . Podaj granice w —oo iw +c0 funkcji f(x) = a*, jezeli:

a)aef1;+m) h]ae({}:l) c)a=1

1. Podaj granice w -oo, +eco oraz granice jednostronne w punkcie —-b funkcji
S oo 8 e I
f(x) = 25 +c, jezeli:

a) aE(—m;ﬂ) b]ae(ﬂ;+m) c)a=0

Naszkicuj wykres funkcji f i podaj wartosci granic lim f(x) oraz lim f(x).

X = 400 X—=—D0
X dlax<2
a) f(x) = X+2 o fl=1""
— ;‘%‘1‘5 dla x > 2

f e dlaxs =1
x+1

e, —
h]ﬂx]'——;_'_—'g— d}ﬁX]— S5 a d e

Lox+1
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Naszkicuj wykres funkcji f i podaj (o ile istnieje) granice funkcji w punkcie —1.

3x—1 dlax<-1 g=gr el
a) f(x)= - ; d) f(x)=13 dla x = -1

== o ;_

i 1 Lo 2% dla x » -1

. 2

x*=1 dlax<g-1 -2 dlax<-1
b) f(x)= { e) f(x)= { X

2x+2 dlax>-1 2x¢ dlaxz-1

3 dla x < -1 x2+1 dlaxg-1
¢) flx)=4 f) flx)=

x+2 dlax>-1 x+1 dlax>-1

Czy funkcja f ma granice w punkcie 0?7 W przypadku istnienia tej granicy podaj
jej wartosc.

2 dlax<0 -3x dlax<0
Bl fe= { 1 dlaxz0 coloon {lﬂgz{x +1) dlax=0
. tg2x dlax<0
b) £(x) = {alnx dlax<0 & fx)=1 (11
cosx—-1 dlax>0 (E) dlaxz0
-tgx-1 dlax<0 {E—X dlax<0
¢ =9 f =
) £x) {xé dla x>0 } B9 gl

Rozwaz zbior wszystkich prostokatow o obwodzie 20. Oznacz przez x dlugosc
jednego boku, a przez d(x) diugos¢ — drugiego boku prostokata. Okresl lim d(x)

A1 F
oraz lim d(x). x=0
x—10"

Rozpatrz zbior wszystkich rownoleglobokow o polu 200. Niech x oznacza
diugos¢ jednego boku réwnolegloboku, a h(x) — dlugosé wysokosci poprowadzonej

do tego boku. Okres§l lim h(x) oraz lirglAh{x}.
X— 400 x ="

W okrag o promieniu 1 wpisano trojkaty rownoramienne. Oznacz przez X
diugos¢ podstawy, a przez aix) — dhlugos¢ ramienia tego trdjkata. Okresl granice

lim alx), lim a(x), lim a(x).
x—0f x—2" x—1

A 12, Wierzchotkami trdjkata ABC sa punkty A = (-1,3), B =(2,0), C = (x,0). Niech
P(x) oznacza pole trojkata ABC. Ile wynosza granice lim P(x), liml2 P(x), lim P(x)
X —

oraz lim P(x)? X —~—co x—4
N hr0
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-2 dlax € (—m;—l)
a114. Korzystajac z wykresow funkcji f(x) = =x2 i g(x) = 1 -1 dlax € {-l ; 1) i
x-1 dlaxe(1;+m)

okresl granice: lim h(x), lim hi(x), lim h(x), lim h(x), lim hi(x), lim hix),
_...]__

N o= =00 X oo e x—-1% X x—1%

gdzie h(x) = f(x) - g(x).

A15. Korzystajac z wykresow funkeji fix) = x* i g okredlonej ponizej, podaj granice
lim hix), lim hix), lim hix), lim hix), gdzie h(x) = f(x) - g(x).
x—=0" x—=0*

N— =00 XN —=4c0

a) g = (1) b) g(x) = - X 0 g0 =1
GRANICE FUNKCJI — DEFINICJE
f Korzystajac z definicji granicy funkcji, oblicz granice.
a) lim (5x-2) ¢) lim (3x%+2x) e) lim (6-5x)
X o= 0 bl =] Xm0
b) lim (7-3x) d) lim (4x+9) f) lim (8x?-7x)
A Korzystajac z definicji granicy funkcji w punkcie, oblicz granice.
a) lim (5x+1) ¢ lim (7x-1) e) lim —2.
x—2 x—10 -3 =4
b) lim (3-4x) d) lim (2x*-3) f) lim 2X- 2_
x—==1 x—1 x==2 2X+35
7 Korzystajac z definicji granicy funkcji, oblicz podane granice.
x+5 dlax<3
= ;o hi o
a) f(x) {_Hﬁ s fix) Jo fix)

;}7: dlax«:ﬂ;

lim f(x), lim f(x)
x2-7 dlax>0 x—0° x=0*

b) F{x}={

2x  dlax<0 _
o flx)= log, x dla oz thﬁ-- f(x), x11n3+ f(x)
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Korzystajac z definicji granicy funkcji, oblicz granice.

"! - |"l -
; Tim 1 -x 3 lim Ix =1 i 2xt+x—=13
Al M sres B s o My
: 3 2
lim 2x+]1 lim X f) lim X *1
h}x_+m x4+ 4 d}xd_m X2 4+ x ) N 2X2-3x+4

Korzystajac z definicji granicy funkcji w punkcie, oblicz granice.

a) lim (cosx +tgx) ¢) lim ((x+7)°-sinx) e) lim X
X—1T x=10 x—81 logsx
i M el- i X, = i 4
b) lim (5*-log:(3+x)) d) J}lqn‘& (8- log, 5x) f) “111511 -
3 £ 2

Korzystajac z definicji granicy funkcji, oblicz podane granice.

(x?+10 dlax<-2 lirr}j_ Flx), Hﬂ'é+ fix),
X— - X——
=1 == dla-2 <x<2.
a) f{x} Aiz ’ ' l]]T]_ f{X}, 11m+ f(X}
e dla x > 2 Xx—2 x—2
[ log(-x) dlax <0 lim f(x), lim f(x),
b) f(x) =4 10%~° dlao<xg10; ¢ =
10 +1logy, (x-10) dla x> 10 o e, M fix)
sin x dlax:-:-—% lim _ f(x), lirr111+ f(x),
O foo=1tgx da-T<x<T, S Yoo
cosx dlax>T lim  f(x), lim f(x)
2 x—~§- x—-%

Korzystajac z definicji granicy funkcji, wykaz, ze nie istnieje:

a) granica funkcji fi(x) = ﬁ w punkcie 1,

b) granica funkcji f(x) =sinx w —oo,

15
el

¢) granica funkcji f(x)=tgx w punkcie 2

3x-1 dlax<?2

d) granica funkcji fix)=-+ . w punkcie 2,
. i f { x*=3 dlaxz?2 P
2 dlax<-1
e) granica funkcji f(x)=1 X w punkcie -1.
5 dlaxz-1
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n23. Korzystajac z definicji granic jednostronnych, wyznacz taka warto$¢ parame-
tru p, dla ktorej wartosci granic jednostronnych w punkcie 1 sa rowne.
2%-F dlax<1 sin%—p dlax=<1

4P +log.x dlaxz1

a) flx)= { b) ,F{sz{

p+cos% dlaxz1

n24. Korzystajac z definicji granicy funkcji, wykaz, ze nie istnieje:

a) granica funkcji f(x)= '-EJ- w punkcie 0,

b) granica funkcji f(x) = ﬁ:“:;l' w punkcie -2,
-1 dlax<0

¢) granica funkcji sgn(x) = { 0 dlax=0 w punkcie 0.
1 dlax=0

FUNKCJE CIAGLE

A Wskaz punkty nieciggiosci funkcji, ktorej fragment wykresu przedstawiono
na rysunku.
! I . fresd ! i i Ly
g Ny NG AN LA
i S ]__ o : i i \,\ 14 % >._,' : :_1 et :
PR S S G e S . Ul ¥ (S M SRS N SRR £, IS S WSR-S S S S0 S S, TP T i ML - S S
1. = : X 1 X 1 ! X
l l
{ |

Wyjasnij, dlaczego funkcja f nie jest ciagla w punkcie x.

1 2
2 f{x}={x dlax#0 o b) ﬂx}={x dlax +2 i
1 dlax=0 5 dlax=2

A Na podstawie wykresu funkcji f okresl, czy funkcja ta jest ciagla w kazdym
punkcie swojej dziedziny (jezeli nie, wskaz punkty, w ktorych nie jest ciagla).

[2x -1 dlax e (—oc;{]> [cosx dlaxe (noa;ﬂ)
a) fi(x)=1 ) ) fi(x) =1
X2 -dx+4 dla (G;+o¢r) 1 dla (U;+m)
2 X r1 g
(%) -~ (—m;—l) = dlaxe( oc,{])
b) f(x) =1 d) f(x)=12 dla x € (0;3)
| log,(x+5) dlaxe (—1;+oo) oA e <3;+N)
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Oblicz.

a) lim (3x*-5x%+1) c) lim .Ei?."i.;*_’; e) lim 98X
X1 x——2 VXI5 x""-’} 2x -4
: 2x2 =1 : |x — 3| : 0,3*-3
b) ,}-T-{]} dx% + 3 4 xllnj1 2x2 +1 f) xlinjg x+ 4
| Wyjasnij, dlaczego funkcja f nie jest ciggla w punkcie 1.
X=1 dlax#1 #=1 Aaw
a]fu)={|x—” b) f(x)=1 x-1 #
0 dlax=1 1 dlax=1
Wyznacz punkt, w ktorym funkcja f nie jest ciggla.
x? dla|x| g1 dla |x] =1

1
b) f(x}={x

-x2 dla|x| <1

alﬂﬂ={

¥ dla|x|=1

Wyznacz takg wartos¢ parametru p, dla ktorej funkcja f jest ciggla w kazdym
punkcie swojej dziedziny.

Zx+12 _r
alﬂm={-ﬂ~ﬁ dlax+-6
P dlax=-6

4x* =25
d}ﬂﬂz{ﬁﬁf? dlax+5

p dlax=5

12 S - x+1 B
h}ﬁﬁ={l—x dla x # -1 o foo | St dlax4-1
a4 iz p dla x =-1
vl - 8x° - 27 :
o) f(X}={ *— dlax#-1 f) f‘(x}=<[ v dlax#15
o (A==l p dlax=1,5

Wyznacz taka wartos¢ parametru m, aby funkcja f byla ciagla w kazdym
punkcie swojej dziedziny.

2-m dlax<0

Ix+m dlaxz0

x*+m dlaxg-=2

a) ﬂxl={ c) ﬂx}={

mx+1 dlax>-2

2 : / m-5%+1 dlaxgl1
b) Hx}z{mx +1 dlaxs<? Q) fl’x}={

x+m dlax>?2 m+logsx dlax>1

Oblicz, dla jakich wartosci parametréw a i b funkcja f jest ciagla w punkcie 1.

3*+a dlax<l1 ax—73 dlax <1
a) flx)= {3 dlax=1 b) f(x)=4 b dlax=1
x*+b dlax>1 log.x-4 dlax=1
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Wyznacz wartosc x.

a lim (5x-4)=6 ¢) lim “x+1=2 e) lim (x?-5x)=-4
X—X0 X—=Xn X—xp
b) lim —2_ =-5 d) lim 3*=1 f) lim 3X-1_>

Oblicz granice (o ile istniejg): lim  f(x), Iimﬂ Fix), iim1 f(x) oraz }inri1 fix).
x— X— x—

x—-1
-x* dla x (-m;ﬂ} 2% dla x € (—m;—])
a) f=12x+1 daxe (0;1) b) f(x)=125x+3 dlaxe (-1;4)
3 dla x € (1;+00) 9-x% dlaxe (4:+)

746, Wyznacz wartosci parametrow a i b, dla ktorych funkcja f jest ciaglta w zbio-
rze liczb rzeczywistych.

6 50k { x-+32 -4 dla|x| <1

ax+b dla |x| > 1

3x¢+5 dlalx|z1

a) fix}={

ax+bk dlaix| <1

A37. Sprawdz, czy funkcja f jest ciagia w punktach -11i 1.
x-1 3§
o7 dax#-lix+41
f=4-1 dla x = -1

I dlax=1

Qo

-1 dlax<0
A38. Ustal, czy funkcja sgni(x) = {G dla x =0 jest ciggla w kazdym punkcie

swojej dziedziny. 1 dlax>0

739, Niech [a] oznacza najwieksza liczbe caltkowita nie wieksza od liczby a. Na
przyklad: [2,3] = 2, [7,5] = 7, [8] = 8, [-5] = -5, [-5,2] = -6. Naszkicuj wykres
funkcji f. W ktorych punktach funkcja ta jest ciggta?

a) f(x)=x-[x] b) flx)=x+[x]

nd0. Udowodnij, ze jezeli funkcje f i g sq ciagle w punkcie xg, to w tym punkcie
ciggla jest tez funkcja h.

a) hix) = f(x)+g(x) b) h(x) = f(x) - g(x)
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TWIERDZENIE DARBOUX

"0 Wykaz, ze rownanie ma rozwigzanie w podanym przedziale.
a) 5x*-7x+1=0, (0;1) 0 x3+3x3+2=0, (-1;1)

b) x> -x*+1=0, (-1;0) d) x*-x3-2=0, (-2;1)

A Wykaz, ze rownanie ma rozwigzanie w podanym przedziale.

: o 1 : _ .
2 2v%-3x=0, (1;1) 0 logzx-% =0, (1;2)

b) 2-“+%+4=ﬂ, (—1;—,1) d) cosx +1gx =0, (—%¥—E)

a2

Al Wykaz, ze rownanie ma rozwigzanie w podanym przedziale, a nastepnie
znajdz przyblizong wartosc¢ tego rozwigzania z bledem 0,25.

a) X3+2x-25=0, (0;4) ) x*+2x-30=0, (-1;3)

b) x*+x+6=0, (~4;0) d) K +x2+15=0, (-5;-1)

A Wykaz, ze funkcja f przyjmuje wartos¢ p w podanym przedziale.
a) fx)=x3-2x%, p=7, (0;3)

b) f(x)=3x+x%, p= l%-, {—2;1}

c) f(X)=—2x3+ﬁx, p=%, <—1;1)

f Wykaz, ze f(-2) - f(2) < 0. Czy to oznacza, ze funkcja f ma miejsce zerowe
w przedziale (-2 ;2)? Odpowiedz uzasadnij.
-x+3 dlax<0
a) flx)=-3--2 0) fx)=
f x-1 f {—x—iﬁ dlax=0
-x* dlax<0
b) f(x)= 2 -1 d) f(x}={ ;
X+3 x> dlax>0
A Wykaz, 7e podane réwnanie ma co najmniej jedno rozwiazanie. Podaj przy-

kiad przedzialu (a . b) takiego, ze b—-a < 4 i rozwigzanie rownania do niego nalezy.

a) sinx=x-1 ) 2% +3 =—x

b) logysx=x-4 d) Jx+1=x
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Wykaz, ze rownanie ma rozwigzanie w podanym przedziale, a nastepnie
znajdz przyblizona wartos¢ tego rozwigzania z bledem 0,25.

a) 2-x*-14=0, (2;6) 0 3-x+06=0, (1;5)
b) x+sinmrx+1,6 =0, (—3;1) d) x+cos TX =0, (—4;0)

a) Wykaz, ze rownanie x - 2¥ = 1 ma rozwigzanie, ktore jest dodatnig liczba
mniejsza od 1.
b) Wykaz, #e rownanie EXT = —% ma rozwigzanie, ktore jest ujemna liczba wieksza
od -1.
¢) Wykaz, ze rownanie x+2% = 1 ma rozwigzanie, ktorego wartos¢ bezwzgledna jest
mniejsza od 1.

A49. wykaz, ze funkcja f przyjmuje warto$¢ p w podanym przedziale.

a) f)=sinTX+3x%, p=3, (-1;1)

b) fix)=logx -cosmx, p=0,7, (1;1[)}

0 foo=(4)"+2&, p=18, (0;1)

x+2'

150. 3 Wykaz, ze rownanie 125x% — 600x% + 880x - 384 = 0 ma trzy rozwiazania,
ktore naleza do przedziatu (D; 3).
b) Wykaz, ze rownanie x* — 7x* + 5x° + 31x — 20 = () ma cztery rozwigzania, ktore
naleza do przedziatu (-2 3 5}.

a51. Funkcja ciagla { okreslona w przedziale <a;.l’:1> ma dokladnie n miejsc zero-
wych: x,x2,X3,...,Xn, gdzie a < X; <Xz <X3 <... <Xy <b. Wykaz, Ze w kazdym
7 przedzialow (a;x.). (x. ;Xz). o (x,, ;b) wartosci funkcji f maja staly znak.

=

794, Kwadratowy stél ma cztery nogi réwnej dlugosci, jednak chwieje sie, bo
podloga nie jest rowna — sa w niej wglebienia i wypuklosci, ktére zmieniaja sie
w sposob ciggly (nie ma pionowych uskokdw). Wykaz, ze obracajac stot o kat o mie-
rze mniejszej niz 90° mozna znalez¢ pozycje, w ktorej wszystkie cztery nogi beda
stabilnie staly na podlodze.

752, Wykaz, 7e kazda figure wypukla mozna rozciaé:
a) na dwie czesci o réwnych polach,
b) na trzy czesci o rownych polach,
¢) wzdluz prostych rownoleglych na trzy czesci o réwnych polach.
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OBLICZANIE GRANIC

A2 Oblicz.
a) lim (i + 2)

! x =400 \XT
B lim (=2 1)

) X—gos L X3

c) lim

X =00

(
(

d lim (L,+_3_-i+«.§)
(

X——0

: 4 1 1
e) lim |[—==-=-=
]x_...m Ix10 % 3)

A . Oblicz.

a) lim (3xf+2x3+1)
X—=4o0

b) lim (5x3-x%+5)
X ==

¢ lim (x>-2x*+1)

X — oo

d) lim (—4x19+3x3 +x9)
X — o0

f./0. Oblicz.

: T |
a) xl_l-rilw 3Ixt e x

; 10 4 2y
lim — 2% +2X
h]x_+w =x10 4 x84 Pxd

: 2t +3x -1
C llm T
} X = 00 Ixd -4

: 3 - 2x% + X
d) lim X -=XIX
} X =g 2.:'{5‘1'4.?{2 +3

e) lim -3x + 2x~f +12
X —+os x4 - x3

OBLICZANIE GRANIC

i)

e)

f)

g)

h)

f)

X= =t X
lim - 31
X = o = x_z -4
12 3 1
lim 220 "%
x—too AL 4 L7
A A
3
-%-3
. 7
lim i p
b ) :3 + ;{: .
lim (4x7 = x* + 2x% = 3)

X——oo

lim (lx" _xd g 2yt l)
x—+oa A3 3 8

lim (1,8x% + x> - 0,2x3 - 2)

X ——oo

. -x“_x“ X3_ )
XEIPN ( 6 9+4 A

lim 4X°+5x°+2
Xo— —00 X3+x-l

sxt - 7x¢
X = 400 3x5+4x5—?

~2x - 3x% + Ox
g —ps X+ AXT-x

6x3 - 2x2 + 1
X e 1 - 2x2

INT+ 27 -Tx
x——pa —OXT+2X+3

125



fl Oblicz.

a) lim x3@2x4-x)

X——ea

b) lim (3x° + 3x)(5-x%)

X == 40

c¢) lim 2x*+x3+x)x>+x-3)
X =

f Oblicz.

: J-4x-2x°
Q) lim oD

b] lll’[‘l {SX‘? e x}{zx + 3]
g Xt -3x+5

A T =5x> + 2x% = 3x
© xl—l-rilm (2x2-x)2x +3)

A Oblicz.

a) lim (5?7 = 2)

X =+

Bl 2L
X == (i) +(0,2p

o m ()95

X o= 2x+5x—'3

A Oblicz.
a) lim (5-3*+4-7%)

A — 0

b) lim (4-9*-5-6%)

X — +0d

¢) lim (6-2%-4-5%)

X +00

d) lim

N — 400 0% 4 3%

N
o Jim §22

f) lim -3

X400 2X=T%

?.N

126

d) lim 2x" +x3-Dx°-x2+x)

X——ro

e) lim (-3x°-x2+1)5-x%-2x)

X =402

f) lim (4x° -5x*)(3x" - 2)

X—=—ca
im  X(3x +2)d - x)
DI e

: (5 =2x3)°
e) xl_l,er (x2 = 3x)4x + 1)(x - 2)

; (Fx=2PGx+3)P
B xl_l.Tm (=5x% + x)dx - 1)

: 3
- xl-l-Tm log;x -2

f) lim (log;x - logg; X)

K= +00

. ﬁ,?:‘ + I.ﬂ'gn S
g lim ==

h} ].i.m Iugﬂ.i . 2"‘

-3
X = 400 mi—lﬂ

W T
8 xl—l.Tm 4.6%4+7.2%

o BgR e
hy Mmoo

N g 4376
DB soTse
i) lim 3=7:6"

X—+c0 4:3¥+3.5%

k) lim =8:4%+5

X — 400 3‘1’5'?'\:

L 5-4.5%+6.8
l} xlil.r-{]m 3'81“5‘43'{"2
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a61. Oblicz, dla jakiej wartosci parametru m spelniona jest rownosc.

lim

mx* =2mx* + 3x

a)
Xo—= o

b) lim (x — my(m - 2)x

(Z2mx? =x)(m+ 1)x2 +

x—=—oo X2+ 3XNIMXZ +5)

m_S.\! = 6131’

o M L g T

X = o0

c)

d) lim

X — 00

(1= 1)-2% = 4)°

62, Oblicz.

a lim (Vx+2-X)
X = 400

b) lim (v4x-2-4x+3)

X —+oa

163. Oblicz.

a) lim I-l+x
x—0

b) lim Vx+d-2
x—10 X
; 5X

C} ,){l]—]?i]] Wvx+1-1
: x-3-2

4 :!J—I?:l? X—7

a64. oblicz.

2x2 + dx = 1

a) lim S—————
x—toa VXV + x5 -3
h:l lim 5&'3 = 2.7('2 + X
X = o0 VAxXt + x
: 4%° - x
ot 1 e
X——os VIXt+x+1
d) lim XXt+x-2
X =00 4 - x4

OBLICZANIE GRANIC

=9

3x%)

-1
3

=-(),7

(m-2%+5)m-2"-3) _o1

4

¢) lim

X— oo

d) lim

X——oa

e) lim
X=1

f) lim
x_..

4

lim
X — 400

g)

h) lim

X— -0

e) lim
X — +0a

f)

XN=—= =

lim

X — —0a

g)

h) lim

X—==00

(V3xe -4-+3xc-1)

(vV3-2x—-+7-2x)

3-J1d-x

X=3

4 - x

V29 -x-5

ﬁ
VX=vXx+3

F
WxT -3 -vx*+ 4

2x3 %+ 3
3x = 3xd

3x — 6x?

X2AXT + X + 1

3x-5
e
A X +1

2x A
Gxt + 1
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OBLICZANIE GRANIC (CD.)

.05 Oblicz.
a) lim %
x—0 X

b) lim =2
x—=0 x|
7. Oblicz.

a) lim 3
x=2+ x=2

b) lim -2X

x—==1* X+1

AD . Oblicz.

, 7x-8
a) ;}I—ﬁ o

; 3x+7
8 Xl_l_n_12 X(x+2)6

; 2x-18
A lm o -5

a Oblicz.
: 3x : -7
a) x]i.llzl_ KE - 4 E] X ]—-I.E]z._ {x + ng e 3}
: 3x : x*
9 xE%* X -4 f) x}_u;ny {3x + 1)(2x = 5)
3
- 5-x - A =5
O Hm S g m o S
o 2x=1 : 3x+1
G118 e W e
3
A Dla podanej funkcji f oblicz granice:
lim f(x) lim f(x) lim f(x) lim fi(x)
X ——00 R—=5" x==5% x—-3
& x-3 = ex+10
a) flx)= (x+5Hx+3) b) fx) (x +3Mx + 3)
128

: =3
9 Ent (x-1p¢
: i
D e
C} lim 2x -1
x—4- 4-X

d) lLim 3-2%

X==5" X+

&) i =L
x——d4 X|x+4|

: x—8
s R

; -2x -8
B Mmoo Si—7)

: 4 -x
€ I i

f] lim 2x +'_3
x—=5 lx+3]

e) lim =<
e

f) lim 2=3X
x—-Gt B+X

; 2x% + 1
8) xkﬂu 3x|x + 10|

: 3x-12
h) lim ok - 27

T x:=2
b U e3P

i) lim Xtx+1
) i Sl L
§ Han a2

x—=5- X —4x -5

k) lim X *2_
x—=3t X*+x-6

D lim —Ll*x
) x—04* —-5x% -8x+4

lim f(x) lim fi(x)
x—==37 X—~+ea
) ~ 1
A FX) = T
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A Oblicz.

)
. X —X
a lim =——=—
¥l XEH+x-2

6+ 3x
b) Bm sk
¢) lim —2-x°

=7 X2+x-6

2x2 —x—1
d}Xl_l_m1 2x2 + 7x +3
2

¥ud XEZX=H

f} llm 3J< —11x -4

Xx—d X2—-3x-4
X +4x+4
R ey
3x2 + 6x
h] xll"_]z —3xf —dx + 4
S Tim X2 +3x-1
1) leHll 4x2 - Ox + 2
3
j)  lim 16x° -9

x—-0,75 42 -5x-6

f Wykaz, ze nie istnieje granica funkcji f w punkcie X0-
a) f(x)= =i =1 d) f(x)= W’ Xo=—2
b) ﬂx}=2f". xﬂ=-§- e) f(x}—J%*xU—l
O ==L, % -3 D FX)= 2529 %0 =
1 Oblicz.
& K -2+ 2x-2 o) lim X +4x° +7x+6

e | M -7x+6

b) lim — 5X

x—0 ).4+2x*+3x3+,\

y—_2 X} +2x2-5x-10

. 6x? - 2x?
D ;}]_l:n; x3—2x - 2x-3

A Dla podanej funkcji f oblicz granice:
lim f(x) lim f(x) lim  f(x) lim fi{x) lim f(x)
X ——o x—-1" 1 x—-2 x—2*

i 3 _ . =2x*
Q) R = i X = a—i=a
A Dla podanej funkcji f oblicz granice:
lim f(x) lim  fix) llm fix) lim f(x) lim f(x)
Ko e il x=37 =57
B 0= ot - ——2 a3 O fw=;

OBLICZANIE GRANIC (CD.)

lim fi(x)

X = 4ob

X2 =y =2

e -

{:] f(x} - 2){3 L 3-7{2 -

lim  f(x)

XK= &0

2xt 4+ a2

ax=-3
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fl a) Dla funkcji f(x) = % oblicz granice:

lim f(x) lim f(x) lim f(ix) lim f(x) lim f(x) lim f(x)
X = =t x_.,,% x=0 x=1 x=1* X b0

b) Dla funkcji g(x) = w oblicz granice:

lim g(x) lim g(x) lim g(x) lim g(x) lim g(x) lim g(x)

X =00 X==3" x——3F x—0 =2 X == 00

A Oblicz lim (f(x) + g(x)), 11m (fix) - gix)) oraz hm (x)

X=X, X—Xg gix)’
Q) f) =52 =L, xo=2
_ox? - _2-X -
bj 'ﬂx)_x+l' W= M-l
IFW=ETT W=t %=}
d fo=211,  g= XX xg=3
A Wyznacz rownania asymptot pionowych wykresu funkcji f.
2 ==
a) flx)= 2 d) fix)= =3
b fi) - 241 o =52
; _ 3X 3x -x
< f{X}—x2+4x+4 B feo= 2x2 +5x-12
A Wyznacz rownanie asymptoty poziomej wykresu funkcji f (o ile istnieje).
- - _ 3
A o= o2 D FO0= S5 lses
Dyl Bk
b F9= R O 0= -2
3 4
o) fx)=3x22xr1 f) flx) = 223X

A79. oblicz.

WX+ 2 =2 v14+2x-Jx+5

. 3 i
% ll_ﬁ x=-2 £ xi_t.]}; 16 - x*
mlmlliu;i d) lim 3=y3xx

Xx—-9 X-3 x—=0 5=+25+x2
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a1 80. Wyznacz rownania asymptot pionowych i poziomych wykresu funkcji f.

= M o o2x% = 2x%
& flE)=2m—= e Al ey~
—ax 24+ 22x -8 S |
W= -5x-12 £ T —x3 +2x7 + 3x
x2 -Fx+€ _ x¥o5xlyx-5
o) fix)= = f}ﬂﬂ"xlﬁr+h—m

Prosta y = ax+b jest asymptota ukosna prawostronng wykresu funkcji £ wiedy i tylko

wtedy, gdy a= lim (%) oraz b= lim (fix)—ax).
x—4om ¥ X — 400

Prosta v = ax + b jest asymptotg ukosng lewostronna wykresu funkcji f wtedy i tyvlko
wiedy, gdy a= lim ﬂﬁl oraz b= lim (f(x) - ax).

Xer—oo K X = =00
Prosta, ktora jest asymptota ukosna prawostronna i lewostronng jednoczesnie, nazy-
wamy asymptota ukodng obustronnag.

n81. Przeczytaj informacje w ramce powyzej. Wyznacz réwnanie asymptoty uko-
$nej wykresu funkcji f.

a) f(o = 2X+3% Q) flaj= B p2e -2
h} .‘('(X} M d} f{x}=%i:% f:l f(X}—x +£x 2-;3

a82. Przeczytaj informacje zamieszczone w ramce przed zadaniem 81. Wyznacz
rownanie asymptoty ukosnej wykresu funkcji £, a nastepnie, korzystajac z niego,
oblicz przyblizona wartosc¢ funkcji dla argumentu x;.

_3x*+10x-2 2 O s e =
a) f(x)= S X0=725 c) flx) STy Xo=9999

_4x' -3+l _7xt+3x% - 2x 41 _ag7a6
b) f(x)= = —T5—=, Xo=1428 d) f(X)= S, X0 =49782

A83. Wyznacz rownania asymptot wykresu funkcji f.

_ 2%+ xl -1 X =x+3 _ 3% + 20xIx
a) f(x)= —'—'—l'l— b) f{X}*— W c) f{?ﬁ')-‘ @1
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ZON

ROZSZER

ES

AKRES

?I".

ROZSZERZONY

...,..._
KRES

ZAK

JNY

RZC

CTETD

BROZSZE

=Ev

ZAKRES

FERZONY

Z

ES ROZS

1
m

RZONY

ZSZEF

3
i

Ea R

FAKRES B

=M

A Wiadomo, ze lim f(x) =11 lim g(x) = +ec. Ktora z podanych ponizej granic
X=—d X=0a

jest bledna?

A. lim (fix)+ g(x)) = +o0 C. lim (f(x) - g(x)) = +c0
X—=q & x—a
i - = =00 3 {X}: o0

B. ,](]Ef, (f(x) = g(x)) D. }]ﬁ gf{x} 5

# . Ktora z podanych ponizej granic jest bledna?

; 10x% +4x _ ; Sx+dxs 1
A im0 C. lm o =3

: -8x% —10x _ _ ; Ix—10x* _ _
B. xl_l,[}_lm 2xi 45 4 D. xEIPm Ox + 5x2 o

A .. Ktora z ponizszych granic jest rowna —oco?

A. lim 3t2x B. lim 2*tdx C. lim 23X D. lim 1=3x
x——5% Xx+5 3 3=x X——G x+b ¥ -4t 4-x

: logi(-x+1) dlax<0

#A° . Dla jakiej wartosci parametru p funkcja fix) = . }- 1 oy P —_— jest
ciggla?

A.p=-1 B. p=0 C.p=1 D.p=2

A . Rownanie x* + x* = x = 1 ma jedno rozwiazanie. Do ktérego z podanych prze-
dziatow nalezy to rozwigzanie?

A. (-1;0) B. (0:1) C. {1:2) D. (-2;-1)

A Tylko jedno z ponizszych réwnan nie ma rozwigzania w przedziale {I};Z).
Ktore to rownanie?

A+2x-%=ﬂ C-3X—10g3{x+2]=ﬂ
B. cosx-x*=0 D.-x*+x3+1=0

7~ . Oblicz granice.

a) im (3-5%-7) d) lim [(3-5%-7)-(5~-4log;x)]
x=0 x—0*

b) lim (5-4logyx) e) lim [(3-5%-7)-(5-4log;x)]
x=0* x=0%
lim [(3-5%-7)+(5-4log f) lim S5 =7

Q) tum 3=l 083 Xl }
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Wykaz, ze funkcja f(x) = H nie ma granicy w punkcie x = 5.

-1 dla|x|>1

x®  da [y <1 75 ciaggta w punktach -1 oraz 1.

Sprawdz, czy funkcja f(x) = {

Wykaz, Zze rownanie x* - x + 3 = 0 ma rozwiazanie w przedziale (—3;1},
a nastepnie znajdz przyblizong wartosc tego rozwigzania z bledem 0,5.
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. Funkcja f(x) =

. Funkcja f(x) = o spelnia warunek

Granica lim —X+2

————=— jest rdwna:
X — ;' X' = “:K ﬁ

. =00 B. -1 C.0 D. +eo

vy i T .
Dla jakiej wartosci parametru p zachodzi rownosé lim —BX=3X%5  _ 77
emro (3X2 = 1p - 2)X

p=2 B. p=2,1 C.p=\|,|'g D.pz%
Ktora z podanych ponizej granic jest bledna?

Jm s =0 C lim RF~T
Granica lim ‘_"M jest rowna:

.0 B. 1 C.1 D.2

Wskaz zdanie prawdziwe.

. Funkcja fx) = X : 1 spetnia warunek f(-1) - f(1) < 0, wiec réwnanie f(x) = 0 ma

rozwiazanie w puedzmle <—1 : 1}.

. Funkcja fix) = 2“ ‘-;peinia warunek f(-1) - f(1) > 0, wiec rownanie f(x) = 0 nie

+1
ma rozwigzan w przedziale { 1; 1)

2X +21 spelnia warunek f(=1)-f(1) < 0, ale réwnanie f(x) = 0 nie ma

rozwiazania w przedf,talt <— : > poniewaz liczba 2 nie nalezy do dziedziny tej
funkcji.

2x+1

f1)

i < 0, wigc rownanie f(x) = 0 ma

rozwigzanie w przedziale <+1 H 1>,

Funkcja f jest okreslona wzorem f(x) = 39‘:23 +4log LX dla x = 0. Wykaz, ze

funkcja f ma co najmniej jedno miejsce zerowe, ktore nalezy do przedzialu (%- ;4).

Wykaz, ze réwnanie x*-7x*+9x°+8x-2 = 0 ma w przedziale (—2 ;2) co najmniej

dwa rézne rozwigzania.
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6x2+3
2x* -8
granice funkcji f, gdy argumenty daza do krancow tych przedzialow.

fl Przedstaw dziedzine funkcji f(x) = w postaci sumy przedzialow. Znajdz

A . Wykaz, ze dla dowolnej wartosci parametru @ granica lim w nie
X— 400 =X+ 2a
jest liczba wieksza od 1%.
13;-1 -sinx dlax<0
A Wykaz, ze funkcja f(x)=10 dla x =0 Jjest ciagla w punkcie 0.
0,55 dlax>0
S ) u% dlax#4-1ix42
Zbadaj ciaglosc funkcji fix) =4 % 7%~ w punktach -1
1 dla x € {-1,2}

oraz 2.

Dana jest funkcja f okreslona wzorem:

£ b dlax<3
X)= .
(x—-m)+2 dlax>3

a) Wyznacz wartosci parametru m, dla ktérych funkcja f jest ciagla.

b) Dla wyznaczonych wartosci m narysuj wykres funkcji f.
f Dana jest funkcja f(x) = x? + 2x - 1.

a) Korzystajac z definicji funkcji rosnacej, wykaz, ze funkcja f jest rosngca.

b) Wykaz, ze funkcja f ma dokladnie jedno miejsce zerowe.
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Pochodna funkcji
Niech f bedzie funkcjg okreslong w przedziale (a ;b) i niech xp € (a ;b). Wowczas:

h) -
o) = lim L0 20D [ (xo)

Liczba f'(xp) jest rowna wspolczynni-
kowi kierunkowemu stycznej do wy-
kresu funkcji f w punkcie (xg, f(xo)).

f'(xg) =a=1gx

Wlasnosci pochodnych
(c - fxX) =c-f'(x)
(F(x) + g(x)) = f'(x) + g'(x)
(f(x) - gx))" = f'(x) - g"x)
(F(x) - g(x)" = f'(x) - g(x) + f(x) - g'(x)

(f'fil) _F® g - fx) - g'(x)
g(x) (g(x))?

[g(f e = g'(y) - f'(x), gdzie y = f(x)

, gdzie gix)+0

Pochodne niektorych funkcji

V=0 (x) =1 (l) ==L m-= % (x4) = ax9-1

Przyklady interpretacji fizycznych
Jesli s jest funkcja opisujaca przemieszezenie obiektu w czasie [, to predkosé obiek-

tu v jest jej pochodng, czyli v(t) = s'(t). Natomiast przyspieszenie obiektu a jest
pochodna predkosci, czvli alr) = v'(t).



Wlasnosci funkcji rézniczkowalnych
Jesli f'ix)>0dlax e (a ;b). to funkcja f jest rosnaca w przedziale (a;b).
Jedli f'ix)<0dlax e (a;b), to funkcja f jest malejaca w przedziale (a;b).
Jesli flix)=0dlax (a;b), to funkcja f jest stala w przedziale (u;b)_

Jesli funkcja f jest rosnaca i rozniczkowalna w przedziale (a;b), to dla kazdego
argumentu x z tego przedzialu f'(x) = 0.
Jesli funkcja f jest malejaca i rozniczkowalna w przedziale (a:b). to dla kazdego
argumentu x z tego przedzialu f'(x) £ 0.

Ekstrema
Mdawimy, ze funkcja f ma w punkcie x, minimum ~4¥ )
lokalne wlasciwe réwne f(xq), gdy mozna wskazaé _ M
takie sasiedztwo punktu xg, ze dla kazdego argumen- . X/ | -
tu x z tego sasiedztwa fixp) < f(x). St --]If{xﬂ}
Mowimy, ze funkcja f ma w punkcie x; maksimum 2 Yll Fix,) E
lokalne wlasciwe rowne fixg), gdy mozna wskazac A
takie sasiedztwo punktu xg, ze dla kazdego argumen- N R _} -
tu x 2 tego sasiedztwa fixp) = F(x). N Xg | X

Warunek konieczny istnienia ekstremum

Jesli funkcja f ma ekstremum w punkcie xg i jest w tym punkcie rozniczkowal-
na, to f{xg) = 0.

Warunek dostateczny istnienia ekstremum

; ___fr_i" . Jesli funkcja f jest rézniczkowalna w przedziale
s f (a;b) i ffx)<0dlaxe (a;xn) oraz f'(x) > 0 dla
i Xe (xn ; b), to funkcja ta ma w punkcie xy minimum.

minimum
o~ Jesli funkcja f jest rozniczkowalna w przedziale
B s (a:b) 1 0> 0dlax e (a;x) oraz f(x) < 0 dla
'~ f = (xu;b), to funkcja ta ma w punkcie x; maksi-

muni,

maksimum



POCHODNA FUNKCJI W PUNKCIE

A . Na rysunku przedstawiono wykres pewnej funkcji f oraz styczne do tego wy-
kresu poprowadzone w trzech punktach: -1, 01i 1. Okresl, czy f'(-1), f/(0)i f'(1) sa
liczbami dodatnimi, ujemnymi, czy rownymi zero.

b)

\*

AZ.Na podstawie wykresu funkcji f okresl, ktora z liczb jest wieksza: f'(1) czy £'(2).

a) ¥ It b) Ml c) 1y f
-..-.‘1__,-_.- /..) ]_-- __h._._ 1_{/
2 12 X | & 1 2 X

7. Na podstawie wykresu funkcji f okresl, ktéra z liczb jest najwieksza: f'(0), £'(1)

czy {'(2).
a) ¥

-

o

W 2

A Narysowane proste sg styczne do wykresu funkcji f w punktach o pierwszych
wspairzednych -2, 0 oraz 2. Okresl £'(=2), f/(0) i f'(2).

a) .

138
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Przyloz linijke (najlepiej przezroczystg) do wykresu funkcji w kazdym z zazna-
czonych punktow tak, aby wyznaczona przez nia linia jak najlepiej odpowiadala
stycznej do wykresu. Oszacuj znak pochodnej w kazdym z zaznaczonych punktow.

i
1+
E R ERTE X

#. Odczytaj z wykresu, w ktorych punktach swojej dziedziny funkcja f nie ma
pochodnej.

a) i iy o WSS 7 NN MU MR
| :
U |

1+ 1 '._f 1 i f

— o - g o 3 % s TH i) .
;. g ;

Korzystajac z definicji pochodnej funkcji, oblicz f'(3).

a) f(x)=4x 0 fx)=-1
b) f(x)=2x%-x d) f(x) =-x*

. Korzystajac z definicji pochodnej funkcji, znajdz rownanie stycznej do wykresu
funkcji:
a) f(x) = x* + 3 w punkcie o wspélrzednych (2, 7)
b) f(x)= i + 1 w punkcie o wspolrzednych (-1, 0)
¢) f(x)=x+3 w punkcie o wspolrzednych (0, 3)

. Sprawdz, czy funkcja f ma pochodna w punkcie 2.

x+2 dlaxs2
2 £ = {x2 dla x> 2
. 2x dlax<?
B} H"")={E dla x > 2
2

x=1 dlax<?
O =48 garsz
]
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Dla h odpowiednio bliskiego zeru wartosé ilorazu réZznicowego %@ jest bliska
pochodnej f'(x). Korzystajac z tego, mozna oszacowal pochodng funkcji w danym
punkcie.

Jesli na przykiad checemy oszacowad wartosé pochodnej funkgji fix) = sinx w punk-
cie 0, wybieramy odpowiednio mala wartos¢ h i obliczamy wartosé ilorazu réznico-
wego dla tak dobranego h, np.

sinf0 +0,1) —sin0 _ o ¢
011 o np-jgﬁ‘

sinf0 + 0,01) - sin0
0.01 = 0,99998

Mozemy przyjac, ze sin'(0) = 1 (w rzeczywistosci jest to dokladnie 1).

dla h=0,1 mamy

dla h=0,01 mamy

a10. Przeczytaj informacje w ramce. Opisang metoda oszacuj wartos¢ pochodnej
funkcji f w punkcie xg:

a) fix)=cosx, xp=0 ¢) fix)=23*, x5=1

b) f(x)=2% x0=0 d) f(x)=sinx, xo=7

all. Wyznacz wartosci parametrow p i g tak, aby funkcja f(x) =

{ x+p dlax<3
byla rézniczkowalna w punkcie 3.

4 dlax>3
X

POCHODNA FUNKCJI

A Oblicz pochodng funkcji f.

a) flx)=x'? ¢) flx)=-33x e) f(x) = ix
b) f(x) = 2% d) f=2 f) fix)= xt—z;

f Oblicz pochodna funkcii f.
a) f(x)=(x-3)(2-x) 0 fx)=(x+1)/x e) fix)= (x*+2yx) Ix
b) f00= (0 -x)(x-2) & f()=1 (x2-2x) 0 ()= (x2-2) IR

A Oblicz pochodna funkcji f.

a) fx)= 25 ¢} flx)= 2xx: 1 Zodtie 5.2.»;3;12
b) fx) = 1% d) fix)= ":‘ : f) flo= "x—”ﬁ
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Oblicz pochodng funkcji f na dwa sposoby: 1) zastosuj wzor na pochodna
iloczynu (ilorazu); 2) wykonaj najpierw mnozenie (dzielenie), a nastepnie oblicz
pochodna. Porownaj wyniki.

a) ()= (x*+1) (x~5) O f0=(R+D(&-1) o fo=2rt
b) £(x) = (x? + V&) (x - 1) d) fl =212 D) fl0 =25

Podaj trzy przyklady funkcji f spelniajacej ponizszy warunek. Ile takich przy-
ktadow mozna podac?

a) f'(x)=5 b) f/(x)=7x%+2 o) f'(x)=x?

Do wykresu funkcji fix) = ’f:l—z poprowadzono styczne w punktach (l,

i(2,1). Wyznacz punkt przeciecia tych stycznych.

)

| =

Dana jest funkcja f okreslona wzorem f(x) = x* — 8x + 5.

a) Wyznacz wspolrzedne punktow, w ktorych styczne do wykresu funkcji f sa row-
nolegle do prostej y =4x - 7.

b) Wyznacz wspolrzedne punktow, w ktorych styczne do wykresu funkcji f sa pro-
stopadte do prostej y = Jd-x +3.

Przez punkt (1,1) przeprowadzono prosta | styczng do wykresu funkcji f.
Sprawdz, czy istnieje styczna do wykresu funkcji f prostopadla do prostej I. Jesli
tak, to wyznacz wspolrzedne punktu, w ktoérym nalezy ja poprowadzic.

a) f(x)=x’ b) f(x) = x? ) flx) = j_c

Czy mozna wskazac¢ dwa rozne punkty wykresu funkcji f, w ktorych styczne
sa do siebie rownolegte? Jesli tak, podaj przykiad, jesli nie — uzasadnij dlaczego.

a) f(x)=x3 +x b) fix)=x*+5 ¢) fix)=x14+2x3

Wyznacz (o ile istnieje) rownanie stycznej do wykresu funkcji f, nachylonej
do osi x pod katem «.

a) fix)=x2+1, a¢=30° B} fix)= =, of=45" ¢) fix) =X, ot=45°

1
X

Przez punkt o podanej odcietej x, poprowadzono styczng do wykresu funkcji
v = x7. Wyznacz przyblizona miare kata nachylenia tej stycznej do osi x.

a) xo=1 b) xp=2 c) xp=-44
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Przex punkt 0 ]J(Jdﬁﬂt"l odcietej xp poprowadzono styczna do wykresu funkcji
ata nachylenia tej stycznej do osi x.

F(x} =

a) xo=4 b) Xu=2—2\f§ c) Xu=2(l+

5

Wyznacz odciete punktow, w ktorych styczna do wykresu funkcji f(x) = xz+l
jest nachylona do osi x pod katem .
a) a=0° b) ot =45° ¢ oo=135"
A Wyznacz taka wartosé a, aby styczna do wykresu funkeji f(x) = ax® w punkcie
xp = 2 byla nachylona do osi x pod katem «. Wynik zaokraglij do 0,001.
a) o=20° b) &« =50° c) o =80°

a) Na paraboli y = x* wyznacz punkt lezacy najblizej prostej y = x - 5.

b) Na hiperboli y = xl wyznacz punkt lezacy najblizej prostej y = -9x.

¢) Na wykresie funkcji y = /x wyznacz punkt lezacy najblizej prostej y = }i-x+ 3.

721 . Udowodnij wzor: (;i;) = - qu‘gjtxﬂf” 9 - odzie g(x) 4 0.

n28. Katem, pod ktorym przecinaja sie dwie krzywe, nazywamy kat ostry (lub
prosty) miedzy prostymi stycznymi do tvch krzywych w punkcie ich przeciecia.
a) Jeden z punktow przeciecia sie wykresow funkcji f(x) = ¥x i glx) = x* ma
wspolrzedne (1,1). ZnajdZz z dokladnoscia do dziesiatej czesci stopnia kat, pod
ktorym wykresy funkcji f i g przecinajg sie w tym punkcie.
b) Znajdz z dokladnoscia do dziesiatej czesci stopnia kat, pod ktérym prosta
y =-x + 2 przecina wykres funkcji y = /x.
¢) Oblicz, dla jakich wartosci parametru m wykresy funkcji f(x) = m i g(x) = x?
przecinajg sie pod katem prostym.

129. z punktu P poprowadzono styczne do wykresu funkcji f(x) = x*. Wyznacz
rownania tych stycznych.

a) P=(0,-3) b) P=(-1,0)

A30. Niech prosta [ bedzie styczna do hiperboli o rownaniu y = % w punkcie P.
Prosta ta przecina osie ukladu w punktach A i B. Wykaz, ze punkt P jest srodkiem
odcinka AB.

iﬂ Wykaz, ze styczna do paraboli y = ax?® w punkcie (xp,)s) ma réwnanie
= 2dXxgX — Vo-
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Zgodnie z definicja pochodnej funkcji f w punkcie xp f'(xp) = }!j_.}».ﬂ w_
wiec mozna przyvjac, ze dla odpowiednio malych dodatnich wartosci h zachodzi:
Flixg) = w. a stad wynika, ze fixo+h) = f(xg) + f'(x0) - h. Skorzystamy z tej
zaleznosci, aby obliczy¢ przyblizong wartosé /106, Niech xo = 100, h=61 f(x) = /X

(zatem f'(x) = 3= ). Wredy:

f—— " . ' 1 = 3 .
VT06 = f(106) = f{100 + 6) = £(100) + £'(100) - 6 = /100 + s7mg  6=10+55=103

A32. Przeczytaj informacje w ramce. Opisang metodg oblicz przyblizong wartosc:

1

37
a) /10008 b} + 1009 ] W

133. Pochodna pochodnej funkcji f nazywamy druga pochodng funkcji f i ozna-
czamy f''(x). Pochodna drugiej pochodnej funkcji f nazywamy trzecig pochod-
na funkcji f i oznaczamy f'"(x). Oblicz wartos¢ f"(x) i f"'(x) w punkcie 4.

a) flx)=x? b) f(x)= ) fx)=x

Funkcja f jest funkcja parzysta, jesli dla kazdego argumentu x tej funkcji rowniez —x
jest jej argumentem i f(=x) = f(x).

Funkcja f jest funkcja nieparzysta, jesli dla kazdego argumentu x tej funkcji réwniez
-x jest jej argumentem i f(-x) = —f(x).

A34. a) Przeczytaj informacje w ramce. Udowodnij, ze jezeli funkcja jest réznicz-
kowalna i parzysta, to jej pochodna jest funkcja nieparzysta.

b) Przeczytaj informacje w ramce. Udowodnij, ze jezeli funkcja jest rézniczkowalna
i nieparzysta, to jej pochodna jest funkcjg parzysta.

POCHODNA FUNKCJl ZLOZONEJ

A Wyznacz wzory funkcji g« f oraz f = g.

a) flx)=JX, gx)=x+5 e) f(x)=log;x, g(x)=2~4x
b) f{x}=i,g{xl=2x—3 f) flx)=5% gx)=-2x-7
¢) f(x)=x2% g(x)=-3x+1 g) f(x) = cosx, gix) = x*

d) fx) =sinx, g(x) = 0,5x + 1 h) Fx) = (1), gt =x*
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Podang funkcje mozna przedstawic jako zlozenie f(x) = (h < g)(x). Podaj przy-
ktadowe wzory, jakie moga mie¢ funkcje g i h.

- — _ G - TCOSX
a) f(x)=log;(5x - 8) 0 fX) =7~ e) fix)=7%% -5
b) f(x)=+/sinx d) flx)= 33-2% f) flx)=2+(4x° - 2x)®
9. . Wyznacz pochodna funkcii.
a) f(x)=(6x+5)"" ¢) flx)= _—4%_—?- e) f(x) = V5x2 +4x
b) f(x) = /5% -2 d) f(x)= (23 - 3x%)° f) F= iy
f Korzystajac z wartosci funkcji f i g x 0 1 2 3 4 5
podanych w tabeli oblicz:
; fix)| 2 5 3 1 3 -+
a) (f e g)0), (gofNO), (f =)0, (geg)O)
gx)| 5 |3 4|2 |52

b) (f « g2), (gef)3), (f=f)4d), (geg)5)
c) (Fegof)1), (gofog)l), (gofof)l), (gegeg)l)
d) (FefoglO), (Fogeg)2), (gegefl3), (feofef)5)

A Wyznacz wzory funkcjigef,feg, fof oraz ge=g.

a) f00 = V2X, 90 = 5 ) f(x)=log,(x - 5), g(x) = 7 cos 3x
b) (0= 5x* =2, gx) = 3" + 2 d) fx) = 7l ) = 20X+ 1

f Wyznacz wzory funkcji g = f oraz f - g.

Q) f)=tg2x, g0 = 1 0 f(X)=x2+x, g(x) = 3" - 2x
i) = 2. /R - 3% = Fa e X = _dX
b) f(x)=2,/x- JX, glx)=3-logx d) f(x) = 0 GX) = 25
A Wyznacz wzory funkcjigefeoh,fehegoraz hef og.

a) fix)=2% g(x)=x+2, h(x)=2yx €) flx)=JX, gx) = i h(x) = x*

b) fix)=sinx, g(x) = cosx, h(x) = d) f(x) =logs x, g(x) = 5%, h(x) = x?

X
T

Funkcje f mozna przedstawic jako zlozenie f(x) = (heg)(x). Podaj przykiadowe
wzory, jakie mogg miec funkcje g i h, oraz znajdz wzor funkcji k(x) = (g = h)(x).

a) fix)=+x2-2x ¢) filx)= ﬁ-,—
b) f(x) =log (x* + x) d) £(x) = sin(2x + 5%)
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Wyznacz pochodng funkcji f.

e — [ x+4 = 3f x=1 *5'39

A 0= [32 b 0= (24) o f=Y(EL) @ foo= ()
A Wyznacz pochodng funkcji f.

a) f(x)=(4x-7)*+(3x*+2x-5)* c) filx)= qp + VAXZ + 5x

b) f(x) = (5x% +4)6 - (x? = 3x+ 7)3 d) f/(x) = f:ax? T3 -
A Wyznacz pochodng funkcji f.

a) f(x)=(4x-3)°-(2-5x) c) f(x)=7x+5-(3x-4)°

b) f(x)=(6x+5)* - (-2x + 3)‘% d) f(x)= +/-3x-5-+/2x+9

Wyznacz rownanie stycznej do wykresu funkcji f w punkcie o pierwszej
wspolrzednej xg.

a) flx)=3x*-2xy4, x=1 ¢) fix)=x-5x~-1, xp=2
b) f(x)= ¥2x3 +3x2, xp=-1 d) fX) = +12x}_1 =10 +3x)3, xp=-3

nd’. Funkcje f mozna przedstawic¢ jako zlozenie dwdch funkceji. Zaproponuj, jakie
wzory moga mie¢ te funkcje. Podaj dwie rozne propozycje.

Q) fX)=VXx+7 b fl)=2 g) fl) =34 d) f(x) = log,(8x%)

7148. Przeczytaj informacje w ramce przed zadaniem 34. Udowodnij, ze:
a) zlozenie dwoch funkcji parzystych jest funkcja parzysta,
b) zlozenie dwoch funkcji nieparzystych jest funkcja nieparzysta,

¢) zlozenie funkcji parzystej i funkcji nieparzystej (niezaleznie od kolejnosci zlo-
zenia) jest funkcja parzysta.

149, Udowodnij, ze:
a) ztozenie dwaoch funkcji rosnacych jest funkcja rosnaca,
b) zlozenie dwoch funkcji malejacych jest funkcja rosnaca,
¢) zlozenie funkcji malejacej i funkcji rosnacej (niezaleznie od kolejnosci zlozenia)
jest funkcja malejaca.

a50. Udowodnij, ze jesli funkcja y = g(x) jest ciagla w punkcie xp, a funkcja y = fi(x)
— w punkcie g(xp), to w tym punkcie xg ciagla jest tez funkcja h(x) = (f = g)(x).

aol. Wyznacz pochodng funkcji f.

a) f(x)=+/(5x% - 4x)3 + 2 b) flx) = *Hu;_fﬁ +5
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MONOTONICZNOSC FUNKCJI

Na podstawie wykresu funkcji f* okresl przedzialty monotonicznosci funkceji f.

a)

Wyznacz przedzialy monotonicznosci funkcji f.

A5C
¢) fix)=x3+3x?

a) flx)=2x3 +3x% - 12x
b) f(x)=-x3 - 3x° + Ox d}f{x]=*"{*x

e) fix)=x*+32x

f) flix)=-2x%+3

a) Wykaz, ze funkcja f(x) = 5x° + 4x — 6 jest rosnaca.

A
b) Wykaz, Zze funkcja f(x) = -3x" — x + 8 jest malejaca.

. Do kazdej z funkcji o wykresie przedstawionym na jednym z rysunkow
(1) -1V dopasuj wykres jej pochodnej sposréd wykresow (A) -(D) .

@ % @ N ®|

A

| | 1
| .'I { | | | f ".I
| b Al i | \ 1/ \f
= N — = o=
| X i i I'I
!

=
i
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£

A Jeden z ponizszych wykresow przedstawia funkcje f, a drugi — funkcje f'.
Ktory jest ktory?

a) b) | Y c) Yi
. )
Y X e \jl X I.
A Wyznacz przedzialy monotonicznosci funkceji f.
a) f(x)= %x“’* % %xz d) £(x) =3x5 + 5x3
b) f(x)=3x* + 8x3 e) f(x)=12x% + 15x* - 40x?
c) p‘"{:«.']|=3";;+:nc3+::<z f) f{x}=m¥§-+3-§imx
A Wyznacz przedzialy monotonicznosci funkcji f.
a) flix)=x%-4x3-12x2+32x ¢) fi(x)=6x> -20x? - 45x% - 60x
b) f(0) =X - X - 35 d) fl =2 - X+ X 3%
A Wyznacz przedzialy monotonicznosci funkcji f.
a) fix)= X1 o fo=X=L &) f= 1
b) f) = X d) fl) = X"+ 0x-8 D =L -

A a) Wykaz, ze funkcja f(x) =1 - x - /X jest malejaca.
b) Wykaz, ze funkcja f(x) = x(1 + ,/x) jest rosnaca.

¢) Wykaz, ze funkcja f(x) = —- jest malejaca.
W
761, Wyznacz przedzialy monotonicznosci funkcji £(x) = %W" %xz-

7102, Dana jest funkcja f(x) = ax® + bx? + cx + d. Wyznacz, dla jakich wartosci para-
metrow a, b, ¢, d funkcja f jest rosngca.

i’ w zaleznoéci od war-

703, Okresdl przedzialy monotonicznoéci funkcji f(x) = o
tosci parametrow a i b.
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EKSTREMA

A0 Odezytaj z wykresu funkceji f, w jakich punktach osiaga ona ekstrema.
a) Y b) £ WS c) AT
$ g 3 _
1 i 14 1
0 1 X G' ] X 0 1 X
H | Wyznacz ekstrema funkcji f.
a) f(x)=x3-6x%+9x+1 d) f(x)=x*-6x>-8x-3
b) fix)=-2x3-9x* - 12x-3 e) fix)=3x*+4x3 - 36x2
c) flx)= sz -3x2+9x -9 f) fx)=-3x%4+16x3-24x° + 16

|

Okresl przedzialy monotonicznosci i ekstrema funkcji f.

) f)= g b) fX) = 7'y A f09= oy
A Naszkicuj wykres funkcji f oraz na jego podstawie okresl, w jakich punktach
funkcja f osigga ekstrema.
a) f(x)=sinx ¢) f(x)=tgx e) fix)=log,x
b) f(x) = cosx d) f(x)=2* f) f(x)= x|

fl Wyznacz przedzialy monotonicznosci funkcji f i znajdz jej ekstrema.
a) flx)=2x*-8x3+11x2-6x+1 ¢) f(x)=-2x3-5x%+ 10x* + 50x% + 102
b) f(x)=3x* - 4x3 — 30x% — 36x + 2005 d) fix)= %xﬂ R %x:" +5x2+7

A Wyznacz przedzialy monotonicznosci funkcji f i znajdz jej ekstrema.

3

e g _X+3 _ X*3
Q) f(X)= ¢) ) == e) f(x) T
_X+3 ol XX =2 SR . o b
b) f() = 25 dy fip) = = ) f =-S5
A W‘iznacz przedzialy monotonicznosci i ekstrema funkcji f(x) = fgi;—llr oraz
= X“+1
g =T
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Wyznacz przedzialy monotonicznosci funkcji £ i znajdz jej ekstrema.

a) f(x)= X4 b) flx) = X=7 &) Foy=£=9

A Wyznacz przedzialy monotonicznosci funkcji f i znajdz jej ekstrema.

a) fl0 =24 b) flx)= X+1 0) f =%}
f ZnajdZ warto$ci parametrow a i b, dla ktérych funkcja fi(x) = {i’i Jtﬁ osiaga

ekstremum w punkcie —1 rowne 0,5. Okresl, jakiego rodzaju jest to ekstremum.

Podaj przykiad wzoru funkcji oraz naszkicuj wykres funkgji, ktora:
a) ma w punkcie 1 ekstremum, ale nie ma w nim pochodnej,

b) ma w punkcie 1 pochodng rowng 0, ale nie ma w nim ekstremum.

Jaki warunek musza spelnia¢ wspolczynniki a, b, ¢ oraz d, aby funkcja
fix)=ax*+bx2+cx+d, gdziea+0
a) nie miala ekstremow,

b) miata dokladnie jedno ekstremum,
¢) miala dwa ekstrema?

A Oblicz, dla jakich wartosci parametru p funkcja f(x) = i’*—";—’ nie ma ekstre-
mow. o

Dla jakich wartosci parametru p funkcja f(x) = %x* - %x3 - %p3x3 +2p°x ma
dokladnie jedno ekstremum? Czy jest to maksimum czy minimum?

w

7 /8. Znajdz ekstremum funkgji f.

a) fX)=x-VI+x b) fix)=xv/T-Xx €) flx) = i
(9. Wyznacz przedzialy monotonicznosci funkcji f i znajdz jej ekstrema.

a) f(x)=xv4-x2 b) fix)=x2v9-x2 c) fx)=x3/25-x2

A 80, Znajdz najwiekszy wyraz ciagu.

j _ h e _J _ n?+100

a) an = 75755 b) ay =-n*+39n- 100 £) dp= B

781, Ustal, ile rozwiazan ma réwnanie w zaleznosci od wartosci parametru p.
a) 2x* -3x°-12x+10=p b) 3x* +4x? - 12x2-5=p

EKSTREMA 149



A82. Ustal, ile rozwigzan ma rownanie w zaleznosci od wartosci parametru p.

1 _ x2+1 _
=% =P B) Se=q =P

a)
A, Zaloz, ze dla dowolnej liczby rzeczywistej p symbol g(p) oznacza liczbe roz-
wigzan rownania E‘f—"'“}; = p. Wyznacz wzor funkcji y = g(p) i naszkicuj jej wykres.
- X
A84. zaloz, ze dla dowolnej liczby rzeczywistej m symbol g(m) oznacza liczbe
rozwiazan rownania "‘4*:—*‘:“4 = m. Wyznacz wzor funkcji y = glm) i naszkicuj jej
wykres.

a85. Wyznacz argumenty, dla ktorych funkcja f(x) = ax + i—’. (a,b = 0) przyjmuje
ekstrema. Wyznacz te ekstrema.

7806, Wyznacz wartoéci parametréw a i b, dla ktorych funkcja f(x) = {T?%
osigga ekstremum rowne -3 dla x = 1. Okresl, jakiego rodzaju jest to ekstremum.
Dla wyznaczonych wartosci parametrow a i b znajdz drugie ekstremum i okresl

jego rodzaj.

ZASTOSOWANIA POCHODNEJ

A Odczytaj z wykresu najwieksza _ y
i najmniejsza wartos¢ funkcji f w po- o e _ _ f
danym przedziale: ; I L :
a) (0;1) d) (-3;4) YA il

dE E = () i %, Py
b) (4;2) e) (-4;4) Lodni s "
1.- =

o (1:3) f) (-5:3)

A0 Wyznacz najmniejsza i najwicksza warto$¢ funkcji f(x) = 2x* = 3x° + 2 w prze-
dziale:
a) (-1;1) b) (0;2) o (-1;11)

A Wyznacz najmniejsza i najwieksza wartosc funkcji f w podanym przedziale.
a) flx)=x3-3x+1, (—l ;3} ¢) flx)==x3+6x2+7, <—3; 5}
b) f(x) =-2x3 +24x -5, (~3;3) d) F(0) = 2x3 +3x2 - 2x, (-3;2)
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Wyznacz najmniejszg i najwiekszg wartosc (o ile istnieja) funkcji okreslonej

wzorem f(x) = %x* -2x3 - %xz + % w podanym przedziale.

a) (-2;0) b) (-1;1) 0 (-2:3)

Wyznacz najmniejsza i najwieksza wartosc (o ile istniejg) funkcji f(x) = 5}{;_’*1#-
w podanym przedziale.

a) <-1;%> b) (-2;0) 0) (1%;3)

Przedstaw liczbe 1 jako sume takich dwoéch dodatnich liczb, aby:
a) suma kwadratéw tych liczb byla jak najmniejsza,
b) iloczyn jednej z tych liczb i szeScianu drugiej z nich byl jak najwiekszy,
¢} suma jednej z tvch liczb i czwartej potegi drugiej z nich byla jak najmniejsza.

Wyznacz dwie liczby dodatnie a i b, ktorych suma jest rowna 4 i podana
ponizej suma jest mozliwie najmniejsza.

a) a’+b b) a'+ b* c) a*+b?

Dodammie potosie uktadu wspdtrzednyceh i prosta [ przechodzaca przez punkt
P ograniczaja trojkat. Wyznacz rownanie prostej [, jezeli pole traojkata jest mozliwie
najmniejsze.

a) P=(1,2) b) P=(2,5) c) P=(4,1)

Dwa wierzcholki prostokata leza na prostej I, dwa pozostale na paraboli p.
Oblicz wymiary tego prostokata, tak aby jego pole bylo jak najwieksze.

a) l:y=4, by I: =0, ¢l Ly=5,
p:y=x2 p:y=—%x2+25 pry=2x2-9

Za polozenie 1 m* plytek na dnie basenu trzeba zaplaci¢ 10021, a 1 m? plytek
na scianach — 120zl Oblicz, jakie powinien mie¢ pozostale wymiary prostopa-
dioscienny basen o diugosci 10m, by jego pojemnos$¢ wynosita 100 m?, a koszt
polozenia plytek byl jak najmniejszy.

Chcemy zbudowad szkatulke na bizuterie w ksztalcie prostopadioscianu o po-
jemnosci 2000 cm?, ktorej dwie ze $cianek bocznych sa kwadratami. Sciany boczne
maja by¢ wykonane z materialu, ktorego 1 dm? kosztuje 5 z1, a dno i pokrywka ma-
ja by¢ wykonane z materialu, ktorego 1 dm? kosztuje 10zl Oblicz, jakie wymiary
powinna mie¢ ta szkatulka, aby koszt wykorzystanych do jej budowy materiatow
byl jak najmniejszy.
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Z drutu o diugosci 10 em wykonujemy ramke
bedaca brzegiem figury zlozonej z prostokata i pol-
kola. Dobierz dlugosé¢ a, tak aby powstala figura al
miala najwieksze pole powierzchni. Oblicz to pole.

- i e

a) Drewniana tacka w ksztalcie prostokata otoczona jest metalowa tasma.
Fragment tasmy o dilugosci 1 cm wazy 1 g. Tyle samo wazy 1 cm? deski, z ktorej
wykonano tacke. Oblicz, jaki powinien by¢ stosunek diugosci bokow tej tacki, aby
jej pole bylo najwieksze, a waga wynosita 250 g.

b) Jak zmienilaby sie odpowiedZ na pytanie w podpunkcie a), gdyby tacka byla
otoczona tasma tyvlko z trzech stron?

Suma diugosci krawedzi graniastostupa jest rowna 60 cm, a jego objetosc
jest najwieksza z mozliwych. Oblicz diugosci krawedzi tego graniastoshupa, jesli
jego podstawa jest:

a) kwadratem, b) tréjkatem rownobocznym, ¢ szeSciokatem foremnym.

Oblicz, jaka najwieksza objetos¢ moze miec stozek o tworzacej dlugosci:
a) 1m, b) Im.

A Oblicz, jakie wymiary powinien mie¢ metalowy pojemnik w ksztalcie walca
o objetosci 64 dm?, aby na jego wykonanie zuzy¢ jak najmniej metalu, jesli:

a) pojemnik nie ma pokrywki, b) pojemnik ma pokrywke.

W obliczeniach pomin grubosé blachy, z ktérej ma by¢ wykonany pojemnik.

W kule o promieniu 1 m wpisujemy walec. Oblicz, jakie wymiary powinien
miec¢ ten walec, aby:

a) jego objetosc byvla jak najwicksza,
b) pole jego powierzchni bocznej bylo jak najwieksze.

a) Pewna firma sprzedaje towar, ktorego cena waha sie pomiedzy 50zt
a 100 zl. Liczba sprzedanych dziennie sztuk L zalezy od ceny ¢ zlotych jednej
sztuki towaru zgodnie ze wzorem: L{c) = 210¢ - 2¢?. Oblicz, jaka cena jednej sztuki
towaru przynosi najwiekszy przychod tej firmie.
b) Miesiecznie pewna firma jest w stanie wyprodukowac¢ co najwyzej 500 sztuk
towaru. Cena C zlotych, jaka firma uzyskuje za jedna sztuke, zalezy od licz-
by wyprodukowanych miesiecznie egzemplarzy towaru t zgodnie ze wzorem:
C(t) = 500 - 0,02t. Koszty K ziotych, jakie firma ponosi, by wyprodukowad
t sztuk towaru miesiecznie, mozna obliczy¢ ze wzoru: K(t) = 0,001+% - 0,5¢° + 500¢.
Oblicz, ile sztuk towaru powinna miesiecznie produkowac ta firma, zeby osiagnac
jak najwiekszy dochod.
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a) Oblicz, jakie wymiary powinien mie¢ prostokat o obwodzie 10cm, aby
w wyniku obrotu tego prostokata wokol jednego z bokow otrzymac walec o jak
najwiekszej objetosci.
b) Oblicz, jakie wymiary powinien miec trojkat rownoramienny o obwodzie 10 cm,
aby w wyniku obrotu tego trojkata wokol podstawy otrzymacd bryle o jak najwiek-
szej objetosci.

a106. w kule o promieniu 1 m wpisujemy stozek. Oblicz, jakie wymiary powinien
miec¢ ten stozek, aby:

a) jego objetosc byia jak najwieksza,

b) pole jego powierzchni bocznej bylo jak najwieksze.

a1107. Liczbe dodatnig p przedstawiono jako sume dwoch liczb a i b takich, ze

suma a'’ + b jest najmniejsza z mozliwych. Wyznacz liczbe a.

1 TUE. Znajdz na paraboli o réwnaniu y = % taki punkt, ktérego odleglosc od
punktu (2,4) jest najmniejsza.

7 109, Pojemnik bez pokrywki ma mie¢ ksztatt walca. Scianki i dno beda mie¢ gru-

bos¢ d i jego pojemnosc ma wynosic 1 litr (zobacz rysunek). Oblicz, jakie wymiary
powinna mie¢ wewnetrzna czes¢ tego pojemnika, aby na jego wykonanie zuzyc jak
najmniej materiatu.

71 11, Hurtownia sprzedaje codziennie 100 sztuk pewnego produktu. Przywoz te-
go produktu od producenta kosztuje 900 zI bez wzgledu na wielkos¢ dostawy.
Jednak przechowywanie 1 sztuki w magazynie kosztuje 2 gr za dzien. Oblicz, co ile
dni wiasciciel hurtowni powinien zamawia¢ dostawy, aby zminimalizowa¢ faczny
koszt dostaw i magazynowania.

17111, Zuzycie paliwa przez pewien samochéd (w litrach na 100 km) zalezy od jego
predkosci v (w km/h). Zaleznosé te dla v € (4{}; 13D> mozna zapisa¢ wzorem:
p(v) = 0,005v2 - 0,8v + 40
a) Oblicz, przy jakiej predkosci samochod spala najmniej paliwa. lle wtedy spala?

b) Godzina korzystania z takiego samochodu wynajetego w pewnej wypozyczalni
kosztuje 32,40 zt. Oprocz tego trzeba zaptaci¢ za paliwo po 4 zi za litr. Oblicz, przy
jakiej predkosci podrozowania faczny koszt transportu bedzie najmniejszy.
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'ASTOSOWANIA POCHODNE.] (CD)
ZASTOSOWANIA POCHODNEJ (CD.)

Czasteczka porusza sie wzdtuz linii prostej i jej odleglos¢ d (w metrach)
od ustalonego punktu P na tej prostej jest funkcja czasu t (w sekundach), ktory
uplynatl od poczatku obserwacji. Oblicz odleglosé od punktu P, predkosé i przy-
spieszenie czasteczki w momencie rozpoczecia obserwacji.

a) dit)=3+52+9t + 10
b) dt)=t*+3t>+5t+7
¢) d(f) = 2t* + 53 + 612
d) d(t) =3t*+2¢% + 4t

Z dachu domu rzucono w gore pitke. Jej odleglos¢ |
h (w metrach) od ziemi po uplywie czasu t (w sekundach),
ktory uplynal od momentu wyrzutu, opisuje funkcja:
h(t) = =5t% + 25t + 30.

a) Okresl dziedzine tej funkcji.

b) Z jaka predkoscia pitka uderzyla w ziemie? _ ‘ﬂﬁiﬁ’

e ———

¢) Po jakim czasie od wyrzutu predkos¢ pitki byla rowna
0oy
5

Czasteczka porusza sie wzdluz linii prostej, na ktorej ustalono kierunki do-
datni i ujemny (tak jak na osi liczbowej). Przemieszczenie d (w metrach) czasteczki
od ustalonego punktu P na tej prostej jest funkcja czasu t (w sekundach), ktory
uplynat od poczatku obserwacji: d(t) = -t + 9t* - 15¢ + 12,

a) Oblicz odleglos¢ od punktu P, predkosc i przyspieszenie czasteczki w momencie
rozpoczecia obserwacji. Co oznacza ujemna wartos¢ predkosci?

b) Oblicz odlegtos¢ od punktu P, predkosc i przyspieszenie czasteczki po uplywie
4 sekund od rozpoczecia obserwacji. Co oznacza ujemna warto$¢ przyspieszenia?
c) Oblicz odleglos¢ od punktu P, predkosc¢ i przyspieszenie czasteczki po uply-
wie 6 sekund od rozpoczecia obserwacji. Co oznaczajg ujemne wartosci predkosci
i przyspieszenia?

Czasteczka porusza sie wzdluz linii prostej, na ktorej ustalono kierunki do-
datni i ujemny (tak jak na osi liczbowej). Przemieszczenie d (w metrach) czasteczki
od ustalonego punktu P na tej prostej jest funkcja czasu t (w sekundach), ktory
uptynat od poczatku obserwacji: d(t) = t* — 9t° + 24t + 5.

a) Kiedy czasteczka zmienia kierunek ruchu?
b) Jaka predkosc osiaga czasteczka w chwili, gdy jej przyspieszenie jest réwne 0 g}?

¢) Jakie jest najwieksze przemieszczenie w ciagu pierwszych 4 sekund od poczatku
ohserwacji?
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Czasteczka porusza sie wzdluz linii prostej, na ktorej ustalono kierunki
dodatni i ujemny (tak jak na osi liczbowej). Odlegto$¢ d (w metrach) czasteczki
od ustalonego punktu P na tej prostej jest funkcjg czasu t (w sekundach), ktory
uplynal od poczatku obserwacji: d(t) = t* — 6t + 151 + 7.

a) Kiedy przyspieszenie czasteczki jest rowne () %P

b) Jaka jest minimalna predkos¢, z ktora porusza sie czasteczka?

¢) W jakiej odleglosci od punktu P znajduje sie czasteczka w momencie, gdy osiaga
predkosé 6 %?

Pewien obiekt poruszajacy sie wzdiuz linii prostej zaczeto obserwowacd
w momencie, gdy znajdowal sie w punkcie P. Jego odleglos¢ d (w metrach) od
punktu P po uplywie czasu t (w sekundach) od poczatku obserwacji opisuje wzor
dit)= -

+-T~

a) End_]i:lz predkosc, z jaka ten obiekt mijal punkt P.

b) Po jakim czasie od poczatku obserwacji obiekt zmienit kierunek ruchu?
¢) Znajdz najwieksza odleglosé, na jaka obiekt oddalit sie od punktu P.

Lokomotywa przez 9 minut poruszala sie po prostoliniowym torze. W tym
czasie odleglos¢ d (w kilometrach) lokomotywy od stacji zmieniala sie zgodnie
ze wzorem d(t) = 0,01t/100 - 2, gdzie t (w minutach) oznacza czas, jaki uptynat
od momentu, gdy lokomotywa mijala stacje. Opisz, jak zmieniala sie predkosc
lokomotywy.

7 1159, Czasteczka porusza sie wzdluz linii prostej, na ktérej ustalono kierunki do-
datni i ujemny (tak jak na osi liczbowej). Przemieszczenie d (w metrach) czasteczki
od ustalonego punktu P na tej prostej jest funkcjg czasu t (w sekundach), ktory
uplynal od poczatku obserwacji: dit) = t* - 4,5t - 12t + 10.

a) Naszkicuj wykres, jak zmienia sie predkosc¢ v(t) czasteczki w ciggu pierwszych
6 sekund od poczatku obserwacji.

b) Zdefiniujmy szybkos¢ s(f) (w -m—-} nastepujaco s(t) = [v(t)|. Opisz, jak zmienia si¢
szybkos¢ czasteczki w ciggu plE[’W‘ai}Lh 6 sekund od poczatku obserwacji.
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a120. Temperatura T (w stopniach Celsjusza) podgrzewanej wody zmienia sie
zgodnie ze wzorem T(f) = 100 - % gdzie t oznacza czas (w minutach) od po-
czatku podgrzewania.

a) Oblicz T'(t) oraz T"(t). Ustal jednostki kazdej z tych wielkosci.

b) Jak szybko zmienia si¢ temperatura wody po 3 minutach od poczatku podgrze-
wania?

¢) Oblicz T"(3). Zinterpretuj otrzymany wynik.

al121. Objetos¢ V (w m?) wody w zbiorniku jest funkcja czasu t (w godzinach) od
momentu rozpoczecia obserwacji: V(t) = 2t* — 15¢% + 24t + 20.

a) Jaka byta minimalna objetos¢ wody w zbiorniku?
b) Oblicz V'(2) oraz V''(2). Wyjasnij znaczenie wynikow.

¢) Czy po t godzinach od rozpoczecia obserwacji, gdzie V'(t) = 0, wody w zbiorniku
przestalo ubywad, czy przestalo przybywac?

d) Czy po t godzinach od rozpoczecia obserwacji, gdzie V"(t) = 0, w zbiorniku
ubywa wody w maksymalnym czy w minimalnym tempie?
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Pochodna funkcji f(x) = i’*:f w punkcie 1 jest réwna:

A. -1 B. 1 C. 2,5 D.3

Pochodna funkcji f(x) = (x* - 5)v/x2 + 3 ma wzor:

) r f ] - 'i—- r
A.f{x]:ixu'x~+j+%ﬁ% Cf(X}=2X'T;_lTE

¥ S fapd X‘E—S v = E-ﬁl_
B. f/(x)=2xvxT+3+ > D. f/(X) = 2X" - —5emn

fl Styczna do wykresu funkcji f(x) = (2x — 1)* w punkcie (1, 1) ma rownanie:

A.y=80x-79 B. y=10x-9 C.y=5x-4 D.y=2x-1
Funkcja f(x) = V/6x2 - x? jest rosnaca w przedziale:
A <—ﬁ; ﬁ) B. (—oa;{)} Ea (E:i ;+oo] D. ([];4}

Dla ktorej z podanych wartosci parametru p funkcja f(x) = -2x* + 3x% + px - 4
jest malejaca?

A.p=-3,29 B. p=-1,49 C.p=097 D. p =281

Réznica miedzy najwieksza wartoscia funkcji f(x) = x* + 3x° — 9x w przedziale
<—4;4> i najmniejsza wartoscia funkcji f w tym przedziale jest rowna:

A. 96 B. 81 C. 56 D. 32

Dla jakiej wartodci parametru a funkcja fix) =2 '” osigga maksimum w punk-
cie 157 '
A.a=15 B. a=5 C.a=1 D.az%

. Czasteczka porusza sie wzdtuz linii prostej. Jej odleglo$¢ d (w metrach) od usta-
lonego punktu P na tej prostej jest funkcja czasu t (w sekundach), ktory upltynat
od poczatku obserwacji: d(t) = -t*+15t2+10 dlat € {[}; I.U). Ktore z ponizszych
zdan jest falszywe?

A. W momencie, gdy rozpoczeto obserwacje, czasteczka nie poruszata sie.
B. Po uplywie 10 sekund od poczatku obserwacji czasteczka zatrzymala sie.
C. Najwieksza predkos¢, jaka osiagnela czasteczka, wynosila 75 %

D. Przez pierwsze 5 sekund obserwacji czasteczka oddalata sie od punktu P,
a przez kolejne 5 sekund przyblizala sie do niego.

PRZED SPRAWDZIANEM 157



ZON

ROZSZER

ES

AKRES

?I".

ROZSZERZONY

...,..._
KRES

ZAK

JNY

RZC

CTETD

BROZSZE

=Ev

ZAKRES

NY

’ERZO

F.

ES ROZS

1
m

Z

ZAKRES

RZONY

Tt

P ABES BT
ZAKRES ROZSZI

A . Znajdz ekstrema funkciji f(x) = i;f:f'

A Znajdz dwie dodatnie liczby a i b, ktorych suma jest rowna 20 i suma a® + b*
jest mozliwie najmniejsza.

A ZnajdZ rownanie prostej przechodzacej przez punkt (2, 3), ktora wraz z do-
datnimi polosiami ukladu wspdlrzednych ogranicza trdjkat o najmniejszym polu.

A Znajdz pole powierzchni bocznej walca o mozliwie najwiekszej objetosci, kto-
ry jest wpisany w kule o promieniu 2.

e

Funkcja f dana jest wzorem f(x) = (l . .122)” Rozwiaz rownanie [ (31:) =-f'(1).

A Wykaz, ze wszystkie trojkaty ograniczone osiami ukladu wspolrzednych

i styczng do wykresu funkcji f(x) = —% maja rowne pola.
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Funkcja f(x) = :":_: jest okreslona dla kazdej liczby rzeczywistej x. Pochodna
tej funkcji jest okreslona wzorem:
i — —3%%+2x+12 et — 3X°—2x-12
AP == ap S-S
proy . —9xZ +2x~12 it o 9X2 -2 +12
B F == ar Sl U

X
2x-8
x # 4. Wowczas pochodna tej funkcji dla argumentu x = 2 + 4 jest rowna:

-1 242 o 5
? B. T C.- .I. D- 21- 2

Funkcja f jest okreslona wzorem f(x) = dla kazdej liczby rzeczywistej

A.

Prosta dana rownaniem y = %x+ % jest prostopadia do stycznej do wykresu
funkeiji fix) = x* - 3x3 + x* + x + 5 w punkcie:

A.(-1,6) B. (0,5) C. (1,5) D. (2,3)

Ktdra z ponizszych funkcji, okreslonych w zbiorze liczb rzeczywistych, nie ma
minimum lokalnego ani maksimum lokalnego?
A. f(x) = 4x2 + 5x C. Flx)=4x3 + 2x
B. f(x)=3x3+2x° D. f(x) = (4x + 1)

Dana jest funkcja f okreslona wzorem f(x) = 35-’,%2 dla kazdej liczby rzeczy-
wistej x. Oblicz wartos¢ £(10) pochodnej tej funkcji dla argumentu 10.

Oblicz wspolczynnik kierunkowy stycznej do wykresu funkcji f(x) = &'};T okre-
slonej dla kazdej liczby rzeczywistej x # 1, poprowadzonej w punkcie A = (6, %)
tego wykresu.

Funkcja f jest okreslona wzorem f(x) = ;2:11 dla kazdej liczby rzeczywistej x.
Wyznacz rownanie stycznej do wykresu tej funkcji w punkcie P =(1,0).

Punkt P = (10,2429) lezy na paraboli o rownaniu vy = 2x° + x + 2219. Prosta
o rownaniu kierunkowym y = ax + b jest styczna do tej paraboli w punkcie P.
Oblicz wspolczynnik b.

Styczna do paraboli o réwnaniu y = /3x° = 1 w punkcie P = (xg, Yo) jest nachy-
lona do osi Ox pod katem 30° Oblicz wspolrzedne punktu P.
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Funkcja f jest okres$lona wzorem f(x) = x?fl dla kazdego x € (—1 :+m), Wy-
kaz, ze f jest funkcja rosnaca.

Funkcja f jest okreslona wzorem f(x) = x* + 0,5(2x + 1)* dla kazdego x € R.
Oblicz najmniejszg wartosc¢ tej funkcji.

Funkcja f jest okreslona wzorem f(x) = x* = 2x* = x* + 1 dla kazdego x € R.
Wykaz, ze liczba 5 nalezy do zbioru wartosci tej funkcji.

Rozpatrujemy wszystkie trapezy rownoramienne, w ktore mozna wpisaé
okrag, spelniajace warunek: suma diugosci diuzszej podstawy a i wysokosci tra-
pezu jest rowna 2.

a) Wyznacz wszystkie wartosci a, dla ktorych istnieje trapez o podanych wilasno-
sciach.

b) Wykaz, ze obwod L takiego trapezu, jako funkcja diugosci a diuzszej podstawy
trapezu, wyraza sie wzorem L(a) = W-

¢) Oblicz tangens kata ostrego tego sposrod rozpatrywanych trapezow, ktorego
obwod jest najmniejszy.

Dany jest okrag o Srodku S i promieniu 18. Rozpatrujemy pary okregow:
jeden o srodku S i promieniu x oraz drugi o srodku 5: i promieniu 2x, o ktorych
wiadomo, Ze spelniajq jednoczesnie nastepujace warunki:

— rozwazane dwa okregi sa styczne zewnetrznie;

— obydwa rozwazane okregi sa styczne wewnetrznie do okregu o $rodku § i pro-
mieniu 18;

— punkty: S, 5;, S» nie lezg na jednej prostej.

Pole tréjkata o bokach a, b, ¢ mozna obliczy¢ ze wzoru Herona

P = \/p(p - a)p - b)p - c),
gdzie p — jest polowa obwodu trdjkata.
Zapisz pole tréjkata S5,5: jako funkcje zmiennej x. Wyznacz dziedzine tej funkcji
i oblicz diugosci bokow tego z rozwazanych trojkatow, ktorego pole jest najwiek-
sze. Oblicz to najwieksze pole.

Parabola o rownaniu y = 2 - %xz przecina os
Ox ukladu wspolrzednych w punktach A = (-2,0)
i B = (2,0). Rozpatrujemy wszystkie trapezy row-
noramienne ABCD, ktorych dluzszg podstawg jest
odcinek AB, a konce C i D krotszej podstawy lezg na
paraboli (zob. rysunek). Wyznacz pole trapezu ABCD
w zaleznosci od pierwszej wspolrzednej wierzchotka
C. Oblicz wspolrzedne wierzchotka C tego z rozpa-
trywanych trapezow, ktorego pole jest najwieksze.
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Rozpatrujemy wszystkie trojkaty ABC, ktorych

wierzcholki A i B leia na wykresie funkcji f okre- . o

dlonej wzorem f(x) = ;—1 dla x # 0. Punkt C ma ' 'Ex‘;\ f »
wspolrzedne (D,—%), a punkty A i B sa polozone sy- VL O 1 3 \
metrycznie wzgledem osi Oy (zob. rysunek). Oblicz : ' ﬂ‘é 1 ' T
wspolrzedne wierzchotkow A i B, dla ktorych pole

trojkata ABC jest najmniejsze. Oblicz to najmniejsze
pole.

Firma X wytwarza pewien produkt D. Badania rynku pokazaly, ze zwiazek
miedzy iloscig Q produktu D, jaka firma jest w stanie zby¢ na rynku, a cena P
produktu jest nastepujacy:

P(Q)=90-0,1Q dla Q € (0;900),

gdzie P jest cena za jednostke produktu w zlotych, a Q — iloscia produkiu w tys.
sztuk.

Koszty K wytworzenia produktu D zaleza od ilosci Q wytwarzanego produktu
nastepujaco:

K(Q)=0,0020Q3 + Q¢ + 29,99850Q + 50,
gdzie K jest kosztem produkcji w tys. zL

Oblicz, przy jakiej wielkosci produkcji firma X osiaga najwiekszy dochod. Wynik
podaj zaokraglony z dokladnoscia do 100 sztuk.

Na rysunku obok przedstawiono polozenie miej-
scowosci A, B i C oraz zaznaczono odleglosci miedzy
nimi. O godzinie 9:00 z miejscowosci A do C wyru-
szyl zastep harcerzy ,Tropiciele” i przemieszczal sie 20 km
z predkoscia 4 km/h. O tej samej godzinie z miejsco-
wosci B do A wyruszyl zastep harcerzy ,Korsarze”

i przemieszczal sie z predkoscia 2km/h. Wyznacz "
godzine, o ktorej odleglos¢ miedzy tymi zastepami
harcerzy bedzie najmniejsza.

Dany jest prostokatny arkusz kartonu o diugo-
sci 80cm i szerokosci 50 em. W czterech rogach tego
arkusza wycieto kwadratowe naroza (zob. rysunek).
Nastepnie zagieto karton wzdluz linii przerywanych,
tworzac w ten sposob prostopadloscienne pudetko
(bez przykrywki). Oblicz dlugosc boku kazdego z wy-
cietych kwadratowych narozy, dla ktorej objetosc
otrzymanego pudetka jest najwieksza. Oblicz te mak-
symalna objetosc.
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Pewien zaklad otrzymal zamowienie na wykonanie prostopadlosciennego
zbiornika (catkowicie otwartego od gory) o pojemnoéci 144 m?. Dno zbiornika ma
byé¢ kwadratem. Zaden z wymiarow zbiornika (krawedzi prostopadloscianu) nie
moze przekraczac¢ 9 metrow. Catkowity koszt wykonania zbiornika ustalono w na-
stepujacy sposob:

— 100zt za 1 m? dna

— 75zt za 1 m” §ciany bocznej.

Oblicz wymiary zbiornika, dla ktorego tak ustalony koszt wykonania bedzie naj-
mniejszy.

Rozpatrujemy wszystkie takie prostopadiosciany, w ktorych suma dlugodci
wszystkich krawedzi jest rdwna 80, pole powierzchni catkowitej jest rowne 256
i zadna z krawedzi bryly nie jest krotsza niz 4.

Objetos¢ kazdego z rozpatrywanych prostopadioscianow mozna wyrazic za pomo-
cg funkcji
Vic)=¢?-20c? + 128¢

gdzie ¢ £ {4 : %> jest dlugoscia jednej z krawedzi bryly. Sposrod rozpatrywanych
prostopadioscianow oblicz objetosé tego prostopadioscianu, Ktorego objetosc jest

najmniejsza.

Rozpatrujemy wszystkie prostopadiosciany o objetosci 8, ktorych stosunek
diugosci dwoch krawedzi wychodzacych z tego samego wierzchotka jest réwny 1:2
oraz suma diugosci wszystkich dwunastu krawedzi jest mniejsza od 28. Wyznacz
pole powierzchni catkowitej prostopadioscianu jako funkcje dlugosci jednej z jego
krawedzi. Wyznacz dziedzine tej funkcji. Oblicz wymiary tego sposrod rozpatrywa-
nych prostopadioscianéw, ktorego pole powierzchni catkowitej jest najmniejsze.

Rozpatrujemy wszystkie mozliwe drewniane 10 - 2x
szkielety o ksztalcie przedstawionym na rysunku, 7’7
wykonane z listewek. Kazda z tych listewek ma
ksztalt prostopadioscianu o podstawie kwadratu : ;
o boku diugosci x. Wymiary szkieletu zaznaczono ] 6
na rysunku. F T I

-

a) Wyznacz objetos¢ V drewna potrzebnego do ? _ n
budowy szkieletu jako funkcje zmiennej x. ¥ | |1 £
b) Wyznacz dziedzine funkcji V.

¢) Oblicz te wartosc x, dla ktorej zbudowany szkie-
let jest mozliwie najciezszy, czyli kiedy funkcja
V' osiaga wartos¢ najwieksza. Oblicz te najwieksza
obhjetosc.

Rozwazmy wszystkie graniastoslupy prawidlowe trojkatne o objetosci 2.
Wyznacz dhugosci krawedzi tego z rozwazanych graniastostupow, ktorego pole po-
wierzchni calkowitej jest najmniejsze. Oblicz to najmniejsze pole.
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Rozpatrujemy wszystkie walce, ktorych pole powierzchni catkowitej jest row-
ne 2. Oblicz promien podstawy tego walca, ktory ma najwieksza objetosc. Podaj
te najwieksza objetosc.

i

A Rozpatrujemy wszystkie walce o danym polu powierzchni catkowitej P. Oblicz
wysokosc i promien podstawy tego walca, ktérego objetos¢ jest najwieksza. Oblicz
te najwieksza objetosc.

Rozpatrujemy wszystkie stozki, ktoryvch przekrojem osiowym jest trdjkat
0 obwodzie 20. Oblicz wysoko$¢ i promien podstawy tego stozka, ktorego obje-
tosc jest najwicksza. Oblicz objetosc tego stozka.

Rozpatrujemy wszystkie stozki, w ktorych suma diugosci tworzacej i pro-
mienia podstawy jest rowna 2. Wyznacz wysokos¢ tego sposrod rozpatrywanych
stozkow, ktdorego objetosc jest najwieksza. Oblicz te objetosc.

Syzyf codziennie stoi przed zadaniem wtoczenia ciezkiej kamiennej kuli na
szczyt pewnej gory. W chwili t = 0 znajduje sie on w punkcie O oddalonym od
szczytu o 4 km, a polozenie x Syzyfa wtaczajacego kule jest opisane rownaniem

x(t) = -3 +16,5t* + 180t dla t € (0;24)
gdzie x jest wyrazone w metrach, a t — w godzinach.

05 Ox jest skierowana do wierzchofka gory i jest styczna w kazdym punkcie do
zbocza gory. Oblicz najmniejsza odleglosc, na jaka Sveyf zblizy sie do wierzcholtka
gory, oraz maksymalna predkosé, z jaka wtacza kamien pod gore.
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ZESTAW MATURALNY 1. Zakres podstawowy

Zadanie 1.
Na rysunku ponizej przedstawiono zbior A.

[ L
-4 25

S

Zadanie 1.1. (0-1)
Dokoncz zdanie. Wybierz wlasciwg odpowiedZ sposrod podanych.
Zbior A jest rozwigzaniem nierownosci:

Ax-2|<B B [B[R Cx-F>B 0[P

Zadanie 1.2. (0-1)

Ocen prawdziwosc ponizszych zdan. Wybierz P, jesli stwierdzenie jest prawdziwe,
albo F — jesli jest falszywe.

1. | Do zbioru A nalezy 10 liczb pierwszych. P F

2. | Do zbioru A nalezy 6 liczb bedacych kwadratami P F
liczb naturalnych.

Zadanie 2. (0-1)

Dane sa liczby:

a=log, .é, b = 5logs 0,5 = (5\_7;),,.3 (202
Dokoncz zdanie. Wybierz wlasciwa odpowiedz sposrod podanych.
Sposrod podanych liczb rowne sa liczby:

A.aib B.aic Caid D.bic

Zadanie 3. (0-2)

Wykaz, ze jezeli liczba k przy dzieleniu przez 3 daje reszte 2, to kwadrat liczby k
przy dzieleniu przez 3 daje reszte 1.

Zadanie 4. (0-1)

Dokonicz zdanie. Wybierz wlasciwg odpowiedz sposrod podanych.
Liczba 10-/50 + 3+/2 jest rowna:

A. 13./52 B. 1332 C. 20/5+3./2 D. 532
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Zadanie 5.

Dany jest wielomian W(x) = 2x* + x* — 10x - 5.

Zadanie 5.1. (0-2)

Wyznacz wszystkie pierwiastki wielomianu Wix). Zapisz obliczenia.

Zadanie 5.2. (0-1)

Wyznacz wartos$¢ wielomianu W(x) dla x = —/2. Zapisz obliczenia.

Zadanie 6. (0-1)

Dokoncz zdanie. Wybierz wlasciwa odpowiedz sposrod podanych.

Suma dowolnej liczby x (x # 0) i odwrotnosci tej liczby jest rowna:

A. 0 g X+1 C, X2+X D, X+l
X X X

Zadanie 7. (0-1)

Dokoncz zdanie. Wybierz wlasciwa odpowiedz sposrod podanych.

Rownanie % = 0 w zbiorze liczb rzeczywistych:

A. nie ma rozwigzan.

B. ma dokladnie trzy rozwiazania bedace liczbami catkowitymi.
C. ma dokladnie dwa rozwigzania bedace liczbami catkowitymi.

D. ma dokladnie dwa rozwigzania bedace liczbami niewymiernymi.

Zadanie 8. (0-2)

Bilbord reklamowy ma ksztalt prostokatnej ta-
blicy o wymiarach 4,5m x 6 m. Na bilbordzie
nalezy umiesci¢ material reklamowy tak, jak to
przedstawiono na rysunku.

Oblicz, jaka szerokosé x powinno mie¢ obramo-
wanie bilbordu, aby material reklamowy zajmo-
wal dokladnie polowe powierzchni calej tabli-
cy. Zapisz obliczenia.

Zadanie 9. (0-3)

Dana jest nierownos¢ (x + 4)° = (2x + 8)(x + 2).

6 m

Rozwiaz te nierownosc, a nastepnie wyznacz wszystkie liczby catkowite, ktére na-

lezg do zbioru rozwigzan tej nierownosci. Zapisz obliczenia.
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Zadanie 10. (0-1)

2x+v=3

Dany jest ukiad rownan: {X_ 2y =0

Uzupelnij zdanie. Wpisz odpowiednie liczby w wykropkowanych miejscach, tak aby
zdanie bylo prawdziwe.

Rozwigzaniem tego ukiadu rownan jest para liczh: x = iys=

Zadanie 11. (0-2)

Na rysunku przedstawiono wykres funkcji f. ¥l
Wskaz dwa zdania prawdziwe spoérod podanych.

A. Funkcja f ma trzy miejsca zerowe.

B. Dziedzina funkcji f jest zbior (-3 : 3}.

C. Funkcja f jest malejagca w przedziale <,,;,_1 : 3}.

D. Przedziatl (—5 ;4] jest zbiorem wartosci funkcji f.

E. Punkt A = (0, 3) nalezy do wykresu funkcji y = f(x - 2).

F. Funkcja f przyimuje wartosci dodatnie dla x € {—3% : 1).

Zadanie 12.

Na rysunku przedstawiono fragment wykresu pewnej funkcji liniowej f.

¥

Zadanie 12.1. (0-1)

Dokoncz zdanie. Zaznacz wlasciwa odpowied? sposrdod podanych.
Do wykresu funkcji ¥ = -f(x) nalezy punkt:

A. A=(-3,-1) C.C=(3,-1)

B. B=1(0,3) D.D=(3,1)

Zadanie 12.2. (0-4)

O funkcji kwadratowej g wiadomo, Ze ma jedno miejsce zerowe oraz ze jej wykres
przecina osie ukladu wspoltrzednych w tych samych punktach co wykres funkcji f.
Wyznacz wzor ogolny funkcji g. Zapisz obliczenia.
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Zadanie 13. (0-1)
Liczby -3 i 5 sa odpowiednio pierwszym i trzecim wyrazem pewnego ciggu aryt-
metycznego (ay).

Ocen prawdziwos¢ ponizszych zdan. Wybierz P, jesli stwierdzenie jest prawdziwe,
albo F — jesli jest falszywe.

1. | Suma dwunastu poczatkowych wyrazow ciagu (a,) P F
jest rowna 492.

2. | Drugi, trzeci i 6smy wyraz ciagu (a,) tworza w podanej P F
kolejnosci cigg geometryczny.

Zadanie 14. (0-1)

Na lokate wplacono kwote 12000 zlotych. Roczne oprocentowanie tej lokaty wy-
nosi 4%, a odsetki naliczane sg co trzy miesiace.

Dokoncz zdanie. Wybierz wlasciwg odpowiedz sposrod podanych.

Po dwdch latach oszczedzania kwota na lokacie bez uwzglednienia podatku jest
rowna:

A. 12000-(1,04) B. 12000-(1,01)? C. 12000-(1,01)® D. 12000-1,08

Zadanie 15.

Dany jest ciag okreslony wzorem a,, = 'G‘Tf-’”l dla kazdej liczby n> 1.

Zadanie 15.1. (0-1)

Ocen prawdziwosc¢ ponizszych zdan. Wybierz P, jesli stwierdzenie jest prawdziwe,
albo F — jesli jest falszywe.

1. | Ciag (ay) ma dokladnie dwa wyrazy dodatnie. P E

2. | Ciag (a,) jest rosnacy. P

Zadanie 15.2. (0-1)

Dokoncz zdanie. Wybierz wlasciwa odpowiedz sposrdd podanych.
Dziesiaty wyraz ciagu (a,) jest rowny:

A -3 B. -182 C. -8 D. -128

Zadanie 16. (0-2)

lloraz ciagu geometrycznego (ay) jest rowny —%. Suma dwoch poczatkowych wyra-
ZOwW tego ciagu jest rowna 5. Oblicz sume pieciu poczatkowych wyrazow ciagu (a,).
Zapisz obliczenia.
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Zadanie 17. (0-1)

Sinus kata rozwartego « jest rowny %

Dokoncz zdanie. Wybierz wlasciwg odpowiedz sposrod podanych.
Cosinus kata « jest rowny:

A -12 B. 12 C.-% D.-%
Zadanie 18. (0-1)

Michal ma wzrost 1,86 m. W miejscu, gdzie promienie sloneczne
padaja na podioze pod katem «, dlugosé jego cienia jest rowna i
x metrow (zobacz rysunek). L

Dokoncz zdanie. Wybierz wlasciwg odpowiedz sposrod podanych.

Jezeli x =2, to kat & ma miare:
A. okolo 47° B. okolo 68° C. okolop 22° D. okoto 43°

Zadanie 19. (0-1)

Proste a i b przecieto prostymi k, | i m (zobacz rysunek).

Dokoncz zdanie. Zaznacz odpowiedz A, B albo C oraz jej uzasadnienie 1., 2. albo 3.

Sposrod prostych k, I i m rownolegle sa:

3 i ACl _ |OC
A, proste k i/, 1; ‘251 = 10D
i3 T OF| _ |OC

B. proste k i m, poniewaz 2. 'OF! = 10D
: |OA| _ |OF]

£ proste m i [, 3 OB = [OFl

Zadanie 20. (0-1)

Na rysunku przedstawiono okrag o $rodku w punkcie S.

Dokoncz zdanie. Wybierz wlasciwa odpowiedz sposréd podanych.
Miara kata ABS jest rdwna:

A. 36° B. 26° G 307 D. 18°
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Zadanie 21.

W rdwnolegloboku ABCD dane sg dlugosci bokow: |AB| = 10cm i |AD| = 5cm.
Miara kata ABC w tym rownolegloboku jest réwna 120°.

Zadanie 21.1. (0-2)

Oblicz dlugosci przekatnych rownolegloboku ABCD. Zapisz obliczenia.
Zadanie 21.2. (0-1)

Dokoncz zdanie. Zaznacz wlasciwa odpowiedz sposrod podanych.

Pole rownolegioboku ABCD jest rowne:

A. 50 cm? B. 253 cm? C. 25cm? D. 503 cm?

Zadanie 22.

Odcinek o koncach w punktach A = (-4,0) i C = (2,-8) jest przekatng kwadratu
ABCD.

Zadanie 22.1. (0-1)

Dokoncz zdanie. Zaznacz wlasciwg odpowiedz sposrod podanych.

Przekatna BD kwadratu ABCD zawiera sie w prostej o rownaniu:

S T Lr) =3y_13
A y==-3x-3 C. ¥ iX- 3
_ 3 Lo T
E.ya:l-x D.}"'“:Ex 5

Zadanie 22.2. (0-1)

Dokoncz zdanie. Zaznacz wlasciwa odpowiedZ sposrod podanych.
Pole kota opisanego na kwadracie ABCD jest rowne:

A. 251 B. 100 C. 2m D. 107

Zadanie 23. (0-4)

Dany jest okrgg o Srodku w punkcie § = (-3,2) i promieniu r = 3. Okrag ten
przecina osie ukladu wspolrzednych w punktach A, B i C. Oblicz pole tréjkata ABC.
Zapisz obliczenia.

Zadanie 24. (0-1)

Dwie olowiane kule o srednicy 2 cm przetopiono na jedng kule.
Dokoncz zdanie. Wybierz wlasciwa odpowiedz sposrod podanych.
Srednica otrzymanej kuli jest rowna:

A.dem B. 432 cm C.23Zcm D. 2cm
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Zadanie 25. (0-1)

W ostrostupie prawidlowym czworokatnym krawedz boczna jest trzy razy diuzsza
od krawedzi podstawy.

Dokoncz zdanie. Wybierz wlasciwg odpowiedz sposrod podanych.
Kat nachylenia krawedzi bocznej do podstawy ma miare:
A. okoto 62° B. okolo 76° C. okoto 14° D. okoto 80°

Zadanie 26. (0-2)

Krawedz szeScianu ma dlugosc a, zas punkty K, L i M sa srod- M

kami krawedzi tego szescianu (zobacz rysunek). = i -

Przez punkty K, L i M poprowadzono ptaszczyzne. Oblicz pole K _

powierzchni calkowitej wieloscianu AKLM. Zapisz obliczenia. L ~a
o

Zadanie 27. (0-1)

Na polce z podrecznikami znajduja sie trzy rézne podreczniki do matematyki, dwa
rozne podreczniki do jezyka polskiego oraz po jednym podreczniku do historii,
geografii, biologii i jezyka angielskiego. Na ile sposobdw mozna ulozy¢ te podrecz-
niki tak, aby podreczniki do matematyki staly bezposrednio jeden obok drugiego?

Wybierz wlasciwa odpowiedz sposrod podanych.
A. na 4320 sposobow C. na 5040 sposobow
B. na 7 sposobow D. na 30 240 sposobow

Zadanie 28. (0-1)
Ze zbioru liczb dwucyfrowych wiekszych od 60 losujemy jedna liczbe.
Dokoncz zdanie. Wybierz wlasciwa odpowiedz sposrdéd podanych.

Prawdopodobienstwo tego, ze wylosowana liczba nie jest podzielna przez 3, jest
rowne:

I

¥
s
o

5 D.

=]
P

i3

Zadanie 29. (0-1)

Rodzice i troje ich dzieci losuja ze swojego grona dwie osoby, ktdore ubiorg swig-
teczng choinke.

Dokoncz zdanie. Wybierz wlasciwa odpowiedz sposrod podanych.

Prawdopodobienstwo tego, ze do ustrojenia choinki zostanie wylosowane co naj-
mniej jedno z rodzicow, jest rowne:

A. B, i .

10 D.

W=
S | 5]

[ g5
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b ] d ko RT T RA ATI I A ALT A . - 1 1 "
F = AV MA I URKAO R ) Falrroe nminnflctawnwwyg
LESI1AYY WIAIURALINY L. LdRies DOUSTaWwowy

Zadanie 1. (0-1)

Dokoncz zdanie. Wybierz wlasciwg odpowiedz sposrod podanych.
Liczba (5+/2 - 3)% + 30+/2 jest rowna;

A. 59 B. 59+30v2 C. 59+ 602 D.9+40.2

Zadanie 2. (0-1)

Cene samochodu najpierw podniesiono o 5%, a nastepnie obnizono o 10%. Po obu
zmianach cen samochod ten kosztowal 37 800 ziotych.

Dokoncz zdanie. Wybierz wlasciwa odpowiedz sposrod podanych.
Poczatkowa cena samochodu byla réwna:
A. 39501zt B. 39790 zt C. 40000zt D. 42000 z1

Zadanie 3. (0-1)

Dane sa liczby a = 2log;» 4 oraz b =log,- 9.

Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiedz sposrod podanych.
Suma liczb a i b jest rdwna:

A. 2log,»13 B. 2 C. log;; 25 D. log,,; 72

Zadanie 4. (0-1)
Dokoncz zdanie. Wybierz wlasciwg odpowiedz sposrod podanych.
Liczba 4715 . J1257T jest réwna:
1 L3 il
A, 30 B. 40 . R D. 0
Zadanie 5. (0-1)

Oblicz: |4 -32| = |5 -4+/2|. Zapisz obliczenia.

Zadanie 6. (0-1)

Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiedz sposrod podanych.

Dla kazdej liczby rzeczywistej wyrazenie Wix) = x(2x — 3)2x + 3) jest rowne:
A 4x? -9 C. 4x% +12x° + 9x

B. 4x* - 12x° +9x D. 4x?* - 9x
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Zadanie 7. (0-1)

Dane jest wyrazenie V(x) = 1 E

. A
x x2 x¥
Dokornicz zdanie. Wybierz wlasciwg odpowiedZ sposrod podanych.

Wyrazenie V(x) mozna przedstawi¢ w postaci:

1 1 X +x+1 ¥2-x+1
A. X—X2+X3 B. x: C. TOXxd D. X
Zadanie 8.

Dany jest wielomian W(x) = x* + x* + ax - 4.

Zadanie 8.1. (0-1)

Dokoncz zdanie. Zaznacz wlasciwa odpowiedz sposrod podanych.
Dla x = 0 wielomian Wi(x) przyjmuje wartosc:

A 0 B. -4 C. 4 D.1

Zadanie 8.2. (0-3)

Liczba -1 jest jednym z pierwiastkow wielomianu W(x). Wyznacz pozostale pier-
wiastki tego wielomianu. Zapisz obliczenia.

Zadanie 9. (0-1)

Ocen prawdziwos¢ ponizszych zdan. Wybierz P, jesli stwierdzenie jest prawdziwe,
albo F — jesli jest falszywe.

Iz Dla g = -2 rownanie (a° - 4)x = a + 2 ma nieskonczenie P F
wiele rozwigzan.

o Rozwigzaniem nierownosci 5(3 — x) > 2x + 29 jest przedzial P F
(—2 : +m).

Zadanie 10. (0-1)
Wskaz rownanie, ktére nie ma rozwigzan. Zaznacz wlasciwa odpowiedz sposrod
podanych.

X5 4+3x _ x5 -3x _ -3 _ x—-3 _
A‘_ﬁ_ﬂ B. X2 -3 =4 C. x—'+3x_ﬂ D. xz—;ix_ﬂ

Zadanie 11. (0-2)

Rozwigz nierownos¢ 3(2 + x) = x(2 + x). Zapisz obliczenia.

Zadanie 12. (0-3)

Suma pdl dwdch kwadratow jest rowna 12,5, a suma obwododw tych kwadratow
wynosi 16. Wyznacz dlugosci bokow tych kwadratow. Zapisz obliczenia.
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Zadanie 13.

Funkcja f kazdej liczbie rzeczywistej dodatniej x przyporzadkowuje najmniejsza
liczbe naturalnag wieksza od x, podzielna przez 3.

Zadanie 13.1. (0-1)

Dokoncz zdanie. Wybierz wlasciwa odpowiedz sposréd podanych.

Dla x = 5./2 funkcja f przyjmuje wartosé:

A. 6

B. 7 C.9 D. 12

Zadanie 13.2. (0-1)

Ocen prawdziwos¢ ponizszych zdan. Wybierz P, jesli stwierdzenie jest prawdziwe,
albo F — jesli jest falszywe.

1. | Zbiorem wartosci funkcji f jest zbior liczb naturalnych P F
dodatnich.
2. | Dla x = 33 funkcja przyjmuje wartos¢ 33. P F
Zadanie 14. (0-1)
Na rysunkach przedstawiono wykresy czterech funkcji.
@ ¥ | . 3. y
1t 11
o iy '\E : -
____________________ WEENER WENENE e =S EEEE
|
@ Y @ y
N
1 ............. i.-_-.._;-.'--_.'--
i X i X
Dokoncz zdanie. Wybierz wlasciwa odpowiedz sposrod podanych.
Wykres funkcji y = 27* - 1 przedstawiono:
A. na rysunku (1) C. na rysunku (3)
B. na rysunku (2) D. na rysunku (@)
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Zadanie 15. (0-3)

Prosta o rownaniu x = —4 jest osig symetrii paraboli bedacej wykresem funkcji kwa-
dratowej f. Parabola ta ma dokfadnie jeden punkt wspolny z prosta o rownaniu
y =-2. Znajdz wzor funkcji f w postaci iloczynowej, wiedzac, ze liczba x = -1 jest
jednym z miejsc zerowych tej funkcji. Zapisz obliczenia.

Zadanie 16. (0-1)

ﬂ;=—2

ap 1 = (ap)? - 2ay, dla kazdej liczby naturalnej

Ciag (a,) okreslony jest wzorem: {
nzl.

Dokoncz zdanie. Wybierz wlasciwg odpowiedz sposrod podanych.
Trzeci wyraz ciaggu (ap) jest rowny:

A. -2 B. 8 C. 48 D. 64

Zadanie 17. (0-1)

Liczby 20 i 40 sa odpowiednio czwartym i szOstym wyrazem pewnego rosnacego
ciggu geometrycznego (ay).

Dokoncz zdanie. Wybierz wlasciwg odpowiedz sposrod podanych.
Pierwszy wyraz ciagu (ay) jest rowny:
A. =52 B. 52 C. 10 D. -10

Zadanie 18.

Woijtek przez 14 kolejnych dni przygotowuje sie do zawodow kolarskich. W pierw-
szym dniu zamierza przejecha¢ 16 km, a kazdego kolejnego dnia planuje pokonac
dystans o 1,5 km diuzszy od dystansu z poprzedniego dnia.

Zadanie 18.1. (0-1)

Dokoncz zdanie. Wybierz wlasciwg odpowiedz sposrod podanych.
W ostatnim dniu treningu Wojtek pokona dystans:

A. 34,5km B. 35km C. 36km D. 35,5km
Zadanie 18.2. (0-1)

Oblicz, jaki laczny dystans pokona Wojtek przez 14 dni treningu. Zapisz obliczenia.

Zadanie 19. (0-2)

Wiedzac, ze dla pewnego kata ostrego « zachodzi rownosc sin & + cos o = % oblicz
wartosc wyrazenia sin o - cos . Zapisz obliczenia.
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Zadanie 20.
Na rysunku przedstawiono katy e i 5. ¥

I
[ ]
=1

Zadanie 20.1. (0-1)
Dokoncz zdanie. Wybierz wlasciwa odpowiedz sposrod podanych.
Tangens kata o« jest rowny:

A.

[

—r 3 _3413
B. 5 €. 2 D. 3

Zadanie 20.2. (0-1)

Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwa odpowiedz sposrod podanych.

P

Cosinus kata £ jest rowny:

2 213 313 _2J/13
A. 3 B. 13 C. h D. 33
Zadanie 21.

Dany jest kwadrat ABCD, ktorego bok ma diugosé a. Na przekatnej AC tego kwa-
dratu obrano punkty K i L takie, ze |AK| = |KL| = |LC| (zobacz rysunek).

Zadanie 21.1. (0-1)
Dokoncz zdanie. Wybierz wlasciwg odpowied? sposrod podanych.
Odcinek BL ma dlugosc:

2 a2 as a3
A. sa B. 2s C. ,:%_,, D. -ﬁ;--

Zadanie 21.2. (0-1)
Dokoncz zdanie. Wybierz wlasciwg odpowiedz sposrod podanych.

Pole trojkata ADK stanowi:

A. % pola kwadratu ABCD G % pola kwadratu ABCD
B. % pola kwadratu ABCD D. % pola kwadratu ABCD
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Zadanie 22. (0-2)

W trojkacie ABC boki maja dlugosé: |AB| = ¢, |AC| = b. Z wierzchotka A poprowa-
dzono dwusieczna, ktora przeciela bok BC w punkcie D. Wykaz, 7e stosunek pola
tréjkata ABD do pola tréjkata ACD jest rowny %

Zadanie 23.
Na rysunku przedstawiono prosta k, punkt P oraz kat f. ¥
(Bi3
L :
H /// 1 ______ ‘.iF
il !
k A3 3 X
K,

Zadanie 23.1. (0-1)

Ocen prawdziwos¢ ponizszych zdan. Wybierz P, jesli stwierdzenie jest prawdziwe,
albo F — jesli jest falszywe.

1. | Prosta prostopadia do prostej k i przechodzaca przez P F
punkt P ma rownanie y = -x + 3.

2. | Kat £ ma miare 135° P F

Zadanie 23.2. (0-1)
Dokoncz zdanie. Wybierz wlasciwa odpowiedz sposrod podanych.

Odleglos¢ punktu P od prostej k jest rowna:

A. ?5'2 B. 55’2 3= D. 4

Zadanie 24. (0-2)

Dana jest prosta k o rownaniu y = 3x+3 oraz prosta ! o rownaniu y = —%x+ 3. Proste
k i | przecinaja sie w punkcie P. Wiadomo, ze prosta k przecina o$s x w punkcie
A, zas prosta | — w punkcie B. Wyznacz rownanie okregu opisanego na trojkacie
ABP. Zapisz obliczenia.

Zadanie 25. (0-1)

Producent dropsow postanowil limitowana serie¢ cukierkow zapa- | 5cm
kowac¢ do specjalnych papierowych torebek w ksztalcie stozka., = -
Wymiary stozka przedstawiono na rysunku. ;

Dokoncz zdanie. Wybierz wlasciwg odpowiedz sposrod podanych. L P - :
Do oklejenia powierzchni bocznej tej torebki potrzeba:

A. okolo 157 cm? papieru C. okoto 314 cm? papieru
B. okoto 79 cm? papieru D. okoto 140 cm? papieru
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Zadanie 26. (0-4)

Dany jest ostrostup prawidlowy szesciokatny, w ktoérym wy- A
soko$¢ $ciany bocznej ma dlugosé 67 (zobacz rysunek). V67 ,f
KrawedZ boczna tego ostroslupa jest nachvlona do plasz- \};
czyzny podstawy pod katem, ktorego tangens jest rowny 4. yas;
Oblicz objetos¢ tego ostrosiupa. Zapisz obliczenia. 4

Zadanie 27. (0-1)

lle réznyeh liczb czterocyfrowych podzielnych przez 25 mozna utworzy¢ za pomo-
cacyfr: 0, 1, 2, 5, 7, 8, 9, jezeli cyfry nie moga sie powtorzyc?

Wybierz wlasciwag odpowiedz sposrod podanych.
A. 48 B. 52 C. 60 D, 72

Zadanie 28. (0-1)

Rzucamy symetryczng szescienng kostka do gry. Jezeli wypadnie nieparzysta liczba
oczek, to wygrywamy tyle zlotych, ile oczek wyrzucilismy. Jezeli wypadnie parzysta
liczba oczek, to przegrywamy tyle zlotvch, ile oczek wyrzucilismy.

Dokoncz zdanie. Wybierz wlasciwa odpowiedz sposrod podanych.
Wartos¢ oczekiwana wygranej w tej grze jest rowna:

A. 0,50zt B. 0zt C. -0,50z1 D. -1zt

Zadanie 29. (0-1)

Dany jest zestaw liczb: 3, 2, 4, 10, 5, 4, 5, 10, 1, x. Zestaw ten ma tylko jedna
dominante i jest nig liczba 10.

Dokoncz zdanie. Wybierz wiasciwg odpowiedz sposrod podanych.
Mediana tego zestawu jest rowna:
A. 45 B. 4 C.5 D. 8,5

Zadanie 30. (0-2)

W klasie liczacej 30 uczniow przeprowadzono sprawdzian z planimetrii. Wiadomo,
ze sprawdzianu nie pisalo dwoch uczniow z tej klasy. Wyniki sprawdzianu przed-
stawiono w ponizszej tabeli.

Ocena 1 2 3 4 6
Liczba uczniow 2 4 6 11 4 1

W

Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze losowo wybrany uczen z tej klasy nie pisat
sprawdzianu lub uzyskal na sprawdzianie ocene nizszq od $redniej arytmetycznej
wszystkich ocen w klasie. Zapisz obliczenia.
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Zadanie 1. (0-3)
Dana jest funkcja f okreslona wzorem f(x) = [2x - 1| + 3|x + 2| - 5.

Wyznacz miejsca zerowe funkcji f. Zapisz obliczenia.

Zadanie 2. (0-6)
Wyznacz takie wartosci parametru p, dla ktorych rownanie
p+2)-9%-2-3*+p-1=0

ma dwa rézne rozwigzania. Zapisz obliczenia.

Zadanie 3. (0-3)

Wykaz, ze funkcja f okreslona wzorem f(x) =

(—m X —3).

5"+23" jest malejaca w przedziale

F

Zadanie 4.

Poczatkowymi wyrazami ciagu (ay) sa a, = logy4 i a: =log, p, gdzie p > (.
4

Zadanie 4.1. (0-2)

Oblicz wartos¢ parametru p, dla ktorej ciag (a,) jest ciagiem arytmetycznym o roz-
nicy mniejszej od 1. Zapisz obliczenia.

Zadanie 4.2. (0-2)

Oblicz wartosc¢ parametru p, dla ktorej cigg (a,) jest ciggiem geometrycznym o ilo-
razie wiekszym od 1. Zapisz obliczenia.

Zadanie 5. (0-3)

Dane sa ciagi an= v2" + 5" ib, = 251_+§;1 dla kazdej liczby naturalnej n = 1. Oblicz

granice ciggow (a,) i (by). Zapisz obliczenia.

Zadanie 6. (0-3)

Znajdz wszystkie rozwigzania réwnania tgx = 1—‘—5{%’?—“ nalezace do przedzialu

Tr . ._TT C— a =
<§ : :"2—> Zapisz obliczenia.
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Zadanie 7. (0-2)

53— | sin x|
X

Wykaz, ze funkcja f okreslona wzorem f(x) = 2 ma co najmniej dwa miej-

sca zerowe w przedziale <—g !;l>
Zadanie 8. (0-4)

Dane sg dlugosci trzech bokéw czworokata ABCD: |[AB| =4, |[BC| =31 |[CD| = 5.
Wiadomo, Zze na tym czworokacie mozna opisa¢ okrag oraz ze przekatna BD ma
diugos¢ /37. Oblicz dlugoéé boku AD. Zapisz obliczenia.

Zadanie 9. (0-5)

Oblicz pole czworokata, ktorego wierzchotkami sg punkty przeciecia okregu o srod-
ku w poczatku ukladu wspoélrzednych i promieniu 5 z okregiem o réwnaniu
x° 4 y? + 8x — 8y — 17 = 0 oraz érodki tyvch okregow. Zapisz obliczenia.

Zadanie 10. (0-3)

Ola zamierza w sposob losowy utworzy¢ hasto do komputera skladajace sie z sze-
§ciu znakow. Kazdy znak ma by¢ wybrany sposrad czterech liter: A, B, C i D oraz
dwoch cyfr: 01 1. Oblicz prawdopodobienstwo, ze utworzone przez Ole haslo be-
dzie zlozone z trzech jedynek i trzech réznych liter. Zapisz obliczenia.

Zadanie 11. (0-3)

Jajka z fermy przewozono do hurtowni cigzaréwka. Prawdopodobienstwo, ze jajko
z tej dostawy zostalo uszkodzone w transporcie, wynosi 0,25, Oblicz, ile co naj-
mniej jajek z tej dostawy nalezy wziac¢, aby prawdopodobienstwo, ze wszystkie sa
uszkodzone, bylo mniejsze niz 0,001. Zapisz obliczenia.

Zadanie 12. (0-5)
Dana jest funkcja
flx)=3x*-8x*+6x2-2
okreslona w przedziale {—I :2>. Wyznacz zbior wartosci funkcji f oraz jej przedzia-
Iy monotonicznosci. Zapisz obliczenia.

Zadanie 13. (0-6)

Wojtek projektuje pojemnik na olowki w ksztalcie walca bez gornej podstawy. Chee,
aby pojemnik mial pojemnos¢ 500 cm?, a jego pole powierzchni catkowitej byto
mozliwie najmniejsze. Oblicz, jakie wymiary powinien mie¢ ten pojemnik. Zapisz
obliczenia.
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Zadanie 1. (0-5)

Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktorych proste o rownaniach
12x+my-6=0 i mx+3y-2m = 0 przecinaja sie punkcie lezagcym w pierw-
szej ¢wiartce ukladu wspolrzednych. Zapisz obliczenia.

Zadanie 2. (0-5)

Wyznacz wszystkie wartosci parametru p, dla ktorych funkcja f okreslona wzorem
f(x) = x* +3px +3p-1 ma dwa rézne miejsca zerowe i oba sg mniejsze od 2. Zapisz
obliczenia.

Zadanie 3. (0-3)
Dane sg wielomiany:
W) =6x>-7x>=-25x+33 1 UX)=2x*+5x°+6x-27

Wiadomo, ze liczha % jest wspolnym pierwiastkiem wielomianow Wix) i U(x). Roz-

wigz nierownos¢ Wix) < U(x). Zapisz obliczenia.

Zadanie 4. (0-4)

Dany jest szereg geometryczny: x + ﬁij + }ﬁ"x*_‘lé‘;z +... Wyznacz wszystkie wartosci

x, dla ktorych ten szereg jest zbiezny, oraz oblicz jego sume dla x = 5. Zapisz
obliczenia.

Zadanie 5. (0-2)

W ciggach aryvtmetycznych (ayn) i (by), ra i #p 0znaczaja odpowiednio roznice tych
ciggow, a A, 1 B, to odpowiednio sumy ich n poczatkowych wyrazow. Wykaz, ze:

lim Az - la
H—+o0 Bn Fir

Zadanie 6. (0-3)

Znajdz wszystkie rozwigzania rownania 2 cosx + tg 2x = 0 nalezace do przedzialu
(—217: 21?). Zapisz obliczenia.

Zadanie 7. (0-4)

Dwa boki trojkata maja dhugosci 1 i 3. Kat miedzy tymi bokami ma miare dwa
razy wieksza od miary kata lezacego naprzeciw boku o dlugosci 3. Oblicz diugosc
trzeciego boku tego trojkata. Zapisz obliczenia.
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Zadanie 8. (0-5)

W trapezie ABCD pt}ds_tiwa AR jest dwa razy krotsza od podstawy DC. Ponadto
A =(-4,6), AD =[-2,1], AB =4, 2]. Oblicz wspdirzedne punktu C. Zapisz obliczenia.

Zadanie 9. (0-4)

Sciany boczne ostrostupa prawidlowego czworokatnego nachylone sa do podstawy
pod katem 60° a krawedZ podstawy ma dlugos¢ 1. Przez krawedz podstawy po-
prowadzono plaszczyzne, ktora tworzy z podstawa kat o mierze 45° Oblicz pole
otrzymanego przekroju. Zapisz obliczenia.

Zadanie 10. (0-4)

Pewna firma reklamuje urzadzenie do rozpoznawania falszywych monet. Prawdo-
podobienstwo, ze urzadzenie podejmie stuszng decyzje, tzn. falszywg monete uzna
7a falszywa, a prawdziwg — za prawdziwa, jest rowne 0,9. Aby sprawdzi¢ sku-
tecznos¢ tego urzadzenia, przygotowano zestaw monet, w ktorym 1% to monety
podrabiane. Urzadzenie uznalo monete z tego zestawu za falszywa. Oblicz praw-
dopodobienstwo, ze ta moneta rzeczywiscie jest podrobiona. Zapisz obliczenia.

Zadanie 11. (0-3)

Wykaz, ze jezeli rownanie x* +px® +gx +r = 0 ma trzy rozne pierwiastki, to p* > 3g.

Zadanie 12. (0-2)

Chiopiec steruje samochodem-zabawka. Przez pierwsze 5 minut zabawy samochod
porusza sie wzdluz linii prostej i jego odleglo$¢ d (w metrach) od chlopca po
uplywie czasu t (w minutach) od poczatku zabawy mozna obliczy¢ za pomoca
wzoru d(t) = L; -2t*+5t dla 0 <t 5. Oblicz predkoé¢ i przyspieszenie samochodu
po uplywie 1 ‘minun-' od poczatku zabawy. Zapisz obliczenia.

Zadanie 13.

Wiadomo, ze punkt P nalezy do wykresu funkcji f okreslonej wzorem f(x) = x*
oraz e R = (4, %)

Zadanie 13.1. (0-2)

Wykaz, ze odleglos¢ punktu P od punktu R wyraza sie¢ wzorem: |RP| = "'.flli‘ -8x+ 83,

gdzie x jest pierwsza wspolrzedna punktu P.

Zadanie 13.2. (0-4)

Wyznacz wspolrzedne punktu P tak, aby jego odleglosc¢ od punktu R byla mozliwie
najmniejsza. Zapisz obliczenia.
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Tabela wartosci funkcji trygonometrycznych

o sin o COs o g o i sin o COS X g o
0° 0 1 0 46" 0,7193 0,6947 1,0355
it 0,0175 0,9998 0,0175 47° 0,7314 00,6820 1,0724
2° 0,0349 0,9994 0,0349 48" 0,7431 0,6691 1,1106
3° 0,0523 0,9986 0,0524 49° 0,7547 0,6561 1,1504
4° 0,0698 0,9976 0,0699 50° 0,7660 0,6428 1,1918
" 0,0872 0,9962 0,0875 51° 0,7771 0,6293 1,2349
6° 0,1045 0,9945 0,1051 52" 0,7880 06157 1,2799
i 0,1219 0,9925 0,1228 53° 0,7986 0,6018 1,3270
8° 0,1392 0,9903 00,1405 54° 0,8090 0,5878 1,3764
g° 0,1564 0,9877 00,1584 B5*% 0,8192 0,5736 1,4281
10° 0,1736 0,9848 0,1763 56° 0,8290 0,5592 1,4826
5 g 0,1908 0,9816 0,1944 57° 0,8387 00,5446 1,5399
L2? 0,2079 0,9781 0,2126 58° 00,8480 0,5299 1,6003
13? 0,2250 0,9744 0,2309 59° 0,8572 0,5150 1,6643
14° 0,2419 0,9703 0,2493 60” 0,8660 0,5000 1,7321
15" 0,2588 0,9659 0,2679 B1* 0,8746 0,4848 1,8040
16° 0,2756 0,9613 0,2867 G2° 0,8829 0,4695 1,8807
2 0,2924 0,9563 0,3057 63° 0,8910 0,4540 1,9626
i8” 0,3090 0,9511 0,3249 G4° 0,8088 0,4384 2,0503
19° 0,3256 0,9455 0,3443 65° 0,9063 0,4226 2,1445
20° 0,3420 0,9397 00,3640 66” 0,9135 0,4067 2,2460
21° 0,3584 0,9336 01,3839 67" 0,9205 00,3907 2,3559
22° 0,3746 0,9272 0,4040 68" 0,9272 0,3746 24751
23 0,3907 0,9205 00,4245 69° 10,9336 0,3584 2,6051
24° 0,4067 0,9135 0,4452 70° 0,9397 0,3420 2,7475
25° 0,4226 0,9063 0,4663 71° 0,9455 0,3256 2,9042
26° 0,4384 0,8088 04877 72° 0,9511 0,3000 3,0777
27° 0,4540 0,8910 0,5095 73" 0,9563 0,2924 3,2709
28° 0,4695 0,8829 0,5317 74° 0,9613 0,2756 3,4874
29° 0,4848 0,8746 0,5543 75" 0,9659 0,2588 3,7321
30° 0,5000 0,8660 0,5774 76° 0,9703 00,2419 40108
3r° 0,5150 0,8572 0,6009 e 0,9744 0,2250 4,3315
32° 0,5299 0,8480 00,6249 78° 0,9781 00,2079 4,7046
33" 0,5446 0,8387 0,6494 79° 0,9816 0,1908 5,1446
34° 0,5592 0,8290 0,6745 80° 0,9848 0,1736 5,6713
35° 0,5736 0,8192 0,7002 81° 0,9877 0,1564 6,3138
36° 0,5878 0,8090 0,7265 82 0,9903 0,1392 7.1154
37° 0,6018 0,7986 0,7536 83° 0,9925 0,1219 8,1443
38" 0,6157 0,7880 0,7813 84° 0,9945 0,1045 9,5144
39° 0,6293 0,7771 (,8098 85° 0,9962 00872 11,4301
40° 0,6428 0,7660 0,8391 867 0,9976 00,0698 14,3007
41*° 0,6561 0,7547 0,8693 87° 0,9986 0,0523 19,0811
42° 0,6691 00,7431 0,9004 88° 00,9994 00,0349 28,6363
43° 0,6820 0,7314 0,9325 89° 0,9998 0,0175 57,2900
44° 0,6947 0,7193 00,9657 90° 1 0 -
45° 0,7071 0,7071 1




LT - R - T - B -

10.
11.

12.
13.

14.
15.
16.
18.
20.
21.
22.
23.

24.
25.

26.
27.

28.
29.

30.
31.

32.

. a) (2%,-3},9, h}(-fi,-lsl),s}, ¢) (ﬂ,-4.l), 13, d) (F%,-El),ﬁfﬁ,

2
e) (-294,320%), 35, D (-2v2,-3). 15

2 2

A p=-10lubp=2, Bp=-3-27hbp=-3+2,7, cp==4lubp=2,

dip=1lubp=3

.a) VAT, 2,1, b 47, (-3113])

.a) B=(7,11), b) M =(-243,-88), ¢} p=-9, g=4011

.a) tak, b)nie, o tak, d)tak

. a) (-2,1,5), V65, b)(-2,5,-1,5), V58

.a) 109, b)5.2

.a) 38, b)40, o) 60

«a) Py =1(6,0), Pz =(-6,0), P3 =(-6,0}, b) P, =(0,7), P2 =(0,-7), P3 =(0,7),

¢) Py =(-3,-8), P2 =(3,8), P1=(3,=8), d} P =(59), P =(-5,-D), P3 =(-5,9)
a) §=(-1,-12), b)(-13,-11), ¢} K =(25,-12)

a) |AB| = 5, |BC| = 10, |AC| = 15, punkty A, B, C sg wspdlliniowe,
b) |AB| = 3/10, |BC| = v/194, |AC| = 2./5, punkty A, B, C nie sa wspdlliniowe

a) C=(-2,3),D=(-4,-3), b)C=(-2,-1),D=(0,9), o C=(3,-1),D=(4,2)
ap=1, blp=2, p=3, dp=1lubp=23
a) (3,0) lub (11,0), b) (0,~6-4+3) lub (0,-6 +4v3), © (25,0), ) (0,-21)
a) (6,1 +5+/3) lub (6,1 -5+3), b)(-3+3+3,-1) lub (-3-3.3,-1)

. "2 . 4
C=(6%,0) ub € = (0,-4%)
(2,2), (=1,9) lub {-4,-12), (-7,-53)

4 Ih-"ﬁ

a) =, b =g
a) (~13,28) lub (-3,8), b) (-1,-2)
(31,-31) lub (35,-28)

a) okolo 22,4% 59,5% 98,1°, b) okolo 49,47 60,37 70,3° Wskazdwka. Skorzystaj z twier-
dzenia cosinusow,

a)A, C, b)B,C, 0C, d)B,C
a)a=13,b=43, bla=123,b=-23, da=15,b=-1, da=-2,b=4

1 Fi It ey
Ex-%, d)y==yIx+2

alnp. 153x-5y-2=0, binp.2x+7y-42=0, cinp.-9%x+12y-10=0,
d) np. 23x + 100y + 70 =0

a]2x+3y—ﬁ=ﬂ.}’=—§x+2, b}x—3y+2=ﬂ,y=%x+,

a}y==%x-3, b}y=%x-5, cly=

Irs

Lad

a) (0,-22), (-33,0), b) (0,-6), (5,0), ©)(0,4), (-6,0), d) (ﬂ%)(‘%ﬂ)

aly=-3x-12, b y=4x-20, c) ¥y =9x-2, d) ¥ =-2x+6, e}y=—-;rx+3, f}y=v';ix—l
alk:y=-5=0,Ly+4=0, bkx+5=0,Lx-3=0, )k y-4=0,: x-5=0,
d)k:x+v+2=0,Lx-y-6=0, e)k:x+3v+12=0,L2x-y+6=0,
fik:5x+2y+6=0,1:3x-4y+20=10

aly+3=0 blx-5=0, clx-y-8=0, djx+y-2=0
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33.

34.
35

39.
40.
41.

42.

43.
44.
45.
46.

47.
48.
49.
50.
51.

52.
53.
54.
55.
56.
57.
59.

60.

62.
63.
64.

65.
66.

a}y-——x+2 b) y =10, c}y=%x—5, d}y=%x+5}
a}y=3x—2, b) y =35, c}y=—%x—12, d}y=%x—3

. d) tak, b)nie, <)tak, d)nie, e)nie, [) tak
36.
37.
38.

a) nie, b)rak, c)tak, d)tak, e)nie, f) nie
clld,bllhaic,aid big higelf

a) rownolegle dla m = 1~3?~, prostopadle dla m = —213;,
b} rownolegle dla p = 15, prostopadie dla p = —1%

a)tak, bym= %

a) (8,-5), b) (28,-2), o (3.%)

ay =22 XY = —x by =-1 pr:+1j y = ix - 7. Wskazowka. Jedna z szukanych
prmlyeh jest rﬂwnn!LgIa do pm'-‘;tLJ AE druga przechodzi przez srodek odeinka AB.

a) p=-11, h}p=—%, c)p=-1, dip=-3lubp=2

(-1,4), (-4,2), ©, 1), (-32, ;)

a) x+2y-10=01 4x - Jy—lnzll b)4x -7y +41=0i14x+8y-19=0
aly=3x-1, by=3x-1,y=x-3, x=-1

Druga przyprostokaina zawiera si¢ w prostej x+y -3 = 0, a przeciwprostokatna zawiera

sie w prostej v = 5 lub w prostej x = -2,
13

a) ¥ =-3,5x+ 17,5, b}}’--"X“T

a}y=-%x+%, h}y=§x+h, cjy==-3x-4, djy=-3x+4
o 1 3

(15.-23). (-15.5)

c-(-11.5)

I: }"—% -8, kiy= % —3%

0 (£.2). b(2)

a) 60°% b)) 30° c)okolo 27°, d) okolo 1467

a) ostry, b)ostry, c) rozwarty, d) rozwarty, e)rozwarty, f) ostry

o= 108°% B = 42° y = 40°% & = 53°

867

a) 45° 30°% 105° b) 30° 60° 90°

- c h e !’J'-HI‘

a) dwu: nsie *;ymetrii' X={, V= -%, b) dwie osie symetrii: y =0, x = - f’,:,
c) 08 a}metrn ¥y = de srodek symeltrii: dowolny punkt na prostej v = —’ X
al 3, —g, b) g. “3; ]—g, 15. d) -4, 3

a2 b2 o —%, d) -2

a)p=28, b)p=50
a7, b8, o, d2/5 o0 p &L

a) 6,4, b)52. Wskazowka. Odleglosc punktu P od prostej [ jest rowna polowie diugosci
boku kwadratu

67. a) ==
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68.
69.
70.
71.
72.
73.
74.
75.

a)15, b 13, © 5"? d) 3\{?

a) trapezem, b) rownoleglobokiem, c¢) kwadratem, d) prostokatem,

a)p=-11, b)p=65
a)p=-10, byjp=0
h=1201 p_17
P=5

alP=33, bP=45

a) (6,-3), b)(6,-2), c)(10,4), d}(-3.4)

76.a) (-1,2), b)20, c)42
77.(-4,-3)

78. C =(0,-12) lub € =(0,8)

79. (-1,-1), (£,21)

80.a)(1,2), b)(2,3), o (15,2%)
81. (1,-3)

82. (13,-6)

83.

84.
85.
86.
a87. (-
88.
89.
90.
91.
92.
93.

94.
95.

96

101.

8) 52, b) G;-2), (5,2), 5;8) lubs 3,2 €3, -6 (-7,0),
;jy_——x+3" y= hx—l?lub}f———x——.}"“*g

Ix+4dy+41=0, 3x+4y—19—[}

y=-x+2,i y= -x ﬁy——%x+é—,y=—%x—12]§
A=(-5,1), D =(0,6)

3,-1), (2,3); =1:5), (=6,1)

a) (2,8,-1,4), (4,-1), (-4,8,3,4), (-6,3), Db) 8,8
a)(-2,3), b)23

a;m=1++ﬁmhm=‘ 105 bym=-6,5lub m=-2
(-3,2), (1,10)
y-éxuv-luby--mx+‘;"33

a) C=1({2-4+3,0) lub C=(2+43,0, b) C=(-2,-2) lub C =(-2,5),

. f11-4B5 11-+865 ~ [11+465 11465
::]IC-( ey )luh(_-( e )

B=(10,-1), D =(-6,7)
a) C=(7,0), B=(6,-3) lub B =(4,-1), b) 16 lub 20

.ajp—ﬂiﬁ—'—?1 b)p=9
97.
.A) 2x=3y+5=0,3x+2v=-25=0, b (3-V/Ix-(1-2/2)y =0, 3+/Dx-(1+2/2)y =0

99.

(2,5-+/30), 2,5+ v30)

e Sy \,10 _3-3,/10\ {-4+/T0 -2+3/10
2 (1,1, 65,7, b JUID), (400 24910

e) rombem

a) (x-2+(y+1F =9, b)(x-2)F +( u%)2=F. c}x2+{y+5}3=ﬁ. d) x% +y? =18,
o (x+1) 4 (y-1) =L, D+022+(y+232 =625, g x-232+(y- Y57 = I,

3
B (x+1+V2P +(y+2 -3 = 3
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102.
103.

104.

105.
106.

107.
108.

109.

110.

111.

112.
113.
114.

115.
116.
117.
118.
119.
121.

186

Bk

a) 2 +y?< g, D) (x+2P+)? <16, X +(y+7P2 <8, d)(x-3P +(y+5° <10,
e)(x+1F +(y+4F <18, Dx-V2P+(y-v31F <25

a) 1Y b) Y c) Y
& . - i .-/.. ™
1 X b1
\ S ! 3
L 0 1 i
i 0
s ,. S
<L 5 o 1 X i
. . .
S=(0,-3)r=43 §=(-1,3),r=2 S=(-1,-v3r=1
d) y e) y ). %
AL L=
P | 7l [ .'I - )
'q.'_- 2 5 \ | i l |
o 1 X \ 0 ¥ T
.1 R x \" " . i (._
ST
12 5 t -
S=(-3.2),r=2 §=10,0), r=+2 §=(2.2), 2<r<3

a) (x+4P+(y=57 =10, b) (x-2P+(y+31 =13, © (x+4)*+(y+6)° = 64, d) (x+2)\°+)y* =4
aly=+/9,¥y==¢5x=v5x==y5 b y=10,y=-10,x=-5 x=15,
chy=3yv=11,x=-8,x=0

al (x+6)P°+(y=5°=3, bx+8F+yi=11

a) (x=25F +(v+ 1) =725, b)(x-32+(y+1,5°=31,25,
d) (x - 1)° +(¥+3)° =50

a) (x =22 +(y=+3P =3 lub (x=2P +(y++3)? = 3,
x-2P+(»+/3P =12

a) (x+8)* +(y+3)* = 36, (x— 4P +(y+3)* = 36, (x+8)° +(y—9)* = 36, (x—4)* +(y - 9)* = 36,
b) (x= 1,52 +(y+3,5°2 = 2,25, (x - 1,52 + (¥ + 6,52 = 2,25, o) x+22 +(y-12 = 9,
x+2P+ (-7 =9, d) (x+20+y* =2, ¥+ (Y +2PF = 2, x+ 4P +(y+2)* = 2,
(x+2)P +(y+4)P =2

a) (x=2)2 +(y=4)2 =9, (x=2)2+(y=4)? =49, b) (x=1)2+(y+2)2 = 1, (x=1)12 +(y+2)* = 625,
A x?+(y-4P =16, x* +(y-4)? = 196,

d) (x + 3P +(y+3)° =(B-5v20%, (x + 32 + (¥ + 50 = (8 +5.,/2)°

a) styczne, b) przecinaja sie, c©) rozlaczne, d) roziaczne, e) styczne, f) przecinaja sie
a) (x=5°+(y+100°=7, b)(x=19° +(y+8)° =3

a) (0,0), (4,0, (0,-6), b)(1,0), (0,3 +2), (0,-/3F+2),
d) (=2,0), (10, 0), (0,-3), (0,4)

a) (x-42 +(y- 1,52 = 16,25, b) (x+7,52 +(y-55) =162,5
(x+2)P2+(y+3P =25

a) (x+32+(v-672=25 b Kx-12+(+2%=10
H}PE{-M;-3}U(1;+m), hjpe(u4;2}

Q) (x+3P2 +(y—2° =20, b)ix+12+(y+372=20

a) jedno,

Qx-72+ly-12 =17,

b (x =20 +(y-+3)2 =12 lub

cl (3,00, (9,0,

b) nieskonczenie wiele, ¢ jedno

ODPOWIEDZI



122, a) tak; (7,-10), b) tak (14l -2 , ¢) nie; proste maja nieskonczenie wiele punktow
13), e nie, 0 tak; (-3,-1)

123. a) nie, b) tak, c¢) nie, d)tak

124, 30

125.a) y=3x-9, bjy=-15x-8,5, dy=0.25x-3,5 d)y=04x-6,8

126. ) 163, b)25

wspalnych, d) tak; (

127. a) (-*_T?-ﬂ) (‘f_—? 3‘*’7), b) (~1,-3), (1,8,2,6)
128. a) (2,5), (0,-1), b) (-3,-¥
d) (1—\11_—? 1»’1_) lub(

129. |AB| = 2.5

) ¢) nie ma punktow wspolnych,
1

++/11 'i\li—”)

130.2)y =5, bix=-1, cy=3x+3], dy=3x-135
132.P=3

133.2) (x- 12+ (y-2)2 =33, b)(x+3P+(y-57 =31
134.2) (x+12+(y+32 =38, (I,-2), by(x+12+(y+37 =82
135. £+ 317

136.2) C=(-2,-2) b C=(1,-1), b)C=(F,-3Z-3) mbC= (-2, 32 -3)

137.C=(5,-1), D =(2,-5-/19)

138. ¢ = (45,85 o) wb ¢ = (-45,-85 o)

139.a) y=3x++30-3, ¥y =3x-30-3, b)y=2x+15-2, y=2x-/15-2,
y=-x+V6+1,y=-x-76+1, dy=v3x-3v3, vy=v3x+3

140. a) x+5y -1+ 26=0,x+5y-1-v26=0, b)2x-y-2-,5=0,2x-y-2+/5=0

141, (x-5F +(y+4)F =40

142, y=2x-4-3/5,y=2x-4+3.\5

143, (x+ 2+ V22 +(y+ 2+ V2P =43 -22)

144.;1}%

145. a=-3 i b € (-00;5-2/10) U (5 + 2/10; +00)

146. (3-1,25, 1 +0,6475)

147.a) p=01lub p= -%, bl pe (-m;-]ﬁ—s) U (D;+m), clpe (-—% ;D)

148. a) (-/3,3), (0,0), (+3,3), B 2-43,-1), (2,-4), (2++/3,-1)

149. (-1,1), (3,9

150, y =2x+5, y==2x+5

151. (x-3)2+(y + %)2 =10, (x-3)%+(y - %)2 =10, (x=13)% +(y=2R = 10, (x+ 72 +(y-2)% = 10

152. (x + 2,50 +(y + 0,5 = 6,5

153.y=1,y=5y=28x+3-45 j y =20y, 3, 45
154. P = (Tﬁzfg) b P = (“%ﬁ1_z\;.,)
155. p =3 lub p=-3
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156. p € (-2;-3

e

1 1
15?.a=_;']uha=§
; y3§x+4 y;l_x_%
Yo ahia y<3x+12 yz2x-13
158.a) { y < -4x+24, b) , €
“ ) yz-3x-4 y<ixell
y £« :
y<-3x+4 y>-3x-3

PRZED SPRAWDZIANEM
. A

©COND O H BN
R 000 = 0N

- b
- 2
" Ly

T T
>0 R wN
s S e o B o I A |

. a) ¥ =6, b) x = =8, {;jy=_%x
. (0,-23), (0, 1), (5-4.3,0), (5+4.3,0)
sy =2x-1

[ -
o =~

19. y=x-9, y=—x+27

PRZED MATURA
1.B

BN SmANN

[ T
b =2Do
M @8 2@ 0000 %@

=l
o

188 ODPOWIEDZI



16.
17.
18.

19

bk
- O

12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.

19.
20.

21.
22.

.al =, bl
1
4
.a) 5, b)
1
3

4
-ziP prawdopodobienstwo wzrosnie do ,.,

H %A e oe B e

C
c-(0-3)
y==-3x+16

B (?4}) |AB| = 12,5

20.
21.
22.

L

23

E =1{8,6,5,8)
C=1(6,4,15,8)

Rl b}

, b

= W= Pl Pl

u-.'l

-I

.l % h}%. c};—“:

a) % b}%

. 0,94
‘a5, b o, d
. 84 kule

.al A" — wylosowano liczbe nie wieksza od 15, b) B® — wylosowano liczbe 20,

[
=]

=
gl
=1

¢) " — wylosowano liczbe niepodzielng przez 4, d) D' — wylosowano liczbe mniejsza
od 14 lub wiqksza od 15

a) % b) =& 15. r:]l%, d}j!— e}1'—5
ag b3 03 di

a) 20, b) 100, c) 50 losow

30 ucznidw

al, bl 00, di el N3
okoto 0,8%

a) 52%, b) 12

a5 & b 9350
ai b3

a) l]z b) %

co najwyiej § niebieskich dlugopisdw

23. okolo 0,7, taka czes¢ powierzchni Ziemi zajmuja oceany
24.2) 4, b 2

25. E = (),785

26.2) p3 = 33 ~ 0,41; ps = 2 ~0,64; po= 32 ~ 0,83, b) 1
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27.
28.
29. ;
30. :
31.
32.
33.
34.
35.
36.
37.
38.
39.

40.
41.
42.
43.

44,
45.
46.
47.
48.
49.
50.

51.
52.

53.
54. :
55.

56. =
57.
58.

59.
60.

190

a) %, b) 1‘—(]. c) %

13 1 11 g
a) 5 b) 3 9 550 d) 55
a) 33, b)

11 5 1 5 1
g B 93 D @3
i, b O d3

1 1 3 11
a} 51 h} Zl 'C} T d-:l' E
)% Wi o dig

3 1 1
a) 6’ bl 3. O3

1 2 1
a) 5 b) g c) 3
3
28

1 1
a) 3. b3
i 1 3
r.i} E, h]‘ ﬁ

i 1 1 i
a) g b 5 c) 0 d) 16
a) na czterech scianach; na trzech $cianach, b)
1000 losow
mniejsze
3
4

3 7

4 3
a) 1z, b=

4 31
a) 5z, b s
33
b
a5 bl ot

1 1
a3 b3
a) é, b) %

3 11 15
al g, byTE, O3
Oba zdarzenia sa jednakowo prawdopodobne
Wynosi 5¢.

10 10 20 1
a) 57, b) 510 O 57 d) 5T

5 1 w 2
a) ﬁi b} wir 9 13 d) 13

1 20
5
4
0,9325
13
24

1 1
a) I b 3
%: tak, wyniosfoby %

H‘IU'I

(=]

. Prawdopodaobienstwo kazdego z nich

ODPOWIEDZI



61. 5

62.
63.
64.
65.
66.
67.
68.
69.
70.
71.

72.
73.
74.
75.
76.
77.
78.

79.
80.

81.
82.
83.

35, b) 2,

b) 2, ©

1
C}?

25

216°
a) Gracz rzucajacy kostka B (prawdopodobienstwo wygranej wynosi

e
d) 575
i 5
cajacy kostky C (prawdopodobienstwo wygranej wynosi %} ¢) nie mozna — wykonaj

b) gracz rzu-

obliczenia, a zobaczysz, e z prawdopodobiefstwem % wygra gracz rzucajacy kostka A

a)l2, b6, o 10
al 10, b) 8
a) co najmniej 6 gruszek, b) co najmniej 4 jabtka

Nie, sukces odniesie $rednio 1 na 126 rycerzy; okoto 0,73

15

30

Na jednej sciance s trzy oczka, na dwoch Sciankach — dwa oczka, na trzech sciankach
— jedno oczko.

A

L&

84. —

85.
86.
87.
88.
89.

90.
91.
92.
93.
94.
95.

PRAWDOPODCOBIENSTWO, CZESC 1

a) 10zi, b)-04 p.
a) okolo -2,08 z1,
a) tak, b)tak

2 kule

+p b3sp.
a) 93 = 9,931, b) 56zl
18zt

20zt

17 2%

11zt

31,50zt

b) okolo -4,69z1, c¢) okolo 2,81 21, d) okolo =6,56 z1

a)

191



96.

97.

98.

99.
100.
101.
102.
103.
104.
105.
106.
107.
108.
109.
110.
111.
112.
113.
114.
115.
116.
117.
118.
119.
120.

121

192

a) -4 ~-4,5871, b)67§ ~ 67,782
7 kul

okolo 6,54 z1

a) 30, h) 40, <) 90

90 dni, czyli okolo trzech miesiecy

a) 5040, b) 4896

<= LN}

a) 60, b) 125
a) 1296, b) 360
120

36

15

a) 524 160, b) 426

a) 30791400, b) 125664, ) 26942, d) 24660
a) 200, b) 220, © 330, d) 140, e) 34

a) 70, b)42, c)132

52900 000

1 404000

a) 324, b) 180

a) 24, b) 256, c¢) 81, d) 192, e) 18, )16, g) 8
a) 600, b) 6480, c) 4320, d) 1399680, e) 360
a) 512, b) 1680, c) 21504

a) 1320, b) 132

a) 14400, b) 5400, c) 746

a) 404, b) 436, c¢) 840

a) 3628 800, b) 336, ) 1024, d) 28800

.a)60, b)27, c) 16
122.
123.
124.
125.
126.
127.
128.
129.
130.
131.
132.
133.

134.

243

a) 4096, b) 18432, ¢ 6720, d) 32
84

1633

400

a) 900, b) 90, c) 648, d) 100
okolo 0,03%

a) 27, b) 16

18

39

a) 0; 16; 3; 160; 36, b) 0; 4; 3; 100; 36
L

i

16

Pl

ODPOWIEDZI



135. 3,75 - 1078

136. §

137.a) =&, b i o=

138.

139. 2) 135. D) 737550

140. a) ﬁ b) 121.%- 2 5233 d) ?f?;ﬁ' e) 33533

141.0 2, b =

142.20 %, b3, o4

143. a) -i- b) :1;

144. 120

145. -

146.2) &, b) 3

147. a) 210, b) 2070, ¢) 5040, d) 1030200, €) 1000, f)18, g) 31!, h) 240, i) 14!,
j) 1680, k) 455, 1120, m) g5, n) 3, 0) gos

148.a)(n-1)n, b)nin+1)n+2), o (n+1n+2y%n+3), d E{—‘En =3)n-2)n-1)n,
¢) 3(n—in(n+1), ) n(n+2)n+4)

150. a) 720, b) 5040, c) 720, d) 343, e) 336, f) 840, g) 518400, h) 4%

151. a) 32, b) 243, ¢ 3125

152. a) 27 907 200, b) 64000000

153. 390625

154.2)9, b) 27, ¢ 81, d) 59049

155. a) 4096, b) 1296

156. a) 24 360, b) 16240, c) 5600

197.a) 120, B 72, o 24

158. a) 3110400, b) 19683

159. 9%s, czyli 1 h 49 min 215

160. a) 720, b) 7920

161. a) 6'" = 60466 176, b) 1024

162. a) 384, b) 384, ©) 1152, d) 576, e) 8640, f)40320

163. a) 270, b) okolo 1015

164. a) 720, b) 30, © 90720, d)60

165. a) 60480, h) 151200

166. 20! - 10!

167. 4! - 21!

168. a) 28 800, b) 86400

169. a) 9216, b) 2304
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171.

172.
173.

174.
175.
176.
177.
178.
180.
181.
182.
183.
184.
185.
186.
187.
188.
189.
190.
191.
192.
193.
194.
195.
196.
197.

198.

199.
200. a

201.

194

a) 32, h) 2" Wskazdwka. Aby utworzyé podzbidr danego zbioru, mozemy rozwazyc
po kolei kazdy z elementéw tego zbioru i zdecvdowad, czy wybierzemy go do naszego
podzbioru czy nie.

a) 15, 84, 715, 1999000, 53130, 13983816, b) 1,18,62,1,1234,1, o 1, 3, 2575, 1
a)n, h) %En—z}[n— D, © sp(n+ Din+2)n+3)n+4), d)(n+1),

1 : 2 {n=3n-2in-1in G o M2
e) gni2n-2}z2n-1), 1) =5y 8 G Dnrd: © oomrs Y ned

aln=10, bin=11, cin=20, din=6

a) 10, b) 15504, ¢ 20

10; 20

a) 13800, b) 2300, c)253=15625

a) 21, b) 35, c)495 d) 105

a) 26334, b) 3675, ¢) 22113

a) 2 802 800, b) 240975

a) 1575, b) 2982, c¢) 5460

81305

a) 53130, b) okolo 10

a) 1712304, b) 6096454

20137 600

okolo 1,75 - 10¢

okoto 4,96 - 10'%; okolo 5,36 - 10%%

a) 184 756, b) 1048576

a) 5040, b) 10000

6115200

20; 2

42 min z1

a) 924, b) 34650

143

127

a) 256 + 7G8x + 864x° + 432x% + B1x*,

b) 32x3 - 400x%y + 2000x3 y? - 50002 y? + 6250xy* - 312573,
c) 4/2x3 + 42}"* + 30;._,2""4 + lig’" + Hﬂ;f" + %,
d) 1 - 60a + 1500a® - 20000a® + 150 000a* - 600 000a® + 1 000 000a%,

e) a*b* + 12a%b3c + 54a2b%c + 108abc® +81¢%, N IR -3, 15 2 430 ko

a) 89+28/10, b)49-20,6, c)847+342.6, d)87029+38916,5, e}%-%
f) 78483 -9612.2, g) 2704-1912v2, h) 10304 +4608./5, i) :euzun[;nuh\,-ﬁ,f Ll
a) 160000, b) 14880348, ¢) 9882516, d) 2449440, e) 252, f)-98415

160xF 35 x>yt 3204y 12
) 16007 by Bk, o 2OV g) 4096y
a) ~14vZa%b0¢5, b) -4v2a’bdc7, o BLLEE ) JRabTc
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202. a) a®, 6a®b, 15a*b*, b) a?, 9a®b, 36a’b?, c)a® 8a’b, 28a°h*

203. a) 28a°b%, -8ab?, b5, b) -10a2b?, 5ab?, -b3, c) -36a’b7, 9ab®, -b?,
d) -533a°b?, 11ab'?, -p!!

204.a) 1,17, b) 1,04, c) 0,86, d)0,98, 1,03, 0,72

205. 15a°b*, 6ab3, bb

206.

[

I-—- -r-]"' :
o

207. -
208.
209.

=
o

. ID—E

g
-
%]

e

210.

Ladf—

11 b ) 12

212. a) okolo 3,8 - 10733, b) okoto 6,9 - 107, ¢) okolo 1077
1001 455

213. a) 3 by, 1503
1 1

214. a) =5, bl g, o 3=

215,

216.2) &, bl gi=, 01, 22

217. 3) 535, b) 555"
218.23) —=, b) ==

219. —
220.2) §, b) & O 1h
221. a) okolo 0,002, b) okoto 0,04, ¢) okolo 0,042, d) okoto 0,85

222. 2

223. a) 'm-lw b) 1{35514?4’ < ﬁgg?}
224, 3

225.2) &, b) ohp. 0 282
226.a) 22, b) 1=

27.9%, B3 o

228.a) 3, b)1

229.5) 2. B) 755 O 33

230.2) (5. b 5, o I
231,95, bE o o o
232, 110

233.9) S84, b) ABL, o) 2L
234. 5
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248. a) okoto 1,6 - 10°'%, b) okolo 2,64 - 1073, ) okolo 1,7-10°%, d) okolo 0,041

235.2) %, b) 3

236. 9

237. 26

238. 24

239, 15

240. a) %;"%1 b) %—E%‘%

241. 2L

242.2) 3=, b) ZEEL, o HE2L

243. -

244.2) 355, D) g0 O mpyy D 35

245. ) 3., b) 121

246.a) 35, b) 35, O ¢

247.0) 2, b2, 93 i 0 R

249. L

250. a) |!;1ﬁ 1?{;* b) t?ﬁﬂﬂﬂﬂ

251.8) mere b) ;s O s d)

252, &

253. §

254. a) Wygrana I stopnia — % ' % =~ 1,9- 1077, wygrana II stopnia
wygrana Il stopnia — 5 - %}{_} =Sl <10 vy N stom

p

1 GG+ 6-6) + Q)

wygrana vV stopnia — ET

255. a) 65 536; 256; 16; 1984, b) 12870; 70; 6; 150

PRZED SPRAWDZIANEM

1.C

2.B

3 A

4.C

3.A

6.1

7.4 'i??' bl :% c) i—%
8. 17

9.2, b=

10. -50gr

196

= (0,028, b)tak
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=
sl

. a) 40320, b) 576, o 1680, d)512
= D

e I T Y
@ kW N
el
=

=3 i el [y
w o =~
. - & .
k] o | ik
s B e
=
=
3= 2
s}
L
=~
0w

b 8

- 3003 i 3432

o
s

1ZED MATURA
A

B

.P(A)= 1
.4.1.C, 4.2. 26
A

D
1

25

. 30 zetonow
C

L 220

- 3nt-1
- P(A) = (3n+1M3n-1)

. 30140

3
" 11

.44 361
» 6666 600

© P NOO SN

ek ek ek ek ek ek

1.a) An B =1{(1,3),(2,6),(3,1),(3,3)(3, 5),(4,6),(5, 3), (6, 2), (6, 4), (6, 6)},
b) Bu C = {(1,3),(1, 6),(2,3),(2,5),(2,6),(3,1),(3,2),(3, 3),(3,4),(3, 5), (3, 6), (4, 3), (4, 4), (4, 5),
(4,6),(5,2),(5,3)(5,4),(5,5),(5,6),(6, 1), (6, 2), (6, 3), (6, 4), (6, 5),(6, 6)},
c) {i1,2),(1,4),(1,6),(2,1),(2, 3),(2,5),(3, 2),(3,4),(3, 6), (4, 1),(4, 3),(4, 5),(5, 2),(5, 4}, (5, 6),
(G, 1),(6G,3),16,5)},
d) {(1,6),(2,3),(3, 2),(3,4),(3,6),(4,3),(5,6),(6, 1),(6,3),(6,5)},
e) {(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(1,6),(2,1),(2, 2),(2, 3),(2,4),(2, 5),(3, 1),(3, 2),(3, 3),(3,4),
(3,6),(4,1),(4, 2),(4, 3),(4,5),(5, 1),(5, 2),(5, 4), (5, 6), (6, 1),(6, 3),(6,5)},
) {(2,5),(3,4), (3, 6),(4, 3),(4, 5), (5, 2),(5,4), (5, 6),(6, 3), (6, 5)}
2. a) AU B — Wylosowano karte koloru czerwonego, A n B — zdarzenie niemozliwe,
b) Au B — Wylosowano dame lub pika. A n B — Wylosowano dame pik.
c) Au B — Wylosowano karte koloru czerwonego. A n B — Wylosowano kiera.
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3. a) % h}%. c}f;f

4.2 PLAUB) =1, D) PANB =25, QPA NB)=1%, d)P(ANBY)=3
5. 1556

6. b) zdarzenia przeciwne: B i D, zdarzenia wykluczajace si¢: Ai Coraz Bi D
T.a) AiB, AiD, b)zadne, ){(AuBYi({CnD),Bi{A" nD)
B.a)A', D)A'nB, oAnB dA'nNE

9.2) 0,5, b)0,85

10.2) &, b) 35

11.20ANE, b)AUE, ¢ (AUBY

12002, b of

13,94 nE ol

14.2) {5, b) 55, ¢ 32

15.a) s5, b) &

16.2) 5. b) 55

1.0 3, b5 o

18.a) 0,5, b) 0,65, ¢) 0,85

19.2) 381 ) 18

20. P(A)= &, P(B) = 3

21.a) &, b1, 91, A% i NI

22. okolo 0,9988

23.p=%

24.2) . 03, 001

25. 2) 0,32, b) 0,23

26.2) 0,1, b)0,25 <06, d 04

27.a) 1, b3, o &g

28.2) 04, b)0,8, ¢ 03, d) 0,1l

29, a) % h}%. c) 0, d}%

30.a) %, b 0f di

stai b ol ¥ e nd

32.a) %, b 0 D1, e 0]

3Bad bi of A3 oF N3

34.2) %, b) 3

35.2) 5, b, O AL o D

36.2) 3, b2

37.a) 5, b1

8. i ol ol ok n g
39.2) 5%, b3, o8

198
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40. P(A) = 5, P(AIB)= ¢, P(B|A) = 3, P(C|A) = §, P(C|B) =
41.a) 3, b)20%

] |

-,-T
42.2) 3, b i oi
43.9% BB o1
4.21 b3 o ai o2 ni
1 2 1

45- E‘EJ G,H. b} :‘;1 f_‘} E, d} E
46.01 b3 01 i el n2
47.0 %, b i, o2
48.2) P(A) = 5=, P(AUB) = 31, b) P(A"UB)= 13, P(AIB) = 15, ©) P(BIA)=3, P(AIB) = 2,

d) P(A'|B) = 2, P(B'|A") = &

49. ) P(A|B)=0, b) P(A]A) =1, P(A]A") =0
22 3 Fi 20

52. a) VA b) L c) 15° d) I3

53.a) £, b)

54. P(A)= §, P(B) = £

55. P(A'|B) = 3
56. 0,084
157

11 r 01
57. P(A|0) = 5z, P(A|O") = 535, P(A) = 355

58.a) 0,24, b) 0,13, ¢) 0,04

a7
59: I_Eﬁ

151
60. 300

71
61.

179
62. 122
63. 0,0922
64. 0,91

53
65. >
66. a) okolo 0,23, b) okolo 2

13
67.a) 22, bh) 22

(=
=

1387 414
B68. a) 0,40404, b) 0,36828
69. =
70. 3
T1. nie, okolo 43%
72202 b3 o
73. %
74. 2
75.2) 52, b) &L
76.2 1, b2 ol
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77.
78.
79.

80.
81.
82.
83.
84.
85.
86.
87.
88.
89.

90.
91.
92.
93.

94.
95.

96.
97.
98.
99.
100.
101.
102.
103.

104.

105.

106.

107.
108.

109.

200

R = | =
k] e

a) okoto 0,97, b) okolo ri'(-j_:l-, ) okoto 0,1

a4 3 o427
Q) 1, bl 5 © 53

a) 0,01, b)0,97, < 0,2

a) sa niezalezne, b) nie sa niezalezne, ¢ sq niezalezne
nie sa niezalezne

54 niezalezne

nie sg niezalezne; nie

0,006

0,08

nbiNB

a) sq niezaleine, b) nie sa niezaleine, ¢) nie sa niezalezne, d) nie sq niezaleZzne,
e) sa niezalezne, f) sa niezalezne

a) nie sa niezalezne, b) nie sa niezalezne, <) nie sa niezalezne, d) sa niezalezne
a) sg niezalezne, b) nie sa niezalezne, ©) nie sa niezalezne

84 niezaleine

nie sa niezalezne

nie sa niezalezne

P(A) = 0, P(B) = %, P(C) = %, P(D) = 0; niezalezne sa zdarzenia: A iB, AiC, AiD,
BiD, CiDh
Zdarzenia A i C sa niezalezne.

a) 0,001, b) 0,00009, c)0,40951

00,0397

a) 0,002025, b)0,731025, <) 0,0171

okolo 0,87

a) sa niezalezne, b) sa niezalezne, c¢) sq niezalei#ne, d) nie sq niezalezne

0,7494375

A — 0989901, B i C — 0,9801. Wskazowka. Jesli A, B, C oznaczaja odpowiednio
zdarzenia, ze zardwki A, B, C nie przepalily sie, to prawdopodobienstwo, ze bedzie
gwiecila zarowka A mozna zapisac P(A n (B u C)).

Wskazowka., a) Niech € = {99 109 We D K9 A9 Oa 106 Wée 4 Ko Ae] do-
bierz odpowiednio A i B. b) Wystarczy, ze jedno ze zdarzen jest niemozliwe.

al %1 b}%. c}i

IJS
a) TR88 " b} 643
781
10024
9261 16807 498 461 S
a) 50000 b) 40000 c) =00 000 d) 0,3483
73 175 5067
a) 1024 b) 256" ) 8192
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110. ) 1550 D) esy O H?ﬁ? 9 75653
111. a) % b 25, O 32, A1, O, 03l
112.2) 22, b) %
113. a) okolo 0,283, b) okolo 7,46- 10", ¢) okolo 8,8 - 107#
114. a) okolo 16%, b) okolo 63%
115. a) okolo 0,965, b) okolo 0,997
116. w wariancie nr 1 (wariant 1: okolo 0,737, wariant 2: okoto 0,678)
117. a) ét:? b) 3122’.';, ¢) prawdopodobiefstwo w obu opcjach jest takie samo i wynosi %;;%
118. P(B) = P(A); P(A) = 0,246, P(E) = 0,291
119. a) okolo 0,294, b) okoto 0,011
120. a) okoto 0,962, h) Dkuio 73107
121. P(B) > P(A); P(A) = 222, P(B) = 1309
122. trzynastu
123. a) 3; okolo 0,25, b) okolo 0,66
124.a) 8, b) 35 b 36, ¢ 12, d) 131
125. a) okolo 0,188, b) okolo 0,674
126.2) 1, b) 3
127. ok. 0,424
128. co najmniej 32
129. a) 122, b) co najmniej 9
130. a) okolo 0,32, b) okolo 0,15, ¢) 12
131. Prawdopodobienistwo, ze zwrdcone zostana wiecej niz dwa pudelka wynosi:
1-[(%) - 0,02 - 0,98)%° + (%) - (0,02)" - (0,98)'9 + (%) - (0,02)? - (0,98)'# | = 0,007
Prawdopodobienstwo, ze pudelko zostanie zwrdcone jest réwne:
p=1-[(}) -0 01}“ - (0,99)24 + (24} (0,01 - (0,99)2] = 0,02.
132.p=flubp=L ie (3)p20-p)=3.
PRZED SPRAWDZIANEM
1.B
2. A
3. A
4.D
5. +
6. -
7.3
8. p: <1 < p3 1 =0,336, p2 =0,212, p3 = 0,452
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RZED MATURA
3

|
= LN

g rhg

1

E

. Pan Nowak musi rozegrac z synem co najmniej szes¢ partii.
. okoto 0,09

R

2.a) lim fix)=-1, lim f(x)=-1, lim f(x) = 4c0, lim f(x) = -0, lim f(x)

X =0 X = +od X==1 X—==1* xX==1
nie istnieje, lim fix)=1, lim fix)=2, lim fix) nie istnieje, b) lim fix)= +oo,
Xx—=27 x—2% x—=2 X——0d
lim f(x) =3, lim f£f(x) = +e0, I1m flx) = 400, lim f(x) = +00, lim fix)= -
X == k00 x=0" x—0 x=10 =3
lim f(x)=2, lim f(x) nie istnieje, lim f(x)=0
x—3* x—3 x—4

3' a} +0o, +02, 51 81 b.} ]-! l: +oe, —00, ﬂ! c} +00, ﬂl n'r +09, d} =09, +00, +00, —00,
f_‘} n1 '_Ir 00, =00

5.8)0; 400, b)+o0;0, ) 1;1
6.a) lim fix)= lim fixi=¢, lim fix)}=+oo, |li’l’l fixi=

X——00 X — 400 x——h" X——

b) lim fix)= lim fix)=c, lim f{x)=—co, Ilm fix)=
K= =00 X = 400 X = =h" X——

¢) lim fx)= lim fix)= llm flx) = hm f(x) =
X——oo X—+co x—=h Ko

7.a) lim fixi=1, lim f(xy=1, b} lim fx)=-2, lim Ffx)=-2,

X—+0D0 N0 XN—+00 X =00

¢ lim fix)=3, lim f(x)=3, d) lim fixl=-1, lim fix)=
N o= ol Xo=—= =00 X =400 XNo=—= =00

8.a)-4, b)0, c)3, d)nieistnieje, e} 2, ) nie istnicje

9.a) 1, b)0, c)nieistnieje, d) 0, e) nie istnicje, ) nie istnieje

10. lim dix)= lim dix)=
=0 k= 10"
11. lim hix)=0, lim hix)=+e
X — oo x—=0f
12. lim alx)=2, I1m alx)=+2, lim ax)=+v2+.3
-0t X=2 =1
13. lim Pix)=+e0, lim Pix)=0, lim Pix)=3, lim P(x)=+ece
K== =00 x—=2 =4 K= +00
14, lim hix)=+ce, lim hix)=-co, lim hix)=2, lim hix)=1, lim hix)=1,
X——00 X— 40 K—==1" x—-17 x—=1"
lim hix)=0
x-1*
15. a) lim hix)=-c, lim h(x)= +oo, Iim hix)= lim hix)=-1,
X— =00 K=+ =0 x=—=0*
b} lim hix)==c0, lim h(xX) = +oo, hm hix) = llm hix) =10,
X — —00 X —+o0 x—0- 0
¢} lim hix)=-oc0, lim Hhix)=+ce, lim hix)= +c-u lim hix)=—c
X——co X— 460 x—=0" x—=0t
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16.
17.
18.

19.
20.
21.

23.
25.
26.

27.
28.
29.

36.
37.
38.
39.
43.

45.

a) +oo, bh) =00, ¢)+o0, d)-eco, e) -+, f)+ew
a)ll, b)7, o-1, dy-1, e 2, f)-4

a) lim Ffix)=8, lim fix)=3, b) lim fix)=-ec, lim f(x)=-7,
Xx—3 x—-3* x—=0" x—0r

) lim fix)=1, lim fix)=+e
=0 x—0*

a) -1, DO, -2, d-m, e +wo, )

L] Ll T T

a)-1, blgz, 00, d-4, 21 -

a lim f=2, lim fx)=-c, lim f=-1 lim f(x)=+e,

N— =2 BN ——g X—2 x—=2

b) lim f(x)=-e, lim fix)=10"3, lim f(x)=10° lim f(x)=+eo,
x—0 =0 x=10" x—107F

¢ lim  flx)=-1, lim fix}=-co, lim f(x)=+c, lim f(x)=0
o P g =

a)p= "; b)p=0,5
a) lim fix) nie istnieje, b) lim f(x)#f(2)
X=0 k=2
a) nie jest ciagla w 0, b)ciagla w R, c) ciggla w R, d) nie jest ciagla w 0

a-1, b-1, 92 &3 eo0 H-24

a) lim f(x) nie istnieje, b) Ijml fix)#F(1)
x_-

x—=1

.alx=-1, bix=1
< y B
32.
33.
34.
35.

ap=-2, bip=-3, dp=-2, dp=15 ep=3, Hp=27
alms=-1, h}m=2%, c}m=%, d}m=—_%
ajdlaga=01ib=2, bidlaga=-1ib=-4

alxg=2, bixog=-3, Qxp=3, dixg=-2, elxp=1lubxp=4, Dxp=-1

a) lim f(x)=-1, lim f(x) nie istnieje, lim f(x) =3, lim f(x)=3, b) lim fix)= >

xX==1 x =10 x=1 xX=4 x==1 <’
lim f(x)=3, lim f(x)=53%, lim f(x) nie istnieje
x—10 x—1 x—4

aja=0,b=8, bla=1,b=-6

nie jest ciggla w punkcie -1 i jest ciagla w punkcie 1
nie jest ciggla w punkcie 0

al w zbhiorze R Z, b) w zhiorze R £

a)x=275 blx=-175 ox=225 dx=-275

. a) Wskazowka. Funkcja [ jest ciagla w prezedziale (D;H), {0 = 0 i f(3) = 9, wiec

fi0) < 7 < f(3), zatem na mocy twierdzenia Darboux istnieje taki argument xp nalezacy
do przedzialu {G : 3}. e fixe) = 7.

a) Nie, Funkcja nie jest okreslona w przedziale (—2;2), a wiec nie spelnia zaloze-
nia twierdzenia Darboux w tym przedziale. b) Tak. Funkcja jest ciagla w przedziale
<~2;2). ¢) Nie. Funkcja nie jest ciagla w przedziale <~2;2}. d) Tak. Funkcja jest
ciagla w przedziale (-2 :2).
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a6.

47.
48.
50.

52.

54.
55.
56.
57.
58.
59.
60.
61.
62.
63.

64.
65.
66.
67.
68.

69.
70.
72.
73.
74.
75.
76.
77.

78.

79.
80.

81.

204

aj) np. (D ::rr). Wskazowka. Przedstaw rownanie w postaci sinx —x+ 1 =0,

Niech f(x)=sinx - x + 1. Znajdz takie liczby p i g, Ze fip}- flg)<0i |g-pl < 4.

b) np. (1;4), ¢) np. (-4;-3). d) np. (1;4)

alx =425 blx=-1,75 ox=275 djx=-0,75

a) Wskazowka. Wykaz, #e rozwigzanie rownania x « 2* = 1 = 0 nalezy do przedziatu (ﬂ; 1).
a) Wskazowka. Zauwaz, ze jezeli f(x) = 125x% - 600x° + 880x — 384, to f(0) <0, f(1) > 0,
f2)<0ifi3)>0.

Wskazdowka. Niech o bedzie katem, o ktory obracamy stol (w sytuacii wyjsciowej
o = 0%, dile) — sumg odleglosci miedzy podstawami dwoch przeciwleglych nég a pod-
toga, dx(e) — suma odleglosci miedzy podstawami drugiej pary przeciwleglych nog
a podioga. Rozwaz funkcje D(o) = d () — d=() i zbadaj znaki wartosdci D(0%) i D(907).
a2, b-1, 00, V2, e-3, H-3, 210, h-2, D0, j _31

a)+oa, b)-eco, ¢)+oo, d)-oo, e)—co, f)+oa, g)+ea, h)+oe

A%, b-5 00, d0, e&-», fl-e, g0, h)+m, i)-e, j)-3

a) —c0, b)-eo, ¢)+oo, d)+oo, e)+eo, f)-00

a)-2, b0, ¢ -, d) —%, e) +eo, [)0

a)-2, b0, ch+o, di-co, )0, f)-eo, g +e0, h)-o

a)+®, b)+ew, -0, )0, €)-w, H-1, g hi+w, DO, j-c, kIO, 2
am=-09, bm=-2lubm=1, ym=7, dm=2lubm=3

a0, bo, oo, do

a)-3, i 910, d e H10, g -, h)+w

=

2 b3 0 d-1L e-3 N3, -3 hH-F
a) +e0, b)=co, ¢)=co, d)+co, e)+eo, f)-0o

a) +eo, b)=co, ) +oo, d)-oo, e)-co, f)+eo

a) +eo, b} —ee, ) —vce, d)+ee, e)-—w, f)-oo, g)-eo, h)+ee, i) +ee

a) —co, b)+ee, ¢)-eo, d)-c0, €)=-co, f[)—co, g)+eo, h)+oo, i)=co, J)+eo,
K) 400, 1) 0o

a) 0, —co, 400, +o0, —oo, (0, h) 0, -1, -1, =00, 400, 0, ¢) 0, —co, +00, +00, +oo, ()

3 -3 0-3 d-% @0 D28 @0, W-F -3 H2F

a)-3, b)-5, -3 d-13

a) 0, +o0, —oo, =00, +o0, (), b) -2, —oo, +00, +00, =00, =2, ) —00, —og, +00, 3%, 3%, +00

1 1

| 1
a} 01 +oo, =00, +00, -0, D: b} _E: +oa, =00, +00, =00, —3 E:] —o, _'I':I-1 _T:i

55 , =00, 400, 400
a) 3,0, -1, —, +9, 3, b) +o9, +00, ~0, 0, ~43, —o0

a) —eo, —oo, 0, b) -2, —oe, =1, ) —ce,-2,0, d)—oo, +o0, +20
a)x=1, b)x=%, Ox=-2, d)x=-1,x=2, e)x=%,x=-2, x=3,x=-4
a)y=3, bly=2 o nieistnieje, d)y=-%, &y=0 fHy=-
)i b3 o-g d13

alx=2,y=-3, blx=-15y=-25 ox=0,y=0, dix==-2y=-2 elx=10,
x=3, v==1, Hy=1

T

Lt

gl y=2x+1, b)y=3x, dy=-3x+2, d)nie istnieje; e)y==x, f}y=—%x—%

ral
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B2.a) y=3x-5, flxp) = 2170, b) y=-2x+ %, Fixg) = 28545, cly= —%x, Fixg) = =3333,
d) y = £x, f(xo) = 17426
8l.alx=0,x=1,x=-1, ¥y =2, b)prawostronna ¥ = x - 5, lewostronna ¥ = -x - 3,
c)x =1, x =-1, prawostronna y = 3x + 2, lewostronna v = 3x - 2
PRZED SPRAWDZIANEM
1.D
2.C
3.A
4, A
5.D
6. A
7.a) =4, b)4eo, ) +00, d) =00, &) =co, )0
8. Wskazowka. Oblicz granice jednostronne funkcji f w punkcie 5.
9. Funkcja f jest ciggla w punkcie -1 i nie jest ciggla w punkcie 1.

10. x = =15
PRZED MATURA
1.D
2.B
3.C
4. B Wskazowka. Skorzystaj ze wzoru sin 2x = 2 sin x cos x.
5.D
8.D = (-;-2) U (-2;2) U (2:+e), im0 =3, Lm0 = +eo, lim fix) = ~oo,
lim fix)=-e, lim Ffix)=+ee, lim fi{x)=3
x—2- x—2* X — 00

11. Funkcja jest ciggla w punkcie 2 i nie jest ciagla w punkcie 1.
12.a) me {2,4)}

1.a) f'(-1)>0, f(0)=0, f(1) <0, b)f(-1)<0,f(0)<0, f(1)=0,
¢ f'(-1)=0, f0)<0, f(1)=0
2.a)f'(2), b)f(2), of(M
3.a) f(0), b)f(1), of0)
4.9 f'(-2)=2,f(0)=0,f(2)=-1, b)f(-2)=-3, f0)=-1%,f(2)=1,
A f'(=2)=0, f(0)=-1, f(2)=3
5.f'(-2)>0,f (-13) =0, f-1) <0, f' (~3) =0, F()>0, f(2) <0
6.a)x=-2,x=2, blx=-1,x=1,x=2, Ox=-4,x=-3,x=0
7.a)4, b)11, of, d)-27
8.a)y=4x-1, bly=-x-1, cdy=x+3

9. a) nie, b)nie, c¢) tak
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10.

11

12.

13.

14.

15.

17.
18.
19.
20.

21.
22.
23.

24.
25.

26.

27.
28.
29.
32.
33.
35.

36.

206

. p=-0,g = -9 Wskazowka. Zwroc uwage, ze gdy a € R, to granica h]im

AfO)=0, b O =07, fW=33 df(Z)=0

=L =0
S hih+3)
tylko wtedy, gdy a =0,
A fX)=12%, DfR== OfK=-35 dFX=-3 &fK=-3,
f) F0 ==
a) f'(x)=-2x+5, b)f'x)=3x*-6x+2, ¢ f'{x} -2 Afw=1,

e}f{x}—l—“x »;X+T'f-*= f}f{xl—-x‘x‘_ 1“.2

a) f'(X) = o, b) /(0= - 22 d) =58

Lx+H
i ¢ = 101 _10.7('—".! 21: 2
i,}Fl:X}— ”2 L] f}f{x} 1]2
a) f'(x) = 3x-—1{}x+1 b) f'(x) = 3x-—2x+%ux s OFW=F=, dfX=-5

Hfm=tsl, fjpins 2otk

Skt 2xd
(3.3)
a) (=2,13), (2,-3), b) (2,54 6+72), (v2,5-6.2)
a) nie istnieje, b) istnieje; (—1 l'—b) ¢} nie istnieje
a) tak, np. f(1) = £f'(-1) = 4, wiec styczne w punktach (-1,-2) i {1, 2) sa rownolegle.
b) nie, poniewaz " jest funkcja rd;f.nnuarméciﬂwﬁ, c) tak, np. f'(0) = f* (—%) = 0, wiec
styczne w punktach (0,0) i (—%, 13 ) 53 rownolegle
a)y = —x+% b) nie istnieje, ©) y=x+;
a) okolo 72° b) okolo 83°% ¢) okolo 89°
a) 0%, b)45° ) 135°
$-EH, Bl Fe ey 28, I
a)a=00091, bla=0298 c¢la=1418
Wskazowka. Znajd# punkty na krzywej, w ktorvch styczna jest rownolegia do podanej
prostej. ) (5.3), b) (-3.-3) i (5.3), 04,2
Wskazowka. fix+h) - g(x)-f(x)- ﬂ{x+h} flx+h)-g(x)=fx)-gx)+f(x)-gx)-f(x)- gx+h)

2) 53,2% b)71,6% o m =22 lubm= 32
g g ; 256, 236
a) y=4x-3, y=-4x-3, bjy= 0, y=-S57x-5=
a) 100,04, b) 10,03, © Thies = {}{}999?
a) £(4) =24, f"(9) =6, D) f'@4)=55 "W =73 Of'@=-35f"(4=5¢

a)(gofx)=X+35, (Feg)ix)=vx+5, b)igeflx) = ; -3, (f o g)x) = Ei—_s’

A {gofix)=-3x"+1, (f o ghix) = (-3x + 1)°,

d) (g o f)(x) = 0,5sin x + 1, (f o g)(x) = sin(0,5x + 1),

e) (gef)ix) =2-4log; x, (Feghx) =log; (2 - 4x), ) (g.?mx}* 2557, (Fo@)) =5 27
£) (g = Hx) = cos® x, (f o gi(x) = cos(x?), h) (g fHx)= (E) y (f o gix) = (E)xq

a) np. gix) = 5x - 8, hix) = 1013; b) np. gix) = sinx, h(x) = X,

<) np. gix) = x* +x, h(x)= 3, d)np. g(x) =3 -2, hix) = IX,

e) np. g(x) = cosx, hix)= ?—‘f ~5, Bnp. gix) = 4x3 = 2x, h(x) = 2 + x®
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37

38.

39.

40.

41.

42.

43.

45.

46.
47.

L) /(0 = 60(6x +5)%, b) f'(X) = 572=s, O f'(0 = aeye

2

d) £7(x) = -30(¢* - x)(2x* = 3x*)°°, e f'(x)= 37 {l?:;:cixﬁ’ L= %
a)(fogl0) =4, (@ofN0) =4, (FofHD)=3,(gogl0)=2, b)(fogl2)=3,(gef)3)=
(Fefid)=1,(gegh5) =4, c(fegofill=3,(gefogll)=3 (gefefil)=275,
(gegogll)=4, d)(fofegll)=3,(fegeg2)=4,(gegefi3)=2,(fofcf)5)=1
) (g fX)= 5. (F o 90 = \JE (FoPX)= VBX, (go ) =% b)(gex)=3%242,
(Fogix)=5(3%+2P -2, (Fo fx)=5(5x2 =2 =2, (gog)x) = 3¥"*2 4+ 2,

¢) (g = filx) = 7 cos (3log, (x = 5)), (f = g)(x) = log, (7 cos 3x - 5),

- —_—_ ;Ix—?
(f = )lx) = logz(logy (x = 5) = 5), (g o g)x) = 7cos(21cos3x), d)(gofUx) =24

x3

. _4....._
(fegix)= 353, (Fe i) = go@x) =2 \2x+1+1
{..T_) :
a) (g2 ) = 552, (Fo ) =18 222, b) (g = )X = 3-log (VX - IM),

(f e gdx)=2y3-Togx - J3-logx,

¢) (g o F)x) = 3% = 2x2 = 2x, (f o g)(x) = (3* = 2x)% +3* = 2x, d) (g f)x) =X, (f o gx) =
a) (g of o MX) =225 42, (f o ho g)(x) = 2252 (o f o g)ix) = 20/2¥72,

b) @ o f 2 M) = (*inf‘—) (f o ho g)x) = sin (<2X), {hofag}[x} sin(coex)

Q) (gofohX) =7, (F o hoglx) = o, (ho f o g)x) = 7=,

d) (g o f = h)x) = x’ ff° o glx) =5x, (hof og)x)=

a) np. jesli g(x) = x* - 2x i h(x) = VX, to k(x) = x-2/X, b)np. Jedl gx) = x & x
i hix)=logx, to kix)= lng:‘x slogx, © np.jesli gix) = 3x—x2 i hix) = Z, to k(x) = __ﬂ

xet
d) np. jesli g{xl =2x+ 5% i hi(x) = sinx, to k(x) = 2 sin x + 5%nX

I
2x Y oy — =110 x+4 \ LI ;
a) f(x) = {:Ixﬁif R (3“.;) » D)= =5 (5x 2) . €) Wskazowka. Przedstaw

2 ik
wzar funkcji w postaci f(x) = (2x+1) £{x) = i'-’xil} ('}x_+li) 3

A o= -2 85 (V2 )4

TSx-4F

) (X)) = 12(4x-7PF +8(3x+1)3x% +2x=5)%, h}f (%) = —60x(5x%+4)°7 —5{2x 3)x* - 'ixw}%

¢) f'(x) =-30(2x — 9)°% -{Bx+ S)4x? + ax} i,

d) f'(x)= 2{155:‘—3”{5){'1 ax2 +3)°% + 10 {£'~:— )3

a) f'(x) = 20(dx - 3)* - (2-5x)" — 35(dx - 3]‘ (2 - 5x)°,

b) f'(x) = 24(6x + ::}3 {=2x + 3}':'} + ,,{ —2x + ?}';{bx+ 53,

¢) flix)= —{fx + 57 3. 3x-4P+24Tx+5-(3x - 4}‘

d) f(x)=—(-3x -5 8 J2X+A+ J=3X=5 - {2x+9)

a)y=-40x+41, by=1, oy=x-1, dy=-145x-435

a) np. gi(x) =x+7, hi(x) = X, f(x)=(hy e @1)(x), g2(x) = x + 3, ha(x) = Vx + 2,

Fix) = (hz © @2)(x), b)np. g1(x) = 6x, hy(x) = 2, f(x) = (hy = g1)X), G20x) = %, ha(x) =
flx)=(hzega)ix), c)np. gy(x)=x+4, hi(x)=3%, f(x)=(h;eg1)(x), g=(x) = 3%, ha(x) = 81x,
fix) = (hy o g2)x),  d)np. gi(x) = 8x°, hy(x) = loga x, f(x) = (hy © @1)(x), g2(x) = logs X,
hai(x) = 3+ 3x, f(x) = (hz o g2)(x)
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51. a) f'(x) = 332X 30
o/ 15x% —4x)3+2
o —7(6x%47)
b) f'(x) = —= .
f 30 '1,."25:-* +TX-3+5)- {..-"[2,{3 +7x-13)

52. a) funkcja f jest malejaca w przedziale (—8:—6}. rosngca w kazdym z przedzialow:
{-ID;-E}, (—ﬁ;ﬂ). b) funkcja f jest malejagca w kazdym z przedziatow: <-8;—3},
{5 : 8}, rosnaca w kazdym z przedzialdw {-4} ;—8), (-3 ;4}, stala w przedziale {4; 5}

53. a) funkcja jest rosnaca w kazdym z przedzialow: (-ac ;-2}. {1 ;+oc:~)1 malejaca w prze-
dziale <—2; 1), b) funkcja jest malejaca w kazdym z przedziatow: ( -0 ; —3}, {1 ;+m),
rosngca w przedziale (—3;1}, c) funkcja jest rosnaca w kazdym z przedzialow:
(—m:—E}, {D:+n:-). malejaca w przedziale {—2:0}. d) funkcja jest malejaca w prze-
dziale (—w; 1}, rosngca w przedziale (1 ;+co), e} funkcja jest malejgca w przedziale
(—m:—E}, rosnaca w przedziale {—2:+m), f) funkcja jest rosnaca w przedziale
(—m ;D}, a malejgca w przedziale (D;+m)

5.0-0. -0 @ —-® ®—@®
56. funkcje f przedstawia wykres: a) czarny, b) pomaranczowy, ¢} czarny

57. a) funkcja jest malejaca w przedziale (-m : ﬂ}, rosngca w przedziale (ﬂ ;+m), h) funk-
cja jest malejaca w przedziale (—-m;m2>, rosngca w przedziale {—2;-1-4:::-), ) funkcja
jest malejaca w kazdyvm z przedzialow: (--oo; -2}, (ml;{}), rosnaca w kazdym z prze-
dziatow: {—2:—1) i {{];+m), d) funkcja jest rosnaca w R, e) funkcja jest rosnaca
w kazdym z przedzialow: (—m . —2} i (1 :+m), malejaca w przedziale (—2 : 1). ) funk-
cja jest malejaca w R

58. a) funkcja jest malejaca w kazdym z przedzialow: (—c-o :—2). {1 :4). rosnaca w kazdym
z przedziatow: {—2;1}, <4;+m), b) funkcja jest rosngca w kazdym z przedzia-
fow: (—-oa ;~2>, (-—-1 ;(}), {3;+m), malejagca w kazdym z przedziatow: (-2 ;-1}, (ﬂ;E},
¢) funkcja jest rosnaca w kazdym z przedzialow: (—-m ;-1), {2 : +m), malejaca w prze-
dziale (—l ;E)T d) funkcja jest rosnaca w kazdyvm z przedzialow: (—m:ﬂ} i {2:+m),
malejaca w przedziale (i}: 2}

59. a) funkcja jest malejaca w kazdyvm z przedzialdw: (—m ;2), (2;+m), b) funkcja jest
malejaca w kazdvm z przedzialow: (—w;—l), (—1:1), (1 ;+m), c) funkcja jest ma-
lejaca w kazdym z przedzialow: (—m;—z), (4;+m), rosnaca w przedziale (—2;4},
d) funkcja jest malejagca w kazdym z przedzialow: (-oo;l.'_l), {i:- ;+oo), rosnaca w prze-
dziale {{1: ;-;)1 e) funkcja jest rosnaca w kazdym z przedzialow: (—-:-a ;—v’"f). (—x-""f: D},
malejagca w kazdym z przedziatow: (El;\fi). (v'rj;ﬂ-m), ) funkcja jest malejaca
w kaizdym z przedzialow: (-—oo;-—-l), (ml;r%), {%;1), (1 ;-.nm), rosngca w kaizdym
z przedzialow: (‘TJ ;EI), ({}; %)

61. funkcja jest rosngca w kazdym z przedzialow: (—m :—1), {ﬂ: I}, malejaca w kazdym
z przedziatow: (~l ;ﬂ}, {I ;+m)

62.dlaa=0ib’<3aclubdlaa=0,b=0ic>0
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63. Jesli a > 0, to funkcja jest malejaca w kazdym z przedzialow: (—m =

,"—2 II 2 |
<_% + ,\;1 + (%) ;+|:~::|), rosnaca w  przedziale <—£. - 1'.' 1+ (f—;} :—% +y 1+

=

+
—_— ] |
Lle| =iz 2w Bl
et |t | e
I I

jesli @ < 0, to funkcja jest rosngca w kardym z przedziatow: (-um ;—% -

<—f:-’ +y1+ (%)E ;+n¢). malejaca w przedziale <—§ =31 ¥ (i—j)z :—f:-’ + E,I’Il + ( )2
jesli @ = 0 i b > 0, to funkcja jest rosngca w przedziale (um;{}), malejgca w prze-
dziale ([};+m); jesli @ = 0 i b < 0, to funkcja jest malejagca w przedziale (-m;ﬂ},
rosnaca w przedziale {D: +N); jesli a = b =0, to funkcja jest stala.

64. a) minima w punktach -3 i 2, maksima w punktach 0 i 4, b) minima w punktach -3
i 2, maksimum w punkcie 1, «¢) maksimum w punkcie x =0

65. a) maksimum f(1) = 5, minimum £(3) = 1, b) minimum £{-2) = 1, maksimum f(-1) = 2,
c) brak ekstremdw, d) minimum f{2) = =27, ¢) minimum f{-3) = =189, f(2) = -64,
maksimum f(0) = 0, ) maksimum f(0) = 16

66. a) funkcja jest rosngca w przedziale {-m;D}, malejaca w przedziale <ﬂ;+m); maksi-
mum f{0) =1, b} funkcja jest malejaca w kazdym z przedzialdow: (—m ;—1}, (l;wz),
rosnaca w przedziale {—1 : 1}, minimum f(-1) = -0,5; maksimum fi{1)= 0,5, c¢) funkcja
jest malejgca w przedziale (—m ;U}, rosngca w przedziale <{] :+m): minimum f(0) =0

67. a) maksima x = 33 + 2k, minima x = —% + 2k, gdzie k € £, b) maksima x = 2k,
minima x = w+ 2k, gdzie k € &, c¢) brak ekstremow, d) brak ekstreméw, e) brak
ekstremow, ) minimum x =0

68. a) lunkcja jest rosnaca w kazdym z przedzialow: (% : 1}, (% ;+m), malejaca w kazdym
z przedzialow: {—m;%}, (1;%}, maksimum f(1) = 0, minima f(l,) = -1, f(zi) - —%,

b} funkcja jest rosnaca w przedziale (Z:t : +oo), malejaca w przedziale (—m ;'.-_1)? minimum
fi3) = 1762, c) funkcja jest rosnaca w przedziale {{1;2}, malejaca w kazdym z prze-
dziatow: (—m;ﬂ), (2;+m), maksimum £(2) = 238, minimum f(0) = 102, d) funkcja
jest rosnaca w kazdym z przedzialow: (—~oa ;—2), {{}; ]), {S;i-m)f malejaca w kazdym
z przedzialdw: (—-2;0). <I ;5), maksima f(-2) = 23,4—3, f1) = 8%, minima f{0) = 7,
f(5) = -159%

69. a) funkcja jest rosngca w przedziale <-2 :

(-m;-?}, (-} ;+oc:n)1 maksimum f(i-) = 1, é‘énimum F-2) = = funkcja jest ma-

), malejaca w kazdym z przedziatow:

T
lejaca w kazdym z przedzialow: (—w:—l’), (—2;+m), brak ekstremodw, c) funkcja
jest rosnaca w kazdym z przedzialow: (—ou ;—1}. (3 ;+w), malejaca w kazdym z prze-
dzialow: {—1:1), (1;3). maksimum f(-1) = -2, minimum f(3) = 6, d) funkcja jest
rosnaca w karzdym z przedzialow: (—3;—1), (—1 ; 1}. malejaca w kazdym z przedzia-
fow: (—m:—3>, {1 :+no), maksimum f(1) = -1, minimum f{-3) = 7, e) funkcja jest
rosnaca w przedziale <—-1 : —2). malejaca w kazdym z przedziatow: (—m :—4}, (—2 ;+m),
minimum fi-4) = —%, f) funkcja jest rosnaca w kazdvm z przedzialow: (—M;—E}},
(—l ;3}. (3;+M). malejaca w kazdym z przedzialow: {—9:—3), (—3:—1}. maksimum
FI=9) =—%, minimum f{-1)=0
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70.

71

72,

73.
74.
75.

76.
77.

78.
79.

81.

82.

210

funkcja f jest malejaca w kazdym z przedzialow: (—m:—l—u'?}. (—1 +v"§:+m),

rosnaca w przedziale {—I - v"E>. minimum f (—I - \,""E) = 1'2":2, maksimum

f (—1 - v’?) = %, funkcja g jest rosnaca w kazdym z przedzialow: ( co;—1— uz}
{—-l + q"f;+m), malejaca w kazdvm z przedzialow: <~I - \,-'TZ‘;wl}, (ul e \.-"2>, mak-
simum g (—1 - x-*’f) = -2 -2./2, minimum g (—1 + v‘?) =-2+22

. a) funkcja jest rosnagca w kazdym z przedzialow: (—m; l), (! ;+oa), brak ekstremow,

b} funkcja jest rosnaca w kazdym z przedzialow: (—m; 1), { 7 +m), malejgca w kazdvm
7 przedzialow: {I ;4), (4; ?}, maksimum f(1) = 2, minimum f(7) = 14; ¢) funkcja jest
malejaca w kazdym z przedzialow: (-oc-; .'i), (3 § +oo); brak ekstremow
a) funkcja jest malejaca w kazdym z przedzialow: (—m ;—3), (1 ;+m), rosngca w prze-
dziale (—3 ¢ 1}+ minimum f{-3) = —%. b) funkcja jest rosnaca w kazdvm z przedzialow:
( -0} —l), (—1 ;U}, malejaca w kazdvm 2z przedzialow: ({}; 1), (1 ;+m), maksimum
fl0)y=-1, c¢) funkcja jest rosnaca w kazdym z przedzialow: (—m:—l), {1 :+m), male-
jaca w przedziale (—l : l}, maksimum f{-1) = 2, minimum f{1) =0
a=2, b=4, maksimum
ajnp:y=|x-1l, b)x*-3x*+3x-5
a) b? < 3ac, b) nie jest to mozliwe, ¢) b® > 3ac
dla p e {ﬂ;4}
dlap=0, p=2, p=-2; minimum

1

a) minimum f(—%) =-17%, b} maksimum f (%) = %_“, ¢) minimum f{2) =

a) funkcja jest malejgca w kazdym z przedzialow: {—2 5 —«,:T), {\.*'E; 2}, rosnaca w prze-
dziale {—v@: x-'"f}, minimum f(-/2) = -2, maksimum f(+/2) = 2, b) funkcja jest rosnaca
w kazdym z przedzialdw: {—3:—{?}, (D:v’ﬁ), malejaca w kazdym z przedzialow:
(~v6;0), (6;3), maksima f(-B) = f(+/6) = 6/3, minimum f(0) = 0, ¢ funkcja

jest malejaca w kazdym z przedzialow: < 5; i3 f), <5§j 15 ), rosngea w przedziale
.__ ._.'.‘- = -‘3‘ e s 1 ?.1_"-.:-

(—%ﬁ—ﬂ%—) mmlmumf( h‘j) = I—H’T:T—j maksimum f (—;-?—‘i) = ..il_‘é..é

a) Wskazowka. Znajd# ekstrema funkcji fix) = m dig = 2—1"}, b) a9 = a=q = 280,

Clay =-41

a) 1 rozwigzanie dla p £ (—m —IID) (1? +m) 2 rozwiazania dla p € {-10, 17},
3 rozwigzania dla p (—1{}: 1?). b} brak rozwigzan dla p £ (—w:—B?‘).

1 rozwigzanie dla p = =37, 2 rozwigzania dla p (—3?‘;—]{}) L (—S;+m),

3 rozwigzania dla p € {~10,-5}, 4 rozwiazania dla p € (~10;-5)

a) brak rozwigzan dla p < (G: l), 1 rozwigzanie dla p=1,

2 rozwigzania dla p = (—m 'ﬂ} (1 '+m) b} brak rozwigzan dla p = {—% : 1},

| rozwigzanie dla p = -- , 2 rozwigzania dla p € ( ocr,-:) u (1 ;+m)
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83. Zob. rysunek obok. Wskazdwka. Yi Y= go)
Najpierw naszkicuj wykres funkcji 23
fix)= [f_";z i odczytaj z niego po- lj
trzebne dane. ‘
0 dlap e (-;0) ﬂ*i' 1 5 p
alp)=41 dlape (0,2}
2 dlape ({];2) U (2;+m)
84. Zob. rvsunek obok. Wskazowka. {; i
Najpierw naszkicuj wykres funkcji | i
flx) = uif— i odczytaj z niego y=gim) zli i i
potrzebne informacje. T
0 dlame( ﬂi 1%2 ™

g i)
gim)=42 dlame(m 1>u
4 dlame(l zh)

o
L!'I
\—-i-r'

6

i

85. maksimum f (—E,'E = —2+/ab, minimum f (\.@) =2+/ab

86. a =-3, b =9, maksimum, drugim ekstremum jest minimum rowne ~% dlax=5

87. a) najwieksza wartos¢ f(1) = 2; najmniejsza wartos¢ f(0) = 1, b) najwieksza wartosc
f(=3) = 3; najmniejsza wartosc¢ f(2) = 1, ) najwieksza wartos¢ f(1) = 2; najmniejsza
wartod¢ f(3) = 0, d) najwieksza wartos¢ f(-3) = 3; najmniejsza wartos¢ f(4) = -1,
e) najwicksza wartos¢ f(-3) = 3; najmniejsza wartos¢ f(4) = -1, ) najwicksza wartosé
f(=3) = 3; najmniejsza wartosc f(3) =

88. a) najmniejsza wartosc f(-1) = -3; najwieksza wartos¢ f(0) = 2, b) najmniejsza wartosé
f(1) = 1; najwicksza warto$¢ f(2) = 6, ¢) najmniejsza wartos¢ (1) = 1; najwicksza
wartosc f{0) =

89. a) najmniejsza wartosc¢ (1) = -1, najwicksza wartosc¢ f(3)= 19, h) najmniejsza wartosc¢
f(-2) = =37, najwicksza wartos¢ f(2) = 27, c¢) najmniejsza wartos¢ £(0) = 7, najxﬁqksza

warto$c f(=3) = 88, d) najmniejsza wartosé f(-3) = <21, najwicksza wartosc £(2) =

90. a) najmniejsza wartos¢ f(-1) = (; najwieksza wartosé f(-2) = f} b) najmniejsza
wartoic¢ f(1) = —4; najwieksza wartos¢ f(0) = I%, ¢) najmniejsza wartos¢ f(3) = -32;
najwicksza wartosé f(-2) =11 -}

91. a) najmniejsza wartosc fi-1)=f (%) = —1%: najwicksza wartosé f{0) = -1, b) najmniej-
s7a wartosc f(-2) = —2%; najwieksza wartos¢ f{0) = -1, c¢) najmniejsza wartosc f(2)=3

najwieksza wartosé f (1 %) =f(3) =

3 1 a1

IEI cl}l_i:lllzl'l:j—
93-ala=-“43§.b=4—f‘ b}a=lf1b 2", cla=b=2
84.a) y=-2x+4, bly=-25x+10, ¢)y=-0,25x+2
95.2) 43 x 22, by 10x16%, o 22 xol

92, a) 1

i s
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szerokosé 26 m, glebokosé 228

G
97. 103 cm x 1093 cm x 2{}3 3 cm
98. a = E%f-}-ﬁ*vzﬂcm P=7cm?
99.a) 1:1, b) tacka bylaby prostokatem o stosunku bokow 1:2

100.

101.
102.

103.

104.

105.

106.

107.
108.

109.
110.

111

115.

116.

117.
118.

212

a) wszystkie krawedzie majg dlugodd Scm,  b) wszystkie krawedzie maja dlugosd

b% cm, ©) wszystkie krawedzie maja dlugosé 3% cIm

a) 2—‘:;?,” m?, b) 23T ‘é‘;” Pm?

a) promien podstawy: ¥ = ‘iﬁ dm, wysokosc: h= —f—ﬁ dm,
3

3
b} promien podstawy: ¥ = i_ dm, wysokosc: h = —;__g=ﬁ dm
A0 [‘ _5
:! 3

b) promien podstawy: r = -‘“—_}= m, wysokosc; h= /2 m

a) promieni podstawy: ¥ = % m, wysokosé: h = m,

a) 70zt Wskazowka. Przychod jest rowny ¢ - Lic).  b) 320 sztuk. Wskazowka. Dochod

jest rdéwny £ - C{t) - K(t).

- l Bt g

apy 3 3 em, 1 i .
1 F 3 .

b) 25 ©m, 33 crm, 33 cm

cm,

a) promien podstawy: r = 2 3‘3 m, wysokosc: h = I%m
b} promien podstawy: r = 2;2 m, wysokoscé: h = %
Jo,1

(4,2)

promien podstawy % cm = 6,8 cm, wysokosc ]—% cm = 6,8 cm
W W

co 30 dni

. a) 80 km/h; 81/100 km, b) 90 km/h
112,
113. a
114.

a)10m,9%,10%, b)7m 55,63, 0m 0%, 125, dom 43,05

) (0;6), b} -35%, 025s
al 12m, -13?, 18 & = Crasteczka porusza sie w kierunku ujemnym. b)) 32 m, 9%,
~6 %} Przyspieszenie ma przeciwny znak do predkosci, wiec czasteczka zwalnia.
¢)30m, 15 &, ~18 5. Czasteczka porusza si¢ w kierunku ujemnym z coraz wicksza
predkoscia.
a) Dwukrotnie: po uplywie 2 sekund oraz po uplvwie 4 sekund od poczatku obserwacji.
b)-3%, ¢ 20m
a) Po uplywie 2 sekund od poczatku obserwacji. bl 3 —, c) dwukrotnie: w odleglosci
17 m oraz 25 m od punktu P.

b) po uptywie 25, ¢} 1,25m

Loknmnnwa mijala stacje z predkoscig 0, 1 , przez pierwsze 5./2 minut (okolo 7,07
minuty) od momentu miniecia stacji predkﬂsc lokomotywy malala i po uplywie 5.2
minut lokomotywa zatrzymala sie i zawrdcila z rosnaca predkoscia w kierunku stacji;

po uplywie 9 minut lokomotywa poruszala si¢ z predkoscia 0,14 == km
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119. a) Na poczatku obserwacji czasteczka miala predkosc¢ -12 % i malata, aby po uplywie
1,5 sekundy osiagna¢ wartos¢ minimalng réwna -18,75 ?. nastepnie rosta, osiggneta
] % po uptywie 4 sekund, wcigz rosta i po uptywie 6 sekund wynosila 42 %
b} Na poczatku obserwacji czasteczka miala szybkosé 12 % i rosta, aby po uplywie
1,5 sekundy osiagnad wartos¢ (lokalnie) maksymalng rédwng 18,75 %, nastepnie malafa,
osiggnela 0 —ré-’- po uplywie 4 sekund, po czyvm ponownie rosla i po uplywie 6 sekund

0

wynosila 42 &,
, i -160 _°C
120.a) T'(t) = [t+l}4 mm, ") = 0y miney D)3 Jﬁ, €) -2,5 —=. Po uplywie 3 minut

od poczatku podgrzewania temperatura rosnie (z predkoscig 5°C na mmute} ale coraz

wolniej (predkos¢ wzrostu temperatury zmniejsza si¢ w tempie 2,5 --—}

121, a04m?, b)) V'(2)=-12 E‘— V7(2) = -6 ﬁ- Dwie godziny po rozpoczeciu obserwacji
ze zbiornika ubywato uud} Z prgdkcmlq 12m? na godzine, przy czym ta predkosc
wzrastala w tempie 6 5 T ha codzine. ) V(t)=0 gdy t = 1 h oraz gdy t = 4h. Po jednej
godzinie od r(:-z.pucz{;{.m obserwacji wody przestalo przybywac, a zaczelo jej ubywacd
ze zbiornika; po czterech godzinach od rozpoczecia obserwacji wody przestalo ubywad
ze zbiornika, a zaczelo jej przybywaé. d) V7i{t) =0 gdy t = 25h. Po 2,5 gndame od
rozpoczecia obserwacji w zbiorniku ubywa wody w maksymalnym tempie 13, 5 oL

PRZED SPRAWDZIANEM
A
A

ol N
=

o

D

9. maksimum ,F( %) = 5%, minimum f(3) =0
10.a =165, b =33

1. y==15x+6

12, p, = 1824

13.x=-3lubx=1

PRZED MATURA

1. A

2.C

3.C

4.C
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R e
W =0
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©O NSO SN
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" 2601
. 0,96

1 1

.y=:£x—.:,
b =2019
P (1: 3&)

6" 36
A
4

Dac(1:2),01

P(x)=6x/18-3x,x € (ﬂ:ﬁ), P = 24./6, dlugosci bokow trojkata: 10, 12, 14

P(x)=-3x3 -x2+2x+4,x € (0;2), C= (5, 2)

A= 4). 5= (3.4).7-3

25500 szuk

o godz. 10:30

10 cm, 18000 cm?

6mx 6mx4m

V=256

P(x) = 4x° + ;i XE (l ;2) dlugosci krawedzi: /3, 2 32

3 _ 42592
V{x}=—24x~"+88x xe(ﬂ )v 2222 ~ 175,28

{

:..i|

promien podstawy: ‘5 Vo= ij

promien podstawy: ,Jg, wysokosc: ‘u"%' V= ‘: ‘\"I ﬁ%
promien podstawy: 4, wysokosé: 2.5, V = 7’25—”'
245 f 32\ 3

350

T

wysokosd: ==

962,5 m, 2?{}.?5 m/h

, objetosd:

: LA, 1A FP

c
D
5.1. -5, -1, V5, 5.2 W(-2)=6+2-3
B
C

. 0,75m

& (-4;0), {-4,-3,-2,-1,0}

e x=12, v=056

. CE

12,1, A 12.2, g(x) = —x2+
. FP

14.

4

j;!»4:4-5

€
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15. 15.1. PF; 15.2. B

16. 55 =6%

17. A

18.D

19.C2

20.D

21. 21.1. |[DB| =53 cm, |AC| =57 cm; 21.2. B

22.221.C; 22.2. A

23.2.5

24.C

25.B s

26. P, - a x; +3)

27.D
D
B

28.
29.

i Sttt - s S o R

D
.B.1.B; B2, x=-2,x=2
. PF

©® NG HWN S

R
- 0
.

D
XS {—2:3)

. 3,32

« 13.1. C; 13.2, FF

o C

)= S+ DX +7)

Ble

.B

. 18.1. D; 18.2. 360,5 km

.20.1.C; 20.2. B
L211. 0 21.2. A
. 23.1.FP;, 23.2. B
24. (x -4 +y? =25
25. A
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26.
27.
28.
29.
30.

10.

12.

13.

i.me (-m ;—{:-) U ({};3)
2.pe(-3:5) v (5i+)
3.x¢e (—M:—E.S) U (LS,-‘:
4. x e (—m;—]) U (4;+00
7-243

8.C=0211)

9. P=32-15/6
10. 2=
11

12.
13.

216

R

i

- o - -

i
'.n1'“

v X ==2 .
.pe(l;%),
a1 pe (qqi+e), a2.pe(0;
lim ap=5 lim #b,=10

H — +00 H — +0o

Y€ {—2: 15>T funkcja [ jest malejgca w przedziale (—1 :U}, rosnaca w przedziale <D 2 2)

promien podstawy: -;12—.0_"

A

AL
min

predkosé: v =2
13.2. (V2, 9)

l

3

cm, wysokosé: 5 1:',!'

» Preyspieszenie: g =

. Wskazowka. Rozwaz funkcje fix) = x* + px® + gx + r. Jesli ta funkcja ma trzy miejsca
zerowe, Lo ma tez jedno maksimum i jedno minimum.
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Podreczniki w wersji uczniowskiej sa przeznaczone
do nauki matematyki w czteroletnim liceum lub
piecioletnim technikum. Spetniajg one kryteria
Ustawy o systemie oswiaty i najnowszej podstawy
programowej z 2018 roku. Zostaty dopuszczone
przez MEIN do uzytku szkolnego i wpisane

do wykazu podrecznikow.

Numery dopuszczenia:

964/4/2022 (zakres podstawowy)

963/4/2022 (zakres rozszerzony)

Zestaw dla ucznia sktada sie z odpowiedniego podrecznika (dla zakresu
podstawowego lub rozszerzonego) i zbioru zadan. Uczniom poszukujacym
dodatkowych éwiczen warto polecic¢ zeszyt ¢wiczen lub dostepny online
program Matnau 4.

@MatNau!

Zeszylt cwiczen matnau.gwo.pl

gdanskie
wydawnictwo

www.gwo.pl oswiatowe




