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Szarym symbolem » oznaczono tematy przeznaczone dla zakresu rozszerzonego,
a czarnym symbolem ® oznaczono tematy przeznaczone tylko dla zakresu podsta-
wowego (tematy te nie sa omawiane w podreczniku dla zakresu rozszerzonego).

W ksigzce przyjeto nastepujace oznaczenia:

— zadanie fatwe

— zadanie o $rednim poziomie trudnosci
12. — zadanie trudne

— zadanie z zakresu rozszerzonego

A — zadanie z zakresu podstawowego, ktore w zakresie rozszerzonym
mozna pominac






Wstep

Zbior zadan stanowi uzupelnienie podrecznika do nauczania matematyki w kla-
sie trzeciej liceum i technikum i jest zgodny z programem Matematyka z plusem.
Ksigzka ta moze by¢ jednak pomocna uczniom i nauczycielom niezaleznie od wy-
branego programu nauczania.

W kazdym dziale zostaly zebrane najwazniejsze wiadomosci z teorii, a wszystkie
zadania podzielone na trzy grupy. W pierwszej — oznaczonej numerami typu

— znalazly sie zadania typowe lub fatwe. Z nimi powinni sobie poradzi¢ wszyscy
uczniowie.

W drugiej grupie — o numerach typu — znajduja sie zadania nieco trud-
niejsze, przeznaczone dla tych uczniow, ktorym nie sprawiaja klopotu zadania
Z pierwszej grupy.

Trzecia grupa zadan — oznaczonych numerami typu 9. — obejmuje zadania
raczej trudne. Z nimi powinni sobie poradzi¢ uczniowie zdolniejsi i zainteresowani
matematyka.

Dodatkowo przy numerach zadan dotyczacych tresci nauczania, ktére nie sg obo-
wiazkowe dla zakresu podstawowego, znajduje sie symbol 7, a przy zadaniach,
ktore sg obowigzkowe tylko dla zakresu podstawowego (uczniowie realizujacy za-
kres rozszerzony moga je pominac) — symbol ¥

Kazdy dzial konczy sie zestawami zadan: ,Przed sprawdzianem” — umozliwia po-
wtorzenie materialu z danego zakresu tematycznego, ,Przed maturg” — zawiera
wybrane oryginalne zadania maturalne z minionych egzaminow. Dzieki nim mozna
przyzwyczai¢ uczniow do systematycznego przygotowywania sie do matury z ma-
tematyki i oswoic ich z typowymi zadaniami maturalnymi.

Na koncu ksiazki znajduja sie odpowiedzi do niemal wszystkich zadan, a do trud-
niejszych — takze wskazowki.






Wyrazeniem wymiernymzmiennej x nazywamy wyrazenie postaci :' '{"]. gdzie W(x)

i Wa(x) sa wielomianami i W>(x) nie jest wielomianem zerowym.

Zhiér tych liczb, dla ktérych mozna okreslic wartos¢ wyrazenia -E'_-‘:%; nazywac
bedziemy dziedzing wyrazenia wymiernego. Jest to zbior wszystkich liczb rzeczy-
wistych, dla ktorych Walx) £ 0.

Hiperbola

Krzywa, ktora jest wykresem funkcji f(x) = £, gdzie a # 0, nazywamy hiperbola.
Kazda hiperbola ma dwie osie symetrii. E‘L"ier?}.chuikami hiperboli nazywamy punk-
ty hiperboli, ktére lezq na jednej z tych osi. Wierzchotki hiperboli y = & leza na
przecigciu tej hiperboli z prostg y =x (gdy a > 0) lub ¥ = —x (gdy a < 0). *

y=%ia>ﬂ y=§a ia<0
mgrzci‘m]‘!u Yi /,':"/ L | ¥ wierzcholki
hlpc{&iﬂll | ) i ' hiperboli
% | . / & - 7
\"\\H::H:x'x 4 . x"’:ji’;
A a b - A el 2 fr
T gy i / o = B T
L [ 4l BT :
) g — osie = ____— N |~ S X
e —

X Ssymetrii s
e

N\’ |
i ’ [ "
i b [ s

# o 5
& //J I %
i - | Yo
- s | y
“

Funkcja hﬂmngraﬁczna

Jegli funkcje mozna okresli¢ za pomoca wzoru y = ":*f; i wzoru tego nie mozna
uprosci¢ do postaci liniowej y = px + g, to taka funkcje nazywamy homograficzng.

Wykresem funkcji homograficznej jest hiperbola.

Posta¢ ogdlna wzoru Posta¢ kanoniczna wzoru
funkcji homograficznej funkcji homograficznej
_ax+b =9 4+g
Y cx +d Y X—p
Funkcje wymierne
W Wix)

Funkcje postaci fix) = o
wielomianem zerowym, nazywamy funkcja wymierna. Dziedzing takiej funkcji jest
zbior liczb rzeczywistych takich, ze Wa(x) 4 0.

gdzie Wilx) i Wa(x) sa wielomianami i Wa(x) nie jest



WYRAZENIA WYMIERNE

Oblicz warto$¢ wyrazenia dla podanej wartosci zmiennej.

3x2—2x - L3 - 4“-_3 = 5
a) ¥ =3x=-1 dia x=1 0 ne=2n+1 dian=1,5

x*-5 = 4+ 50° = 1 o
b) s e dla x =-2 d) T dla t 0,1

Okresl dziedzine wyrazenia wymiernego.

Ax + 1 x3 ¥ +x-1 i x5 =1
a) 2x -1 d) x¢ -3 8 2x% 4+ 5x b x24+3x4+35
3x+5 X—4 x2=-5x+6 X2 x-=2
b eoeirs @ e h) =171 K) =55
0) 2x2 -~ dx + 7 ) X -9 i) xP-2x+1 1) 2x3 -5
(x + 5)2(5 - 2x) X2 —4x 2x2 =3x -2 x3—x2-2x+2
Przedstaw wyrazenie w najprostszej postaci i podaj jego dziedzine.
Gix 4-x Gx+ 10 Bx? - 4x
a) Oxd % x-4 e) 3x% + 5x 8 2x¢ = 10x
~15x5 X=-7 Gx - 12 -x% —x
b) 20x d) 7x = x2 f) 3x2 =12 h) x4 4 x2

Okreél dziedzine wyraZenia, a nastepnie przedstaw wynik mnozenia w postaci

ilorazu dwoch wielomianow.,

- : ~dx? » 3x-=1
al 4x - x-2 d dx+?. X ..!tf-l-[‘i z
) 4 - 3x ) x=-9 3 8 x4+ 2x
b) 3X+5 9.3 & =L Fw2 h x+1+2x3_—l
]?x2+2 }2x+5 x=3 }Zx-.'i Ix
5x—-2 5 Sx+6 Sx+6 o 2xfE -3 2x-1
C T f . i . .
) Ix+ 7  2x2 ) 3Ix+5 3Ix-35 ) Ix -4 —-5x°

Okresl dziedzine wyrazenia, a nastepnie przedstaw wynik mnozenia w postaci

ilorazu dwoch wielomianéw jak najnizszego stopnia.

x*-x 3 8x+5 x-3 3x -5 x*-4

8 STh = Do e B
3 x+2 2x +4  5x° h) 9% | 3x+2

b) 2 Sxf-x ¢ 4x-1 x+2 ]9x2—4 Xz

(..:' 5_.?{_.7{“]_2 f} X-5 _3.?{21'){ l} 3.’(“5_.?{4-4' SXZ
4 x+2 x 3x+1 4x-20 x2 x-2 x+2

12 WYRAZENIA WYMIERNE



Okresl dziedzine wyrazenia, a nastepnie przedstaw wynik dzielenia w postaci
ilorazu dwoch wielomiandw jak najnizszego stopnia.

2x-1., x 4x -3, x+5 2x2-x, x
a) X+3 Tx+4 d 2x+ 1 dx+2 8) x—-3 " x+1

3x . x=2 (x+5)2x+3) . x+5 ¥=1.x+1
h}x—2'5x+l e) X—7 X h) 2x+3 " x+2
) 3x+2 . 3x+2 f) x+5 xX+5 i) 2x=-3 .4x°* -9

X=3 " =72 2x=1"[x+32x -1} x2 -4 x+2

Okresl dziedzine wyrazenia, wykonaj dzialania i przedstaw wynik w postaci
ilorazu wielomianow.

2 3 B s pens, i 3x S5x+1
& 3x+x? d}x—a% X+5 E’TII;»:+1-[';!c—1
x=2_ 1 2 X x+2 3x 4+ 1
b) x2 2x3 elx+3+x—2 h) 5x—l+x-2
4 1  x+1 ox 3 4 2x =4 I2x41]
C}x x2+5x-‘ B 2x-1 x+4 D x=3 3x-1

Przedstaw wyrazenie w najprostszej postaci i podaj jego dziedzine.

5x% - 45 4xf -1 X -4 3+ 3x
a) 2x? - b6x 0 10x + 5 ¢) x:=dx + 4 g xi4+]
16 — x° 2x2 - 50 x2+6x+9 -x2 —x+12
b) X2 - 4x d Ix+ 15 f) x2 -9 h) x3 - 27
Przedstaw wyrazenie w najprostszej postaci i podaj jego dziedzine.
x4+ 5 =22 4+ Fx-5H 3x% =-5x+ 2
a) X2 +dx -5 d) 4x2 -9 8 3x+7x -6
b) XX +x=-6 o ¥ex=2 h 25+ TX+ 6
2x+ 6 x4+5x+6 Gx+11x+3
&) x* - 36 ) X2 —6x+5 i) -2x* +11x -5
X2+ dx—-12 x4 3x-4 4x% 4+ 26x - 14

Okresl dziedzine wyrazenia, a nastepnie przedstaw wynik mnozenia w postaci
jak najprostszego wyrazenia wymiernego.

-1 6 2x* —dx -6  x*-2x-15
a) 4x2+2 x-1 d) x2+2x+1 9 - x
by X=2. 6x° + 2x &) x -8 X%+ 3x
4x2  x*+x-6 x+7x2+12x  3x-6
) X5 4x3 ) 2x*-7x-4  x*-5x+6

xX2+2x+4 2x-10 -3x?+8x+3 4dx*-6x-4

WYRAZENIA WYMIERNE 13



Okresl dziedzine podanego wyrazenia wymiernego, a nastepnie wykonaj dzie-
lenie i przedstaw wynik w postaci wielomianu lub ilorazu wielomianow.

2 L 2x+ 1 x*+1,x-2
a) J<3‘=+3:'<'ES d) (4x+”'ﬁ 8 x+1 "x+4
2x2 =3 , . 2 _ . 5x x* -9, x+3
b) 5 —3x (24 3x) e) (5x 25::«:].}H3 h) o Ve
; I
X=4 .. B 2 . B : X+3 o R
©) x+1 +(3x-6) ) T x=1 i) dx? +dx+1 " 2x+1

Okresl dziedzine podanego wyrazenia wymiernego, a nastepnie wykonaj dzie-
lenie i przedstaw wynik w postaci ilorazu wielomianow.

a) X2 =2x . X" +x-6 ) X +6x+9 x> +x+12
x2+2 7 2x+6 2 EIx—-12° R34
p) 2 -7x-4. 2% +x° g) 3x1+x® . 2x3 + 50
x3-1  Tx3+NT4ax Ox2 -1 " -3x2-11x+4
¢ B-3x . x*+2x-8 £ X ,(x:*+5_x2_5)
x3-5x2 " 4x3 x+5 \x2-3 x2+5

Okresl dziedzine wyrazenia, wykonaj dziatania i przedstaw wynik w postaci
ilorazu wielomianow.

3 - 2x 2x% + 7x 3x2-5x+9
a) = -2 e e AT ) dx -7+ —————
}x3+x ) x2-3x+4 ) X242
Ty _ el . i L S (s Tt z . ‘
b) 2x+.ix_. 2% d) ng_zx dx- + 7 f) Ox* + x 5—3X"+4
x2 -9 2x.+3 2x° =X

Okresl dziedzine wyrazenia, wykonaj dziatania i przedstaw wynik w postaci
ilorazu wielomianow.

a) X & A X +x-2 _x+1

x—4  2x2-8x 8 ¥ -Gx+9 x-3
3x* +2x _ 4x -3 x-3 _ x+1
b) 3x -6 S5x - 10 h) X +8x+16 x2-16
o) ¥ -3x+2 _ x-1 i) 2-5x _x*-5x+1
x-12x+1) 2x+1 2x+3  2x¥+x-3
Jx + 1 2x + 3 : dx Iy — ]
}Ex(x+3}+{x—1]{x+3} ) 9—x3+x3—5x+ﬁ
2x+3 4 Kk 2x -3 4x + 3
® -4 x+2 ]x3+x—6+x3—x—2
f} x=1 _5X2“3X'-'2 l} -X =3 _ X+ 2
Ix-2 Ox2 - 4 x2-3x-10 -x?+6x-5

14 WYRAZENIA WYMIERNE



Okresl dziedzine wyrazenia, wykonaj dzialania i przedstaw wynik w postaci
ilorazu wielomianow.

Q) S% 4 _4 _ 2 2 N 3 1
Xx=-3 x2-9 x+3 x2+2x4+1 x2-=-2x+1 x2-1
3 4x 5 1 2x 5
+ - . - +
I:'}l;»<+2 x24dx+4 x2-4 d) =8 x2+2x+4 x-=-2

16. Znajdz takie rzeczywiste wartosci parametrow m i n, aby zachodzila podana
rownosc:

4 _m " 8x+1 _ m 1
% Px+3x-1) 2x+3 ' x-1 d) X-x-6 x+2 Xx-3
x+1 m H 9x - 37 s n
=5 - . +
b) k+2)x+3) x+2 x+3 ¢) x*-6x+5 x-1 =x-5
X m n —5x + 22 m H
= f =
c) X2 -4 x+2+2—x x2-8x+12 x-6 x-2

17. Znajdz takie wartosci parametrow, aby zachodzila réwnosc:

il 5, . SO RS b) e =R BE. e
X=3In-4 x-4 x+1 ¥+2x-3 x+3 x=1

a)

18. Upros¢ wyrazenie:

1 1 1 1
A+l @rat? @rdasd Graard

ROWNANIA WYMIERNE

Rozwigz rownanie.

R DELleen_g gy plclel o
c) 5x2+ z=0 g) %%H = K & :32;'{}{:1;%5;};%%:«:1; 2 _g
o T b TS " s ol

ROWNARNIA WYMIERNE 15



a)

b)

c)

a)

b)

a)

b)

c)

a)

b)

c)

d)

a)

b)

a)

16

Rozwiagz rownanie.

2 . x+4

= = ].
ax -6 3 & 4x -7
X _ 4.1:-5_
2—3x_2 ¢) 3x+4 <
2% _ 5 f) 3-4X 4220
X+ 7 2x +5
Rozwiaz rownanie.
C A dx+1 _ o,
x_z—l 4x C) 1 2x -4
i - T
m—3x+8 d} 2X T bl
Rozwiaz rownanie.
x+2 _8Bx-2 d) x=-3 _3x+2 _
x=3 x+1 3x+2 X+3
Ix—-1_2x-3 E)ﬂ—x+2 2x + 6
x+1 2x+3 4x-1 3 -8x

E"ix-l+2x+3=ﬂ
5=3x x=-7

. Rozwiaz rownanie.

ﬁx-_:fx “2 €) if:flﬂf =9
= s
T Y

Rozwiaz rownanie.

4x - 3x2 0 3x2+5x -2
Ix? = x ) Ix? =1
2;«:2“4:_[:II —x3+2x—?_ﬂ
1 -x2 }4x'—’+9x+5

Rozwiaz rownanie jak najprostszg metoda.

-3 _ 2x —X 2
Xx+6 6+x b) =

< B e T
g];!u.'+2 4 ¢
2 3x+1 _
h]_3" 5x+2_D
o 2x-3 .1 _
) G—ax 3 1
e
e) 4 P X
_bx -5
1) 2x=5—5+9
2 x=2 _
g]; 1-3x =
x-1 -
h) 2x -3 T x+4

i)

i)

h)]

k)

1)

e)

f)

c)

6x° +7x-3 _
-2x2 4+ 3x+9

¥ -3x+1 _
=5x2 +4x -1

-
|
I
[=)]

-
3=
—
o
=
IR
P
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Rozwigz rownanie jak najprostszg metoda.

a) Xx+1 _=3x-3 by —1 o 2X#3 c) for, s T O i i
2-Xx Ix-6 2x +3 4 x-3 3x+1
Rozwigz rownanie.
x-6 _ 2 4x 3 6x  _ 3
a) Xt -2x x-2 0 2 4X“—23+:}+2x 0 ¢) 25x¢ -1 5x-1
2x-1  3x+1 _ X>+3 _  4x _ 2x~4 _ 6x-8
b) x—3+9—x2_ﬂ d x2-4 3x+6 . f) 3x+4  16-9x:
Rozwiaz rownanie.
2x~~%x 2 2x—+%x+1 X3+ x2 =0x +9 x4+ 332+ 09x+ 27
—4x 2 3 4 _ 3x
b) 8x2u6x-5+-4x3+9x—~5_ﬂ ¢) Xi=x?=dx+4 x3I+2x2-x-=-2
. X 43 sz e X o 2=x
D rETie - Ti=f B-3 Y Y sovees " o-iteini-d
Rozwiaz rownanie.
X 4 _ 10 _5x+7 _ ", D (S 3
a) x2-3x+2x-ﬁ 1 0 x+3 x2=9 4 ¢) =25 S4+x 15
3 x—-1 _ Ix+4 1 e 2 2+ i3
e a2 V5 e s Vmstie-3o2
Rozwiaz rownanie.
3 - S 5 _x+1 X7
Y Fmtr3 il Ll o v B g e
b}_jr_._ X+ 3 = “d &) 4 S 2 Ix+1
2x X2 +dx x+4 x-1 4-x x2-5x+4
4 . SR - (R x—l 2x+8
0 -x2-x+6 2-x x+3 0 f) 2xi—5x 3 2x+1
Rozwiaz rownanie.
3 2 _ 8 4 -1 2 _
a) x3+x+x2—x x2 -1 d) x'—’—x—6+x'-’+2x+x+2 g
32 —0 2x2-3x 2x%+3x 2x?—x-3 x*-1 x?-4x+3
2 1 _ 3 2 1 5 _
© P g v T S v S o f) Tx+3 I+ ox-1 Ge-3 @

Znajdz wszystkie wartosci parametru p, dla ktérych rownanie % + x2+x1 =p
ma dwa rozne rozwigzania.
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a) Roznica pewnej liczby i jej odwrotnosci jest rowna 2./3. Znajd# te liczbe.
b) Suma kwadratu pewnej liczby i jej odwrotnosci wynosi 2. Znajdz te liczbe.

¢) Suma dwoch liczb wynosi 3, a suma odwrotnosci tych liczb jest rowna 2{
Znajdz te liczby.

J4. Rozwiaz uklad réwnan.

P 1.1
a) 4" 2 b) e

R, = _x.+:1=§

X+y 3y

5. Macocha postawila przed Kopciuszkiem dwa pojemniki z mieszaning maku
7 piaskiem i polecifa, aby Kopciuszek przygotowal 12 kg mieszaniny o stosunku
maku do piasku rownym 3 : 5. Pierwszy pojemnik zawieral mieszanine maku z pia-
skiem wymieszanych w stosunku 2:3, a drugi — w stosunku 3:7. lle kilogramdw
mieszaniny musi wzia¢ Kopciuszek z kazdego z pojemnikow, aby wykona¢ zadanie?

36. Wojtek kosi trawnik w ogrodzie o 2 godziny dluzej, a Ania o 4,5 godziny
diuzej, niz gdyby robili to jednoczesnie. Ile czasu skoszenie tego trawnika samo-
dzielnie zajmuje Ani, a ile Wojtkowi?

27. Ktoda plynaca z pradem rzeki pokonuje odlegtos¢ d w czasie o 2,5 godziny
diuzszym od kajakarza plynacego z pradem i o 2,6 godziny dluzszym od tego
samego kajakarza pokonujacego odleglo$¢ d na jeziorze (gdzie nie ma pradu). Ile
czasu zajmuje kajakarzowi pokonanie odleglosci d, gdy plynie z pradem rzeki?

- 0 5 i ¥ A ¥ ; PP
138. Wykaz, ze rownanie ﬁ P _1 i 1 ma rozwigzanie dla dowolnych wartosci
parametrow u i w.

a0 il 2 G . : : L2
7.5 Dla jakich wartosci parametru p podane réwnanie ma rozwigzania?

x—-1_x+1 _ X=1_ -x%-2:
a}x+1+x—l_p b]x+2 CFY e

a Al 2 2 i - . 3 = #ia
A40. Dla jakich wartosci parametru p rownanie i :T .- :_% = p ma dwa rozne
rozwigzania i maja one te same znaki?

747, Dla jakich wartosci parametru p réwnanie E-“"_"‘—l + F’%l = x + 1 ma dwa pier-
wiastki, ktoryeh suma odwrotnosci jest mniejsza od 2p + 17

= J ) - i i i ‘ - i a , 4 - W
A& 2. Okresl, jak liczba rozwigzan rownania zalezy od wartosci parametrow a i b.

-
=
]
-

+

)

a)

_X+b p) X-d x-h

= {_‘) L=
X+

X-a x+b

b= 3
B
-
|
=
=

=

e
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A

H F

fl

NIEROWNOSCI WYMIERNE

. Rozwigz nieréwnosé.
a) x+3{n ) _4)""5}‘;(] e) Ix > -3
x-1 2x -1 x+1
3x+4 x=-3 2x+5
Rozwiaz nierownosc.
(x - 2)(x + 3) (2 -x)
Q=g 20 Deroe-nee > 8
= (5 - 2(x + 6)°
b} m £0 e) m £ h)
(x - Dix + 6) (x +2)°(1 - x) :
e et o g D
Rozwiaz nierownosc jak najprostszym sposobem.
3 x2+3 ;
B e € Se1 ™0 i
-5 3x + 10 ;
b} =20 D orie 20 i)
10x2 (x + 4)¢
0 E-X}G 8 x2+1&ﬂ
-5x° 3x+5
d}x-—'jgﬁ x2+x+3{ﬂ
Rozwigz nieréwnosc.
a) 2x+3 <0 ¢ X<2 S
X 2 X X X
h}x—ia}:ﬂ d}L:»x f}l{lg—ﬁ
4x x4 X2 x
Rozwiaz nierownosc.
4 2 7 3
a]x—2+3x<(] d}x— }x—i g}
1 3 5 1
}3x+2-x~l"{"ﬂ E]4—3x 2-x h)
w _F e d 4. 2 -
R e e R - L

NIEROWNOSC! WYMIERNE

Ky =——

g} M.p:{gﬂ

h} x=-2

B T
4 - 3x 320

{x + Lix - 9)%
{1 - x¥ix+5)x-4)

=0

(x + 226 - x)3(x - 2)
c+sm-79 <0

(x = 3)x + 304 —x)*

(x + 2)*(x - 6)° e

I =—=

bx o 3x-=4d
4x+1° 2x-3

1 - 4x
4 - 8x

2x +1
d% + 3

3x+1{2x+3
3Ix-1 2x+7

19



A Rozwigz nierdwnosc.

| > 4x + 3 1

. i < .
d}x+5 (x + 31 £ 4x3+12x+9;2x+3
2 3x 3 Gx
g - e el Do @
i Rozwiaz nierownosc.
1 2 3 1 2 3
a) (x +1)3 +{x+1}3 +::c+1 >y 0 {x+ 1) +{x+l}3+{x+ll:’ =0
] 2 3 1T .2 3
B {x+1}3+{x+1}2 x+1‘ﬂ] 4) (x+ 11 (x+1)3 {x+1)3;ﬂ
H Rozwigz nierownosc.
2x 1 3 3
3) X2 = 3x x3+x{ﬂ 8) x3~3x—lﬂ{x'-’—25
X 4x 2 g 3x
b) 4x2u12x+9+4x2~9;[} h}1—4x2”2x2-?x+3
2x - 1 2x +3 ; 4 2 =
© 2 +dx X2+ 8x+16 L 9x3—12x+4+—3x3+5x—2’ﬂ
-6 4 - x-1  _ 1
d) 3x3+4x£x—2x3 ) x4+ 0x+ 8 2x3’+ﬁx—3{ﬂ
aX =2 4 2x+ 3 1 —2x
E)1—6x+9x2 3x3—x;D L 3x3+?x+2+3x2—5x—2€ﬂ
4 ... 2x 2x 12 10x
o 9 - x= x2—3x>G D -2x2 =-3x+5 4x3+2ﬂx+25?’ﬂ
A Wyznacz wszystkie argumenty, dla ktorych wartosci funkcji f sq nie wieksze
od liczby m.
_._ 3 - . 1=2x -
a} f{x}_x+2| m '2 C} 'FI:X]I x.?_ﬁx.}-s_}‘ m G
R Ll = _ 2X° — 3 =
b) f{x}m2x+3, m 1 d) fix) e d m=1
A a) Wyznacz wszystkie liczby dodatnie, ktore speiniaja warunek, ze suma licz-

by i jej odwrotnosci jest mniejsza od 7.

b) Wyznacz wszystkie liczby, Ktore spelniajg warunek, ze suma liczby i odwrotnosci
liczby o 1 wiekszej jest wigksza od 2.

¢) Wyznacz wszystkie liczby naturalne, ktore spelniaja warunek, ze roznica liczby
i odwrotnosci liczby o 2 mniejszej jest nie wieksza od 2.
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A Okresl dziedzine funkcji.

- -6 - [x+1 _ _ _dx+1
a) f()= /=0 d) fx) =2 -2 B = s
7 D Ix - 4x -5 10x + 11
b) f(x)= 7x + 8 e) fix) 3+2x+5 h) flx) = Tﬂf;i?rr
Q) (0=, /2 f) F0= 2 ) Fo0= 222
F——" ‘Hﬁ:.% M‘x—! +1
A Okresl dziedzine funkciji.
w X2+ dx+3
a) fxy=log=>———-=5
x* +6x+9

b) fX) =108 =550 =%

) f(x) =logy

2 v
-x°- = 2x+ 15 i x=1
Y

x=2
A Wyznacz wszystkie wartosci parametru p, dla ktorych funkcja £ nie ma miejsc
zerowych.
g ey L3 | = B2 a g3
a) fix) gy PPRE b) f(x) 53X +(2p 1}:'«:-1-‘:.”2

796. Rozwiaz nierownosc.

a]f’;;3—x c]-flf_,u+-=;x+l
X= X=

b 2+L>x d) 2-x<2 -
X x? e

= |

n57. Rozwiaz nierownosc.

Jx+1 o D x+4+ 16x 4 o_2x-1
’]x+2 3’:{2-4 o -X l;x—g ) Jt:-lx“2 x+1

a58. Rozwiaz nierownosc.

x+1

a) <1 b) ‘x—-z- >2 o |dxxlf 3
+ 2 X x5 =1
159. anwiqz nierownosc.
Gx+9 x2rx-2 1

a60. Rozwiaz nierownosc.
X

b) lﬂgéﬁal-iog%m

.h+£

a) log,., < logJ

1
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PRZEKSZTALCANIE WYRAZEN
ALGEBRAICZNYCH

Wykaz tozsamosc.

g) @b  (@=bR _ 2 42 by @tb) ,(@a-by _ 3, 34p2
2 2 2 2
Wykaz, ze:

L /7y 2 i f"- ==
NEEVINBY I Y.

3 ey
b) —— 2 =3 =—2-3¥3  odyvgd-3
) a3 +3/3a2+9a+3/3 at+2 3a+3 say F v

a) Wykaz, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a i b spelniona jest nierow-
no$é a’ + b? = 2ab.

b) Wykaz, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a i b, jesli a = b, to spelniona jest
nieréwnos¢ a® - b* > 3ab(a - b).

Z podanego wzoru wyznacz wskazane wielkosci.

i i Hp=h 5 nE )
d} S ﬂp ¥ nﬂ"r n d) I.i' an % Rz: nl Rll
- E = E
h] I Loy ml RW'FR E} If‘ b E}"'rll +Rx| n: Rh"
U _ Ra+Ry L i L J_)
0 L-RetRe g, R, D l-t-(L+1), nn

)

Wykaz, ze dla dowolnych liczb dodatnich a, bic, jeslia < b, to % < g': ;

Ly

a) Wykaz, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a i b prawdziwa jest réwnosc:
via+b)? —4ab = |la-b|

b) Wykaz, ze dla dowolnych liczb dodatnich a i b prawdziwa jest nierownosc:

a_ b
b 121 5
¢} Wykaz, ze dla dowolnych liczb dodatnich a i b prawdziwa jest nierownosc:
1 1 1
+

da ab " a+b

d) Wykaz, ze dla dowolnych liczb dodatnich a i b prawdziwa jest nieréwnosc:
a+hb - 2b
2a a+b
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a) Wykaz, ze nierownosc a + L% jest prawdziwa dla kazdej liczby rzeczywi-

stej dodatniej a.

]

b) Wykaz, ze nierownosc¢ Ia + g = 6 jest prawdziwa dla kazdej liczby rzeczywistej

a ro#nej od zera.

a) Wykaz, ze nierownos$¢ a® + b* + 2 = 2(a + b) jest prawdziwa dla dowolnych
liczb rzeczywistych a i b.
b) Wykaz, ze jesli p # 0 i g # 0, to prawdziwa jest nieréwnos¢:
1 1 2

2+—.,+—,,;—+g
gt p 4

a) Wykaz, ze rownosé @-—br+@-cl+b-cF _ 22 p2 2 _ah_qc—be jest

2
prawdziwa dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b i c.

- W 2
b) Wykaz, ze rownog¢ 9+ b +c” - 3abe
a+b+c

dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b i takich, ze a+b+c #0.

= a®+b? + ¢ —ab - ac - bc jest prawdziwa

¢) Wykaz, 7e jezelia*+b*+c*=ab+ac+bec,toa=b=rc.

d) Wykaz, ze jezelia+b+c =0, to a® +b* + ¢ = 3abc.

70. b ..c+d ac - bd 2
b f_d,r S ) Jfop+g+r=pgr.

1. a) wykaz, ze jezeli ['1 % ~=ab+bc+ac, to abc = 1.
b) Wykaz, ze ]EZEII = + é %_ = ﬁ to co najmniej dwie z liczb a, b, ¢ sa
liczbami przer,mmml
2. Wykaz, ze jesli % - é to:
alx+£=r+z }2x+3y 2t + 3z

X-y -z 3x+2yv 3+ 22

73. Wykaz, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych a i b prawdziwa jest podana
nierownosc.

a° +9b* + Gab + 3 %

30a? + b2 —10ab +5 ~

a) 2a2+bi+2ab+2a+2>0 c)

’ ;. ) 8a* +b? —4ab -4a + 1
b) a* +5b--4ab-4b+6> 0 d) a2+ 2b?-2ab-2b+2 " o

14, Wykaz, ze jesli a > 0, to prawdziwa jest nierownosé:

4 1 2
a +55+E}:4
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/5. Wyznacz wszystkie wartosci parametru p, dla ktérych réwnanie x + l = p nie

ma rozwiazania.

A76. a) Wykaz, ze jezelia>0ib>0, to 2"1, <1.
b) Wykaz, ze jezelia>0ib >0, to EHEL Jab.

¢) Wykaz, 7e jezelia (U; 1) ibe ( ) to log, b +log,a = 2.

d) Wykaz, ze jezelia € (0;1) ib e (0 ,1],n&loga 2ab +}0gb‘ffﬁ? B

HIPERBOLA. PRZESUWANIE HIPERBOLI

Podaj réownania asymptot wykresu funkcji.

_ =2 _ 7 ey i 2\,-""-';
a}y—x : c}y—;+v2 e}y—3+x—“4
-2 1 . "
L W p=see g D Y=s59

Znajdz wspotrzedne wszystkich punktow przeciecia sie szes$ciu prostych be-
dacych asymptotami wykresow funkcji:
- -.—.—3 2 - —_l - - — 5
fR=—=2+2, gl)=-—5-1, hix)=—"5-2
Podaj przyklady dwdch wzorow funkcji, ktorych wykresem jest hiperbola
o asymptotach:
a) x=0,y=0 b) x=3,y=-2 €] X=5 y=7F

Okreél, przez ktore ¢wiartki ukiadu wspolrzednych przechodzi wykres poda-
nej funkcji.

_ 30 1, . S
8 ¥= W) M =430 o)y 70

Czy do wykresu funkcji f naleza punkty o obu wspdélrzednych dodatnich?
iR - . - N
a) flx)=2-1 b) f(x)= —= A f=—5+1 dfx= : 2

Czy hiperbola o podanym rownaniu przecina osie ukladu wspoétrzednych?
Jezeli tak, to znajdz wspolrzedne punktow, w ktorych hiperbola przecina te osie.
-3

6 _
x+6 3

Vy=z

_4 - i - -
H)}’-x 2 b) ¥ d) v —x_5+.i
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Ponizej przedstawiono fragmenty wykresow nastepujgcych funkcji:

= _4 - - = _..._4 — ]
®y_x+l+3 7 =4 @ ¥ -3~ ° @ y= g tl
Dopasuj wzory funkcji do poni?':szych wykresow.
® ® | © J¥ ®
e N I vl | A
1 x RNE X 1 X 1 X
- |

Naszkicuj wykres podanej funkcji, a nastepnie rozwiaz nierdwnosc f(x) < 0.
Dla jakich wartosci parametru m rownanie f(x) = m ma rozwiazanie?

a) f(x)_——z h}ﬂx}l=%— ) fx)= +3 d) flx) =

b = = ]
2 X—= X442

Naszkicuj wykres funkcji f, a nastepnie podaj jej dziedzine, zbior wartosci,
miejsce zerowe, zhior argumentow, dla ktorych funkcja przyjmuje wartosci dodat-
nie, oraz okresl jej przedzialy monotonicznosci.

_ 2 L o R
a) fl)=—=5+3 0 f)=—=5-5 e) fl)=3=-+1
= F = s A i
L & =+ G T
Na rysunku przedstawiony ;e*;t frag,ment wykresu funkcji, ktory otrzymano
w wyniku przesuniecia hiperboli y = = Pﬂda_] wzor tej funkcji.
a) |l Y b) v ! c) y ;
H I gt |
e P i, 1 1 :
¥or 3 T
if E ______________ - ;,_;_3.'_..'____:r __________

a) Hiperbole y = % - 3 przesunieto o 7 jednostek w lewo i 0 4 jednostki
w gore. Zapisz wzor funkcji, ktorej wykres otrzymano.
b) W jaki sposob nalezy przesunac wykres funkcji v = % -1, aby otrzymac

hiperbole o réwnaniu y = —1-2—1- +37

Znajdz wspolrzedne wierzchotkdéw hiperboli i naszkicuj jej wykres.
} 16

b) ¥ =5¢ cl:v—— clly="”xﬁ

|

aly=
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Podaj wspolrzedne wierzchotkow i rownania osi symetrii hiperboli y = ?

a nastepnie znajdz wspolrzedne wierzchotkéw i rownania osi symetrii:
a) hiperboli otrzymanej w wyniku przesuniecia hiperboli y = ;—4 o 1 jednostke

w prawo i 0 3 jednostki w gore,

b) hiperboli, ktéra jest wykresem funkcji y = —2= -5

X+ f

Znajdz wspolrzedne wierzcholkdw hiperboli.

a) y=_" by=—24+2 oy=_1--3 dy=-25-1

x+1 Ro=2 X+ 5 N

Wyznacz rownania osi symetrii hiperboli.

= 3 =j— ; =—h : =——4
A ¥=rrs b} y=—=1 Q y=g—+3 d) y=—org +35

a) Oblicz pole kota, ktorego srednicy jest odcinek o koncach bedacych wierz-
chotkami hiperboli y = x—‘_Lf - 2.
b) Oblicz pole kwadratu, ktorego dwa wierzcholki sa wierzchotkami hiperboli

= i —]_
Y x+3

Wyznacz wspolrzedne punktu przeciecia asymptot hiperboli:

oo B o oz =3 . ; = 10
a}y_'ﬁi;»:+l 1 b) 4;~:+»’2+3 0y %-—2:{ "

Oblicz pole trojkata, ktorego wierzchotkami sg punkty, w ktorych hiperbola
0 podanym réwnaniu przecina osie ukladu wspoétrzednych, oraz punkt przeciecia
asymptot tej hiperboli.

g 2 : =2 ‘ |
= e—— = —3‘ 2 = — .Z = oe——— 4
3y x-2 8 b) ¥ x+2 9y x+4+ 4 y x—1+

95. Wyznacz rownanie hiperboli, ktérej asymptotami s proste x = -2 oraz y = 3
i ktora przechodzi przez punkt A =(2,-1).

06. Znajdz rownanie hiperboli o osiach symetrii y = x -4 i y = —-x - 2, ktora
przechodzi przez punkt A =(-2,-4).

97. Punkty (-2, 3) i (-4, 5) sq wierzchotkami pewnej hiperboli. Wyznacz jej roéwnanie.

S5, Oblicz pole traojkata, ktorego wierzcholkami sg punkty przeciecia sie hiperbol
o rownaniach y = ﬁ +3iy= xf T~ 1 oraz poczatek ukladu wspoétrzednych.

99. a) Wykaz, ze jezeli dwie rozne hiperbole maja te same asymptoty, to nie majg
one punktéw wspoélnych.

b) Wykaz, ze jezeli dwie hiperbole maja taka sama asymptote pionowa, ale rézne
asymptoty poziome, to te hiperbole maja jeden punkt wspolny.
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FUNKCJE WYMIERNE

A - Zapisz wzor podanej funkcji w postaci kanonicznej i naszkicuj jej wykres.
a) y= 223 0 y=X23 ¢) y= X210
A Znajdz rownania asymptot wykresu funkcji.
a) y= % Q) y= 2x +34 e) y= :‘xx:zl
0 y- 13 0 y- 0 y-353
fl . Podaj wspolrzedne punktu przecigcia si¢ asymptot wykresu funkcji.
a]y—S"x” c}y=2—x’%‘1 E}Y=§-H
b) y= %24 d) y=2=% f) y=22=3
a102 Znajdz rownania asymptot pionowych wykresu funkcji.
a) f(x)= Mﬁ f) Fx)=25=29
b) £ = X=3 g) )= 22
0 fx)= =28 h) f() =25 +3x+1
d) f(x) = {(2x _3}1[2,3: - :'lc; ) f(x)= I 4+ hl; 3x
e f(0= XX ) foo= P rde
fl Naszkicuj wykres funkcji.
a) y=2x+Z 0 y=2%-4 e) y=ht2
b) y = =3 Q) y=2x=3 f) y=32+1
A Podaj, ile punktow wspolnych (w zaleznoéci od wartoéci parametru m) maja

prosta x = m i wykres funkcji y = 2§ s f
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Okresl, ile punktow wspolnych (w zaleznosci od wartosci parametru k) majg
4x + 1

prosta v = k i wykres funkcji v = 3ty

Okresl dziedzine, zbior wartosci i podaj wspolrzedne punktow przecigcia
wykresu podanej funkcji z osiami uktadu wspotrzednych.

_ —dx o BX=H - ‘"’" .
a) fix)= s b) f(x) = T ) flx)= =3 d) f(x)= 4-3x

Okresl przedzialy monotonicznosci i podaj zbior wartosci funkcji.

a) f) =228 ) f) =2 o) =23

Znajdz wspolrzedne wierzchotkow i réwnania osi symetrii hiperboli.

_4-3x > = 2x+7 aX + 2
a) y= = -3 C]y_xm d) y= 2x -3
a) Znajdz réwnania asymptot dowolnej funkcji f(x) = _2;::-; .

b) Znajdz wspotrzedne punktu, ktory nalezy do wykresu dowolnej funkcji opisanej

. X+2
wzorem flx)s ——.
H ) ax+ 2

Znajdz wspolrzedne punktow przeciecia wykresow funkcji f i g.

oo a— 2% =] _x+1
Q) f=~5,  gx)=x-2 e fl="— gl ="
= X o - X+1 _ x+4
b) f)= "7, gx)=2x+1 B e =, GMs——
O flx)=3%22  g(x)=2x+3 g =31, g(x)=5x-x2
;x+$ _ —-8x bk - 2K = s e
d) f) =", gX) =75 h fx) ===,  gx)=x*-2x-3

Naszkicuj wykresy funkcji f i g, a nastepnie znajdz zbior rozwigzan nierow-
nosci f(x) < g(x).

~2x + 2 s _x+1 BB
a) fx)= "= g=1 d f=""72. gx= Ex 3
_3-x el _2x-3 _
b) fX) =25, gx)=x-1 e fX)=-"— g = —
O =3  g0=2=t ) feO=222,  g= 2%

Zaznacz w ukladzie wspolrzednych wszystkie punkty, ktorych wspotrzedne
spelniaja podane rownanie.

a) xy-3x-1=0 b) xy-x-4y =0 ) xy-x+2y+1=0
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A

Na rysunku przedstawiono fragment wykresu funkcji f. Wyznacz a, b i c.

—axt+b b fix)=228 _ax+hb
a) fix) e ) fx) s ) fi(x) ey
B4 Gn unases EEENENES Su (NHsty Sauenics
e i R ' A 20 e :
4 :mi_."ih T : ]--i : X “‘i"]_'..:':"": T iy
. = TEL TR RL o (. T =X i /r' i
JESEEEEEE, s P "
A Naszkicuj wykres podanej funkcji.
= i = 2x + 1 = u = :2}{_‘1‘4
a}y_‘x+3‘ b) y X ‘ Q¥ 3—2‘ d y X~ 1 ‘
A Znajdz wspolrzedne punktow, w ktorych wykresy ponizszych funkcji prze-

cinaja osie ukladu wspolrzednych. Ktore z tych funkcji przyjmuja tylko wartosci
ujemne?

) = —3X oo 3X—1 _ =X +4x-4
Fx) xt—12 hix) X8+ dxd 4+ 2 i) X6+ 2x2 4+ 1
i -4 i 12 _ X" -2x
i 6x + 9 k() -x2+3x-6 P e = 62
A Znajdz wartosci parametrow we wzorze funkcji, ktérej fragment wykresu

przedstawiono na rysunku.

a) il o bl y c) ¥4 2 s
1 : "““—“:""_'“*1‘ """ e A A %“'I"'}"““_j_'_'_:.'
T K = ) K I R
/ ¥ -17 '
/-’f’- 3] :
f{x} - Xz + d f{x} _ dX"+ b f[?(} axz
x+h x2 4+ (x + b)?
d) ¥i : e) /¥ I| f) ¥ Ji :
[ i 'y i i'.
. R B e Cs o
. i e g W /234 X
|I 'i i'l :i
= a _axt+bx+c _X+ax+h
Fo= (x=b)x-c) ) x2+d f(x) xX+ox+d
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A CZ}" funk-:je f i g sa rowne?

B -3 =4
a) flx)= 2 == g(x) = 2x e) f(x)= ——Em g(x) = ===
Gx? " x% +2x
b) f'[x}-—, ) Flx) o g =
) OX+ 5 _5 _ .
0 f)=3-2  gk)=2 g fx) ,ﬁ .312’ gx) = —=
. A _ 4x* +4 _ [x+3 _ Vx+3
d =507 9N = 5 h) f(x) Ve 9W=7m
| Dla jakich wartosci parametru m dziedzing podanej funkcji jest zbidor
wszystkich liczb rzeczywistych?
a) f(x) = b) fx)= X+ 1°

xz+mx+I mx= + mx + 1

a1120. Naszkicuj wykres funkcji.

2x _ =3x+6
- X B =

zx—ﬁ

x4+ 3x
- Gx + :

x5 =9

r:):r'— d) y=

a}ym 3

al21. Podaj wzory takich dwdch funkcji homograficznych, ktdre spelniaja podany
warunek.

a) Dziedzina funkcji jest zbior R {3}, a do jej wykresu nalezy punkt A =(2,-1).

b) Funkcja jest rosngca w kazdym z przedzialow: (-—m ;—2) oraz (—2 ;+o-u), a jej
wykres nie przecina osi x.

¢) Funkcja przyjmuje wartosci dodatnie tylko dla x (—oo ;—3) U (1 ;+oa).

122. Wyznacz przedzialy monotonicznosci podanej funkcji.

-2x+1 dlax=<-1 x-1 g 5
a}f{x}={ g ¢) f{x]={x—3 dlax <

T dla x > -1 -x+1 dlaxz?2
3% dlax<0 22 dlax<-3
b) fix) = ‘{ x=1 d) f(x) = ;x++3?
4-x* dlax>0 e dla x > -3
a123. Naszkicuj wykres funkcji.
3 _ 2 I b.{ IXI+2 IxI+‘c
a) flx)= =3 b) f(x)= ) ) Fi=12x d fx) ==

[x| +4 ‘=

a124. Znajdz wszystkie wartosci parametru m, dla ktérych rownanie ‘ S0x]

ma dwa rozwigzania.

30 WYRAZENIA WYMIERNE



a1125. Znajdz wszystkie wartosci parametru p, dla ktorych rownanie %':—23 ‘ =B
ma co najmniej trzy rozwigzania.
a1126. Ponizej przedstawiono fragmenty wykresow nastepujacych funkcji:

_ 1 . = X . . O .
)= — folX)= — )= o— fa) = =
Dopasuj wykresy do wzorow funkcji.
® I ® Wb © B R D)t Wit

1 I | : S 1
: 1 X 5 1 X ; 1 X X
I 4 !
¥
71 127. a) Dla jakich wartoéci parametru a dziedzina funkciji £(x) = ";_:‘Ei’-‘:t&l jest
zbior liczb rzeczywistych i funkcja ma jedno miejsce zerowe?
X*+Xx+m

b) Dla jakich wartosci parametru m dziedzing funkcji f(x) = < Sy jest zbior
liczb rzeczywistych i funkcja nie ma miejsc zerowych?

el

¢) Dla jakich wartosci parametru p dziedzing funkcji f(x) = ;;—;% jest zbior

liczb rzeczywistych i funkcja ma dwa miejsca zerowe?
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X -4

Dziedzing wyrazenia (X = x = 2)x% = 2%)

jest zbior:

A. R~ {0,2} B. R\ {0,2,4} C. Rn{-2,-1,0} D. R\ {-1,0,2}

3

+ xf—z jest rowna wyrazeniu:

,+
o

X

3.3 =
A‘x+4+l

[

loraz 3X-1. x-4 jest rowny wyrazeniu:

x+2 " Ax+3

-4 .3x-1 C ax-1.x-4
THx+3 7 x+2 "Ax+3 7 x4+

[ %

3x=-1  5x+3 x+2 5Sx+3
B. x=4 x+2 D‘Rx-l X =4

7
E]

Wyrazenie

=
o

b

8

-8 5x° —6x - 7 =
A. =t B. 22— pA— ¢ €. T R

X

Ille rozwigzan ma rownanie

-4 1-—X

g, X+3 Cx3+Fx—'Ei
Y 2x =2 "xf+2x -8

jest rowne wyrazZeniu:

X+3 ‘2—x=ﬂ?

A. nie ma rozwigzan B. jedno C. dwa

Ile rozwiazan ma rownanie ﬁ - % =()?

A. nie ma rozwigzan B. jedno C. dwa

3+ x
D. (x +4)x - 2)

D. trzy

D. trzy

lloczyn rozwiazan rownania ’;—_-1- - AX_— 0 jest rowny:

+]1 x-3
A. -3 B. -1 C.1 D.3

Tylko jedno z ponizszych rownan ma rozwigzanie. Ktdre to rownanie?

e (x=3F  _
A. x2=1 B. {x~3]{x—41_{} C.

Fragment wykresu jednej z podanych
funkcji przedstawiono na rysunku obok.
Ktora to funkcja?

A fo)=-3- 1 C.f=-3+-1;
B. f(X)=2+ 1= D. f(x)=3+ L

32

X+5

x2 + 5x

D, X+2x-4) _g

(x + 2)

X
1+

WYRAZENIA WYMIERNE



Na ktorym z ponizszych rysunkow przedstawiono fragment wykresu funkcji
f‘[x:‘ =2~ —l-?
x+3

A, B. . D.
B bt b ; i Yl

o &
=l

Ktore z ponizszych zdan nie dotyczy funkcji f(x) = -4 - A—i—_ﬁ
A. Dziedzing funkcji jest zbidr (—m;4) U (4 ;+ocr).
B. Miejscem zerowym funkcji jest x = 3,75.
C. Asymptotami funkcji sq proste o rownaniach x = 4 oraz y = —-4.

D. Funkcja jest malejaca w przedziale (4;+N)+

Wykres ktorej z podanych funkcji nie przechodzi przez trzecia ¢wiartke ukta-
du wspolrzednych?

A.ﬂx}zx%'l+5 C.f{x}=%-—5
B. f{x}=x~§-1-+5 D.f{x]=;-if-f~5

Suma pewnej liczby i jej odwrotnosci jest rowna 2% Jaka to liczba?

Ile punktow wspdlnych moga mie¢ wykres funkcji y = % i prosta przechodza-
ca przez poczatek ukladu wspolrzednych? Rozpatrz rozne przypadki.

Wykaz, ze dla dowolnej liczby dodatniej prawdziwa jest podana nieréownosc.
+23310
i
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RZONY ZAKRES ROZSZERZONY ZAKRES ROZSZERZONY

E

S ROZSZI

ONY ZAKRES ROZSZERZONY ZAKRE

Z

FERZONY ZAKRES ROZSZER

Z

ZAKRES ROZS

A

- 2 1 ; s R i o (- o 5 S b
Znajdz liczby a i b, dla ktérych zachodzi réwnosc e A YT Ao e

lloczyn ab jest rowny:

A.

A
A.

A

12 B. -24 C.28 D. -16
Suma rozwiazan réwnania —* =2 __ + 2=X _ () jest réwna:
X2-Bx+8 x-2 ’
9 B. 11 C. 13 .15

Ktora z ponizszych nierowno$ci ma inny zbior rozwigzan niz nierownosc

(x - 1}{-?('1‘2}3 2
(x = 1P2(x +2) Pz

(x - 1P(x +2) (x - 1)ix +2)
B {x—l}{x+2}2;ﬁ & {x—1}3|{x+2};ﬂ
1 = x)x + 2)° x = 1ix +2)°
B. q1-x15{x+2}“{"ﬂ D. (x-ng‘{“znr"a
f Zbiorem rozwigzan nieréwnosci X2 2 <2X=1 jagy
xT+2x x-2 xt-4
A. zbior pusty 35 (-m ;—2) U ({];2]
B. (-2;0) U (2;+c) D. (-2;0) u (0;2)
A WyraZenia 2:: 45 i 35}"_*"3 przyimuja wartosci o przeciwnych znakach, gdy:
A+xe(-m;3)u(5;+m) C,xE(—4;l)u(3;5)
B. xE(-m;-4)u(l;3]u(5;+m) D.xE(-m;-4)u(1;+m)
fl Dziedzina funkcji f(x) = , [ &F "‘x:ﬁgf"‘ =2) jest zbior:
A. (~2;-3) U (5:+) U {2} C. (-3;5) u (2;+w)
B. (—m;-3> 9] (2;+m) D. (—m;E} U (5;+m)
A Na ktorym z ponizszych rysunkdw przedstawiono fragment wykresu funkcji
fl) = 2X=T7
Xx+3
A, B % D
fd ¥i ¥ ¥ ¥ :
1 : 34 1 o
_,_-_ -.-_-..- i— :-:_‘-)-‘: =¥ =) .i_.1 s _....E .:... 1 ...... -.E ........ 1 .-.-I .....................
H o b .-:............'........._...'..._...._'._. ‘\._i X
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A Funkcja f(x) = :}% ma taki sam wykres jak funkcja:
| T 30 =24 27
A ==10-nts Cokl=3+m e
R . T &
B. g(x)=13,5- 25 D. g(x)=-5- ==
Ybd
f Na rysunku obok przedstawiono fragment g
wykresu funkcji o wzorze v = %. Tylko je- _
den ze wspolczynnikdow podanych ponizej nie ' :
jest poprawnym wspolczynnikiem we wzorze T
tej funkcji. Wskaz go. i
=
A.a=8 C. e | 2
B. b=16 D.d=4 :
A Wskaz funkcje, ktorej fragment wykresu | v
przedstawiono na rysunku obok. gl
_ x2-4
A e T E
» ¥2 44 : 1 g o
- x2 -4 . [
C. = (x - (x + 3) _'
_ . x*+4
P19 = e =
A RozwiaZ nierdwnosc x° + x < :% + i
A Naszkicuj parabole y = x* - 3x i wykres funkcji y = X—EHE -1 i zazZnacz na

rysunku ich punkty wspolne. Znajdz wspolrzedne tych punktow.

A Dla jakich argumentow wartosci funkcji f(x) = ; -

13 sg wieksze od wartosci
x+4

funkcji gi(x) = i ?

i Przez punkt (-1, 1) poprowadzono prosta, ktéra ma z wykresem funkcji y = 1

X
jeden punkt wspdlny. Znajdz rownanie tej prostej.

| Wykaz, #e dla dowolnych liczb rzeczywistych x i y, jesli x # 0, y # 0, to
spetniona jest nieréwnosc:
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Réwnanie wymierne 3X =1 =3 odzie x 45,

X+ 2
. nie ma rozwigzan rzeczywistych
ma dokladnie jedno rozwigzanie rzeczywiste
. ma dokladnie dwa rozwiazania rzeczywiste

onNn = >

. ma dokladnie trzy rozwigzania rzeczywiste

Rownanie x — # =0
2x+1

. ma dokladnie dwa rozwiazania rzeczywiste
ma dokladnie trzy rozwigzania rzeczywiste
. ma dokfadnie jedno rozwigzanie rzeczywiste

o N = =

. nie ma rozwigzan

Réwnanie X~ = x -1
x+1

. ma dokladnie jedno rozwigzanie: x = 1

ma dokladnie jedno rozwigzanie: x =

ma dokladnie jedno rozwiazanie: x = -1

. ma dokladnie dwa rozwiazania: x=0,x=1

oON >

Réwnanie ¥ - Dx+2) _

x-3
. ma trzy rozne rozwigzania: x=1,x=3, x=-2
ma trzy rozne rozwigzania: x=-1, x=-3, x =2

ma dwa rozne rozwigzania: x =1, x=-2

ON®w >

. ma dwa rozne rozwiazania: x =-1, x =2

2
Réwnanie xx_+_24§ =0

. ma trzy rozwigzania: x=-2, x=0,x=2
ma dwa rozwigzania: x =0, x = -2

ma dwa rozwigzania: x = -2, x = 2

. ma jedno rozwiazanie: x =0

onN®»

Rozwigzaniem rownania "—;j = 5, gdzie x # 0, jest liczba nalezaca do przedziatu:
A. (-w;-2) C. (-1;0)
(-2;-1) D. (0;+0)

i
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x=2
3Hx + 2)
A, -2 B. 2 C.4 D. -4

Rozwiazaniem rownania = cl} jest liczba:

Rozwigzaniem rownania = I ; = 3, gdzie x # -2, jest liczba nalezaca do prze-
dziatu:

-

A. (-2;1) B. (1;+c) C. (~;-5) D. {(-5;-2)
Rozwigzaniem réwnania &= 2’;'_31}'["'2 =9 - 0 nie jest liczba:
A. -3 B. -1 N | D.3

2 iy 4 . - a 3 2 3 - =
Dla x = %= oraz y = +/2 - 1 wartos¢ wyrazenia x= - 2xy + y- jest rowna:
L'

A. 4 B. 1 C.v2 D. ﬁlj
Rownoscé % + % + & =1 jest prawdziwa dla:
B 5 = e =ik
A.a—m B. a g C.a 3 D.a 1
Rozwiaz rownanie 2xxu 4 & zx" o gdzie x # 0ix 4 2.

Rozwiaz rownanie "':X—Jrl” =5x-4,dlax+#1.

Rozwiaz réwnanie 2X+1 = X+ 1 oqsie v 41 | x 0.
2x x+1
Wyznacz wszystkie liczby rzeczywiste x, ktore spelniaja podany warunek:

3x° - 8x-3

x=3 “¥=3

Udowodnij, ze dla dowolnej dodatniej liczby x prawdziwa jest nierownosc:

4x+£;;=4

Udowodnij, ze dla dowolnych liczb dodatnich a, b prawdziwa jest nierownosc:

1 ¥ 2
T
2a 2b7 a+b

Wykaz, 7e dla kazdej liczby a = 0 i dla kazdej liczby b > 0 prawdziwa jest
nierownosc: i

+
a+h

Z

=B bl
el B
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ROZSZER:

BO7TCTERTO
gL O AT \

Wykaz, 7e jezeli a i b s3 liczbami rzeczywistymi dodatnimi, to:

(a+b](l+l) =4
a b
Wykaz, ze jezeli liczby rzeczywiste a, b, ¢ spelniaja warunek abc = 1, to:

al+bl+cl=agb+ac+bc

Wykaz, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y prawdziwa jest nierownosc:

eytext+y? 223 + %)

Udowodnij, ze dla dowolnych dodatnich liczb rzeczywistych x i v takich,
z¢ x < vy, i dowolnej dodatniej liczby rzeczywistej a, prawdziwa jest nierownosc

u+2}2‘
V+a X

Udowodnij, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x prawdziwa jest nierownosc
xt-x*-2x+3>0.

Wykaz, ze dla dowolnych dodatnich liczb rzeczywistych x i y takich, ze
X%+ y? = 2, prawdziwa jest nieréownos¢ x +y < 2.

Udowodnij, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x i dla kazdej liczby rzeczywistej
y prawdziwa jest nieréwno$¢ 5x° + y° —4xy + 6x + 9= 0,
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Jesli wyrazy ciagu sa liczbami, z ktérych kazda nastepna jest wigksza od poprzedniej,
to ciag nazywamy rosnacym. W takim ciagu dla kazdych dwoch kolejnych WYTAZOW

dy 1 dn+ zachodzi nierdwnoié ay <dp+1.

Gdy wyrazy ciagu s takimi liczbami, ze kazda nastepna jest mniejsza od poprzed-
niej, to ciag nazywamy malejagcym. W takim ciggu dla kazdych dwach kolejnych
WYTazow dy 1 an. Zachodzi nierdwnos¢ an. < an.

Gdy wszystkie wyrazy ciagu liczbowego sg réwne, to ciag nazywamy ciggiem sta-
tym. W ciggu stalym dla kazdych dwoéch kolejnych wyrazow an i an+1 zachodzi

rownose dy .| = dy.

Ciag (an) nazywamy arytmetycznym, |

jesli ma co najmniej trzy wyrazy i kazdy
jego wyraz, z wyjatkiem pierwszego, po-
wstaje przez dodanie do poprzedniego
wyrazu pewnej stafej liczby r. Wyra-
zy ciggu arytmetycznego spelniajg row-
nose:
us1 =dn +F

Liczbg r nazywamy rdznica ciagu aryt-
metycznego.

Wzor ogolny ciggu arytmetycznego (a,)
0 roznicy r:

iy = dy +'[H - 1]]’

Suma n poczatkowych wyrazow ciggu
arytmetycznego (a,):

a; +
5,,:._1_2_%,“

W ciggu arytmetycznym kazdy wyraz
(ktory nie jest ani pierwszym, ani ostat-
nim wyrazem) jest rowny Sredniej aryt-
metycznej dwoch sasiednich wyrazow:
-1+ dna

s

-

iy =

Ciag (a,) nazywamy geometrycznym,

jesli ma co najmniej trzy wyrazy i ka:-

dy jego wyraz, z wyjatkiem pierwsze-
go, powstaje w wyniku pomnozenia po-
przedniego wyrazu przez pewng stalg
liczbe g. Wyrazy ciggu geomelrycznego
spelniaja rownosc:
A1 =dp - g

Liczbe g nazywamy ilorazem ciggu geo-
metrycznego.

Wzor ogolny ciagu geometrycznego (d,)
o ilorazie q:

ay =ay - q"!

Suma n poczatkowych wyrazow ciagu
geometrycznego (ay) o ilorazie g # 1:

Bl o At

-9
W ciggu geometrycznym kazdy wyraz
(ktory nie jest ani pierwszym, ani ostat-
nim wyrazem) jest rowny sredniej geo-
metrycznej dwoch sasiednich wyrazow
lub liczbie do niej przeciwnej:

ﬂﬁ=ﬂ,,_| “lp+1



Obliczanie odsetek

Procent prosty (odsetki obliczane sa od stalego kapitalu). Jesli kapital poczatkowy
wynosi Ky, a oprocentowanie po uplywie jednego okresu naliczania jest rowne p %,
to po n okresach naliczania odsetek kapital wraz z odsetkami wyniesie:
e T L :
Kn =Ko+ 155 Ko -1
Procent skladany (odsetki obliczane sa od kapitalu powigkszonego o odsetki za
wezesniejszy okres). Jesli kapitat poczatkowy wynosi Ky, a oprocentowanie po uply-
wie jednego okresu naliczania jest rowne p%, to po n kolejnych okresach naliczania
odsetek kapital wraz z odsetkami wyniesie:

Ks=Kp (1 + T%}n

Granica ciagu

Liczba g jest granica nieskonczonego ciagu (a,), czyli lim a, = g wtedy i tvlko
wtedy, gdy dla kazdej liczby dodatniej ¢ istnieje taka liczba naturalna k, ze dla
wszystkich n takich, ze n = k:

lan—gl <&

Ciag, kiory ma granice, nazywamy ciggiem zbieznym. Ciag, kiéry nie ma granicy,
nazywamy ciagiem rozbieznym.

Granice niektérych ciagow

limc=c Jesli g €(-1;1), to limg" =0.

Ciag an=(1+ %)” jest zbiezny. Granica tego ciagu jest liczba e = 2,7183.

lim (1 + %)" =¢

Ff—=80

Wilasnosci granic ciagéw zbieznych

Jesli ciagi (a,) i (by) sa zbiezne, to za-
chodza rawnosci:

Jesli ciagi (a,) i (by) sq zbiezne i wy-
razy ciggu (by,) sa rdoine od 0 oraz

lim (a, + by) = lim ay + lim b, lim b, #0, to:

lim (a, - by) = lim a, - lim b, a, lima,
. " Ik
lim (ay - bn) = lim a, - lim by, i R

Dla dowolnej liczby rzeczywistej k, jesli
(a,) jest ciagiem zbieznvm, to:

Llﬂ(k s dy) = kyﬂa"

Jesli ciag (an) jest zbiezny i wszystkie
jego wyrazy sg nieujemne (a, = 0), to:

In. 5| II =
ao V= 00



Ciagi rozbiezne
Ciag (a,) nazywamy ciagiem rozbieznym do +oo, czyli Pn..l a, = +oo, jesli dla do-
wolnej liczby M istnieje taka liczba naturalna k, Zze dla n = k zachodzi nierownosc¢
dy =M.
Ciag (a,) nazywamy ciagiem rozbieznym do -co, czyli hm a, = -0, jesli dla do-
wolnej liczby M istnieje taka liczba naturalna k, ze dla n p- .I: zachodzi nieréwnosc
an < M.

Wlasno$ci granic ciggéw rozbieznych do +oo lub do -

Ponizej za pomoca symboli +e0 i —e zapisano w skracie whasnoéei granic ciggow
rozbieznych. Na przyklad rownos¢ (+m) + (+o0) = +e00 0znacza, ze jesli hm Ap = +00

i hm b, = +eo, to lrml[a,, +by) = 400,

=0 L -0
(+00) + (+00) = o0 (+60) - (+20) = 40
(—00) +(-20) = o (~o0) « (—e0) =
(—0) = (+00) = —o0 (—00) « (+00) = —00

(+eo)-g=+00 dla g>0 (+o0) - g=—co dla g<0

(~e0)-g=-o0 dla g>0 (-00)-g=+c dla g<0

Szeregi geometryczne
Niech (a,) oznacza ciag geometryczny o ilorazie g. Ciag sum czesciowych, czyli
Sy =ai, S2=ay+a1q, Sz =a +a g+ag°, ... nazywamy szeregiem geometrycznym.
Gdy |g| < 1, to ciag (S,) jest zbieiny, a liczbe § = ;FTo S5, nazywamy suma szeregu.

o= Bl
1-g

PRZYKLADY CIAGOW

Ciag (a,) okreslony jest wzorem ogolnym. Oblicz wskazany wyraz tego ciggu.

-2n

a) ap=n, du ¢) an=n?-5, ay e} an= 733,

a

b) a,=2n+3, a3 d}an='ﬁ+2, ds f) a,=2""3+5 a

Ll

Zapisz w jak najprostszej postaci wyrazy a, -, dn+ 1, d2p -1 podanego ciagu.

a) Ap=n-1 c) an=n13 e) ap=2""143

h}' ﬂn=ﬂ2+5 d} an:l—zﬂ f} ﬂn=[-1}”
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Znajdz czwarty i piaty wyraz ciagu okreslonego za pomocg podanego wzoru
rekurencyjnego.

_ HAptdny-_1

a ay=4, a»=6, dap- 5

b)ay=2, a=3, aps1=ap+an-1-2

C} [ :l, ﬂ2=5, Ap+2 = Andn+1

da=1 a=3, a”‘2=m

dn
e) ﬂ;:ﬂ* ﬂ',}':?, Ap+2=Ap+1—dpy
f) ai=1, a:=2, anp.1=nanan-

Czy w ciagu (a,) wystepuje liczba 1007 Jesli tak, to ktérym jest wyrazem?
a ap=hn+5 C) an=n°+25 e) a,=(n-20)°

b) a, =n?-25 d) a,=2"+36 f) a,=(n+11)°

Znajdz te wyrazy ciggu okreslonego wzorem a, = 3n - 70, ktore:
a) sq mniejsze od -5,
b) sq wieksze od 100,
¢) naleza do przedziatu {l(]; 5U>.

s Ly - =7 - n=10

Dane sa dwa ciagi a, = S b, = R
a) Ktore wyrazy ciagu (an) sa wieksze od %f‘
b) Ktore wyrazy ciagu (b,) sa mniejsze od —512-?
¢) Dla jakich wartosci n spelniona jest nierownos¢ a, > b,?

Czy liczby -2, 0, % sg wyrazami ciggu o podanym wzorze? Jesli tak, to ktorymi
wyrazami? '

Doty et ome3n da-

Okresl monotonicznos¢ podanego ciggu skonczonego.

a)l, 2, 3 4, 5 Dl % 3 2 %

b1, 2, 3, 1, 2, 3 pd b 2 54
G h) 0,3, 0,03, 0,003, 0,0003
d) 1000, -980, -960, -940, -920 i) -4, 5, -6, 7, -8, 9
e) —1:1, -11, -1L, -1}, -1l i) 2 V3, 4, 5, 6, V7
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Zbadaj monotonicznos¢ podanego ciggu.

a) an=5n+3 ¢) an=-10n e) an = (%)"
b) an=5-3n d) a, =(-2)" f) an= (_%)”

Podane warunki sa speinione dla dowolnej dodatniej liczby calkowitej n. Na
ich podstawie okresl, czy ciag jest rosnacy czy malejacy.
a) Ap+1—QAn="n C) An+1—an=3n-12 €) An+1—an=n2-9

b) api1-an=1-2n lI:l:'~f--"1'i+l“'anznz'i“1 f) al‘l*l”aﬂznzmn

Kolejne figury powstaly wedtug pewnej reguly. Jaka moglaby by¢ nastgpna
figura w tym ciagu? Narysuj kolejny rysunek.

ay .

b)

Znajdz regufe i podaj kilka nastepnych wyrazow ciagu.
al, 2 2 3 3 3 & &4 4 4 5
Bl Lo Ly & 3 L & & 4 1.
¢ 1, 23, 456, 78910,...
d) 12, 24, 36, 48, 510, 612,...

a) Jakie trojwyrazowe ciagi rosnace, jakie malejace i jakie stale mozna ulozy¢
7 elementow zbioru {1, 2, 3,4} (wyrazy mogg sie powtarzac)?

b) Ile jest trojwyrazowych ciggow o wyrazach ze zbioru {1,2,3}, gdy wyrazy nie
mogg sie powtarzad, a ile, gdy wyrazy moga sie powtarzac?

Zapisz wzor ogolny ciggu.

=l =g w3 =4 wp uf
81 3. 8. T D d) 5 3 3’ = 6 =
- ' 3 5 Fi 9 11
b} 27 41 3: ]-B'l -—J"2'| e E} 4_1 E! ].E}’ 32! 641
= = = 12 3 4
c) =2, 4, -8, 16, 5 - f) 5 i 35
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Dane sq ciagi (py) i (dy,):
pn to n-ta cyfra po przecinku w rozwinieciu dziesietnym liczby = 3,141592653...
dy to n-ta cyfra po przecinku w rozwinieciu dziesietnym liczby /2 = 1,414213562...
a) Znajdz pz, p3, di, ds.
b) Podaj przykiad takiej liczby n, dla ktorej p, = 9.
¢) Ile jest par wyrazow takich, ze ppzdy, 1 n<9?
d) Dla jakich liczb naturalnych n spelnione sa warunki n<9 i py. =dy?

Cigg (an) jest okreslony wzorem a, = ”T”. Zapisz wyrazenia przedstawiajace:
a) WYrazy Qm, Qn-1, Azk+ 5,
b) trzv wyrazy nast¢pujace po wyrazie d,- s,

¢) wyrazy znajdujace sie miedzy wyrazami @, 1 1 @opn 2.

Czy liczba x jest wyrazem podanego ciagu (ag,)? Jesli tak, to ktérym?

a a;,=n2+5n-3, x=47 d) a,=2", x=32
b) ap=n®-7n, x=-12 e) a,=3", x:%
¢) an=n?+6n+6, x=1 ) a,,:(%)h", x=125

Dwoma poczatkowymi wyrazami ciagu (ay) sa liczby 01 2. Znajd?z wspolczyn-
niki s i t.

a) an=sn’+tn b) ay = S8+ Q) dp=5+2"+t

Ktore wyrazy podanego ciagu naleza do przedziaiu (2 . 12}?

a) a,=n2-9n+20 ¢) an=22nn—4{}
=-n? = _1ln+16
b) Ap=—n"+8n-7 d)ﬂn— 1

Wykaz, ze wszystkie wyrazy podanego ciggu sa dodatnie.

a) an=2n*-n ¢) an=-4Hn+5)-1-n
g Y — 5n+3
b) @ = 357 dan=35,"3

Przyjmijmy, ze 5; jest suma k poczatkowych wyrazow ciagu (an). Znajdz a,,
dz, dio, jE:{i]i:

Y I ¢) 5;:%

b) Si =k? =2k d) Sp=Vk+2
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Oblicz ajpoo-
a) a1 =3, daps1=-dn c) ay=1, az=1, dpir=0ap+1—an

b} ﬂ1=5- ﬂn+l=L dlﬂl=5: ﬂ2=21 ﬂri+2=3_ﬂn

n

Ciag nieskonczony (a,) okreslony jest wzorem rekurencyjnym:
iy = a=b An+2=An+1 —dn

Uzasadnij, ze ciag ten ma najwyzej szes¢ roznyvch wyrazow.

Podaj wzor rekurencyjny i ogolny ciagu.

; 3 1 1 1 1
al, 2 3 4,... (] 8 24* 73' 216’
7 5 e
b} 81, f, 6, :}, aan d] ?: E'l __.L'r 8-
Podaj wzor rekurencyjny ciggu.
EI] ﬂn=!’1+2 C} anz%ﬂnl E.} anzzzﬂ
n
b) an =2n d) ay =2 f) an= (1)

Podane warunki sg spelnione dla dowolnej dodatniej liczby catkowitej n. Czy
na ich podstawie mozna stwierdzic, ze ciag jest rosnacy albo ze jest malejacy?

E'l] Ap=dp+1 =N b}an+2-an:5 C} ana_-j:zaﬂ d}ﬂ_al‘.L'LLz—3

n

Zbadaj monotonicznos¢ ciagu.

a a1 =10, ane1=an+0,1 c) a|=3,an+|=an-%
b} ﬂ]_:_S n+1 =Hn+.ﬂ lj:;' ﬁ| "']. p + 1 —'ﬂn+(l)
! 2 3

Zbadaj monotonicznosc ciagu.

a) ﬂn=% e) ﬂ'n=3ﬂ—2i’i’z i) gn_(%) i
b) an = 2521 f) an=2-3n-2n? ) an_ﬂ+;

= " =
C) A= “’1;4 g) ap = (%—) k) an = 22
d) ap=n®-n h) a, = 5" 1) gn=§12—§

Wyijasnij, dlaczego podany ciag nie jest ani rosnacy, ani malejacy, ani staly.

a) da,=(n-2)n-4) ¢) a, = Ti—s e) ay = (-2)"
— a2 - 4n-8 - H+3
b) ap=-25+10n-n d) an=3== f) an=5 "4
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Ciag (ay) jest rosnacy. Czy ciag (by) jest malejacy lub rosnacy?

a) b, =-5ay b) b, = %"1 c) by = {ﬂnjz d) by =an+an.

31. Podaj wzor ogolny ciggu.

1.1 3 1 5 3 T 1 ;
a} ?1 El E'l 1: 321 32! 1281 32: = C} D|51 [}1(6}! Dl?51 GTSI Glgijj! raw
2. k. 2 1 s 1 e e
b) 51§55 15 g ) @:5: O B3a, 025 015625,

32. Podaj wzor rekurencyjny ciagu.
a) 3, 9, 81, 6561, ... o1, 4, 9 16, 25, ...
< 5 e R B8 S8 1 O T 1 By 1§ e d)y 1, 2; 2.4,8, 32 ..

Ciag (a,) okreslony jest w nastepuja-

33. Przeczytaj informacje w ramce. ;
cy sposob:

Przyjmij, ze a; = 2 i okresl (korzystajac RN
z kalkulatora), ktory wyraz ciggu (a,) R WD [ e

F SR 3 e ) 2
JE&E Prz?hhzet,“?m I_IEZb} v2 2z doklad Wyrazami tego ciggu sq coraz doklad-
nosclsg do CZescl E}"SIQCZH‘,’Eh.

niejsze przyblizenia liczby /x.

L ] L i g 3 - ; A
34, a) Wykaz, 7e cigg okreslony za pomoca wzoru ogolnego a, = n° — n mozna
opisa¢ za pomocg wzoru rekurencyjnego a; =0, an+1 = an + 20,

h) Wykaz, ze ciag okreslony za pomocg wzoru ogolnego a, = n’ mozna opisac za

pomocg wzoru rekurencyjnego ay =1, an+1 =an +3n° +3n+ 1.

¢) Wykaz, ze cigg okreslony za pomocg wzoru ogélnego a, = % mozna opisac za
1

pomocg wzoru rekurencyjnego ai = 1, @n+1=an = 5y

35. Ciag jest okreslony wzorem rekurencyjnym a; =7, d> = 14, @y .» = 2dy + 1 — dy.
Znajdz wzor ogolny tego ciggu.

36. Zbadaj monotonicznos¢ ciagu.

a) a,=8-.n b) ay = (-3)°*" ¢) ap=sin(mn) d) a, = cos(1rn)

1. Zbadaj monotonicznos¢ ciagu.

a) ap=(-2)"+2" b) an=(-2)"*1.(-3)" Q) an=(1"*1 +(=1)"

&

20 ; . a5
0. Zbadaj monotonicznos¢ ciaggu.
= pl L, R (Y,
a ap=n"+2n--n-2 C) ap=n"-2n“+1

b) ap=(n+3)°-(n+1)°-4n d) a, =n®-6n?+8n

46 CIAGI



29, a) Okresl monotonicznosé ciagdéw a, = -n i by = % Zbadaj monotonicznos¢
ciagow ¢, =an + by, dn=an—b, oraz e, =ay - b,.

b) Podaj przyklady dwoch ciggow malejgeych (ay) i (b)) takich, ze ciag okreslony
wzorem dp = a, — by jest rosnacy.

¢) Podaj przykiady dwoch ciggow malejacych (an) i (by) takich, ze ciag okreslony
wzorem e, = dy - by jest rosnacy.

d) Udowodnij, ze jesli ciagi (a,) i (b,) sa malejace, to ciag okreslony wzorem
Cp = dy + by tez jest malejacy.

A0, Okresl dla jakiej wartosci parametru p:

a) ciag ay = F jest rosnacy,
b) ciag an = -2 jest malejacy,

) ciag an = “% jest malejacy.

471, Wykaz, Ze ciag okreslony wzorem og6lnym

an= s [(145)" - (1= 5)']

jest ciggiem Fibonacciego, tzn. ze spelnia warunki a; =a; =1, ap+2=an+dn=+1.

472, W roku 1640 Pierre de Fermat, francuski matematyk, podal wzor ogdlny ciggu
F, = 22" + 1 i sformulowal hipoteze, ze wszystkie wyrazy tego ciggu sa liczbami
pierwszymi.

a) Pierwsze cztery wyrazy tego ciagu rzeczywiscie sg liczbami pierwszymi. Znajdz
te wyrazy.

b) W roku 1732 Leonhard Euler, szwajcarski matematvk, wykazal, ze F; nie jest
liczba pierwsza. Sprawdz, ze ten wyraz jest podzielny przez 641.

¢) Wykaz, ze wzor Fermata spelnia warunki Fy =5, Fp, = (F,,_ 1 = 1)° + 1.

CIAG ARYTMETYCZNY

Podane liczby to dwa poczatkowe wyrazy pewnego ciggu arytmetycznego.
Znajdz roznice oraz nastepne dwa wyrazy tego ciagu.

a) 15, 18 c 1, 11 e) 0,3, -0,2
b9 =2 d) - f) 0,1, 001

-y 1
16° 2
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Czy podany ciag jest arytmetyczny?

‘ c 1 1 1 1
al 3, E}, 9,, 12. 15 e) 5 3 3 3
b) -2, 2, 6, 10 f)y =5, -2, 1, 4
¢ =5 =3 3 3 g 0,7, 09 011, 0,13
e 5 i 3 2 1 1 1
d) 123, 123, 123, 123 w% 4 1 4

Cztery z podanych ciagow sg arytmetyczne. Znajdz setne wyrazy tych ciagow.

.1 & 13 .19 i w1 4 |

ciag (an): 1 Er B T ciag (dy): 4§, 5, hg, e

ciag (bn): 9, ?%, 6, 4%, TG Tl (0 T 0 N e Y s O 3 L
ciag (cq): 2,1, 0,4, -1,3, -2, ... cige (fy): 13,4, -11,5, -9,6, -7,7, ...

Sprawdz, czy ciag o podanvm wzorze ogolnym jest arytmetyczny. Jesli tak,
oblicz a; i roznice tego ciagu.

a) dp=-5+n ¢) ap=n2+5n-3 e) an=3—”2‘—]
b) apn=2-(3-n) d}an=ﬁ f) an=\;’m

Ciagg arytmetyczny jest okreslony wzorem rekurencyjnym. Znajdz pierwsze
Irzy wyrazy oraz wzor ogolny tego ciagu.

a) a1=7, Ape1=dp+3 ) ay=-3,2, dns1=an-0,2

lwn

h} ﬂ]=_55 aH+F=aH+2+5 d)al=1-.-| ﬂn..|=ﬂn—%

[+

Jakimi liczbami nalezy zastapic litery a i b, aby otrzymac cigg arytmetyczny?

a) a, b, ¢ 6, a, 13, b el a, -4,5, b, =35

11
2" 4
b

B)a. 9, 5 d 7, a b, 16 GRS a8 B 1

2 X

12* 12
Zapisz wzor ogolny i oblicz osiemnasty wyraz ciggu arytmetycznego (a,)

0 TOZnicy F.

a) i =8, r=2 ¢) a; =150, r=# e) a; =500, r=-500

h) gy =7, p==l d) a; =2003, r=0 £) ay= 200, r=—%

Znajdz wzor ogolny ciggu arvtmetycznego, ktorego poczatkowymi wyrazami
sa podane liczby. Oblicz dziesiaty wyraz tego ciagu.

a) 8, 10, 12, 14 ) 0,2, 045, 0,7, 0,95 € -0,8, -0,25, 0,3, 0,85
ST T % 5 g1 Y 2 1.35
T S dy b, Ly 4y 1 f) 2, 1,35, 0,7, 0,05
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Ktorym wyrazem podanego ciggu arvtmetycznego jest liczbha x7?

W58 I, X=38 o-3, -1 -1,... x=3
b) -193, -19, -181,... x=-11 d) 27, 24, 21,... x=-3

Oblicz jedenasty wyraz ciggu arytmetycznego, jezeli znany jest jeden z jego
wyrazow i roznica.
a) ag=20, r=6 b) az =23, r=1,5 ¢) a7 =3, ?‘=—-:_;i-
Znajdz wzor ogélny ciggu arytmetycznego spelniajacego podane warunki. Ob-
licz szosty wyraz tego ciggu.
a a;=5, az3=8 ¢ an =0, axp=-09 e) ag=-10, ap=110

h:l ﬂ;;=45, ﬂ;=34 d} ﬂ3=31, ﬁ'u=3ﬂ f:l 11 =4, ﬂ1[5=5

a) Pierwszy wyraz ciagu arytmetycznego jest réwny 7, a trzeci jest rowny 19.
Ktory wyraz tego ciggu jest rowny 1217

b) Piaty wyraz ciagu arytmetycznego jest rowny 15, a jedenasty jest rowny -3.
Ktory wyraz tego ciggu jest rowny —157

¢) Dwudziesty wyraz ciagu arytmetycznego jest rowny 130, a trzynasty jest rowny
102. Ktory wyraz tego ciggu jest réwny 707

a) Wstaw pomiedzy liczby 2 i 6 dwie liczby tak, aby razem tworzyly cztery
kolejne wyrazy ciggu arytmetycznego.

b) Wstaw pomiedzy liczby —10 i 1 trzy liczby tak, aby razem tworzyly pie¢ kolej-
nych wyrazow ciggu arytmetycznego.

Siodmy wyraz ciggu arytmetycznego jest rowny 16, a suma wyrazu drugiego
i czwartego tego ciggu jest rowna 8. Oblicz pierwszy i dziesiaty wyraz tego ciagu.

a) Znajdz taka liczbe p, ze liczby 3, 7 +p, 12 + p sa kolejnymi wyrazami ciggu
arytmetycznego.

b) Dane sg liczby a, b i ¢. Znajdz takg liczbe p, ze liczby a, b+p, ¢+ p s3 kolejnymi
wyrazami ciggu arytmetycznego.

Oblicz w pamieci wskazany wyraz ciggu arytmetycznego.
a) agz =4, ai3=-2, a0 ¢) ag=19, a;p=20, as

b) as=-5, ai3=5, an d) aip =45, axn=40, aw

Pewien ciag arytmetyczny ma 11 wyrazow. Pierwszy wyraz tego ciggu jest
rowny —20, a ostatni 10. Ile wyrazow dodatnich ma ten cigg?
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Dla jakich wartosci x podane wyrazenia tworzg ciag arvtmetyczny?
a)x, 5-x, 18 c) x%, 8x, 3x°
b) 7+x, 9+2x, 11+3x d) 2+x, 7+x, 10+x

Okresl monotonicznos¢ ciagu arytmetycznego (a,), w ktorym:
a) an=-12+4n c) a3 =-6, da=-7

b) a; =120, r=-0,1 d) aig=-9, r=

L]

a) Dla dowolnej wartosci x wartosci wyrazen 2x-5, 3x-1, 4x+3 sg kolejnymi
wyrazami ciaggu arytmetycznego. Dla jakich wartosci x ten ciag jest rosnacy?
b) Dla pewnych warto$ci x poczatkowymi wyrazami ciggu arytmetycznego sa
d; = X%, @z =Xx°+x+3, az = x* + 3x. Znajdz czwarty wyraz tego ciagu.
¢} Dla pewnych wartosci x poczatkowymi wyrazami ciggu arvimetycznego sa
ay =x° -7, az = 2x, ay = 3x* - 1. Znajdz jedenasty wyraz tego ciagu.

a) Dla pewnych wartosci x i y wartosci wyrazen x-y, x+y, x+2y -5 53
kolejnymi wyrazami ciagu arvtmetycznego. Oblicz roznice tego ciagu.
b) W ciggu arytmetycznym dane sa wyrazy: a; = 6x+y, d» = 7Xx - ¥, a3 = 5%,
ds =5y + 2, gdzie x, ¥ sa pewnymi liczbami. Oblicz trzeci wyraz tego ciaggu.
¢) W ciggu arytmetycznym dane sg wyrazy: a; = X, dz = 2X+y, a4 = y-2, ag = —5X-V,
gdzie x, ¥ sa pewnymi liczbami. Oblicz piaty wyraz tego ciagu.

a) Suma dwoch poczatkowych wyrazow ciggu arytmetycznego jest rowna 32,
a suma dwoch nastepnych wyrazow jest rowna 56. Znajdz piaty wyraz tego ciggu.
b) Suma trzech poczatkowych wyrazow ciagu arvtmetycznego jest rowna —6, a su-
ma trzech nastepnych wyrazow jest rowna 39. Znajdz sume siedmiu poczatkowych
wyrazow tego ciggu.

Trzy liczby tworzg ciag arytmetyezny. Suma tych liczb jest rdéwna —-12, a ich
iloczyn jest rowny 36. Znajdz te liczby.

Suma pierwszego i trzeciego wyrazu pewnego ciggu arytmetycznego jest row-
na 2, a iloczyn pierwszego i czwartego wyrazu tego ciggu jest rowny -9. Znajdz
pierwszy wyraz i roznice tego ciagu.

lloczyn poczatkowych trzech wyrazow ciggu arytmetycznego jest rowny —10,
a suma tych wyrazow jest rowna 6. Znajdz czwarty wyraz tego ciagu.

Wykaz, Ze ciag a, = W jest arytmetyczny, a ciag by = %ﬁ B
jest arytmetyczny.
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Czy mozna znalez¢ takie liczby a, b, ¢, d, e, ze:
a) ciag a, b, ¢ i ciag ¢, d, e sa arytmetyczne, ale ciag a, b, ¢, d, e nie jest
arytmetyczny,

b) ciag a, b, ¢ i ciag b, ¢, d, e sg arytmetyczne, ale cigg a, b, ¢, d, e nie jest
arytmetyczny?

Wykaz, ze jesli funkcja f jest liniowa, to podane wartosci tej funkcji tworza
ciagg arytmetyczny.

a) f(1), £(2), f(3), ..., f(n), ...
b) £(3), f(6), f(9), ..., f(3n), ...
¢) f(2), f(7) FQA2), ..., f(5R=3),...

a) Wykaz, ze w dowolnym ciggu arytmetycznym suma wyrazow piatego i piet-
nastego jest rowna sumie wyrazow szostego i czternastego.
b) Wykaz, ze jesli m+n=p+qg im, n, p, g sq dodatnimi liczbami caltkowitymi,
to w dowolnym ciggu arytmetycznym suma wyrazow an i a, jest rowna sumie
WYTazow ap i ag.

Wykaz, ze jezeli dodatnie liczby a, b, ¢ sa kolejnymi wyrazami ciagu arytme-
tycznego, to liczby b+ ¢, a + ¢, a + b réwniez tworza ciag arytmetyczny.

Wykaz, ze jesli liczby a, b, ¢ sa wyrazami (niekoniecznie kolejnymi) ciagu

arytmetycznego, ktory nie jest staly, to liczba ﬁ jest wymierna.

Wykaz, ze jesli liczby ag, a,, am sa roznymi wyrazami (niekoniecznie kolejny-

mi) ciagu arytmetycznego, to % =4n - =0y _ dm~dy
) c1ag Y } & k—-n k—m W-H

75. Ciagi (a,) i (b,) sa arytmetyczne. Pierwszy wyraz ciagu (a,) rowny jest roz-
nicy ciagu (by), a réznica ciagu (a,) jest rowna pierwszemu wyrazowi ciagu (by).
Udowodnij, ze drugie wyrazy tych ciagow sa rowne.

/6. Wykaz, ze jezeli w ciggu arvtmetycznym a, = m i am = n (im # n), to roéznica
tego ciagu jest rowna —1.

ff.w pewnym ciggu arytmetycznym wyrazy czwarty i piaty to liczby przeciwne,
a dziesigty wyraz jest o 10 wiekszy od pietnastego. Znajdz siodmy wyraz tego
ciggu.

/8. Pierwszy wyraz ciagu (b,) jest dwukrotnie wiekszy od pierwszego wyrazu
ciggu (a,). Roznica ciagu (b,,) jest dwukrotnie mniejsza od réznicy ciggu (a,). Drugie
wyrazy tych ciggow sa rowne. Ktory wyraz ciagu (b,) jest dwukrotnie wiekszy od
pierwszego wyrazu tego ciggu?
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79. Ustal, dla jakich wartosci x podane liczby sa kolejnymi wyrazami ciagu aryt-
metycznego.

a) log, 3, log, x, log,(x - 1)

b) log; 4, log;(x—1), logs(x + 1)

¢) log(x - 1), log(x + 1), log 2x

80. pia jakich wartosci x podane liczby sa trzema poczatkowymi wyrazami ciggu
arytmetycznego? Znajdz roznice tego ciggu.

a) log 2, log 2%, log(2¥ + 1,5)

b) log 2, log(2* - 1), log(2* + 3)

¢} log 2, log(2* + 3), log(2* + 27)

1. Znajdz sume wyrazow a; i a4 ciagu arytmetycznego (a,), jezeli wiadomo, ze
zachodza w nim podane rownosci.

a) aj+az =12 i ara, =84, b) ay+az3=2 i ayay=1.

2. Suma trzech poczatkowych wyrazdow ciggu arytmetycznego jest rowna 30,
a suma ich kwadratow jest rowna 398. Znajdz te wyrazy.

83. a) Udowodnij twierdzenie:

Jesli w ciqgu (a,) dla dowolnych dodatnich liczb naturalnych n i m zachodzi row-
HOSC: Ay + A = An+ m, 1O Ciag (a,) jest arvimetyczny.

b) Sformuluj twierdzenie odwrotne do podanego powyzej i udowodnij, ze nie jest
ono prawdziwe.

¢) Jaki warunek musi zosta¢ spelniony przez ciag arytmetyczny, aby dla dowolnych
dodammich liczb naturalnych n i m zachodzila rownosc a, + am = @n+m?

O Wyrazy dax, 1 azn pewnego ciggu arytmetycznego (a,) spelniaja warunek
ﬂzk + ﬂz;” = D. W}'l{ai. ;Ir.'e ﬂk+m = D-

85. Wykaz, ze jezeli dodatnie liczby a, b, ¢ sa kolejnymi wyrazami ciggu arytme-
tycznego, to liczby ——+ — , 1 _ 1 _ rowniez tworza ciag arytmetyczny.
TS Y T5+7c Va+e To+va SRS PR TIER

26, Dwie liczby catkowite nazywamy wzglednie pierwszymi, jesli jedynym ich
wspolnym dzielnikiem jest liczba 1.

a) Wykaz, ze istnieje skoniczony cigg arvtmetyczny, w Ktorym dowolne dwa wyrazy
sq wzglednie pierwsze.

b) Wykaz, ze nie istnieje nieskonczony cigg arytmetyczny, w ktorym kazde dowolne
dwa wyrazy sa wzglednie pierwsze.
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t 7. Niech ciag (a,) bedzie ciggiem arytmetycznym o wyrazach roznych od zera,
ktory nie jest ciggiem stalym. Ciag (b,) okreslony jest za pomoca wzoru by, = al

a) Wykaz, ze istnieje skonczony ciag (b,), ktory ma co najmniej trzy wyrazy
i wszystkie sg liczbami catkowitymi.

b) Wykaz, ze nie istnieje nieskonczony ciag (b,), ktorego wszystkie wyrazy sa licz-
bami catkowitymi.

88. Wykaz, ze liczby /5, /6, /7 nie moga by¢ wyrazami (niekoniecznie kolejnymi)
tego samego ciggu arytmetycznego.

SUMA WYRAZOW
CIAGU ARYTMETYCZNEGO

Oblicz sume:
a) trzynastu poczatkowych wyrazow ciggu a, = 2(n-1)+4,
b) dwudziestu jeden poczatkowych wyrazow ciggu a, =-3(n—-1)-5,
¢) stu poczatkowych wyrazow ciagu a, = 2n+ 15,
d) pietnastu poczatkowych wyrazow ciagu a, =3 - ~’21
e) dziesieciu poczatkowych wyrazow ciggu arytmetycznego o pierwszym wyrazie
rownym —7 i roznicy 5,
f) piecdziesieciu poczatkowych wyrazdw ciagu arytmetycznego o pierwszym wyra-
zie rownym 2 i roznicy -0,1.

Oblicz.
a) 25+26+27+...+173 d) 42 +47 +52+...+ 107
b) 19421 +23+...+119 e) 0,01 +0,02+...+1
¢) -7-8-9-...-53 f) -0,5-04-03-...+0,3+0,4

Pierwszy wyraz ciaggu arytmetycznego jest rowny —12, a roznica jest rowna
1,5. Oblicz, ile wyrazow tego ciggu trzeba dodac, aby otrzymana suma:

a) byla réwna 0, b) byla réwna 150, ¢) byla wieksza od 400.
Co najmniej ile poczatkowych wyrazow podanego ciggu arytmetycznego trze-
ba dodac, aby ich suma byla wieksza niz 1007

d) 3455, e by =6~ 20 ) e st e B S
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Rozwigz rownanie.
a) 1+2+3+...+4n=3160
b) 3+6+9+...+3n=273
) 2+7+12+...+(5n-3)=1199

Ciag (a,) jest arvtmetyczny. Znajdz sume dziesieciu poczatkowych wyrazow
tego ciggu.

a) app=-6 1 a;3=-9 ¢l ar=% 1 anp=4 e ay=31 5=18

1
2

b) az=-51ir=- d) azo=10 1 r=0,3 f) S$2=-11r=5

1
3
Oblicz sume:

a) wszystkich dodatnich wyrazow ciagu arvtmetycznego o poczatkowych wyrazach
50, 47, 44, ...

b) wszystkich wyrazow ciagu a, = 2n + 7 mniejszych od 100.

a) Ile wyrazow ciggu arytmetycznego 1, 5, 9, ... trzeba dodac¢, aby otrzymana
suma byla wieksza od sumy stu poczgtkowych dodatnich liczb catkowitych?

b) lle wyrazéw ciaggu arytmetycznego 1, 7, 13, ... trzeba dodac, aby otrzymana
suma byla wieksza od sumy stu poczatkowych dodatnich parzystych liczb catkowi-
tych?

Oblicz sume wszystkich dodatnich liczb naturalnych:

a) trzycyfrowych, b) trzycyfrowych podzielnych przez 5.

Cigg jest opisany wzorem a, = 50 — 6n.
a) Oblicz sume stu poczatkowych wyrazow tego ciagu.
b) Oblicz sume dodatnich wyrazow tego ciggu.
¢) Oblicz sume stu poczatkowych ujemnych wyrazow tego ciggu.

a) Ile najwiecej dodatnich wielokrotnosci liczby 7 mo#na dodac, aby ich suma
nie przekroczyla liczby 10007
b) lle co najwyzej wyrazow ciggu arytmetycznego 18, 18,5, 19, 19,5, ... mozna
dodac¢, aby ich suma nie przekroczyia liczby 1000?

a) Suma poczatkowych dziesieciu wyrazow pewnego ciggu arytmetycznego
wynosi 45, a suma nastepnych dziesieciu —-255. Ile wynosi suma kolejnych dziesie-
ciu wyrazow tego ciagu?

b) Oblicz sume wszystkich wyrazow ciggu arytmetycznego (a,), poczawszy od dzie-
sigtego, rownego 4, a skonczywszy na dwudziestym — rownym 8.
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Oblicz sume tych dziesieciu poczatkowych wyrazow ciggu arytmetycznego
(an), ktorych indeksy sa podzielne przez 3, wiedzac, ze a; = -7 oraz ay = 1.

a) Siedemnasty wyraz ciggu arytmetycznego (a,) jest rowny 35, a suma
siedemnastu poczatkowych wyrazow tego ciggu wynosi 255. Oblicz as.
b) Suma dwudziestu poczatkowych wyrazow ciagu arytmetycznego (a,) wynosi 710,
a wyraz dwudziesty pierwszy wynosi 67. Oblicz a.
¢) Suma dwunastu poczatkowych wyrazow ciggu arytmetycznego (a,) wynosi 228,
a suma wyrazow trzynastego i czternastego wynosi 94, Oblicz as.

a) Suma jedenastu poczatkowych wyrazow ciagu arytmetycznego jest row-

na 88, a roznica tego ciggu wynosi 1,5. Oblicz sume dwudziestu poczatkowych
wyrazow tego ciggu.
b) Suma dwudziestu poczatkowych wyrazow ciagu arytmetycznego wynosi 160, a dzie-
siaty wyraz jest rowny 6. Oblicz sume dziesieciu poczatkowych wyrazow tego ciagu.
¢) Suma szesciu poczatkowych wyrazow ciggu arytmetycznego jest rowna 72,
a drugi wyraz jest siedem razy wiekszy od wyrazu piatego. Oblicz sume dwuna-
stu poczatkowych wyrazow tego ciagu.

a) Suma pierwszego i ostatniego wyrazu pewnego skonczonego ciggu aryt-
metycznego jest rowna —20. Suma wszystkich wyrazow tego ciagu jest réwna —150.
Z ilu wyrazow sklada sie ten ciag?

b) O wyrazach ciagu arytmetycznego (a,) wiadomo, ze az + @4+ as + ...+ dzy = 126
oraz a» + axn = 12. Oblicz n.

¢) O wyrazach ciagu arytmetycznego (a,) wiadomo, ze a; +az +as+...+dzp.; = 880
oraz ap + dznp+1 = 110. Oblicz n.

Pewien kawalek drutu o dlugosci 78 cm podzielono na czesci, ktorych diu-
gosci tworza ciag arytmetyczny.
a) Na ile czedci podzielono ten kawalek drutu, jesli najdluzsza cze$S¢ ma dlugosc
23 cm, a roznica ciggu jest rowna 4 cm?
b) Jaka jest rdznica tego ciagu, jesli drut podzielono na 13 czesci, a najkrotsza
z nich ma dlugosé 3 cm?

Dwa skonczone ciagi arytmetyczne maja po tyle samo wyrazéw, a suma
wszystkich wyrazow obu tych ciagdw jest rowna 403. Poczatkowymi dwoma wy-
razami pierwszego z tych ciagow sa —-11 i -8, a drugiego 66 i 59. Z ilu wyrazow
sklada sie kazdy z tych ciggow?

a) Znajdz liczbe naturalng, ktora jest rowna sumie wszystkich liczb natu-
ralnych od niej mniejszych.

b) Znajdz liczbe naturalna, ktora jest dziesie¢ razy mniejsza od sumy wszystkich
liczb naturalnych od niej mniejszych.
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a) Trzeci i szdsty wyraz ciagu arytmetycznego sg rowne 5. Oblicz sume
dziesieciu poczatkowych wyrazow tego ciagu.
b) Szosty wyraz ciggu arytmetycznego jest rowny 0. Oblicz sume jedenastu poczat-
kowych wyrazow tego ciggu.
¢) Suma trzeciego i dziesigtego wyrazu ciggu arytmetycznego jest rowna 3. Oblicz
sume dwunastu poczatkowych wyrazow tego ciggu.

a) Pierwszy wyraz ciggu arytmetycznego jest rowny —20, a rdéznica — 3.
Oblicz sume wyrazow od dziesiatego do trzydziestego (wlacznie).
b) Oblicz sume a;; +az + a3 +...+as; ciggu arytmetycznego okreslonego wzorem
ap=5-4n.
¢) Wykaz, ze w ciggu arytmetycznym (a,) 0 rOZnicy r SUme a,y, +apeq +amez +- .. +ay
mozna obliczy¢ za pomoca wzoru a;(n-m+ 1) + % [n(n-1)-(m-1)m-2)].

a) Wykaz, ze dla dowolnej wartosci p liczby (1 +p)?, 1+ p°, (1 - p)* tworza
ciag arytmetyczny.
b) Suma dziesieciu poczgtkowych wyrazow ciagu arytmetycznego, ktorego poczat-
kowymi wyrazami sa (1 + p)%, 1+ p?, (1 = p)?, jest réwna 450. Oblicz wartos¢ p.

Wyznacz wzor ogolny ciggu arytmetycznego, w ktorym S =75 i S0 = 150.

Trojkat rownoboczny podzielono na n ,pieter”
malych trojkatow rownobocznych. Rysunek obok przed-
stawia podzial dla n = 5. Uzasadnij, ze liczba malych
trojkatow jest rowna kwadratowi liczby pieter.

Rozwigz rownanie.

1 2 3 e .
a) x+6+x+6+x+5+"'+x+{i x+6 3
1 4 7 Ix-5 , 3Ix-=-2 =
+ +.en + =
b) x+2+x+2 X+2 +x+2 x+2 15
c) {:.J 11, lﬁﬁ+ +5x—4+3x+1

+ . v k22 42022 < ]
(3 (3) 3 ()

114. Poczatkowe dwa wyrazy pewnego ciggu arytmetycznego to log5x oraz
log 25x. Dla jakiej wartodci x suma dziesieciu poczatkowych wyrazow tego ciagu
jest rowna log 5707

115, a) Ciag (a,) okreslony jest wzorem a, = log, x", gdzie x > 0. Wykaz, Ze suma
2

n poczatkowych wyrazow tego ciagu wyraza sie wzorem S, = !.i:?t_f! log, x.

b) Ciag (b,) okreslony jest wzorem b, = log, yx", gdzie x > 0, y > 0. Wykaz, ze

suma n poczatkowych wyrazow tego ciggu wyraza sie wzorem:

. =n(lﬂg2y+ ”51 1ﬂg2x)
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116. Ciag (an) jest arytmetyczny o réznicy % iay+az+as+...+dagy =875.
a) Znajdz pierwszy wyraz tego ciggu.
b) Oblicz sume a» + a4 + ag + ... + dyo.

11/, a) Ciag opisany jest wzorem a, = -5n + 75. Dla jakich warto$ci n zachodzi
rownose 1la,=aqy+as+...+ay-17?

b) Ciag opisany jest wzorem b, = 4n + 50. Dla jakich wartosci n zachodzi rownosc
?b" =b]_ +b2+...+bn—1?

¢) Ciag opisany jest wzorem ¢, = 48 — 6n. Dla jakich wartosci n zachodzi réwnosé
CL+C2+...+Ch-1=27Cn?

118, Ciag opisany jest wzorem a, = 6n - 200.

a) Oblicz sume tych dwudziestu poczatkowych wyrazow tego ciggu, ktore sa po-
dzielne przez 4.

b) Oblicz sume tych wszystkich ujemnych wyrazow ciagu (a,), ktore sa podzielne
przez 4.

¢) Oblicz sume tych dwudziestu poczatkowych dodatnich wyrazow tego ciagu, kto-
re sg podzielne przez 4.

119, W kazdym z ponizszych zadan n oznacza dodatnia liczbe naturalna.
a) Oblicz Sp=1-2+3-4+5-6+...+(-1)"! . n.
b) Oblicz $p=2=-74+12=-17+22 <27 +...+(=1)"1 . (5n-3).

¢) Ciag (an) jest arytmetyczny. Wyraz sume S, = ay —daz + @z —dq +...+(-1y"*! . a,
Za pomoca 1, a; oraz r.

120. Oblicz.
a) 2000 -19992 +19982-19972+19962-19952 +19942-19932+,, . +42 3242212
b) 20002 +1999% -19982-1997% + 19962 +19952 19942 - 19932+, . +42+32 2212

127, a) Oblicz sume wszystkich utamkéw o mianowniku 5 nalezacych do prze-
dziatu (l : lU).

b) Oblicz sumeg wszystkich nieskracalnych ulamkéw o mianowniku 7 nalezacych
do przedziatu {D; 5>.

¢} Oblicz sume wszystkich nieskracalnych utamkow o mianowniku 3 nalezgcych
do przedzialu {a;b}, gdzieace N,beNib>a.

122. Udowodnij, ze jesli ciag (ay) jest arytmetyczny, to dla dowolnej liczby natu-
ralnej k cigg by =a1+az+ ... +ag, bo=aga + ... +adzn, by=azsa + ... +azk, ...
tez jest arytmetyczny. Jaka jest roznica ciagu (by,)?

123. w pewnym ciggu arytmetycznym Syo; = 0. Znajdz as,;.
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124. w pewnym ciggu arytmetycznym %” = 3. Oblicz _‘;.;m

125. Wykaz, ze dla dowolnego ciagu aryvtmetycznego spelniona jest rownosc
53]1 = S{Szn _S.n}.

126. wykaz, ze jezeli dla pewnego ciagu arytmetycznego Sy = Sy, gdzie m # n,
to Sm +n = 0.

CIAG GEOMETRYCZNY

Czy podany ciag jest geometryczny?

1 1 2 4 OB _ i
e L 2 e) 0,6, -0,06, -0,006, -0,0006
ol i 4 i
b] 51 2! 1! 4 f) 4: 4! ﬁ41 123
c) V2, =2, V2, =2 g) 1, 2m, 3m, 4m
d) 4, 43, 12, 123 h) —l—, (VZ-1)2, G2-1F (/F_1)

J2+1 Ve+l !

Cztery z podanych ciggow sa geometryczne. Znajdz siodme wyrazy tych
ciggow.

i L <113 52 al
{ﬂn]. ‘2-5-, ?.;, 4, 4':}, {dﬂ}- 1‘2—?, 2-§, 3-3-, 51
(bn): 60, =30, 15, ~73, ... (en): 40, -20, 10, 5, ...
(cy): 100, 50, 10, 5, ... {fa): =123, 12,3, 1,23, 0,123, ...

Sprawdz, ktory z podanych ciggéw jest geometryczny.
an=2n-3 bp=5-2" cn = (-3)" d"='5% E”=n;l fn=4-4"

Podane liczby to dwa poczatkowe wyrazy ciggu geometrycznego. Znajdz
iloraz oraz dwa nastepne wyrazy tego ciggu.

a) 5 1 b) -0,2, -0,4 c) _'é, =1 d) -5, 5

i 3
3
Podany cigg jest geometryczny. Znajdz jego iloraz oraz brakujace wyrazy.

' ﬂ4 d-} _1! a;f! 5 ﬂ4

1
g'i
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Zapisz wzor ogdlny i oblicz piaty wyraz ciagu geometrycznego, w ktorym:

a) a;=-16, q=1 b)aj =5, g=-2 ¢) ay=12, g=0,1

Zapisz wzor ogolny ciagu geometrycznego, ktorego poczatkowymi wyraza-
mi sq podane liczby.

71 3 1 1 1 .
a) 3.‘—}, 7, 14 c) 16" T00° 1000 e} -3, 0, O
b =20, 10, -5 o Y S | f) 6, 6, 6

Ktorym wyrazem podanego ciagu geometrycznego jest liczba x?

l —l (= = ] i
a) Tr g X 32 £) ¥6.:125.: X 64
4 3 w k- e Foged s 9
b) 15,5,..., Rk d) gr T 55 5w X Bl
a) Zapisz wzory ogolne ciggow okreslonych rekurencyjnie:
a!=D,3 i ﬂn+|=2an Ejl:_"q‘ i bn+|_=\."!§b” Cl=1 i £n+|_=_%r:L

b) Zapisz wzory rekurencyjne ciggow okreslonych za pomocg wzorow ogolnych:

w102 amo- () hef

Okresl monotonicznos¢ nastepujacych ciggow geometrycznych:

n pepaas
an=3-(1) n =20 (¥3)" en=(-2,5)"
b.‘rr=—% dp =—3'(%)n fn=%'(l4—ﬂ)n

Wykaz, ze podany ciag jest geometryczny. Wyznacz iloraz tego ciagu.
a) ap=5-2"+2""1 b) ap=7-3""-9" €) dp=4-5"~2,5N+5
Dane sg dwa wyrazy ciggu geometrycznego. Oblicz w pamieci, jaka liczba
nalezy zastapic¢ znak zapytania.
a] ﬂ.-'=2, af!:].ﬂ, H|1=? L‘] HE=31 ﬂ,‘=%,‘ ailv_—?

b) az=-4, as=-5, dag="? d) aip=-1, azxp=-10, as=7?

o] b=t

a) Wstaw pomiedzy liczby 3 i 15 takie dwie liczby, aby wraz z danymi
tworzyly cztery kolejne wyrazy ciggu geometrycznego.

b) Wstaw pomiedzy liczby 1 i 9 takie trzy liczby, aby wraz z danymi tworzyly piec
kolejnych wyrazow ciggu geometrycznego.

¢) Wstaw pomiedzy liczby -121,5 i 16 takie cztery liczby, aby wraz z danymi two-
rzyly szesc¢ kolejnych wyrazow ciggu geometrycznego.
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a) Czwartym wyrazem malejacego ciggu geometrycznego jest liczba 15,
a szostym — liczba % Znajdz piaty wyraz tego ciagu.
b) Liczby 16, a, b, ¢, 1 tworza ciag geometryczny o wyrazach dodamich. Znajdz
liczby a, b i c.

¢) Pomiedzy 64 i 8 wstaw piec liczb tak, aby razem tworzyly one siedem kolejnych
wyrazow ciggu geometrycznego.

Znajdz wzor ogdlny ciagu geometrycznego (ay), jesli:

a) asz-% i aig=-18 b) ﬂ4=-i%lﬁ i aﬁ=§'§~'§§ ) @igi==17 1 wsiy =17

Dla jakich wartosci x podane liczby tworza cigg geometryczny?

a) "7) 7, 2 c) 2, x+1, x+4
b) =16, 2x+4, -9 d) 2x+1, 3, 8x-1

a) Czy mozna znalez¢ takie liczby a, b, ¢, d, e, ze ciag a, b, ciciag ¢, d, e
sa geometryczne, ale ciag a, b, ¢, d, e nie jest geometryczny?
b) Czy mozna znalez¢ takie liczby a, b, ¢, d, e, ze ciag a, b, ciciag b, ¢, d, e 53
geometryczne, ale ciag a, b, ¢, d, e nie jest geometryczny?

Trzy liczby tworza ciag geometryczny. Suma tych liczb jest rowna —14, a ich
iloczyn jest rowny 216. Znajdz te liczby.

a) W ciggu geometrycznym (a,) zachodzg rownosci: ay+as =7 i ax+ay = 14.
Znajdz pierwszy wyraz i iloraz tego ciagu.
b) W ciaggu geometrycznym (a,) zachodza rownosci: a; —a; = 101 a4 —a» = 15.
Znajdz piaty wyraz tego ciagu.
¢) W ciagu geometrycznym (a,) zachodza rownosci: az +ay = 151 az—as = 5. Znajdz
drugi wyraz tego ciagu.

Suma trzech poczatkowych wyrazow ciagu geometryeznego jest rowna 37,
a suma dwoch poczatkowych wyrazow jest o 5 wieksza od trzeciego wyrazu. Oblicz
iloraz tego ciagu.

a) Suma dwoch poczatkowych wyrazow ciggu geometrycznego wynosi 72,
a suma dwadch nastepnych wyrazow jest rowna 8. Znajdz piaty wyraz oraz iloraz
tego ciagu.
b) Suma trzech poczatkowych wyrazow ciggu geometrycznego jest rowna 280, a su-
ma trzech nastepnych wyrazow wynosi 35. Znajdz sume siedmiu poczatkowych
wyrazow tego ciggu.
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a) W ciggu geometrycznym (a,) suma dwoch poczatkowych wyrazow jest
rowna potrojonej sumie wyrazu drugiego i trzeciego. Znajdz iloraz tego ciagu.
b) W ciggu geometrycznym (a,) suma wyrazu drugiego i czwartego jest dwa razy
wieksza od sumy wyrazu pierwszego i trzeciego. Znajdz iloraz tego ciagu.

a) Suma czterech poczatkowych wyrazow pewnego ciggu geometrycznego
jest cztery razy wieksza od sumy dwaoch poczatkowych wyrazow tego ciggu. Wy-
znacz iloraz tego ciggu.

b) Suma dwoch poczatkowych wyrazow ciggu geometrycznego jest rowna 9, a su-
ma czterech poczatkowych wyrazéw wynosi 45. Oblicz iloraz tego ciagu.

a) Hoczyn pierwszego i drugiego wyrazu ciggu geometrycznego wynosi 96,
a iloczyn drugiego i trzeciego wyrazu tego ciggu jest rowny 216. Znajdz czwarty
wyraz tego ciggu.
b) Hloczyn pierwszego i drugiego wyrazu ciggu geometrycznego jest rowny 1, a ilo-
czyn trzeciego i czwartego wyrazu tego ciagu wynosi 81. Znajdz piaty wyraz tego
ciagu.
¢) lloczyn pierwszego i czwartego wyrazu ciggu geometrycznego jest rowny 5, a ilo-
czyn drugiego i szostego wyrazu tego ciagu wynosi 10. Znajdz dziesigty wyraz tego
ciagu.

a) Wykaz, ze w dowolnym ciggu geometrycznym iloczyn wyrazow siodmego
i dwudziestego jest rowny iloczynowi wyrazow osmego i dziewietnastego.
b) Wykaz, ze w dowolnym ciggu geometrycznym iloczyn wyrazow a, i a, jest
rowny iloczynowi wyrazow ay . 1 am -, gdzie k jest liczba naturalng oraz m > k.
¢) Wykaz, ze w ciggu geometrycznym (a,) zachodzi rownos¢ a; - anp =ag - an-p+1,
gdzie k jest liczba naturalng dodatnig oraz n > k — 1.

Wykaz, ze jesli ciag (a,) jest ciagiem geometrycznym o ilorazie g (g # 0), to
ciggiem geometrycznym jest rowniez ciag (by,) okreslony podanym wzorem. Znajdz
iloraz ciagu (by).

a) by =2ay b) b= - ¢) bp=a?
L

a) Znajdz liczbe g taka, ze liczby 3, 7g, 129 sa kolejnymi wyrazami ciggu
geometrycznego.

b) Dane sa trzy liczby: a, b, c. Znajdz liczbe g taka, ze liczby a, bg, cg sa kolejnymi
wyrazami ciggu geometrycznego.

Liczby 9, x, ¥ tworza ciag arytmetyczny, a liczby 9, x - 2, v tworzg ciag
geometryczny. Znajdz trzeci wyraz tych ciagow.

W ciagu aryvtmetycznym -8, =5, =2, ... wyrazy ay, di+1, dk+5 54 trzema
kolejnymi wyrazami pewnego ciggu geometrycznego. Znajdz te wyrazy.
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Wykaz, ze jesli ciag (a,) jest arytmetyczny i b > 0, to cigg opisany wzorem
Cp = b7 jest geometryczny.

a) Wstaw miedzy 2 i 9 takie dwie liczby, aby pierwsze trzy liczby tworzyly
cigg arytmetyczny, a ostatnie trzy — cigg geometryczny.
b) Wstaw miedzy 1 i 4 takie trzy liczby, aby suma wszystkich pieciu liczb byla
rowna 25, pierwsze trzy Z tych liczb tworzyly cigg arytmetyczny, a ostatnie trzy —
ciag geometryczny.

4 =0 : i i A P

0. Trzy liczby tworza ciag geometryczny. Suma tych liczb jest rowna 7, a suma
odwrotnosci tych liczb jest rowna é Znajdz te liczby.

15Y9. suma trzech kolejnych wyrazow pewnego ciagu geometrycznego wynosi 39,
a suma logarvtmow dziesietnych tych wyrazow jest rowna 3. Znajdz te wyrazy.
160.

Wykaz, ze w ciggu geometrycznym o ilorazie rownym 1%,_% suma dowol-

nych dwoch kolejnych wyrazow jest rowna nastepujacemu po nich wyrazowi.

a "

161. Ciag (an) jest geometryczny. Wykaz, ze ciag (b,) opisany podanym wzorem
tez jest geometryczny.

a) a) by = dn+ an+ b) by = anan 1 ) bri:%"ﬁ!'{ﬂn%ﬂ}
162. Ciagi (an) i (bn) sa geometryczne i majg rozne ilorazy. Czy ciag (cn) opisany
podanvm wzorem tez jest geometryczny?

a) Cn =an+by b) ¢y = anbn C) Gy = g“l (by #0)

163. Najdiuzszy bok tréjkata ma dlugosc a, a wysokos¢ opuszczona na ten bok
ma diugosc h. Pozostale dwa boki maja dlugosci b i c. Liczby a, b, ¢, h sa kolejnymi
wyrazami ciggu geometrycznego. Wykaz, ze trojkat jest prostokatny.

164. Wykaz, ze jezeli liczby wyrazajace dlugosci bokow trojkata prostokatnego
sq kolejnymi wyrazami ciggu geometrycznego, to co najmniej jedna z tych liczb nie
jest wymierna.

165. Wykaz, ze liczby 5, 6, 7 nie moga by¢ wyrazami (niekoniecznie kolejnymi)
tego samego ciggu geometrycznego.

166. a) Liczby a, b, ¢ sa kolejnymi wyrazami ciagu arytmetycznego, a ich suma
jest rowna 15. Liczby a, b - 1, ¢ tworza ciag geometryczny. Znajdz liczby a, b, c.

b) Liczby a, b, ¢ sa kolejnymi wyrazami ciggu arytmetycznego, a ich suma jest
rowna 15. Liczby a+1, b+4, ¢ +19 tworza ciag geometryczny. Znajdz liczby a, b, c.

¢) Liczby a, b, ¢ sa kolejnymi wyrazami ciggu arytmetycznego, a ich suma jest
rowna 21. Liczby a -1, b—-4, ¢ - 3 tworza cigg geometryczny. Znajdz liczby a, b, c.
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167. Trzy liczby a, b, ¢ tworzg ciag geometryczny, a liczby a+b, b+c¢, c+a
tworza cigg arytmetyczny. Znajd# stosunek liczby ¢ do liczby a.

168. a) Znajdz cztery liczby w, x, v, Z takie, ze w+ 2z = 14, x+ v = 12, liczby
w, x, ¥ sa kolejnymi wyrazami ciggu arytmetycznego, a liczby x, y, z sa kolejnymi
wyrazami ciggu geometrycznego.

b) Znajdz cztery liczby w, x, y, z takie, Ze w+ 2z =-8, x+y = -4, liczby w, x, ¥ 53
kolejnymi wyrazami ciagu aryvtmetycznego, a liczby x, v, z sa kolejnymi wyrazami
ciggu geometrycznego.

169. Pierwszym wyrazem skonczonego ciggu arytmetycznego jest 1, a ostat-
nim -57. Drugi, trzeci i szosty wyraz tego ciagu tworza (w podanej kolejnosci)
ciag geometryczny. Oblicz sume wszystkich wyrazow tego ciggu arytmetycznego.

170, Liczby a, b, ¢ tworza ciag arytmetyczny. Suma tych liczb jest réwna 18.
Liczby a, b, ¢ + 1 tworza ciag geometryczny. Znajdz roznice ciggu arytmetycznego.

171. 3 Liczby a, b, ¢ sa kolejnymi wyrazami ciggu geometrycznego i ich suma
jest rowna 26. Liczby a+1, b+6, c+3 sg kolejnymi wyrazami ciagu arytmetycznego.
Znajdz liczby a, b ic.

b) Liczby a, b, ¢ sa kolejnymi wyrazami ciggu geometrycznego i ich suma jest
rowna 21. Liczby a, 2b, ¢ - 1 sa kolejnymi wyrazami ciagu arytmetycznego. Znajdz
liczby a, b i c.

172. Liczby a, b, ¢, d sa kolejnymi wyrazami ciggu geometrycznego, a liczby
a-2,b-3,c-9,d-25 sa kolejnymi wyrazami ciggu arvtmetycznego. Znajdz piate
wyrazy tych ciggow.

d 7y

! £ 0. a) Pierwszy, trzeci i pigty wyraz ciagu geometrycznego sg kolejnymi wyra-
zami ciggu arytmetycznego. Znajdz iloraz tego ciagu geometrycznego.

b) Pierwszy, trzeci i jedenasty wyraz ciggu arytmetycznego sg kolejnymi wyrazami
ciggu geometrycznego. Znajdz iloraz tego ciggu geometrycznego.

174. a) Suma trzech kolejnych wyrazow ciggu geometrycznego jest rowna 21.
Wyrazy te s3 jednoczeénie pierwszym, drugim i czwartym wyrazem ciggu arytme-
tycznego. Znajdz te wyrazy.

b) Suma trzech kolejnych wyrazow ciggu geometrycznego jest rowna 26. Wyrazy
te sa jednoczesnie pierwszym, drugim i piatym wyrazem ciagu arytmetycznego.
Znajdz te wyrazy.

¢) Trzy liczby, ktorych suma jest rowna 93, tworza ciag geometryczny. Te same
liczby stanowig pierwszy, drugi i siodmy wyraz pewnego ciggu arytmetycznego.
Znajdz te liczby.
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175. Udowodnij, ze z nieskonczonego ciggu geometrycznego o wzorze ogolnym
an = 2" nie mozna wybrac trzech wyrazow tworzacych ciag arytmetyczny.

176. Wykaz, ze kwadrat iloczynu n poczgtkowych wyrazow ciagu geometryczne-
go (ay) o ilorazie g jest rowny:

a) ai"-g" " b) (a; - a,)"

177. a) Wykaz, ze jezeli dodatnie liczby a, b, ¢ tworzg cigg geometryczny, to

liczby log, a, log, b, log,, ¢, gdzie p jest dowolng liczbg dodatnig rozng od 1, tworzg

ciag arytmetyczny.

b) Wykaz, ze jezeli dodatnie liczby a, b, ¢ sq rozne od 1 i tworzg ciag geometryczny,

to liczby Iugl 5 1 L gdzie p jest dowolna liczba dodatnia rézna od 1,
i

"log,p' log.p
tworza cigg arytmetyczny.

178. Wszystkie wyrazy nieskonczonego ciagu arvtmetycznego (a,) sa liczbami
naturalnymi. Wykaz, ze z wyrazow tego ciggu mozna utworzyc ciag geometryczny
0 co najmniej trzech wyrazach.

179. Na rysunku przedstawiono frag- cis dis__ fis gis b
ment klawiatury fortepianu obejmujacy
jedna oktawe. Dzwigki kolejnych klawi-
szy (c, cis, d, dis, e, ..., ¢') roznia sie
o pol tonu, a stosunek ich czestotliwo-
$ci wynosi V2. Czestotliwosé dzwieku
a wynosi 440 Hz.

c d e f g a h o

a) Jakiemu stosunkowi czestotliwoéci odpowiada oktawa (np. od ¢ do ¢')?

b) Jakiemu stosunkowi czestotliwosci odpowiada kwinta (np. od ¢ do g), a jakiemu
kwarta (np. od ¢ do f)? Zapisz przyblizone wielkosci tych stosunkow w postaci
utamkow zwyklyeh o jak najmniejszych licznikach i mianownikach.

¢) Jaka jest czestotliwos¢ dzwieku fis?

d) Ktory dzwiek ma czestotliwos¢ najblizsza wartosci 330 Hz?

SUMA WYRAZOW CIAGU GEOMETRYCZNEGO

Oblicz sume:
a) pieciu poczatkowych wyrazow ciggu geometrycznego, w ktorym a; =5 i g=

b) szesciu poczatkowych wyrazow ciagu, w ktérym by, = :?;,-.

]

¢) jedenastu poczatkowych wyrazow ciggu geometrycznego 13, -13, 13, ...
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Pierwszy wyraz ciggu geometrycznego jest rowny 64, a iloraz tego ciggu jest
rowny -%- Oblicz, ile wyrazow tego ciggu trzeba doda¢, aby otrzymana suma:

a) byvla rowna 126 b) byla rowna 127,75 ¢) byla wieksza od 127,9

Ile co najmniej poczatkowych wyrazow podanego ciggu geometrycznego
trzeba dodac, aby ich suma byla wieksza niz 1007
a)1,24,... b) 3. L3, ... ) 2,344, ...

Uzupelnij tabelke, wiedzac, ze (a,) jest

g ) i i dn n Sn
ciggiem geometrycznym.
1 =
10 3 3
a) Oblicz sume siedmiu poczatkowych ';"15 =64 | B
wyrazow ciggu geometrycznego, ktorego pierw- 9 _3 162
$Zy wyraz jest rowny 1, a czwarty wyraz jest
rowny -27. -8 27 13

b) Oblicz sume osmiu poczatkowych wyrazow

ciagu geometrycznego, ktorego siodmy wyraz

jest rowny 8, a 6smy wyraz jest rowny —4.

¢) Oblicz sume dziesieciu poczatkowych wyrazow ciagu geometrycznego, ktorego
trzeci wyraz jest rowny 3, a osmy wyraz jest rowny 96.

Oblicz sume wyrazow podanego ciggu geometrycznego.

al%+%+...+% dl%+1+.-.+(%)-
by 22 423 4 . 4+ .23 e) 190+ 19+ ... +0,000019

i
hd

( 100

(=

o5

¢) 500+100+... + f) 10+5+... +

0
ﬁ[r..-r

Ciag (ay) jest geometryczny. Oblicz pierwszy wyraz tego ciggu.

a) g=1,518;=65 b) g=-21i8;=16,5 c) g=-0,115¢=909,09

Ciag (a,) jest ciggiem geometrycznym. Oblicz, ile poczatkowych wyrazow
tego ciggu nalezy dodad, aby otrzymac sume S,,.

a) a=4, g=-1, s,=2& O a=09, aq=% S.=14L
b)ay=1, g=2, §,=4095 d) a; =-12, g=-5, §,=-156252

Pierwszy wyraz ciggu geometrycznego o ilorazie 10 jest rowny 3. Ile poczat-
kowych wyrazow tego ciggu wystarczy dodac, aby otrzymac sume wieksza od 1097
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W czasie rozmnazania komorki przez podzial na kazdym etapie z jednej
komorki powstaja dwie.
a) Ile komorek powstanie w wyniku podziatu jednej komaorki po 20 etapach?
b) Ile bylo etapow, jesli z jednej komorki powstalo 67 108 864 komorek?

Wyobraz sobie, ze projektujesz piramide zbudowana z blokow skalnych ulo-
zonych warstwami na planie kwadratu. Zalézmy, ze bok pierwszej warstwy takiej
piramidy ma dlugos¢ 200 m, a diugosc¢ boku kazdej nastepnej stanowi 0,9 dlugosci
boku warstwy lezacej bezposrednio pod nia.

a) Oblicz, jaka diugosc miatby bok dziesiatej warstwy.

b) Oblicz, z co najmniej ilu warstw bylaby zbudowana ta piramida, jesli ostatnia
warstwa mialaby bok krotszy niz 50 m.

a) Pierwszy wyraz ciggu geometrycznego jest rowny 81, a iloraz wynosi 1

Oblicz sume wyrazow od szostego do dziesiatego (wlacznie).

ad

b) Ciag geometryczny jest okreslony wzorem ogolnym a, =

dy+ds +dg+...+d2.

¢) Wykaz, ze w ciggu geometrycznym (a,) o pierwszym wyrazie a, i ilorazie g sume
(g" - m-1

Am + @me1 + Ams2 + ...+ @p Mozna obliczyé za pomoca wzoru MFEf—}

ﬁ% . 2 Oblicz sume

a) Pierwszy wyraz pewnego ciggu geometrycznego jest rowny 2. Suma po-
czatkowych osSmiu wyrazow tego ciagu jest 5 razy wieksza od sumy poczatkowych
czterech wyrazow. Oblicz dziewiaty wyraz tego ciagu.

b) Piaty wyraz malejacego ciagu geometrycznego jest odwrotnoscia wyrazu pierw-
sZego, a czwarty jest 6 razy mniejszy od sumy wyrazow drugiego i trzeciego. Oblicz
drugi wyraz tego ciagu.

193. Znajdz iloraz skonczonego ciggu geometrycznego o parzystej liczbie wyra-
zow, jezeli wiadomo, ze:

a) suma wszystkich wyrazow jest 6 razy wieksza od sumy wyrazow o nieparzystych
numerach,

b) suma wszystkich wyrazow jest 10 razy wieksza od sumy wyrazow o parzystych
numerach.

194, Dwa skoriczone ciggi geometryczne maja po tyle samo wyrazow, a suma
wszystkich wyrazow obu tych ciagdéw jest rowna 5621. Dwoma poczatkowymi wy-
razami pierwszego z tyvch ciggow sa liczby 5 i 10, a drugiego z tych ciggow sa liczby
1536 i 768. Z ilu wyrazow sklada sie kazdy z tych ciggow?

1

195. Znajdz wzor na sume n poczatkowych wyrazow ciggu 1, 11, 111, ...
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190, Liczba naturalna a ma w zapisie 2n cyfr i wszystkie sa jedynkami, a liczba
naturalna b ma w zapisie n cyfr i wszystkie sa dwdjkami. Wykaz, ze réznica a - b
jest kwadratem liczby naturalne;j.

197, Niech S oznacza sume k poczatkowych wyrazow ciagu (a,). Wiadomo, ze
Si=p-1,5=4p-6,5:=13p-15,5,=40p =28, 55 =121p-45, ...

a) Oblicz cztery poczatkowe wyrazy tego ciggu.

b) Znajdz wzor ogolny tego ciggu.

¢) Znajdz wzor na sume n poczatkowych wyrazow tego ciggu.

198, Znajdz wzor na sume n poczatkowych wyrazow ciagu.

Al 1, 202,325,452 sy 2

1 2 3
b} El ?&': FI'...’L%

199, Ciag okreslony jest wzorem rekurencyjnym a; = 1, @y . = 2a, + 1. Znajdz
wzor ogolny oraz wzdr na sume n poczatkowych wyrazow tego ciggu.

200. Ciag (ay) jest geometryczny o ilorazie g takim, ze |g| # 1. Wykaz, Ze:

e 8
dy—dy
a1dz + axAs +asds +...4n-10n = %L}

201. Dywan Sierpinskiego to figura, ktora powstaje z kwadratu w nastepujacy
sposob: w pierwszym etapie nalezy podzieli¢ kwadrat na dziewie¢ mniejszych kwa-
dratow i usunac¢ srodkowy z nich. W nastepnym etapie postepujemy podobnie, tzn.
dzielimy kazdy z pozostalych kwadratow na dziewie¢ kwadratow i usuwamy srod-
kowy itd. (zob. rysunek). Przyjmujac, ze bok pierwszego kwadratu ma diugosc a,
oblicz pole pozostalej czesci tego kwadratu po pigtym etapie.

Fe

202. Trojkat Sierpinskiego to figura, ktéra powstaje z trdjkata réwnoboczego
w nastepujacy sposob: w pierwszym etapie nalezy podzieli¢ trdjkat rownoboczny
na cztery trojkaty rownoboczne i usuna¢ srodkowy z nich. W nastepnych etapach
postepujemy podobnie (zob. rysunek). Oblicz, jaki procent pola poczatkowego troj-
kata stanowi pole figury otrzymanej po szdstym etapie.
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PROCENT PROSTY | PROCENT SKLADANY

Kwota K zl zostata wplacona na lokate oprocentowang p% w skali roku.
Co roku przez n lat sa naliczane i wyplacane odsetki, a poczatkowa kwota K zi
pozostaje na lokacie. Sume wyplaconych odsetek (w zi) po n latach oznaczmy
litera D. Uzupelnij tabele.

K | 2000 45000 6000 15000 1200 80000
p 6% | 1.2% 2% | 0,9% 3% | 1,5%
n | 3 | 10 | | 12 | 4 2 | 8

D | 600 | 945 | 576 | 1600 | 450 | 2880

Na konto oprocentowane p% w stosunku rocznym wplacono K zi. Odsetki
sq naliczane po uplywie kazdego roku i dodawane do kwoty na lokacie. Oblicz, jaka
kwota znajdzie sie na koncie po uplywie n lat.

a) K=500, n=3, p=3 ¢) K=4200, n=5 p=2
b) K=2700, n=2, p=45 d) K=50000, n=7, p=5,5

Na konto oprocentowane p% w stosunku rocznym wplacono pewna kwo-
te. Odsetki byly doliczane po uplywie kazdego roku. Po uplywie n lat na koncie
zgromadzilo sie S z1. Jaka kwote wplacono na to konto?

a) 5=4405,24, n=5, p=3 ¢ 5=15770,90, n=8, p=1,5
b) 5§ =5628,65, n=4, p=2 d) §=2097941, n=6, p=0,8

Po wplaceniu na konto kwoty K zt i po uplywie n lat stan konta wyniost
S z1. Jakie bylo oprocentowanie tego konta w stosunku rocznym, jesli odsetki byly
kapitalizowane co roku?

a) K =6000, §=6955,64, n=5 ¢) K=4200, §=500227, n=3
b) K =8500, §=1106921, n=6 d) K=14000, §=15161,19, n=10

Na konto oprocentowane p% w stosunku rocznym wplacono K zl. Odsetki
sa doliczane po uplywie kazdego roku. Po ilu latach stan konta wyniesie § z1?

a) K =8000, 5§=8659,46, p=2 ¢ K=7500, §=10221,73, p=3,5
b) K =2600, §=3289,83, p=4 d) K=13000, §=14475,63, p=0,9

Wyobraz sobie, ze twoi przodkowie zlozyli 1000 lat temu w banku 1 gr na
lokate, ktorej oprocentowanie wynosito 3% rocznie i odsetki byly kapitalizowane
co roku. Jaki kapital zebralby sie na tej lokacie?
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Na lokate dwuletnia, ktorej oprocentowanie wynosi 5% w skali roku, wpta-
cono 10000 zl. Oblicz, jaka kwota bedzie po tym okresie czasu na koncie, jezeli
odsetki beda kapitalizowane:

a) rocznie, b) co po6t roku, ¢) co kwartal, d) miesiecznie.

Bank A oferuje oprocentowanie 3% z roczna kapitalizacja odsetek, a bank B
— oprocentowanie 2,5% z miesieczna kapitalizacja odsetek. Do ktdorego z tych
bankow bardziej optaca sie wplaci¢ oszczednosci? Czy odpowied? bylaby inna,
gdyby wplaci¢ oszczednosci na 5 lat?

Podczas 8-tygodniowej, letniej wyprzedazy sprzedawca na poczatku kaz-
dego tygodnia zmniejszal cene towaru. Oblicz, jaka byla cena kurtki na koncu
wyprzedazy, jezeli na poczatku kosztowala ona 1250 zl, a sprzedawca zmniejszal
cene:

a) o 5% ceny poczatkowej, b) o 5%.

a) Wartosc¢ dziatki budowlanej wzrasta co roku o 6%. O ile procent wzrosnie
jej wartos¢ po uplywie 9 lat? Po ilu latach wartosc dzialki sie podwoi?
b) Wartosé samochodu zmniejsza sie co roku o 10%. O ile procent zmniejszy sie
wartosc tego samochodu po uplywie 4 lat? Po ilu latach jego wartos$¢ bedzie mniej-
sza niz polowa poczatkowej wartosci?

kwota Kzt zostala wplacona na lokate oprocentowana p% w skali roku.
Odsetki byly naliczane co m miesiecy. Przez n lat nie dokonywano zadnych wptat
ani wyplat i stan konta zmienial sie jedynie o kapitalizowane odsetki. Odsetki
(w z1) zgromadzone na lokacie po n latach oznaczmy literg D, a stan konta (w zl)
po uplywie n lat — litera S. Uzupelnij tabele. Kwoty zaokraglij do groszy.

K | 2000 6500 52000 7000
p 59% 0,9% 4% 3,7% 2%
m 6 4 | 3 1 3 12 6

n 4 2 15 5 7

D 6533,57 7793,38  1096,09 1541,33
S 1425,39 ' 6901,73 5596,00

a) Jaka kwote wplacono na lokate polroczna, ktorej oprocentowanie wyno-
sito 4% w skali roku, jezeli po uplywie 3 lat stan konta wynosit 2702,80 z1?

b) Na lokate 2-miesieczng, Ktorej oprocentowanie wynosi 3% w skali roku, wplaco-
no 1500 z1. Po ilu miesigcach stan tej lokaty wyniesie 1576,70 z1?

¢) Na lokate 3-miesieczna wplacono 3000zi i po 2 latach kwota ta wzrosla
0 216,50 zIL. Jakie bylo oprocentowanie tej lokaty w skali roku?

PROCEMT PROSTY | PROCENT SKtADANY 69



a) O ile procent wzrosnie po 3 latach kwota wptacona na lokate polrocznag,
jezeli jej oprocentowanie wynosi 4% w stosunku rocznym?
b) Jak diugo nalezatoby oszczedzaé na lokacie 3-miesiecznej, Ktorej oprocentowa-
nie wynosi 8% w stosunku rocznym, aby zdeponowana kwota wzrosla o 50%?

Pan Oszczedny wplacit 4 lata temu kwote 5000 zf na lokate, ktorej oprocen-
towanie wynosifo 5%. Jego sasiad — pan Sprymy — wplacil w tym samym czasie
do innego banku kwote 4000 z1. Okazalo sie, ze obecnie kazdy z nich ma na swoim
koncie taka sama kwote.

a) Oblice, jakie bylo oprocentowanie lokaty pana Sprytnego.
b) Oblicz, ile zarobil pan Sprytny na tej transakcji.

Katarzyna znalazla na portalu internetowym dwie oferty pracy dodatkowej.
W firmie ,Pracus” w pierwszym miesiacu zarobi 300 zi, a w kazdym nastepnym
o 10% pierwszej wyplaty wiecej niz w poprzednim. W firmie ,Dorobkiewicz”
w pierwszym miesigcu zarobi 200 21, ale w kazdym nastepnym — o 10% wiecej
niz w poprzednim.
a) Ustal, w ktorej firmie Katarzyna szybciej zarobi 2000 z1. W ktérym miesigcu to
nastapi?
b) Ile zarobilaby, pracujac przez dwa lata w firmie ,Pracus”, a ile, pracujac w firmie
wDorobkiewicz"?

W dwoch poczatkowych latach istnienia fabryki butow produkcja wzrastala
rocznie o 8%. W nastepnych pieciu latach trzeba bylo zmniejszac¢ produkcje o 2%
rocznie. Ustal, czy po tym okresie nalezalo w kolejnym roku zwiekszy¢, czy zmniej-
szyC produkcje, aby osiagnela ona taki sam poziom jak w pierwszym roku istnienia
fabryki.

219. Kwote 50000 zI wplacono na 3-miesieczng lokate, Ktorej oprocentowanie
wynosi 6% w skali roku.

a) Jaka kwota bedzie na koncie po 2 latach, jezeli od naliczonych odsetek nalezy
odprowadzi¢ do skarbu panstwa podatek w wysokosci 19%?

b) lle zarobiono by na tej lokacie, gdyby podatek od odsetek zostal naliczony po 2
latach od calej kwoty uzyskanych odsetek?

2211, Ojciec Zuzanny wplacil 55000 zt na lokate, ktérej oprocentowanie wynosi
6% w skali roku, a odsetki kapitalizowane sa co miesigc. Postanowil, Zze co miesiac
bank z odsetek bedzie przelewal kieszonkowe w wysokosci 200 zI na konto jego
corki.

a) Jaka kwota bedzie na tej lokacie po roku?

b) O ile wiecej pieniedzy byloby na koncie ojca Zuzanny, gdyby nie dokonywano
7 niego wyplat?
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GRANICE CIAGOW

Oblicz kilka poczatkowych wyrazow ponizszych ciggow zbieznych i podaj
granice tych ciagow.
Hn=%_4 bn=3!;]'+2 fn=ﬁ]"t;+]. dn=3:l”
A -~ Oblicz granice.
1 1 i 2 i 1 an 1 M
A i ol o Jim (3) o mG"+2) @ lmw
3 ; 3 : w3 : 1
b) Jim 3 d Jim 5 O limG-n’ b Jim (6+)
A Czy podany ciag jest zbiezny? Jesli tak, to podaj jego granice, a jesli nie, to
okresl, czy jest rozbiezny do —o lub +eo.
Eﬂ ﬂ1=—9[}, "-Iﬂ+l=!f1"n'i‘3 d]'a|=%1 an+1=‘1—
dy
h} ﬂ1=5. an+1=£§u e) a|="2r an+1=3an
¢ ay=-1, an+1 =a; f) ay=0,1, ay+1 =a;

Podaj przyvklad ciggu:
a) rosngcego, ktorego granica jest liczba 0,
b) malejacego, ktorego granica jest liczba 2,
¢) rozbieznego do +eo,
d) rozbieznego do —oo,
e) o wyrazach ujemnych, ktorego granica nie jest liczba ujemna,
f} o wyrazach dodatnich, ktorego granica nie jest liczba dodatnia.

A Podany ciag jest geometryczny. Oblicz jego granice.
a) 7, m%, 15%, ¢) a1 =023, g=1 e) d =%, A1 ==Fdy
b) a1 =-v3, g= 33 d) an =(-0,3)" f) @ =-3.2, an,y =
| Naszkicuj wykres funkcji f, a nastepnie, korzystajac z tego wykresu, okresl

granice ciagu (an).

a) f(x)=~-3x(x+1), an=-3nn+1)

b) f(x)=2x(2-x)*(x+3), an=2n2-ny(n+3)

o) flx)= —%xz{x -1(2x-3), an= —%nz(n -1)2n-3)
d) f(x) = 10x(1 - x)*(2x + 5%, an = 10n(1 - n)*(2n +5)*
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n227. Czy istnieje granica ciagu (a,)? Jezeli tak, podaj, ile wynosi.

{SdlanéEDDS {?+n'*dlan<f}4

Al 0 an

3ndla n> 2003 i—n—idldn}%
n+1dlan<4s Odlan=3k+1

b} QA = id]an};ﬁ d}an— -ldlan=3k+2; gl’iZiEkEN
8 2 dlan=3k+3

n228. Oblicz granice podanego ciagu (o ile istnieje).

3) =2 Q) Ca=5- (-2 &) gn= iy
b:l bn :)F d:} ‘p(;,] = _'\_-'Izﬁ + 3 f:l h‘n S [_r:-:;}ﬂ " 3

71229, Granica podanego ciggu (a,) jest rowna 0. Zgodnie z definicjg granicy, dla

kazdej dodatniej wartosci £ prawie wszystkie wyrazy tego ciagu spelniaja nierow-
nosc |a,| < €. Ustal, ktore wyrazy ciagu (a,) spelniaja te nierownosc¢ dla podanej
wartosci £.

a) an=1, £=0,01 ¢) an= 5, £€=0,01
b) an = 2, &=0,0001 d) an =515, £=0,001

n 230, ustal granice ciggu (a,). Zgodnie z definicja granicy, dla kazdej dodatniej

wartosci £ prawie wszystkie wyrazy tego ciggu naleza do przedziatu (g— £:9+ E).
Ktore wyrazy ciagu naleza do tego przedzialu dla podanej wartosci £7?

a) ap =3+ ﬁ £ =0,001 c) a,,=—?—%, £ = 0,004
b) a, =5~ % £ =0,0003 d) a"=—4+%, €= 0,002

n231. Ciag (a,) jest rozbiezny do +cc. Zgodnie z definicja, w takim ciagu dla do-

=y

wolnej liczby M prawie wszystkie wyrazy tego ciggu s wieksze od M. Ktore wyrazy
ciagu (a,) sq wieksze od podanego M?

b) a,=3n°+7, M=10000
¢) anzzi—4 M = 2000

, M} 1)

£ 4. Ciag o wzorze a, = —n‘ —n jest rozbieizny do —e. Zgodnie z definicja, w tym

ciggu dla dowolnej liczby M prawie wszystkie wyrazy tego ciagu sa mniejsze od M.
Ktare wyrazy ciggu (a,) sa mniejsze od M = -10007?

72 CIAGI



OBLICZANIE GRANIC

A . Oblicz dla podanych ciagow lim ap, lim by, a nastepnie lim(-5a,), lim %u
Ai_ﬂ{ﬂn"l‘bn] rlrllﬂ{ﬂn by), i’ﬂ*ﬂﬂbﬂ oraz ]%Eﬂ

_ _bn 10n -3 _dn-1 1
a) tr']"'_2n+5'b"’ Sh-2 ¢) an = n+3" "_(f) =3
LA _ gyl _ 3\" _ —3n
h}lﬂn—(ﬁ).bn—l+(§) d]ﬂ:a——z—(g):bn—n+4
A +. Oblicz dla podanych ciagow 11111 an, llm b, a nastepnie llm{ =5dn), hm %ﬂ
lim{a, + by), lim(a, - by), lim{a,b,), hrn 4 oraz lim 2z,
P - =0 Pl == 03 — bn =03 an
a) aﬁ=fT"3, b, =5n ) a,= 2 3 by =1-5"
- R
b) an=3", by=(3) -4 d) ap =331, by =-7"
A Oblicz dla podanych ciagow lim ap, lim by, a nastepnie lim(-5ay), lim by
Ei_lg(a,, + by,) oraz }j{giﬂnbnl.
a) a,=6n, b,= ?’% b) a, =-5", b, =—-4n?
A2 Oblicz dla podanych ciggow }'l_l_lgq Qan, rlli_l_’go by, a nastepnie ,]11_1:{,1;,("5“”1- Aim %“
lim(ay ~ bn) oraz lim(anbn).
al @p=2" b,=1-3" b) an=4-n3 b,=5+7"
A . a) Wiadomo, ze ’liﬂ ay = -2 . Oblicz granice:
lim 4n lim 1tdn lim 39s lim(2nay) lim(7an — n)
n—se 4 H—oo 2y H—o H H—oo H—m
b) Wiadomo, ze %i_m ay = +co. Oblicz granice:
lim (~5ap) lim 8 lim (3 - ay) lim (? % i) lim (4nay)
H— n—o dy =t n—o [ n—roo
A Oblicz granice.
2R +7n-9 5+4n
) lim 31 € lim et & i
n-5n-2 -5n+7
b) Jim 22 ol e e
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A Oblicz granice.

a) lim 2+3n7 +2nt

n—c  4nt+n?

i 3N+ 7h
b) }Tl_n% Hé+2

. 10n°
¢) lim —8+10m°
) n=—o 4p=3n°=2n"

a) lim (5 (4)"-2)

b) H‘ﬁ -4.0,3")

f.° Oblicz granice.

o B0
a) lim =

b) lim =2

He=pg =3

A ~ Oblicz granice.

n
d) li ‘2:

e) lim (% -B)

f) rlri_ljﬁm,ﬂ” -2)

A" Oblicz granice.

N
a) lim (3+n)
h) }ri_m{S—En'-*}

c) Aium{\;ﬁ— 10)

d) lim (ni -5")

g

74

#.° . Oblicz granice.

d)

e)

f)

c) r]Ii_l:r"lal.fz - 7"+ 06)

3=2n®
:]:i—I-Ee Int+2n-3
]im 5”4—2!13 +3
A—=m NE+H+1

4 -3n®

lim
'2_3_-"—
h—o SHP+ni-2hn+1

o Jim (6-27-9-(2)")

d) lim (4 -3 - 57) ) lim (7-0,8"~4-3"
I %)" +4 li 6

9 A5 £) A7
: 3 : ]

d) him =27 £) lim

i)
i)
k)

1)

e)

f)

8)

h)

(%)

M (h e ad)

lim (4-35) (3 +2)

lim ((3)" -2) (0,217 +3)
i 23 =

nes (0.2)7 + 2

tim (3n° - (1)")
lim (n-0,2" + 1)

H—ox

Ai{ﬂ(ﬂa +5n-7)

lim ((%)2 +(2,5) + n'f-’)

!
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Cn |

f Oblicz granice.

: 5 _ i i _
a) }Egn(adrn ) e) lim (3n°~(0,7) }((g] 2]
b) lim n2(0,1" - 2) D Jim ((3)"-3)(Z+1)
c) }?i_{?d[:‘]ﬂz +5)n+7) g) ]]['l"l ({{] 6y - 1)( + %n“‘)
d) lim(2-n)(3"-2) h) lim(2n + 5}(_2; + 4n5)
H—o H—ea n
fl Oblicz lim(ay + 2by), lim “—"q, lim 3an(5 - by).
a) lima,=2, limb,= ¢) lim a, =+00, limb,=-4
H— 0 n—r R= n=om
h} li.m dy = _I.l ]im b" £ 3 d} lim y = -3, lim bn ==
l— 5 H— 0 H— o3 M—m
A Oblicz granice.
: 8n°® 3nt(2n+n)
a) ;ia]ﬂ. 3n°(5 - 2n2) d) hm = (5n° +4)(n—-7)
b) lim L@.”—ﬁl e) lim {3+n}{2n 1)in” +4)
=0 H*+ 7 N=o0 - 31
3 Tim (3=2n)n+3) (3n° - 5)(4n? + 3)
€ ,li‘_l,l}a jgnzm.,.;,_:} f) p!;lf.tl-. (2n +6)(n - 4)(n* +n)
fi Oblicz granice.
2-6" -7 3- mv"+E 2.30
a) lim o c) lim T e) lim Ton+z
3N+2 2.4 3" 2_2.3n-2
b lm d) lim f) lim 5o i
a Oblicz granice.
a) iﬂ[5n3 +n-1) d) lim n(2 - nj(4n-1)
b) ii__m[:%n* -n+3) e) Ai-.nblomn + 13 -2n%)n?-75)
c) ii_rg{? +3n*-n”) f) Al_t'tl, 3nd(-n*+5)-3n+1)
A Oblicz }'im{an + by, %im{a., by), ll]'ﬂ[ﬂ” by, llm Eﬁl
—oa o fr—oa [y
a) a,=5n, b,=3n c) an=—%, bn:,,—zz e) a,,:-%, b,,=HT"
b an=k, bu=72 D an=3, bu=-5n° D an=-2n, bu=-3
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A Podaj przykiady ciggow (ay) i (by,) takich, ze ich granice sg niewlasciwe,
oraz;
a) lim 72 =1 ©) Jim P1 =—oo e lim 7z =0
D) Jim 2 = 4o D fim g =5 0 Jim g -3
A Podaj przyklady ciagow (an) i (by) takich, ze r%l'_-['ti an =0, rlrl__nl b, =0, oraz:
a) Jim fn = 1 ¢) Jim 2 = ¢) lim 7 = 3
b) ?}Ti_r{]\j%:=+m d}rlii_tﬂ%i=-m f) }ﬂ%:c}
f Oblicz ,liz_'rr{l dy, r]}i_l:[{}’ by, .!.iﬂ‘“" -by)i liﬂ{a,. - by).
a) ap=32", by=32n+4 Q) ap=3-2, by=-n’
b) an=3n%+n, by=3n d]a,,=ﬁ, n=2-3n?

Oblicz granice.
a) lim v2" +10"

lim /77 + 6"

n—o

lim Y27 +3n +4n
i =noa

b)

Oblicz granice.

. 2+54+8+...+(3n-1)
lim 5
H

=00

a)

tim n°+3
n—w 1 +24+34...+H1

3+S5+7+...+2n+1)

b)

o }t]—l-]-.l 2 — 3n®
f Oblicz granice.
s 1+2+3+...+n
a) lim

- d+7+11+...+{(3n+1)

b) lim 2+4+6+...+2n
=]l 4+6+11+...+(5n-4)

fim 2+5+B+...+(3n-1)
n—om [0+ 13+ 16+...+(3n+T7)

c)

76

d) lim V12" + 57 4+ 9n

A=

e) lim 6" +7n+8n+Qn

H—o

f) lim M7+ 13"+ 11"+ 77

) 1+n-5n®

d %‘ﬂ1+3+5+..,+{2n-11
. 151 +2n

e) lim

n-e54+42-14+._. +(8-3n)
G+2=-2—=...+(10=4mn

B Alﬂ 3n - 4n?
@ lim 3+6+9+...+3n

R BV ¢ R, S

(11

1+5+9+...+(4n-3)
%+1%+2+...+%ﬂ

ol

e) lim

H—o

Sl

e

-

3 CNY ETIN
Wiy

4=

—
-

—
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f Oblicz granice.

0 (3050 )

) fum (3+ 5+ (3)')

QS T
¢ lim ——
ﬂ~W1+1+—+

" 5
2N
L

A Oblicz granice lim —9a—,

M= dps1

a) Ay=7+72+73+...47"

b) a,=3+2+22+23 4+, +20
a Znajdz granice ciagu a, =

a) p=-15 b) p=
7259, oblicz granice ciggow.

P e -

3nc+2n

_p=-5n_
(p+5n+5

e) lim —
B e 3]
AT :

7 SO SO e, S (=11
e F G Y o gy T E
3} Hm ety oy i
_i+f_§|+ﬁ+ﬁ+' +37
¢) Ap=5-3°-33-...-3"

d) an=7+23+25+27 4,  +2n%3

dla podanej wartosci parametru p.
c) p=3>5 d) p=-5

!DSIH—E _3—?’12

TR

7260, Znajdz wartosé parametru p, dla ktérego granica ciagu a, = —MI— jest

rowna:

a) 3 b) -1

n1261. Przyjrzyj sie obliczeniom przed-
stawionym obok, a nastepnie w podob-

ny sposob oblicz podana granice.

al ii_rg[ﬁn +5-

b) ;i'i_I.I‘]“[-fEn +3-+2n-5)

c) }ii_{l;jd[flln +2-2/n-3)
d) ii_lg(v’n? -2n-n)

e) llrn[v":]n2 +2n+4-3n)

f) lim(v2nZ+3n-1-+2n?+8n)

OBLICZAMNIE GRANIC

(p+1ln-+n

c) 0 d) —co

Ai_t.l;la("m +3-.n)=

= lim &h+3-/Avn+3+ ./ _
R Vn+3+Jn

= ligii kB =n o
n—ee m+3+.10

—lim-—3  —q
new JE3+ Ui

¥ s



7262, Oblicz granice.

. JInZ+3 o 7ri -6

a) ,,];]_n.:l.a nZ+1 d) :]:l—lﬂ Int-nZ+2
N ) - ATTa2

b) lim 57— e) lim ¥

¢) lim 2ny/3n- -~ 1 f) lim {3?1—215;"'?!3— 2
n-om ne-4 H—e:  3n-=5nt

1263. a) Wyznacz wszystkie wartoéci parametru k, dla ktérych granica ciagu
dn = Lﬁ%"@ jest rowna 2.

b) Wyznacz wszystkie wartosci parametru k, dla ktérych ciag a, = &"%Iﬁ jest

rozbiezny do +eo.
¢) Wyznacz wszystkie wartosci parametru k, dla ktorych ciag a, = Lmlm—-—-z"‘;{s;fl‘ 3n
jest rozbiezny do —co.

A264. Niech A, oznacza sume n poczgtkowych wyrazow ciggu arytmetycznego
0 pierwszym wyrazie a; i roznicy r,, a B, — sume n poczatkowych wyrazow ciggu

arytmetycznego o pierwszym wyrazie by i roznicy r,. Wykaz, ze rlrinll %ﬂ = %;
— L

A265. Niech Ap oznacza sume n poczatkowych wyrazow ciagu geometrycznego
0 pierwszym wyrazie a; i ilorazie g. Wykaz, ze:

{1. gdy gl <1

g Al
Lim sl gdy |g| > 1

1
qf

SZEREG GEOMETRYCZNY

A2l Ustal, czy podany szereg geometryczny jest zbiezny. Jesli tak — oblicz jego
sume.
s | 1 8 23
a} 1+§+§+___ f] 2ﬂ+13§+_3§+5ﬁ+...
i o g V2-1+% -1+
¢) 3-3+3-3+... B) B=56+392<2 744+
2242 Lo, ) V3+3(1-v3+62v3-3)+...
‘313‘4"%&‘%*'” ) 2+2(2-1)+2(3-2V2)+...
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Sprawdz, czy szereg geometryczny spetniajgcy podane warunki jest zbiezny.
Jesli tak — oblicz jego sume.

a) Pierwszy wyraz jest rowny -z, iloraz wy 1'1031

':.‘IlP-'

b) Pierwszy wyraz jest rowny _, ) iloraz WYynosi —

ur||-- \.‘I|l‘__.-‘

¢} Pierwszy wyraz jest rowny 4, drugi wyraz to 3.
d) Pierwszy wyraz jest rowny 3, drugi wyraz to /2.

e) lloraz wynosi ‘1’, suma pierwszych dwoch wyrazow jest rowna

1.-||;

f) Pierwszy wyraz jest rowny -5, suma pierwszych dwaoch wyrazow xﬂ-'nosi 2

Suma wyrazow nieskonczonego ciggu geometrycznego jest rowna 24.
a) Jesli iloraz tego ciggu jest rowny - 3 , to jaki jest jego pierwszy wyraz?

b) Jesli pierwszy wyraz tego ciggu JESt rowny 8, to jaki jest jego iloraz?

Rozwigz rownanie, w ktorym lewa strona jest suma szeregu geometrycznego.

a) x+§+’_;+’§‘+...=3

2x 4 4dx Bx =
b) x - Sk e ﬁ+,,,—Ei

c) 2x+3§5+%§+%¥5—+...=x+9

Slimak przeszed! w ciagu godziny 80 cm. Tak sie tym zmeczyl, Ze w ciggu
kolejnej godziny przeszed! tylko 60 cm, czyl] '_ odleglosci pokonanej poprzednio.
W ciagu nastepnej godziny tez przeszcdt ﬂdnglOSE] pokonanej w poprzedniej
godzinie. Czy jesli tak dalej pdjdzie, Sllmdk kiedykolwiek przejdzie cala droge
o dlugosci 3 m?

Zamien podany ulamek okresowy na ulamek zwykly nieskracalny.

a) 0,545454... ¢) 0,536036036... e) 0,310185185185..
b) 0,135135... d) 0,4592592592... f) 0,0670454545...

a) Suma dwadch poczatkowych wyrazow pewnego nieskoﬂcmneg{} ciggu
geometrycznego wynosi 2, a suma wszystkich jego wyrazow jest rowna Zapmz.

4"
wzor ogolny tego ciagu.

b) Suma trzech poczatkowych wyrazow nieskonczonego ciggu geometrycznego jest
rowna 70, a suma wszystkich wyrazow tego ciaggu jest rowna 80. Znajdz pierwszy
wyraz i iloraz tego ciagu.

¢) Suma trzech poczatkowych wyrazow nieskonczonego ciggu geometrycznego jest
rowna 6, a suma wszystkich wyrazow tego ciggu jest rowna 1'3 . Znajdz sume pigciu
poczatkowych wyrazow tego ciggu.
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a) Pierwszy wyraz nieskonczonego ciggu geometrycznego jest rowny 1,
a iloraz jest rowny % Ile poczatkowych wyrazéw tego ciagu nalezy dodac, aby
ich suma roznila sie od sumy wszystkich wyrazow o mniej niz 0,057
b) Pierwszy wyraz nieskonczonego ciggu geometrycznego jest rowny 100, a iloraz
jest rowny 0,9. lle poczatkowych wyrazow tego ciggu nalezy dodad, aby ich suma
roznila si¢ od sumy wszystkich wyrazéw o mniej niz 17
H | a) Suma poczatkowych siedmiu wyrazow nieskorniczonego ciggu geome-
trycznego jest rowna polowie sumy wszystkich wyrazow tego ciagu. Oblicz iloraz
tego ciggu.
b) Suma poczatkowych dziesieciu wyrazow nieskonczonego ciagu geometrycznego
jest trzy razy mniejsza od sumy wszystkich wyrazow tego ciggu. Oblicz iloraz tego
ciagu.

i a) W nieskonczonym ciggu geometrycznym suma wyrazow o numerach nie-
parzystych jest rowna 128, a suma wyrazow o numerach parzystych jest rowna —64.
Znajdz trzy poczatkowe wyrazy tego ciggu.

b) W nieskonczonym ciggu geometrycznym suma wyrazow o numerach nieparzy-
stych jest pie¢ razy wieksza niz suma wyrazéw o numerach parzystych. Znajdz
iloraz tego ciggu.

Dla jakich wartosci x dany szereg geometryczny jest zbieiny? Oblicz jego

sume.
. .2 2 gy @
a 2+2x+2x°+. .. r:i}E S+5 x4+"'
b) 2+4x +8x% +... e) X+ +(x+1)P+(x+11+...
T (RTINS R ) : 2 =
¢) 3-x+ 3 gt ) (x+2) +{x+2}+1+x+2+...

Dla jakich wartosci x podany szereg geometryczny jest zbiezny?
a) 5+5(-2x% +9)+5(=2x% +9)* + ...
b) (x*=3)+(x* =3 +(x* =30 +...
Q) 3+3(=x2+x+ D) +3=x2+x+1) +...

d) (x> =x-7)+6(x*—x-7P +6(x*-x-7)P +...

Rozwigz rownanie, w ktorym lewa strona jest sumg szeregu geometrycznego.

x3

X7 e
1{]+W+”'_3D

; i 2 3
a l+x+x°+...=6 h]x+’f?+%l—+...=5 c) X+

Rozwigz rownanie, w ktorym lewa strona jest suma szeregu geometrycznego.
a) ¥ +5% 14524 . =0,25 C) 3¥+23.3x-2426, 3x-4, = =3
X

b) 2X 2%~ 2 x4 4 = 10% d) 22"-22"_'+22x_2'22x_3+---=%ﬁ
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i Wykaz, ze jezeli suma wyrazow nieskonczonego ciggu geometrycznego
0 pierwszym wyrazie a i ilorazie g jest rowna S, to suma kwadratow tych wyra-
" 2 e £ i
zOwW jest rowna ;- — +q5 ¥

A Pierwsze wyrazy dwoch ciggow geometrycznych sa rowne 1, ilorazem jed-
nego z tych ciggow jest g, gdzie -1 < g < 1, a ilorazem drugiego z nich jest —g.
Wyznacz iloczyn sum wszystkich wyrazéow tych ciagow. Wykaz, ze iloczyn sum
wszystkich wyrazow tych ciggow jest rowny sumie kwadratow wyrazow jednego
z tych ciggow.

n282. Narysuj wykres funkcji f, wiedzac, ze podana suma jest szeregiem geome-
trycznym (pamietaj o wyznaczeniu dziedziny funkcji).

eXeloa =] R
A frs et Tae W aat ...

b) flx)= XE;I L B i W L N
¢) FxX)=(1-x2)+x(1 -x)+x2(1 -x2)+...
d) FEO=x3 +(x +x)+ (P + 2%+ 23+ 0+ 32 + I+ x3)+ ..
1283. Rozwiaz réwnanie, w ktorym lewa strona jest suma szeregu geometrycznego.

a) X+X X +x2+x2 /X+...=1 b) (VX=-D+(yx=1P2+(Jx-1P3+...=1

A284. pia jakich wartosci x podany szereg geometryczny jest zbiezny?

a) l+xf2+(xf2)2+... c}2+ff22+2(xxj2);+...
2 3 e 2_1 32 % oo
b) 2xx_+31 +(2xx_+31) +(£§c—+31) Thesk d) x)%—=1~lx+(;;—4lx) ™ (xpi’z—ix) Wian

71255, Rozwiaz rownanie, w ktorym lewa strona jest suma szZeregu geometrycznego.

al+l+lsLls =11
X X= X
o 1 _
b} 1=+ =P " eIp T 0
c) 1 1 1 ! =6x-1

4 i " S
x+1  (x+1)° {x+]}3+{x+l}“

_ o i g P .
7 280, Rozwigz rownanie, w ktorym lewa strona jest suma szeregu geometrycznego.

a) logg x + (loggX)° + (loggx)* +...= 1
b) logg x + % I[lc-gﬁx}z - _11 (logg x}?’ +...=4

¢) (1-logx)+(1-logx)®+(1-logx)* +...=logx*
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A287. a) Suma wyrazow nieskonczonego ciggu geometrycznego jest trzy razy
muniejsza od sumy wszystkich wyrazéw o numerach nieparzystych. Oblicz iloraz
tego ciggu.

b) Suma wyrazdw nieskonczonego ciggu geometrycznego jest trzy razy wieksza od
sumy wszystkich wyrazow o numerach parzystych. Oblicz iloraz tego ciagu.

¢) Wykaz, ze suma wyrazow nieskonczonego ciagu geometrycznego nie moze byc
trzy razy wieksza od sumy wszystkich wyrazéw o numerach nieparzystych.
1288. a) W pewnym nieskonczonym ciagu geometrycznym kazdy wyraz jest 10
razy wiekszy od sumy wszystkich wyrazow po nim nastepujacych. Znajdz iloraz
tego ciggu.

b) W pewnym nieskonczonym ciggu geometrycznym kazdy wyraz jest p razy wiek-
szy od sumy wszystkich wyrazow po nim nastepujacych. Znajdz iloraz tego ciagu.

1289. Znajdz zbior wszystkich liczb rzeczywistych, ktore mozna przedstawic

w postaci sumy wyrazow nieskonczonego ciggu geometrycznego:
l+(@a++@+1P+la+173+...,

gdzie a jest pewna liczba rzeczywista.

A2, Wykaz, ze w nieskoficzonym ciagu geometrycznym o dodatnich wyrazach
suma wszystkich wyrazow nie moze by¢ mniejsza niz liczba cztery razy wigksza od
drugiego wyrazu tego ciagu.

= 4

1291. Trajkat rownoboczny dzielimy na cztery przy-
stajace trojkaty. Trzy z nich zamalowujemy, czwarty
dzielimy na cztery trdojkaty przystajace, z ktorych
trzy pozostawiamy niezamalowane, a z czwartym po-
stepujemy podobnie jak wczesniej (zob. rysunek).
Jaki procent powierzchni calej figury zostanie za-
malowany, gdy te procedure bedziemy powtarzac
w nieskonczonosc?

82 CIAG



Ktore z ponizszych zdan nie dotyczy ciggu okreslonego wzorem a, = n(n—5)?
. Dziesigty wyraz jest rowny 50.
Wszystkie wyrazy sa liczbami parzystymi.
Tylko cztery wyrazy tego ciagu sa liczbami ujemnymi.
.psy=(n+1)(n-6)

onN®w»

Ktdry z ponizszych wzordow opisuje ciag malejgcy?

A. ap=n’ B. an=n C.ap=3 D.an=n-3

Cztery ciagi sg okreslone wzorami rekurencyjnymi. Wskaz ciag, ktérego trzeci
wyraz jest najmniejszy.

A'ﬂ]-:zl ﬂn+t=ﬂn—2 {:-I:1=""'2r fn‘|=22ﬂ
B. b! i _5, bn+| = _2bn D_ dl — —l' dﬂ+| ={d”}2

Sume n poczatkowych wyrazdw ciggu mozna okresli¢c wzorem S, = 2n-11.
Trzeci wyraz tego ciagu jest rowny:

A2 B. =5 C. ~20 D. 11

W ciagu arvtmetycznym (a,) dane sq wyrazy ag = 11 i a;; = 5. Pierwszy wyraz
tego ciggu jest rowny:

A =2 B. 16 G 25 L) 53

Dwa poczatkowe wyrazy ciggu arytmetycznego to 23 i 20. Ktére z ponizszych
zdan nie dotyczy tego ciagu?
A. Wyrazy o numerach parzystych sa liczbami parzystymi.
B. Jeden z wyrazow jest rowny 0.
C. Wyraz dziewigty jest pierwszym ujemnym wyrazem.
D. Ciag jest malejacy.

Suma dwudziestu poczatkowych wyrazow ciagu arytmetycznego 1, 4, 7, ... jest
rowna:

A. 58 B. 295 C. 590 D. 1180

W ciagu geometrycznym (a,) dane sa: a2 = 15 i ajg = 3a;7. Zatem dziesiaty
wyraz tego ciggu jest rowny:
A.5 B. 45 €15 D. 153
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2]'3". Wskaz wzor rekurencyjny tego

Ciag jest okreslony wzorem ogdélnym a, =

L=

ciagu.
A* ) 1:—: dp+ 1 aﬂ+5 C- al 151 aH"—l lsaﬂ
B. = 5‘ Ap+1 = %an D. = %: dpn+1 = Sﬂn

W pewnym ciggu geometrycznym (a,) o wszystkich wyrazach dodatnich dane
sa:ayp =x-1, a» =x+3, az = 2x. Czwarty wyraz tego ciagu jest rowny:

A.9 B. 18 G 27 D. 36

W ciggu geometrycznym (a,) wszystkie wyrazy sa dodatnie oraz 3a; +5a> = 0.
lloraz tego ciagu jest rowny:

A. B. -3 £

5

D.

WL
ajun

-2
3

Suma szesciu poczatkowych wyrazow ciggu geometrycznego o ilorazie 2 wy-
nosi 84. Pierwszy wyraz tego ciggu jest rowny:

3 1 .
A. £ B. 13 C. 3 D.7
Ktore z ponizszych zdan dotyczy ciggu (a,) okreslonego wzorem a, = 2-(-1)"?
A. Ciag (a,) jest arytmetyczny i nie jest geometryczny.
B. Ciag (a,) jest geometryczny i nie jest arytmetyczny.
C. Ciag (an) jest jednoczesnie arytmetyczny i geometryczny.

D. Ciagg (a,) nie jest ani arytmetyczny, ani geometryczny.

Na lokate, ktorej oprocentowanie wynosi 4% w skali roku, a odsetki sa ka-
pitalizowane co miesiac, wplacono 6500 z1. Kwota odsetek zgromadzonych na tej
lokacie po uplywie 4 lat wynosi:

A. 112579zt B. 36208,43 z1 C. 7625,79 zt D. 1104,08 zt

Na lokate, na ktorej odsetki naliczane byly po uplywie kazdego roku, wplaco-
no 12000 zi. Przez 7 lat nie dokonywano nowvch wplat ani zadnych wyplat z tej
lokaty i zgromadzilo sie na niej 14 264,23 z1. Jakie bylo oprocentowanie w skali
roku tej lokaty?

A. 0,6% B. 1.2% C.1,9% D. 2,5%

Wykaz, Ze ciag okreslony wzorem a, = n° — n jest rosnacy.

Suma trzech poczatkowych wyrazow ciggu aryvtmetycznego jest rowna 30,
a czwarty wyraz wynosi 13. Oblicz sume stu poczatkowych wyrazow tego ciggu.
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Pigty wyraz ciggu geometrycznego jest rowny 20, a siodmy jest rowny 5.
Oblicz sume siedmiu poczatkowych wyrazow tego ciggu.

Wartosc¢ pewnego antyku wzrasta co roku o 5%. O ile procent wzrosnie jego
wartosc¢ po 10 latach?

Najkrotszy bok tréjkata ma dlugosé a.

a) Diugosci bokow trojkata sa kolejnymi wyrazami ciggu arytmetycznego. Jaki wa-
runek musi spelnic¢ réznica tego ciagu?

b) Diugosci bokow trojkata sa kolejnymi wyrazami ciggu geometrycznego. Jaki wa-
runek musi spetnic iloraz tego ciggu?

Ciag (ay) jest malejacy. Ktory z ciagow okreslonych ponizszymi wzorami jest
rosnacy?

A.bnzsﬂn B+ b‘”=ﬂn"‘5 Cqbn=5“ﬂn D.hnza"‘l__f;

Ktory z podanych ciggow jest malejacy?
A.ay,=—-(n-1)n-13) C.ay=-(n+2)n+4)
B. ap=(n-4)n-1) D.ay=(n+2)n-3)

Ciag jest okreslony wzorem ogélnym a, = n* + n. Jeden z ponizszych wzorow
rekurencyjnych opisuje ten sam cigg. Ktory to wzor?
A.ay=2,aps1=ap+2n+2 C-ﬂl=2:an+l=fﬂn+2}2
B.ai=2,ay+1=a;+n D.a;=2,an+1=h+ay

Cztery ciagi okreslone sa wzorami rekurencyjnymi. Wskaz ciag, ktorego
czwarty wyraz jest najwiekszy.
A. i = 2- iz ="]-, An+2 = Eﬂn +dn+1 £, C1= "21 Cz = 1: Ch+2= 2(3,; Cn+1
B. Ei| =_5: E’z i _]-ﬂ: bn+2 =bn+1 _25:1 D. dl e 1: dll o 3: dnvlf e _zdﬂ+ Iﬁin

Sume n poczatkowych wyrazow ciagu mozna okresli¢c wzorem S, = 100 - n?.
Trzeci wyraz tego ciagu jest rowny:

A. 73 B. 18 C. -7 D.-19
Ciag jest okreslony wzorem ogoélnym a, = 3—”1%1-@ Ktore z ponizszych zdan
nie dotyczy tego ciggu?
A. Ciag jest arytmetyczny.
B. Ciag jest okre$lony wzorem rekurencyjnym: a; = -1, dp+1 =an +0,3.
C. Ciag ma tylko cztery wyrazy ujemne.
D. Ciag jest malejacy.
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Ktora z podanych rownosci nie jest prawdziwa dla dowolnego ciaggu arytme-
tycznego (an)?

A. @13 —ay) = dz7 —axzs; C.az+ays=as+ayy

B. 2a32 = azz + azs D. ayo — azo = 10(a, - az)

Skonczony cigg aryvtmetyczny sklada sie z 20 wyrazow i dwa koncowe wyrazy
to 7 i 10. Suma wszystkich wyrazow tego ciagu jest rowna:

A. =370 B. 170 C. =570 D. 640

Na lokate, ktorej oprocentowanie wynosi 2,4% w skali roku, a odsetki sg ka-
pitalizowane co 3 miesiace, wplacono 4000 z1. Po jakim czasie kwota na tej lokacie
wzrosnie do 4508,37 217
A. Po 5 latach. C. Po 5 kwartalach.

B. Po 20 miesigcach. D. Po 15 latach.

W ciggu geometrycznym (a,) iloraz jest rowny 2 i a; = 1. Przez jaka liczbe
jest podzielna suma ajs + @i + @17 + @1z + dig + az?

A. 3 B. 5 C. 23 .31

Pierwszy wyraz nieskonczonego ciagu geometrycznego (a,) jest rowny 5, a su-
ma wszystkich wyrazow tego ciggu wynosi 20. Suma pieciu poczatkowych wyrazow
ciggu (b)), okreslonego wzorem by, = ai jest rowna:

M

1 781 781
A. 0,01 B. 56 L. 105 D. 1580

o W nieskonczonym ciaggu geometrycznym pierwszy wyraz jest rowny 30, a ilo-

raz wynosi 0,7. Niech § oznacza sume wszystkich wyrazow, a 5, — sume n
poczatkowych wyrazow tego ciaggu. Najmniejsza wartos¢ n, dla ktorej spelniona
jest nierownosé § -5, < 1, to:

A. 13 B: 17 27 D. 30

H i Wiadomo, ze lima, =01 ,I,I_“él b, = 5. Wskaz bledna réwnosc.

H—
A. i!ri_l'{l\_l{an +by) =5 L Jliﬂ{ﬁnbn} =0
B. lim(a,-bn)=-5 D. lim (Eﬂ) =1

n—oe n—oo \ by 2

Ktore zdanie jest falszywe?
A. Jesli };'m iy =0, to ;l,i_n;'a lay| =0. C. Jesli r1111'1'1 an=1, to rlILm lanl =1.

B. Jesli rl:iﬂ lan| =1, to ;!;lﬂ]\: =L D. Jesli 11!111;10 lan| =0, to ,Iiiﬂl an =0,
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A Ktorg z granic obliczono puprawnie?
Gn+3 _ 5
A lim £ =3 C. lim 50 =3
dn+3 _ 2n+ 3 -
B, M S5 = =2 D 1~ 5
A Ktora z granic jest obliczona blednie?
A+rli!ﬂ1nq-2f =+00 L. ]]_I_E;TFJFF.‘D
i e I"+8 _
B. lim g5 =1 B B
A Suma trzech poczatkowych wyrazéow ciggu geometryveznego jest rowna 706,

a suma dwoch poczatkowych wyrazow jest o 4 wigksza od trzeciego wyrazu. Oblicz
iloraz tego ciagu.

A Pierwszy wyraz nieskonczonego ciggu geometrycznego jest rowny 1, a suma
wszystkich wyrazow wynosi 6. Oblicz sume kwadratow wyrazow tego ciagu.

A Liczby a, b, ¢ tworza ciag arytmetyczny. Suma tych liczb jest rowna 18. Liczby
a, b, c + 8 tworzg ciag geometryczny. Znajdz iloraz ciggu geometrycznego.

A Rozwiaz rownanie, w ktorym lewa strona jest suma szeregu geometrycznego.
9.4y B 16, on
X x: x3 2

o
~J
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Ciag (a,) jest okreslony wzorem a, = 2n° dla n = 1. Roznica as —a; jest rowna:
A 4 B. 20 €. 36 D. 18

Ciag (ay) jest okreslony wzorem a, = (n+ 3)(n->5) dla n = 1. Liczba ujemnych
wyrazow tego ciaggu jest réwna:

A. 3 B. 4 G D.9

Czternasty wyraz ciagu arytmetycznego jest rowny 8, a roznica tego ciggu jest
rowna (—%) Siodmy wyraz tego ciggu jest rowny:

A. % B. —37 [, D.

2

hawn
rajLn

Dany jest ciag arytmetvczny (a,), okreslony dla n = 1, o ktorvm wiemy, ze a; = 2
iaz =9 Wtedy a, =79 dla:

A .n=10 B. n=11 C.n=12 D.n=13

W ciggu arytmetyvcznym (a,), okreslonym dla n = 1, spelniony jest warunek
2as; = az +a; + 1. Roznica r tego ciggu jest réwna:

1 1

A0 B. 3 C.3 D. 1

Ciag (a,) jest okreslony wzorem a, = 6(n - 16) dla n = 1. Suma dziesieciu
poczatkowych wyrazow tego ciggu jest rowna:

A. 54 B. -126 C. 630 D270

Dla ciggu arytmetycznego (a,), okreslonego dla n = 1, jest spelniony warunek
dy+ds +ag = 12. Wtedy:

A,ﬂ3=4 B. ﬂ3=3 C.ﬂj:_,:ﬁ D.ﬂ3=5
Dany jest rosnacy cigg arytmetyczny (ay), okreslony dla liczb naturalnych n = 1,

o wyrazach dodatnich. Jesli a; + ag = a4 + a, to k jest réwne:
A. 8 B. 7 C.6 D.5

Dla pewnej liczby x ciag (x,x + 4, 16) jest geometryczny. Liczba x jest roéwna:
A 8 B. 4 C. 2 D.0
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Dany jest cigg geometryczny (a,), okreslony dla n = 1. Wszystkie wyrazy tego
ciggu sa dodatnie i spelniony jest warunek g_-';« = % lloraz tego ciagu jest réwny:

B. L C.3 D. .3

1
A. 3 -

W dziewieciowyrazowym ciggu geometrycznym o wyrazach dodatnich pierw-
SZV WyTaz jest rowny 3, a ostatni wyraz jest rowny 12. Piaty wyraz tego ciagu jest
rowny:

A q5Y3 B. 6 Co 7 D. 8§

| Lo

Ciag geometryczny (an) jest okreslony wzorem an = 2" dla n = 1. Suma dzie-
sieciu poczatkowych kolejnych wyrazow tego ciagu jest rowna:

A. 2(1-219 B. —2(1 -219) C. 2(1+219) D. -2(1 + 21%)

Dany jest ciag (a,) okreslony wzorem a, = ?1—_62_!.1; dla n z 1. Ciag ten jest:
A. arytmetyczny i jego réznica jest rowna r = *%.
B. arytmetyczny i jego roznica jest rowna r = 2.

C. geometryczny i jego iloraz jest rowny g = —%‘
D. geometryczny i jego iloraz jest rowny g = %

Kwote 1000zl ulokowano w banku na roczng lokate oprocentowang w wy-
sokosci 4% w stosunku rocznym. Po zakonczeniu lokaty od naliczonych odsetek
odprowadzany jest podatek w wysokosci 19%. Maksymalna kwota, jaka po uplywie
roku bedzie mozna wyplaci¢ z banku, jest rowna:

(1-81 . 4 e S A
A.1000 - (1- 8L . &) C. 1000 - (1+ 1555 - 135)

) 19 . 4 W T
B. 1000 - (1+ % . 4) D. 1000 - (1 - G - 735)

Ciag (a,) jest okreslony wzorem a, = 2n* + 2n dla n > 1. Wykaz, Ze suma
kazdych dwaoch kolejnych wyrazow tego ciggu jest kwadratem liczby naturalnej.

W ciaggu arytmetycznym (ay), okreslonym dla n = 1, dane sa wyraz a, = 8
i suma trzech poczatkowych wyrazdow tego ciggu S; = 33. Oblicz roznice ag — dys.

Suma trzydziestu poczatkowych wyrazow ciggu arytmetycznego (ay), okreslo-
nego dla n = 1, jest réwna 30. Ponadto aszp = 30. Oblicz roznice tego ciggu.

Dany jest cigg arytmetyczny (a,), okreslony dla kazdej liczby naturalnej n = 1,
w ktorym a; +a: +a; +aq = 2016 oraz as +ag +a +...+a;: = 2016. Oblicz pierwszy
wyraz, réznice oraz najmniejszy dodatni wyraz ciagu (ay).
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Kwadrat K; ma bok dlugosci a. Obok niego rysujemy kolejno kwadraty K, K,
K, ... takie, ze kolejny kwadrat ma bok o polowe mniejszy od boku poprzedniego
kwadratu (zob. rysunek). Wyznacz pole kwadratu K.

K|

Dany jest nieskonczony rosngcy ciag arytmetyczny (ay), dla n = 1 taki, ze
as = 18. Wyrazy a,, az oraz a;; tego ciggu sa odpowiednio pierwszym, drugim
i trzecim wyrazem pewnego ciagu geometrycznego. Wyznacz wzor na n-ty wyraz
ciggu (an).

Ciag (a,) jest okreslony wzorem a, ., = a, +h— 6 dla kazdej liczby naturalnej
n = 1. Trzeci wyraz tego ciagu jest rowny a; = -1. Wyraz a; jest rowny:

A. -3 B2 C.2 D.3

Dany jest nieskonczony ciag geometryczny, w ktéorym iloraz jest trzy razy
wiekszy od pierwszego wyrazu, a suma wszystkich wyrazow tego ciagu wynosi %
Pierwszy wyraz tego ciggu jest rowny:

3 1 7 7
A, < B. = c. 5 D.7

Nieskonczony ciag geometryczny (a,) jest okreslony w nastepujacy sposob:

a, = % Oraz dp.y = % - d, dla n = 1. Suma wszystkich wyrazow tego ciggu jest
rowna:
2 10 9 )
A. 3 B. 5 e = D. =
- e ~-7H +3n oo i :
Granica Ai_ng T 3t s 3y Jest rowna:
A. -0 B. -£ C.0 D. +

]

Ciag (an) jest okreslony wzorem a,, = %’% dla kazdej liczby naturalnej
n = 1. Granica tego ciggu jest rowna:

A3 B. 1 c.3 ]
3 3 1

i
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o o : . :
Granica lim L%jf? jest réwna ~§. Wynika stad, ze:

A.p=-8 B. p=4 C.p=2 D.p=-2

Suma wszystkich czterech wspoélczynnikéw wielomianu Wix) = x3 +ax?+bx+c
jest rowna 0. Trzy pierwiastki tego wielomianu tworza cigg arytmetyczny o roznicy
rownej 3. Oblicz wspdlczynniki a, b i c. Rozwaz wszystkie mozliwe przypadki.

Wyrazy ciggu geometrycznego (an), okreslonego dla n = 1, spelniaja uklad
rownarn:
a3 + dg = —84
{ﬂq +d7 = 168

Wyznacz liczbe n poczatkowych wyrazow tego ciagu, ktorych suma S, jest rowna
32 769.

Liczby a, b, ¢ sg — odpowiednio — pierwszym, drugim i trzecim wyrazem
ciggu arytmetycznego. Suma tych liczb jest rowna 27. Ciag (a - 2,b,2c + 1) jest
geometryczny. Wyznacz liczby a, b, c.

Dany jest rosnacy ciag geometryezny (a, aq, ag?®), ktorego wszystkie wyrazy
i iloraz sg liczbami calkowitymi nieparzystymi. Jesli najwiekszy wyraz ciggu zmniej-
szymy o 4, to otrzymamy cigg arytmetyczny. Oblicz wyraz aqg tego ciagu.

W trzywyrazowym ciggu geometrycznym (ai,dz,a3) spelniona jest rownosc
dy+dz+as = %1 Wyrazy ap, az, az sa — odpowiednio — czwartym, drugim i pierw-
SZYIM wyrazem rosngcego ciagu arytmetycznego. Oblicz a,.

A 11n*+6n+5 _ 2n°+2n+1 ; R Sy G
Oblicz granice r%l_‘['[ol\} ( TE T ) W ponizszych kratkach wpisz
kolejno cyfre jednosci i pierwsze dwie cyfry po przecinku rozwiniecia dziesietnego

otrzymanego wyniku.

Dany jest cigg geometryczny (a,) okreslony wzorem a, = (ﬁ)” dla n = 1.
Wszystkie wyrazy tego ciagu sg dodatnie. Wyznacz najmniejsza liczbe catkowitg x,

dla ktorej nieskonczony szereg a; + d» + ds +... jest zbiezny.
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Twierdzenie Talesa

Jezeli dwie proste rownolegle przecinaja oba ramiona

D/
cf pewnego kata, to odcinki wyznaczone przez le proste
. na jednym ramieniu kata sa proporcjonalne do odpo-
] / wiednich odcinkéw na drugim ramieniu kata.
0 A B
|OA| _ OB

joc| ~ |0DI

Twierdzenie odwrotne do twierdzenia Talesa

Jesli na jednym ramieniu kata o wierzcholku O wybierzemy punkty A i B, a na
drugim ramieniu punkty C i D w taki sposob, ze zachodzi proporcja:

10A| _ |08

ocl  1op|’
to proste AC i BD sa rownolegle.
Cechy podobienstwa tréjkatow
Cecha bbb (bok-bok-bok) ;
Jesli dlugosci bokéw jednego trdjkata sa proporcjo- C~ \b e b
nalne do diugosci odpowiednich bokéw drugiego : . ;
trojkata, to te trojkaty sa podobne. a ; a'
Cecha kk (kat-kat)
JeSli dwa katy jednego trdjkata sa réwne odpo- ~B pratl
wiednim katom drugiego tréjkata, to te trojkaty sa P &
podobne.
Cecha bkb (bok-kat-bok) a’

S B I = - [ = }'r

Jesli diugosci dwoch bokéw jednego trojkata sa < b
proporcjonalne do diugos$ci odpowiednich bokow g8
drfugiego trajkata i katy miedzy tymi bokami w obu a v
trajkatach sa réwne, to te trojkaty sa podobne. a b



Wielokaty podobne

Dwa wielokaty sa podobne wtedy i tylko wtedy, gdy spelnione sg dwa warunki:

- Katy jednego wielokata maja takie same miary jak odpowiednie katy drugiego.

- Stosunki dlugosci bokéw jednego wielokata do diugosci odpowiednich bokow
drugiego wielokata sa takie same.

Jesli wielokat F’ jest podobny do wielokata ¥ w skali k, to stosunek dlugosci
ktéregokolwiek boku wielokata F' do odpowiadajacego mu boku wielokata F jest
rowny K.

Pola figur podobnych
Stosunek pol figur podobnych jest réwny

e _ kwadratowi skali podobienstwa.

Pz s ¥ o W '
' > ~ = Pole figury F' 3 v

N T e ; Foic gy 7~ K°» 8dzie K 10 skala podo-

N b

L M \ ; bienstwa figury F' do figury F. ‘

TWIERDZENIE TALESA | TWIERDZENIE
ODWROTNE DO TWIERDZENIA TALESA

- Przyjrzyj sie rysunkowi. Uzupelnij
proporcje.

a) 14BI _ 14D o B 1
: |DB|  |AB|

alb

i

b) [ABL - 1ADI g JABI_ 7
: |BD|  |CE]

Wyznacz dlugos¢ odcinka LO.
C)

klitllm
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. Oblicz dlugosci odcinkow a, b oraz c.

a) 1 b)

25

kil kll1

Znajdz brakujace wyrazy proporcji.

a
0 ki kllllim
loM| _ _? |BN| _ 2 OE| _ |OB] |EB| _ 7
[ON|  |OB| |OB] 7 OF]| v ICFI  1OC]
AD| _ ICF|
A !
Znajdz dlugosc odcinka x, jezeli wiadomo, ze proste k i I sa rownolegle.
a)

a)

s /... s .HII I'
0 v 4 A _L
43“;(:- /// \ i K---'If
/S ' N\
K 4 «/ﬁ
7 \/
M
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. Oblicz obwod trojkata ABC, jezeli wiadomo, ze ED || BC.
a) =P B A

a) Zuzia ma 1,6 m wzrostu i stoi obok drzewa o wysokosci 8 m. Jaka dlugos¢
ma cien rzucany przez to drzewo w momencie, gdy cienl Zuzi ma 1,2 m dlugosci?

b) Daniel ma 1,8 m wzrostu i stanal w pewnej odleglosci od masztu o wysokosci
12 m tak, ze konce jego cienia i cienia masztu pokrywaja sie. Cien Daniela ma 1 m
dlugosci. Oblicz, w jakiej odleglosci od masztu stanagl chlopiec.

Sprawdz, czy proste a i b sg rownolegle.

a)

a)

Na rysunku przedstawiono trapez ABCD, ktorego ramiona przediuzono do
przeciecia sie w punkcie S. Oblicz obwod trojkata ABS.

a) .1 b) S
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Na rysunku przedstawiono trapez ABCD. Punkt S jest punktem przeciecia
prostych zawierajacych ramiona tego trapezu. Oblicz obwody trapezu ABCD oraz
trojkata ABS.

a) D C b) D q C

10
IDS| =6, ICSI=5
IDSl=8

a) Narysuj dowolny odcinek i podziel go konstrukcyjnie na 5 rownych czesci.
b) Narysuj dowolny odcinek AB i wyznacz na nim konstrukcyjnie taki punkt K, ze
%51 = 5+
¢) Skonstruuj szesciokat foremny, ktorego obwaod
jest rowny obwodowi czworokata przedstawionego
na rysunku obok.
d) Narysuj dowolny réwnoleglobok i podziel go
prosta rownolegla do jednego z bokow na dwa
rownolegioboki tak, by pole jednego z nich bylo
dwa razy wieksze od pola drugiego.

I\

"

Oblicz dhugos¢ odcinka x, jezeli wiadomo, k', / \ 24
e proste k i [ sg rownolegle. // x \

2% 0N x+3

Prosta k, rownolegla do podstaw AB i CD trapezu ABCD, podzielita ramie
AD na dwa odcinki o dlugosciach 3cm i 5cm. Wyznacz diugosci odcinkéw, na
ktore ta prosta podzielila drugie ramie tego trapezu, jezeli wiadomo, ze ma ono
diugos¢ 20 cm.

Na bokach AC i BC trojkata ABC wybrano odpowiednio takie punkty M i N,
7ze MN || AB. Wiadomo, ze |BC| =8, |AC| = 10 oraz jl],%i-g% =0,75. Wyznacz diugosé
odcinka MA.

Prosta k przecina boki AC i BC trojkata ABC odpowiednio w punktach K i L.
Wiadomo, ze |AK| = 6, |CK| = 4, |BL| = 9 i |[LC| = 6. Uzasadnij, ze prosta k jest
rownolegla do odcinka AB.

Korzystajac z twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Talesa oraz z twier-
dzenia Talesa, urzasadnij twierdzenie, ze odcinek laczacy srodki dwoch bokow
dowolnego trdjkata jest rownolegly do trzeciego boku tréjkata i dwa razy od niego
krotszy.
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Korzystajac z twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Talesa oraz z twierdze-
nia Talesa, uzasadnij twierdzenie, ze odcinek aczacy srodki ramion trapezu jest
rownolegly do podstaw, a jego dlugosc jest rowna $redniej arytmetycznej dlugosci
podstaw trapezu.

a) W trdjkacie o bokach dlugosci 3, 4, 5 polaczono ze soba $rodki bokow
i otrzymano trojkat POR. Wyznacz obwad trojkata POR.

b) Dany jest trajkat ABC przedstawiony na rysun- e

ku. Oblicz obwod czworokata ABDE, w ktorym e
punkty D i E sa srodkami bokéw odpowiednio s g
BC i AC. A 9 B

¢) Dluzsza podstawa AB trapezu ABCD ma dlugos¢ 10. Odcinek laczacy $rod-
ki ramion tego trapezu ma diugosc 8. Oblicz obwod trapezu, jezeli wiadomo, ze
|BC| = |AD| = |CD|.

d) W trapezie o polu 50 dlugosé wysokosci rowna jest sumie diugosci podstaw.
Jaka dlugosé ma odcinek laczacy Srodki ramion tego trapezu?

W trapezie o polu 40 odcinek fgczacy srodki ramion ma dhugos¢ 10. Jaka
dlugos¢ ma wysokos¢ tego trapezu?

W czworokacie wypuklym o przekatnych p i g polaczono ze soba srodki
kolejnych bokow. Wyznacz obwod otrzymanego czworokata.

. W deltoidzie przedstawionym na rysunku obok ’,_.f""x./\.z*‘"ﬁ
polaczono ze soba Srodki bokow. Znajdz obwad S g >

otrzymanego czworokata. m

W trapezie prostokatnym ABCD krotsze ramie AD ma diugosc 6, a podstawy
AB i CD maja diugosci odpowiednio 10 i 7. Ramiona trapezu przediuzono do
przeciecia sie w punkcie P. Oblicz obwod trajkata ABP.

25. w trojkacie ABC przedstawionym na rysunku
dane sa dlugosci bokow: |AB| = 8, |AC| = 10 oraz
|BC| = 12. Proste k i | sa rownolegle do boku BC.
Punkty M i N dziela bok AB w stosunku 1:2:1.
Oblicz obwad czworokata MKLN.

B %

20, a) Na bokach AB i BC trojkata ABC wybrano odpowiednio takie punkty
MiN, ze MN || AC oraz |BN| =3, |CB| = 8, |BM| =4, |[MN| = 5. Oblicz obwod
czworokata AMNC.

b) W trdjkacie ABC na boku AC wybrano punkt K, a na boku AB — punkt L.
Wiadomo, Ze KL || BC, |AK| = 2, |KC| = 4, |BC| = 8 oraz |BL| = 2. Oblicz pole
czworokata KLBC. '
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WIELOKATY PODOBNE

Ktore z przedstawio-

nych na rysunku figur sa e _;r % ;:’ré F I
podobne do figury F7? Po- e 3
daj, w jakiej skali. —
o NE[I“}"S].lj pl"ﬂS[qul’ po- il j:;.l i it j‘ £
dobny w skali k do prosto- = : &
kata o dlugosciach bokow PR R il
6emi 3 em. i T x5
a) k=2 o) k=3
=3 =g
b) k= 5 d) k s
P ) ¢ Narysuj trojkat podobny w skali k do
G trojkata przedstawionego na rysunku.
- W a) k=0,2 o k=1,
o A
25 % b) k=04 d) k=2,1

Zmierz dlugosci odpowiednich odcinkow i oblicz, w jakiej skali figura F' jest
podobna do figury F oraz w jakiej skali figura F jest podobna do figury F'.
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Figury przedstawione na rysunku sa podobne. W jakiej skali mniejsza figura
jest podobna do wiekszej?

2 _2
a) : b) 1 2 C)
. 5
L A : o
& ™ ' 12
4{}9?‘ 3 g s e
5
d) e) \ fy 4
-/| -'\‘_I 2 ¥ - §
3 / 8 8 [ X 6 \x :
B T
% 6 8

Jedna z narysowanych figur jest podobna do drugiej w skali k. Oblicz dlugosci
odcinkow oznaczonych literami.

a) 4 b _ixx 0 Broga s
P4 |6 { > g | ; .

: d
72 s d - 2 a ,} \-'I'E 2
N a _i':;rx\ | (s ¢,
6 e I. € 5
3
V10
k=172 k=006 k=12

a) Siedmiokat foremny F jest podobny do siedmiokata F' w skali k = 4.
Obwod wiekszego siedmiokata jest rowny 98. Oblicz dlugos¢ boku mniejszego sied-
miokata.

b) Trojkat ABC o bokach diugosci 8, 9, 10 jest podobny do tréojkata A'B'C" w skali
k= % Oblicz dlugosc najkrotszego boku trojkata A'B'C7.

Wszystkie figury przed- ; N 15
stawione na rysunku obok sa EL €4 :
podobne. Oblicz dlugosci bo- ‘ 1 0,5
kow a i b.

a
E C H 4 8
D/ N\ LES

Figury ABCDE i CBFGH przedstawione na ry-
_/1-1_ sunku obok sg podobne. Oblicz dlugosc odcinka BC.

A 3
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Ocen prawdziwos¢ zdan.
a) Wszystkie romby sa podobne.
b) Kazde dwa prostokaty sg podobne.
¢) Jesli dwa prostokaty sg podobne w skali k, to stosunek diugosci ich przekatnych
wynosi k.
d) Jesli stosunek diugosci przekatnych dwoch prostokatow wynosi k, to te prosto-
katy sa podobne w skali k.
e) Jesli przekatne jednego rombu sa proporcjonalne do odpowiednich przekatnych
drugiego rombu, to te romby sg podobne.
f) Kazde dwa kwadraty sa podobne.

g) Dwa prostokaty sa podobne wtedy i tylko wtedy, gdy sa kwadratami.

a) Rownoleglobok ABECD o bokach diugosci 3 cm i 5 cm podzielono na dwa
rownolegloboki, z ktorvch jeden jest podobny do réwnolegioboku ABCD. Oblicz
diugosci bokow tego rdownolegloboku.

h) Czy z kazdego rownolegltoboku mozna odciac jednym prostym cieciem podobny
do niego mniejszy rownoleglobok?

39. a) Rownolegiobok o bokach diugosci 3 i 8 podzielono na dwa podobne do
siebie rownolegloboki. Oblicz dlugosci bokéw tych rownoleglobokow.

b) Czy kazdy rownoleglobok mozna podzielic na dwa podobne do siebie, ale nie-
przystajace rownolegloboki?

40. Figura F; jest podobna do figury F» w skali 3, figura > jest podobna do figu-
ry F; w skali % a figura F3; — do figury F; wskali 10. W jakiej skali podobna jest:

a) figura F, do figury Fs, b) figura ¥, do figury F»?

41. Figura 7 jest podobna do figury F> w skali m, a do figury Fz w skali n.
W jakiej skali podobna jest figura F» do figury F5?

CECHY PODOBIENSTWA TROJKATOW

Czy z informacji podanych na rysunku wynika, ze trojkaty sa podobne?

a) e b) = c) Y i
z'ﬂo y f'f- = ' 3ﬂu a | .z/ 4'}) '-\._
. — 7
| i 30 e
707 \ 2T L~ 2.8
x._h{.?-;_.. -
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Czy z informacji podanych na rysunku wynika, ze trojkaty sq podobne?

a) b) =
*Eﬂ“ - e =il 10 ===

—

C) 3

Oblicz dlugosci odcinkow oznaczonych literami.

B) 5 35

e)
14

. 5 20 W
3 .
b S W

o 15

Czy narysowane ponizej trojkaty sa podobne?

a) b)

i

c) d)
N 40°

7.8
f)

557
243

CECHY PODOBIENSTWA TROJKATOW

c)

/65°

8

18—

12

00—

%

|20 @+20°

..-__ ; E Gﬂ 8 D U..I
17 |
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Zacieniowany traojkat jest podobny do trojkata ABC. Wyznacz skale k tego
podobienstwa oraz diugosc odcinka x.

o C b} B 8 B
5 ’ ’-_’ o .___ﬂ' -
A 2 . ,_I;__/{X.
3 8 A
I X X
B

Sprawdz, czy trojkaty o podanyvch bokach maja jednakowe katy wewnetrzne.
21 91
a) 5,7, 10 oraz 5, 3? EE
b) 7,15, 12 oraz 4, 5, 2

¢y 2, 0/3, 2 oraz 2, 242, /8

" Ocen, czy opisane trojkaty prostokatme sa podobne.
a) Trajkat ABC o kacie ostrym 587 i trojkat KLM o kacie ostrym 32°.

b) Trojkat ABC o przyprostokatnych 6 i 2 oraz trojkat KLM o przyprostokat-
nych 6./3 i 6.

¢) Trojkat ABC o przyprostokatnej 7 i przeciwprostokatnej 7./3 oraz trojkat KLM
o przyprostokatnej 3 i przeciwprostokatnej 3./2.

d) Trojkat ABC, w ktérym jedna z przyprostokatnych jest dwa razy krotsza od
przeciwprostokamej, oraz trojkat KLM o kacie ostrym 60°.

W trojkacie ABC wysokosci CD i BE przecinajg sie w punkcie P. Uzasadnij,
ze |< ABE| = |[X ACD|.

a) Trojkat ABC jest podobny do trojkata A'B'C" w skali % Oblicz dlugosci
bokow tréojkata ABC, jezeli wiadomo, ze obwod tego tréjkata jest rowny 2 oraz
|A'B'| =4, |A'C’| =3.

b) Trojkat ABC jest podobny do trajkata A'B'C’. Oblicz dlugosci bokow trdjkata
A'B'(’, jezeli wiadomo, ze |AB| = 4, |BC| = 5, |AC| = 6, a obwdd trojkata A'B' 7
wynosi 20.

Trojkaty ABC oraz KLM sa podobne. Skorzystaj z podanych informacji i wy-
znacz dlugosci brakujacych bokow trojkata KLM.

a) |AB| =5, |[BC| =6, |AC| =3, |« ACB| = [«KML|, |KL| =8
b) [BC| =7, |AC| =5, |£BAC| = | MKL| = 90°, |[KL| = /6 (rozpatrz dwa przypadki)
¢) |AB| =8, |BC| = 10, |AC| = 16, |KL| = 12 (rozpatrz wszystkie przypadki)

Ad) |AB| =4, |BC| =10, |*BAC| = |+ MLK| = 60°, |[KM| =6
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Dany jest trojkat o bokach 6, 7 i 9. Prosta rownolegla do najdluzszego boku
tego trojkata rozcina go na trojkat podobny do niego w skali "]; oraz na trapez.
Oblicz obwdd tego trapezu. ‘

Trojkat ABC o obwodzie 3 m jest podobny do tréjkata o bokach dlugosci
3 lokcie, 4 tokcie, 5 tokci. Oblicz dlugosci bokéw trojkata ABC.

a) Trojkat ABC ma takie same katy jak trdjkat o bokach 2, 3, 4. Najdluzszy
bok trojkata ABC jest o 5 dluzszy od Sredniego. Jaka jest dlugos¢ najkrotszego
boku?

b) Trajkat ABC ma takie same katy jak trojkat o bokach 5, 7, 10. Réznica miedzy
dhugosciami najdiuzszego i najkrotszego boku trajkata ABC jest rowna 12. Oblicz
obwod trojkata ABC.

c) Trojkat ABC jest podobny do trdjkata KLM. Boki trajkata KLM majg diugosc
4, 6, 8. Obwody trojkatow ABC i KLM rdéznia sie o 8. Oblicz diugos¢ najdiuzszego
boku trajkata ABC. Rozpatrz dwa przypadki.

Uzasadnij, ze trojkaty ABC i ADE przedstawione na ponizszym rysunku sa
podobne.

a) = b) c) _C

e ) Y
(i)g "?D , 4 \‘ ' /-"'E

N/ n\ / )

Trajkaty przedstawione na ponizszym rysunku sa podobne. Znajdz skale po-
dobienstwa.

I| e = g 4 '\.“4
f . J "_-r &

Rozwaz trzy pary trojkatow przedstawio-
nych na rysunku obok: trojkaty ABP i PKL,
trojkaty ABK i ALK oraz trojkaty APK i BLP.
Czy sa wérod nich pary trojkatow podobnych?

Sprawdz, czy trojkat o bokach dlugosci 6,
8, 2./37 jest podobny do trojkata KLM, w Kto-
rym | MKL|=120° |[MK| =9, |[KL|=12.
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59. Dany jest trojkat ABC, w ktorym |AC| = |BC| = 8. Na bokach AB i AC obrano
odpowiednio punkty K i L takie, ze |KL| = |AL|. Wyznacz dlugos¢ odcinka KL,

e S se JAK| _ 4
jezeli wiadomo, ze KBl = 3°

60. Czy od dowolnego trojkata mozna odcia¢ wzdluz prostej przechodzacej przez
jeden z jego wierzchotkow mniejszy trojkat podobny do danego?

b1. Przyjrzyj sie rysunkowi. Korzysta-

jac z podobienstwa odpowiednich trojka- b ‘
tow, udowodnij twierdzenie Pitagorasa. 1
y X

52, Odcinki CD i AE sg wysokosciami trojkata ostrokatnego ABC. Udowodnij, ze
trojkaty BDE i BCA sa podobne.

63.w trojkacie roznobocznym ABC kazdy z bokow podzielono na trzy rowne
czesci. Punkty D, E, F, G, H, I wyznaczajace ten podzial sg wierzchotkami sze-
sciokata. Uzasadnij, ze stosunek obwodu tego szesciokata do obwodu tréjkata ABC

WYnosi %

CECHY PODOBIENSTWA
TROJKATOW (CD.)

Wyznacz diugos¢ odcinka x.
a) g b) i c) 1
—% T~ /
12 ™ |

— 1 =
5\\D / | .. B/E}\\
24
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Oblicz pole zacieniowanej figury.

a) - 2 ’ ! b) %)
SN -
4 <) / '-
6 6/ :
rownoleglobok I
o el e
8

a) W trajkacie prostokatnym przyprostokatne maja dlugosci 51 12. Z wierz-
chotka kata prostego poprowadzono wysokos¢, ktora podzielila przeciwprostokat-
ng na dwa odcinki. ZnajdZ diugosci tych odcinkow.

b) W trajkacie prostokatnym przyprostokatne majg dhugosci 8 i 6. Z wierzchotka
kata prostego poprowadzono wysokos¢, ktora podzielila trojkat na dwa trojkaty.
Oblicz pola tych trojkatow.

W trapezie ABCD podstawy AB i CD maja dlugosci odpowiednio 15 i 5.
Przekatne tego trapezu przecinajg sie w punkcie P. Oblicz pole trapezu, jezeli
wiadomo, ze |PD| =3, |PC|=4.

W trojkacie prostokatnym ABC przeciwprostokatna ma diugosc¢ 10. Wyso-
kos¢ poprowadzona z wierzcholka kata prostego podzielila te przeciwprostokatna
w stosunku 1:4. Oblicz obwad trojkata ABC.

W trapezie o podstawach diugosci 5 i 7,5 przekatne majg dlugosci 5 i 10.
Jakie sa dlugosci odcinkow, na ktore dzieli przekatne ich punkt przeciecia?

Janek wyciagnatl przed siebie palec na odleglos¢ 56 cm. Gdy zamknal lewe
oko, widzial palec na tle jednego konca budynku, gdy zamknal prawe — widzial
g0 na tle drugiego konca tego samego budynku. Szerokos¢ budynku wynosi 10 m,
a rozstaw oczu Janka 7 cm. Jak daleko od budynku stal Janek?

Pret o dlugosci 5 m zawieszono pionowo na pewnej wysokosci nad ziemia.
Konce cienia preta znajduja sie w odleglosci 30 m i 50 m od punktu na ziemi, nad
ktorym wisi pret. Na jakiej wysokosci nad ziemia znajduje sie dolny koniec preta?

W trojkat prostokatny réwnoramienny KLM wpisano kwadrat ABCD w taki
sposob, ze bok AB kwadratu zawiera sie w przeciwprostokatnej trojkata, a wierz-
cholki C i D lezg na przyprostokatnych. Wyznacz stosunek pola trojkata KLM do
pola kwadratu ABCD.

Punkt przeciecia przekatnych trapezu dzieli kazdg z tych przekatnych w sto-
sunku 2: 3. Krotsza podstawa tego trapezu ma dlugos¢ 60. Oblicz diugosc odcinka
taczacego srodki ramion tego trapezu.
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Oblicz pole trajkata ABC.

6 ” ‘
:\_3_“1 : 2%, B
A B
A W trajkacie ABC dane sg diugosci bokdéw |AB| = 8 oraz |BC| = |AC| = 12.

Symetralne bokow AB oraz AC przecinaja sie w punkcie K. Oblicz obwdd tréjkata
ACK.

W rownolegloboku ABCD z wierzchotka A poprowadzono poélprosta, ktéra
przeciela bok BC w punkcie M, a przediuzenie boku CD — w punkcie N. Oblicz
obwod tego rownolegloboku, jezeli wiadomo, ze [MC| =3, INC| =7, |AB| = 2|BC]|.

/8. Oblicz dlugo$é odcinka x.

a) 7 o b) a
X/ T~ 10 T
B/ S X
24 10 15
fﬂ
1}_3/_,-/"'f§f|
-y y - — = :
/9. Oblicz dlugosé¢ boku zacieniowa- -
nego kwadratu. "
12
/-'C 80. w rownolegioboku ABCD punkt
2 M jest srodkiem boku BC, a punkt N

jest $rodkiem boku CD. Przekatna BED
ma diugosc 12. Jakie sa diugosci odcin-
kow, na ktore podzielily jg odcinki AM
i AN?

271, Pole trojkata ABC wynosi 20, bok
AB ma dlugosc¢ 8. Oblicz dlugosé boku
zacieniowanego kwadratu.
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2. Kwadrat ABCD na rysunku ponizej ma bok diugosci 1. Przeksztalcenie, w kto-
rym kazdemu punktowi odcinka AB roznemu od B odpowiada pewien punkt
potprostej DA, okreslamy w nastepujacy sposob: Obrazem punktu P jest punkt
przeciecia polprostej CP z polprostq DA. Niech P’ oznacza obraz punktu P w tym
przeksztaiceniu.

C B
~r
~_»
""'\-\._.
D A -

a) Czy istnieje taki punkt P, ze P = P'?

b) Jaka diugo$é¢ ma odcinek AP’, jesli |AP| = %»

¢) Jaka diugos¢ ma odcinek AP’, jesli |AP| = _%?

d) Czy istnieja takie punkty P, i Ps, ze |PyP2| < 0,001 i |P;P;| > 10007 Jesli tak,
podaj przyklad.

83. Przekatne pieciokata foremnego ABCDE o bo-
ku dlugosci a wyznaczaja wewnatrz niego mniejszy
pieciokat foremny FGHIJ.

a) Wykaz, ze punkt J dzieli odcinek AD w zlotym

T .o |AD| _ |AJ
stosunku, tzn. ze A7 = 1701

b) Oblicz diugos¢ boku malego pieciokata.

S4. W tréjkat ABC przedstawiony na rysunku obok
wpisano romb ADEF. Wykaz, ze:
a) dlugos¢ boku rombu jest srednig geometryczng
diugosci odcinkéw DB i FC, tzn.
|AD| = +/|DB| - |FC]

b) dlugos¢ boku rombu jest polowa sredniej harmo-
nicznej dlugosci odcinkow AB i AC, tzn.

1Lo_ 1 .1

|[AD|  [AB|  |AC]|

85. w trojkat rownoramienny KLM wpisano kwadrat ABCD w taki sposob, ze bok
AB zawiera sie w podstawie trojkata, a wierzchotki C i D sg Srodkami jego ramion.
Uzasadnij, ze pole trdjkata KLM jest dwa razy wieksze od pola kwadratu ABCD.

86. Dany jest prostokat ABCD, w ktorym |AB| = 10. Na przekatnej AC obrano
taki punkt K, ze |AK| = 4|KC|. Oblicz pole tego prostokata, jezeli wiadomo, ze
odcinek BK jest prostopadly do przekatnej AC.
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POLA FIGUR PODOBNYCH

Przedstawione na rysunku figury sa podobne. Pole jednej z nich zostato po-
dane. Oblicz pole drugiej figury.

a) 2 . b) 7 c) ;
— — :
| | " 4 s 5 |
y 9 .
P=12 P =10 P =18

. Przedstawione na rysunku figury s podobne. Oblicz pole figury F'.

a) b) c) F 4
5
6|[_\ T -
24 ;" 7
e) F 6 f) T 9
7 4 4
7 :
'\\ / ¥ g
s‘\ /’s ¥ / 5
‘Tr '|" I, F Ty
ll\".'ll .IIHII :F.- a \\
\/

a) Dwie figury podobne maja pola 5 cm? i 30 cm?. Jaka jest skala podobien-
stwa mniejszej z tych figur do wiekszej?
b) Jeden z dwoch wielokatow podobnych ma pole trzy razy mniejsze od drugiego.
Ile razy jego obwaod jest mniejszy od obwodu drugiego wielokata?
¢) Dwa trojkaty podobne majg obwody rowne odpowiednio 15 cm i 30 cm. Oblicz
stosunek pol tych trojkatow.

a) Suma pol trojkatow podobnych przedsta- g
wionych na rysunku wynosi 8. Oblicz pole mniej- A \
szego z nich.
b) Suma pdl dwoch wielokatow podobnych jest row- i _
na 182. Obwod jednego z nich jest pieciokrotnie 3 T
wiekszy od obwodu drugiego. Oblicz pole wieksze- b
go wielokata.
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W trojkacie ABC na odcinkach AB, BC i AC wybrano srodki bokow i ozna-
czono odpowiednio: K, L i M. Wykaz, ze pole czworokata ABLM stanowi 75% pola
traojkata ABC.

Wysokos¢ poprowadzona z wierzcholka kata prostego trojkata ABC podzielila
go na dwa trojkaty o polach 9 i 16. Wyznacz skale podobienstwa wiekszego z tych
trojkatow do trojkata ABC.

Trajkat ABC o bokach diugosci 8, 10, 15 jest podobny do tréjkata KLM. Naj-
dluzszy bok trojkgta KLM jest pieciokrotnie diuzszy od najkrotszego boku trojkata
ABC. Wyznacz stosunek pola tréjkata KLM do pola trojkata ABC.

Obwod wielokgta W jest rowny 12, a jego pole wynosi 20. Wielokat W’ jest
podobny do wielokata W. Oblicz obwod wielokata W', jezeli wiadomo, ze pole tego
wielokata jest réwne:

a) 80 b) 40 c) 2,5

a) Wielokat W; jest podobny do wielokata W,. Obwod wielokata W, wynosi
18, a pole tego wielokata jest rowne 6. Oblicz obwod wielokata Ws, jezeli wiadomo,
7e jego pole wynosi 3.
b) Wielokat W, jest podobny do wielokata W2 w skali k: 1. Wielokat W jest po-
dobny do wielokata Wy rowniez w skali k: 1. Oblicz stosunek pola wielokata Wy do
pola wielokata W,.
¢) Stosunek obwoddéw dwach wielokatéow podobnych wynosi }1 Réznica miedzy
polami tych wielokatow jest rowna 225. Oblicz pole wiekszego wielokata.

C
Na rysunku przedstawiono troj-
A 40 1:2a kat rownoramienny ABC. Jaka czescia
trojkata ABC jest zacieniowana figura?
P,
a\\ [ r/a
A B

Trapezy rownoramienne ABEF i BCDE sa podobne. Trapez BCDE ma pole

czterokrotnie wieksze od trapezu ABEF. Wyznacz stosunek ﬁ—f}
2
E_I
A B C
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Dany jest trojkat rownoboczny o polu 1. La-
czgac Srodki jego bokow, otrzymujemy drugi, mniej-
szy trojkat. Laczac srodki bokow drugiego trojkata,
otrzymujemy trzeci itd. Oblicz sume pol wszystkich
(nieskonczenie wielu) tych trojkatow.

a) Jezioro ma powierzchnie 12 km?. Oblicz powierzchnie tego jeziora na ma-
pie wykonanej w skali 1: 100 000.
b) Staw ma powierzchnie 2,5 ha. Oblicz powierzchnie tego stawu na mapie wyko-
nanej w skali 1:5000.

Dziatka budowlana o powierzchni 300 m? ma na pewnym planie powierzch-
nie 75 cm°. Wyznacz skale tego planu.

Oszacuj wymiary mapy Polski w skali 1 : 1 000 000. W Polsce mieszka ponad
38 min osob. Czy wobec tego na mapie Polski polozonej na podiodze zmiesci sie
38 osob?

a) Trojkat dzielimy na dwie czesci prosta przechodzaca przez srodki dwoch
bokdw. Oblicz stosunek pol tych dwaoch czesci.
b) Prosta rownolegla do jednego z bokéw trojkata dzieli go na dwie czesci o row-
nyvch polach. W jakim stosunku prosta ta dzieli prostopadia do niej wysokos¢
trojkata?

a) Bok kwadratu K> jest trzy razy krotszy od boku kwadratu K. Z kolei bok
kwadratu K3 jest siedem razy diuzszy od boku kwadratu K2, Wyznacz stosunek
pola kwadratu K5 do pola kwadratu K.

b) Dany jest wielokat W o polu rownym 100. Wielokat W' jest podobny do wielo-
kata W w skali %—, a wielokat W" jest podobny do wielokata W' w skali :13- Oblicz
pole wielokata W".

Ac) W trojkacie ABC srodkowe przecinaja sie w punkcie S. Przez ten punkt po-
prowadzono prosta rownolegla do boku AB. Prosta ta przecieta boki AC i BEC
odpowiednio w punktach D i E. Wyznacz stosunek pola trojkata ABC do pola
trojkata SEC.

Na bokach AB i AD rombu ABCD wybrano odpowiednio takie punkty K i L,

7e % = Ilﬁ%ll' = }T Wyznacz stosunek pola trojkata AKL do pola pieciokata

KBCDL.

Przeciwprostokatna BC trojkata prostokgtnego ABC ma diugosc 18. Oblicz
dlugos¢ przyprostokatnych tego trojkata, jezeli wiadomo, ze wysokos¢ AD podzie-
lifa trojkat na takie dwa trdjkaty, ze pole jednego z nich jest 9 razy wieksze od
pola drugiego.
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W tréjkacie prostokatnym ABC wysokos¢ poprowadzona z wierzchotka kata
prostego podzielita przeciwprostokatna w stosunku 1:4. Wyznacz stosunek pol
trojkatow, na ktore wysokosc ta podzielila trojkat ABC.

W trapezie prostokatmym ABCD dluzsza podstawa AB ma diugosc¢ 24,
a krotsza przekatna AC — dlugos¢ 16. Przekatne trapezu przecinaja sie w pun-
cie P. Pole trajkata ABP jest 16 razy wieksze od pola trojkata DCP. Oblicz pole
trapezu.

W trojkacie ABC prosta k rownolegla do boku BC prrzeciela pozostalte dwa
boki w punktach K i L. W jakim stosunku prosta k podzielita boki AB oraz AC,
jezeli wiadomo, ze pole trojkata AKL stanowi 4% pola trojkata ABC?

W trojkacie ABC kat przy wierzchotku B ma miare 90°. Na bokach AC i BC
obrano odpowiednio punkty M i N takie, ze M INC| = 2 wyznacz stosunek

|AC] IBCl 3’
pola czworokata ABMN do pola trojkata ABC.

[
110, Przez punkt D lezacy na boku AC tréjkata
ABC poprowadzono proste rownolegle do pozosta- / _
vch bokow trojkata. Pole trojkata AED wynosi 1, D‘__\/ F
a pole trojkata CDF jest rowne 4. Oblicz pole troj-
kata ABC. & E B

1771, W wojkacie ABC kat ACB jest prosty, a CD jest wysokoscia. Tréjkat ADC
ma pole 54, a trojkat DBC ma pole 96. Oblicz diugosci bokdw tréojkata ABC.

112 . Przekatne trapezu rownoramiennego ABCD, ktdrego krotsza podstawa jest
CD, a pole wynosi P, przecinaja sie w punkcie S. Pole tréjkata DSC wynosi T]EP
Znajdz pola pozostalych trzech trojkatéw, na ktore przekatne podzielily trapez.

113. Punkty K, L, M, N s3a srodkami bokow czworokata wypuklego o polu §.
Oblicz pole czworokata KLMN.
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Proste k i | przedstawione na rysunku obok sa

rownolegle. Jaka dlugoé¢ ma odcinek x? A X
A. 4 B. 3,5 C.7 D. 6 // {3
3 4
k I
B L
P _ 5 Jaka dlugos¢ ma odcinek AL przedstawiony

3 : > 4  ha rysunku obok?
~ 6™ A. 4,5 B. 10,5 C.9 D. 10

K

W trojkacie ABC poprowadzono prosta rownolegly do boku BC. Prosta ta prze-
ciela boki AB i AC w punktach odpowiednio M i N. Wiadomo, ze |BC| = 10,
IMN| =6, |AM| = 4. Oznacza to, ze bok AB ma dlugos¢:

8 20
A.13 B. 3 k. 5 D. 20 X

Czworokaty przedstawione na rysunku obok sa ;
podobne. Obwod wiekszego wielokata jest rowny: = T

A. 6,125 B 82 C. 98 D. 6,875

o
Pajan
Pt

a

W réwnolegloboku ABCD dane sa: |AB| = 8, |AD| = 6, |<DAB| = 30° Row-
noleglobok KLMN ma pole rowne 216 i jest podobny do rownolegloboku ABCD.
Obwaod rownolegloboku KLMN wynosi:

A. 84 B. 252 C. 42 D. 168

W trdjkacie ABC dane sg |AC| =5 oraz |BC| = 12,5. Na bokach AC i BC obrano
punkty odpowiednio M i N takie, ze |AM| = 3, |[BN| = 7,5. Wykaz, ze czworokat
ABNM jest trapezem.

Proste k i | przedstawione na rysunku obok sa
rownolegle. Wyznacz diugosci odcinkow a oraz b. 4/ \
b 4

a) W trapezie ABCD podstawy maja dhlugosci / I”-.?
7 i 10. Trapez A'B'C'D' jest podobny do trapezu b \
ABCD w skali k = % Wyznacz dlugo$¢ odcinka la- / "
czgcego $rodki ramion trapezu A'B'C'D’.
b) Kwadrat ABCD o przekatnej 6 jest podobny do / .
kwadratu A'B'C'D’" w skali k = % Oblicz pole kwa-
dratu A'B'C'D’". '
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Kat rozwarty rombu ABCD ma miare 120° a jego pole jest rowne 8./3. Prze-
katne rombu KLMN majg dlugosci 10 i 10/3. Obwod rombu PQRS jest rowny 40,
a jego dluzsza przekatna ma dlugosé 10+/2. Ktére z opisanych powyzej rombow sa
podobne? Wyznacz skale tego podobienstwa.

Oblicz pole zacieniowanej figury.

a) ' b)

W trojkacie prostokatnym kriotsza przyprostokatna ma diugosc 6. Wysokosé
poprowadzona z wierzchotka kata prostego podzielila przeciwprostokatna w sto-
sunku 1:3. Oblicz obwad tego trojkata.

Trojkat prostokatny ABC o przyprostokatnych 4 i 6 jest podobny do trojkata
KLM. Wyznacz obwod trdjkata KLM, jezeli jego najdiuzszy bok ma dlugosc 26.

W trapezie rownoramiennym dane sa diugosci podstaw [AB| = 10, |[CD| = 4
oraz dlugosci ramion |BC| = |AD| = 6. Ramiona trapezu przediuzono az do prze-
ciecia w punkcie §. Ustal, ktdre zdanie jest prawdziwe.

A. Obwad trajkata CDS jest wiekszy od 15.

B. Miara kata CSD jest rowna 90°.

C. Pole trojkata CSD stanowi %— pola trojkata ABS.
D. Trajkat CSD jest rownoboczny.

f Przyprostokatne trojkata prostokatnego ABC maja dlugosci 4 i 6. Trojkat

KLM jest podobny do trojkata ABC, a jego najdluzszy bok ma taka sama diu-
g08C¢ jak najdiuzsza srodkowa trojkata ABC. Skala podobienstwa trojkata ABC do
trojkata KLM jest rowna:

130 3 130 5

Proste k i | przedstawione na rysunku sa row-
nolegle. Oznacza to, ze odcinek OB ma dlugosc:

A XE B. Xz C =¥ D. ¥x
X=y ¥ Z Z
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W trdjkacie rownobocznym ABC na bokach AB, BC i AC obrano takie punkty
odpowiednio K, L i M, ze: |AK| = itABI, |BL| = }lIBCI, ICM| = %IACL Wykaz, ze
trojkat KLM jest podobny do tréojkata ABC oraz wyznacz skale tego podobienstwa.

W trojkacie rownoramiennym ABC dane sg dlugosci bokow |AB| = 8 oraz
|AC| = |BC| = 10. W trdjkat ten wpisano kwadrat tak, ze dwa wierzchotki kwadratu
leza na podstawie trojkata, a dwa pozostale lezq na jego ramionach. Oblicz diugosc
boku tego kwadratu.

W trojkacie ABC przedstawionym na rysunku C
obok na bokach AC i BC obrano takie punkty M i N, 6 M 1204 N o
ze podzielily one kazdy z tych bokéw w stosunku o
2:1. Z wierzchotka C poprowadzono polprostg, kto- i@ B

ra przecieta bok AB w punkcie K, a odcinek MN —
w punkcie L. Oblicz dlugos¢ odcinka ML, jezeli wia-
domo, e |AK| = 2|AB|.

k. C 2 C g Na rysunku obok przedstawiono rownoleglo-
3X/ A bok ABCD. Proste k i | sg rownolegle do jego prze-
1 P % 3 / katnej. Wyznacz stosunek pola czworokata EFGH
A Fa, Fre b do pola pieciokata FBCDG.
— . D C
W rownolegloboku przestawionym na rysunku 2
punkty K i L dziela boki AB i AD w stosunku 3:2. Ly
Wyznacz stosunek pola pieciokata LKECD do pola ’
rownolegloboku. A ¥ B
E
/D c
4/ & 60% A Oblicz obwod pieciokata ABCDE przedstawio-
P /3 nego na rysunku.
/60° o '
A 7 B
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Przedstawione ne rysunku trojkaty ABC R 18 o)

i POR sa podobne. Bok AB trojkata ABC ma 62°/
diugosc: c . ;
A 8 B. 8,5 C. 95 D. 10 FNg I /
70/
70° 487, L
A B P
B W trajkacie ABC punkt D lezy na boku
T BC, a punkt E lezy na boku AB. Odcinek
10%, G DE jest rownolegly do boku AC, a ponadto
Dé._ —F |[BD| = 10, |[BC| =12 i |AC| = 24 (zob. rysu-
il 24 A nek). Diugos¢ odcinka DE jest réwna:
A 22 B. 20 . 12 D.11

Dany jest trojkat o bokach dlugosci 2./5, 3./5, 4./5. Trojkatem podobnym do
tego trojkata jest trojkat, ktorego boki maja diugosci:

A. 10, 15, 20 B. 20, 45, 80 C. V2,43, V4 D. V5, 2./5, 3.5

Dane sa dwa okregi: okrag o $rodku w punkcie O i promieniu 5 oraz okrag
o srodku w punkcie P i promieniu 3. Odcinek OF ma dlugosc¢ 16. Prosta AB jest
styczna do tych okregédw w punktach A i B. Ponadto prosta AB przecina odcinek
(P w punkcie K (zob. rysunek). Wtedy:

A. |OK|=6 \

B. |0K| =8 -

C. |0K| =10 v N
D. [OK| =12 >A/'/

Punkty D i E sa srodkami przyprostokatnych AC i BC trojkata prostokatnego
ABC. Punkty F i G leza na przeciwprostokatnej AB tak, ze odcinki DF i EG sa
do niej prostopadie (zob. rysunek). Pole trojkata BGE jest rowne 1, a pole trojkata
AFD jest rowne 4. Zatem pole trojkata ABC jest rowne:

A. 12 B G
B. 16 /k’ -
C. 18 E E
D. 20 /
C D A
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W trapezie ABCD o podstawach AB i CD przekgtne AC oraz BD przecinaja
sie w punkcie S. Wykaz, ze jezeli |AS]| = %IACI, to pole trojkata ABS jest 25 razy
wieksze od pola trojkata DCS.

Trojkat ABC jest podobny do trojkata A'B'C’ w skali % przy czym |AB| = %IA'E'I.
Stosunek pola trojkata ABC do pola trgjkata A'B'C’ jest rowny:

4 5 25
A & £ D. Th

— 2
T 25 2

Ljps

Ramie trapezu réwnoramiennego ABCD ma dlugosé¢ /26. Przekatne w tym
trapezie sg prostopadle, a punkt ich przeciecia dzieli je w stosunku 2:3. Oblicz
pole tego trapezu.

Dany jest prostokat ABCD. Na boku CD tego prostokata wybrano taki punkt
E, ze |EC| = 2|DE|, a na boku AB wybrano taki punkt F, ze |BF| = |DE|. Niech P
oznacza punkt przeciecia prostej EF z prostg BC (zob. rysunek). Wykaz, ze trojkaty
AED i FPE sa przystajace.

W réwnolegloboku ABCD punkt E jest srodkiem boku BC. 7 wierzchotka D
poprowadzono prostag przecinajacg bok BC w punkcie E. Proste AB i DE przecinaja
si¢ w punkcie F (zob. rysunek). Wykaz, ze punkt B jest Srodkiem odcinka AF.
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W trapezie ABCD o podstawach AB i CD dane sa: |AD| = 6, |BC| = 12,
|AC| = 10 oraz |« ABC| = | CAD| (zob. rysunek). Wowczas diugos¢ podstawy AB
tego trapezu jest rowna:

A. |AB| =18 e
B. |AB| =20 Thale
C. |AB| =22 a~_
D. |AB| =24 B
D C
Dany jest prostokat ABCD. Okrag wpi-
sany w trojkat BCD jest styczny do przekat- f
nej BD w punkcie N. Okrag wpisany w trojkat
ABD jest styczny do boku AD w punkcie M, M S N
a srodek S tego okregu lezy na odcinku MN, !
jak na rysunku. Wykaz, 7ze |[MN| = |AD].
A B

Dany jest trojkat réwnoramienny ABC, w ktérym |AC| = |BC|. Na ramieniu
AC tego trojkata wybrano punkt M (M # A i M # ), a na ramieniu BC wybrano
punkt N, w taki sposob, ze |AM| = |CN|. Przez punkty M i N poprowadzono proste
prostopadie do podstawy AB tego trojkata, ktore wyznaczajg na niej punkty §i T.
Udowodnij, ze |ST| = %IABi.

Dany jest trojkat ABC, w ktorym |BC| = a. Z wierzcholka B poprowadzono
srodkowa BED do boku AC. Punkt § jest srodkiem odcinka BD. Przez punkty A
i § poprowadzono prosta, ktora przecieta bok BC w punkcie P. Wykaz, ze diugosc

odcinka CP jest rowna %a.

Trapez rownoramienny ABCD o ramieniu diugosci 6 wpisany jest w okrag,
przy czym diuzsza podstawa AB trapezu, o dlugosci 12, jest Srednicg tego okregu.
Przekatne AC i BD trapezu przecinaja sie w punkcie P. Oblicz pole kola wpisanego
w trojkat ABP.
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Warto$ci funkcji trygonometrycznych

Funkcje trygonometryczne dla katéw 30°, 45° i 60°
kata ostrego
o 30° | 45° | 607
. ST 3
C~ " sin e % = o
; | 3 JT I
o fe COS 0 5 =N >
b = re
ga | 2| 1 | V3
sin = 4 cosex = 2
[ [
= a
g = 5

Funkcje trygonometryczne dowolnego kata w ukladzie wspélrzednych

¥Yi
P=(x,3) | sinae=12 cosa=%
- _y
PR B
- ——— = + 5 Kazdy z tych wzorow mozna stosowacd
dla dowolnego kata «, dla ktdrego od-
0P| =r = \:,'xz .y powiednia funkcja jest okreslona.

Podstawowe tozsamosci trygonometryczne

. _ sin o
szﬂf + CDSEIII =1 g = Cos X

Inne zwigzki miedzy funkcjami trygonometrycznymi

sin2m = 2 sin ot cos o sin{et + ) = sin x cos B + cos e sin B
€08 2¢x = COs” & - sin® cos (o + ) = cos acos B - sin aesin B
g2 = 1—‘1:'&‘_—?; sin (a¢ — B) = sin or cos B — cos o sin 8
s(¢— p) = cos otcos f + sin «sin
tg(o+ f) = lt_g:;:gté?ﬁ cos (et - B) B p

[g[n.:._ﬁjz_tgﬁ__lgﬁ_

I =tgo-tgfi



Wzory redukcyjne

5in(90°- &) = cos ot sin (90°+ ) = cos o
cos(90° - o) = sin o« cos(90%+ o) = —sin
sin(180°- @) = sin o sin(180°+ ) = —sin o
cos(180°- @) = -cos cos{180°+ &) = - cos o
tg(180°— ) = —tg o tg(180°+ o) = tg

sin (360° - @) = —sin o
cos(360°- o) = cos o
tg(360°-al=—-tg o

Miara lukowa kata

Miara lukowa kata srodkowego w okre- Kat o mierze tukowej 1 nazywamy ra-
gu to liczba rowna stosunkowi dlugosci dianem. 1 radian (w skrocie 1rad) to
luku, na ktorym oparty jest ten kat, do taki kat, ktory w okregu wycina fuk
diugosci promienia okregu. o diugosci rownej promieniowi okregu.

s -
\\ x\\ /

- L

|
Miara fukowa kata o wynosi +.

180° | 907 45°

60°

miara w stopniach ‘ 360°

Lo T L m m
miara lukowa .zn‘ T \ 5 ‘ = ‘ E \ 2

Podstawowe wlasnosci funkcji trygonometrycznych

Dla dowolnej liczby catkowitej k zachodza rownosci:
sinx = sin(x + 2k7) 8in (—x) = —sin x
Cos X = cos(x + 2kir)

1gx=tg(x+Kkm)

COs(~X) = cosx

gl-x)=-1gx



Wykresy funkcji trygonometrycznych zmiennej rzeczywistej

| y=sinx ¥
4 14 i —
/ : \ - //f’:-f 4 \“ u "'f/ffﬁ + \
FR g b 1§ R F ¥ o §

=1t e

V=08 X ¥

R 2 ™ e
_i;\;“/;} _1.I.ﬂ 1§\\&Tr_//% 21 Ez‘l‘m\fw/%‘. X

y=1gx [ [ T B E i
|IE |IE II;I IIE II: )i
||'I E Il|II E IlIII E ,'ll : .'II i lIII ;
& /i i1 o8 ) / | / i
PaEraEwa (s 4 B
_;/‘ﬁ -2:;!!;,1511 h%f/ﬂ --$- /_/1“0 li.f/n Q%If//irr EIP/‘STI:x
.E Iu'll i Il"l 15 In"' ; I.'" El I." i I.-'f
[ ' i ' H ¥
1 4 H | |

FUNKCJE TRYGONOMETRYCZNE
KATA OSTREGO

7 Oblicz wartoéci wszystkich funkeji trygonometrycznych kata «.

a) b) [ c) "
0 =
M 2 e

Y

Q g = D
[0
i s/ U
x) P — f
Ili:)_————“_d__ Ex_ .y
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A Oblicz dlugosci bokéw oznaczonych literami.

AN [ /]
/ 4 3 d i
i1 | : r
/ - < ﬁ\l \\\ 4 f
Ky — g — ) —— k. - {
e b _c'——ﬁ__}\ e i J'/:
2
Cﬂ5ﬂ=% tg3=% siny = %
A . Oblicz miary katow ostrych tréjkata ABC.
a b C C
! g A :' £
s S B
= ]:-3 5 - § i E __,"'// ..\'\
- Fa | Py
& Al / a / X
A B A 8 B A 11 B
(i
d) & ¢) % f) A
____-"\..\_,.‘:- Pt 3
- N ¢ \2\!2 -
4 i ‘.\z 3/ = 5\@ 4
A~ 5 \ y >p L
2y L o o
B = L*]
4 A B
A7 Oblicz miare kata .
a) b) c)
5 7
.-"'a MH'\-\._
?__,f"' ""-\.,\3-\ E
12 15
7 Oblicz dlugosci odcinkéw oznaczonych literami.
P
p————— — ,A:-}\ . 2T
[+ — = o y o
IJ} - II'. L = % ,3:;:2/ / H\‘\
4' e | E?I'II 249 — e ff"l o s
|57 G (RN, L7
L’.___,. - o
|I bt R 5\"@ ;z/ ________--'*\\‘
. N 120\ g
\ & W
| 45}:\ "{:éf_?a I.".I. ) _4‘9';? — j\_\
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Oblicz stosunek diugosci dluzszej przyprostokatnej do dlugosci krotszej przy-
prostokatnej w tréjkacie prostokatnym o podanym kacie ostrym.

a) w=23° b) o =69° ) o =44"

W trajkacie prostokatnym ABC bok BC jest przeciwprostokatna. Oblicz diugo-
sci dwoch bokow tego trojkata, ktorych miar nie podano.

a) |AB| =3, |<B|=060° b) |BC| =442, |«C|=45° c¢) |AB| =5, |«<B|=30°

Skonstruuj kat e taki, ze:

S

[

a) tgm:% b) sinwx = % ¢) cosx =106 d) sin o =

=N

a) Skonstruuj trojkat prostokatny o jednej z przyprostokatnych dlugosci 3 ecm
i kacie ostrym « takim, ze tg @ = % (rozpatrz dwa przypadki).
b) Skonstruuj trojkat prostokatny o przeciwprostokatnej diugosci 5cm i kacie
ostrym « takim, Ze sin « = 0,4.
¢) Skonstruuj trojkat prostokatny o jednej z przyprostokatnych diugosci 4 cm i ka-

>

cie ostrym « takim, ze cos & = § (rozpatrz dwa przypadki).

a) Prostokat ma boki diugosci 13 cm i 7 em. Wyznacz miare kata ostrego
utworzonego przez jego przekatne.

b) Przekatne rombu maja diugosci 6 cm i 10 cm. ZnajdZz miary katow tego rombu.

¢) Ramie trapezu réwnoramiennego ma dlugoscé 4.3, a réznica miedzy dlugoscia-
mi podstaw tego trapezu wynosi 5. Wyznacz miary katow tego trapezu.

Wyznacz wartosci pozostalych funkcji trygonometrycznych kata ostrego «
jezeli:

a) sinx=0,7 b) cos o = % c) tgox=3

a) Oblicz obwod trdjkata prostokatnego, w ktorym jeden z katow ostrych ma
miare 20° a przyprostokama lezgca przy tym kacie ma diugosc 2.
b) Oblicz obwad trajkata prostokatnego, w ktorym przeciwprostokatna ma diugosc
10, a jeden z katow ostrych ma miare 65°.
¢) Oblicz obwod trojkata rownoramiennego, w ktorym ramiona maja diugosé 9,
a kat miedzy nimi zawarty ma miare 52°
d) Oblicz obwod prostokata, w ktérym przekatna ma dlugosc 8 i tworzy z jednym
z bokow kat o mierze 40°.
¢) Oblicz obwdd rombu, w ktorym krotsza przekatna ma diugosc 5, a kat rozwarty
ma miare 108°
f) Oblicz obwad trapezu prostokatnego, w ktorym podstawy maja dhugosé 11 1 8§,
a dluzsze ramie jest nachylone do podstawy pod katem 43°.
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Oblicz obwod trdjkata prostokatnego, w ktorym jeden z katow ostrych jest
0 56° wiekszy od drugiego kata, a wysokos¢ poprowadzona z wierzcholka kata
prostego ma dlugos¢ 12.

a

Nie korzystajac z kalkulatora ani z tablic trygonometrycznych, uporzadkuj
podane liczby w kolejnosci od najmniejszej do najwiekszej.

a) sin 2%, sin 20°, sin 22° b) cos15° cos35° cos55° ) tg44° tg55° tg66°

a) Czy istnieje trojkat prostokatny o katach ostrych o i p takich, ze tg o = 2

i =27
itgf 5
b) Skonstruuj tréjkat o katach ostrych o i g takich, ze sin o« = ‘1—1 icosfi= %
f a) Oblicz miare kata Srodkowego opartego na cieciwie, ktorej diugosé jest

rowna polowie diugosci promienia. Odpowiedz podaj z dokladnoscia do 1 stopnia.

b) Oblicz diugosc cieciwy okregu o promieniu diugosci 1, na ktorej oparty jest kat
srodkowy o mierze 1107

¢) W okregu o srodku w punkcie O i promieniu r = 8 poprowadzono cieciwe AB.
Wyznacz dlugosc tej cieciwy, wiedzac, ze |$OBA| = 26°.

71 /. W tréjkacie réwnoramiennym diugosé¢ podstawy wynosi 2 dm, a kat przy pod-
stawie ma miare 30° Oblicz stosunek diugosci promienia okregu opisanego na tym
trojkacie do diugosci promienia okregu wpisanego w ten trojkat.

al18. w trapezie rownoramiennym dluzsza podstawa ma dlugosc¢ a, natomiast ra-
mie jest nachylone do tej podstawy pod katem «. Oblicz pole tego trapezu, jezeli
wiadomo, ze jego przekatna jest dwusiecznag kata przy dluzszej podstawie trapezu.

A19. a) Wykaz, ze dla kazdego kata ostrego o zachodzi nierownosé: tg o > sin o
b) Wykaz, ze jesli 45° < o0 < 907, to sin o0 > cos &

KATY O MIARACH DODATNICH | UJEMNYCH

A Podaj miare kata zaznaczonego pomaranczowa strzalka.
a) b) c)
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Dwie proste przedstawione na rysunku przecinaja sie pod kgtem ostrym 48°.
Podaj miare zaznaczonego kata.

a) b) c)
Hx‘“‘-x&_’a " \____.-d""-f ‘%-._q__H ~ ,.r"’fﬂi -H“'H.,__

ra
-
|

- -\-\-\""\-\.’ A
//</“\.~ ST

-~
-

- \'.-""ff
-
T

= __.r""’-%""‘a-.._\_\_
il y - i = = i = p- . S

- = g - : T -~ e

x|

Pod rysunkiem podano miare zaznaczonego kata. Oblicz miare kata ostrego,
pod jakim przecinaja sie proste przedstawione na rysunku.

a) b)

o =520° o =-610" o = -800°
Wsrod podanych katow wskaz te, ktorych ramiona koncowe po umieszczeniu
kata w ukfadzie wspolrzednych leza w 111 ¢wiartce ukiadu wspolrzednych.

99° 897 150° 280° -460° -100° 200° -700°

Narysuj w ukiadzie wspolrzednych kat o podanej mierze.

a) -90° d) 180° g) —45° j) 495°
b) 450° e) -540° by 225° k) -405°
c) =270° f) 1080° i) =135° 1} -=585°

Wyznacz miare kata o spelniajacego warunek 0° < o < 3607, ktorego ramiona
pokrywaja sie z ramionami kata o mierze:

a) 500° c) 1200° €) =100° g) -960°
b) 700° d) -40° f) -200° h) =590°

Podaj przykiad kata, ktorego ramiona, po umieszczeniu go w uktadzie wspol-
rzednych, pokrywaja sie z ramionami kata o mierze 10° oraz:

a) miara kata jest ujemna,
b) miara kata jest wieksza od 4007,
¢) miara Kata jest mniejsza od —2000°.

W uktadzie wspolrzednych umieszczono kat « o podanej mierze. Punkty A
i B lezg na koncowym ramieniu tego kata. Wyznacz wartosci wspolrzednych a i b.
a) x=2855°% A=(-2,a), B=(b,6) ¢) @=-30° A=(l,a), B=(b,-/3)

b) o=420° A=(3,a), B=(bh,4 d) a=-510°% A =(=5,a), B=(bh,-32)
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n28. Wyznacz miary wszystkich katow umieszczonych w ukladzie wspolrzednych,
ktorych:
a) ramiona pokrywaja sie z ramionami kata o mierze 100°,
b) ramiona lezq na prostych zawierajacych ramiona kata o mierze 70°,
¢) ramie koncowe lezy na prostej prostopadlej do prostej zawierajacej ramie kon-
cowe kata o mierze 5°
d) ramiona pokrywajg si¢ z osiami ukladu wspotrzednych.

129. Zapisz miary wszystkich katow umieszczonych w ukladzie wspolrzednych,
ktorych koncowe ramiona zawieraja si¢ w prostej y = x lub y = —x.

FUNKCJE TRYGONOMETRYCZNE
DOWOLNEGO KATA

4. Oblicz wartoéci funkcji trygonometrycznych zaznaczonego kata o.
a) Y b) J’ c) w:ﬂ
I O : wBalpdp) i g ,‘E.:
Trra s TIMEC T TTUa a1
1 doNeE i ; _ o : k\_' =
P=(-3,-2) "
- Znajdz punkt o obu wspoirzednych catkowitych lezacy na koncowym ramie-
niu zaznaczonego kata. Oblicz wartosci funkcji trygonometrycznych tego kata.
i ¥ y Vi
ol o TN
v I IR
‘\x{!\ : 0 "-1 ke _3 i x 3 f\,\____/
nE WENE 4 : -

7 Wierzchotek kata « lezy w poczatku ukladu wspoétrzednych, ramie poczatko-
we lezy na dodatniej osi x, a punkt P lezy na koficowym ramieniu tego kata. Oblicz
wartoéci funkcji trygonometrycznych kata e.

a) P=(2,3) b) P=(-2,5) c) P=(-4,-3) d) P=(3,-1)

A . Oblicz wartosci funkcji trygonometrycznych kata «, jesli po umieszczeniu
w ukladzie wspolrzednych koncowe ramie tego kata zawiera sie w podanej proste;j.

a) y=3x b) y=-3x l:]y=—3§;x
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W ukladzie wspolrzednych dany jest trojkat ABC. Wyznacz funkcje trygono-

metryczne kata BAC.

a) A=(0,0, B=(7,0, C=(-4,10)

b) A=(0,0), B=(10,0), C={-12,16)

) A=(0,0), B=(v2,0, C=(-2v2,\2)

Okresl, czy podana liczba jest dodatnia, ujemna czy rowna 0.

a) sin175° d) cos(-107) g) cos(-1807)
b) tg200° e) tg(-100°) h) tg(-4807)
¢) cos0,5° f) sin(-250°) i) cos3690°

Okresl, w ktorej ¢wiartce ukladu wspotrzednych lezy koncowe ramie kata «,

jezeli:

a) sin>0 1 cosm<0 b)cosae<0 i tgx<0 ¢) sinx<0 i cosxx=0

a) Punkt P = (-2,k) lezy na ramieniu koncowym kata « umieszczonego

w ukladzie wspélrzednych. Wyznacz k, wiedzac, Ze tg o = 0,6.

b) Punkt P = (m,-3) lezy na ramieniu konicowym kata « umieszczonego w ukladzie
wspolrzednych. Wyznacz m, wiedzgc, ze sin o = —%.

¢) Punkt P = (n,5) lezy na ramieniu koncowym kata o umieszczonego w ukladzie

wspolrzednych. Wyznacz n, wiedzac, ze cosa = 1

3

Czy wartos¢ podanego wyrazenia jest liczbg dodatnig czy ujemng?

S - C08(-153%) .. cees
a) sin547°-cos421°-tg 123 sin179° tg (3577
b) cos111° - sin(-222° - tg333° £ tg(=301°) - sin 1304°

¢) sin 348° - tg 909° + cos 269°

sin(-3601°) - cos3601° cos192° - tg(-271°)

c0s291° - sin184° - tg315°
c0s(-291°) - sin{-154°) - tg(-315°)

Oblicz.

a) sin270°% cos(-90°, tg(-180°)

b) sin(=180°) + cos(-270°), 1g720°-cos(-180%), tg(-360°) -sin0*

cos(0® - cos540°  tg(-180°) + sin90°  tg 1080° — sin 990°

126

sin450° ' cos (—180°) ' cos (-900°)
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A Narysuj w ukladzie wspolrzednych dwa rozne katy o« i B spelniajace podany
warunek.

a) sina=sinﬁ=% d) 5ina’=5inﬁ=-%

b) cosx=cosff=-0,3 e) c05a=cosﬁ=%

c) tg{x=tgﬁ=% fl tgeaa=tgpf=-12
A Narysuj kat o

a) sinac=-2 i 270° < <360° d) sinx=3 i 90°< < 180°

b) cosx=0,25 i 270° < & < 360° e) tgx=-0,75 i sinx<0

c) igx=0,6 i sinx<0 f) cusazwi% i sinx-cosx>0
a4Z. Oblicz.

a) sin(-60°) ¢) tg (=307 e) cos(-45°)

b) cos 120° d) sin 150° f) tg240°
A43. Oblicz.

a) sin315° c) tg225° e} cos330°

b) cos405° d) sin 390° f) tg135°

A44L, Znajdz wszystkie katy, ktére spelniajg nieréwnoéé 0° < & < 360° i podany
warunek.

a) sinx-cosa=0 ¢) cosx-tgexx=0

b) sin - cosa <0 d) sine-tga<0

745, Okredl, w ktorej éwiartce ukladu wspélrzednych lezy koricowe ramie kata «,
jesli:

a) |sin @| = -sin « b) |cosa| = cos x
Ad6. Ktora z podanych liczb jest wieksza?

a) sin 200° czy cos200° ¢) sin(-20° czy tg(-50%)
b) cos95° czy tg95° d) cos740° czy tg(-314°)

A4 7. Okredl znak roZnicy.
a) sin(-20° -sin(-21°) ¢) cos410°—cos47°
b) tg98°-1g 134° d) cos210°-cos81°
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PODSTAWOWE ZWIAZKI MIEDZY
FUNKCJAMI TRYGONOMETRYCZNYMI

A7 Oblicz cos «, gdy:
a) sino = % i 90° < o < 180°

b) sinoe=-0,3i180°< x <270°

A7 Oblicz sin e, gdy:
a) cosx=-0,61180°< x <270°

b) msaz—%

AU, Oblicz tg «, gdy:

a) sinm=gi{}°<a<9[)°

—_—

c) sina=l~{l—

d) sinx=coso

¢) cos=sinei 180°< o < 270°

d) sinox=-cosa i =540° < @ < -360°

¢) cosa=—-L i90°< x<180°

10

b) cos &= 32 i 270° < & < 360° d) sin &=~ i ~180° < & <-90°
A Oblicz sin & oraz cos «, gdy:

a) tgfx=—% i 270° < & < 360° ¢) tgex=4 i —-180° < & <-90°
b) tgax=0,2 i 0°< e <90° d}tgrx=%
A Oblicz wartosci pozostatych funkcji trygonometrycznych kata o.

a) sinx =2 b) cos & =-0,6 0 tgax=2
A Oblicz wartosci pozostalych funkcji trygonometrycznych kata a.

a) sina=1 i 90°<a<180° d) cosa=-L i 180°< o <270°
b) sina=—§ i 270° < o < 360° e) tgax=-0,1 i 90°< x<180°

¢) coso = 1—53 i 270° < & < 360°
A Upros$¢ wyrazenie.

1
a
) 1+1g° &
h) (cos ot — sin &) + 2 sin o COS
¢) 1-sinx-cosex-tg

128

i 180° <& <270°

ofi

f) tea=

d) —Bo
g o+ 1

e) (ﬁ—sjn ﬂfJ g

f) (Hﬂ) (1 +cos )

sin o
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i Uzasadnij tozsamosc.

. ae g . a1 &

d) COSH DS —ginio - oS e) tgor-cosox— X — gin o — Cos

sin o e o
h) 1+tﬂ2“=a'glz—(x f) (sin o + cos o) + (sin ot — cos )2 = 2
¢) sinotg ox = ﬁ — COS O g) (1 -cosa)(l +cos o) = 1g° xCos® o

2 v ein v — 1 D ain ; I 1 Y- 1 1
d) cos® a—sin” ot =1 -2sin" o h) {smn+cuaa](tga+rgm] e e

A Sprawdz, czy istnieje kat «, dla ktérego zachodzg podane réwnosci.

a) sina:% i cGSﬂr:-‘*—?— c) cﬂsa=%ﬁ i tga<.'=‘~—ri§ﬁ
b) sino{=“:l¢ i cosq= "':45 d) sina=-0,2 i tgax=-2,5

[ = |

Uzasadnij tozsamosc.

a) costa-sintox=2cos? -1 ¢) —2_—_cosa _ 1+sina
coso 1 4+sin o CO5 X
el .
ol L A R s W L. F . ENE
b) 1+tg° o 1a o d) trx sinx  l+coso

1
2!

b) Wiedzac, ze sinox - cos o = —41, oblicz sin o — cos .

a) Wiedzac, ze sin o - cos o = =, oblicz sin o + Cos .

a) Wiedzac, Ze sin o + cosox = %—. wyznacz (cos & — sin o).
b) Wiedzac, ze cosx—sinx = % wyznacz (cos « + sin «)°.

¢) Wiedzac, Ze sin o« — cos & = —+, wyznacz (cos o« + sin o).

| L=

d) Wiedzac, Ze sin o + cos &t = —2, wyznacz (sin & — cos &)°.

A Oblicz sin «, gdy:
a) -5cos’a+7sinax+7=0 i 180° < x <270°

b) 4cos? @ +5sinx=5=0 i 90°<x < 180°

S | 1
C) R —:—i-(tgouﬁ-a)

d) 2 _ singx

sinoe 3cost o

A Oblicz wartosci pozostalych funkcji trygonometrycznych kata «, jesli wiado-
mo, ze tgx=a oraz 90° <« < 180°.
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162. Wyznacz najwieksza i najmniejsza wartosc, jaka moze przyjac wyrazenie.
a) %cc:sa—sin?a—msza ¢) (1 +sin o) + cos® &
b) 2 -3sin® o+ 4 cos® « d) | cosa(2 - cos &) - sin? ax|
763, a) Oblicz wartosé sinusa kata ostrego «, jezeli wartosc ta jest dwa razy mniej-
sza od wartosci cosinusa tego kata.
b) Oblicz wartos¢ cosinusa kata ostrego o, jezeli wartosc ta jest o 1 mniejsza od

2
wartosci sinusa tego kata.

o

A64. a) Wyznacz wszystkie katy spelniajace warunek sin o = tg .

h) Oblicz warto$¢ tangensa kata «, jezeli wartos¢ ta jest rowna wartosci cosinusa
tego kata.

WYKRES FUNKCJI y =sin«x

Il

A Odczytaj z wykresu funkcji y = sin «, dla jakich argumentow spelniajacych
warunek -360° < o < 360%

a) funkcja przyjmuje wartosc 0,

b) funkcja przyjmuje wartosc 1,

¢) funkcja przyjmuje wartosci dodatnie,

d) funkcja przyjmuje wartosci niedodatnie,
e) funkcja jest malejaca.

H Korzystajac z sinusoidy, ustal, ktéra z podanych liczb jest wieksza.
a) sin363° czy sin440° d) sin(-184°) czy sin176°
b) sin278% czy sin337° e) sin(-227° czy sin530°
¢) sin(-175° czy sin(-85°) f) sin289° czy sin(-110)°

A Korzystajac z sinusoidy, wymien sposrod podanych liczb te, ktore s dodatnie.
sin99°  sin719°  sin(-15%  sin(-180°)  sin(-200°) sin350° sin399°

A Korzystajac z sinusoidy, okresl, ktéra z podanych liczb jest ujemna.
a = sin (-15°) + sin 200°, c=2sin145°- %sinfﬂﬂs",
b =sin(-170°) - sin (-20°), d = 3(sin 360° - sin 228°) — 4 sin (-98°),

¢ =sin(-300% - sin (-2007) - sin(-100°) - sin 111° - 8in 777"
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Ustal, ile punktow wspolnych ma wykres funkcji y = sin « z prostg y = p.
a) p=1iae (-180°180°) 0 p=3iae (-270°720°)

b) p =—§ i o e (~360°;360°) d) p=-2iae (-450°540°)

A Wyznacz wszystkie katy spelniajace warunek —180° < « < 360° oraz rownosc:

1

a) sine=0 ¢ sin=1 e) sina=—‘é—2
b) sin = -1 d) sine = __»é_i f) sina=+3

Wyznacz wszystkie argumenty, dla ktorych wartos¢ funkcji y = sin o jest row-
na sin 50°.

a) 0°<x<360° b)-360°sa<0® ¢ 360°<a<720° d)-540°< ax<-180°
Wyznacz wszystkie argumenty spelniajace warunek -360° € & € 360°, dla
ktorych funkcja y = sin o przyjmuje te sama wartosc, co dla podanego kata.

a) 55° b) 173° c) 497° d) -16° e) -170° f) -256°

b2 |

Wyznacz wszystkie katy nalezace do przedzialu (—36@"” : 351.’}“), ktore spelnia-
ja dany warunek.

a) sin o =sin 5° C) sing =s8in213° e) sin o« = sin(-240°)

b) sin & =sin 110° d) sin &« = sin (-80°) f) sin o =sin(=166°)

Ktora z podanych liczb jest rowna 07
a=sinl162°+sin(-18°
b=sin341°-sin(-341°)-sin2°+sin 178°
¢ = 8in 99° + sin (-89°) - sin (-=91°) + sin (-279°)

d =sin 206° - sin(=15°) +sin 154° + sin (-165°)

a75. Wyznacz wszystkie katy spelniajgce warunek -360° < o < 360° oraz rownosc:

a) sinx = 2% b) sin o = 0,89 ¢) sinee=-04 d) sin o = -0,62

—

7 /B, Wyznacz wszystkie katy spelniajace warunek -360° < o < 360° oraz nierownosc:

o

a) sina;:};j b}sin{xb-%— ¢) sina<0 d) sino < -

n? |.q;:_.

A0 1. Wyznacz wszystkie katy spelniajace warunek —180° < & < 180° oraz réwnosc:

|

a) |sina| = % b) sin % = 323 ¢) sin(-o) = % d) sin(o—637) = ¥

r"|m‘|
G
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WYKRES FUNKCJI y =cos«

4 Odczytaj z wykresu funkcji v = cosw, dla jakich argumentow spelniajacych
warunek -270° € o £ 450%
a) funkcja przyjmuje wartosci ujemne,
b) funkcja przyjmuje wartosc 0,
¢) funkcja przyjmuje wartosc -1,
d) funkcja przyimuje wartosci niedodatnie,
e) funkcja jest rosngca.

A Korzystajac z cosinusoidy, ocen, ktdra liczba jest wieksza.

a) cos 183° czy cos190° d) cos(-189%) czy cos(-170°)
b) cos50° czy cosll7® e) cosB0° czy cos275°
¢) cos(=107°) czy cos100° f) cos(-283°) czy cos(-77°)
4 Dla ktérych katow sposrod wymienionych ponizej cosinus jest liczba ujemng?
99° -199° -270° 265° 359° 410° -600°
A | Korzystajac z cosinusoidy, okresl, ktora z podanych liczb jest dodatnia.

a = cos(-303%) - cos 148"

b = cos300° - cos 405°

c=3c0os251%+ % cos(—957) - % cos (=270

d = =405 104°+ 3 (cos 358° - cos(-2437))

e =c0S8(~-11°) - cos 111° - cos(-222°) - c0s 333° - cos(-444°)

fl Korzystajac z sinusoidy oraz cosinusoidy, okresl, ktora z podanych liczb jest
dodatnia.

d=(cos271°-cos272%) +(sin271°-s8in 272°)
b =cos(-239° -sin(-239%) +sin 592° - cos417°
¢ =58in470° - cos(-470° - cos 323° - sin(-379°)

I

Korzystajac z sinusoidy i cosinusoidy, porownaj liczby.

a) a=sin43° i b=cos43° d) a=sin319° i b=cos(-319°%
b) a =sin(-140° i b = cos(-140%) el a=s5in169° i b=cos(-80%
¢) a=sin185° i b=cos185° f) a=sin(-183° i b=cos(-87°)
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Korzystajac z wykresow funkcji y = sin &« oraz y = cos & sporzadzonych we
wspolnym ukladzie wspoélrzednych, okresl, ktéra z podanych liczb jest ujemna.

a=cos325°-sin 325°

b = sin(-128°) - cos (128

€ =¢08223°-5in223°+cos(-136°) - s5in (-136°)

d = (sin 220° — c0s 220°) - (cos (-138°) —sin (-138°))

Ustal, ile punktow wspdélnych maja wykres funkcji y = cos & i prosta y = p.

a) p=-2%iae (-270°180°) 0 p=-43iae (-360°270°)
b) p=-2 i ae (~360°;3600°) d) p=7 i e (-90°450°)

Znajdz wszystkie katy spelniajace warunek -180° < & < 360° oraz rownosé:

P
a) C050{=E—3 ¢) cosor=1 &) cose =—+2

bl cosx =10 d) cos o= —:

1 I g
5 ) cose=-1

Wyznacz wszystkie argumenty, dla ktorych wartos¢ funkcji y = cosa jest
rowna cos 20°,
a) 0°<x<360° b)) -360°<sa<0® ¢ 360°<o<720° d)-540°< ox £-90°
Wyznacz wszystkie argumenty spelniajace warunek -360° £ o < 360° dla
ktorych funkcja y = cos & przyjmuje te sama wartosé, co dla podanego kata.
a) 47° b) —-103° c) 201° d) —348°
Wyznacz wszystkie katy nalezace do przedzialu (—36@" : 36&“}, ktore spelnia-
ja podany warunek.
a) cos o =Ccos75° C) coso = cos148° e} cosa = cos(-3509

b) cos @ =cos291° d) cos & = cos(=557) f) coso =cos(-204°)

Ktora z podanych liczb jest rowna 07

a0

d=cos145° + cos(-145%) C=0c08130°+cos(-50°)-cos11°+cos(-11°)

b =cos(-274°% - cos 274" d=cos(-117°)+cos480° - cos300°-cos117°
A91. Wyznacz wszystkie katy spelniajace warunek 0° < o £ 360° oraz rownosé:

a) cose =0,32 b) msu:% c) cosex=-0,41 d) cosaur:-g—ffg
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192. Wyznacz wszystkie katy spelniajace warunek -180° € o £ 180° oraz rownosc:

a) cos{—ex) =—i? b) |cosx| = % C) cos2o = ‘—EE d) cos(oe+43°) = lf;z

193. Wyznacz miary Katow spetniajagcych warunek -360° € & £ 360°, dla ktorych
funkcja y = cos o przyjmuje podang wartos¢.

a) sinll® b) 8in73° ¢) sin(-126% d) sin(-295°)

7194, Wyznacz wszystkie katy spelniajace warunek -360° £ & < 360° i nieréwnos¢:

a) cosoe <0 b) cos o = 121 c) cusa-:;a—% d) |sin o] = cos

WYKRES FUNKCJI y =tga«

A Odczytaj z wykresu funkcji ¥ = tg «, dla jakich argumentéw spelniajacych
warunek -270° < & < 270%

a) funkcja przyjmuje wartosci ujemne,
b) funkcja przyjmuje wartosc 1,

¢) funkcja przyjmuje wartosé 0,

d) funkcja jest malejaca.

s |

A Sl Korzystajac z tangensoidy, ocen, ktora z podanych liczb jest wieksza.

a) tg 80° czy tg 259° ¢) tg(-264°) czy tg(-132°)

b) tg(-181°) czy tg 181° d) tg 1800° czy tg(-19)
fl Wyznacz argument speiniajacy warunek -90° < & < 90°, dla ktorego funkcja
¥ =1g o przyjmuje te sama wartosc co dla podanego kata.

a) 137° b) 252° c) —348° d) -1888°

o

A= Korzystajac z tangensoidy, wymien liczby, ktdre sa dodatnie.

tg138°  tg(-80°) tg(-97% tg(-197° tg255° tg360° tg790°

i | Korzystajac z tangensoidy, okresl, ktora z podanych liczb jest ujemna.
a=tg(-148°) + tg 148° ¢ = 2(tg 230° - 1g 215° - tg (-232°)
b=tg95°+1tg(-85° d=1tgB0°-tg261°

e=tg(-111°) - tg(-11°) - tg(-1°) - tg1°- tg 11°- tg 111°
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A

a

Korzystajac z sinusoidy, cosinusoidy oraz tangensoidy, okresl, ktora z po-
danych liczb jest nieujemna.

a=1g203°-sin(-123°) + cos(-399°

b =tg(-225°) - sin 720° - cos 540°

c=c0s8179°+1g225°+sin (-200°) - cos 256°
d=sin144°-cos144°- tg144° - sin(-144°) - cos(-144°) - tg(-144°)
e = (sin 2000° - cos 2000°) - tg 1800°

Wyznacz wszystkie katy spelniajace warunek —180° € & £ 360° oraz podana
rownosde.

a) tga=0 b) tgax=1 c) tgcx=~%;3 d) tgax=+3

Wyznacz wszystkie katy spelniajace warunek 0° £ & £ 360° oraz podana
rownosc.
a) lgx=4 b) tgx=0,1 ) tgo =-2,14 d) tgcx=—%
Korzystajac z wykresow funkcji trygonometrycznych, uporzadkuj podane
liczby w kolejnosci od najmniejszej do najwiekszej.
a) sin20°, cos20° tg20°
b) sin 175°% cos175°% tgl175°
¢) sin(=170°), cos(-81°), tg(-181°)

Wyznacz wszystkie katy nalezace do przedzialu (—2?[}*'; 2?"[]1"')1 ktore spei-
niajg nastepujacy warunek:

a) tg @ =1g30° c) tgo=1g158° e) tg o =1g(-192°
b) tg x=1g223° d) tg x = tg (889 f) tgox=1g(-135°)

71105. Wyznacz wszystkie katy spelniajagce podang rownosc.

a) tg (-0 =1 b) gl =3 ¢) tg(x-30° = %

106. Wyznacz wszystkie katy spelniajgce warunek —180° £ & < 180° oraz podana
nierownosc.

a) tgx < b) tge > -3 c) tgfe <1

*li:q
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WZORY REDUKCYJNE

f Oblicz.
a) sin98°% sinl107° sinl73° ¢) sin(-108%), sin(=156%), sin(-172°)
b) sin(-=16%), sin(-49%, sin(-74%) d) sin(=30%), sin 120° sin(-150%)

A | Yo, Oblicz.
a) sin382° sin 869°, sin(-597°) ¢) sin225° sin330° sin510°
b) sin 284°, sin329° sin352° d) sin(=300°), sin(-315°), sin(-780°)
A7 S, oblicz.
a) cos 150° ¢) cos300° e) cos(-45°) g) cos (-390
b) cos 240° d) cos420° f) cos(-330°) h) cos(-495°)
A | Oblicz, korzystajac z tablic trygonometrycznych.
a) cos(-21°), cos(—-47°), cos(-81°) ¢) cos(—=195°), cos257° cos352°
b) cos99° cos133° cos179° d) cos442® cos635°% cos(—454%)
A Oblicz.
a) tg120° c) tg330° e) tg(-120°) g) tg(-300°)
b) tg 240° d) tg315° f) tg(-225°) h) tg(-390°)

Oblicz, korzystajac z tablic trygonometrycznych.
a) 1g(-11°), 1g(-79%, 1g(-154%), tg(-1987), tg(-348%), tg(-400%
b) tg121° tg263° tg311° tgl72° tg357° tg470°

| . Oblicz pole figury przedstawionej na rysunku.
a) 1 b AR 5 S
3 \ {; \3\ 5 e
- 123" * 4 —_— 4 5 7
1 13*\ ¥ i =
r B \i . z// Gﬂf -
o -
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Pole tréjkata réwnoramiennego wynosi 16 cm®. Oblicz miare kata miedzy
ramionami tego trojkata, jezeli jego ramie ma dlugosé:

a) 8 cm b) 3./2 cm ¢) 10 cm

Przekatne rownolegltoboku maja diugosci 10 em i 8 cm oraz przecinaja sie
pod katem «. Dla jakiego kata o« pole tego rownolegloboku jest najwieksze? Oblicz
to pole.

Oblicz, korzystajac ze wzorow redukeyjnych i tablic trygonometrycznych.
a) sin 100° cos170° tgl54°
b) sin250° cos185° tg203°
c) sin290° cos310° tg347°

-

A Korzystajac ze wzorow redukceyjnych oraz tabeli wartosci funkcji trygono-
metrycznych, ustal, ktora liczba jest wigksza.

a) sin 248° czy cos261° d) cos(-318°) czy sin132°
b) tg 143° czy cos 160° e) tg(-348°) czy cos(-3487)
c) tg(-138°) czy sin 343° f) sin(-205°) czy tg(-145°)

Oblicz doktadna warto$¢ wyrazenia.

a) sin 135°-2cos 150° + tg 120° d) cos(-210°) - sin(-120) - tg 150°

b) 2cos315°+6tg210°-sin330° e) (cos240°+sin 240° - tg 240°)°

& tg (-330°) + sin210° f) 2c0s(=135°) + tg(-300°)
cos225° 4sin(-315°) = tg 300°

Podane wyrazenie przedstaw w prostszej postaci.
a) sin(180°+ &) —sin(360° - &) ¢) sin(180°- &) —sin (360° - &)
b) cos(180°+ o) — cos(360° — x) d) tg(180°+ o) + tg (180° — &)

Wyznacz wszystkie katy spelniajgce warunek -360° < & € 360° oraz podana
rownosc.

a) Siﬂf"=—%§ c) Cosm=ﬁé—§ e) tgm=%§
b) Sinfx:% d) C'Dﬁﬁ.':-% f) tgax=-/3

Uzasadnij tozsamo$c.
cos(180° - o) _ cos(360° - &)
sin(180° + &)  sin(x - 3609

a) cos?(360°—a) +sin(180°-)=1 ©)

tg(180° + &) sin (360° - )

b) tg (360° — o) =k 4 cos(180° — &) - tg(180° + ®) =
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Uzasadnij tozsamosc.
g o

a) sin(x-90%) = -cos c) m=_1

tg(360° - ) _

b) cos(o—180%) = -cos % m__l

Korzystajac ze wzordw redukeyjnych, wyznacz katy spelniajace podane wa-
runki.

al sine=0,95 i 0°< < 360° ¢) sine=-063 1 -90°< o < 270°
b) sinex=-0,44 i -180°< o < 180° d) sinx=0,2 i -270°< < 180°

A Korzystajac ze wzorow redukcyjnych, znajdz katy spelniajace warunki:
a) cosax=0,73 i 0°<ax <360° ¢) cosex=-0,97 i -180°< &x < 180°
b) cosx=0,53 i -90° < ox < 360° d) cosex=-0,1 i-270° < <180°

H Korzystajac ze wzorow redukcyjnych, znajdz katy spelniajace warunki:
a) tigx=2 i 0°<x<360° ¢) tigx=-0,4 i -90°<x<270°
b) tex=0,84 i -180°<x < 180° d) tgae=-3,5 1 -270°< &x < 180°

a126. Skonstruuj kat o, ktory speinia podane warunki. Za kazdym razem rozpatrz
wszystkie mozliwe przypadki.

a) tgo =—%, o ((]“;36{]“) C) Cosi = —%, & € (—18[}“:18(]“]
b) sinx=0,6, &t € (0°;360°) d) cose=-10, & & (0°;360°)

MIARA LUKOWA KATA

W okregu o promieniu r kat $rodkowy wyznacza tuk o dlugosci 1. Podaj
miare fukowa tego kata.

a) r=2, 1=25 b)r=4, 1=3 ) r=5 =7 dyr=7, 1=10m
a2 W okregu o promieniu dlugosci r kat srodkowy ma miare «. Wyznacz dlu-
gos¢ krotszego tuku utworzonego na okregu przez ten kat.

o TT _ - T -
a}r—b,a—? b}r—?‘,a—gﬂ c}r—3~.,f2.-:x—g:rr d}r—ﬁgla—ﬁn

f 28 Wyznacz miare lukowa kata Srodkowego okregu opartego na:

a)

W=

okregu b) % okregu ¢) % okregu d) % okregu
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Y

A Podane liczby oznaczaja miary lukowe katow. Wskaz wsrod nich miary ka-
tow: ostrych, prostych, rozwartych, potpeilnych, wklestych.

L1 417 3 i am 7 .
16 T =t = 5 & T 0,87 0,41 1,37

fl Znajdz miary tlukowe katow o, B i y.

_ﬂ .
g a -
~ . Wyraz w radianach podane katy.
a) 90° 45° 22,5° 30° 60° 15° ¢) 10% 12° 73% 50% 1% 6.3°
B) 120°% 135°%. 150°%. 180°% 2707 d) 95°% 110° 160° 200° 330°

7 Podane liczby oznaczaja miary lukowe katéw. Wyraz miary tych katow
w stopniach.
an 2 7
5 9 5

8
3

™ 17m

3
100 3

Narysuj kilka katow, zmierz je za pomoca katomierza, a nastepnie oblicz
ich miary tukowe.

A Podaj wartosci:
ind I T o in™ n i
sinf  cosT gl cosi sin tgE 1gW cosT  sin2m
f Na ponizszych rysunkach miary katow srodkowych wyrazone sg w radia-

nach. Wyznacz dlugosci lukéw lub odcinkow oznaczonych literami.

' 0,8 [
| p——— '
\ /2 / \ : /

/ if '-.
Yo | NG

oo INEREE ,’i /
3
fl Wyznacz miare fukowa katow o oraz B oraz dlugos¢ fuku i odcinka ozna-

czonego litera.
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Przerysuj tabele do zeszytu i ja uzupelnij. Wyniki zaokraglij do czesci set-
nych.

stopnie 10 | 20 | 30 | 45 60 | 90 | 120 | 135 | 150 | 180 | 270

radiany

A Wyraz w stopniach katy o podanej mierze lukowej. Wyniki zaokraglij do
jednosci.
0,3 0,5 1 13 2.5 4,5
Ktory z katow jest wiekszy — o czy B?
a) a=23° fB= % rad ¢) ¢=270° PB=5rad
b) ®=60° B=1rad d) @=50°, B=20rad

Oblicz miary lukowe katow oznaczonych literami w wielokacie foremnym
przedstawionym na rysunku.

a) A b) c)

a) Wyraz w radianach sume miar katow dziesieciokata.
b) Wyznacz w radianach miare kata wewnetrznego dwunastokata foremnego.

Jeden z katow trapezu ma miare 1,5 rad. Czy jest to kat przy krotszej, czy
przy dluzszej podstawie?

A Jeden z katow trojkata rownoramiennego ma miare «. Oblicz miary pozo-
stalych katow.

a}a=57" b}n-:=:’31—" €) =2 d) a=1

(¥4

Jeden z katow rombu ma miare 2,2 rad, a jego bok ma diugosc 4. Oblicz
pole tego rombu.

W trojkacie prostokgtnym ABC jeden z katow ostrych ma miare fl'—STT,
a przeciwprostokatna BC ma dlugos¢ 24. Na trgjkacie tym opisano okrag. Wyznacz
diugosci tukéw: AB, BC i AC.
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A a) Oblicz diugosé luku wycietego z okregu o promieniu 10 przez kat srod-

kowy o mierze 3?”- rad.
b) Oblicz pole wycinka kota o promieniu 7 wyznaczonego przez kat srodkowy

o mierze 2 rad.

a148. Wyznacz miare fukows katéw y oraz & przedstawionych na ponizszych
rysunkach oraz wyznacz dhugosc tuku i odcinka oznaczonego litera.

FUNKCJE TRYGONOMETRYCZNE
ZMIENNEJ RZECZYWISTEJ

A Odczytaj z wykresow, dla jakich argumentow z przedziatu (D; 2Tr> funkcja:

a) y =sinx przyjmuje wartosci dodatnie,
b) ¥ = cosx przyjmuje wartosci ujemne,
C) y =tgx przyjmuje wartosci wieksze od -1.

a Porownaj podane liczby, korzystajac z wykresow funkcji trygonometrycz-

nych.
g) sinl,5 i sin(-4)

h) tg(-2) i tg(-3)
i) cosl i cos(-3)

a) sin2 i sin3 d) cos(-6) i cos(-5)

b) sinl i sin5 e) tg(-1)itgl

¢) cos(-2) i cos2 f) tgl itg2

al Korzystajac z wykresow funkcji v =sinx, y = cosx i ¥ = tgx, okresl, ktora

7 podanych liczb jest nieujemna.

= ain I — gi P S (I [ fEH P 1) e _16
ad=sin3-sin4 d—sm( T) cos( T) tg( T)
b =cos(=3)+cos2 e=sinl-cos2-tg3

C=1g %rr+ tg(-1,2) f=(sin(-5)+cos8-tg(-2))-tg 7
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—

f Ustal, dla jakich argumentow z przedzialu {—n;w) podany warunek jest
spelniony.

a) funkcja y = sin x przyjmuje wartos¢ —%
b) funkcja y = cosx przyjmuje wartosé %2
¢) funkcja y = tg x przyjmuje wartosé _35
d) funkcja y = | sin x| przyjmuje wartosé Tg
e) funkcja y = | cosx| przyjmuje wartosc :éﬁ

f) funkcja y = | tg x| przyimuje wartosc 1

i | Oblicz, korzystajac z tabeli.
a) sin(-0,9), cos(-0,6), tg(-0,3),
b) sin(m-0,3), cos(mr-1,2), tg(m-0,9),
¢) sin(m +0,6), cos(m+1,2), tg(m+0,3).

X 0,3 0,6 0.9 1,2
sinx | 0,30 0,56 0,78 | 0,93
cosx 096 083 | 0,62 0,36

tgx | 031 | 068 | 1,26 | 57

A Oblicz.
a) sin 23":7, sin 4, sin (-37), sin(-2T)
b) cos 3L, cos LU, cos (-2L), cos (-T)

c) th, tngnr, Tg("“-,TW)- tg(-—%)

A Ustal, ile rozwigzan ma podane rownanie.
a) COSX=x ¢) sinx = x* e) tgx =X

b) sinx = -x d) cosx = x> f) tgx=—%x+l

Wyznacz zbior wartosci funkcji.

a) y=sinx+2 d) y=|tgx|- % g) y = 200sx

= 4 a1 N0 b
b) y=sin{x-1)-1 e) y=sin X5 h]y“(q) =
¢) y=—|cosx| -4 f) y=(cosx+2)°-3 i) y=sin’x-4sinx

A Oblicz.

a) sin20m d) cos(-211) g) sm( 3%11‘)
b) cos 10,51 e) tgl7m h) -::05( ?%n’)
¢) sin(-9,57) f) sin(41m) i) tg6im
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A Ktdre sposrod funkcji trygonometrycznych sg rosngce, a ktore malejace
w podanym przedziale?

a) ([};321] b) (%;n’) c) (11';:’-271) d) (5;,211')

Naszkicuj wykres funkciji.

a) y=sinx+3 b}y=cc=sx—-é- -:]y—*"“"+1 d) y=tgx-cosx-2

3

f Naszkicuj wykres funkcji.

= gj i I = P ) s
aly—sm(x E)+1 e) ¥ |smx 4) 2|
b) y=cos(x+m)-2 f) y= |c05( %) 1|+%
C) Yy=—COoSX+3 g) y=1glx|
D y=-tg(x-5) 1y = [1g (x- )]
H | Dla ilu argumentow z przedziatu (—n‘;rr) funkcja f(x) przyjmuje wartosc
rowna k?
a) f(x}-sm(x——)+2 k=25 d) f(x}~—msx+2, k=1%
b) fx)=-tg(x+3)-4, k=8 e) f(x)=-sin|x| -2, k=-1-2
o) f(x)= |cos (x— T )| k=09 ) f(x}=|[g(x—g)|, k=T

Przesuwajac wykres funkcji f(x), mozna otrzymac wykres funkcji g(x). Wy-
znacz wspolrzedne wektora przesuniecia.

a) f(x)=sinx, g(x)=sin (x— %w] +3
b) f(x) =cosx, g(x)=cos(x+4)-1
¢) f(x)=sin(x+1)+2, g(x)=sinx
d) f=1g(x~T)-7, g=1gx
e) fi(x)=sin (x+l,;-)—2, gix) = sin (x_,g) s
f) f'{x}=ms(x—%rr)+ﬁ, g{x}=ms(x+%)—%

a 163, Oblicz
a) sin(-201,257m) c) tg300Lm Sﬂmn

b) cos(-2045 ) d) tg 8&33%
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a164. Naszkicuj w jednym ukladzie wspélrzednych wykresy funkcji f i g, a na-
stepnie rozwiaz rownanie f(x) = g(x).

a) fix)=sinx b) fi(x)=cosx c) fix)=sinx d) f(x)=cosx
g(x) = 2x g =-2x+1 gl = =22 glx) = 3X

A165. pia jakich wartosci a i b wykres funkcji ¥ = ax + b nie przecina wykresu
funkcji ¥ = sinx? Dla jakich wartosci a i b wykresy te przecinaja sie w nieskorncze-
nie wielu punktach?

a1166. Zbadaj liczbe rozwigzan rownania f(x) = m w zaleznosci od warto$ci para-
metru m.

a) f(x)=cosx, x € (—rr:2n‘> d) f(x) =|sinx|, x € <ﬂ;2n}
b) fix)=-sinx-3,x e {—Ti‘;ﬂ!‘} e) fix)=tgx -cosx,x € <—1'T;1‘T)
c) flx)=-tgx|, xe <—23T:23T> f) ,-‘[x}-‘;';x“ xe< o 2 )

a167. Przesuwajgc wykres funkcji f, mozna otrzymac¢ wykres funkcji g. Znajdz
wspolrzedne wektora przesuniecia.

a) fi(x) =sin(-x), g(x)=-cosx

b} fx) = sm(x-—) g{x]-—cos(x+g)

C) f{x}=sin(x %) I, gik)y= ms(x %)+4

d) f(x) = cos(% x) -2, g{x}=sin(% -x)-3

a168. Zbadaj liczbe punktéw przeciecia wykresow funkcji £ i funkcji ¥ = cosx
w zaleznosci od wartosci parametru m.

a) fix)=x>+m b) f(x)=-x*+m

a1169. Wyznacz liczbe miejsc zerowych funkcji.
a) fix)=sinx+x ¢) f(x)=x°+sinx-1 e) fix)= +51nx

b) fix)=x2-2-sinx d) fix)=sinx-x2-1 f) ,n‘[x}=sinx—x.f"5€

a170. Wyznacz liczbe miejsc zerowych funkcji.
a) f(x)=cosx -x ¢) f(x)=x2+2—-cosx e) f[x]=-c05x—-1;

b) f(x)=cosx -x%+1 d) f(x)=cosx-x*-1 f) flx)=2cosx+./x
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FUNKCJE O WZORACH

y=dasinx, y =sinax ...

A | | . Naszkicuj wykres funkcii.
a) y=3sinx d) y =-3cosx g) y=-sin2x i) y=—lc032x
b) y= cusx e) ¥ =sin0,5x h) y =2cos *’—;' k) y= fsm ;
c) y=—%siﬂx f) v =cos2x i) }’=—E{}S%x 1) y=—33m%
A 1 7 . Naszkicuj wykres funkcji.
a) y =sin(-2x) c) y——sm(x-j)-l
b) y=-2cos2x + 2 d) y= |3L{}b( 2”)|+2
a Korzystajac z wykresu podanej funkcji, znajdz jej miejsca zerowe.
a) y= smx c) y—~ COSX e) y=3sin§
5 . e g L 4
b) ¥ =cos 3x d)y—bmg ) 5 €08 5
f Podaj przyklad funkcji typu y = a cos bx, ktorej:

a) zbiorem wartosci jest przedzial (—?; ?),
b) okresem zasadniczym jest 67,

¢) zbiorem wartosci jest przedzial {—3% :3%} i okresem zasadniczym jest %

f . Znajdz zbior wartosci i okres zasadniczy funkgji.
a) y=2sinx C) y=—5in%
b) ¥ =sin 2x d) y=cus%x

f Okresl zbior wartosci funkcji.
a) y =cosbx ¢) y=8sinx
b}y=sin%x d}yw- Cos 4x

i Okreél zbior wartosci funkcji.
a1y=25i11(x—%)+1 c}y=%sin(3x—2}+%
h}y=-%c05(éx+—)—l d) y=msin|x|+m

FUNKCIE O WZORACH ¥ =asinx, y =sinax ..

e} ¥ =3C085x

f) pa L cos 32X

e) y=-+/2sin ¥

f) y=

e) y= |~J’Ecus%|—1

f) y=

3x

3

| Cos = XI

|4sin5x - 2|
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A

. Na rysunku przedstawiono fragment wykresu funkcji typu y = a + bsincx
lub ¥ = a + b cos cx. Podaj wzor tej funkcji.

a) ¥ ];;Q F1| _ o C) Yi
™ \

14 i \ i f'( i .1 P | i

"% .._____.-— —— X '-._\ | I-"'r .__\ _/ x‘\ -/.-/f-'
~—10 T o / wm \x -F O\N__At X

LYWy “

d] iy 2 e E} Yy f];/ Yi i g

s " = | 7~ N\

¥ 1 /.-' 11 "'.1 | B 7 RS \
N A . | x [\ “ 1L
-3 6c F w X -3 ,f”fﬂj . rét\ 'rr / -5 0 58 0 X
LA | N \ \/ \

a Podaj przykiad funkcji, ktora:
a) jest funkcja parzysta o okresie zasadniczym 617,
b) jest funkcja nieparzysta o okresie zasadniczym 2,
¢) ma okres zasadniczy 3 i zbior wartosci {—5 ;5}.
d) jest funkcjg parzysta o okresie zasadniczym 1 i zbiorze wartosci (2 : 3}.

e) jest nieparzysta i jej zbior wartosci dla argumentow z przedzialu x € (—1 2 1) to
zbior liczb rzeczywistych,

f) jest rosnaca w przedziale (0;1) i jej zbidr wartosci dla argumentow z tego prze-
dzialu to zbior liczb rzeczywistych.

A Naszkicuj wykres podanej funkcji. Znajdz jej zbiér wartosci, okres zasadni-
czy 1 miejsca zerowe oraz okresl parzystosc.

a) V=7 sin 2x d}y=5m%
b) v = 2cos mwx e) y= —% sin (277x)
c) y=%msl§l f) y=-2cos(3mx)
A Rysunek przedstawia fragmenty trzech wykresow funkcji typu y = asinbx.

Dla kazdej z nich znajdz wspolczynniki a i b.
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A Na rysunku przedstawiono fragment wykresu funkcji typu y = a + bsincx.
Podaj wzor tej funkcji.
B ¥ :
Nl Nl
3\/ N/

c) Vi

s SN X LA NI AT R
|
i
A . Naszkicuj wykres funkcji. Podaj zbior wartosci tej funkcji.
a) y = |sinx|+sinx ¢) y =cosx+|3cosx|—|cosx]|
b) y =|cosx|—cosx d) v =|2sinx|-3sinx
Ald Punkt P nalezy do wykresu funkcji f(x). Wyznacz wartos¢ wspolczynnika a.
a) f(x)=acosx, P= (3 .«ﬂ) e) f(x)=asinx, P= (%TT,—3)
2 S 3
b) f(x)=asinx, P= (-},-j) f) fix)=acosx, P= (%TT, 3)
¢) f(x)=asinx, P=(——},8) fixLasmx—%, P=(%~1’r,l)
d) f(x)=acosx, P=( %,1) h) f(x) = |lacosx| - % P=(%,4)

a185. Naszkicuj w jednym ukladzie wspélrzednych wykresy podanych funkcii,
a nastepnie odczytaj wspolrzedne punktow przeciecia tych wykresow.

a) y= ms2x y = 2C0s2x ¢) ¥ =5cos2X 3, ¥ = 208 2x

b}y=4sin%-x, y=—-;-sinx d}y=%sin4x, y =3 cos2x

ROWNANIA | NIEROWNOSCI
TRYGONOMETRYCZNE

a1 86. Znajdz wszystkie rozwigzania podanego rownania nalezace do przedzialu
{-—2'IT; 2Tr>.
a) cosx=1§- b) sinx=li§ c) sinx=—-]2- d) tgx =-/3
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Znajdz liczbe spelniajaca podane warunki.

a) 2sinx=11i x€ ({};%) e) 2+tgx=3 i x€ {11';211')
b) 2-cosx=2,5 i x€ (0;m) f) sin®x =0,75 i ,xe{z,-n}
¢) V3tgx=31ixe <(];%> g) 2sinx+2,2=5sinx+0,7 i x e (ﬂ;']T}
d) 3tgx =3 i xe{ﬂ;%} h) cus3x=% i xe{ﬂ;rr}
A . Rozwiaz réwnanie dla x € (D;En)
a) sin®x =% b) tg?x =1 ¢) cos®x=10,125
A Rozwigz rownanie.
a) smx—T’:E d) cosx = - —‘g—; g)tgx=1g3
b) sinx = - % e) tgx 333 h) sinx =sin1,3
C) cosx= 32—2 f) tgx = 3?_’3' i) cosx=cos2

i -Rozwiaz nierownosc dla x € ('D: %)

a) sinx > T? ¢) 2-cosx<1,5 e) 2tgx <2
b) sinxa‘éi d) -2tgx =3 f) sm2x<}1
fl Rozwiaz nierownosc dla x £ {U ;271’}.
a) sinx = -g- ] CUSX}#;E e) tgx <1
b) ‘-,mxsgiiz—g d) cosx%—% ) tgx>3
RlS Rozwigz nierownosc.
a) sinx:>% d) tgx -1 g) 23 -4sinx>0
b) cosx;—:-—l’;: e) cosx <1 h) V3 +2cosx <0
c) tgx <3 f) sinx z _\;;_? i) 3tgx+/3<0
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Sprawdz, czy zbiory A i B sg rowne.

h}A={xER:x=%+kW b x=: ?+kn,kEZ}

e i o I =
B—{XE[R.X—-G- m lub x = E,-+kn,kez}
C}A={XEIR+ :1}+£k1rlubx——3%1+2kn.k52}

B=IxeR:x=—W+krr kez}

1I

= B Lo

d}A={x€]R +k, kez}

o
I
e

xeR: x=—3T”+2kTr lub x = T+ 2k, kez]

Rozwigz rownanie.

L

a) sin2x =3 ¢) sin (x £ _E) =

3 e) tg (2x + %) A

B

b) cos2x =1 d) tg3x=1 f) cos(m-3x)=

s

Rozwigz rownanie.
a) sinxcos2x =0 C) tg(x-r%)tgxﬂ}

b) sin (zx—:l—) cos(3x-1)=0 d) x°tgx =0

Rozwiaz rownanie.

a) 2sin‘x+7sinx=4 e} cos®x—-cos?l=0
b) cos®x -2cosx =0 f) (V2 -sinx)? :%-

. B 2 =
¢) S5sinx+2cos“x=4 g) sin (x ") +2co ( %)—2
d) 2sin® x + cosx =2 h) cos’(2x-m)-4cos(2x-1) =5

Rozwia? rownanie.
a) 2tglx-tgx=0
b) 2sin®x +sin“x-2sinx-1=0
¢) 4cos®x—8Bcos’x—cosx+2=0
Rozwiaz rownanie (wynik zaokraglij do czesci setnych).
a) sinx = 2cosx b) cosx+2sinx =0 C) tgx=3sinx
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Rozwia# rownanie.

w

a) sin(z

—x)+sin3x=l

b) sinx+tgx=0

) tgx—-sinx=1-cosx

z)=2

d) cos(m - x) +sin (x— 224

fl Rozwiaz nierownosc.
a) 2sinx> 1 c) cos*xz=1 e) CosX <cos3
b) tg®x>1 d) sinx > sin?2 f) tgx<tgl

A Rozwiaz rownanie.
a) Icosxlz% b) |sinx| =1 c) |tgx|=1

Rozwiaz nierownosc.

a) Isimcl;aﬂflgz ¢) |sinx| <1 e) |2sinx+1]|21
b) Itgx| <3 d) ]L‘usx—%l{% f) |2cosx-2|>1
A a) W trdjkacie ABC dane sa: |AB| = 20, |AC| = 5. Jaka miare powinien miec

kat BAC, by pole trojkata ABC bylo wieksze od 25./37

b) Boki rownolegloboku maja dlugosci

8 1 7. Jaka miare powinien miec kat ostry «,

by pole tego rownolegioboku bylo nie wieksze niz 28?

Rozwigz nierownosc.

P m -'Pz- T oy a :
a) sm(x—?]:s‘fT c) tg(x—?)aﬁ e) sinfx+1)>sin1l
b) cos2x>% d) tg(2x+%).‘~;l‘;§ f) cos(2x+1)>cos7
Rozwiaz nierownosc.
a) sinx-sinxcos®x > 1 d) sin (%—x)+cosx;: 3

h) (sinx + cosx)® + (sinx — cosx)? 2 0

c) cos(mr - x)cosx < -%

Ane . 1
7 206, Rozwiaz réwnanie.

a) 4cosx +2(v2 +3)sinx=44+6

150

e) tgx-cosx >0

f) sinx-cosx =0

sinx+sinT =0

b) sinzx—(%+1) g
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a207. Wyznacz tg x, wiedzac, ze sinx +3cosx = 2./2.

a208. Rozwigz nierownosc.

a) 2sin‘x-sinx>1 d) cos?x+5sinx>7
T S g —

b) 2sin“x-3./3sinx+3<0 e) T l1>tgx

¢) costx—4cosx+4,120 f) sm%+sinx£cusi‘x

A209. Niech f(p) bedzie liczba rozwiazan danego rownania nalezacych do prze-
dziatu {D; 2TI'>+ Naszkicuj wykres funkcji y = f(p).

a) tgx=p b) sinx =p C) cosZx=p
a210. a) Prosta y = ax przecina sinusoide w punkcie o rzednej % Wyznacz wszyst-
kie mozliwe wartosci wspolczynnika a.

b) Prosta y = ax przecina cosinusoide w punkcie o rzednej -i- Wyznacz wszystkie
mozliwe wartosci wspélczynnika a.

SINUS, COSINUS | TANGENS
SUMY | ROZNICY KATOW

Az Oblicz, korzystajac ze wzorow na funkcje trygonometryczne sumy i roznicy
katow.
a) cos 150° ¢) cos(-75% e) cos165°
b) sin(-15%) d) tg75° f) sin120°

A - Uzasadnij tozsamo$c.

a) coslo+p)+cos(x—B)=2coswxcosf
b) sin(x+ B) - sin(x - B) = 2 cos xxsin
¢) cos2x =1-2sin o

d) sin 3 = sin o(3 cos? o — sin® &)

A ~ . Rozwigz rownanie.
a) cns(x—%)=%sinx c) sin( *%)+sin(x+1’ﬁ—r)=\f§
b) ﬁ§c03x=25in(x+%) d}25in(x—~3—’)—sinx=ﬂ
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Rozwia# rownanie.

a) sin2x + 3 cosx=0 ¢) sin2x = 2sin®x
cosx _ 2 e
b) TR 5 d) sin2x = 2 cosx
A: Wykaz, ze podane rownosci sg prawdziwe.

a) SIN2& _ COS2X _ cog ¢ + §in - 1g
sin o COs 0

b) sin ¢ - Sin 2¢¢ + COS & - COS 2(X = COS (X
¢) coso-sin2o—sinoe - cos 2o = sin o

d) (cos ex — sin )2 +sin 2¢¢ = cos 2ot + 2 sin” o

a Uzasadnij tozsamosc.
a) sin2o=tg o - (1 +cos2w)
b) sin(et+ B) - sinf{e — B) = cos® B — cos® o
¢) sinf(oe+ B) - cosl(o+ f) =sin o cos o cos 2 + sin fcos B cos 2ix

d) (sin & — cos B)* + (cosex —sinB)* = 2 - 2sin(at + B)

f a) Wiedzac, ze sinx = 1 i 0° < &« < 90°, oblicz sin (30°+ ).

3
b) Wiedzac, ze cos « = —? i 90° < ¢ < 180°, oblicz cos(45° + ).
¢) Wiedzgc, Zze sino = —% i 180° < & < 2707, oblicz sin (o — 60°).
d) Wiedzac, ze cos o = —i i 270° < &e < 360°, oblicz cos (o - 30°).
A a) Wiedzac, ze sinx = 0,1, cosff = 0,2 i @ € ( __) = ( ;= ) oblicz
sin (o + B).
b) Wiedzac, ze cos o = —:1;, sin § = -l~ i x e (5’- ) (g : 1rr)+ oblicz cos (« - B).

¢) Wiedzac, 7e sinn-:=—'j cnsﬁ~—% fxe( 2 ”) ﬁe( : 2 ) oblicz sin(x—pf).

d) Wiedzac, ze cosx=0,6,sinf=-08i « € (Tﬁ ) ﬁe( T) oblicz tg (e + B).

Rozwiaz rownanie.

=3

a) tg(x+ 1:1-1)~—tg(::c—3£1’-) =2 e) 2c0s82x+9cosx =5-2sin° x

b c052x=%—sin2x f) 2cos*x-1=2cos2x +sinx
- Y T A _2‘

¢) 2cos?x =1-tgx+sin2x g}a-f{-ﬂ—,}

d) mséx—-—-sm X h) cos®*x +cos?x-cos2x=1
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Rozwigz nierdwnosc.
a 1-2sinxcosx=<0 c) sinx~:sin2xix€<[};2w>

b) cos2x < cos” x d) 2 -sin® x > cos 2x — cos X

zasadnij, ze cos4x = cos? x + sin® x - 6 sin” x cos® x.
Uzasadnij 4 4 ‘x-6

A a) Oblicz sin 2x, wiedzac, ze sinx = —% i270° < ¢ < 360°.
b) Oblicz sin 2, wiedzac, 7ze tg o = %1 i0%<o<90%

¢) Oblicz cos 2o, wiedzac, 7e cos o = —% i90° <o < 180°.

d) Oblicz cos 2, wiedzac, ze sin o = -0,1.

e) Oblicz tg 2;, wiedzac, ze tg o« = 3.

f) Oblicz tg 2¢r, wiedzac, Ze sin o =

e

Niech sin42° = a, cos 16° = b. WyraZ za pomocy a oraz b podane wartosci.
a) sin84° ¢) sin 58° e) sin 26° g) sin 76°

b) cos32° d) cos26° f) sin3® h) cos29°

f Wyznacz te wartosci x i y, dla ktorych zachodzi zwigzek.

a) Cos(X +y)=CoSX - Cosy b) sin(x + y) =sinx - cosy

n225. Wyznacz wartosci funkcji trygonometrycznych kata «, wiedzac, ze:
a) sin2a=-2 i @€ (90°;180°)
s _5 i L= o
b) cos2a=~2 i a € (180°;270°)

¢) 1g2x =241 & € (180°270°)

n226. Rozwigz rownanie.

1 4.3 :
it e TEN L =
a) tgx 7 3 d) cosx=1+sinx
b) sinx+cosx=1 e) sinx++3cosx=1
) sinx+msx=—% f) 24/2sinx -2cosx =22
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1Y

Kat ostry rombu ma miare o, a krotsza przekgtna tego rombu ma diugosc e.

Oznacza to, ze pole rombu wynosi:

% el1g s e’ tg ¢
A. e -sina B. 5 €. 5 D. TR
Jezeli o= 170° to:
A.tgx+cosx >0 C.sinx-tgax<0
B. sinox—cosex =0 D.cosax-tgax=0

Dana jest liczba x taka, ze x € (% : %) Ktdra z podanych liczb jest dodatnia?

A. sinx(cosx - 1) C. cos(=x)—sin(-x)

A.

Cos 2x - tg % D. tg 2x + cos 3x

Wartosc liczbowa wyrazenia sin 1507 - cos210° - tg 135° wynosi:

Y 4=4/3 4443 443
T E- 44_ C - ﬁf_ D " 44_

Dane sa funkcje: f(x) = cosx, g(x) = sinx, h(x) = tg x. Ktore z podanych zdan jest

prawdziwe?
A. Prosta o réwnaniu x = 2 . T jest osig symetrii wykresu funkcji f.
B. W przedziale { =21, En} funkcje f oraz g posiadaja tyle samo miejsc zerowych.
C. W przedziale ('Tz" ; } wykresy funkcji f i h posiadaja jeden punkt wspolny.
D. W przedziale <‘]TTT : T”} funkcja g jest malejaca.

Ktora z podanych funkcji nie przyjmuje wartosci 27
A.y=-2cos C.y= bm4+i

.| T "

E.y—E (A-T)+2 D.y—|3f:cns(x+i)|-l

Ile miejsc zerowych w przedziale {—211 : 21'r> ma funkcja f(x) = sm 4x7
A. nieskonczenie wiele C. siedemnascie
B. piec D. dwadziescia

Suma wszystkich rozwigzan réwnania 4 cos” x — 3 = 0 nalezgcych do przedziatu

(—']T : 2'IT> WYnNosi:

A.

317 B. 0 & 11—]" D. 57
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.. Dane sa katy ostre o i B takie, Zze: sinx = % sinff = % Sinus sumy katow o i f
jest rowny:

Al B 4*.-"'72" 5 C 42 + /5 D 2 +2~.-"Tﬁ
: e : —*\Q—g wEare
i Oblicz.

) 0 300° - sin(~1359) b) sin %" + cos ('%) - 18 ('%)

° e 11 it A
tg 120 cos - + sm(—:—f)

fl Oblicz, wiedzac, 7e cosx = —{;—g ixe (Tr; i}f—)

a) tgx b) cos2x
A Uzasadnij tozsamosc.

S |
Y oezx " BX=1

b) cos{oe+ B) —sin (e — f) = (cos & — sin «)(sin 8 + cos f§)

A Ramie koncowe kata o« przechodzi przez punkt P = (-3,4), a ramie koncowe
kata B przechodzi przez punkt R = (-2, -4). Wyznacz cos(f - o).

fl Naszkicuj wykres funkcji.

i X A mw_ 1
a) y=-2cos5 b}y—|51n(3 x)+§|
A Rozwiaz rownanie.
a) 2(sinx++3) =3 d) sin 2x = sin x
b) 1-3tg°x=0 e) 1 -cos2x=3cosx
1 o =
c) CGS(EX—%)—J‘;,— f) tg2x=2tgx
A Rozwiaz nierownosc.
a) VZsinx>1 b) gﬂ%ﬁﬁé% c) «ﬁ?tosSx:»% d) «ﬁtg(x+%)<-—3
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Tangens kata « zaznaczonego na rysunku jest rowny: \

A. —aéi B C.=1 D. -

Ll

=
A
=
=

Wartos¢ wyrazenia sin 120° — cos 30° jest rowna:
A. sin 90° B. 5in 150° C. sin0° D. sin 60°
Kat « jest ostry i spelnia rownos$c tg o + mim = % Oblicz warto$¢ wyrazenia
sin o - COS . '
- - a _.'I’m . -
Kat o jest ostry i spelniona jest réwnos¢ sin o« + cos o = 32—? Oblicz wartos¢
wyrazenia (sin & - cos «)°.

Rownanie 2sinx + 3 cosx =6 w przedziale (D : 211'):
. nie ma rozwigzan rzeczywistych.
ma dokladnie jedno rozwigzanie rzeczywiste.
ma dokladnie dwa rozwiazania rzeczywiste.

ON®m P>

. ma wigcej niz dwa rozwigzania rzeczywiste.

Liczba cos® 105° - sin® 105° jest réwna:

~3 -1 1 V3
A. =35 B. -5 C. 5 D. 5

Rozwiaz réwnanie (4sin” x — 1) - sinx = cos® x = 3sin“ x, dla x € (—rr ;D).

2cosx = /3

o3

Rozwigz nierownosc g

< 0 w przedziale (D; 217),

Rozwigz rownanie cos 2x + 3 cos x = -2 w przedziale (D; 211'}.

Udowodnij, ze dla dowolnego kata &« = ({]; g) prawdziwa jest nierownosc

sin(%—a) -cus(%+m) <:1_i.
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ANALITY.CZNA

Wspolrzedne srodka odcinka
B= {x_g,.y,g} .

Odleglos¢ miedzy punktami
A =(x4,¥a) 1 B =(xg, yg) wynosi: A= (X2, Y1)

— S= :
|AB| = J{xn - XaR +(yg-ya2? | (X 1)

- - _ xs=x—ATux }’5=LZ—XM

Proste w ukladzie wspélrzednych

L i = Gery)
P | A=)
= e I ) -f’ﬂ.’\'| L
S = v X

ol |

Rownanie ogolne prostej: Ax+ By +C=0 Réwnanie kierunkowe prostej: y =ax + b

Az =Xy
_ﬁx?}‘ A
ﬂ‘l : %X xm
i % o
e x4
—% 7 x
1""_.‘-\
n~ m
min < d= ‘-"'L
= {]’2 & ay
¥i
% | 2
H%f!“x 2 ,f: 1
Ty ﬂb% “ | u-:Lr
S, 130 i+, Y,
=l a7 R 7 >
= H

H1 || H = _r"!.|B;g =/—‘lgB;



Odleglos¢ miedzy prostymi réownoleglymi o réwnaniach
AX+By+C1 =0 1 AX+By+C=0:

i=1G-al
VAT ¢ B2

Odlegloéé punktu P = (xp, o) od prostej o réwnaniu Ax + By + C = 0:

d= |Axg + an + C|
VAT £ B

¥i y
_P: {xf y}_./"' H'\\' P'_ [x' )<1 = x\\
| {/ A i A
| [ P S=(a, b ". [ \.§= (a, b))
= | X o \ 7 =z
% iy \\ #
| i
Posta¢ kanoniczna réwnania okregu: (x-—a)y+(y-b)?<r?

(x-aF +(y=-bF =¢?
Postac¢ ogdlna rownania okregu:
x2+y*-2ax-2by+c=0, gdzie c = a® + b% - r2 .

PUNKTY | ODCINKI
W UKLADZIE WSPOLRZEDNYCH

4 Znajdz wspolrzedne srodka oraz dlugos¢ odcinka o koncach w punktach A i B.

a) A=(7,-8), B=(-2,-8) d) A=(15,0), B=1(0,-5)
b) A=(-6,-11), B=(-6,-20) e) A=(-297,322), B=(-291,319)
¢} A=(-6,-7), B=(6,-2) f) A=(32,-3), B=(-72,2)

A Dla jakich wartosci p spelnione sg podane warunki?
a) A=(-4,6), B=(p,-2), |AB|=10 ¢ A=(2,4), B=(p,-p), |AB| =6
b) A=(5,p), B=(-1,-3), |AB| =8 d) A=(p,2p), B=@G3,p+1), |AB| =2
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a) Punkt (4,7) jest Srodkiem odcinka AB oraz A = (1,3). Znajdz wspdlrzedne
punktu E.

b) Punkt (=123, 52) jest srodkiem odcinka MN i N = (-3, 192). Znajdz wspolrzedne
punktu M.

¢) Punkt (2004, -3) jest srodkiem odcinka PQ i P = (-3, p) oraz Q = (g,3). Znajdz
wartosci p i g.

Punkty M i N sg koncami srednicy okregu. ZnajdZ promien i wspolrzedne srod-
ka tego okregu.

a M=(-2,-4), N=(606) b) M=(0,8), N=(-7,19)

A Sprawdz, czy podany punkt lezy na okregu o srodku w punkcie (-24,22) i pro-
mieniu 10,

a) (=30,30) b) (-17,15) ¢) (-15,22+19) d) (-24 -4./6,20)

A a) Znajdz wspolrzedne Srodka oraz Srednice okregu opisanego na prostokacie
o wierzchotkach (-4,-2), (2, 2), (0, 5), (=6, 1).

b) Znajdz wspolrzedne srodka oraz srednice okregu wpisanego w kwadrat o wierz-
chotkach (-4, -5), (1,-3), (=1, 2), (-6, 0).

Znajdz dlugosc srodkowej AM trajkata, ktorego wierzchotkami sa punkty:
a) A=(-6,0), B=(0,2), C=(84)

Oblicz pole podanej figury.
a) kwadrat ABCD o wierzcholkach A =(-9,0), B=(-2,-3), C=(1,4), D =(-6,7)
b) prostokat PORS o wierzchotkach P=(3,-4), Q@ =(6,-3), R=(2,9), §=(-1,8)
¢} romb KLMN o wierzchotkach K =(-9,-5), L=(-2,-9), M =(-1,-1), N =(-8§,3)

Znajdz wspolrzedne punktow P; i P> symetrycznych do punktu P odpowiednio
wzgledem osi x i y ukiadu wspolrzednych oraz punktu P; symetrycznego wzgle-
dem poczatku ukladu wspélrzednych.

a) P =(6,0) b) P =(0,-7) c) P=(-3,8) d) P = (5,-9)

a) Punkt P’ = (4,-9) jest obrazem punktu P = (-6,-15) w symetrii wzgledem
punktu S. Znajdz wspoirzedne punktu S.
b) ZnajdZ wspolrzedne obrazu punktu M = (3,7) w symetrii wzgledem punktu
5 =(=5,-2).

¢) Obrazem punkt K w symetrii wzgledem punktu $ =(8,-1) jest punkt K" = (=9, 10).
Znajdz wspolrzedne punktu K.
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Oblicz odleglo$ci miedzy punktami A, B i C, a nastepnie sprawdz, czy te
punkty sa wspolliniowe.

a) A=(-2,-5), B=(1,-1), C=(7,7) b) A=(1,-2), B=(-2,-11), C=(3,2)

Punkty A i B sq wierzchotkami, a punkt P jest punktem przeciecia przekat-
nych podanego czworokata. Znajdz wspolrzedne pozostaltych wierzchotkow tego
czworokata.

a) romb ABCD, A=(2,-1), B=(4,5), P=(0,1)
b) prostokat ABCD, A=(5,8, B=(3,-2), P-= (1%,3%)
c) rownoleglobok ABCD, A=(-2,-2), B=(-3,-5), P= (%*—1

)

Dany jest odcinek o koncach (-1,-4) i (p,2p). Znajdz wartos¢ p, dla ktorej
srodek tego odcinka:

rd|—

a) lezy na osi v, ¢) ma jednakowe wspolrzedne,
b) lezy na osi x, d) jest odlegly od punktu (0,0) o 1.

a) Znajdz na osi x punkt oddalony o 5 od punktu (7,-3).
b) ZnajdZ na osi y punkt oddalony o 8 od punktu (-4, -6).
¢) Znajdz na osi x punkt jednakowo oddalony od punktow (-1, 1) i (5, 3).
d) Znajdz na osi v punkt jednakowo oddalony od punktow (2,3) i (-3,-7).

Punkty A i B sg wierzchotkami trojkata rownobocznego. Znajdz wspotrzedne
trzeciego wierzchotka tego trojkata.

a) A=(1,1), B=(11,1) b) A=(-3,-4), B=(-3,2)

Odcinek o koncach A = (-1,0) i B = (4,-7) jest podstawa trojkata réownora-
miennego ABC. Znajdz wspolrzedne wierzcholtka C, jezeli wiadomo, ze ledy on na
jednej z osi ukladu wspdtrzednych.

Punkt A lezy na osi x, a punkt B — na osi y. Wykaz, ze odleglos¢ srodka
odcinka AB od poczatku ukladu wspolrzednych jest dwa razy krotsza od dlugosci
odcinka AB.

Przekatne rombu sa réwnolegle do osi ukfadu wspdlrzednych. Dwa z jego
wierzcholkow maja wspolrzedne (-4, 2) i (-1,-5). Znajdz wspolrzedne pozostatych
wierzchotkow.

Wykaz na dwa sposoby, ze punkty  =(1,1), R =(2,5), § = (6,8 i T =(5,4)
sa wierzchotkami réwnolegloboku, raz korzystajac ze wzoru na dlugosé odcinka,
a drugi raz — ze wzoru na wspolrzedne srodka odcinka.
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Oblicz cosinus najmniejszego kata trojkata ABC.
a) A=(-32,13), B=(-29,11), C=(-29,17)
b) A=(23,-14), B=(21,-10), C=(18,-9)

72 7. a) Na odcinku AB o konicach w punktach A = (-23,48) i B = (7,~-12) zaznaczo-
no taki punkt, ze podzielil on odcinek na czesci, ktérych dlugosci sa w stosunku
1:2. Znajdz wspotrzedne tego punktu.

b) Znajdz wspolrzedne punktu przeciecia Srodkowych trojkata o wierzchotkach
A=(-7,-4), B=(5,-5), C=(-1,3).

f42. Pewien punkt dzieli odcinek o koncach w punktach A = (43,-22) oraz

B =(23,-37) na dwie czesci, ktorych dlugosci sa w stosunku 2:3. Znajdz wspol-
rzedne tego punktu.

A23. Znajdz miary katow trgjkata, ktorego wierzcholkami sa dane punkty.
Ei] {[]1 3}1 (4:(”r {12:8} b} {{}1 _2}1 {3: {]}i [_]'IE}

a24. a Znajdz rownanie krzywej zlozonej z wszystkich punktow, ktorych odle-
glos¢ od punktu (0, 2) jest rowna odleglosci od osi x.

b) Znajdz rownanie krzywej zlozonej z wszystkich punktow, ktorych odleglosé od
punkmu (-2, 0) jest dwa razy wieksza od odleglosci od osi y.

ROWNANIE PROSTEJ

Ktdre z punktow A, B, C leza na prostej {?

- 1 _ £ 8 e e ¥ 1
a) A—(ﬂ,—z), B= (_TZ)’ C =(5,-4), prosta I'Y__HX_E
b) A=(0,-1), B=(-1,0), C=(-2,-2), prostal:2x-y+2=0
¢) A=(-2,-3), B=(-3,2), C=(2,3), prostal:3x+2y-12=0

d) A=(-4,-3), B=(1},11), c=(-L,2), prostal:2x-3y+1=0

Znajdz wartosci a i b, dla ktorych punkty A i B leza na prostej l.
a) A=(a,-2), B=(-2,b), prostal:y=-3x+2
b) A=(a,8), B=(-3,b), prostal: 2x-3y-1=0
c) A=l(a,a), B=(-b,b), prostal: y=4x-5
d) A=(a,-a), B=(-b,-b), prostal: -3x+y-8=0
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A Przeksztal¢ rownanie kierunkowe prostej do postaci ogolnej, w ktorej wszyst-
kie wspolczynniki sa liczbami catkowitymi.
d) y=-0,23x-0,7

= A D . = 3p) 2
a) y=3x b) ¥ ?x+6 c) oy 4;"c+1§i

o

A Przeksztal¢ rownanie ogdlne prostej do postaci kierunkowej.

a) x+2y+6=0 b) 5x -4y -20=0 ¢) -3x+9yv+21=0

A Trzy z podanych rownan przedstawiajg te samg prostg. Zapisz rownanie ogol-
ne i rownanie kierunkowe tej prostej.

R = T B
2x=3y-6 +§—1 X=3=-3y

-

a) x+y=3-1y

1

X+
i)

x+y+2)=2(x+3y+2)

NF
=l

h]iTEX:l-y x=3y-2

-

fl Znajdz wspoirzedne punktow przeciecia danej prostej z osiami ukfadu wspot-

rzednych.

a}y:—%x—zz b) y=1,2x-6 €) 2x-3y+12=0

A Znajdz rownanie prostej przechodzacej przez punkty A i B.
a) A=(0,-12), B=(-4,00 ¢ A=(1,7), B=(0,-2) e) A=(5,2), B=(-10,5)
b) A=(5,0), B=1(0,-20) d) A=(-1,8), B=(2,2) f) A=(-7,-6), B=(21,14)

i | Znajdz rownania ogolne prostych k i | przedstawionych na rysunku.
a) ¥ b) k i I c) R il
k i k.
i —— - — i S = e —— e
I
I
d) Y e) ¥ 4 N lL o g
lancow / el
.\.\ : I- o ..-z}_:./"
I .-f/ b
\ 1 1 B
L 1 X
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Podaj réwnanie ogolne prostej przechodzacej przez punkt (5, -3) oraz:
a) rownoleglej do osi x,
b) rownoleglej do osi y,
¢) nachylonej do osi x pod katem 45°,
d) nachylonej do osi x pod katem 135°.

Znajdz rownanie prostej rownoleglej do danej prostej i przechodzacej przez
punkt P.

a) y=—%x+6, P =(6,0) ¢) 7x-3y+8=0, P=(0,-5)

b) y=-22, P=(-3,10) d) -3x+2y-1=0, P=(-4,3)

f Znajdz rownanie prostej prostopadiej do danej prostej i przechodzacej przez
punkt M.

a) y=3-4x, M=(0,-2) ¢) 3x-4y =0, M=(-9,0)

b) x=12, M=(-3,5) d) 6x+3y=11, M=(-4,-5)

| Sprawdz, czy podane proste sg rownolegle.

a) y=3x-2, y=3x+17 d) y=8x+4, y+8x-2=0
b) y=—%x+l, y=-0,3x-1 e) 2x+6y+3=0, x-3y-1=0
¢) y=-2x+3, 6x+3y-5=0 f) $-3y=0, 6y-x+./3=0

Sprawdz, czy podane proste sa prostopadfe.

Hl}’=2-¥—%. y=-2x+3 d) 2x+6y+5=0, y=3x-5
b) y=ix+1l, y=-4x+6 e) X=y+2=0, -x+y+10=0
Q) y=-v2x-1, y=%2x+3 f) 7x-5y+9=0, -Sx+7y-3=0

] Znajdz wérod podanych prostych wszystkie pary prostych rownolegltych i pro-
stych prostopadlych.

prosta a: y = -%x prosta c: y = %x prosta e: y = -1 -lz-x + l%
prosta b: y = %x +1,5 prostad: y=1,5x - % prosta f: y = %x— 5
prosta g: y = -3x prosta h: y = ’%

a) Znajdz taka wartos¢ m, dla ktérej proste o réwnaniach v = -1,4x + 3,7
i 2x +my +7 = (0 sa rownolegte, oraz taka, dla ktorej te proste sa prostopadfe.

b) Znajdz taka wartosc p, dla ktorej proste o rownaniach px+5y =3 i 9x+3y =-5
sg rownolegle, oraz taka, dla ktdrej te proste sa prostopadle.
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a) Sprawdz, czy punkty P=(1,-1), Q =(7,2) i R =(51, 24) sa wspolliniowe.
b) Znajdz wartos¢ m, dla ktorej punkty P = (3,7), @ =(m,m-1)i R = (-2,-8) sa
wspotliniowe.

Znajdz wspolrzedne punktu lezqcego na prostej [, ktorego odleglosci od
punktow A i B sa rowne.
a) prostal: x=8, A=(2,-3), B=(6,1)
b) prostal: y=-2, A=(-3,2), B=(4,5)
¢) prostal: x—-y =0, A=(-6,-1), B=(-2,7)

Znajdz rownania dwoch prostych przechodzacych przez punkt P, poprowa-
dzonych w rownych odleglosciach od punktow A i B.
a) P=(0,0, A=(2,-5), B=(-8,~-11) b) P=(3,-2), A=(-5,-1), B=(1,9)

Znajdz wszystkie wartosci parametru p, dla ktorych trzy proste o podanych
rownaniach przecinaja sie w jednym punkcie.

a) x=3, y=-5, y=2x+p C) 2x+py-p=0, x=3, y=7
b) y=px-4, x=-7, y=p d) px+3y+p=0, x=p, y=-2
A Z punktu (-1,4) poprowadzono proste prostopadie do prostych o réwnaniach

Xx=3y+3=013x+2y+8 = 0. Znajdz wspolrzedne wierzcholkow czworokata
ograniczonego tymi czterema prostymi.

Wyznacz rownania obu osi symetrii odcinka AB.

a) A=(8,1), B=(2,4) by A=(-5,3), B=(2,7)

A Punkty A =(-1,-4), B =(5,-2) i C = (-3, 6) sa wierzchotkami tréjkata.
a) ZnajdZz rownanie prostej przechodzacej przez wierzchotek A, ktora dzieli ten
trojkat na dwie czesci o rownych polach.

b) Znajdz rownania prostych przechodzacych przez wierzcholek A, ktore dzielg
ten trdjkat na cztery czesci o rownych polach.

Jedna z przyprostokatnych rownoramiennego trojkata prostokatnego zawiera
sie w prostej o rownaniu x - v+ 2 = (), a jeden z jego wierzchotkow ma wspolrzed-
ne (-2,5). Podaj rownania prostych, w ktorych zawierajq sie pozostale boki tego
trojkata.

A Wyznacz rownanie prostej zawierajacej wysokos¢ trojkata ABC poprowadzo-
ng z wierzchotka C.

a) A=(-3,-1), B={4,1), C=(3,7) b) A=(-5,-3), B=1(0,-6), C=(2,-1)
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Wierzchotkami trojkata sq punkty: A =(-3,5), B =(-1,-3), C =(5,-1). Znajdz
rownanie prostej:
a) zawierajacej srodkowa tego trojkata poprowadzong z wierzcholka A,
b) réwnoleglej do boku BC i przechodzacej przez wierzchotek A,
¢) zawierajacej wysokos¢ tego trajkata opuszczong z wierzchotka A,
d) bedacej symetralna boku EC.

A Pole rombu jest rowne 20, a koncami jednej z jego przekatnych sa punkty
o wspolrzednych (—4,-4) i (4, 2). Znajdz wspolrzedne koncow drugiej przekatnej.

Punkty O =(0,0), A =(6,-4), B = (3, 8) sa wierzcholkami trapezu OABC, ktory
nie jest rownoleglobokiem. Wierzcholek C lezy na prostej o rownaniu y = 5. Znajdz
wspolrzedne wierzcholka C.

s |

Znajdz rownanie prostej | rownoleglej do prostej m: 3x +2y -2 = 0 i przecho-
dzacej przez punkt P = (-2,-5), a nastepnie — réwnanie prostej k rownolegtej do
prostych I i m i jednakowo od nich odleglej.

A Znajdz na prostej | punkt, ktory jest potozony najblizej punktu P.

a) prosta l: y = -%x +6, P=(0,-2) h) prostal:3x+4y-8=0, P=(3,1)

A Znajdz kat nachylenia do osi x prostej o rownaniu:

a) y=+3x+2 b) V3x-3y=4 ) x-2y+12=0 d) 2x+3y=2

Czy kat nachylenia podanej prostej do osi x jest ostry czy rozwarty?

a]y:%x+? c) y=-5x+3 e) 2x+3y-7=0
b) y=15x-1 d}y=—%+12 f) x-5y+1=0

Oblicz miary zaznaczonych katow. Wyniki zaokraglij do 1°.

y i
\ 74
T\ A Ve

2, x '
; N ﬁfr
& ot #
Ea Qe &
X &
i 3

a57. Podaj (w zaokragleniu do 1°) miare kata ostrego, pod jakim przecinaja sie
proste 3x-5v+10=01i 4x+2y-1=0.

=1
b4
s |
=1
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158. Znajdz miary katow trojkata ograniczonego prostymi o danych réwnaniach.

[

a) y=-1, y=x-2, y=-¥x+5  b)y=5, y=-3x-3, y=Lx-4

i

159. a) Wykaz, Zze na prostej o rownaniu y = I}ix + ]? lezy nieskonczenie wiele
punktow o obu wspolrzednych catkowitych.
b) Wykaz, Ze na prostej o rownaniu y = %—x + l}-; nie lezy zaden punkt o obu wspot-
rzednych catkowitych.

7160. Znajdz rownania osi symetrii figury, ktora sklada sie z prostych o rownaniach
y=ax+biy=-ax+c(a+0).

671, Prosta k: Ax +By+C=0(A40, B#0)iprostal o podanym réwnaniu sq
symetryczne wzgledem prostej lub punktu. Podaj rownanie osi symetrii lub okresl
polozenie srodka symetrii.

a) L Ax-By-C=10 b) . Ax-By+C=10 c) L Ax+By-C=0

a62. a) Wykaz, ze jesli prosta przechodzi przez punkty o wspolrzednych (x, )
i (x2,»2), to jej rownanie mozna zapisa¢ w postaci (v -y )xz = x1) = (2 - vix - x,).
b) Wykaz, ze jesli prosta ma wspélczynnik kierunkowy a i przechodzi przez punkt
o wspolrzednych (x, y1), to jej rownanie mozna zapisa¢ w postaci y -y = a(x —x).
¢) Wykaz, ze jesli prosta nie przechodzi przez poczatek ukladu i przecina osie
uktadu w punktach o wspoétrzednych (a,0) i (0,b), to jej rOwnanie mozna zapisac

w postaci g + E =1.

ROWNANIE PROSTEJ (CD.)

7 Znajdz wspoélczynnik kierunkowy prostej przedstawionej na rysunku. Podaj
wspolczynnik kierunkowy prostej do niej prostopadiej.
a) yi b) Yo C) b4 W T+ | I 4
ARw 41 b 1 \
]i_.l.' X 1 X 1 % X 1 (R
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A0 Znajdz wspolezynnik kierunkowy prostej, na ktorej lezg podane punkty.
a) (6,4), (1,2) ¢) (=100, 30), (80,-60)
b) (42,-77), (40,-81) d) (-23,-19), (=30,-14)

A Prosta o wspolczynniku kierunkowym a przechodzi przez punkty A i B.
Znajdz wartosc p.

a) a=-2, A=(512), B=(-3,p) b) a= A=(0,-21), B=(p,-11)

1
5’

Oblicz odleglos¢ punktu P od podanej prostej.

a) P=(3,5), y=-2 d) P=(3,4), y=-2x
b) P=(-1,-3), x=-9 e) P=(-2,1), 3x-y+3=0
¢c) P=(0,0), y=2x-3 f) P=(-6,4), },2_%,{_2

Przekatne kwadratu przecinaja si¢ w punkcie P, a jeden z bokow zawiera sie
w prostej [. Oblicz pole tego kwadratu.

a) P=(2,1), prostal: x+3y-1=0
b) P=(5,-3), prostal: -2x+3y+6=10

Wykaz, ze podane proste s rownolegle, a nastepnie oblicz odleglos¢ miedzy
nimi.

a) 3x-y+1=0, 6x-2y+3=0 b)y=%—x+5, Xx-2y+8=0

fl Okrag o srodku P jest styczny do prostej [. ZnajdZ promien tego okregu.
a) P=(12,11), prostal: y=-4 ¢) P=(4,1), prostal: x+5y-3=0
b) P=(-7,3), prostal: x=6 d) P=(6,0), prostal: y = ——%x +5

Czy czworokat ABCD jest kwadratem, rombem, prostokatem, rownoleglobo-
kiem lub trapezem?

a) A=(-32,17), B=(14,-46), C=(23,-43), D=(-26,19)
b) A=(-29,-23), B=(1,-26), C=(54), D=(-257)
¢) A=(-17,-21), B=(13,-19), C=(11,11), D=(-19,9)
d) A=(-8,-5), B=(32,3), C=(30,13), D=(-10,5)
e) A=(-16,-10}, B=(6,-6), C=(16,14), D =(-6,10)
Znajdz wartos¢ p, dla ktdrej prosta o rownaniu 2x — 3y + 5 = 0 oraz prosta
przechodzaca przez punkty A =(1,5)i B = (p,-3) sa:

a) rownolegte, b) prostopadle.
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Znajdz wartos¢ p, dla ktorej prosta o rownaniu 2x + y — 9 = 0 oraz prosta
przechodzaca przez punkty A=(p,2)i B = (-4, p) sa:

a) rownolegle, b) prostopadte.

Dane sg wierzcholki trojkata A =(—4,-1), B=(1,-3), C = (8, 1). Oblicz diugos¢
wysokosci opuszczonej z wierzcholka B oraz pole tego trojkata.

Dwa wierzchotki tréjkata to punkty A=(-4,2) i B=(-1,-2). Prosta y = —%x
przechodzi przez trzeci wierzcholek. Sprawdz, Ze ta prosta jest rownolegla do
prostej AB, a nastepnie oblicz pole tego trajkata.

- a) Oblicz pole réwnolegloboku ABCD, ktorego wierzcholkami sa punkty
A=(-2,-5),B=(51), C=(3,4)i D =(-4,-2).

b) Oblicz pole trapezu KLMN, ktorego wierzcholtkami sa punkty K = (-3,-4),
L=(-6,5),M=(-2,11)i N = (0,5).

Znajdz wspolrzedne punktu symetrycznego do punktu P wzgledem prostej [.
a) P=(2,5), prostal: y= %x— 1 ¢) P=(2,-8), prostal: 2x+3y-6=0
b) P=(0,-4), prostal: y =-3x+6 d) P=(3,-6), prostal: 3x-5y-5=0

Podstawa trojkata rownoramiennego jest odcinek o koncach A = (-2,-5) oraz
B =(4,-3), a jedno z jego ramion zawiera sie w prostej o rownaniu ¥ = -x + 1.

a) Znajdz wspolrzedne trzeciego wierzcholka tego trojkata.
b) Oblicz pole tego trojkata.
¢) Oblicz dlugosé wysokosci opuszczonej na ramie tego trojkata.

Punkty (-1,6) i (3,-2) sa wierzcholkami trdjkata, a punkt (0,-1) jest jego
ortocentrum. Znajdz wspolrzedne trzeciego wierzchotka tego trdjkata.

Odcinek o koncach A =(-1,0) 1 B =(3,-8) jest jednym z bokow trojkata ABC.
Znajdz wspolrzedne punktu C, jezeli wiadomo, ze pole trojkata ABC wynosi 20,
a punkt C lezy na osi y.

Podstawa trajkata réwnoramiennego zawiera sie w prostej v = 2x + 1, kazde
z ramion ma dhugos¢ /37, a jednym z wierzchotkow jest punkt o wspdolrzednych
(5,-2). Znajdz wspolrzedne pozostalych wierzchotkow tego trajkata.

W trojkacie o wierzcholkach (-1, 2), (3,0), (3,6) znajdz wspolrzedne:
a) ortocentrum tego trdjkata,
b) srodka okregu opisanego na tvm trojkacie,
¢) Srodka ciezkosci tego trojkata.
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Srodek okregu przechodzacego przez punkty (5,-1) i (=1,-7) lezy na prostej
y = 3x — 6. Znajdz wspoirzedne érodka tego okregu.

Koncami podstawy trojkgta rownoramiennego sa punkty (-4,-5) i (=1,-1).
Trzeci wierzcholek tego tréjkata lezy na prostej 2x-3y-21 = 0. Znajdz wspolrzedne
tego wierzcholka.

Jeden z bokdéw kwadratu zawiera sie w prostej 2x - 3y - 12 = 0, a jednym
z wierzcholkow jest punkt (-1, 4).

a) Znajdz pole tego kwadratu.
b) Znajdz wspolrzedne pozostalych wierzchotkow tego kwadratu.
¢) Znajdz rownania prostych zawierajacych przekatne tego kwadratu.

Dwa z bokéw kwadratu opisanego na okregu o srodku w punkcie (3,-5) za-
wieraja sie w prostych o rownaniach 4x -3y +3 = 01 4x -3y - 57 = 0. Znajdz
rownania prostych, w ktorych zawieraja sie pozostate dwa boki tego kwadratu.

Punkty (-1,2) i (-3,-8) sa koncami jednej z przekatmych kwadratu. Znajdz
rownania prostych, w ktorych zawieraja sie boki tego kwadratu.

Osig symetrii trapezu rownoramiennego ABCD jest prosta y = 2x + 1. Punkty
B =1(3,-3) i C = (4,4) sa koncami ramienia tego trapezu. Znajdz wspolirzedne
punktow A i D.

Sasiednie boki réwnolegloboku zawieraja sie w prostych 4x -5y + 7 = 0 oraz
2x +3y+9=0, a jedna z przekatnych zawiera sie w prostej x — 4y + 10 = (. Znajdz
wspolrzedne wierzcholkow tego rownolegloboku.

Sasiednie boki rownolegioboku zawieraja sie w prostych x -3y -7 = 0 oraz
x+ 2y —2=0. Przekatne tego rownolegloboku przecinaja sie w punkcie (-1, 1).

a) Znajdz wspolrzedne wierzchotkow tego rownolegloboku.
b) Oblicz pole tego rownolegioboku.

Punkty (-6,-4), (-1,-1), (3, 6) sa kolejnymi wierzchotkami rownolegioboku.
a) Znajdz wspolrzedne czwartego wierzcholka.
b) Oblicz pole tego rownolegloboku.

Dane sg punkty A = (2Zm+5,2), B=(m,3), C = (-1,m - 2). Oblicz, dla jakiej
wartosci parametru m:

a) punkty A, B i C sa wspdlliniowe,
b) proste AB i AC sa prostopadie.
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192. Jednym z wierzchotkow trojkata jest punkt (0, 3), a pozostate lezg na prostej
y = 2x + 8. Symetralne bokow tego trojkata przecinaja sie w punkcie (-3, 7). Znajdz
wspolrzedne pozostalych wierzchotkdw tego trojkata.

oy

193. Znajdz réwnanie prostej, ktorej odleglosc od poczatku ukladu wspotrzednych
jest rowna 5 i ktora przechodzi przez punkt (7,-1).

A 94, Znajd7 na prostej | punkt C taki, ze | ACB| = 90°,
a) A=(6,8), B=(-2,-4), prostal: y=0
by A=(-10,6), B=(-3,-3), prostal: x=-2
c) A=(-1,3), B=(5,4), prostal: x-y=0

7195, Pole rombu ABCD jest rowne 80. Oblicz wspolrzedne wierzchotkow B i D,
jezeli wiadomo, ze A =(0,-1)i C=1(4,7).

7196. Punkty A = (0,3) i D = (3,4) sa wierzchotkami trapezu réwnoramiennego
ABCD. Prosta —x+y +7 = 0 przechodzi przez punkt C i jest prostopadia do
podstaw trapezu.

a) Oblicz wspotrzedne pozostalych wierzcholkow tego trapezu.
b) Oblicz pole tego trapezu.

|

a97. a) Dla jakiej wartosci parametru p prosta o rownaniu y = x dzieli trojkat
o wierzchotkach (0, 2), (1, 2), (1, p) na dwie figury o rownych polach?

b) Dla jakiej wartosci parametru p prosta o rownaniu y = x—1 dzieli trojkat o wierz-
chotkach (1, 2), (4,6), (p, 2) na dwie figury o réwnych polach?

7198. Znajdz punkty, ktory leza w tej samej odleglosci od punktu (1, 1), od punktu
(3,1) oraz od prostej x +y + 1 = 0.

- . » - - - . - . w . -
7199. Znajdz rownania prostych, ktore zawierajag dwusieczne katow utworzonych

przez proste ki [.

a) prostak: 5x=y=20=0,prostal: x+5y-30=0
b) prosta k: x -2y =0, prosta l: 3x-y =10

a100. Znajdz na prostej rownoleglej do prostej | i przechodzacej przez punkt P
dwa punkty oddalone od punktu P o 5 jednostek.

a) prostal: 4x-3y+9=0, P=(-2,-3)
b) prostal: 3x-y-2=0, P=(-2,-1)
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a101. Udowodnij, korzystajac ze wspolrzednych wierzchotkow odpowiedniego
wielokata, ze:
a) odcinek laczacy srodki dwaoch bokow dowolnego trdjkata jest rownolegly do
trzeciego z bokow,
b) odcinek taczacy $rodki ramion dowolnego trapezu jest rownolegly do podstaw
tego trapezu.

ROWNANIE OKREGU

A - Zapisz rownanie okregu o srodku w punkcie 5 i promieniu r.
a) $=(2,-1), r=3 d) $=(0,0), r=32
_{.m1 = 7 B o R | . |
b}S—(\M.?). F=<i E}S—( E,-_;-,:.%*),, ?‘—ﬁ
Q) §=(0,-5), r=1% f) $=(-02,-23), r=25
fl Ktére z podanych punktow lezq na okregu o rownaniu (x+2)° +(y-1)° = 17?
A=(1,-3) C=(-2,1) E=(22)
B=(-3,5) D=(-2,18) F =(-6,0)
f Wszystkie punkty, ktorych wspolrzedne spelniaja podany warunek, tworza

okrag. Znajdz srodek i promien tego okregu.

a) X2 +y2-2x+4y-4=0 d) X +y2+3x+8y+2=0
b) X2 +y2+6y+1=0 e) X2 +y°+2x-8=0
¢) X2 +y?-10x-y+19=0 f) xX*+y*=2x+10y =0
fl Zapisz, jaki warunek speiniaja podane wspotrzedne punktéw nalezacych do
kota o $rodku S i promieniu r.
a) §=(-2,0), r=4 €) S=(-1,-4), r=3,2
b) §=(3,-5), r=+10 d) §=(+/2,/3), ¥=5

fi Zaznacz w ukiadzie wspolrzednych zbior punktow speliniajacych podany
warunek.

a) X +{(y+3)F <5 d) (X+%)2+(y_%)2$15
b) (x+1)2+(y=3F =4 e) x2+y2>2
¢) x+1P+(y+v22=1 f) 4<(x=-2P+(y-21 <9
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Znajdz rownanie okregu:
a) ktorego s$rednica jest odcinek o koncach P = (-3, 8), Q =(-5, 2),
b) o érodku § =(2,-3) i przechodzacego przez punkt A =(5,-1),
¢) o srodku S =(-4,-6) i stycznego do prostej v = 2,
d) o srodku § =(-2,0) i stycznego do osi y.

Podaj rownania stycznych do okregu o danym réwnaniu rownoleglych do
osi ukfadu wspolrzednych.

a) x2+y?=5 d) 2 +y+6x+7=0
b) (x=5)* + y* = 100 e) X2 +y* =12y =0
c) x+4P+(y-72=16 f) xX2+y°=-2x-10y+20=0

a) Znajdz rownanie okregu symetrycznego wzgledem osi x do okregu opi-
sanego rownaniem (x + 6)° + (y +5)* = 3.

b) Znajdz rownanie okregu symetrycznego wzgledem osi y do okregu opisanego
rownaniem (x — 8)° + y? = 11.

Znajdz rownanie okregu opisanego na podanej figurze.
a) trojkat prostokatny, ktorego wierzchotkami sa punkty (0, 0), (0,-2), (5,0)
b) trojkat prostokatny, ktorego wierzchotkami sa punkty (-2,-4), (8, 1), (4,4)
¢) kwadrat, ktérego wierzchotkami sa punkty (3,0, (8,-3), (11,2), (6,5)
d) prostokat, ktorego wierzchotkami sa punkty (-6,-2), (6,-8), (8,-4), (-4, 2)

Dwoma wierzcholkami tréjkata rownobocznego sa punkty (-1,0) i (5,0).
Znajdz rownanie okregu:

a) wpisanego w ten trojkat, b) opisanego na tym trojkacie.

a) Zapisz rownania wszystkich okregow o promieniu diugosci 6, stycznych
do prostychx=-21iy=3.

b) Zapisz rownania okregow stycznych do osi v oraz do prostych x=3 1 y = -5.

¢) Zapisz rownania okregow, ktorych srodek lezy na prostej x = -2, stycznych do
prostych x=-5iy=4.

d) Podaj rownania wszystkich okregéw o promieniu /2, stycznych do prostych
orownaniach x—y=0ix+y+4=10.

Znajdz rownania okregow o srodku S stycznych do podanego okregu.
a) $=(2,4), x+2°+(y-11 =4 ¢) §=(0,4), (x-3)2+y*=81
b) §=(1,-2), (x=6°+(y+14)° =144 d) S=(-3,-5), (x+2)*+(y-2)*=64
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Sprawdz, czy okregi o podanych rownaniach sg styczne, przecinajg sie czy
sa rozlaczne.

a) (x+4P +(y+27% =16 d) (x+2)2 +(y +3)2 =36
(x+ 10 +(y+2)0° =49 X24y?=4

b) (x-6)*+(y +3)* =2 €) (x+3)*+(y-5) =64
(x=6)*+(y+7) =10 (x= 2P +(y +7) =25

Q) (x-2F +(y+4)° =25 f) (x+5)%+y*=9
(x-4)0+(y-3°=3 X2 +(y—-4)2 = 49

Znajdz rownanie okregu symetrycznego do okregu o podanym rownaniu
wzgledem prostej [.

a) (x=5)°+(y+6)72 =7, prostal: y=-8
b) (x+9)°+(y+8F° =3, prostal: x=5

Ustal, w jakich punktach okrag o podanym rownaniu przecina osie ukiadu
wspolrzednych.
a) (x-2P+(y+3°=13 c) (x-6)°+(y+4)y° =25
b) (x=12+(y-2)?2=4 d) (x=4)2 +(y+0,5)° = 36,25

A Okrag o podanym rownaniu przecina jedna z osi ukladu wspotrzednych
w dwoch punktach. Oblicz pole trojkata, ktorego wierzcholkami sg te punkty i sro-
dek okregu.

a) X2 +y2+2x-6y+5=0 b) X2+ y?-20x+18y+91=0

A Boki trojkata zawarte sg w prostych: k, I, m. Wykaz, ze ten trdojkat jest
prostokatny, a nastepnie znajdz rownanie okregu opisanego na nim.
a) prostak: y=1,5x+2, prostal: 2x+3y-6=0, prosta m: 7x +4y -34 =0
b) prostak: 2x—y—-2=0, prostal: x—-5y+35=0, prostam: x+2y+14=0

Punkt (-8, 5) jest jednym z wierzchotkow tréjkata rownobocznego opisane-
go na okregu o srodku w punkcie (-2, -3). Znajdz rownanie tego okregu.

A Znajdz rownanie okregu symetrycznego wzgledem prostej I do okregu o po-
danym rownaniu.

a) x> +y*-6x-16=0, prostal: x-2y+2=0
b) x> +y?+8x+12y =0, prostal: 2x-y-3=0
¢) xX°+y*+10x-2y+1=0, prostal: x-3y-12=0
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Dwa okregi maja rowne promienie. Jeden z tych okregdw okreslony jest
wzorem x° + y? + 2x + 6y + 1 = 0, a $rodkiem drugiego z nich jest punkt (1, /5 - 3).

a) Zapisz rownanie drugiego okregu.
b) Oblicz pole czesci wspdlnej kot ograniczonych tymi okregami.

Znajdz rownanie okregu opisanego na trojkacie o podanych wierzchotkach.
a) -3,1), (1,3), (1,9} b) (-2,-3), 4,-3), (2,1)

7123, Wyznacz wszystkie wartosci parametru p, dla ktorych podane rownanie opi-
suje okrag.
a) X2+ yt+dx -2y -p?-2p+8=0
b) x2+y2 = 10x+6y+p2+2p+26=0

a124. 3 Znajdz rownanie okregu o srodku lezacym na prostej x -y + 5 = 0, prze-
chodzacego przez punkty A=(-7,4) i E=(-1,6).

b) Zapisz rownanie okregu przechodzgcego przez punkty A = (-5,-1), B = (3,-1),
C=(-3,1).

a1125. Wykaz, ze $rodki wszystkich odcinkéw o dlugosci 1, ktorych jeden koniec
lezy na osi x, a drugi na osi v, tworzg okrag.

7126, Rownanie x2 + Vv + 2ax + 2by + ¢ = 0 przedstawia okrag tylko wtedy, gdy
a’+b*-c > 0. Jaka jest interpretacja geometryczna tego rownania, gdy a’+b*-¢ =0,

ajaka —gdy a’+b°-c < 0?

A 127, Jaka jest zalezno$¢ miedzy wartoscia parametru m a liczba rozwiazan po-
danego ukladu rownan?
{(x+l}2+y2= b) {x2+y?=4
(x+12+(y-m)=2 (x-mP+(y-m¥i=4

A 128, W ukladzie wspolrzednych zaznacz opisane ponizej zbiory A i B oraz zbiory
AnB, AUB, ANB oraz B\ A.
A={x)): xR, yeR, x-2P+(y+1?2 <9}
B={x,y): xR, yeR, x*+(y+2)* 24}
a129. Znajdz pole figury, ktora jest iloczynem zbiorow punktow A i B.
B={(x,y): xeR, yeR, x*+y? <4}
b) A={(x,y): x€R, YR, |yl+I|x| <2},
B={x,y): xR, yeR,x2+y2322}
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INTERPRETACJA GEOMETRYCZNA
UKLADU ROWNAN

Al Bez wykonywania obliczen okresl, ile ten uklad rownan ma rozwiazan.
y=2x—-7 b 3x-2y=3 3x—-5y=2
A {y=%x—? }{fx—y=l,5 < {2x—5y=3
A Sprawdz, czy proste o podanych réwnaniach przecinaja sie. Jesli tak —
podaj wspolrzedne ich punktu przeciecia.
a) x=7, 2x+y-4=10 d]y=—%x+2, -5x+2y=1
b) y=-2, y=-4x+3 e}y+§= , By+3x+1=0
) 3x-5y+2=0, y=06x+04 fi 3x-y+8=0, x-3y=0

A |- . Sprawdz, czy wszystkie podane proste przecinaja sie w jednym punkcie.
a) x+y+4=0, 2x-3y+3=0, y=2x-5
b) y=-x+1, y=%x—3, x-2y-7=0

c) y=2x+%. x+4y=1, 3x+2y+2=10

A . Boki trojkata zawarte sa w prostych o rownaniach: x+2y-2 = 0, 2x-y-4 =0
i x—y+4=0. Uzasadnij, ze trojkat ten jest prostokatny i oblicz jego pole.

4 0. Znajdz rownanie stycznej w punkcie P do okregu o podanym rownaniu.
a (x=1P+(y-4° =10, P=(4,3) ¢) (x+3P+y2=17, P=(-2,-4)
b)) (x+2°+(y-1F =13, P=(-5-1) d) x2+(y+1¥ =29, P=(2,-6)

fl a) Prosta p jest styczna do okregu x? + y? = 10 w punkcie (1,3) i przeci-
na osie ukladu wspolrzednych w punktach A i B. Oblicz pole trojkata, ktorego
wierzchotkami sa punkty A, B i poczatek ukladu wspotrzednych.

b) Wierzchotki rombu opisanego na okregu x°+y? = 5 leza na osiach ukladu wspol-
rzednych, a jeden z jego bokow jest styczny do tego okregu w punkcie (-2,-1).
Oblicz pole tego rombu.

Al Znajdz wspolrzedne punktow, w ktérych okrag k przecina prosta 1.
a) okrag k: x*+y® =75, prostal: y=3x
b) okrag k: x* + y* =10, prostal: y =2x-1
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Ustal, w jakich punktach prosta y = 3x — 1 przecina podany okrag.
a) (x=1P+(y=-2¢=10 c) (x+1)P+(y-4F =6
b) {x+z;2+{y+3}2=§; d) (x-20P+(y+1)°=8

Prosta x — 2y — 7 = 0 przecina okrag (x + 1)° +(y = 1)* = 25 w punktach A i B.
Oblicz dlugosd cieciwy AB.

Znajdz rownanie prostej stycznej w punkcie A do okregu (x —4)° + y° = 25.

a) A=(4,5) b) A=(=1,0) ) A=(1,4) d) A=(8,-3)

A Znajdz wspolrzedne punktow, w ktorych okrag x°+y* = 1 przecina parabole
0 podanym rownaniu.

a) y=4x2-1 b) y=x2-1 ¢ y=2x°-1 d) y=-x2+1

Punkty przeciecia paraboli y = 2x? i okregu x* + ¥* = 5 sa dwoma z wierz-
chotkéw prostokata wpisanego w ten okrag. Oblicz pole tego prostokata.

Wykaz, ze punkt (0,0) oraz punkty, w ktorych prosta x -y + 1 = 0 przecina
parabole v = x°, sa wierzchotkami trojkata prostokatnego.

Wierzcholkiem paraboli v = ax® + bx + 1 jest punkt W = (2, 5). Prosta o row-
naniu y = —x + 5 przecina te parabole w punktach A i B. Oblicz pole trojkata ABW,

Osie uktadu wspdlrzednych i prosta przechodzaca przez punkty przecigcia
parabol v = x* +3x - 12 i y = —x* — 2x ograniczaja trdjkat. Oblicz pole tego trojkata.

Oblicz pole tréjkata, ktorego wierzchotkami sa punkty wspolne paraboli
i okregu o podanych rownaniach.

a) y=2x2-2, x2+y?=4 b) y=-3x2+3, x2+y2=9

Okrag o srodku S wycina z prostej I cigciwe o diugosci d. Znajdz réwnanie
tego okregu.

a) §=(1,2), prostal: x+y+5=0, d=2
b) §=(-3,5), prostal: x-4y+8=0, d=1

Dana jest prosta I: y =-2x+ 1 i punkt § =(-1,-3).

a) Znajdz rownanie okregu o srodku w punkcie S, stycznego do prostej [, oraz
wspoélrzedne punktu stycznosci.

b) Znajdz rdwnanie okregu o srodku w punkcie 5, ktéry z prostej | wycina cieciwe
o dlugosci 2.
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Znajdz dlugosc cieciwy, ktorg okrag k wycina z prostej L.
a) prostal: y =-5x-3, okrag k: x* +y?-4x-9=0
b) prostal: x-2y~-14=0, okrag k: (x-1)*> +(y+4)*> =10

Prosta o rownaniu 2x -y + 2 = 0 przecina okrag x* + y2 +4x -2y -4 =0
w punktach A i B.
a) Znajdz rownanie okregu, ktérego srednicq jest odcinek AB.

b) ZnajdZ réwnanie osi symetrii figury zlozonej z danego okregu i okregu, ktorego
srednica jest odcinek AB.

il B ¥
Prosta y = —%x + 1 przedstawiona na ' ?’/ \
rysunku obok przecina okrag x° + y® = 17 ol i - \E
punktach A i B, a 0§ x — w punkcie C. | C~J
Okrag przecina o$ x w punktach D i E. Ob- ' B
licz sume pal trojkatow ADC i CBE. \ i _J,/
f a) Dany jest okrag o rownaniu x° + ¥~ + 14x + 18y + 80 = 0. Jedna z prze-

katnych kwadratu wpisanego w ten okrag zawiera sie w prostej y = 7x +40. Znajdz
wspolrzedne wierzchotkow tego kwadratu.

b) Jeden z bokéw prostokata wpisanego w okrag x° + y? —10x + 4y + 13 = 0 zawiera
sie w prostej ¥ = -3x + 1. Znajdz wspolrzedne wierzcholkow tego prostokata.

Punkty A = (-1,-5) i B =(2,-4) leza na okregu o réwnaniu x? +(y +3)° = 5.
Znajdz wspolrzedne punktu C lezacego na tym okregu takiego, #e:

a) trojkat ABC jest prostokatny,
b) trdjkat ABC jest rownoramienny i odcinek AB jest jego podstawa.

Punkty A =(1,-9)i B =(4, v19-5) lezg na okregu (x-=3)° +(y+5)*=201isa
wierzchotkami prostokata ABCD. Wyznacz wspolrzedne punktow C i D.

Prosta y = —%x przecina okrag o srodku 5 = (0,-2) i promieniu 4 w punk-
tach A i B. Znajd?z wspolrzedne takiego punktu C lezacego na tym okregu, ze
trojkat ABC jest rownoramienny i odcinek AB jest jego podstawa.

Znajdz rownania stycznych do okregu (x — 1) + y° = 3:
a) réwnoleglych do prostej y = 3x + 5,
b) prostopadlych do prostej x + 2y -3 =0,
¢} nachylonych do osi x pod katem 135°
d) nachylonych do osi x pod katem 60°.
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Znajdz rownania prostych stycznych do okregu x? + y* - 2x = 0, ktére sa:
a) rownolegle do prostej x + 5y +10=10,
b) prostopadle do prostej x + 2y -4 = (.

Znajdz rownanie okregu o srodku S = (5, -4), stycznego do prostej y = 3x+1.

Znajdz rownania prostych, ktéore sa rownolegle i jednoczesnie styczne do
dwdch okregéw o rownaniach (x+ 12 + (¥ +6)? =9 i (x = 2)¢ + y2 =9,

Znajdz rownanie najmniejszego z okregow, ktory jest rownoczesnie styczny
do okregu x° + y2 = 16 i prostej y = —x - 8.

Dla jakich wartosci p okrag (x — 1)* + (y + 3)° = p ma dwa punkty wspolne
Z prosta y =2x =27

Dla jakich wartosci parametrow a i b prosta y = ax + b jest rownolegla do
prostej 3x + y -6 =0 i rozlaczna z okregiem (x - 1)° + (y - 2)* = 4?

Znajdz na okregu (x — 3)° + (y - 1)° = 9 taki punkt, ktérego odleglos¢ od
prostej ¥ = 2x + 5 jest najmniejsza.

Srodkiem okregu x? + y? — 2x — 8y — 3 = 0 jest punkt § oraz okrag ten prze-
cina 0§ x w punktach A i B. Proste styczne do okregu w tych punktach przecinaja
sie w punkcie C. Oblicz pole czworokata ACES.

Prosta 7x — y — 14 = 0 przecina okrag x* + y° + 2x - 8y - 8 = 0 w dwéch
punktach. Wykaz, ze styczne do okregu w tych punktach sa prostopadle.

Znajdz wspolrzedne punktow, w ktorych okrag x° + y? = 1 przecina okrag:

a) xX2+(y+10=2 ¢ (x-2)+y*=3
b) X2 +(y-1)%=1 d) (x+3)°+y?=5
Znajdz wspolrzedne punktow, w ktdrych podane okregi sie przecinaja.

a) X2+y*=2 i x°+y°=-2x-2y=0
b) x> +y?=3 i (x-1F+{(y-2)?=2
) x+2P +{y+1¥2=5 i x*+y°=4

A Rozwiaz graficznie i algebraicznie uklad rownan:
o [ ryi=6 by | XH2P+ =17 =5 o J X ept=3
y=x2 (x+1P +(y+1)2= (x=2P +(y+2)P=2
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Znajdz pole czworokata, ktorego wierzcholkami sa Srodki okregow o poda-

nych rownaniach oraz punkty przeciecia sie tych okregow.

a) xX*+{y-1°=11 (x+2P+y*=4

A

b) (x-22+y*°=4 i x2+(y+4)° =16

Zanacz w ukladzie wspolrzednych zbior punktow, ktorych wspolrzedne

spelniaja warunek:

a) -

b) -

c)

(y22x-3

Té . d) 2x+3y-3<0 lub x-2y+450
W

[ —2 : 4x+2y-3;le —_
N -1%

kyg—%xhi = x-y+320 o

(y <-3x+4 2x+y <0 yv<0
. . f) , lub

| V=% x-3y <0 2x+y 20

2

jx—z i yv=-x-3. Opisz za pomoca

Proste m i n opisane sg rownaniami y =

nierownosci zaznaczony zbior punktow.

a) Yi b) ¥ c) LY d) Lt
; : I |
e | I :
Jf \\ﬂ \ﬂ : \3’? : :
T : ’;ﬂ- e : tn,f - b Iﬂ’ o Iﬁ’
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al71. Znajdz wszystkie wartosci parametru p, dla ktérych prosta opisana réwna-
niem px +y+ 1 = 0 i okrag o rownaniu (x + 1)° +(y - 3)° = 16:

a) maja jeden punkt wspolny,
b) maja dwa punkty wspolne,

¢) nie majg punktow wspolnych.

7172, Wierzcholki trojkata rownobocznego leza na paraboli o podanym rownaniu,
a jeden z nich jest jej wierzchofkiem. Znajdz wspolrzedne wierzchotkow tréjkata.

a) y=x°

b) y=x2-4x
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a173. ZnajdZ na paraboli ¥ = x* dwa takie punkty A i B, Zze punkt (1,5) jest

srodkiem odcinka AB.

al174. Okresl, jak liczba punktow wspélnych paraboli o podanym rownaniu i okre-
gu o rownaniu x° + y* = 1 zalezy od wartosci parametru p.

a) y=x‘+p b) y=px? -1

717 5. Zapisz réwnania prostych stycznych do okregu x2 + y2 = 5, przechodzacych

przez punkt P = (0, 5).

n176. Znajdz rownania stycznych do okregu x* + y° + 4y + 3 = 0, poprowadzonych
z punktu o danych wspolrzednych.

a) (0,0) b) (0,1) ¢) (-1,0) d) (1,1)

al77. ZnajdZ rownania okregéw o promieniu /10, stycznych do prostych o row-
naniach x -3y +3=0ix+3y-9=0.

al178. Znajdz rownanie okregu o promieniu diugosci 5, stycznego do wykresu
funkcji v = |x - 2|.

a179. z punktu P = (0,-1) poprowadzono styczne do okregu x°+y° +10x+12 = 0.
Znajdz rownanie okregu opisanego na trojkacie, ktorego wierzchotkami sa punkty
stycznosci oraz punkt P.

a180. ZnajdZ rownania prostych, ktore sg styczne do okregu (x +1)° +(v-3)° =4

oraz do okregu (x—5)° +(y - 3)° =

A181. Znajdz na prostej o rownaniu ¥ = 2x taki punkt P, Zze dwie proste przecho-
dzace przez ten punkt i styczne do okregu o rownaniu (x + 2)° +(y - 1)° = 4 sa do
siebie prostopadfe.

A182. Dla jakich wartosdci parametru p okregi x> +(y+3)F° =16 i (x - p)* + y* = p°
54 styczne?

7 183, a) Dla jakich wartoéci parametru m okrag x% +y2+6x—-4y —2m? -m+14 =0
jest styczny do prostej x -2y -3 =07
b) Dla jakich wartosci parametru ¢ prosta x — 2y - 1 = 0 jest sieczng okregu o row-
naniu x° + y? +tx -t = 0?

a184. nia jakich wartosci parametru p punkt przeciecia prostych o rownaniach
2x—=y+p=0ix-y+2p+2=0nalezy do kota o promieniu 2 i érodku w poczatku
ukladu wspotrzednych?
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a185. punkt (2,6) jest jednym z wierzchotkow trajkata rdownobocznego wpisanego
w okrag o rownaniu x° + y° - 12x = 8y + 32 = 0. Znajdz wspoétrzedne pozostalych
wierzchotkow tego trojkata.

a1 186. pia jakich wartosci parametru a poczatek ukltadu wspoirzednych i punkty
przeciecia prostej ¥ = x +4 i paraboli y = ax® (a > 0) sa wierzchotkami tréjkata
prostokatnego?

a187. Znajdz wspolrzedne punktow, w ktérych przecinaja sie okregi o podanych
rownaniach.

a) X2 +y2-2x-4y-4=0 i x2+y*+6x+4=0
b) X+ +2x-14y-3=0 i (x+3)°+(y+20° =16
) (x+2P+(y=-12=11 i (x—42+(y+2P2=20

a188. Katem pomiedzy krzyvwymi nazywamy kat miedzy stycznymi do tyvch krzy-
wych w punkcie ich przeciecia.

a) Znajdz kat, pod jakim przecinajg sie okregi o rownaniach x° + y* - 12x+11=0
oraz x> +y* =4.

b) Znajdz promien okregu o srodku w poczatku ukladu wspoltrzednych, ktory prze-
cina okrag o réwnaniu x° + y° = 10y + 9 = 0 pod katem prostym.

A <+ ZnajdZ rownanie krzywej skladajacej si¢ z punktow, ktorych odleglosc o
4 185, Znajdz réwnanie krzywej sktadajacej si ktow, ktérych odleglosé od
podanego okregu jest rowna odleglosci od danej prostej.

a) x*+y*=1, y=3 b) (x+2)0° +(y-3)P=4, y=-1

Bl . . 2 . - 3
a190. Opisz za pomoca nierownosci zaznaczony zbior punktow.
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A
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7 197, zapisz warunek, ktory spetniaja wspolrzedne punktéw tworzacych podana
figure.

a) trojkat o wierzchotkach A =(-2,4), B=(6,0), C =(5,4)
b) rownoleglobok o wierzchotkach A = (-2,-1), B=(0,4), C =(-2,7), D =(-4,2)
¢) trapez o wierzchotkach A =(-1,-1), B=(7,1), C=(9,5), D =(-3,2)

7192, Oblicz pole figury skiadajacej sie z punktéw o wspolrzednych spelniajacych
podany warunek.

a) (x+1P+(y-3F<4 i yzx+4
b) (x+4P +(y+3)°<16 i (x+4F +(¥+3)*=28
¢) (k=3P +(y-1¥<2 i 0sys?2
d) x-2P°+(y-3” <8 i (x-6"+(y-3)<8
2193, W ukladzie wspolrzednych zaznacz zbior punktow, ktorych wspdlrzedne
spelniaja podany warunek.
a y-|x-2]<3 €) Ix|+lylg2
b) [x-y|l=z4 d) [x+2|+|y-1]<1
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Punkty K =(a,b), L =(c,d) i M sa wspolliniowe, punkt L lezy pomiedzy punkta-
mi K i M. Wiadomo, ze |LM| = 3|KL|. Punkt M ma wspolrzedne:
A.Z2c-a,2d-b) C.(3c-2a,3d-2b)
B. 3c+a,3d+b) D. (4¢c-3a,4d - 3b)

Punkty (-4,2), (5,-10) i (3, 1) sa wierzcholkami trojkata. Najkrotsza wysokosé
tego trojkata ma diugosc:

A. 5 B. 17 C. 6,5 D. 5

Prosta m przechodzi przez punkty (-3,-5) i (8,-4). Prosta symetryczna do pro-
stej m wzgledem prostej x + ¥ = 0 ma rownanie:
A y=Lx+55 B. y=-Lx-4 C.y=11x-52 D.y=-11x-58

Ktore z ponizszych rownan opisuje prosta zawierajgcg dwusieczne katow
ostrych pomiedzy prostymi y=xi y = 7x?

A y=2x B. y=2,5x C.y=3x D. y=4x

Najwiekszy kat trojkata ograniczonego osig x i prostymi y = —/3x + 10 oraz
V=X ma miare:

A, 757 B. 90° C:113° D. 120°

Boki trapezu zawieraja sie w prostych o réwnaniach y = 3x -5, y = -ﬁx + 2,
y==-3x-3iy= -}Ix — 1. Wysoko$c¢ tego trapezu jest rowna:

A. 3 B. 1_2_13?',__? C. J17 D. &JJ

Ktore z ponizszych rownan opisuje okrag styczny do prostych o réwnaniach
y=—%x+6% i 3x+4y+14 =07
A (x=-2F+y°=4
B. x+20°+(y-3)=2
C. (x=10)? +(y +6)° = 16
D. (x=60°+(y+3)¢=8

Pole czworokata o wierzchotkach w punktach, w ktérych parabola y = -2x% + 2
przecina okrag x% + y? = 1, jest rowne:

A. 23 B. 2;4».3 c. 3 D.1+3
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Styczna do okregu opisanego réwnaniem x° + y° + 2x + 4y — 8 = 0 w punkcie
(=3, 1) ma rownanie:
A 2x+3y-9=0 C.2x-3y+9=0
B. 3x-2y+4=0 D.3x+2yv-4=0

A Punkt P jest punktem okregu x° + y° + 8x + 2y + 12 = 0 polozonym najblizej
prostej ¥ = 2x - 5. Oznacza to, ze ma on wspdélrzedne:

1 _5l
A. (-2,-3) B. (-11,-21) C.{-2,-2) D. (0,-3)
Wiekszy z okregow ograniczajacych pierscien o polu 401 mozna opisac row-

naniem x° + y° - 4x + 6y - 36 = 0. Mniejszy okrag ograniczajacy ten pierscienn ma
rownanie:

A (x+2P2 +(y-32=49 C.(x+32+(y-22 =40

B. (k=22 +(y+32=9 D.(x=22+(y=-3)¢=3

0

Ktore z podanych rownan opisuje okrag, ktory jest styczny wewnetrznie do
okregu x2 + y? +4x -2y +1 =107
A X242 +4x+ 10y +13 =0 C.x*+y?+6x-2y+9=0
B. x2+y2-2x+4y-4=0 D.x*+y?+4x-10y +25=0

A Srednica najmniejszego okregu, ktory jest jednoczesnie styczny do okregu
x2+y?+4x-2y-5=0ido prostej y = -3x + 10, ma dlugos¢:

A. 5 B. 2./5 C. /10 D. \zﬂ

Dlugoé¢ wspdlnej cieciwy okregéw o réwnaniach x* + y> —6x+4y +3 =0
i X2+ )% +4x -6y -7 =0 jest rowna:
A. 2.2 B. 10 C..54/2 D. 2
A Pole czworokata, ktérego wierzchotkami sg Srodki okregéw o rownaniach

eyl =4ix2+y?+6x+6y+8 =0 oraz punkty przeciecia sie tych okregow,
jest rowne:

A. 62 B. 6 C. 92 D. 12
A Punkty (2,1) i (6, 3) sg koncami podstawy trojkata rownoramiennego, a jedno

z ramion tego trojkata zawiera sie w prostej 3x + 4y — 30 = (0. Oblicz obwdd tego
trojkata.

Oblicz pole trapezu o wierzchotkach w punktach P = (32,75), Q = (36,78),
R =(33,82), § =(26,83).
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A Dwa z wierzcholkéw prostokata wpisanego w okrag (x+2)° +(y-4)° = 29 maja
wspolrzedne (3,6) i (-2 - 2./5,1). ZnajdZ wspolrzedne pozostalych wierzcholkow
tego prostokata.

f Punkty (-1,9) i (7,3) sa koncami jednej z przekatnych rombu o polu 40.
Znajdz wspolrzedne pozostalych wierzchotkéw tego rombu.

A ZnajdZ rownanie okregu opisanego na trojkacie o wierzchotkach (-11,27),
(-8,32) i (-16,32).

A Znajdz wspolrzedne punktu, w ktérym prosta przechodzaca przez srodki
okregow (x - 50 + (¥ +3)* = 16 i (x + 1)° + (¥ + 2)> = 5 przecina wspolna cieciwe
tych okregow.
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Pole trojkata ABC o wierzcholkach A =(0,0), B =(4,2), C =(2,6) jest rowne:
A5 B. 10 €. 15 D. 20

W ukladzie wspélrzednych dane sa punkty A = (a,6) oraz B = (7, b). Srodkiem
odcinka AB jest punkt M = (3, 4). Wynika stad, ze:

A.a=5ib=5 C.a=4ib=10
B. a=-1ib=2 Da=-4ib=-2

Punkt K = (2, 2) jest wierzcholkiem trojkata réwnoramiennego KLM, w ktorym
|[KM| = |LM]|. Odcinek MN jest wysokoscia trojkata i N = (4, 3). Zatem:

A.L=1(53) B. L=(6,4) C.L=(3,5) D.L=(4,6)

Punkty A=(-21,11)i B=(3,17) sa koncami odcinka AB. Obrazem tego odcinka
w symetrii wzgledem osi x ukladu wspolrzednych jest odcinek A'B’. Srodkiem
odcinka A'E’ jest punkt o wspolrzednych:

A. (-9,-14) B. (-9,14) C. (9,-14) D. (9,14)

Punkt A = (-3, 2) jest koncem odcinka AB, a punkt M =(4, 1) jest srodkiem tego
odcinka. Dlugos¢ odcinka AB jest rowna:

A.- 2 '\,"rg B . 4 \.";m C. 5 \,"I;E D . ]. [} \_-'II'E

Dane sa punkty o wspélrzednych A = (-2, 5) oraz B = (4,-1). Srednica okregu
wpisanego w kwadrat o boku AB jest rowna:

A. 12 B. 6 C. 62 D. 2.6

Okregi o srodkach §; = (3,4) oraz S> =(9,-4) i rownych promieniach sa styczne
zewnetrznie. Promien kazdego z tych okregow jest réwny:

A. 8 B. 6 C:5 D.

ra|wn

Na ktorej z podanych prostych leza wszystkie punkty o wspolrzednych
(m-1,2m+5), gdzie m jest dowolna liczba rzeczywista?

A.y=2x+5 B. v=2x+6 C.y=2x+7 D.y=2x+8
Suma odleglosci punktu A = (-4, 2) od prostych o rownaniach x =4 i y = -4 jest
rowna:

A. 14 B. 12 C. 10 D.8
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Na rysunku jest przedstawiona graficz- ) S
na ilustracja uktadu dwoch rownan stopnia ] :

pierwszego z dwiema niewiadomymi x i y. ;
Wskaz ten uklad. e s :
A {y =-2x+8 : {y =x-1 NN MRS . |
. =—3x413 . = Lyl i3 1/ o
Ykt s ViTmghty . _.
y=ex—4 {y=3x—? /
B. R o D. e {
{.‘V— X+ 35 v §x+4 /]

Na jednym z rysunkow przedstawiono interpretacje geometryczna ukladu

y . [X+3y=- ;
rownan { Ix— 2y = —4° Wskaz ten rysunek.
A. M | TR B. i
.l i _
N LT X AW X
C i D. Y ;
|/
/1 1
e - B ._j:._:, -
Uklad row '{”“y=3 isuje w ukladzie wspotrzednych na plasz-
ad rownan 4., ° 0,5y =4 opisuje w ukladzie wspolrzednych na plasz
czyzZnie:
A. zhior pusty C. dokladnie dwa rozne punkty
B. dokladnie jeden punkt D. zbiér nieskonczony
Na rysunku przedstawione sa dwie pro- d b E T
ste rownolegle k i I o rownaniach y = ax+b : "“ ,’ﬁ‘ P
oraz ¥y = mx + n. Poczatek ukladu wspolrzed- 2 P
nych lezy miedzy tymi prostymi. Zatem: ‘-‘-.-%*_.5%_ il 4‘
ALa-m>0ib-n>0 “4" 1 X

B.a-m=>0ib-n<0
C.a m<0ib-n>0
D.a- m<0ib-n<0
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Prosta | o réwnaniu y = m“x + 3 jest rownolegta do prostej k o réwnaniu
y=(4m-4)x - 3. Zatem:

A m=2 B. m=-2 C.mi==2-2.02 D.m=2+2.,2

Proste opisane rownaniami y = ?Ihzu—rx oraz y = mx+ — 1 T Sa prostopadite,
gdy:
A.m=2 B.m=% C.m=% D.m=-2

Prosta okre$lona wzorem y = ax + 1 jest symetralng odcinka AB, gdzie A =(-3,2)
i B=1(1,4). Wynika stad, ze:

A.a= 5 B. a 5 C.a & D.a=2

Dany jest trojkat rownoramienny ABC, w ktorym |AC| = |BC|. Ponadto wiado-
mo, 7ze A =(-2,4) i B = (6,-2). Wierzcholek C nalezy do osi y. Oblicz wspolrzedne
wierzchotka C.

Wyznacz rownanie osi symetrii trojkata o wierzchotkach A =(-2,2), B = (6,-2),
C =(10, 6).

Na rysunku przedstawione sg dwa wierz- ¥
cholki trojkata prostokatnego ABC: A =(-3,-3)
i C =(2,7) oraz prosta o rownaniu y = —x -3

g
zawierajaca przeciwprostokatmag AB tegr:r troj-

bl

kata. Oblicz wspolrzedne wierzcholtka B tego : iy
trojkata i dlugosé odcinka AB. 1 X

Dane sa proste o réwnaniach y = x + 2 oraz y = -3x + b, ktore przecinaja sie
w punkcie lezacym na osi y ukladu wspolrzednych. Oblicz pole trojkata, ktorego
dwa boki zawierajg sie w danych prostych, a trzeci jest zawarty w osi x.

Punkty A = (-1,1) i C = (1,9) sq wierzcholkami tréjkata rownoramiennego
ABC, w ktorym |AC| = |BC|. Podstawa AB tego trojkata zawiera sie w prostej
0 réwnaniu y = —x +2 * . Oblicz wspolrzedne wierzchotka B tego trojkata.

W ukiadzie wspoélrzednych punkty A = (4,3) i B = (10, 5) sa wierzcholkami
trojkata ABC. Wierzcholek C lezy na prostej o réwnaniu y = 2x + 3. Oblicz wspol-
rzedne punktu C, dla ktorego kat ABC jest prosty.
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Dane sg trzy niewspolliniowe punkty: A = (1,1), B = (6,3), C = (4,5). Ile jest
wszystkich punktow D takich, ze czworokat o wierzchotkach w punktach A, B, C,
D jest rownoleglobokiem?

Al B. 2 Cd D. 4

Odleglos¢ poczatku ukiadu wspdélrzednych od prostej o réwnaniu y = 2x + 4
jest rowna:

A. 5 B. 4y
u ]

3

}:‘fil
TN

C. ; D. 4

Prosta [, na ktorej lezy punkt P = (8§, 2), tworzy z dodatnimi polosiami ukfadu
wspolrzednych trojkat prostokatny o polu 36. Wyznacz rownanie prostej [.

Punkty A =(-7,-2) i B = (4,-7) sa wierzchotkami podstawy trdjkata rownora-
miennego ABC, a wysokosc¢ opuszczona z wierzcholka A tego trojkata zawiera sie
w prostej o rownaniu 2x + 19y + 52 = 0. Oblicz wspolrzedne wierzchotka C.

Punkt A = (-2,6) jest wierzcholkiem rombu ABCD o polu 90. Przekata ED
zawiera sie w prostej [ o rownaniu 2x-y-5 = 0. Wyznacz dlugosc boku tego rombu.

Punkty A =(30,32) i B = (0, 8) sg sgsiednimi wierzchotkami czworokata ABCD
wpisanego w okrag. Prosta o rownaniu x — v + 2 = 0 jest jedyng osia symetrii tego
czworokata i zawiera przekatng AC. Oblicz wspotrzedne wierzchotkow C i D tego
czworokata.

Punkt A = (7,-1) jest wierzcholkiem trajkata rownoramiennego ABC, w Kkto-
rym |AC| = |BC|. Obie wspolrzedne wierzchotka C sa liczbami ujemnymi. Okrag
wpisany w trojkat ABC ma réwnanie x°+y* = 10. Oblicz wspolrzedne wierzchotkow
B i C tego trojkata.

; Wierzcholki A i B trajkata prostokatnego ABC leza na osi y ukladu wspol-

rzednych. Okrag wpisany w ten trojkat jest styvczny do bokow AB, BC i CA
w punktach — odpowiednio — P = (0,10), Q = (8,6) i R = (9,13). Oblicz wspoi-
rzedne wierzcholtkow A, B 1 C tego trojkata.

Wyznacz rownanie okregu przechodzacego przez punkty A =(-5,3) i B = (0, 6),
ktorego srodek lezy na prostej o rownaniu x -3y +1 =0.

Dane sa okregi o rownaniach:
X2+ y2-12x-8y+43=0 i x2+y2-2ax+4y+a*-77=0.
Wyznacz wszystkie wartosci parametru a, dla ktorych te okregi majg dokiadnie
jeden punkt wspdolny. Rozwaz wszystkie przypadki.

Dany jest nieskonczony ciag okregow (0,) 0 rownaniach x°+y* =211-1 p > 1.

Niech P, bedzie pierscieniem ograniczonym zewnetrznym okregiem osp-; i we-
wnetrznym okregiem o2;. Oblicz sume pél wszystkich pierscieni Py, gdzie k= 1.
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Pole powierzchni catkowitej:

P = EPF-PPE;
Objetosc:
V = Pp " h
Walec

Pole powierzchni bocznej:
Py, = 2mrrh

Pole powierzchni catkowitej:

Pole powierzchni catkowitej:

P - Pp + Ph
Objetosé:
V=1P, - h
Stozek
-------- Pole powierzchni bocznej:
I h Py = mrrl
Pole powierzchni catkowitej:

P ol W

P=P,+Py=mr*+mrl
Objetosé:
V=3P, h=4inr’h

Jezeli bryta F» jest podobna do bryty T,

=ty P = 2P, + Py = 2mr? + 2mrh
Objetosc:
V = mrih
Kula
- Pole powierzchni:
P = 4wy
M e,
— Obietosé:
Ve
Vi k-a
a- L=

w skali k, to:

Pole powierzchni bryly s j2

Pole powierzchni bryly F, =

Objetosé bryty > _ k3
Objetosc bryly Fy




WIELOSCIANY | INNE
FIGURY PRZESTRZENNE

Na rysunku przedstawiono prostopadioscian podzielony na trzy graniastoshupy.
Oblicz objetos¢ kazdego z tych graniastostupow.

a) b)

X 2 e 4

e 7N

I_,-’ \\._ i ./" ¥ \ »
P i 1 5,/ 2t \5 : 3
ke P 0
o y \v, 3
4 3 1

Na szescianie o krawedzi 8 polozono szeScian o krawedzi 6, a na nim szescian
o krawedzi 3. Za kazdym razem $ciana mniejszego szescianu zawiera sie catkowicie
w $cianie wiekszego. Oblicz pole powierzchni catkowitej otrzymanej ,piramidy”.

Na rysunku obok przedstawiono szescian
0 krawedzi a. Punkty M i N sg srodkami kra-
wedzi szeScianu. Oblicz objetos¢ oraz pole
powierzchni catkowitej wieloscianu o wierz-
chotkach MNAA'.

Z graniastostupa prawidlowego czworokanego o krawedzi podstawy a i wy-
sokoéci 2a wycieto ostrostup w sposob przedstawiony na rysunku ponizej. Oblicz
objetosc ostroslupa.

a) b) c)

g1
a
i; Z - Z prostopadioscianu odcieto graniastostup
: - 3 . trojkatny tak, jak to przedstawiono na rysun-
P N ku. Oblicz objeto$¢ i pole powierzchni catko-
& witej wiekszej z otrzymanych bryl.
[§]
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7 prostopadloscianu przedstawionego na ry-
sunku odcieto ostrostup. Kropka zaznaczono sro-
dek sciany. Oblicz objetos¢ tej czesci bryly, ktora
pozostala po wycieciu ostrostupa.

W szescianie o krawedzi a wydrazono na wy-
lot dwa graniastostupy prawidlowe czworokat-
ne w sposob przedstawiony na rysunku. Srodki
zaznaczonych kwadratow sg jednoczesnie srod-
kami Scian szescianu. Oblicz objetosc tej czesci
szescianu, ktora pozostanie po wyjeciu grania-

RN

stostupow.

2/

1

Na drewnianym klocku w ksztalcie sze-
$cianu o krawedzi a polozono inny klocek —
w ksztalcie graniastostupa prostego — w spo-
sob przedstawiony na rysunku. Wiadomo, ze
oba klocki maja jednakowa objetosé. Wyznacz
wysokos¢ H otrzymanej bryly oraz pole po-
wierzchni zacieniowanej sciany.

Do kazdej sciany czworoscianu foremnego o krawedzi a doklejono jednakowe
ostrosfupy prawidiowe trojkatne. Podstawa kazdego ostrostupa pokrywa sie cal-
kowicie ze Sciana czworoscianu foremnego. Objetos¢ otrzymanej bryly jest trzy
razy wieksza od objetosci czworoscianu foremnego. Wyznacz wysokosc¢ doklejo-
nych ostrostupow.

odcieto cztery narozniki w ksztalcie czworoscia-
now foremnych o krawedzi 3. Wyznacz objetosc -
i pole powierzchni calkowitej bryly otrzymanej 4}, :

W czworoscianie foremnym o krawedzi 10 /v

po odcieciu naroznikow.

192
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i
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o

Salonik prasowy ma ksztalt graniastosiu-
pa prawidlowego szesciokatnego z nalozonym
dachem w ksztalcie ostrostupa prawidiowego
szesciokatnego (patrz rysunek). Podstawa gra-
niastostupa ma powierzchnie 100m?, a jego
wysokos¢ wynosi 3 m. Wyznacz:

a} kubature (objetosé) tego obiektu,
b) powierzchnie dachu.
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Namiot ma ksztalt i wymiary przedstawione na
rysunku obok. Wszystkie krawedzie boczne ostrostu-
pa stanowigcego dach namiotu majg diugosc 5,5 m.
Oblicz:

a) catkowita wysokos¢ namiotu,

<120/

i
]

4a
b) pole powierzchni bocznej namiotu,

: - ; 3a
¢} kubature (objetosé) tego namiotu.

W ostrostupie prawidlowym czworokgtnym wszystkie krawedzie maja diu-
gosc a. Przez srodki krawedzi bocznych poprowadzono plaszczyzne, ktora prze-
ciela ostrostup na dwie bryly. Oblicz objetos¢ i pole powierzchni catkowitej
otrzymanego ostroslupa Scietego.

Szescian i osmioscian foremny majq jednakowe pola powierzchni. Wyznacz
stosunek objetosci szescianu do objetosci osmioscianu.

Na rysunku obok przedstawiono siatke dwuna-

G stoscianu foremnego. Po sklejeniu bryly $ciana III
— e znajdzie sie naprzeciw Sciany X. Znajdz pozostale
W _Wle’“-“.:’- -'Q;IX | X pary Scian, ktore znajda sie naprzeciw siebie.
= I ViD=
Wy <
v <~ Czy w oSmioécianie foremnym mozna wskazac

dwie sciany lezace w rownolegtych plaszczyznach?
A w dwunastoscianie foremnym?

Przeczytaj w podreczniku ciekawostke o wieloscianach potforemnych (zakres
rozszerzony, str. 259).

a) 7 szeScianu o krawedzi a otrzymano sze$cian Sciety. Jaka jest dlugosc¢ krawedzi
tego szescianu?

b) Z o$mioscianu foremnego o krawedzi a otrzymano o$mioscian Sciety. Jaka jest
diugosé jego krawedzi?

¢) Z czworoscianu foremnego o krawedzi a otrzymano czworoscian Sciety. Jaka
jest diugosé jego krawedzi?

d) Narysuj siatke i zbuduj model antygraniastostupa czworokatnego.

18, W szescianie o krawedzi a odcieto naroze plasz-
czyzng przechodzacy przez punkty K, L, M (jak na
rysunku). Wiedzac, ze |AK| = |AL| = |[AM| = %a, ob-
licz objetosc i pole powierzchni catkowitej wiekszej

z otrzymanych bryl.
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19, W ostrostupie prawidlowym szesciokatnym krawedz podstawy ma dlugos$é a,
krawedz boczna ma dlugos¢ 4a.

a) Przez érodki krawedzi bocznych poprowadzono plaszczyzne, ktdra przeciela
ostrostup na dwie bryly. Oblicz objetos¢ i pole powierzchni calkowitej otrzymanego
ostrostupa scietego.

b) Przez wysokosci dwoch sgsiednich scian bocznych ostrostupa poprowadzono
plaszczyzne, ktora przeciela ostrostup na dwie bryly. Oblicz objetos¢ i pole po-
wierzchni catkowitej wiekszej z otrzymanych bryl.

720, W szeScianie o krawedzi dlugosci 1 wybrano
cztery wierzchotlki, jak na rvsunku obok.
a) Czy czworoscian o wierzchotkach w wybranych
punktach jest prawidiowy?
b) Ile wysokosci o réznych dlugosciach ma ten czwo-
roscian? Znajdz te dlugosci.

¢) Czy wybierajac w inny sposob cztery wierzcholki tego samego szescianu, mo-
zemy uzyskac inny czworoscian, nieprzystajacy do opisanego powvzej? Jesli tak,
wyznacz diugosci jego krawedzi. Znajdz wszystkie mozliwosci.

a2l. Przeczytaj w podreczniku ciekawostke o antygraniastostupach (zakres rozsze-
rzony, str. 259). Oblicz wysokos¢ antygraniastostupa czworokatnego o krawedzi a.

FIGURY OBROTOWE | INNE
FIGURY PRZESTRZENNE

Wyznacz stosunek objetosci szescianu opisanego na kuli do objetosci szescia-
nu wpisanego w te kule.

Oblicz objetos¢ kuli opisanej na prostopadlioscianie o wymiarach: 4 cm, 8 cm
i 10cm.

a) lle razy wieksza objetos¢ ma walec opisany na graniastostupie prawidto-
wym trojkatmym od walca wpisanego w ten graniastosiup?
b) Ile razy wieksza objetos¢ ma graniastosiup prawidlowy trojkatny opisany na
walcu od graniastostupa prawidlowego trojkatnego wpisanego w ten walec?

Romb o przekatnych diugosci 6 i 8 jest podstawa graniastoslupa prostego

0 wysokosci 20. Oblicz pole powierzchni catkowitej walca wpisanego w ten grania-
stostup.
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Walec i graniastostup prawidlowy czworokatny majg wysokosci jednakowej
diugosci oraz jednakowe pola powierzchni bocznych. Oblicz stosunek objetosci
graniastostupa do objetosci walca.

i
Do wykonania palisady w ogrodzie po-
trzeba 400 jednakowych betonowyvch elemen-
tow. Ksztalt i wymiary jednego takiego elemen- 40 cm
tu przedstawiono na rysunku obok. lle metrow
szesciennych zaprawy zuzyto do wykonania
wszystkich elementow tej palisady? |—1
12 cm

W kuli o promieniu R umieszczono stozek w taki sposob, ze srodek kuli jest
wierzchotkiem stozka, a podstawa stozka jest jednoczesnie przekrojem kuli. Wie-
dzac, ze promien podstawy stozka ma dlugos¢ r, oblicz objetosc i pole powierzchni
calkowitej stozka.

Oblicz pole powierzchni kuli wpisanej w stozek o wysoko$ci 15 i tworzacej
dhugosci 17.

W stozek, ktérego promien podstawy ma dlugosc 12, wpisano kule o promie-
niu 4. Oblicz objetosé stozka.

W kule wpisano stozek o tworzacej dlugosci 10 i wysokosci 8. Oblicz objetosé
kuli.

a) lle razy wieksza objeto$¢ ma walec opisany na graniastosiupie prawidio-
wym szeSciokgtnym od walca wpisanego w ten graniastostup?
b) Ile razy wieksza objetos¢ ma graniastoslup prawidlowy szesciokatny opisany na
walcu od graniastostupa prawidlowego szesciokatnego wpisanego w ten walec?

W stozek o wysokosci 8 i promieniu podstawy 6 wpisano ostrostup prawi-
diowy czworokatny o wysokosci 4. Wierzcholek ostrostupa znajduje sie w srodku
podstawy stozka. Wierzcholki podstawy ostrostupa lezg na powierzchni bocznej
stozka. Oblicz objetosc ostrostupa.

Ostrostup prawidlowy szesciokatny i stozek maja wspolny wierzcholek. Kat
rozwarcia stozka ma miare 120° a jego wysokos¢ wynosi 6. Oblicz objetosc ostro-
stupa, jesli wiadomo, ze jego podstawa jest:

a) wpisana w podstawe stozka, b) opisana na podstawie stozka.

Walec opisano na szescianie o przekatnej diugosci d w taki sposob, ze dwie
przeciwlegle $ciany szescianu sa wpisane w podstawy walca. Oblicz objetos¢ i pole
powierzchni catkowitej tego walca.
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A

Stosunek objetosci stozka do objetosci walca wpisanego w ten stozek wyno-
si H; Podaj zaleznos¢ miedzy promieniami podstaw tych bryl.

27, a) Stozek i walec maja takie same promienie podstaw, wysokosci i pola po-
wierzchni bocznych. Oblicz miare kata nachylenia tworzacej do podstawy stozka.

b) Stozek i walec maja takie same tworzace, objetosci i pola powierzchni bocznych.
Oblicz miare kata nachylenia tworzacej do podstawy stozka.

38. w stozek, ktorego tworzaca ma taka samag diu-
gosC jak Srednica podstawy, wpisano ostrostup w spo-
sob przedstawiony na rysunku. Jeden z katow podsta-
wy ostroslupa ma miare 60°, a bok lezacy naprzeciwko
tego kata ma diugosc 3 cm. Znajdz objetosé stozka.

PROSTE | PLASZCZYZNY
W PRZESTRZENI

Oblicz miare kata miedzy sasiednimi $cianami bocznymi w graniastostupie
prawidlowym szesciokgtnym. Jaki jest kat miedzy jego sciang boczng a podstawg?

W graniastostupie prawidlowym czworokatnym wysokos¢ jest dwa razy diuz-
sza od krawedzi podstawy. Znajdz miare kata nachylenia przekatnej tego grania-
stoslupa do plaszczyzny podstawy.

Krawedzie boczne graniastosiupa prawidlowego szesciokatnego maja te sama
diugosc co krawedzie podstawy. Wyznacz miary katow nachylenia przekatnych tego
graniastosfupa do plaszczyzny podstawy.

Graniastostup przedstawiony na ponizszym rysunku jest prawidiowy. Oblicz
miarg zaznaczonego kata.
a) b) c)

Pl —
=
N
o k-
I"'\-\.
Wf - =
gl

j SR

2a

=

il

S
Fa
1]

=
i~

196 STEREOMETRIA



Jedna ze scian prostopadloscianu ma wymiary 6 i 12. Przekatna d prostopa-
dloscianu nachylona jest do tej $ciany pod katem 60° Oblicz dlugos¢ przekatnej
oraz objetos¢ prostopadloscianu.

Podstawa ostrostupa jest prostokat o bokach 6 i 8. Wszystkie krawedzie
boczne sg jednakowej dlugosci. Wiedzac, ze wysokosc ostrostupa ma diugosé 10,
wyznacz miary katow nachylenia écian bocznych do podstawy.

W ostrostupie prawidlowym wysokos¢ ma taka sama dlugos¢ jak krawedz
podstawy. Znajdz miare kata nachylenia krawedzi bocznych do podstawy, wiedzac,
7e rozpatrywany ostrosfup jest:

a) trojkatny b) czworokatny ¢) szesciokatny

W czworoscianie foremnym ABCS z wierzchotka S poprowadzono wysokosci
dwdoch $cian. Oblicz miare kata miedzy tymi wysokosciami.

Podstawa prostopadioécianu ma wymiary 3 x4, a wysokos$¢ wynosi 12. Znajdz:
a) miary katow pomiedzy przekgtnymi Scian bocznych a ptaszczyzng podstawy,
b) miare kata pomiedzy przekatng prostopadloscianu a jego podstawa,
¢) miare kata pomiedzy wychodzacymi z jednego wierzchotka przekatnymi dwoch
scian bocznych,
d) miare kata pomiedzy przekatna prostopadloscianu a krawedzia diugosci 3.

Bryla ABCDEF jest oSmioScianem foremnym.
Oblicz miare kata:

,D. j Lo a) nachylenia krawedzi EB do plaszczyzny ABCD,
£ : 1% “ b) pomiedzy sciang BCE a plaszczyzna ABCD,
/ ¢) pomiedzy $ciana BCE a sciana BCF,

d) pomiedzy plaszczyzng sciany ABE a plaszczyzna
sciany BCF.

Przekatna graniastostupa prawidtowego czworokatnego ma dlugosc 62 i jest
nachylona do plaszczyzny podstawy pod katem 45° Oblicz:

a) dlugosci krawedzi tego graniastostupa,
b) miare kata miedzy przekatna graniastoslupa a krawedzia jego podstawy,
¢) miare kata miedzy przekatna graniastostupa a jego krawedzig boczna.

Diuzsza przekatna graniastosfupa prawidiowego szesciokatnego ma diugosc
12 cm i jest nachylona do plaszczyzny podstawy pod katem 35° Jaka dlugos¢ ma
krotsza przekatna tego graniastostupa? Jaki kat tworzy ona z podstawa?
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Przekatna graniastostupa prawidlowego czworokatnego jest nachylona do
plaszczyzny podstawy pod katem 60° Jaki kat tworzy ta przekatna z krawedzia
podstawy?

Dhuzsza przekatna graniastostupa prawidiowego szesciokatnego jest nachylo-
na do plaszczyzny podstawy pod katem 30°.
a) Jaki kat tworzy ta przekatna z krotsza przekatma wychodzaca z tego samego
wierzchotka?
b) Jaki jest kat nachylenia krotszej przekatnej do plaszczyzny podstawy?

s

i
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1
i
1
1
i
1

Graniastostup przedstawiony na rysun-
ku obok jest prawidiowy. Oblicz miare zazna- E :
czonego kata. | eder

2a

a

W graniastostupie prawidtowym szesciokatnym wysokosé wynosi 6, a krotsza
przekama nachylona jest do plaszczyzny podstawy pod katem 60°. Oblicz:
a) objetosé i pole powierzchni calkowitej graniastoshupa;
b) miare kata nachylenia dtuzszej przekatnej graniastostupa do podstawy;

¢) miare kata miedzy przekatnymi graniastosiupa — dluzsza i krotsza — wycho-
dzacymi z tego samego wierzcholka.

W prostopadioscianie dlugosci trzech krawedzi wychodzacych z jednego
wierzcholka tworza ciag arytmetyczny o roznicy 3. Wiedzac, ze pole powierzch-
ni catkowitej tego prostopadloscianu wynosi 468, wyznacz miare kata nachylenia
przekatnej do Sciany o najmniejszej powierzchni.

Dhugosci krawedzi prostopadioscianu wychodzgeyeh z jednego wierzcholka
tworza ciag arytmetyczny o roznicy 4. Wiedzac, ze objetos¢ prostopadioscianu
wynosi 231, oblicz miare kata nachylenia przekatnej do Sciany o najwiekszej po-
wierzchni.

Przekatna graniastostupa prawidlowego czworokatnego tworzy z podstawa
kat o« taki, ze sinx = % Wyznacz objetosc tego graniastostupa, wiedzac, ze pole

powierzchni catkowitej tej bryly wynosi 30 + 4./30.

Podstawa prostopadloscianu jest prostokat o bokach 2 i 6. Przekatna prosto-
padloscianu tworzy z podstawa kat « taki, ze cosa = Ej-J- Wyznacz objetosc tej
bryly.

KrawedZ boczna ostrostupa prawidlowego czworokatnego ma dlugosé 5cm
i jest nachylona do plaszczyzny podstawy pod katem 50° Oblicz wysokos¢ tego
ostrostupa i dlugosc krawedzi jego podstawy.
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Krawedz podstawy ostrostupa prawidlowego tréojkatnego ma dlugosé 3, a kra-
wedzie boczne maja diugosc 4. Oblicz:

a) wysokosc¢ tego ostrostupa,

b) miare kata nachylenia jego krawedzi bocznej do podstawy,
¢) miare kata nachylenia jego Sciany bocznej do podstawy,
d) miare kata miedzy jego scianami bocznymi.

a) W ostrostupie prawidlowym trojkatnym Sciana boczna jest nachylona do
plaszczyzny podstawy pod katem 45°. Pod jakim katem do podstawy nachylona jest
krawedz boczna? Jaka miare ma kat miedzy Scianami bocznymi tego ostrosiupa?
b) W ostrostupie prawidlowym czworokatnym krawedz boczna jest nachylona do
plaszczyvzny podstawy pod katem 60° Jaka miare ma kat miedzy Sciang boczna
a podstawa? Jaka miare ma kgt miedzy scianami bocznymi?

Krawedz boczna ostrosfupa prawidiowego trdjkatnego ma diugosc 12, a jego
$ciana boczna tworzy z podstawa kat o mierze 70°. Oblicz wysokos¢ tego ostrosiu-
pa i diugosc¢ krawedzi jego podstawy.

Krawedz boczna ostrostupa prawidlowego szesciokatnego jest nachylona do
podstawy pod katem 45° Suma diugosci wszystkich krawedzi tego ostrostupa
wynosi §. Oblicz jego wysokosé i kat nachylenia $ciany bocznej do plaszczyzny
podstawy,

Krawedz boczna ostrostupa prawidlowego trojkatnego jest o p dluzsza od
krawedzi jego podstawy i jest nachylona do podstawy pod katem «. Oblicz wyso-
kos¢ tego ostrostupa.

Wysokosd ostrostupa prawidlowego czworokatnego jest o p dluzsza od kra-
wedzi jego podstawy. Sciana boczna tego ostrostupa jest nachylona do podstawy
pod katem «. Oblicz diugosc jego krawedzi bocznej.

W ostrosiupie prawidlowym tréjkatnym krawedz boczna ma diugosc 6 i two-
rzy z plaszczyzng podstawy kat 30° Oblicz pole powierzchni bocznej tego ostro-
stupa.

W ostroshupie prawidlowym czworokatnym wysokos$¢ ma dlugosé 10, a kra-
wedz boczna jest nachylona do podstawy pod katem 68° Oblicz objetos¢ i pole
powierzchni catkowitej tego ostrostupa.

W ostrostupie prawidlowym szesciokatnym krawedZz boczna jest trzy razy
diuzsza od krawedzi podstawy. Wyznacz miare kata miedzy:

a) krawedzia boczna a plaszczyzng podstawy,
b) wysokosciag sciany bocznej a wysokoscig ostrostupa.
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Oblicz objetosc i pole powierzchni catkowitej ostrostupa prawidlowego, w kto-
rym podstawa jest:
a) tréjkat o polu 16+/3, a $ciana boczna jest nachylona podstawy pod katem 45°,
b) kwadrat o boku 5, a krawedz boczna jest nachylona do podstawy pod katem 74°.

W ostrostupie prawidlowym czworokatnym stosunek pola powierzchni bocz-
nej do pola podstawy wynosi 5:2. Wyznacz miare kata nachylenia sciany bocznej
do podstawy oraz miare kata nachylenia krawedzi bocznej do podstawy.

W ostrostupie o wierzchotku § podstawa jest czworokat przedstawiony na
rysunku. Wiedzac, ze krawedz AS jest prostopadla do podstawy oraz, ze najdiuzsza
krawedz boczna tworzy z podstawg kat 60°, oblicz objetosé ostrostupa.

a) D 3 ¢ b) D &

W ostrostupie prawidiowym objetos¢ wynosi 36, a pole podstawy jest rowne
18+/3. Wyznacz miare kata nachylenia krawedzi bocznej do plaszczyzny podstawy,
wiedzac, ze rozpatrywany ostrosiup jest:

a) trojkatny b) czworokatny ¢) szesciokatny

Wyznacz miare kata miedzy dwiema $cianami bocznymi ostroslupa prawidlo-
wego, jesli wiadomo, ze:
a) ostrostup jest czworokatny, a krawedzie boczne sg dwa razy dluzsze od krawe-
dzi podstawy,
b) ostrostup jest trojkatny, a pole powierzchni bocznej ostrostupa jest dwa razy
wigksze od pola podstawy.

7/ 4. Rysunek przedstawia antygraniastosiup
czworokatny. Oblicz miare kata pomiedzy ma-
jacymi wspolng krawedz $cianami:
a) kwadratowsg i trojkatna,
b) trojkatnymi.

/5. Niecha,bic beda przekatnymi graniastoslupa prawidtowego osmiokatnego,
gdzie a < b < ¢. Majac dane a i c, oblicz b.

vae
W
F i

76. Uzasadnij, ze nie istnieje ostrostup prawidliowy szesciokatny, w ktérym kat
miedzy dwiema sasiednimi scianami bocznymi ma miare 60°.
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PRZEKROJE GRANIASTOSLUPOW
| OSTROSLUPOW

Jaka figurag moze by¢ przekroj szescianu o krawedzi a plaszczyzna zawierajaca
jego krawedz? Jakie co najmniej, a jakie co najwyzej pole moze miec taki przekroj?

Naszkicuj graniastostup prawidlowy trojkatny o wszystkich krawedziach row-
nej diugosci i zaznacz w nim przykiadowy przekroj bedacy:

a) trajkatem o polu mniejszym od pola podstawy graniastostupa,

b) trojkatem o jak najwiekszym polu,

¢) trojkatem rownoramiennym, ale nie rownobocznym,

d) prostokatem o polu dwa razy mniejszym od pola ciany bocznej graniastosiupa,
e) trapezem, ktory nie jest prostokatem.

Na ponizszych rysunkach zaznaczono przekroje prostopadioscianow. Punkty
oznaczone literami sa wierzcholkami prostopadloscianu lub Srodkami krawedzi.
Oblicz obwody zaznaczonych przekrojow.

b 6
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W szescianie o krawedzi a odcinek AB jest krawedzig, a odcinek AG —
przekatng tej bryly. Wyznacz pole przekroju otrzymanego w wyniku przeciecia
szeScianu plaszczyzng przechodzaca przez punkty A, B i G.

A Narysuj przekroj czworoscianu foremnego ABCD o krawedzi diugosci 4 cm
plaszczyzna;

a) przechodzaca przez punkty A, B i srodek boku CD,
b) rownolegla do §ciany ABC i przechodzacy przez srodek boku AD.
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A

Oblicz pole przekroju prostopadloscianu ABCDEFGH H, G

(zob. rysunek) plaszczyzna przechodzaca przez: Ef- F

a) punkty A, Ci H, 2

b) $rodki krawedzi AB, BC i BF,

¢) punkty E i G oraz $rodki bokéw AB i BC. D /i.;C
A 1 B

W szeScianie o krawedzi a przez Srodki trzech krawedzi wychodzacych ze
wspolnego wierzchotka poprowadzono plaszczyzne.

a) Wyznacz pole otrzymanego przekroju.
b) Wyznacz kat nachylenia tego przekroju do Sciany szescianu.

Graniastostup prawidiowy czworokatny o krawedzi podstawy 4 i wysokosci 7
przecieto plaszczyzng przechodzacy przez krawedz podstawy i nachylong do pod-
stawy pod katem «. Wiedzac, Zze pole otrzymanego przekroju wynosi 24, wyznacz
miare kata o

Oblicz pole zaznaczonego przekroju graniastostupa prostego.

) 656 b) d 676

L= <]

Dany jest graniastostup prawidlowy szesciokatny o krawedzi podstawy a i wy-
sokosci 2a. Oblicz pole zaznaczonej figury.
b)

a) % c) 3 . d)
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Podstawa graniastostupa prostego przed-
stawionego na rysunku obok jest romb o boku
4 i kacie ostrym 60°. Oblicz pole zaznaczonego
przekroju.
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W graniastostupie prawidlowym trojkatnym srodki dwoch krawedzi bocznych
polaczono z punktem K lezacym na trzeciej krawedzi bocznej i dzielacym te kra-
wedZz w stosunku 1:3. Otrzymano w ten sposob przekrdj o polu 12. Oblicz pole
powierzchni caltkowitej graniastostupa, wiedzac, ze krawedz jego podstawy ma dlu-
g05C 4,

Na rysunku obok przedstawiono graniasto-
stup prawidliowy czworokatny. Zaznaczony prze-
krdj tworzy z podstawa kat 60°. Oblicz objetosé
graniastosiupa.

Kiedy przekroj szescianu plaszczyzna zawierajaca jedna z jego przekatnych
ma najwieksze pole, a kiedy — najmniejsze? Oblicz najwieksze i najmniejsze pole
tego przekroju dla szescianu o krawedzi a.

Fn Przecinajac graniastosiup prawidlowy szescio-
7 ; katny w sposob pokazany na rysunku obok, otrzy-
' mamy jako przekrdj pewien szesciokat. Czy moina
3 tak dobra¢ wymiary graniastosiupa, aby przekréj ten
> byl szesciokatem foremnym?

W ostrostupie prawidlowym krawedzie podstawy maja diugosc a, a krawedzie
boczne — 4a. Przez wysokosci dwach sasiednich Scian bocznych poprowadzono
plaszczyzne. Oblicz pole tak otrzymanego przekroju, wiedzac, ze ostrostup jest:

a) trojkatny b) czworokatny c) szesciokatny

a) Podstawy ostrostupa jest prostokat o bokach 5 i 7. Przez przekgtng pod-
stawy i wierzcholek ostroslupa poprowadzono plaszczyzne. Pole otrzymanego
przekroju wynosi 3./74. Oblicz pole powierzchni catkowitej ostrostupa, wiedzac,
7e wszystkie krawedzie boczne sg rownej diugosci.

b) Podstawa ostrosiupa jest romb o boku 9 i kacie ostrym 60° Przez dwie prze-
ciwlegle krawedzie boczne tego ostrostupa poprowadzono plaszezyzne. Otrzymany
przekraj jest tréjkatem prostokatnym réwnoramiennym. Oblicz objetosé ostrostu-
pa (rozpatrz wszystkie przypadki).

¢) Podstawg ostrostupa jest trapez ABCD, w ktorym odcinki AB i CD sg podstawa-
mi oraz |AB| =7, |CD| =4, |£ADC| = 90° |«DCB| = 120°. Wiadomo, ze krawedz
boczna DS jest prostopadia do podstawy. Przez dluzsza przekatng podstawy oraz
wysokos¢ ostrostupa poprowadzono plaszczyzne. Pole otrzymanego przekroju wy-
nosi 12. Oblicz objetosc tego ostrostupa.

Punkty K i L sa $rodkami dwoch nieréwnoleglych do siebie krawedzi pod-
stawy ostrosfupa prawidlowego czworokatnego o wierzcholku S. Ostrostup ten
przecieto plaszczyzng przechodzacq przez punkty K, L i §. Otrzymany przekroj
tworzy z podstawa kat o mierze 30°. Wyznacz stosunek diugosci krawedzi bocznej
do dlugosci krawedzi podstawy tego ostrostupa.
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W ostrostupie prawidlowym szesciokatnym poprowadzono plaszczyzne prze-
chodzaca przez krotsza przekatna podstawy oraz wierzchotek ostrostupa. Otrzy-
many przekrdj tworzy z plaszczyzna podstawy ostrostupa kat 60°. Wyznacz kat
nachylenia krawedzi bocznej do podstawy ostrostupa.

Pole podstawy ABCD ostrosiupa prawidlowego czworokatnego ABCDE wy-
nosi P. Oblicz pole przekroju tego ostrostupa plaszczyzna przechodzacq przez
srodki odcinkow EA, EB i EC.

Ostrostup prawidlowy czworokatny ma wszyst-
kie krawedzie dlugosci 12. Oblicz pole przekroju
Zaznaczonego na rysunku obok.

Oblicz, jaka wysokos$¢ ma ostrostup prawidlowy szesciokatny o krawedzi pod-
stawy a, w ktorym:
a) przekroj plaszczyzng przechodzacy przez wierzchotek ostrostupa i diuzsza
przekana jego podstawy jest trojkatem prostokatnym,
b) przekroj plaszczyzna przechodzaca przez wierzcholek ostrostupa i krotsza
przekatng jego podstawy jest trojkatem prostokatnym.

Ostrostup prawidlowy czworokatny ma krawedz podstawy diugosci 6cm
i wysokos¢ rowng 4cm. Plaszczyzna P przechodzi przez jedna z krawedzi je-
go podstawy i jest prostopadla do przeciwleglej Sciany bocznej. Narysuj przekroj
ostroslupa ta plaszczyzna i oblicz pole tego przekroju.

Rysunek obok przedstawia przekrdj czworo-
scianu foremnego plaszczyzng przechodzaca przez
srodki jego krawedzi.

a) Wykaz, ze przekrdj ten jest prostokatem.
b) Oblicz pole tego przekroju, jesli krawedz czworo-
scianu ma diugosc a.

Lo =
7 10 7. Przerysuj przedstawiony obok rysunek do ze- 1 ! !
szytu i zacieniuj przekroj prostopadloscianu zawie- 5
rajacy zaznaczone odcinki. Jakg figurg geometryczna 4 |
jest ten przekraj? Oblicz jej obwod. J S [ I
= 2 ] 1

1 102, W ostrostupie prawidtowym czworokatnym ABCDS o wierzchotku § wszyst-

kie krawedzie maja jednakowa dlugosé. Punkty K i L s srodkami krawedzi AB
i BC. Na krawedzi bocznej DS obrano punkt M, ktory podzielil ja w stosunku 1:3.
Wyznacz miare kata, jaki zostal utworzony miedzy podstawa ostrostupa, a prze-
krojem ostrostupa przechodzacym przez punkty K, L i M.
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a103. w Jjaki sposob przecigé szescian o krawedzi diugosci 1 plaszczyzng zawie-
rajaca jedna z jego przekatnych, aby otrzymany przekrdj mial pole rowne i;-—‘*'?

A 104, szeécian o krawedzi dlugosci 1 przecieto plaszczyzna przechodzaca przez
przekatng jednej z jego scian i nachylong do tej sciany pod katem ostrym o. Ja-
ki ksztalt ma otrzymany przekroj w zaleznosci od kata o7 Jakie jest pole tego
przekroju?

7 105, Dany jest ostrostup prawidlowy tréjkatny o krawedzi podstawy 6. Sciana
boczna ostroslupa nachylona jest do podstawy pod katem 60°. Ostroslup przecie-
to plaszczyzng przechodzaca przez krawedz podstawy. Oblicz pole otrzymanego
przekroju, wiedzac, ze tworzy on z podstawa kat o mierze 30°,

a106. Punkty D, E, F i G sa srodkami krawedzi czwo-
roscianu foremnego przedstawionego na rysunku obok.
Dlaczego zacieniowana figura nie moze by¢ przekrojem
tego czworoscianu?

a107. Ostrostup prawidlowy czworokatny o krawedzi
podstawy a i wysokoéci a2 przecieto plaszczyzna za-
wierajaca wierzcholek podstawy i srodki dwaoch krawedzi
bocznych. Znajdz pole otrzymanego przekroju.

A108. w ostrosfupie prawidlowym szesciokatnym
krawedz podstawy ma dlugo$¢ 2cm, a krawedz
boczna — 4cm. Punkty A i B sa érodkami od-
powiednich krawedzi bocznych. Oblicz miare kata
nachylenia przekroju przechodzacego przez punkty
A, B, E i D do plaszczyzny podstawy.

BRYLY PODOBNE

Stozek przecieto plaszczyzng (plaszczyznami) rownolegla (rownoleghymi)
do jego podstawy. Oblicz objetos¢ zacieniowanej bryly.

a) b) o) A I
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Z graniastostupa odcieto (w sposob przedstawiony na rysunku) graniasto-
stup podobny do niego. Oblicz objeto$¢ zacieniowanej bryly.

a) _~ = b) ) _
- 2| | 2
8 s EalinN| 6 [ .
3 -"=.3 !
ol A 18 L | | . g
12 3 3

Od ostroslupa prawidlowego o krawedzi podstawy rownej 4 i wysokosci
wynoszacej 6 odcieto (w sposob przedstawiony na rysunku) ostrostup podobny do
niego. Oblicz objetos¢ zacieniowanej bryly.

a) b) c)

<
—

Jeden z dwdch ostrostupow podobnych ma 16 razy wieksza objetos¢ od
drugiego. lle razy wieksze ma pole powierzchni catkowitej?

Stozek o wysokosci h przecieto plaszczyzng rownolegla do podstawy. Pole
otrzymanego przekroju jest trzykrotnie mniejsze od pola podstawy stozka. Oblicz
odleglos¢ plaszczyzny przekroju od wierzchotka stozka.

Wieza Eiffla ma wysokos® okoto 300m i wazy okolo 7000t Ile wazyvlaby
jej miniaturka o wysokosci 20cm zrobiona z tego samego materialu co oryginatl
wiezy?

lle wazy samolot, ktorego model wykonany w skali 1:20 z dwa razy lzej-
szego materialu niz oryginal wazy 1,5 kg?

Dwa stozki podobne maja w sumie objetos¢ rowna 35. Jaky objetosd ma
kazdy z nich, jezeli wysokos¢ jednego z nich jest trzy razy mniejsza od wysokosci
drugiego?

Szklanka ma ksztalt stozka scietego o wysokosci 9 cm i §rednicach podstaw
6 cm oraz 8 cm. Ile takich szklanek mozna wypelni¢ napojem z butelki?

Przed postawieniem pomnika nalezy zrobi¢ betonowy podest w ksztalcie
scietego ostrostupa prawidlowego czworokatnego o wysokosci 40 cm i krawedziach
podstaw dlugosci 3m oraz 2,5m. Oblicz mase betonu potrzebnego na jego wyko-
nanie, przyjmujac, ze gestos¢ betonu wynosi 2300 kg/m?*.
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Ile marmuru potrzeba na zbudowanie symetrycznej kolumny przedstawio-
nej na rysunku, ktorej podstawami sa Sciete stozki lub Sciete ostrosiupy prawidlowe
o wysokosci 1 m?

4 m

a) |4m_ b) | e c) ~4m_
Em §m Em
!.-.. =1 _':.-.J [ |
5m = m

i

Krawed? szescianu przedstawionego na ry-
sunku obok ma dlugosc a. Punkty D i E sg srodkami
krawedzi. Oblicz objetosc¢ zaznaczonej bryly.

e e

&,
v

A B

Ostrostup podzielono na kilka czesci plaszezyznami rownoleglymi do pod-
staw i dzielacymi wysokos¢ ostroslupa na rowne czesci. Oblicz stosunek objetosci
otrzymanych bryl, gdy ostrostup podzielono na:

a) trzy czesci b) cztery czesci c) piec czesci
24cm
122. Naczynie w ksztalcie scietego ostrostupa pra-
widlowego czworokatnego o wysokosci 12 cm (zob.
rysunek obok) napeiniono woda do % wysokosci. Ja-
ka czes¢ pojemnosci wykorzystano?
18cm
- 30cm _|
— 123, Miska przedstawiona na rysunku ma ksztalt
/ [10cm stozka Scietego. Do jakiej wysokosci nalezy ja napel-
|_ ni¢, aby wykorzysta¢ polowe jej pojemnosci?
T 20cm
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Szescian przecieto plaszczyzng prostopadig do Sciany i przechodzaca przez
przekatna tej sciany. Stosunek pola powierzchni otrzymanego graniastosiupa do
pola powierzchni szescianu wynosi:

A 11 B. v2:6 e D.(3+2):6

7 graniastostupa prawidlowego szesciokatnego Q
wycieto ostrostup tak, jak przedstawiono na ry- \ !
sunku obok. Ile razy objetos¢ graniastostupa jest
wieksza od objetosci tego ostrostupa?

A.6 B. 4 C.3 D. 2 o R

ey

W kule o promieniu r wpisano walec, ktorego przekrdj osiowy jest kwadratem.
Objetosd walca wynosi:

A. %’m’:‘ B. —“%TTP'E C. J/2mrr3 D. rr?

Krawedz podstawy ostrostupa prawidlowego trojkatnego ma dlugosc a, a Sciana
boczna tego ostrostupa nachylona jest do podstawy pod katem 45°. Objetosé tego
ostrostupa wynosi:
aiii 3
Ay

3. 3
a’y'3 ¥l
B. —“\—24 L 53 D. ;

3

=

2

Pole powierzchni pewnego graniastostupa jest 10 razy wieksze od pola po-
wierzchni graniastostupa podobnego do niego. Stosunek objetosci wiekszego gra-
niastosiupa do objetosci mniejszego graniastoslupa wynosi:

A. 1010 B. 20 i D. 100

W prostopadioscianie przedstawionym na ry- 3 T
sunku obok odcieto naroznik plaszczyzng prze- -
chodzaca przez punkty K, L, M. Oblicz objetosé M
i pole powierzchni catkowitej czesci prostopadio-
scianu, ktora pozostanie po odcieciu naroznika.

W stozek, ktorego wysokos¢ ma diugos¢ 8, wpisano walec, ktorego przekroj
osiowy jest kwadratem. Oblicz pole powierzchni bocznej i objeto$¢ walca, wiedzac,
7e pole powierzchni bocznej stozka wynosi 607,

Podstawa ostroslupa jest prostokat o wymiarach 4 i 6. Najkrotsza krawedz
boczna jest prostopadla do podstawy, a najdluzsza jest nachylona do podstawy
pod katem 60°. Oblicz objetos¢ tego ostrostupa.

208 STEREOMETRIA



W ostrostupie przedstawionym na rysunku obok s
podstawa jest trapez rownoramienny, a krawedz SC :
tworzy z plaszczyzna podstawy kat o mierze 30° Ob-
licz objetosc tego ostrostupa. e i Vi -

O g

A 18 B

Na rysunku obok przedstawiono graniastostup
prawidlowy trdjkatny. Przez punkty A, B i X po-
prowadzono plaszczyzne nachvlong do podstawy
graniastosfupa pod katem 30°. Oblicz:

a) pole przekroju,

b) miary kqtow tego przekroju.

Do jednej ze §Scian szescianu doklejono ostro-
stup prawidiowy czworokatny w sposob przedstawio-
ny na rysunku obok. Wysokos¢ ostrostupa jest rowna
krawedzi szescianu. Ile wynosi pole powierzchni cal-
kowitej otrzymanej bryly?

A. 7a° C. a’(5+/10) i
B a%(11 +2.10) D az(11 +2./6)
) = i 2

Puif=

W stozek o wysokosci rownej 6 wpisano kule o Srednicy dlugosci 4. Objetosc
stozka wynosi:

A. 241 B. 72m C. 1677 D. 487

Kraweds podstawy ostrostupa prawidlowego czworokatnego ma diugosc 1,
a kat miedzy dwiema sasiednimi $cianami bocznymi ma miare 120°. Krawedz bocz-
na tego ostrostupa ma dhugosc:

1_-".-:'; '.,-'rlg
A1l B. C. = D. =

g LY

W prostopadloscianie przedstawionym na ry- H G
sunku obok na krawedzi CG wybrano punkt K. Przez

punkty B, D i K poprowadzono plaszczyzne, kto- 5 ¥

ra utworzyla z podstawg kat 45° W jakim stosunku

punkt K podzielil krawedz CG? 4a o :
Agr] C.4.2:1

B2 D.(4v2-1):1 4 & 8
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Dwie statuetki sg podobnymi do siebie brylami wykonanymi z tego samego
metalu. Jedna z nich ma dziewieciokrotnie wieksza powierzchnie od drugiej. lle
wazy ciezsza statuetka, jezeli wiadomo, e obie razem wazg 16,8 kg?

A.17,5kg B. 16,2kg C.126kg D. 15,12 kg

Krawedz boczna ostrostupa prawidlowego jest czterokrotnie dluzsza od kra-
wedzi podstawy. Znajdz miare kata nachylenia sciany bocznej do podstawy, jezeli
rozpatrywany ostrosfup jest:

a) trojkatny b) czworokatny ¢) szesciokatny

Wyznacz miare kata miedzy dwiema sasiednimi scianami bocznymi ostrostu-
pa prawidlowego szesSciokatmego, w ktorym wysokos¢ Sciany bocznej jest trzy razy
wieksza od wysokosci ostroslupa.

Kat miedzy dwiema sasiednimi $cianami bocznymi ostrosfupa prawidlowego
czworokgtnego ma miare 120°. Wiedzac, ze krawedz boczna tego ostroslupa ma
diugosc 12, oblicz pole powierzchni catkowitej oraz objetosc tego ostrostupa.

Na wysokoéci ostrostupa O obrano punkt P, ktory podzielit te wysokos¢ w sto-
sunku 2:3. Przez punkt P poprowadzono plaszczyzne réownolegly do podstawy
ostrosiupa. Wyznacz stosunek objetosci otrzymanego ostrostupa scietego do obje-
tosci duzego ostrostupa 0.
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Rysunek przedstawia ostroslup prawidlo-
wy czworokatny ABCDS. Katem miedzy kra-
wedzia CS a plaszczyzna podstawy tego ostro-
stupa jest kat:

A. DCS C. 0SC oSS

B. ACS D. SCB T

Przekatna podstawy graniastostupa prawidlo-
wego czworokatnego jest dwa razy dluzsza od
wysokosci graniastoslupa. Graniastosiup przecieto
plaszczyzna przechodzaca przez przekatna pod-
stawy i jeden wierzcholek drugiej podstawy (patrz
rysunek). Plaszczyzna przekroju tworzy z podsta-
wa graniastosfupa kat « o mierze:

A. 30° B. 45° C. 60° D. 75°

Podstawg ostrostupa prawidlowego czworokatnego jest kwadrat ABCD. Wszyst-
kie sciany boczne tego ostrostupa sa trojkatami rownobocznymi. Miara kata ASC
jest rowna:

A. 45° B. 30° L.75° D. 90°

Jesli @ oznacza miare kata miedzy prze-
katna szescianu a przekatng sciany bocznej

tego szescianu (zobacz rysunek), to: e
A. sin @ = 0 C.sina= %3 Lot g
B. sinac=%_§— D.sina=l;~;3

Wysokos¢ graniastostupa prawidiowego czworokatnego jest réwna 16. Przekat-
na graniastostupa jest nachylona do plaszczyzny jego podstawy pod katem, Ktorego

cosinus jest rowny % Oblicz pole powierzchni catkowitej tego graniastostupa.

Podstawa ostrostupa ABCDS jest prostokat,
ktarego boki pozostaja w stosunku 3 :4, a pole jest
rowne 192 (zobacz rysunek). Punkt E jest wyzna-
czony przez przecinajace sie przekatne podstawy,

_ a odcinek SE jest wysokoscia ostroslupa. Kazda
e krawedz boczna tego ostrostupa jest nachylona do
B o I plaszczyzny podstawy pod katem 30° Oblicz obje-
A B tos¢ ostrostupa.
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Podstawg ostrostupa prawidlowego trojkatnego ABCS jest trojkat rownoboczny
ABC. Wysokos¢ SO tego ostroslupa jest rowna wysokosci jego podstawy. Objetosc
tego ostrostupa jest rowna 27. Oblicz pole powierzchni bocznej ostrostupa ABCS
oraz cosinus kata, jaki tworzgq wysokos¢ Sciany bocznej i plaszczyzna podstawy

ostrosfupa. s

Tréjkat rownoboczny ABC jest podstawa ostrosiu- / \7
pa prawidlowego ABCS, w ktorym $ciana boczna jest i %
nachylona do plaszczyzny podstawy pod katem 60°, ;

a krawed? boczna ma diugosé 7 (zobacz rysunek). Ob- =0
licz objetos¢ tego ostrostupa. A : \\ :
S B

W ostrostupie prawidtowym trajkatnym ABCS kra-
wedz podstawy ma diugoscé a. Pole powierzchni bocz-
nej tego ostroslupa jest 2 razy wieksze od pola je-
“ go podstawy. Oblicz cosinus kata nachylenia krawedzi
o\ bocznej tego ostrostupa do plaszczyzny jego podstawy.

W ostrostupie prawidlowym czworokatnym wszystkie krawedzie majq jed-
nakowa dlugos¢. Wynika stad, Zze cosinus kata nachylenia sciany bocznej do
plaszczyzny podstawy tego ostrosfupa jest réwny:

3 3 1
A, \T B. ‘T C. D. 3

1
2

Podstawg ostrostupa ABCDS jest kwadrat ABCD. Krawedz boczna SD jest
wysokoscia ostroslupa, a jej dlugos¢ jest 2 razy wieksza od dlugosci krawedzi
podstawy. Oblicz sinus kata miedzy $cianami bocznymi ABS i CBS tego ostrosfupa.

W ostrostupie prawidtowym czworokatnym ABCDS o podstawie ABCD wy-
sokos¢ jest rowna 5, a kat miedzy sasiednimi Scianami bocznymi ostrosiupa ma
miare 120° Oblicz objetosc tego ostrostupa.

G
A
Dany jest szescian ABCDEFGH. Przez wierzchol- E 5 \'xx F
ki A i C oraz srodek K krawedzi BF poprowadzono \ ok
plaszczyzne, ktora przecina przekatng BH w punkcie D: \ =Jc
P (zobacz rysunek). Wykaz, ze |BP|: |HP|=1:3. ;_,'rf- k. . i
A B

W czworoscianie, ktorego wszystkie krawedzie maja taka sama diugosé 6,
umieszczono kule tak, ze ma ona dokladnie jeden punkt wspolny z kazda Sciana
czworoscianu. Plaszczyzna 1, rownolegla do podstawy tego czworoscianu, dzieli go
na dwie bryly: ostrostup o objetosci réwnej Eﬁ? objetosci dzielonego czworoscianu
i ostrostup Sciety. Oblicz odleglos¢ srodka S kuli od plaszczyzny m, to jest diugosc
najkrotszego sposrod odcinkow SP, gdzie P jest punktem plaszczyzny 1.
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Blad bezwzgledny przyblizenia to wartos$é
bezwzgledna réznicy miedzy wartoécia do- Blad wzgledny przybliZzenia to sto-
kladna a wartoscia przyblizona: sunek bledu bezwzglednego do war-

biad bezwzgledny = tosci dokladnej:
= |warto$¢ dokladna - wartosé przyblizona| =~ blad wzgledny = blad bezwzgledny

$rednia arytmetyczna liczb x,, X2, X3, ..., X» to liczba X obliczana wedlug wrzoru:

Xy + Xz ¥ e + Xp
n

X =

Dominanta zestawu danych to war-

tosé, ktéra w tym zestawie wystepuje Niech a;, a2, ..., @ oOznacza ciag liczb,

najczesciej. w ktdrym a; €4z £ ... £ dp.
Uwaga. Zestaw danych moZe miec kilka Gdy n jest liczba nieparzysta, to mediang
dominant. Moze rdwniez nie mieé¢ do- liczb a;, az, ..., a, nazywamy srodkowy wy-
minant. (Jezeli wszystkie wartosci w ze- raz w tym ciagu, czyli ay, gdzie k= "+
stawie wystepuja z tg samg czestoscia,  Gdy n jest liczba parzysta, to medianag liczb
to przyimujemy, ze zestaw nie ma do- a, d», ..., @, nazywamy S$rednia arytme-
inanty), tyczng dwoch s$rodkowych wyrazow tego
ciagu, czyli liczbe E*J’_zik, gdzie k= 2.

Aby okredli¢, jak dany wynik wypada wzgledem calego zestawu danych, mozemy
obliczy¢, jaki procent danych jest nie wiekszy od tego wyniku. Gdy dane opisane sg
w ten sposob, to mowimy, ze sg przedstawione w skali centylowej.

Srednia wazona liczb x,, x», ...y Xy 2 wagami odpowiednio a,, a-, ..., a, (gdzie a,,
az, ..., an 0znaczaja liczby dodatnie) to liczba X,, obliczana wedlug wzoru:

Xy + AzXz + ..+ dpXn

i
L dy + dp + ... + dpy

Odchyleniem standardowym zestawu danych liczbowych xi, xz,...,x, nazywamy
liczbe o, ktérg obliczamy ze wzoru:

[y = %P2 + (o = ®P + o + (Xn = %P
\ n

lub ze wzoru: — 5 =
I:xl + .-"&!2 L iR Ku. —Ez

*=y n

gdzie X oznacza $rednig arytmetyczng liczb xy, Xz, ..., Xa.



PRZYBLIZENIA

b Oszacuj wynik dzialania, a nastepnie oblicz doktadny wynik za pomocg kalku-
latora oraz okresl biad bezwzgledny i wzgledny swojego oszacowania.

a) 7,003 + 7,985 d) 61,25 -49,85 g) 52,683 +37,112 j) 417
b) 5,976 - 6,112 e) 49,83:7,21 h) 8253 -2179 k) 722
c) 21,806: 7,03 f) 507,3 - 41,23 i) 301 -302 1) 99°

# Oblicz bledy bezwzgledny i wzgledny przyblizenia.
a) Podano, ze 1 stycznia 2002 roku w pewnym miescie mieszkalo 200000 osob,
chociaz dokladnie miasto liczylo 193 256 osob.
b) Przyjeto, ze $ciana o wymiarach 2,45m x 3,90 m ma w przyblizeniu powierzch-
nie réwng 10 m?.
¢) Przyjeto, ze faka, ktora ma ksztalt trapezu prostokatnego o podstawach 200 m
i 100 m oraz wysokosci 150 m, ma powierzchnie 2 ha.

d) Akwarium w ksztalcie prostopadioscianu ma wymiary 2,5m x 1,2m x 80cm.
Oszacowano, ze zmiesci sie w nim maksymalnie 2500 litrow wody.

e) Oszacowano, ze odsetki od kredytu w wysokosci 5000 zI oprocentowanego 10,5
% w skali roku beda po roku wynosity 500 z1.

H Oblicz blad wzgledny przyblizenia.

Lp. Wartosé ‘.w‘v’artgz';(: Lp. Wartos¢ ‘T*-.’grtf:_nléﬁ
dokladna przyhlizona dokladna przyvblizona
1 3513mm 3,50m 4 0,6357 cm 6,5 mm
2 187,2dag 1,8kg 5 823 ml 0,81
3 505 1 min G 53372 tys. 3,3 miln

Ao Zaokraglij liczbe do czesci dziesiatych, do jednosci i do dziesiagtek. Oblicz biad
wzgledny kazdego z otrzymanych przyblizen.

a) 515,45 b) 79,82 ¢ 102,51

A Dywan ma wymiary 6,4m x 8,2 m.
a) Zaokraglij pole powierzchni tego dywanu do metrow kwadratowych, a nastepnie
oblicz blad wzgledny dokonanego przyblizenia.
b) Zaokraglij najpierw wymiary dywanu do metrow i oblicz pole powierzchni dywa-
nu dla tak zaokraglonych wymiarow. Nastepnie oblicz biad wzgledny dokonanego
przyblizenia.
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Zaokraglajac liczby 126, 256, 1086, 256536 do dziesigtek, otrzymujemy przy-
blizenie z takim samym bledem bezwzglednym. Czy mozesz odpowiedzie¢ bez
wykonywania obliczen, w ktorym wypadku blad wzgledny jest najwiekszy, a w kto-
rym — najmniejszy?

Ponizej podano kilka liczb oraz ich przyblizenia.
a=2532,79 = 2530 ¢ =3094,81 = 3095 e=24,02 = 20
b=27,452 = 27,5 d=392,9 = 400 f=5,309=~55
Wymien, ktore z tych przyblizen spelniajq warunek:
a) jest to przyblizenie z niedomiarem i biad bezwzgledny jest wiekszy od 0,5,
b) jest to przyblizenie z nadmiarem i blad bezwzgledny jest mniejszy niz 1,
¢) blad wzgledny przyblizenia jest wiekszy niz 1%.

Przyjrzyj sie rysunkowi. Jaki biad wzgledny popelnimy, gdy liczbe a przyblizy-
my liczba p, a jaki — gdy liczbe b przyblizymy liczba p?

a) a p b
3,15 3,2 3,25

b) a P b
3,7 3.9 4,1

Znajdz liczbe, ktorej przyblizenie wynosi 20, jesli wiadomo, ze:
a) jest to przyblizenie z niedomiarem, a jego btad bezwzgledny wynosi 1,5,
b) jest to przyblizenie z nadmiarem, a jego blad bezwzgledny wynosi 2,3.
¢) blad bezwzgledny tego przyblizenia wynosi 0,05,
d) blad bezwzgledny tego przyblizenia wynosi 1,01.

a) Jacek podal, ze wazy 75 kg, stosujac przyblizenie z nadmiarem. Wyznacz
blad wzgledny tego przyblizenia, jezeli wiadomo, ze blad bezwzgledny wynosi 1,1 kg.
b) Diugosc¢ szkolnego korytarza przyblizono z niedomiarem do 60 m. Wyznacz blad
wzgledny tego przyblizenia, jezeli wiadomo, ze blad bezwzgledny wynosi 3,4m.
¢) Koszt remontu pewnego mieszkania oszacowano z nadmiarem na kwote 15000 z1.
Wyznacz blad wzgledny tego przyblizenia, jezeli wiadomo, ze biad bezwzgledny
jest rowny 1230 z1.

Waga wykazala, ze na samochdd zaladowano 3t wegla, chociaz masa tego
fadunku wynosila dokladnie 2995 kg. W laboratorium przyjeto, ze porcja pewnej
substancji wazy 2 g, podczas gdy naprawde wazyla 2,05 g. W ktérym z tych przy-
padkdw popelniono wiekszy btad wzgledny?
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A Piorko strusie wazy 7,2 g, a w przyblizeniu podano, ze jest to 10 g. Strus wazy
126 kg. Jaka mase tego ptaka nalezaloby podac, aby blad wzgledny przyblizenia
byl taki sam jak w wypadku piorka?

M a) Przyblizenie z niedomiarem pewnej liczby wynosi 18. Blad wzgledny przy-
blizenia jest rowny 4%. Znajdz te liczbe.

b) Znajdz liczbe, ktorej przyblizenie z nadmiarem jest rowne 119, jesli wiadomo,
7e btad wzgledny tego przyblizenia jest rowny 6,25%.

xn14. Podaj, jaki moze byc:
a) najwiekszy mozliwy blad bezwzgledny, gdy zaokraglamy liczbe rzeczywista do
tysigcy,
b) najwiekszy mozliwy biad wzgledny, gdy zaokraglamy liczbe naturalng trzycyfro-
wa do dziesiatek,

¢) najmniejszy (rozny od zera) blad wzgledny, gdy zaokraglamy liczbe dwucyfrowa
do dziesiatek.

15, Liczba @’ jest przyblizeniem liczby a, liczba b’ jest przyblizeniem liczby b
(wszystkie te liczby sa dodatnie). Blad bezwzgledny obu tych przyblizen jest jedna-
kowy, ale blad wzgledny jest dwukrotnie wigkszy w wypadku przyblizenia b = b,
Ktora liczba jest wieksza: a czy b? lle razy?

%16. Przyblizone wymiary akwarium wynosza 50 cm x 40 cm x 30 cm. Kazdy z tych
wymiarow obarczony jest btedem bezwzglednym réwnym 0,5 cm. Przyjeto, ze ob-
jetosc tego akwarium wynosi 60 litrow. Oblicz najwiekszy mozliwy blad wzgledny
tego przyblizenia.

SREDNIA ARYTMETYCZNA, MEDIANA,
DOMINANTA

A Znajdz srednig arytmetyczna, mediane i dominante danego zestawu liczh.

a) 53, 43, 21, 41, 53

b) 4, 5, 4, 9, 47, 101, 9, 51

& 38,0y, 18,0 150990, 18. 8
d)25782225,6,6,7,9

e) 11, 8, 8, 10, 12, 11, 14, 21, 8, 8, 8, 10, 22, 34, 12
f) 19, -14, 16, 10, 1, -17, 4, 7, =2, -5, 13, =20, -8, -11
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W dwdch klasach trzecich pew- Krasa III A
nego liceum przeprowadzono ankiete,

zadajac kazdej osobie pytanie: ,lle fil- Liczba ol1l213l4lsls6
e X e : Arimia?? filmadw

mow ogladasz miesiecznie w kinie?”.

Wyniki ankiety przedstawiono obok. Liczba 2 | 8 sl | 5 5

a] & i . ; : skazan '

a) Okresl srednia arytmetyczna, media- s

ne i dominante liczby ogladanych fil-

mow dla kazdej z tych klas. Krasa 111 B

b) Okresl srednig arytmetyczng, media- p—

ne i dominante dla obu tych klas razem. f}ll;iﬂif Pl ZE |8 5| B

¢) Przeprowadz te sama ankiete w swo- -

jej klasie i okresl Srednig arytmetycz- e Ry 101153 |2 2]1
ng, mediane i dominante liczby filmow

ogladanych miesiecznie.

Losowo wybranym osobom w dwdch miastach zadano pytanie: ,lle godzin
w tygodniu poswiecasz na uprawianie sportu?”. Wyniki ankiety przedstawione sg na
diagramach. Okreél $rednia arytmetyczna, mediane i dominante zebranych danych
dla kazdego miasta i dla obu miast razem.

Miasto A Miasto B

liczba
wskazan

liczba
wskazan

UL g elollalll] o

g 1 2 3 % 3 i 5 6
liczba godzin liczba godzin

Bilans to bardzo wazne i obowiazkowe badanie. Jego celem jest sprawdzenie,
czy dziecko prawidliowo sie rozwija w stosunku do calej populacji (z uwzgled-
nieniem plci). Podczas bilansu dziesieciolatka blizniaki Jacek i Agata uzyskaly
nastepujace wyniki dokonanych pomiarow:

Wzrost centyle waga centyle
Jacek 146 cm 75 34 kg 50
Agata 141 cm 50 30kg 25

a) Ile procent dziesiecioletnich chlopcow wazy co najwyzej 34 kg?

b) Ile procent dziesiecioletnich dziewczynek ma co najwyzej 141 cm wzrostu?
¢} Ile procent dziesiecioletnich chiopcow ma wezrost wiekszy niz 146 cm?

d) Ile procent dziesiecioletnich dziewczynek wazy wiecej niz 30 kg?
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Okresl s$rednig arytmetyczng, mediane oraz dominante opisanego zestawu
danych.

a) Wzrost zawodnikéw pewnej druzyny pitki siatkowej:
2,02 m 1,98 m 1,95 m 2m 1,99 m
2,01 m 1,98 m 2,05 m

b) Wyniki wazenia jedenastu bochenkow chleba:
1 kg 1,03 kg 1,05 kg 1,03 kg 0,98 kg 1,05 kg
0,99 kg 0,95 kg 1,05 kg 1,05 kg 0,95 kg

¢) Liczba spinaczy w kilkudziesieciu pudetkach:

Liczba pudetek 5 3 15 8 1 3

Liczba spinaczy

: 98 99 | 100 | 101 | 102 | 103
w pudetku

W samorzadzie uczniowskim pewnego liceum zasiadaja uczniowie, ktérych
dane o wieku przedstawiono w tabeli.

Wiek 151at 161lat 17 lat 18 lat

Liczba ucznidw 4 G 7 3

Gdyby uwzgledni¢ réwniez wiek nauczyciela — opiekuna samorzadu, to Srednia
wieku czlonkow tej grupy wzrosnie o 0,55.

a) lle lat ma opiekun?
b) Ile wynosi mediana czionkow samorzadu uczniowskiego wraz z opiekunem?

L
F |

Druzyna pitkarska wraz z zawodnikami rezerwowymi liczy 16 oséb. Sred-
nia arytmetyczna wieku wszystkich zawodnikow wynosi 21,5 roku. Gdyby druzyne
opuscit kapitan, to Srednia ta wyniostaby 21 lat. Ile lat ma kapitan?

i
s

W grupie 200 osob przeprowa- > 0
dzono sondg¢ na temat liczby samocho- \ |1 0 samochoddw
déw posiadanych w gospodarstwie do- '
mnx«.:ﬂ,-'m. W?rnjkj :-:(mdy'przeiifitawinm) [N 2 samiochody
na diagramie, Wyznacz érednia arytme- . My
tyczna, mediane oraz dominante tego N s \ L3 samochody
zestawu danych (zauwaz, ze niektore o [ 4 samochody
Z tych parametrow mozna wyznaczyc R
bez przeprowadzania obliczen).

" Srednia arytmetyczna liczb x, y+2, 9 jest roéwna 12, za$ $rednia arytmetyczna
liczb 2x, v, 12 wynosi 16. Wyznacz x i y.
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Kamil i Karolina otrzymali w ciggu semestru nastepujgce oceny z zajec wy-
chowania fizycznego:
Kamil 3,6,4,3,5,5 4,3
Karolina 4,5,5,3,6,5,4,6,6,5
a) Nauczyciel wystawia ocene semestralng na podstawie Sredniej arytmetycznej
ocen czastkowych zaokraglonej do calosci. Jakie oceny semestralne otrzymaja Ka-
mil i Karolina?
b) Oblicz biedy wzgledne przyblizen dokonanych przy zaokragleniu ocen seme-
stralnych Kamila i Karoliny.

Na diagramie kolowym przedsta- [ ] brak rodzeAstwa

wiono informacje o liczbie rodzenstwa 70 1 siostra
20 uczniow klasy 111 C. Dla tego zestawu 7 1 brat
danych znajdz srednig arytmetyczna, - 2 braci
mediane i dominante: 2 siostry

a) liczby rodzenstwa, [ ] 1trati1 siostra

S5F 2 siostry i 1 brat
|| 3 bracii 2 siostry

b) liczby braci,

¢) liczby siostr.

A a) Srednia arytmetyczna dziesieciu kolejnych liczb naturalnych wynosi 41,5.
Wyznacz najmniejsza z tych liczh.
b) Srednia arytmetyczna dziewieciu kolejnych liczb podzielnych przez 9 wynosi 99.
Wyznacz najwieksza z tyvch liczb.
¢) Mediana jedenastu kolejnych liczb catkowitych wynosi 3. Wyznacz najmniejsza
z tych liczh.
d) Mediana dwunastu kolejnych liczb nieparzystych wynosi 100. Wyznacz najwiek-
szg z tych liczb.
e) Srednia arytmetyczna liczb naturalnych: 31, 16, 25, 29, 27, x jest réwna polowie
najwiekszej z nich. Wyznacz mediane tych liczb.

Uzasadnij, ze jezeli w zestawie danych liczbowych wszystkie liczby wzrosng
0 1%, to Srednia arytmetyczna rowniez wzrosnie o 1%.
b a) Czy mediana dwustu liczb moze by¢ rowna jednej z tych liczb?

b) Czy $rednia arytmetyczna dziesieciu liczb moze by¢ wieksza od dominanty tego
zestawu?

¢) Jaka moze by¢ najwigksza liczba dominant w zestawie pigtnastu liczbh?

d) Czy $rednia arytmetyczna dwudziestu réznych liczb moze by¢ rowna najwiek-
szej z tych liczb?

e) Czy érednia arytmetyczna stu roznych liczb moze by¢ réwna najmniejszej z tych
liczb?
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Podaj zestaw dziewieciu liczb, dla ktorego:
a) Srednia arytmetyczna jest rowna 10,5,
b) dominanta jest rowna 7, a mediana 3,
¢) srednia arytmetyczna jest mniejsza od dominanty i mediany,
d) mediana jest wieksza od dominanty,

e) Srednia arytmetyczna i mediana to te same liczby, a dominanta jest liczba od
nich rozna.

Dla kazdego zestawu danych podano jego $rednig arytmetyczna. Oblicz war-
tos¢ a. Okresl dominante i mediane tych zestawow danych.

a) x=2825 ¢) X=19,625
Wartose x 4 T 9 il Wartosé x 5 6 10 12
Llczbra , : 3 5 4 L?czbra ' 6 6 i
wskazan wskazan
b) X=5 d) x=8,2
Wartose x a 4 5 10 Wartos¢ x 2 5 9 10
egm s | 2 |4 2 etha | ¢ Pa-1| @ | 54
wskazan wskazan

a) Srednia temperatura w pierwszym tygodniu wakacji wynosila 21°C, a $red-

nia temperatura w ciagu kolejnych dwoch tygodni wynosita 30°C. Oblicz srednia
temperature trzech pierwszych tygodni wakaciji.
b) W zarzadzie pewnej firmy pracuja 3 osoby, ktore zarabiaja przecietnie 7,5 tys. zl.
Oprocz tego w firmie tej pracuje 20 osob w dziale marketingu i 12 oséb w dziale
technicznym. Srednia ptaca w dziale marketingu wynosi 5,3 tys. zl, a w dziale
technicznym 3,2 tys. zI. Jaka jest Srednia zarobkow w tej firmie?

W ciezarowce przewozono dwa rodzaje paczek. Ladunek wazyl razem 4,8 t,
a srednia masa paczki wynosila 16 kg. Wieksze paczki wazyly Srednio po 20 kg,
a mniejsze — po 10 kg. Jaka byla taczna masa wiekszych paczek?

W pewnej szkole do egzaminu maturalnego z jezyka angielskiego przystapito
250 uczniow.
a) Michal uzyskal na tym egzaminie wynik 72%. Wynik ten odpowiadal 84. centy-
lowi. [lu uczniow w tej szkole zdobylo wynik lepszy od wyniku Michata?
b) Egzamin uznaje sie za zdany, jezeli uczen zdobyl co najmniej 30% punktiw. Ile
osob nie zdalo egzaminu z jezyka angielskiego w tej szkole, jezeli wiadomo, ze
wynik 29% odpowiada 2. centylowi?
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Przeczytaj tekst zamieszczony w ramce.

Mediana dzieli zestaw danych na dwie czesci. Mediany poszczegolnych czesci nazy-
wane sa dolnym kwartyvlem (lub pierwszym kwartyvlem) oraz gornyvm kwartvlem
(lub trzecim kwartylem). Wartosci najmniejsze i najwicksze w zestawie danych oraz
kwartyle i mediane danych mozZna przedstawic graficznie za pomocg tzw. diagramu
pudelkowego.

i + | | |
wartose dolny mediana gorny wartosc
najmniejsza kwartyl kwartyl najwicksza

Réznice miedzy najwicksza a najmniejszg z danych nazywamy rozstepem danych.
Réznice miedzy gornym i dolnym kwartylemn nazywamy rozstepem miedzykwarty-
lowym.

Narysuj diagramy pudetkowe odpowiadajace ponizszym zestawom liczb i oblicz
dla kazdego z tych zestawow rozstep danych oraz rozstep miedzykwartylowy.

Zestaw A: 3, 5,5, 5,7, 8,9, 12
Zestaw B: 10, 13, 15, 15, 19, 24, 25, 30, 34, 34, 40, 42, 43, 43, 45

Przeczytaj tekst zamieszczony w zadaniu 36. Podaj przyklad zestawu danych,
ktorego diagram pudetkowy wyglada tak, jak na rysunku.

a) c)

1 7 6 o 12 10 22 24 26 30
b) d)

2 4 7 9 10 5 6 11 12 14

Przeczytaj tekst zamieszczony w zadaniu 36. Narysuj diagram pudelkowy dla
zestawu danych, o ktorym wiadomo, ze:

» najwieksza liczbg jest 55,

= rozstep danych wynosi 43,

o dolny kwartyl jest liczba dwa razy wieksza od najmniejszej wartosci,
s rozstep miedzykwartylowy wynosi 15,

« miedzy gérnym a dolnym kwartylem jest dziewie¢ liczb, w tym piec¢ liczb row-
nych 34.
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A Wiek mieszkancow trzech miej- Miejscowosé A
SCOWOSCI porownano za pomoca diagra- _ T
mow pudetkowych (zob. tekst zamiesz- 07 30 40 96

czony w zadaniu 36) przedstawionych

na rysunku obok. Miejscowosé B

a) Jakie sa mediany wieku mieszkan-

cow w tych miejscowosciach? 0 20 41 50 90

b) W ktdrej miejscowosci jest najwiek-
szy rozstep miedzykwartylowy wieku
mieszkancow?

Miejscowosé C

R N 9 12 3035 96
¢) W ktorej miejscowosci jest najwiek-

szy procent dzieci w wieku do 7 lat?

d) W ktdrej miejscowosci jest najwiekszy procent ludzi w wieku powyzej 50 lat?
e) W jakim wieku sa najstarsi mieszkancy tych miejscowosci?

f} W ktdrych miejscowosciach co najmniej 75% osdb ma nie wiecej niz 40 lat?

140. Gdyby w pewnym zestawie liczb zmniejszy¢ o 10% najmniejszq z liczb, a naj-
wiekszg zwiekszy¢ o 5%, to S$rednia arytmetyczna by sie nie zmienifa. Ile razy
najwieksza z liczb jest wieksza od najmniejszej w tym zestawie?

141. a) Oblicz, dla jakich wartosci x i y $rednia arytmetyczna liczb: 3, 5, 4, 9, 12,
4,9, 5,5, 4, x, ¥y wynosi 6,25, a dominanta jest réwna 5.

b) Srednia arytmetyczna zestawu liczb: 1, 3, 7, 4, 9, 10, 2, 4, 8, x, ¥ wynosi 6,
a mediana jest rowna 5. Oblicz wartosci x i y.

¢) Dominanta zestawu liczb: 3, 5, 8, 9, 4, 2, 14, 17, x, ¥ wynosi 9, a mediana 7.
Znajdz wartosci x i y.

.ﬁl"ll

42. w pewnym technikum dziewczeta stanowig 40% wszystkich uczniow. Po
pierwszym semestrze Srednia ocen dziewczat i srednia ocen chiopcow byly jed-
nakowe. Na koniec roku érednia ocen dziewczat wzrosla o 1,2, a mimo to $rednia
ocen calej szkoly sie nie zmienila. O ile zmniejszyla sie $rednia ocen chlopcow?

SREDNIA WAZONA

A W tabeli podano liczby i odpowiadajace im wagi. Oblicz srednig wazona tych
liczb.
a) b)
Liczba 7 4 9 Liczba 1 3 5 7
Waga 3 1 4 Waga 6 1 2 1
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c) d)

Liczba 2 3 g (11|10 )| 3 Liczba 5 3 9 2 7
Waga 0,1 0,1 0,1 0,1 03 0,3 Waga | 0,5 /0,15 0,05 0,2 | 0,1
b a) Podczas pewnego konkursu uczestnicy odpowiadaja na dwa zestawy po 10

pytan. Wynik konkursu jest srednia wazona liczby poprawnych odpowiedzi: liczba
poprawnych odpowiedzi na pytania z pierwszego zestawu ma wage 3, a liczba
poprawnych odpowiedzi na pytania z drugiego zestawu — wage 5. Jaki wynik
w tym konkursie uzyskala osoba, ktora odpowiedziala poprawnie na 3 pytania
7 pierwszego zestawu i na 7 pytan z drugiego?

b) W zawodach tuczniczych uczestnicy strzelali do tarczy z trzech odleglosci. Na-
stepnie obliczano Srednia wazona wynikow tych trzech prob: wynik pierwszego
strzelania mial wage 1, drugiego — mial wage 2, a trzeciego — mial wage 3. Ob-
licz wynik koncowy zawodnika, ktory w pierwszym strzelaniu uzyskal 10 punktow,
w drugim — 7 punktéow, a w trzecim — 4 punkty.

i

W pewnym konkursie kulinarnym jurorzy oceniali prace druzyn kucharzy
i przyvznawali punkty w skali od 0 do 10 w czterech kategoriach. Ocena konco-
wa druzyny to srednia wazona punktow zdobytych w tych kategoriach. W tabeli
podano wagi poszczegolnych kategorii i wyniki trzech druzyn. Ustal, ktéra z tych
druzyn byla najlepsza.

Restauracja | Restauracja  Pensjonat

Sategoris Sedan Parkowa Orzel |

Sprawnos¢ organizacyjna (waga 0,3) B 7 B
Utrzymanie czystosci na stanowisku pracy (waga 0,1) 2 3 3
Wyglad potrawy (waga 0,2) 9 6 4
Walory smakowe (waga 0,4) 8 8 4

A Przyjmijmy, ze ocena semestralna to srednia wazona (zaokraglona do czesci

setnych) nastepujacych liczb: sredniej ocen ze sprawdzianow (z waga 0,25), sredniej
ocen z klasowek (z waga 0,55) oraz oceny za prace na lekcji (z waga 0,2).

Ocena roczna to zaokraglona do liczby catkowitej srednia wazona oceny za pierw-
szy semestr (z waga 0,35) i oceny za drugi semestr (z wagg 0,65). Wystaw oceny
semestralne i oceny roczne uczniom, ktorych wyniki przedstawiono w tabeli.

| semesir Ocena Il semestr Ocena bcoia
Nazwisko i imig - Pra i Pr 3
Sprawdziany | Klasowki |ﬂa|eﬁji Isemestr | Sprawdziany Klasowki nal%i:ii Ml semestr | 0S4

PaLi 1 i & £} 5 o | | alb & & a x] & 2 =
i - il | - - | £ i - - -
" NEESE—" S NN S S N | BECGEN M=t (N - Fevis i ) R Tl M e

|
:
|
3t
f-
:
i
s
|
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a) Ania chce pojecha¢ za granice, korzystajac z oferty last minute. Aby wy-
brac¢ najlepsza propozycje oferowana przez biura podrozy, sporzadzila ponizsza
tabele, w ktorej zapisala swoje oceny kilku proponowanych wycieczek, biorge pod
uwage pie¢ najwazniejszych dla niej kryteriow. Poniewaz kryteria te nie byly dla
niej jednakowo istotne, przydzielita im rézne wagi. Ktory wyjazd powinna wybrac?

_ Kagst Tattain Hotel Rodzaj _ Wycieczki
Kraj e nie) | wrwageo | mewasan transportu fakultatywne
e B3 4% {z waga 0,1) (z waga 0,1)
Egipt 6 4 4 9 2
Riwiera Turecka 3 4 7 (5] 8
Tunezja 8 5 5 G 6
Grecja 5 7 8 7 4

b) Wojtek chce podja¢ sezonowa prace na miesigc. W tym celu znalazt kilka ofert
i sporzadzil ponizszg tabele. Ktorg z ofert powinien wybrac?

Wynagrodzenie | Czas pracy  Dyspozycyinosd | Czas dojazdu do | Samodzielnosé

Fags (z waga 0.4) {z waga (0,2) (z waga 0,2) pracy (z waga (,1) | (z waga (,1)
Grosik 10 5 6 8 6
Janex § 9 8 5 3
Bonix 7 | 8 6 | 4 | 7

W tabeli podano zawartosc¢ biatka, tluszczu i weglowodandw w 100 g kilku
produktow. Oblicz, ile kilokalorii zawiera 100 g kazdego z wymienionych pro-
duktow, jezeli wartos¢ energetyczna tluszczu wynosi 900 kcal/100 g, biatka —
400 kcal/100 g, a weglowodanow — 300 kcal /100 g.

Nazwa produktu Biatko (w g) Thaszcze (w g) Weglowodany (w g) .
Ser twarogowy tlusty | 18 | 9 3 |
Szynka gotowana 23 33 -
Mleko (2%) | 3 | 2 -+
Cebula 1 | -— 6
Czekolada 8 | 33 55

Wiadomo, #e za 1 kg cukierkow orzechowych trzeba zaplacic 25 21, truskaw-
kowych — 21 2, a za 1 kg cukierkow z likierem — 27 z1. Jaka powinna by¢ cena
1 kg mieszanki cukierkow, ktorej 30% stanowig cukierki orzechowe, 45% — cukier-
ki truskawkowe, a 25% — cukierki z likierem?
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a) Srednia wazona trzech liczb: liczby 5 z waga 2, liczby 3 z waga 1 i liczby a
7 waga 3 jest rowna 3. Znajdz liczbe a.

b) Srednia wazona trzech liczb: liczby 3 z waga 1, liczby 5 z waga 2 i liczby 8
7z waga b jest rowna 6. Znajdz liczbe b.

¢) Srednia wazona czterech liczb: liczby 2 z waga 1, liczby 4 z waga 3, liczby 5
7z waga 2 i liczby 7 z waga c jest rowna 5. Znajdz liczbe c.

2. Producent pomidoréw sprzedal jednego dnia na gieldzie towarowej 50% przy-

wiezionych pomidorow po 3,50 21 za 1 kg, 30% po 3,20 z1, a reszte tylko po 2 zl za

1 kg. Jaka srednig zaplate za 1 kg pomidordw otrzymal producent tego dnia?

152. a) Srednia wazona liczb 5 i 8 jest réwna 7. Jaka jest zalezno$¢ miedzy wagami

tych liczb?

b) Srednia wazona liczb 2 i 7 jest réwna 3,5. Jaka jest zalezno$¢ miedzy wagami
tych liczb?

¢) Srednia wazona liczb x i y jest rowna z. Jaka jest zalezno$¢ miedzy wagami tych
liczb?

243. Wyjasnij, dlaczego srednia wazona zestawu liczb nie moze by¢ wieksza od
najwiekszej z tych liczh.

e

ODCHYLENIE STANDARDOWE

Oblicz $redniag arytmetyczna i odchylenie standardowe zestawu danych.
a4 3,7 12 15 &L 2 2 1, 6; 1.5 05
b) 5, 8, 2, 13, 4, 4 d) 54, 12, 32, 78, 23, 17

W konkursie wystartowalo 15 uczniow klasy Il a i 10 uczniow klasy Il b.
W ktorej z klas wyniki byly bardziej wyrownane?

IiTa: 23, 22, 30, 12, 45, 47, 49, 28, 17, 3, 18, 24, 44, 48, 40
[b: 28, 43, 49, 29, 35, 38, 41, 45, 33, 1

Obok podano liczby zdobytych bra- ) ) ) o
mek w trzech pierwszych kolejkach me- [ kolejkar 3, 2, 0, 3, 2, 0, 3, 3, 5
czow polskiej pierwszej ligi pitki noz- 1l kolejka: 1, 3, 3, 1, 1, 1, 2, 3, 1
nej w sezonie 2019/2020. Oblicz érednia Il kolejka: 3, 5, 2, 3, 3. 5, 3, 3, 8
arytmetyczng i odchylenie standardowe : b T R R TR TR T
liczby bramek w kazdej z tych kolejek.
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Zwazono jabtka z dwoch koszykow. Oblicz odchylenie standardowe dla kaz-
dego z koszykow.
koszyk I: 25¢g, 17 g, 28¢, 16g, 15¢g, 17¢g, 17 g, 25¢, 29¢, 31g, 29g, 18g, 15¢
koszyk II: 23 ¢, 23 g, 24p, 19g, 21g, 15g, 25g, 24¢, 24¢, 21g, 25¢

Z ponizszej tabelki mozna odczytac, w ilu meczach (w regulaminowym czasie
i w dogrywce) Mistrzostw Swiata w Pilce Noznej w roku 2018 nie padla ani jedna
bramka, w ilu padia jedna bramka, dwie bramki itd. Oblicz srednig arytmetyczng
i odchylenie standardowe liczby bramek.

=l

[itcobabramek | O 1 2 3 4 5 6
Liczba meczy 1 15 17 19 > 2 2 3

W celu obliczenia odchylenia standardowego zestawu n danych obliczono ich
sume S i sume K kwadratow tych danych. Oblicz to odchylenie standardowe.

a) n=10, 5=158 K=2590
b) n=20, §5=356, K=_8684
c) n=100, 5=348, K=1296

A Dwie maszyny pakuja pinezki do pudelek. Sprawdzono, ile pinezek znajdo-
walo sie w 30 losowo wybranych pudetkach. Wyniki przedstawiono w tabelach.

Maszyna | Maszyna Il
Liczba pinezek 48 49 50 51 Liczba pinezek 49 50 51 | 52
Liczba pudetek = 2 3 3 | 10 Liczba pudetek 7 1 1 |

a) lle sposrod skontrolowanych pudelek bylo pakowanych przez maszyne I, a ile
— przez maszyne II?

b) W przypadku ktérej z maszyn srednia arytmetyczna liczby zapakowanych pine-
zek byla blizsza 507

¢) W przypadku ktérej z maszyn odchylenie standardowe liczby pakowanych pine-
zek jest mniejsze?

Bez wykonywania rachunkow ocen, ktory z ponizszych diagramow przed-
stawia zestaw danych o najwiekszym, a ktéry — o najmniejszym odchyleniu
standardowym. Nastepnie zweryfikuj swoja odpowied?Z za pomoca obliczen.

I 1 11 v

9 6 %6 %6 2 6

S 4 S 4 4 4

g2 g2 g2 g2
051 7 5 4 5 Y 23 & 5 V7Y 7 % 4 5 -1 2 3 a4 5
wynik wynik wynik wynik

226 STATYSTYKA



Al Na diagramie przedstawiono wyniki pewnego sprawdzianu w trzech rownole-
glych klasach liceum. Czy umiesz zgadnac bez liczenia, w ktorej z nich odchylenie
standardowe ocen bylo najwieksze, a w ktorej najmniejsze? Sprawdz swoje przy-
puszczenia za pomocya rachunkow.

| nia | 1185] Mic
B B Bl W . —
| E— L A — T R 1 S
s e — R e o 3 6+ -
o 4‘.__________ - o o 4.__ o e (] 4..__ - - s
= = =
e i e AP M B J i 2 — o 5 b i b s
Eeaihil = ksl 15 _gzﬂﬂ HHE
1 23 4 5 6 1 2 3 4 5 6 1 23 4 5 6
OCena Ocerna 0Cena
W0 Diagramy przedstawiaja oceny z kolejnych pigciu sprawdzianoéw otrzymane
przez trzech uczniow. Oblicz odchylenie standardowe ocen kazdego z nich.
5 A. Bociek 3 B. Skowronek & C. Indvk
S 54 e o5 o5 =
4 - J L1 ie— 4 ol 4 - o e ee— N —
3 - 3 B S TEE 3.._ ................. 3 S p—— A p———
21 ik 2 B I-——wm g B " -H--
. [ ] EIERNT
I II m v Vv I I m v v I II ImIwv Vv
sprawdzian sprawdzian sprawdzian
.| Diagram przedstawia powierzchnie wojewodztw (z doktadnoécia do 1000 km?).

a) Oblicz srednig artymetyczng i odchylenie standardowe tego zestawu danych.
b) Jaki procent wojewodztw ma powierzchnie z przedzialu (X — o; X+ o)?

0

DE‘H]'

35 =

£ %k =

=N =R SRS R =R = = ———————
s EE E B 38 B 83 E
e B E E H 5 E EE 8B
SESEEEES == = = =

(AL
(AT
(ITETEATEIO
(AT

Y
I

1 i 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 ‘15 186
numer wojewddztwa
1. mazowieckie 5. zachodniopomorskie 9, Iodzkie 13. lubuskie
2. wielkopolskie 6. podlaskie 10. kujawsko-pomorskie 14. slaskie
3. lubelskie 7. dolnoslaskie 11. podkarpackie 15. dwietokrzyskie
4. warminsko-mazurskie 8. pomorskie 12. matopolskie 16. opolskie
A0 0. Do Miodziezowego Klubu Filmowe-

go nalezy 20 uczniow. Informacje o ich
wieku przedstawiono na diagramie. Oblicz
érednig wieku czlonkow tego klubu oraz
odchylenie standardowe.
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Tabela przedstawia, ilu pracowni-
kow w firmie A i ilu w firmie B otrzy-
_ muje wynagrodzenie danej wysokosci.
1800 7 2 W ktorej z tych firm $rednie wynagro-
2500 6 9 . dzenie jest wyzsze? W ktdrej pensje sa

bardziej zroznicowane? Sprobuj odgad-
3500 2 6 na¢ odpowiedzi, a nastepnie sprawdz
2 7

Pensja Liczba pracownikow

w ozl Firma A Firma B

5000 swoje przypuszczenia, obliczajac sred-
nia arytmetyczna i odchylenie standar-
8000 | 1 — Hriom:
Oblicz srednig aryvtmetyczng i od- Fragment 2:

chylenie standardowe diugosci wyrazéw  puch — jak gorgco!
(liczby liter w wyrazach) dla kazdego Uch — jak gorqco!
z ponizszych fragmentow znanego wier-  pyff — jak gorgco!
sza Juliana Tuwima Lokomotywa. Uff — jak gorgco!

Fragment 3:

Fragment 1: Stoi na stacji lokomotywa,
Juz ledwo sapie, juz ledwo zipie, Ciezka, ogromna i pot z niej splywa:
A jeszcze palacz wegiel w niq sypie. Ttusta oliwa.

A Zapisz slowami w dwodch réznych jezykach liczby od 1 do 10. Oblicz sred-

nia arytmetyczna i odchylenie standardowe liczby liter zapisanych wyrazow dla
poszczegolnych jezykow.

)| Zbierz dane o wynikach w zawodach jakiej$ dyscypliny lekkoatletycznej: mi-
strzostwach kraju czy swiata oraz zawodach otwartych dla wszystkich chetnych.
W ktorych zawodach odchylenie standardowe wynikow jest wieksze?

Bez wykonywania obliczen ustal, czy odchylenie standardowe powierzchni
panstw swiata byloby mniejsze, czy wieksze, gdyby nie wzieto pod uwage:

a) Rosji, Chin, Kanady, Stanéw Zjednoczonych i Brazylii,

b) Watykanu, Monako i San Marino,

¢) wszystkich krajow, ktorych powierzchnia rozni sie od Sredniej arytmetycznej
powierzchni krajéw $wiata o mniej niz 100 000 km?.

Pewien uczen, stojac przy szosie, liczyl przejezdzajace samochody i zapi-
sywal, ile ich przejeidza w ciggu kolejnych minut. Obliczyl, ze srednia liczba
samochodow jadacych ze wschodu na zachod byla niemal taka sama jak jadacych
z zachodu na wschod. Jednak odchylenie standardowe bylo znacznie wicksze dla
samochoddw jadacych ze wschodu na zachod. Z jednej strony ucznia bylo skrzyzo-
wanie ze $wiatlami. Czy skrzyzowanie to znajdowalo sie na wschod czy na zachod
od ucznia?

228 STATYSTYKA



Suma dziesieciu danych jest rowna 10, a suma kwadratow tych danych wynosi
L5
a) Oblicz srednig arytmetyczng i odchylenie standardowe tych danych.

b) Do tego zestawu danych dolgczono dwie o wartosci 2 i 3. Oblicz Srednig aryt-
metyczng i odchylenie standardowe tych dwunastu danych.

Srednia arytmetyczna zestawu czterech danych: -2, 2, x, y jest réwna 0, a od-

i I P & a
chylenie standardowe jest rowne l."-l—%-t, Jakie wartosci maja x i y?

¥

Srednia ar}'rmet}-'-:zna zestawu czterech danych jest rowna 3, a odchylenie
standardowe jest rowne X+ 2 . Dwie z tych danych to 2 i 4. Znajdz pozostate dane.

/9. Na diagramie przedstawiono przybli-
zone informacje o liczbie oséb w gospo-
darstwach domowych w Polsce w 2018
roku. Jaka byla wowczas srednia arytme-
tyczna liczby osob w gospodarstwie do-
mowym? Jakie bylo odchylenie standar-
dowe?

Uwaga. Gospodarstwa domowe liczace 6 osob [ 11 0soba [ 4 osoby
i wiecej potraktuj tak, jakby liczyly dokladnie NN 2 osoby  []5 oséb
6 osob. [ 13 0soby [ |6 osobiwiecej

1 70. Jaka liczbe nalezy dopisac do zestawu liczb 4, 8, 10, 12, aby otrzymany zestaw

pieciu liczb mial odchylenie standardowe réwne 47

[, Jakie dwie liczby nalezy dopisa¢ do zestawu liczb 2, 5, 6, aby otrzymany
zestaw liczb miat $rednia arytmetyczna rowna 5 i odchylenie standardowe rowne 27

w7 8. Srednia arytmetyczna dziesieciu liczb jest rowna 10, a odchylenie standardo-

we jest rowne 2.

a) Oblicz sume tych liczb.

b) Oblicz sume kwadratow tych liczb.

¢) Kazda z tych liczb zmniejszono o 5. Oblicz sume kwadratow tak powstalych liczh.

Y
ol > i
b L

{2, Suma czterdziestu liczb w zestawie A jest rowna 300, a suma kwadratow tych
liczb jest rowna 5000. Suma szescédziesieciu liczb w zestawie B jest rowna 500,
a suma kwadratow tych liczb jest rdwna 15 000. Oba te zestawy polaczono w jeden
zestaw liczacy 100 liczb. Oblicz $rednig arvtmetyczna i odchylenie standardowe
tego zestawu.
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J. W tabeli zebrano informacje dotyczace dwoch zestawow danych.

]

Liczba danych = Srednia arytmetyczna = Odchylenie standardowe
Zestaw A 10 i 2
Zestaw B 40 5 3

Oba te zestawy polaczono w jeden zestaw liczacy 50 liczb. Oblicz srednia arytme-
tyczna i odchylenie standardowe tego zestawu.

n81. Zestaw danych sklada si¢ z n zer i m jedynek. Wykaz, ze Srednia arytmetyczna

tych danych jest réwna m—@uﬁ, a odchylenie standardowe jest rowne ;‘-n%

nE 2. Srednia arytmetyczna pewnego zestawu danych jest rowna X, a odchylenie

standardowe jest rowne s.

a) Do kazdej danej tego zestawu dodano liczbe a. ZnajdZ Srednig arytmetyczna
i odchylenie standardowe tak powstatego zestawu danych.

b) Kazda dang tego zestawu pomnozono przez liczbe b. Znajd? Srednia arytme-
tyczng i odchylenie standardowe tak powstalego zestawu danych.

183, Srednia arytmetyczna pewnego zestawu danych jest rowna X, a odchylenie

standardowe jest rowne s.

a) Kazda dang tego zestawu pomnozono przez b i do wyniku dodano liczbe a.
Znajdz srednig arytmetyczng i odchylenie standardowe tak powstalego zestawu
danych.

b) Srednia arytmetyczna pewnego zestawu danych jest rowna 5, a odchylenie stan-
dardowe jest rowne 2. Kazda z tych danych pomnozono przez 6, a nastepnie
dodano do iloczynu 3. ZnajdZ Srednia arytmetyczna i odchylenie standardowe tak
powstatego zestawu danych.

¢) Srednia arytmetyczna pewnego zestawu danych jest réwna 12, a odchylenie
standardowe jest rowne 3. Kazda dana x tego zestawu nalezy zastapi¢ wynikiem
bx +a, gdzie a i b sg pewnymi liczbami, tak by srednia arytmetyczna zmienionych
danych byla réwna 0, a odchylenie standardowe bylo réwne 1. Znajdz a i b.
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Liczbe 13,8 przyblizono do 15. Blad wzgledny tego przyblizenia:
A. jest rowny 1,2
B. jest wiekszy niz 2%, lecz mniejszy niz 5%
C. jest wiekszy niz 5%, lecz mniejszy niz 10%
D. jest wiekszy niz 10%

Losowo wybranych mieszkancow pew-
nego miasta zapytano o to, ile razy w cig-
gu minionego roku wyjezdzali za granice.
Wyniki ankiety przedstawiono na diagra-
mie. Ktore z podanych zdan jest falszywe?

liczba wskazan

L= R I+« S
|
|

A. Ponad polowa ankietowanych osob by-
fa za granicg co najmniej 2 razy w cig-
ou minionego roku.

wr
|
|
I
|

B. Dominanta tego zestawu jest taka sama
jak mediana.

C. Srednia arytmetyczna tego zestawu jest
wieksza od mediany.

D. Dominanta tego zestawu jest mniejsza g 12 B 4 3 B 10
od Sredniej arytmetycznej. liczba wyjazdow

o N W o
(-
|
|
|

Srednia arytmetyczna zestawu dwunastu liczb jest réwna 6,5. Gdyby do tego
zestawu dopisano liczbe k, to Srednia wyniostaby 8. lle wyniostaby Srednia arytme-
tyczna, gdyby do poczatkowego zestawu dwunastu liczb zamiast liczby k dopisano
liczbe 2k?

A. 26 B. 8 C.12 D. 10

Dominanta zestawu liczb 4, 5, 2, 15, 8, 9, 8, 2, x, ¥ wynosi 2, a srednia arytme-
tyczna tego zestawu jest rowna 6,6. Oznacza to, ze:
A .x=vy
B. mediana jest rowna 6,5
C. mediana jest rowna 6,6
D.x+yv=06

Srednia wazona trzech liczb: liczby 2 z waga 3, liczby 5 z waga 2 i liczby 4
Z waga 5 jest rowna:

i o 20 ’ ;
A. j.":: B. 5:?[”} C. 21 D. 36
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Cztery uczelnie, wybierajac kandydatow na studia, obliczaja Srednig wazong
ich wynikéw z trzech egzaminow. Wagi przydzielone kazdemu z wynikow podano
w tabeli obok.

Egzamin Jezvk polski Jezvk obey Matematvka
Uczelnia A 0,2 0,3 | 0,5
Uczelnia B 0,2 0.4 | 0,4
Uczelnia C 0,5 0,2 0,3
Uczelnia D 0.6 (1,3 | 0.1

Ada uzyskala na egzaminie 70 punktow z jezyka polskiego, 90 punktow z jezyka
obcego i 60 punktow z matematyki. Na ktorej uczelni srednia wazona jej wynikow
jest najwyzsza?

A. na uczelni A B. na uczelni B C. nauczelni C D. na uczelni D

Zestaw A danych sklada sie z czterech liczb: 5, 8, 9, 14. Jesli usuniemy jedna
z nich, to otrzymamy zestaw B zlozony z trzech danych. Ktorg dang z zestawu
nalezy usunac, zeby roéznica miedzy odchyleniami standardowymi obu zestawow
byla jak najwieksza?

A. 5 B. 8 C.9 D. 14

Przeliczono zapalki znajdujace w dziesieciu pudetkach. Wyniki przedstawiono
w tabeli.
Liczba zapalek 47 48 49
Liczba pudelek 2 3 5

Odchylenie standardowe liczby zapalek w tych dziesieciu pudetkach nalezy do
przedziafu:

A. (0,5:0,6) B. (0,7;0.8) C. (0.9;1) D. (1.1:1.2)

Suma dziesieciu liczb jest rowna 41, a suma kwadratow tych liczb jest rowna
195. Jakie jest odchylenie standardowe w zestawie tych dziesieciu liczb?

A. okolo 1,54 B. okolo 1,64 C. okolo 1,75 D. okolo 3,05

Wzrost Ani oszacowano na 170cm, a wzrost Michala — na 195 cm. Tym-
czasem w rzeczywistosci Ania mierzy 172cm i jest o 30cm nizsza od Michata.
W przypadku ktorej z tych osob popelniono wiekszy blad wzgledny przy szacowa-
niu jej wzrostu?

Liczbe x przyblizono do pewnej wartosci. Blad wzgledny tego przyblizenia
wynosi 4,1(6)%, a blad bezwzgledny jest rowny 0,12, Wyznacz liczbe x.
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Na diagramie przedstawiono, ile audiobookow wypozyczono w pewnej szkol-
nej bibliotece w poszczegolnych miesiacach.

= 25 -
= .
S e
[
Fed=] 5
5 B2 15
;-E T

- %
s 3
o :
= et e

0"
IX X X X | II 111 v v VI
miesigc

a) Ile wynosi srednia arvtmetyczna, mediana i dominanta miesiecznej liczby wypo-
zyczonych audiobookdow?

b) O ile procent $rednia miesiecznej liczby wypozyczonych audiobookow w drugim
semestrze jest wyzsza od Sredniej z pierwszego semestru (przyjmij, ze pierwszy
semestr trwa od wrzesnia do konca stycznia)?

W pewnym liceum ogdlnoksztalcacym do matury z jezyka niemieckiego przy-
stapilo tacznie 25 o0sob z trzech klas: A, B i C, z czego uczniowie klasy A stanowili
40% zdajacych. Z klasy C do matury przystapilo o 3 uczniow wiecej niz z klasy B.
Sredni wynik uczniéw klasy B byl o 6 punktéw procentowych wyzszy od érednie-
go wyniku uczniow klasy A i o 2 punkty procentowe nizszy od Sredniego wyniku
uczniow klasy C. Sredni wynik uzyskany przez wszystkich uczniow wyniost 78,32%.
Oblicz $redni wynik z matury uczniow klasy C.

Srednia wazona trzech liczb: liczby 5 z waga 2, liczby 4 z wagg 3 i liczby 7
Z waga w, jest rowna 6. Oblicz wartos¢ w.

Naukowcey zwazyli 20 ryb rzadkiego gatunku. Wyniki przedstawili w tabeli.

Masa (kg) 1,2 1,3 1.4 1.5 1,6
Liczha sztuk 3 7 4 5 1

Nastepnie postanowili, ze dalszym badaniom poddadza tylko te ryby, ktdrych masa
w kilogramach nalezy do przedzialu (E -0;X- G'), gdzie X oznacza Srednig mase
zlowionych ryb, a ¢ — odchylenie standardowe mas ztowionych ryb. Ile ryb zosta-
nie poddanych dalszym badaniom?

Srednia arytmetyczna czterech liczb jest réwna 7, dominanta jest réwna 9,
a mediana jest rowna 8. Oblicz odchylenie standardowe zestawu tych czterech
liczb # dokladnoscia do czesci setnych.
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Liczba 0,3 jest jednym z przyblizen liczby % Blad wzgledny tego przyblizenia,
wyrazony w procentach, jest rowny:

A. 4% B. 0,04% C. 2,5% D. 0,025%

Srednia arytmetyczna zestawu danych: 2, 4, 7, 8, 9 jest taka sama jak $rednia
arytmetyczna zestawu danych: 2, 4, 7, 8, 9, x. Wynika stad, ze:

A.x=0 B. x=3 C.x=5 D.x=6

A Srednia arytmetyczna zestawu danych: 2, 4, 7, 8, x jest rowna n, natomiast
srednia arytmetyczna zestawu danych: 2, 4, 7, 8, x, 2x jest rowna 2n. Wynika stad,
ze:

A.x=49 B. x=21 C.x=14 D.x=7

Srednia arytmetyczna czterech liczb: x -1, 3x, 5x+ 1 i 7x jest réwna 72. Wynika
stad, ze:

A.x=9 B. x=10 C.x=17 D.x=18

Srednia arytmetyczna osmiu liczb: 3, 5, 7, 9, x, 15, 17, 19 jest rdwna 11. Wtedy:

A.x=1 B.x=2 C.x=11 D.x=13

Jezeli do zestawu czterech danych: 4, 7, 8, x dolaczymy liczbe 2, to Srednia
arytmetyczna wzrosnie o 2. Zatem:

A. x=-51 B. x=-6 C.x=10 D.x=29

Wsrad 100 osob przeprowadzono ankiete, w ktorej zadano pytanie o liczbe
ksigrek przeczytanych w ostatnim roku. Wyniki ankiety zebrano w ponizszej tabeli.

Liczba ksiazek 0 1 2 3 4 5

Liczba osab 23 14 28 17 11 7
Srednia liczba przeczytanych ksiazek przez jedna ankietowana osobe jest réwna:
A. 05 B. 1 £ 2 B2

Srednia arytmetyczna zestawu danych: x, 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14 jest réwna 9.
Wtedy mediana tego zestawu danych jest rowna:

A. 8 B. 9 C. 10 D. 16
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Abiturient jednego z liceow zestawil w tabeli oceny ze swojego swiadectwa
ukonczenia szkoly.

Ocena 6 3 4 3 2
Liczba ocen 2 3 5 5 1
Mediana przedstawionego zestawu danych jest rowna:
A B. 3,5 C. 4 D. 4,5
Mediana zestawu szeSciu danych liczb: 4, 8, 21, a, 16, 25 jest rowna 14.
Zatem:

A.a=7 B. a=12 C.a=14 D.a=20

W zestawie 2,2,2,...,2,4,4,4,...,4 jest 2m liczb (m > 1), w tym m liczb 2

m iriczb m ]1ir:_:h
i m liczb 4. Odchylenie standardowe tego zestawu liczb jest rowne:
A.2 B. 1 C. e D. 2

Ve

W tabeli przedstawiono roczne przyrosty wysokosci pewnej sosny w ciggu
szesciu kolejnych lat.

kolejne lata 1 2 3 4 5 6
przyrost (wem) 10 10 7 8 8 7

Oblicz $redni roczny przyrost wysokosci tej sosny w badanym okresie szesciu lat.
Otrzymany wynik zaokraglij do 1 ecm. Oblicz blad wzgledny otrzymanego przvbli-
zenia. Podaj ten blad w procentach.
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Tabela wartosci funkcji trygonometrycznych

21 sin o COS X g o o sin of COS o g o
0 0 1 0 46° 0,7193 0,6947 1,0355
1® 00175 (,99098 0,0175 47° 0,7314 0,6820 1,0724
2 0,0349 0,9994 00,0349 48° 00,7431 0,6691 1,1106
3 00523 00,9986 ,0524 49° 0,7547 00,6561 1,1504
4 0,0698 0,9976 0,0699 50° 00,7660 0,6428 1,1918
5° 0,0872 00,9962 0,0875 51° 0,7771 0,6293 1,2349
G* 0,1045 00,9945 0,1051 52° (1,7880 0,6157 1,2799
7e 0,1219 0,0025 00,1228 53° 00,7986 0,6018 1,3270
87 00,1392 00,9903 0,1405 54° (1,8090 0,5878 1,3764
g¢ 0,1564 09877 00,1584 55° ,8192 0,5736 1,4281
10° 0,1736 00,9848 0,1763 567 01,8290 0,5592 1,4826
11 0,1908 10,9816 00,1944 57° 00,8387 0,5446 1,5399
12° 00,2079 0,9781 0,2126 58° (8480 0,5299 1,6003
13° 0,2250 0,9744 0,2309 59° 0,8572 0,5150 1,6643
14° 0,2419 0,9703 0,2493 G0° 0,8660 00,5000 1,7321
15° 00,2588 00,9659 0,2679 G1° 10,8746 00,4848 1,8040
16° 0,2756 0,9613 00,2867 G2° 0,8829 0,4695 18807
17® 00,2924 (,9563 00,3057 63° 00,8910 (0,4540 1,9626
18° 0,3090 10,9511 0,3249 G4° (,8988 0,4384 2,0503
19° 0,3256 00,9455 0,3443 G537 00,9063 0,4226 2,1445
20° (,3420 00,9397 0,3640 BG° 00,9135 0,4067 2,2460
21° 00,3584 0,9336 (),3839 67" 00,9205 0,3907 2,3559
22 0,3746 0,9272 00,4040 G8° 0,9272 00,3746 24751
23 0,3907 0,9205 0,4245 69° (,9336 00,3584 2,6051
24° 0,4067 0,9135 0,4452 70° 0,9397 0,3420 2, 7475
25° 0,4226 00,9063 0,4663 71° 0,9455 0,3256 2.9042
267 00,4384 (1,8088 0,4877 72° 0,9511 0,3090 30777
27° 0,4540 0,8910 0,5095 73° 00,9563 0,2924 3,2709
28° 00,4695 0,8829 0,5317 74° 00,9613 0,2756 34874
29° 00,4848 0,8746 0,5543 75° 00,9659 0,2588 3,7321
30° 10,5000 0,8660 0,5774 76" 00,9703 0,2419 40108
31° ,5150 00,8572 00,6009 i 00,9744 0,2250 4,3315
32¢ (,5299 (1,8480 00,6249 78° (0,9781 0,2079 4,7046
33° 00,5446 00,8387 00,6494 79° 0,9816 0,1908 5,1446
34° 0,5592 0,8290 0,6745 g0° 0,9848 0,1736 5.6713
35° 0,5736 10,8192 0,7002 81° 0,9877 00,1564 6,3138
367 0,5878 0,8090 0,7265 ga2° 00,9903 0,1392 7.1154
37 06018 (0,7986 0,7536 83° 01,9925 0,1219 8,1443
38° 0,6157 00,7880 0,7813 84° (1,9945 0,1045 9,5144
39° 0,6293 0. 7771 00,8098 85° 0,9962 0,0872 11,4301
40° (01,6428 0, 7660 00,8391 86° 00,9976 00,0698 14,3007
41° 06361 0,7547 0,8693 87" (1,9986 0,0523 19,0811
42° 00,6691 00,7431 00,9004 By 00,9994 0,0349 28,6363
43° 06820 0,7314 ,9325 §9° (,9998 0,0175 57,2900
44° 0,6947 0,7193 0,9657 q0° 1 0 —
45° 0,7071 0,7071 1
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1.a) -1, b)-11, © 12, d)0,149

22200 =R\ {3}, mDp=R\{-34], oDp=R\{-53]. dD=R\{-3.3,
ey D=R\ {-2,3], DD=R\ {04}, g D=R\ {-3 nl, h) D =R,
) D=RN {~§.2]1 dD=R, kKD=R\{-3+3,0,3v3}, DD=R\ {-/2,1,2)

h-“‘ ,--.--.

l.h-]i.-l'l |

3. a) %,D—IR\ [0}, b}-ixz DzR\{D} ¢) -1, D =R {4}, d]-%,DzR\{{},?}.

2 1
e 2, D=R\{-3,0}, nZ5 D=R\{-22], hy -1,
D=R\{}
41 4x° - Bx Gt + 10k 7 25x - 10
4.2 D = R\ {3}, ow DD =R g0 oD = R\ {-5,0), 23230,
Bad — 28x7 2] 3x*+2x-8
D = R\ (9}, 550525, @D = RN {-3,3], 555055, DD =R\ 3.3,
- Py T
BB, @D = R\(0), 200 wD - R fo, 3, B
: 4] 4x'-2x* -6x+3
DD =RN ['D'E{' 1547 + 20%2
3.>c_ ) . 3x2 + Gx ; . - ok =5
5.2) D = R\ {0,8}, 3=, b)D =R\ {03}, loi-2 9D = R\ (-2,0), £33,
ﬁx+:: o 1 10 . 1 =] x
d) D=R\{0,3}, 22, e D=R\ {-2,1 T hD=R: §{-1,5 %,
3t +x-10 3
. . . 15x + G0
i) D=R\ {-2,0,2}, ;T
- 2% + Tx -4 lx-+3
6.2) D =R\ {-4,-3,0}, 2113 by p-R\ {-1,2f, P
2 . k-2 = Ex G = a1 2x°+3
c)D=R* {—3,2,3}, =3 diD=E {—j,—h}, i elD=R~ {—:-,D,z}, H1

DD =R\ {-5,-3,1].x43, @ D=R\{-1,0,3}, 2221 pyp-Rr [-2,-3,-1],

3 27
X ex=2 1
2x+3 7 D= R\{ 2= il 2’2}' VL L

7.aD = R\{0}, £ b)p=Ry0}, 2521 oD = R\ {0}, E el

2x ]

D = R\ (5,4}, 2245 oD =R\(-3,2), 3224 fp =R\ {41,

x5 +x-20° X +x-—-6"

St B g D=R\{-1,1}, BEEIEL ppoRy fL 2], -5

2x8 + Tx—4 1 Sx* —-11x+ 2"

— 1 4] 4% -0x+7
) D =R\ [3'3}' 3x° - 10x + 3

8.a) 213 p - R\{0,3}

= R\ {0,4}, oL, p =R\ {3}

q) 210 -“zf”" .D=R\{-5}, o }23,D=R\{2, DI D=R\ 3.3}, © m=ir,
D=R\{—1}, h}ﬁ,ﬂ=m{.}

9.2) L, D=R\{-5,1}, b)X52 D=RN{-3}, o228 D=R\{-62}, d) =%,
p=R\{-33] o35 D=R\3-2, DI D=R\4L @i
D=R\{-3,3] W 355 D=RN {-5-3L ) miq. D=R\ 7.3

10.2) D =R\ {1}, 35323 1) p o R\ (-3,0,2), 5521, 9D =R\ (5}, =2

ZxE + 1 ' 2% + Bx ' XA 2X + 4
s 4-x
f) D =R\ ['E 3,3,3], a5
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.
18.

19.

20.

21.

22,

23.

24.

25.

240

AD=R\ {0}, gz, DID=RN{-4,2] 223 o p-RN\(-1,2}, £22,

dD =R\ {-12], &-Tx=2 & p_ R\ {-3,0}, ¥ - 2x- 15, t'}D=JR\{{},1}.
22 YD =R\ {-4,-1,2}, BLECIXIL ) o R (-3,-1,3] x+ 1,

i) D=R\{-3,0 }.g_;;

aD=R\{-32), &5, bD=R\{-301}, #%. oD =R\ ({4025},

12 g RN(3-1241 2L oD R\ f-4,-3,-101}, X8

xi—x-20" Zivd' 2x+5

f) D =R\ {-3,0, vanf 5——5-'

dD = R\ HL % oD =R, Hodiides  pp - R\ o],
3+ 0x% —dx =5

2x° — x
a) D = R\ {0,4}, 2% +£}- b) D = R\ {2}, =222 D =R\ {-1,1}, 50,

+dx -1 P Gx — 5
d) D= ]R\[ j{} }, m, E}D:R\{—z,z}, T

i B Iy i +
DD =R\ {-5.5} 53" ®D=R\B) gT5, WD =R\ -44) coiin g,

o i —6x® +12x -3 oo - -2x% + 13x-3
I}D_R\{ 2'11' (2x + 3Hx - 1} DD =RN{-3,2,3} (x = 2}x = 3}x + 3)°

_ G Gx® + 14 + 6 _ » = 2x +7
K D=RN\{-3,-L2} oo 30 VP =RN2 L5 0oy

= s Sad 4 13x + 10 = -y X% = 13x = 22
a) D =R {-3,3}, xt -9 » b)D=R\{-2,2} e 2x" =4 - 8"

& D=R\{-1,1}, :_235_-,.@-, d) D =R\ (2,2}, 3% +li\'+21

2x ]
a}m=—%,n=%, bim=-1, n=-2, c]m=%,n=—%, dm=3,n=5 e m=7,
n=2 fim=-2,n=-3
alm=1,n= bim=2,n=1,p=-3
4
ala+4)
alx=10, b}x=-%, C) rownanie sprzeczne, d]lx=%, e]lx=~3.l, ) x1=%, Xo ==6,

xi=-13,x2=-2, Hx=-6 Dx=-1 jdx=-3,0=-1 Kx =-2x=-3,

x:izzl I-]I X1 =""3, Xzz]_-_-‘!:-

a)x=3, blx==z, x=-35 dix= % e) x =-0,3, ) rownanie sprzeczne, g x=2,

a}x1=1,xz=-';3, by xp =<2, x2=2, ¢)xy E"G,Xg—l d) x; = :.12- Xz =§—, e) X =-%,
x3=3, fx = i,x,g—SE

a)x; = % x2=4, blxy=-2,x=0 ¢x= -% d) rownanie sprzeczne, e)x =10,
fyx1 =0, x5 = -,E, g) rownanie sprzeczne, h)x; = =3 _34"'?, Xy = . ?hﬁ, i) x) = —ej-,
Xo=0)

a) rownanie sprzeczne, b) rownanie sprzeczne, o x =0, dix =10, e)rownanie

sprzeczne, [) rdwnanie sprzeczne, glx =-4, h)lx =2, i) rownanie sprzeczne,

Dx=-3, KIx=0, Dx=5
d) ¥ = % bBlx; =0, %3 = -%, Clx; ==2, X3 = %, d) rownanie sprzeczne, ) x = :},
= ki
f)yx; = '2"'”, X2 = 3““2*'-‘
ajx= —%. b) réwnanie sprzeczne, clx=5
ODPOWIEDZI



26.
27.

28.

29.

30.

31.

32.
33.
alx=-2,y=-8lubx=1, y=4, b]x 3 y= J’l!.]l::-:ﬂt— -3, ¥=
35.
36.
37.
39.

pe(d:d)

.pE( IE,—I) ] (D;I}
42,

40
a1

43.

ca)x € (-4;-3) U (2;+0), b xe (-4;2) U (7;+2), O xe (- ﬁ--4)i;( :

alx e R~ {21, b}x1=—%,xg=—%, c)xy = %xg

Lol

a) rownanie sprzeczne, bjx; =-2,x:=1, clx= % dx;=-1,x=9 e x=-
f} X = 1

a) x = —%, b) rownanie sprzeczne, ¢) X =

f}X131-\,n'"§,x;gEI+\.-"§

4l

5 + \-"

o =iz Bzl o
dix=0, ejx;= 3 X2 = 3

|5

fndt | it

Nam Y, A RS ﬁ e) x) = -1?5

QX =3,

A x=6, b)x;=-3,x=-1,

x2=10, Dxi=-8,x=2

Ax=-12, blx=-%, dxi=-2,%=0, dxi=-5x=2 ex =-2+T7,

2 iz 2 3
xa=-2-17, fhx=-1
a) x = ~%, b) x = =8, ¢) rownanie sprzeczne, d) rownanie sprzeczne, e) x; =
_8-437 -
Xz="="g f) x =55

pe (-ei2)u (200) \ f23]

a)/3+2 lub +3-2, b)1lub she \‘E;' lub l+"§, C’}El%

kg z pierwszego pojemnika i 3 kg z drugiego pojenm1ka
Ani — 7,5 godz., Wojtkowi — 5 godz.

0,5 godziny

ape (—m —2} I (2 ;+m), bl pe (—m;—]E) u (ﬂ;a—m)

a) Jesli a = b lub a = b, to rownanie ma nieskonczenie wiele rozwiazan. W pozostalych
przypadkach rownanie nie ma rozwigzan. b) Jesli a = b, 1o rdwnanie ma nieskonczenie
wiele rozwigzan. Jesli a # b, to rownanie ma jedno rozwiazanie (x = 4 .f,b}. c) Jeshi
a = —b, to riéwnanie ma nieskonczenie wiele rozgwiazan. Jesli a £ -b i b 4 0, to rownanie
ma jedno rozwigzanie (x = 0). Jedli b =01 a # 0, to réwnanie nie ma rozwigzan.

a)xe(—E:l),b}xE(—m'—}—'} (? +m), c}xe( } d]m—:(

E}XE(—m;“l)U{-%;+m) f}xe( % ;1) g}xe( j} h}xc("'

Ll

d}xe(-4;l)u(2;6) L}xE(—‘) uz)u(i )u{b} f}xe(~m-)u
u(=2;1) u (8:+m), g x e (~=;-5) u{-1;1) U (1;4) U (9;+x), W x & (~w;-5) U
U{E;ﬁ)u(?;+m), i]xe(—B;—2) ( i B}U(ﬁ ) {4}

45. a]xe( %), b}xe(-:—}ﬁm), €)X € (=e0;2), d) xe(3:+0){0}, e}xe(-m;a-%),
fixe (—— +m) =1, glx=-4, hxe (—M:—%), xe (—m;—%),
Dre©+oN (3}, Rxe (5i+0) \ 2] Dxe o0\ (-2]

46. a]xe{-m;ﬂ), b}le{-%;{})U é +m) L‘]IXE(-N;-E)U({};E),
dxe(-0:1) N0}, exe(-1:0)u(0:3), Hxe(-5:2) N0,
glxe(—z’;ﬂ)u(ﬁﬂ}, Illxe(—mz )u({} } {3 +-:-o

47.a) x € (—m;ﬂ) 4 (%;2), bix (_?;_E) (1;+m), C)x € (—m;—'ﬂ) L (—%;-21*),

E U
d)x (—%:1} U (3 -l-m) e x € ('%, U (3;+m), fix e (mm;—lﬂ) U (Ll;f-
U

E:I‘
gxe (-oi-)u (i) Wxe(-3i-5)u(zire). Dxe(-mi-g)u(-5:3)
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48.
49.

50.

al.

52.
53.

54.
55.

56.

57.
58.

59.

60.
64.

71.

73.

75. p

242

a}xe(—m;—2>\{—5}, h}xef%} w)\ {2}, dxe (D;+m), d)x e (%;+m)
a)x € (-1;40), blxe (-3;-1)u(0;+x), OxeRN{-1} dxe (-2;-5) \ (-1}
) 2

(033), Bixe (-5:0) v (5i3) v (5i+).

chxe (—w:ﬂ) L ( ;+W) “{-41, dixe (—m;—%) (ﬂ;%),

=

K x € (-mi-2) | ,
a)j dlElXE(—DG -2 u(—%:ﬂﬂ), b}diaxe( %%} c) dlaxr:'<l§:+m)‘\{3}.
d)dlax e ( 12 4)

a) (125, 235), b (-1:458) u (58 54m), 00,1,3

a)D=(§;+), b)D=(-0;-4) u(0;+0), O D=(-;3), d)D=(4;9)

@) D=(-0;-3)u(-1;+), HD=(-3;2), gD=(-2;-8)u(-3F;+)

h) D = (~00;-2) U (4-3vZ;1) U (443V2;+m), ) D= (~;-4) U (2;+e)
aD=(-3;-1)u(-1;2), BID=(-2;-3)u(1;2), D= (-;-5)u(0;1)u(2;3)
a)pe (-4;-2) U {0:2), bpe (-w;-2)u (T 1)

a}xa(ﬂl;ﬂ)u 0; +m), h}xe(rm;wl)u(i-:fﬁ;ﬂ)u(ﬂ;hz*ﬁ),

O xe (-o;- > { (0;2}, d}_xe(—l;ﬂ}u(ﬂ;l}u(2;+m)
a}xe(-—m;-—z)u{l 2), h}xe(~3;§>u(3;+m), C}XE{—N‘~?> (v-l;l)

a)x € (-3;+w), b)x € (~0;-1-v3) U (1-v3;0) U (0:-1+v3)

5 S
=2 =10 2 24410 P
c}xe(Hm,T">u<—j, .j" >U<£,+m)

5l "25""‘?) w{i +25“'§;+e-o), b)x e (—3:1—2~.f§) U (1 +2u“?:+-=ﬂ)

a}xe(_m;_g)u(,:“‘z_\fﬁ;+m), b)x e (3;2+V3)
a}np=% n=np(l-8),n,4#0, 541, bRy = R= » R4Rw, 140,

O Ry = 74, Ra = B2, Uy 40, Ry 40, U 4 Uy, d]n——*—‘—Ru—_‘Mn;iR,

EIR

E-IR
I

NRy # -Ry, nls # 0, LRw 4 E, @ n = grie R, = Bl 40, Ry 4 -Ryn,

: i — 1
IRy B 40, DhR = :r::rﬂ +1, n= r:'_{FnJrju n+0,rn+40,f40 n+-nr,
fn-f-r+0
b) Wskazdowka. Zbadaj, jaki warunek musza speinia¢ liczby a, b, ¢,

S U .
ahya+b+c = {.

a+h+c
Wskazowki. a) Wyrazenie po lewej stronie nierownosci mozna przedstawic w postaci
(a® + 2ab + b*) +(a® + 2a + 1)+ 1. b) WyraZzenie po lewej stronie nieréwnosci mozna
przedstawi¢ w postaci (@® —4ab + 4b%) + (b? —4b + 4) + 2. ¢) Wyrazenie po lewej stronie
oo e e 2 i o avani (@2 4 6ab+9bY) + b2 4 3

nierdwnosci moina przedstawic w postaci B —10ab T 2540 5 Sa2+ 5"

O i - e (4at ~ dab + B + (4a® - da + 1)
lewej stronie nierownosci mozna przedstawic w postaci [ =g 1
e (-2;2)

d) Wyrazenie po
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76.

78.
79.

80.
81.
82.
83.
84.

85.

86.
87.
88.

89.

90.
91.

92.
93.

94.
95.
96.

Wskazowki. a) Skorzystaj z tego, ze (@ — b)* = 0. b) Skorzystaj z nierdwnosci podanej

a+|

w podpunkcie a). <) Najpierw wykaz, ze jezeli a = 0, to = 2. d) Skorzystaj

# nierdwnosci podanych w podpunktach b) i ¢).

;A x=-1,y=3, bx=2,y=-1 oOx=0,y=v2 dx=-1,y=2 ex=4,y=3

fla=-4,y=0

(1,2), (1,-1), (1,~v2), -3,2), (=3,-1), (3,~v2), 2,2), 2,-1), (2,~V2)
a) kazda funkcja typu y = ;—I, a £ R~ {0}, b)kaida funkcja typu »
as R~ {0}, ¢ kazda funkcja typu y = x%s +7, gdzie a € R\ {0}

a) L IL IV, b LIL ULV, ol I, IV

al tak, b)nie, c)tak, d) nie

a) (2,01, b) (0,-3), ©(0,-4),(-8,0, & (0,22), (41,0

-G 0-6 0-1® @—-0

ayx e (~0;-3)u(-3i+)ime RN (-2}, b)xe(-0:-7)u(l;+e); me RN {-11,
oxe(3;13);imeRN3BL dxe(-v2-2:-v2); me R\ {1}

H
1
e

x_

a) D = R~ {1); zbior wartosci: R [3}: xg = 1;, funkcja przyjmuje wartosci dodatnie
dla x € (—m, 3) u (1:+m); funkcja jest malejaca w kﬂid'fm z przedzialow: (—m-l)
i (l;+m)T by D = R~ {-3}; zbior wartodci: R~ {-4}; xp = j ; funkcja przyjmuje
wartosci dodatnie dla x € (-3;-— ) funkcja jest malejaca w kzmchrn Z przedzialow:
(um a'-i) i ( 3 +m) c)D=R* {2}, zhidr wartosci: R\ {=5}; xp = Sf funkcja previj-
muje wartosci dodatnie dla x € (2 2= ) funkcja jest malejaca w kazd}m Z przedzialow:
(—m 2) (2 +n:~) d) ' = R~ [-2}; zhior wartosci: R {4} xg ——1-' funkcja preyj-
muje wartosci dodatnie dla x € (—m 2) ( li i+ ) funkcja jest rosngca w kazdym
z przedzialow: (—e0;-2) i (=2;+%), € D = R\ {3}; zbior wartosci: R\ {1}; xo = 1;
funkcja przyjmuje wartosci dodatnie dla x (—m: l) L) (3:+m); funkcja jest malejaca
w kazdym z przedzialow: (—oa ;3} i (3;+m), f) D =R {-1}; zbior wartosci: R~ {-2};
xg =-1 %; funkcja przyjmuje wartosci dodatnie dla x (—1% ;—l); funkcja jest rosnaca
w kazdym z przedzialow: (-m‘-l) i (—1 ;+m)

o I . : S
Y=gt Dy=gpegt2 Oy=grp-3

a)y = 3‘103 +1, b)o 2 jednostki w lewo i 0 4 jednostki w gore

= II-'_— ,-"_ i i "_-]-._ _i __‘_l'_ _.'"-' Gon = o = =] _];_ _.-L
aJ'[‘l“fj':‘i]'. (—v3,-+/3), b]'(3':i)1( 37 3)' ) (V5,=V5), (=V5,5), d}(i{J’ !U)‘
(~16+16)
(2,<2), (-2,2), y==x, y=x, a)(3,1), (~1,5), y=x+2, y=-x+4, b)(-5-7) (-9,-3),

YyeEX+2, ye=—-x-12

a) (-4,-3),(2,3), b)(D,5),(6,-1), c)(-4,-2), (-6,-4), d) (/5+2,-/5-1), (-/5+2,.5-1)
A y=x+2,¥y=-x-2, By=x-1l,yvy=-x-1, c)y=x+2, y=-x+4, d)y=x+8,
y=-x+2

a)P=8m, b)P=36lubP=72

) (-3.-1). B (-£.3). 0 (G-)

a7l w2d, o33 a1i

y=x_-}-b2+3
y=xfl -3

WYRAZENIA WYMIERNE 243



=]

97.y =5 +4

98. 11

1ﬂﬂ.a}y=%+2, b}y=%+4, c}y=x13+l, d}y~—4~1, e}y:x'+24+3,
fy=-2=-4

101.a)x=0,vy=-2, bix=1v=1, cx=3v=2 dix=-5yv=-3, elx=-2,¥v=5
fix=4,y=-1

102. 2) (0,5), b)(0,-3), © (3,2, ) (-2,-4), o (3.2). 0(-3.3)

103.

105.
106.

107.

108.

ajx=-1,x=3, blx=0,x=-4, cix=4, d}x=—i,-,, el x=-5 flx=-4 glx=0,

hx=-4, Dx=5§x=-5 Px=0x=1

dla m= % nie maja punktow wspolnyeh, a dla m 4 % majg jeden punkt wspolny

dla k = —% nie maja punktow wspolnyeh, a dla k —i maja jeden punkt wspolny
a) D = R\ {-3}; zbior wartosci: R\ (=4}; (0,0), b)D = R\ |-
R H], ({},--E), (%,ﬂ), c)D=R™ {: 1 zbior wartosci: R~ {
dyD=R™ {%}; zbior wartosci: R~ {—-'ﬂ, (0, 2), (-8,0)

] : zhior wartodci:

i (0.-3). (5.0).

I\..!UI r\_.|':.~

a) funkcja jest malejaca w kazdyvm z przedzialow: (-m;S) i {5;+m); zhidr warto-
sci: R~ {21, b) funkcja jest rosngea w kazdym z przedzialow: (um | %} i (% ;+oo);
zbidr wartosci: R~ {-2}, ¢ funkcja jest rosngca w kazdym z przedzialow: (—m ;—%)
i {-% ;+m}; zbior wartosci: R ‘H}f d) funkcja jest malejaca w kaidym z przedzia-

Féwe (—m;z) i (2:+m); zhidr wartosci: B~ {—%}

109. a) (2,-1), (=2,-5), y =x-3, ¥y ==x-3, b)(\/5+3,5), (-v5+3,-/5), ¥y =x-3, y =-x+3,
O (-3,1),(-5,3), y =x+6,y = x-2, d) (LI, 1) (3L ST, oy,
y==-x-1

110. a) x = -2, y =2, b)(0,1)

111, 2) (/6,v6-2), (-v6,-/6-2), b) (L5 ,__m’”i"*'ﬂ)- (242.v352) @i (5.3)
) 3,-12), (-45.8), @ (3-v10,15510), (3510, 419), " (31), @G0,

112,

113.
114.
116.

117.

118.

119.

244

h} (=2, 5), (1,-4), (3, )
a) x € (—m;%} U (3:+W)1 bl x € {—1—»-"5:—2) U {—1+ x-"ﬁHm},
oxe (-=;2)u(3;7), dxe (-w;-6-/10)

U

e)x € <——£.— )u <—2192) hxe {—%:ﬂ
Wskazowka. Wyznacz z rownania zmienna .
ala=2,b=4,c==-1, bhla=-4,b==-1,c=2, cda=3,b=-6,c=12

f:0,0, g: (0,-5), h: (0,-3), (3.0), k: (0,-2), I:(0,-4),(2,0), p: brak punkt6w
przeciecia; g, k

Aa=0,b==1, bha=1,b==1,c=1, cda=1,b=2, dla=2b=0,c=4
ela=1,b=-3,¢c=2,d=0, Da=-5,b=6,c=-5,d=4

a) nie, Dy # Dy, b)tak, c) nie, Dy # D,;, d)tak, e)tak, f)nie, Dy £ D,, 2 nie,
h} nie, Dy # Dy

aldlame (-2;2). by dla m < ((};4)
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121. a) kazda funkcja tvpu v = st +a-1, gdzie a € R {0}, b) kaizda funkcja typu
b xf 7L ({]:+m)

lub typu y =
122. a) funkcja jest malejagca w przedziale (mm;ul}, funkcja jest rosngca w przedziale

g::lziﬂ ae (—m :'EI), ¢} kazda funkcja typu y = x”
m 4, gdzie a (—m ;U)
(—1;+ac), b) funkcja jest malejaca w kaizdym z przedzialow: (—M:D) i (U:+m)1
c) funkcja jest malejaca w R, d) funkcja jest rosngca w przedziale (—m ;—3), funkcja
jest malejaca w przedziale (—3 ;+m)
124. dlam e (1;3)
125. dla p € (0;3) U (4;+0)
126. ® — o, ®—f5. ©—H, ©—fa
127.a)a=-2, byme (:4), ape(-6;-2) u(2:6)
PRZED SPRAWDZIANEM

D

P NG Wb

T 1
N =0
P O o T -~ H o T o - - I ST - - G -~ -~

L
=

2lub §

. Brak punktow wspdlnych, gdy prosta ledy na jednej z osi ukladu wspolrzednych lub ma
wspolczynnik kierunkowy ujemny; dwa punkty wspdlne, gdy wspolczynnik kierunkowy
prostej jest dodatni.

-t
F-

16.
17.
18.
19.
20.
21,
22,
23.
24,
25,
26. x € {—1 :D) u ((}: 1}
27. (1;-2), 3,0)
28.x € (~0;0) U (
29, y =(-3-2v2)x -

= =

g S e B s O - = i B

G +r:><:|

l
(13:2) v (
2-22uby=(-3+2/2)x-2+22lubx=-1luby=1

u
/2
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b
-

CONON S LN
oW Do s 0O o0g = =N

m

D MATURA

10.
11.

i _ 4
12. x1 =4, x2 = 3
13. %1 =2, =0,5
14. x; =1, x2 =-0,5
15. x =-2

1.a)aip=10, blas=9, car=44, das=23, ear=-3 flas=9

B e i T 3 ¥ . A i 1 . -,
2.a)n=-2;nm2n, bln- =2n+6; n+2n+6; 4n-+4n+6, o e ey d) -2n+3;
-2n-1;-4n-1, €2"%+3;,2"+3;2°"+3, D" LDt -l
3.a)ay3 =55 0a:=525 ba=4a;=5 oay=25 a;=125 dias=1, as=
e)ay=0,as==7, flas=24, as; =384

4, a) tak; qg;, b)tak; as, c)nie, d)tak; ag, e) tak; @i i @zo, ) nie

Rl

S. a) ay, az, ..., azp, an, b} asz, ass, asa, ..., €) azz, dzg, g, ..., Aqp

6. a) aio i wszystkie wyrazy po nim nastepujace, b) szes¢ poczatkowych wyrazow,
¢)n <40

7.a) ag = %. b)a:=-2,a12=0, a5 = %. Aaz=0, da;=-2,a9=0, axz = é

8. a) rosnacy, b) niemonotoniczny, c¢) malejacy, d)rosnacy, e)rosnagcy, f)rosnacy,
g} staly, h) malejacy, i) niemonotoniczny, j) niemonotoniczny
9. a) rosnacy, b) malejacy, c) malejgcy, d) niemonotoniczny, e) malejacy, f) niemo-
notoniczny
10. a) rosnacy, b) malejacy, c©) ani rosnacy, ani malejacy, d) rosngey, e) ani rosngcy, ani
malejacy, ) ani rosngcy, ani malejacy
12. a)np. 5,5,5,5,6,6,..., binp. 2,3,4,5,1,2,..., cinp. 1112131415, 161718192021,
22232425262728, ..., d)np. 714, 816, 918, 1020, 1122, ...
13. a) rosnagee: 1, 2, 3; 1, 2, 4; 1, 3, 4; 2, 3, 4, malejgee: 3, 2, 1; 4, 2, 1; 4, 3, 1; 4, 3, 2,
stale: 1,1, 1; 2, 2, 2; 3, 3, 3; 4, 4,4, b)6G; 27

14. ) np.a,=2n-1, binp.a,=2", ¢ np.as,=(-2)", dnp.a,=-31y,
f_‘} I‘l[l ﬂu:éﬂfls r} ﬂp- ﬂ":{!lf”"
15.a) po=4;ps=1L;di=4ds=1, bnp.n=5 o5 ddan=1n=2n=7
1E.i1}ﬂm="n;l1 ﬂn—1=%p aZi:AJ_FEi&:%'Ei b}ﬂn—4=£§“§" a"_.j=n;2’a"_2=n£]’
c) azu=a"3+l1az“+l=¥
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17.

18.
19.
21.

22.
24,

25.

26.
27.
28.

30.
31.
32.

33.
36.
37.
38.
39.
40.
42.

43.

47.

48.

49.

50.

CIAGI

a) tak, piatym, b) tak, trzecim lub czwartym, c) nie, d) tak, pigtym, e) nie, [) tak,
trzecim

als=1,t=-1, bis=-2,t=1, cjs=1,t=-2

a) ay, az, as, as, a7, ag, b) az, as, as, as, ag, © az, az, a4, d) ay, as, gas, ...

Aar=1, ax2=4,awp=4, bla=-1l,a=1aw=17, =2, ax=-1,qig = —4‘—3,
d) dy = v’?, dz = 2- ~.-"'§, dwn = 2\,@— “ﬁ

a) aigon = =3, b) awpoo = é. ¢) aroon = -1, d) a0 =1
ainp.ar=1l,azs1=ap+1;an=n, binp. a; =8, aps1=ady—-1;ay=9-n,

chnp. a; = %.an+1 = 53“: dp = # dinp.ay =7, an+1 = %’*1 an = NL.

alay =3, ans1=an+1, Bla1=2,aps1=ap+2, car= I%, il =a"+%, d) a; =2,
Apse1=2dn, €)dp =4, dpe1 = 4dy, f)a, = 'él-'f dpe1 = %ﬂ'

a) tak, malejacy, b) nie, c) nie, d) nie

a) rosngcy, b) rosngey, ¢ malejacy, d) rosngcy

a) rosnacy, b) malejacy, c) malejacy, d) rosnacy, e) malejacy, f) malejacy, g) malejacy,
h) rosnacy, i) rosnacy, j) malejacy, k) malejacy, 1) rosnacy

a) malejacy, b) rosngcy, ©) nie mozna ustalic monotonicznosci, d) rosnacy

a) np. an = % b) np. a.,=%. c)np. ap = nfl. d) np. a, = %
aynp.a; =3, ans1=a:, b)np.ar=1, an.1 = 10"+ ay,

chnp.ay =1, dps1=dp+2./dp+1, dinp.ar=1,az=2, dpsz=dn- dn+1

iy

a) malejacy, b) rosnacy, c)staly, d) niemonotoniczny

a) cigg nie jest rosngcy, malejacy ani staly, b) malejacy, ©) staly

a) rosngcy, b)staly, c) rosnacy, d) niemonotoniczny

a) (ay) — malejacy, (b,) — malejacy, (cy) — malejacy, (d,) — malejacy, (e,) — staly
alp<0, blp<0 Aps0

a) 5, 17, 257, 65537 (Uwaga. Ze wzoru Fermata otrzymujemy liczbe pierwsza (3), row-
niez gdy n=10)

alr=3 az=21, a3 = 24, ) bir= _,,”' az =-13, a3 = -24, ¢r =10, az = 21,

a;=31, dr=-f a=-12, a1=-3%, &) r=05a=-07as=-12, r=-009,

GF
a3 =-0,08, a; =-0,17

22
16

« @), b), d), f), h} — tak, c), e}, g) — nie
45,

.a)tak, a; =-4,r=1, bytak,a;=0,r=1, c)nie, dnie, eltak a =1, r=13%,

@100 = 119, biog = —139%. ejoo =-195+2, fioo = 174,7

f) nie
a) 7, 10, 13, ap = 3n+4, b) -5, -2,5, 0, ap = 2,5n-7.,5, <) -3,2, -34, -3.6, a, =-3-0,2n,

T NI, N |

d)§: 20 6B =g~ 3"

aa=1,b=73, bla=13,b=1, C}ﬂ=9%,b=15%, d)a=10,b=13, ea=-5,
1 7 )

b=_4, f]ﬂ=ﬁ1b=ﬁ

a)an=2n+6, aig =42, b)an=-n+8 aig=-10, © an=1=n+14918 a5 =151,

d) @, = 2003, ais = 2003, €) an = ~500n + 1000, a5 = -8000, f) @y = —3n + 2001,
a1z = 191,35

A dp=2n+6, aip=26, bBlapn==-10n+17, a0 =-83, cia,=0.25n-0,05, a;o= 2,45,
dan=3in+5 aw=3L e an=05n-135 a0 =415 f) an=-065n+ 265,

an= -3.85
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51. a) dwunastym, b} osiemnastym, c) szesnastym, d) jedenastym

52.a)a;; =50, b)a;; =8, cda;1 =75

53.a)d,=1,5n+3,5, as = 12,5, b a, =-2,75n+53,25, a5 = 36,75, ¢ ay=-0,1ln+1,1,
ag =0,5 da,=-0,25n+32,25, ag = 30,73, e} a,=20n-90, as =30, f)a,=0,2n+1,8,
ag = 3

54. a) ax, b) ms, ¢ as

55.2a) 31, 4%, b)-7%, 43,13

56. a; =-2, ajg =25

57.a)p=1, bip=a+c-2b

58. a) ajpo=-3, blan=0, aw=23 d ay=30

59. 4

60. a) dla x =—%. bidlaxeR, odlax=0Iubx=4, d) nie isinieje taki x

61. a) rosnacy, b) malejacy, <) malejacy, d) rosnacy

62.a)dlax>-4, b)ays=63, c)ay; =67 (x=2)1ub a;; =34 (x =-1)

63.23)-10, b) 28 (x=5,y=4), ¢)1d (x=-6, »=11)

64. a) a; =37, b) §5:- =356

65. -9, -4, 1

66. 0, =3, r=-2luba;=-15r=25

67.as=8lubay;=-4

69. a) mo#na, b) nie mozna

76. Wskazowka. Mozna przyjac bez ograniczania ogolnosci dowodu, ze m < n albo n < m.

T7.ar=-5

78. by

79. a) nie ma takich wartosci, b)dlax=3+2.3, oddlax=2+.5

80.a)dlax=log.3 r= log%. bydlax=log.5, r=1log2, c)dlax=Ilog,5, r=Ilog4

81.a) 16, b) 2 lub 2,5

82. 3, 10, 17

83. Wskarowka. Zapisz zalozenie dla m = 1. b) Np. ciag 3, 4, 3, 6, ... jest arvimetyczny,
a nie spelnia twierdzenia odwrotnego, ¢ ay=r

86. a) Wskazowka. Zauwaz, e wystarczy podac przyklad ciagu spelniajacego podane wa-
runki.

B7. Wskazowka. a) Zauwaz, Ze wystarczy podacd przyklad ciagu spelniajacego warunki za-
dania. b) Przeprowad? dowdd nie wprost.

88. Wskazowka. Przeprowadz dowadd nie wprost.

89. a) 512 =208, b)8» =-735, ) Sipp=11600, d) S5=-15, e)8p=155,
f) 850 =-22,5

90. a) 14751, b) 3519, c)-1410, d) 1043, e) 50,5, F)-0,5

91.a) 17, b) 25, ¢} co najmniej 34

92.a)12, b)15, ¢) 8

93.aln=79 byn=13, chn=22

94. a) S1p,=22,5, b)S,o= —ﬁl%’;-1 ¢) S10=20,75, d) $10="56,5, e) 5 p=163 f) 5p=195

95. a) 442, b) 2484

96. a) 51, b) 539

97. a) 494550, b) 98550
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98.

99.
100.
101.
102.
103.
104.
105.
106.
107.
108.
109.
110.
111.
113.
114.
116.
117.
118.
119.

120.
121.
122.
123.
124.
127.
128.
129.
130.

131.

132.

133.

134.

CIAGI

a) Spp = -25300, b) 184, ¢ -30100

a) co najwyiej 16, b) 37

al =555, h) 66

510

alaz=0, b)a:=10, ¢)as=13

a) Sz0 =295, b) S10=-120, ¢} S12=-72
a) 15, byn=21, cdn=15

a) 6, b) -3 lub

13

a) 3, b) 21

a)Sip=50, b) 5, =0, ) 5:=18

a) 777, b)-1909

bip=—4dip=11

dn =15

alx=9 blx=12, c)x=14

al a; =-7, b) 900

aln=8lubn=45 bln=10, c)n=7lubn==64

a) 1480, b) -1568, c) 2360

Wskazowka. Rozpatrz dwa prezypadki: gdy n jest liceba parzysta i gdy n jest liceba
nieparzysta. a) gdy n jest liczha parzysta, to 5, = —%; ady n jest liczba nieparzysta, to

W

'-'J1|

Sn =5 L b) gdy n jest liczba parzysta, to S, = ~§2’—!; gdy n jest liczba nieparzysta, to
Sp= 5”2' L o gdy n jest liczbg parzystg, to S, = -%: gdy n jest liczbg nieparzysta, to
Sn=a,+ {—";zll'i

a) 2001 000, b) 4002 000 Wskazdwka. Skorzystaj ze wrzoru na roznice kwadratow.

al 253, b) 75, c) b?-a?

ry = k3r,

as =0

6

a) tak, b)nie, c)tak, d)tak, e)tak, f)nie, g)nie, h) tak

az =40000, b; =0,9375, d; = 133, f; = -0,000123
{bﬂ}- {Cn}, {dn}
dg=t.as=1,aa=5, bg=2a=-08a;=-16 0g=-2a3=35 a;=-1L,

dig=-1,a3=-5,a3=5
A g=v2 a1=v2 a3 =22
b, ol pwn o |

dan=-16-(3) ,as=-1, Dan=%- 2" as=3 an=12-01"",
as = 0,0012

-1 =1
a)an = 3,5 - 2"_11 h] ap = =20 - (“1'3")” s £) dy = (L)n' d) dn =2 (%) 3
e) a) =-3, ﬂn=ﬂd|ﬂn32, “ﬂn=5
a) osmym, b) széstym, c) czwartym, d) dziewigtym
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135.

136.

137.

138.
139.
140.

141.
142.

143,
144,
145,
146.

147.

148.
149.
150.
152.

153.
154.
155.
157.
158.
159.
162.
164.
166.

167.
168.

169.
170.
171.

172.
173.
174.
179.

180.

250

ala, =03 -2"1 b, =-4- x-"’;"_]s Cn = (_ )n_!r byd, = 8, dys1 = %d", e = =2,

1
bl L§]
En+l = '%\‘?nr fi= %r frs1= %fu

(an) — malejacy, (by) — rosnacy, (c,) — rosnacy, (d,) — malejacy, (en) — niemonoto-
niczny, (fu) — rosnacy

A)q=2 bg=9, g=1

a)a; =50, blag=v2lubas=-v2, cap= %’ d} @sp = -1000

a) 335, 3¥25, b) V3, 3, 3v3 lub -3, 3, -34/3, ©) 81, -54, 36, -24

alas=3, ba=4/2,b=2,¢c= sz ©) 322, 32, 16+/2, 16, 8.2 lub -322, 32,
-16+2, 16, -8./2

a) ap==2""% b)ap= % . (:;‘-)n_l lub a, = 'aii{:"ﬁ . (—%)H_ O ag=17 - (-1
ajdlax=-7lubx=7, b)jdlax=-8lubx=4, c¢dlax=- /7 lub x = /7, d)dla
¥==] lubx = %

a) mo#na, b) nie mozna

-18, 6, -2

aar=14,g=2, b)as =405, ¢l a>=13,5

q= % lub g = —;

aas=3,q=+bas=% g=-1, b)§=3175

a}q=% lubg=-1, byg=2

alg=-/3lubg=+3, bg=2lubg=-2

a)ay =27 lub ay =-27, b)as =273 lub as =-27/3, ¢) ajo =410 lub a5 =-410
a4g b5, o a?

a}q=ﬁg. b}q=f;5

a;=253lubas=1

a;=1,4as=4,a9=16

a)4,61lub §,-1%, b)5,9,61ub9f, 185, -82

1,-3, 9

4, 10, 25

a) nie, b) tak, o tak

Wskazdwka. Wykorzystaj definicje ciagu geometrvcznego i twierdzenie Pitagorasa.
Ala=8 b=5c=2luba=2b=5c=8, ha=2,b=5c=8luba=26 b=25,
c=-16, cda=10,b=7,c=4luba=2,b=7,c=12

1:1lub 4:1

aAlw=12, x=8,y=4, z=2hbw=15 x=45,y=752=125 bhw=1 x=-],
y=-3,Z="ubw=-8x=—4,y=0,2z=0

-840

F=-3lubr=2

ala=2,b=06,c=18luba=18,b=6,c=2, bla=1,b=4,c=161luba=16, b =4,

=]

ciag geometryczny: as = 80; clag arvimetyczny: as = 19 (@=5, b =10, c = 20, d = 40).
alg=llubg=-1, bjg=1lubg=4

2)3,6,121ub7,7,7, b)2,6,18 lub &, 28, 3, ¢) 3,15, 75 oraz 31, 31, 31

a)2:1, b)1,498 =~ 3;1,334= 3, ¢ okolo 370 Hz, d)e

a) S5 =91, b)Ss=252, o5 =13
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181. a) 6, b) 9, ©) co najmniej 11
182.a)7, b6, )9

183.
ay q dy h Sn
1 3 - a 41
Wla | m| > Y
1 1
-3 2 | -64 | 8 |-1273
2 | -3 | 162 | 5 | 122
3 7
-8 -5 27 4 13

184. a) $7 = 547, b) Sg =340, ¢ S10= 7673

185. a) 2,953125, b) 2,5555553, c) 624,0984, d) 4%{%, e) 211 Eli“ -0,1%), f)19,84375
186. a)a; =8, b)a; =1,5, ¢ a; = 1000

187.a) & Db)12, o6, d)7

188. 7

189. a) 2°¥ komorek, b) 26

190. a) okolo 77,5 m, b) z co najmniej 15 warstw

191. ) 321, b) 2551

192. a) g =2°, bla =2

F

193.2)g=5, blg=3

194. 9

195. S, = ﬂ—'g—{iﬂ-‘-lﬂ Wskazéwka. 111..1 =1+ 10+ ... + 10%-1
|l —

k cyfr
196. Wzkazowka. Przedstaw kazda z liczb jako sume wyrazow ciggu geometrycznego.
197.a)a; =p-1, az =3p-5, a3 =9p -9, a3 = 27p-13, bla;=p-3"" ! —4dn+ 3,

¢) Su= B —n@2n-1)

19B. a) S5p=n-1)-2"+1, B) S, =2~-(n+2)- (%}"_ Wskazowka. Sposob . Rozwazana sume
mozna przedstawid w postaci:
1424224234, ., 420 1,
24284234, 42n-1g
22423 4 4201y
o= 2 4P 1y
En—l
Zauwaz, 7e kazdy wiersz tej sumy jest tez suma kolejnvch poteg liczby 2.
Sposab 11 Rozwazang sume wszystkich wyrazow mozZzna pomnozyé przez 2, a nastepnie
odjaé stronami.
199.49,=2"-1,58,=2(2"-1)-n
201. P = (8) a2 ~ 0,5542
202, okolo 17.8%
203. K: 7500, 24 000; p: 4%, 0,5%; n: 5, 7; D: 360, 5400
204. a) 546,40 z1, b) 294850z, ) 4637,10=z1, d) 72733,90 z1
205. a) 380021, b) 5200z, ©) 1400021, d) 20000 zi
206. a) 3%, b) 4,5%, ¢ 6%, d) 0,8%
207. a) po 4 latach, b) po 6 latach, <) po 9 latach, d) po 12 latach
208. okolo 68,7 mld =i

CIAGI 2571



209.
210.

211

214.
215.
216.
217.

218.
219.
220.
221.
222,
223.

225.
226.

227.
228.
229,

230.
231.

232.
233.

252

a) 1102521, b) 1103813z, o 110448621, d) 1104941 z1
do banku A; nie

.a) 750 zl, b) 829,28 z1
212,
213.

a) o okolo 69%; po 12 latach, b) o okolo 34%; po 7 latach
K 2000 1400 8000 G500 52000 4500 7000
p 5% 0,9% 4% 1,2% 2% 3.7% 2%
m 6 4 3 I 3 12 6
n 4 2 15 5 7 G 10

D 436,81 25,39 6533,57 | 401,73 | 7793,38 | 1096,09 | 1541,33
S 2436,81 | 1425,39 |14533,57| 6901,73 [59793,38| 5596,09 | 8541,33

a) 240021, b) po 20 miesiacach, ¢) 3,5%

a)o 12,6% b) 5 lati 3 miesiqce

a) 11%, b) 2077,50 z1

a) w firmie ,Pracus”; w 6 miesiacu, b) w firmie ,Pracus” — 15480 zI, w firmie ,Dorob-
kiewicz" — 17 699,47 zi

Zmniejszyc

a) 55071,77 21, b)o 512295 z1

a) 55925,17 z, h) o 2467,11 =1

r!Lﬂ;lﬂﬂn——4 llm by=2, llmcn— 1, ]de”—l

a0, b0, 0, d)+ee, e) +ee, f)—co, gl+ee, h)6

a) rozbhieiny do +e¢, b) zbiezny do 0, c) zbiezny do 1, d) rozbiezny (ale ani do —ee, ani
do +ea), e} rozbieiny do —ee, ) zbieiny do 0

a) +ee, b} 0, 0,23, d)0, e)nieistnieje, f) —oo

a) },”’ﬁ (n ==00, b) FIILEJ‘;E1 gy =+00, C) rlr]E}Q g ==-00, d) rl}i_{r{:nan = =00

a) tak; I]Ii[];la dpy =+c0, b)tak: Eiﬂ iap =0, © tak; __]rn'g dp =-3, d) nie istnieje

a) ,];ml i, =0, b) :]f“ga by = +o0, C) nie istnieje, d) A“.‘;', fu=-00, € ;]1".% gy =0, f) %m; hy=3

a) wszystkie oprocz 100 poczatkowych wyrazow, b) wszystkie oprace 223 poczatko-
wych wyrazow, c©) wszystkie oprocz 6 poczatkowych wyrazow, d) wszystkie oprocz 4
poczatkowych wyrazow
a) lim a, =3, n> 2500, b) lim a, =5, n>20000, ¢ lima,=-7, n>12,

- H—= 04 ol
d) ,]«,‘!?}G“*T:_‘L n=3l

an=>501, byn=57, con=14
n=31
al %l_]‘l;tﬂ ap =3, :];l—nl b, =2, :]'i_l_'r;[-ﬁan} = =15, In‘g %’L == }il_ﬂ‘]aiﬂn"‘bnl— By, ljm[an b)=1,
lim(ayby) = 6, lim % = 2, b) lima, = 0, lim by = 1, lim(-5a,) = 0, lim & = 1,
H— g a0 bn 2 H— g H—og ' -] 3 3‘
I.i.m[ﬂn‘}‘b"} = ]., Iim{ﬂ,; _bn} = _].,, l.i.m{ﬂ"b"} = U, Hl‘ﬂ %&; = U, C'.I Ai.l:.[; ap = ‘]:, r!‘i.i.l;l.a b" = “5,
|lIle|: Sap) = =20, ]lm 1;” = 5-]" |1m{an + by) = “.m{an - by) = Iim‘:ﬂnbn} = =20,
Ilm Eﬂ' ——— , d) hm an=-2, llm by =-3, ltm{ Sdp) =10, hm 1—‘;“ =-1, llm{a.q+b.;}——

2
r!l_._[];{ﬂn “} o I 11mfﬂ"b”} == b ]111.’1 Fn‘ ?
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234. a) :]rj{'l;lo an =2, ..-Eh:l}ob" = +02, flril_'i}n{—slﬂn} =-10, hm Er"’ = +0o, Iim{ﬂn +bp) = +o0,

lim{ay = by) = —oa, lim{ﬂrrbn} = +e0, lim %H' 0, lim Eﬂ' =+o0, b) |I|TI fdy = +09,
e 11— n—oo M—t0

lim b, = -4, lim(-5a,) = -, Jim & = -3, hm{aﬂ +by) = 400, lim(an — bn) =

imﬂmml-~wimyl=—mlm1“=ﬂ.dyﬂau—ikﬂbn-wmyﬂyﬁmd=di

[

lim Bn o -0, lim{ﬂn + by) = =00, hm{ﬂn - byl = +eo, lin‘l{nnbn} = —o0, lim dy - 0,

=02 j == n

lim 2= - —ca, d) 11rn A =-3, Ilm by = —eo, hm{ 3ap) = 25, Ilm %‘- =—o0, llm (ay+by) = -

H—oo gy

by _
lim(an —bp) = +0, lim(anby) = +o0, lim g =0, lim 22 = +o0

235. a) ’]Ti_l_'fnlnﬂn = 400, rl?mbr: = 0o, }rl_'_g{“bﬂn} = =09, 1]]‘[‘1 b_i' = +o9, II'i_!'f;{ﬂn*'bn}

+00

lim{apby) = +oe, b)lima, = -0, limb, = -, lim(-5a,) = +oo, lim %ﬁ = —09,
== n=o ==t Pl == o ==

r%i—{?v{a" +by) = —c0, E{E{ﬂnbn} = +od

236. ) lim @, = +oo, limby = —oo, lim(-5a,) = -0, lim & = —co, lim(ay - by) = +ex,
lim{ayby) = -0, b)lima, = —oo, limb, = +c0, lim(-5a,) = +o0, lim %ﬂ = +00,
B H— 03 H=s0a H= oo H=oa <

Aﬂ:]i{ﬂ" - bﬂj =—02, 111‘].’1{&"!1”} = -

237.a) lim % = —%. Ilm Lray _ L yim 38 _ g, lim(2nay,) = —c0, im(7a, - n) = —co,
=8 4 & P Sy LD n—-sa M H— o

B s, i, O e 1 | O A

238.a3)3, b - 3 c)+oe, d)+oe, )0, 10

239. a) 5, B0, -5 d}-e, €)+ee, f)-w

240. a) -2, b) 3, c) +oo, d) —co, €} +oe, f)—oo

241. a) +, b) =20, O 5, D)0, @) 3, )+

242.2)3, b1, -9, d0, -8 N-2, g-5, WO, H-2, )8 k-6 D115

243. a) +, b) -0, ¢)+eo, d)-co, e)+co, f)+oo, g)+eo, h)+eo

244' a] +oa, b} =00, C] +0o0, d] —-od, E} =, f} +00, g} -0, h} +00

245. a) 12, '.131: 0, b)5:=1i: =6, ) +oo; +00; +e0, d) =0 07 —c0

246.2) -3, b0, -3, d)+x, €2, H0

247.2) %, b0, -1, A2, €03, HO

248. a) +00, bl 4+, ©)-cvo, d)-o0, 8) -0, )+

249, a) +o0] +oo] +oo; +o0, b)+eo; —oo; 00, OO0 0: 0, d) —oo; +00; —oo: 0, @) () —oo; —o0;
=1, f) —e0; =00} +c0; +eo

252. a) +o0; 0; +c0; 81, b) +00; +00; +09; 400, €) 3; —e9; +00; —c0, ) 0; —o0; +00; -3

253. a) 1{} bl 7, CH d)12, e}9, 117

254, a) : 2, b) 2, ¢ - 3, d) -5, e} -10, f]

255.2) 1, b) £, 01, d) -6, €6, -

256.2)1, b)3, 0%, A& 05 D3

257,201, b) 3, 93 A3

258.a) 2, b) -2, ¢) 0, d) -

259, Ai}:}g} ay =0, ]im by=10, lim Cyp = —0a

2Eﬂ.a]p——- h}p——z, chp=0, dp=-1

261.a)0, b0, 0, d)-1, e % f}d::i_j
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262,
263.
266.

267.

268.
269.
270.
271.

272.
273.

274.
275.

a)0, b)+w, 23, A0, &3 DHO
ajdlak=-10, bydlak=1, c)dlake (0,1)
a) tak; %1 b) nie, ¢) nie, d)tak: 2, e)nie, f)tak; 60, g)tak: 2y2-2, h) tak; 4 %

i L] d 1
i) nie, j) tak; +/2+2
2

a)nie, b)tak; 1, ¢ tak; 16, d)tak; 2522, ¢) tak; 10, f) nie
a)ai =6, b g=32
dx=4, blx=-10, Adx=6
tak

G 5 119 G2
A b Onp D O3 g

-1 = n-1

al y= (f—‘) luba,,:%(-%) , b} ay =40, qI—*. ¢) 5: =55 (a] = §, q:—:})
a) co najmniej 11, b) co najmniej GG

o
a}q:{f%, b)g= 1 ‘,“ IUBQ-"::E

a) 96, -48, 24, b) g =

276.a) dla x € (-1;1); suma 1=, b)dlax & (-3:3); suma 2=, o dla x € (-3;3);
suma {—_-?:. didlaxe (—w;—l)u{l;+w) suma ;_%-T, eldlaxe (—2;0) suma — %= ]
fidlaxe (—m;—:i) U (—1 ;+m); suIma %

277.a) x € ( V5i-2) u (2;\,.-’3), b)x € (-—2;-«;’2} U (v"f;z), clx € (—1;0) U (1;2),
dxe (1532 u (3: 155)

E?E.a}xz'%, h}x:1$, c)x=3

279.a)x=-1, byx=3, cdx=2, dix=-5

280. 1_‘

282.a) f(x) = 1 dla x € (~0;-1) U (1;420), b)fix)=x-1dlax € (~0;-1) U (1;+),
df=x+ldlaxe (-1;1), d) fx)=-dlaxe (-2;0)

283.2) x= 255, pyx=3

284. a) x € (—1 ;+c-u). b) x € (—m:—4) U (% :+w), clx € (—2: 1).

d)x e (—N:E_T‘ﬁ)u(%:ﬁ]

285.a) x=1,1, b) x=-0,25, ¢Jx=3

286.a) x=9, b)x=16, ¢)x= xTﬁ

287.2)g=-%, blq=1

288.2) g = {1, b) 4= 515

289, ( ) Wskazowka: Jesli a (-2 :{}), to podana suma jest rowna -%. Jakie wartosci
mo#e przyjmowac ten ulamek?

291. 80%

PRZED SPRAWDZIANEM
1.D
2.C
3.B
4. A
oL

254
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il i

O @ B @ M0 M@

10.
11.
12.
13.
14.
15.
17. 5100 = 8273

18. 57 =215 lub 57 =635
19. o okolo 63%
20.a)r<a, b)l<g=< %
21.

22.
23.
24,
25.
26.
27.
28.
29,
30.
31.
32.
33.
34.
35.
36.
37.

38.
39.9=3lubg= 1}
1
40. x =-3 3
PRZED MATURA
1.D

R A L R - = R w i e R - S B

M| Ll
=5
=
-}

B
1

e i
|:.-.1||

N OsWODN
b - S o S = I T~ =
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10.
g ©
i2.
13.
14.
16.
17.
18.

20.
21.
22.
23.
24.
25.
26.
27.
28.
29.
30.
31.
32.
33.

O o~ AW N

R Gy
=0

14.
15.

256

<o e Wl O - - - - . O - A -

-
]
[

) = 567, f‘=—42, LIH:ZI
19. 5=

el ™

5

a=5b=9,c=13luba=3 b=9,c=

ag =3
a9y =3
1.43
187

[OA]?

.a)x=48 b)x=956,
.a) 18, b7

.a) 30, b) 263

»a) 6m, b)okolo57m
. a) tak, b)nie, c¢)tak
.a)aic, b)wszystkie
-a) 42, b)30

. a) obwad trapezu:

L}

| | 2

W BN
R

b) obwdd trapezu:
15
12,5; 7.5

==-12,b=39,c=-28luba=-3,b=-6,c=8,luba=6,b=3,c=-10

Fafwn

. a) |DE|, b) JAE|, c) |AC|, d)|AC]|
.a) 112, b) 12, o 10,5

caa=58, bb=18,
. a) oA, BML by joc

cla=96,b=132,c=282

|, IOB], |OC|

c}x=8%

, obwod trajkata: 65,
, Obwod trojkata: 53%
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16.
20.
21.
22.
23.
24.
25.
26.

27.
30.

31.
32.
33.

34.
35.
36.
37.
38.
39.

40.
41.
42,
43,
a4,

45.
46.
47.
48.
50.

51.

52.
53.
54.
56.
57.
58.
59.
60.

4
a6, b)19, )28, d)5
4

p+g

28

1003 + /5)

21

a) 30, b) 213

~jja

1 —skala 2, F» — skala %T Fa — skala 3, ‘Fo — skala %

a:] k!={}i8l k2=||25| b}k]=ll5i k2=%1 C} Ii-":'|.=‘:'14| k2=2l5"

A x=26 bBx=2 cx=09 38 ¢4 p&I0

12 ? 5

2t bl of o5 o3FE, pnie

1
=8%,b=5%,c=5,d= 1.8, e=48 cla=2V2 b=4,

1
Aa=72b=4%,c=5 ba
c=2,2,d=.5,e=2f=2,2,g=2.2
al 3,5 b1z
a=4,b=10
2
a) falsz, b) falsz, c) prawda, d) falsz, ) prawda, ) prawda, g) falsz

al 1,8cmi 3 cm, b)tak, oile nie jest rombem

a) oha rownolegloboki maja boki o diugosciach 3 i 4 lub jeden ma boki dlugosci 3
i4-7, adugi—3i4+.7, b)nie

a) %, b} %

.

nt

a) tak, b)nie, ¢) nie

a) nie, b tak, ¢} nie

aa=18b=42 bla=14, da=3b=c=12 da=%bp=L ea=10,
b=8 fla=2, p=32

al tak, b)nie, cinie, d)tak, e)rak, f)rak

k=2 x=2, bk=3x=2

a) tak, b)nie, c¢)tak

a) tak, b)tak, c)nie, d)tak

a) |AB| = 3, |[AC| = |BC| =2, b)|A'B'|=22, |B'C'|=2, |A'C'| =8

DL pIiZwbLBiLE 9Li6ubo6i1921ubil5iz4,
_I..Iz. ‘ ﬁ!l + xﬁ]

d) =i z

202

75ecm, 100 cm, 125 cm

210, b)528, 113 lub 43
a) 28080 365, b) ¥2L & 229

3 2
tak, trojkaty ABP i PKL oraz trojkaty APK i BLP
tak
32

i

nie, nie jest to mozliwe dla trojkata rownobocznego

PODOBIENSTWO FIGUR 257



64.
65.
66.
67.
68.
69.
70.
71.
72.
73.
74.
75.
76.
77.
78.

79.
80.
81.
82.
83.
86.
87.

88.
89.
90.
92.
93.

94.
95.

96.
97.

98.
99.
100.
101.

13

al B b) 11,6, c) 24

18
32.5 472

8 =5, b=

a) 2 i b)) 86411536

96

10+ 65

2i3orazdib

80 m od budynku

,om

9

‘.{

75

a) 39, b) 9.5

12 +92

126

a) %1 Wskazowka. Zauwaz, e odcinek zawarty w prostokgcie i poprowadzony z jego

wierzchotka rownolegle do odcinka x ma taka sama dlugosc jak odcinek x. b) %

o 9

317

4.4 i 4. Wskazowka. Trojkaty BSM i1 DS A sa podobne.
1

313

a) tak, jest nim punkt A4, b} |AP'|=1, o |AP'|=3, d)tak

b 3—_2—&&

50

a) 1,92, b) 31, 01125

a2, b)096, 12, d)20V39, e L2, 5447

al ‘—E, b) /3 razy, © i

a) 0,8, b) 173

4

5

G4

9 s e

al 24, b) 1242, c) 32

a) 942, b) #r, © 240

11

36

% = % Wskazowka. ZnajdZ skale podobienstwa trapezow.

4

3 - a

a) 12 em?2, b) 10 em?

1:200

Nie. Powierzchnia mapy jest nie milion, ale bilion (10'?) razy mniejsza od powierzchni
Polski.

102.2)1:3, b)v2:(2-2)
103. a) % b} {’qﬂ cl % Wskazowka. Wykorzystaj twierdzenie o srodkowych w trojkacie.
104. -

258
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i . 2710
105. 9./10 i 2710

106. 1:4
107. 30./55
108. 1:4
109. 3
110. 9

111. 15, 20, 25

112. Paags = 1P, Pagcs = Paasp = 5P

ke
e
1)

i _%'i Wskazowka. Dorysuj przekatne czworokata o polu 5.

RZED SPRAWDZIANEM

=T - s T == S

28
=3 b=
.a) 292, b) 50
. Podobne sa romby ABCD oraz KLMN, skala podobienstwa:

© ® NOHWNST

ks

_y
=]

a 5
. a) "45;“-, b) 202‘*—5
L6(3+43)

. 2(13 +5/13)

[ T T T
PP

=l =L
N o;m
-"“lfii]:b a2

ke

=]

id

i =k
iy L]
1

wfed
L&

1

ot

R —
o 0

=f )= S £
JqBENe b
() |

=

ha
-k

]
PRZED MATURA

ol Ol

-

. 36(7 —4+/3)

-
o

PODOBIENSTWO FIGUR 259



W N

ca=3,b=5.c=45d=4" (-8 r-

.a}sin{x=‘—;, c03ﬁ=%, tgﬂt=%, b}sina:%, cnsa:%, tgm:% c}sina:%,
= _ E»ﬁ . -.‘]'\ﬁ . 1 2 \-"? - _E x _ \.-"'Q_i
cos = == ,tgn:i;_ 50 d}ﬁu:;_ 30 COS O = = ,%go:_ 3 ©) sin o = K
TGRS | = 91 = 33 _, M
cose = 75, o = 5=, f) sin o ==, COS g0 =

117 247

3 3

. a) okoto 23°% 67°, b) okoto 37% 53°% <) okolo 40°, 50° d) okolo 42° 48° e¢) okolo 477, 43°,

f) okolo 62° 28°

4 a)o=28° bla=118° o oa=37° d) o=106°

B.a~73, b=28, c~15 d=51 e=30 f-4/5 g-40 p-3t2

6. a) okolo 2,36, b) okolo 2,61, «c) okolo I,{}-L

7.2) IBC| =6, |AC| =3V3, b) |ABI =4, |AC| =4, o |AC|=383, Bc| =108
10. a) okolo 57°, b) okolo 118° 62° 118° 62°, ) okolo 69°i okolo 1117
11. a) cosx = ﬁ" g = f%?_', b) sin o = ‘” st o= ‘;ﬁ, c) sin o = il—{ﬁ_ﬁ' LO5= ';11?
12. a) okolo 4.86, b) okolo 23,29, © okﬂ{o 25,9, d)okolo 22,5, e) okolo 17,

f) okoto 25,9
13. okolo 96,5
14. a) sin2° <sin 20° < sin 22°, b) cos55°<c0s35° <cos15°, ¢) tg44° < tg55° < tg 66°
15. a) nie
16. a) okoto 29°, b) okolo 1,64, c)okolo 14,4
17, £348
T L
(tgur+ tg g)

20. a) -70°, b)-260% <) -130° d)260°
21. a) -408°, b) 312°%, ¢ -672°
22. a) 20°, h)70° ¢ 80°
23. -99°, -460°, -100°, 200°
25. ) = 140°% bla=340° Joa=120° da=320° e a=260° 0Ho=160°%

27.
28.

29,
30.

31.

32.

260

g o=120° h) a=130°
Aa=2,b=-6, Ba=33b=-2, 0a--L b-3 da--3E,p--3.5

A a=100+k-360°%ke?d, bBoa=70"+k-180°% ke d, c)oa=95"+k-180° ke £,
dlox=k-90% ke

o=45"+k-180° lub x=135°+k - 180°, ke Z

a) singx = - ‘]'13 c03ﬁ=—3‘{"::—3, tg{x=%, h}sinﬂ=——‘f5—f§, cosf = Ef. tgﬁ=—%.
c)siny = -4}";,_, cosy = ";1?_‘7. tgy=-4

sing = 3‘]'?, COS X = —“".ij, g = %; sinﬁ:—‘“:?g, cos f = 2*;5, tg B =—%; sin y =—%,
cosym-%, tgy:%

a) sine = q\i;;, COs o = ““l;ﬁ, tgox = -_f—, b sin_-:x = El‘z—gﬂ. C{ioc = '%*fﬁ, tg o = -%,
clsina=—§,msa=—§,tga=%. d]~ina=—%,cma=%.tga=—%
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33.

34.

35.

36.
37.
38.
39.
42,

43.
.a) o € {90°,180°,270°}, b) € (90°;180°) U (2707;360°), © e € {1807,

45.
46.
47.

48.

49.
50.
51.

52.

53.

54.
56.
58.

59.
60.

61.
62.

63.

a) sine = j‘i& , COS®X = 3-11—? tgee = 3 lub sinex = —j‘]? oS¢ = —“’i?, te o jl,
I::-}S.anff——1 COsS X = i rga:——1 lub sinw = E,cos:x——g tg{x——%. c)sing = %‘7,
cr:rso:_-; 'Lgc::.r--E lub mnm--%,msmu P “—f

a) sin < BAC = “‘;tﬁ, mwBAc = uz‘é’?, tgmAc = =2,5, b]l sin«BAC = %
cos < BAC = mrf tg < BAC __3, ¢) sin < BAC = 2, cos < BAC = -2 tg < BAC = -l

a) dodatnia, b) dodatnia, ¢) dodatnia, d) dodatma, e) dodatnia, 1] dodatnia, g) ujem—
na, h) dodatnia, i) rowna

alwll, bywll, cwlv

al k= E, by m=-3/15 lub m=3,/15, cin= E’f

a) duddtnla, b) ujemna, «c) lleITll'lﬂ_,, d) ujemna, «¢) dodatnig, ) ujemna

al-1,0,0, b0, 1,0, c}z -1

a -4, b-3, o-%, -:u%. &) %, N V3

7 o -

A-%E, b, o1, di e}—} f)-1

d) o € (90%;270°)

a)wllllubwlIV, b)wlIlubwIV

a) sin200% b) cos95° ¢) sin(=20%), d) tg(-314°)
a) dodatni, b)ujemny, c)ujemny, d)ujemny

s e g =
a) CGSH=-—£;£, h}c03ﬁ=—‘1‘{]}l, c) r:osor=—"4ﬁ lub cos & = 2 ’
d) msoc=%g- lub msnc=-l;7£
a)sin=-0,8 b)sinx= Ji!.‘lb‘ima=—}';i. c.‘rsinn:—%, d) sin o — Tz
a) tgazﬁ?é"é‘;, Wtga==-2, otga=-3,11, d) [gfx+l2
s o 3fh zﬁ o M6 o 5476 T U
a) sin o S,Lmix £ b) sin o 36 CoS O = 5=, Clsino = 17
- 17 5./20 _ 2429 - __‘n,.ZJ = . 2n29
COS o 7 " = 29 ; COS & = =55= lub sin o0 = - =55=, cos o0 =~ =55~
al coso = T’ tg ot = 2—5 lub coaa*—j tgaw-zds— b)sine =08, tgox = -% lub
sin o¢ = —(1,8, tgnr=%1 clmnn'=—2§ .cusa——-—wlubsmn'— ‘“g -:tmat—-,.f
§ T <>
a]CGSﬁ——Q tgﬂt——Tz b) cos o = *== = grx——z’;fl. c}ﬂma——i .tgo:=—l-T‘,
d) sin o = - 2‘“‘ ,ig=2, e)sinx= !i'::i.mscx—'l?‘d;m, f}sma——'lz,
. i-h.fll
mscx.— 1 |
a)cosa, b)1l, c)cos’wx, d)sinx-cose, e)cose, f)sine
a) nie, b) tak, <) tak d} mE
aj ~;2 lub -2, b) %2 luh
1?
a) 3 2... b]'4' ) T d) + 16
alsine = -1 lub sinwx = %. b)sino = i c) sin o = %, dl sine = —f;‘—' lub
sin o = 132
s o =ay/l+a? o afl+a
Sin ot = —— 5, COS Ot = —-L—
a] __l_zll b} E! _]-: ':} 4;{}l d} 3;{]

_ 5 _4f7=1
al sinee = = bl cos o = =
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64.
65.

66.
67.
68.
69.
70.
71.
72.
73.

74.
75.

76.

77.

78.

79.

o T -
2 =2 \.-"2\-':!!—13

a)x=k-180°%keZ, bitga= “‘x";’ lub tgo ==

a) dla o € {-360°,-180° 0% 180% 360°}, b) dla & € {-270%,90°},

o) dla o € (-360°-180°) U (0°;180°), d) dla e € (-180%0°) U (180°;360°),

e) dla & € (-270°;-90°), & € {90°;270°)

a) sin440° b)sin337°, © sin(-175%, d)sa réwne, e)s8in(-227%), f)sin(-1109
$in 99° sin (-200°), sin 399°

a, e

a) dwa, b) cztery, c) pieé, d) piec

a) @y = —180° a2 = 0° &3 = 180°% oy = 360° b)) og = -90° a2 = 270° ¢ @y = 30°%
o = 150°  d) ey = -60° o = 300°, a3 = 240° g =-120° e} o = -135° o = =455,
o3 = 225°% oy = 315°% f) nie istnieje taki kat

a) o = 130°  b) oy = =310°% a2 = =230°  © e = 410°% o = 490°, d) &; = -310°,
o = -230°

a) o € {-305°-235° 125, b) o€ {-353°-187°7°), ©) & € {-317°-223°,43°%137°},
d) & € {-164°,196°,344°}, e) & € {-10°%190%350%}, f) o € {~284°,76° 104°

a) -355°, -185° 175% b) =290° -250° 70°, ) -147°, -33° 327°,

d) ~100%, 260°, 280°, e) -300°, 60° 120° f) -14%, 194°, 346°

a, d

a) okoto —333°% -207° 27° 153° b) okolo -297° -243° 63°, 117°, ¢) okolo -156°,
-24° 204° 336°, d) okolo —142°, —38°, 218°, 322°

a) v (-300%-240°) u (60°;120°), b) & € (-360°-150°) U (~30°;210°) U (330°;360°),
o) € (~180%0°) U (180°;360°), d) o € (-135°;-45°) U (225°;315°)

a) & € {-150°-30°%30°150%, b) a=120° c) &€ {-45°-135%,

d) & € {-177°,123%

a) dla o € (~270°;-90°) U (90°;270°), b) dla o € {-270°,-90°,90%,270°,450%}, ¢ dla
o = -180°%, oz =180°, ) dla & € {-270°;-90°) U (90°;270°),

e) dla & € (-180°;0°) U (180°;360°)

a) cos 190°, b) cos30° ) cos100° d) cos{-170%), e)cos80% f) sa rowne

80. cos99°% cos(-199%), cos 265°, cos{-600%)

B8l.a,d, e

82. ¢

83.a)a<h, blazb, caz=b, dia<h, ela=b, fla=hb
84. b, ¢

85. a) trzy, b) zero, c)cztery, d)cztery

86.

87.
88.
89.

90.
91.
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a) oy =-30°% ap = 30°% a3 = 330°, b) oy =-90° o2 = 90° a3 = 270°,

c) oy =0° oz = 360°% d) ey =-120° &z = 1207 o3 = 240°,  e) nie istnieje taki kat «,
) ooy =-180° o = 1807

a) ooy = 20°% o2 = 340°% b)) oy =-340° o2 =-20° ) oy =380°%, o2 = 7007,

d) oy = -380°, a2 = -340°

a) oy =—-47°, &2 =-313°% o3 =313°% b) oty =103°% oz = 257°, o3 = -257°,

c) oty =-201°% o2 =-159° o3 = 159°% d) oy =348° ot = 12° @y =-12°

a) —283°, -75°% 285°% 'b)-291° -69° 69° ¢)-=212° -148° 212%, d}-305° 55° 305°%
e) =10° 10° 350° f)-156° 156° 204°

b, c

a) okolo 71° 289° b) okolo 41°, 319°, c¢) okolo 1147 246°, d) okolo 1617, 199°
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92.

93.

94.

95.

a) o € {-150%150%, b) @ € {~120%-60%60%120%, ¢ & € {-165°-15°%15°% 165,
d) o € {-88°,2°]

a) -281°, -79°% 79% 281%  b) -343° -17% 17° 343°, <) -216° -144° 144° 216°,
d) =335°%, -25°, 25%, 335°

a) a € (~270°;-90°) U (90°;270°), b) € (~360°;-330°) U (-30°;30°) U (330°;360°),
¢) ac € (-360°;-240°) U (~120°;120°) U (240°;360°),

d) o € (~315°%-45°) u (45°315°)

a) o € (-270°;-180°) U (-90°;0°) U (90°;180°), b) -135°, 45°, 225",

¢) —180°, 0° 180° d) nie ma takich argumentow

96. a) tz80°, b)tg181° o) tg(-132%, d)tg1800°
97.a) a=-43% b)x=72° c)a=12° d)o=-88°
98. tg(-97°), tg 255°, tg790°
99.b,d, e
100. a, b, c, d, ¢
101. a) oy = =180°, o2 = 0°, o3 = 180° oy = 360° b)) oy = =-135°, o = 45° oy = 2235,
¢) oy = -30° oz = 150°% a3 = 330°,  d) oy =—120° oz = 60°, a3 = 240°
102. a) okolo 767, 256°%, b) okolo 6°, 186°, ) okolo 115° 295° d) okolo 1537, 333°
103. a) sin20° < tg 20° <= c0s20°, b) cos175% <tg 175° < sin 1755,
c) sin (-170%) < tg(-181°) < cos(-817)
104. a) -150°, 210°, h) -137°,43° ¢ -202°, -22°, d)-268°, 92°, e)-12% 168°,
f) 45°, 225°
105. a) x = -45"+k - 180°% ke &, bla=60"+k 180 lub aa=-60"+k-180°% k € 7,
dax=k-180% ke Z
106. a) o € (~180°;-150°) U (=90°30°) U (90°;180°), b) € (~1807;-90°) U (-607;90°) U
u(120°:180°%), ¢ ae (-180%-135°) u (-45°45°) u (135°180°)
107. a) okolo 0,9903; 0,9563; 0,1219, b) okolo ~0,2756; -0,7547; -0,9613,
¢) okolo —0,9511; -0,4067; -0,1392, d) -%; 4 -1
108. a) okolo 0,3746; 0,515; 0,8387, b) okolo ~0,9703; -0,515; -0,1392, ¢) ~4%; ~3; 1,
@ B; 2, 3
Fux P 2 s -
109.0<4; W=} o3 ) of 08 gf n-g
110. a) okolo 0,9336; 0,682; 0,1564, b) okolo -0,1564; —0,682; —0,9998,
¢) okoto -0,9511; -0,225; 0,9903, d) okolo 0,1392; 0,0872; -0, 0698
11123, b3 9-2, d-1, &3 H-1, 93 h-
112. a) okolo -0,1944; —5,1446; 0,4877, -0,3249, 0,2126, ~0,8391 h) okolo -1,6643; 8,1443;
-1,1504, -0,1405, -0,0524, -2,7475
113.2) P~ 101, bP~221, oP=203
114, a) 30° lub 150° b} okolo 40° lub 140°, «¢) okolo 19° lub 161°
115. 90% P = 40 cm?®
116. a) okolo 0,9848; —0,9848; -0,4877, b) okoto -0,9397; -0,9962; 0,4245,
c) okoto -0,9397; 0,6428; -0,2309
117. a) cos261°, h)tg143° o) tg(-138%, d)sg rowne, e)cos(-3487%, f)g(-145%
118. a) %g. b) 2\-"24-;\.-'54-11 c) 3\;2%2u'h1 d}_\é_ji e) 14+25\-51 £) ..i-u-"E;—?
119.a) 0, b)-2cosw, ¢)2sinx, d)0
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120.

123.

124.

125.

127.

128.
129.
130.
131.
132.

133.
135.

136.

137.
138.
139.
140.
141.

142,
143.

a) =120° -60° 240° 300° b) =330°, -210° 30° 130° c) =330° -30° 30° 330°
d) —240° -120°, 120° 240° €) -330° -150° 30° 210°, {)-240° -60° 120° 300°

a) okofo 72°% 108° b) okolo —154°, -26°, ¢} okolo -39° 2197,

d) okolo -192% 12° 168°

a) okolo 43° 317° b) okoto =38°, 38°, 302°, c¢) okolo -166°, 1667
d) okolo —-264°, -96°, 96°

a) okoto 63° 243°% b)) okolo =140°, 40%, c) okolo =227, 158
d) okolto 2347 -74° 106°
10T

a) 1,25, b) 0,75, ¢ 14m, d) =
9\."2

a) 2, b}%n c) el d) ?,,‘rr
a) 2 E 8
a) =T, b) 2m, o X e d}g
oslre: % , O 47r; prosty: % rozwarte; 21 , 0,81; polpelny: rr; wklesle: 'L.”, T, 1,3m
(x=3TTT,.B=‘ET",y=ﬂ,Bﬂ
[ R ¢ G o S [ S | § 2 3w 5w T L L A= 5 | A L SO [ S |
Ao g e 31 P30T %™ S 9515 e 18 T80 s00°
qy 19m 1llm 8m 10w llm
6 18" 9" 9 ' 6
12°, 40° 252° 480°, 5,4° 1020°
<:m?=%.mﬂ =), ‘rg4 =1, cos % %,?lﬂ%zé—z,tg%=; tem =0, cosm =-1,
sin2mw =10
a=16, b=6m-6, c=25, d=%§
=12 5
a)a= =, &= ljn I:r]lﬁ-
kolejne miary lukowe: 0,17; ﬂ 35; 0,52: 0.79; 1,05; 1,57; 2,00; 2,36; 2,62; 3,14; 4,71

17° 29°% 57° 74% 143° 258"
a)e, bye, ) B, dB
doa=5.8=F ba=F8-F da=F =T, da=-F 4=

IF
wid
el =

i ¥=
a) 81, h) %‘.’T
przy diuzsze] podstawie

144.2) 2,2, p) 3L Lo pp B LI 23 23, &)1 w-21ub I3, I
145. P ~ 12,9

146. L, 12m, L7

147. a) 15m, b)P=m?

148.a)c=2m-4,y=2-1, bjd=3,6=2m-4

149. aydlax e (0;m), bdlaxe (F;3F), odaxe(0;F)u(3midm)u(fm;en)

150.

151.
152.

153.
154. ¢
155.

264

a)sin2 >sin3, b)sinl >sin5, ¢) cos(-2) =cos2, d) cos(-6) > cos(=3), e)tg(-1)<tgl,
ftgl >tg2, g) sinl,5>sin(-4), h) tg(-2) > tg(-3), i) cosl > cos(-3)
a,d e f

i 5 mw T 5 3 w m 3 T o 5
Ei} _“‘EJ bT!' h} _FII Er 'c} _E1 ETT, d} "'JTT, ""E. IT Eﬂ: Ej ,..._-n- E! E1 E.n.’
f)-3m, -I, I 3n

gTs =gy IV g
a) -0,78; 0,83; ~0,31; b) 0,30; -0,36; -1,26; ¢) -0,56; -0,36; 0,31

V3 V3 2 1 JE W3 1 A7 i 3
;.1} r""'E"r“'Tr""z': h] """2'"1 1,'2".‘ —2"" {} "J ..1.._,_,:_*_
a) jedno, b) jedno, c) dwa, d) jedno, e) nieskuﬁczenie wiele, f) nieskofczenie wiele
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156.2) (1;3), b) (-2:0), o (-5:-4), d(-5:+), & {-3:3). 0 {(-2:6),
o (3:2), b (0:37), »(-3;5)

157.2)0, D0, 91, d-1, 90, N L, 92 ni 3

158. a) sin, tg — rosnace, cos — maluar.a. b) sin, cos — malejace, tg — rosnaca, <) sin —
malejaca, cos, tg — rosngce, d) sin, cos, tg — rosnace

161. a) dla dwoch argumentow, b)) dla dwoch argumentdw, ¢} dla czterech argumentaw,
d) dla dwdch argumentow, e) dla dwdch argumentow, ) dla czterech argumentow

162. a) np. [—n 3] b) np. [-4,-1], ¢ np. [1,-2], d) np. [—%.F], e) np. [r,-3], ) np.
[-Him-oi]

163.2) 2, b)-1, 93 -3

164.2)x=0, BIx;=0,x2=F, x3=m, x=0, dx=%

165.dlaa=0ib>1lubdlaa=0ib<-1;dlaa=0ibe (-1;1)

166. a) brak rozwiazan dla m = (—w;—l) L (1:+m). dwa rozwigzania dla m  {-1,1},
trzy rozwiazania dla m € (—1 ; l), I) brak rozwiazan dla m (—w :—4) 8 (—2:+W),
jedno rozwigzanie dla m € {-4,-2}, dwa rozwiazania dla m < (—-—1;—2) N {=31, trzy
rozwigzania dla m = -3, ¢) brak rozwigzan dla m > 0, pie¢ rozwigzan dla m = 0, osiem
rozwigzan dla m < 0, d) brak rozwigzan dla m (-m ;{J} L (1 ;+m), dwa rozwigzania
dla m = 1, trzy rozwigzania dla m = 0, cztery rozwiazania dla m = ({);l}, e) brak
rozwigzan dla m € (nm ;-—1} U {1 ;+oc>), dwa rozwiazania dla m (-—1 ;D) U ({}; l), trzy
rozwigzania dla m = 0, f) brak rozwigzan dla m (—N :—1} w i}l w {1 ;+m), dwa
rozwiazania dla m (—l :0} L (G: 1)

167. a) np. [—%,Dl, b) np. [T, 0], ©) np. Eni] d) np. _%n,—]]

168. a) dla m > 1 — nie ma punktdw przeciecia, dla m = 1 — jeden punkt, m < 1 — dwa
punkty, b)dlam>1 — dwa punkty przeciecia, dla m =1 — jeden punkt, m <1 — nie
ma punktdéw przeciecia

169.a) 1, b2, 2, d)0, e) nieskonczenie wicle, [} 1

170.a)1, b)2, ¢)0, d)1, e)nieskonczenie wiele, f)2

173. a)x =k, k € 7, b]lx_ Enrk” keZ, ox= 7{,—+krr,k@2, d} x = 5k, k € 7,
elx=4dkmr, ked, DHm+2kim kel

174. a) np. y =7cosx, b)np. ¥y =5cos %x, clnp. ¥y =-3,5c0s 10x

175.a) (-2;2), 2m, b (-1;1), 7, o (-1;1), 6m, d) (-1;1), 3m, e (-3;3), &

0(-3id). 3
76,0 (i1}, (1), 0 (sieh @ (3id). o (22 0 (0:d)

1.,
177.0) (-1;3), b (-3;-3), o (-&:%), @ (0;2n), o (-1:v2-1), D (0:6)
178.a) v = E1 ginx, bly=-2cosx, o y=-sinx, diy=1-sinx, e)y=-1+cCosx,

fi y= 2 sin 2x
180. a) {—n;n); T, X = “%, k € F; funkcja nieparzysta, hb) (—2; > 2 x = k+ e
funkcja parzysta, c) (—% ; %} 4: x =2k + 1, k € &; funkcja parzysta, d) (—— —} 2;

x =k, k € Z; funkcja nieparzysta, e) { .i; i} l; x= %k, k € £; funkcja nieparzysta,
£ ( B 2} z,x_ - ?.kez funkcja parzysta
131.f:a=l.a.b=i,g.a=—l.b=§,h.a=—§+b=i
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182.
183.

184.

185.

186.

187.

188.
189.

190.

191.

192.

193.
194.

195.

196.

197.

198.

199.

266

a)y=sin2x+1, b)y=2sinx-1, ¢y= z‘;mh 1

a) (0;2), b)(0;2), 0(0:3), & (-1;5)

ala =23, b]a=%, c)a=-82, d}a=%j, e)a=-6, l']a=%, g}a=—?‘_‘—"§,
hia=9luba=-9
a) (X +km,0),k€Z, b)(2km,0,keZ, o (3+3km0).keZ,
d) (Z+4,0),keZ
ﬁ}-}_iw’-%'zil IE_TT b}_%]—‘.!-%‘n‘: %r%n‘1 C}-%ﬁ,-%, %]T! Iﬁ_ifrl

: T 5
Eﬂ—gﬂ,—g, ETT Eﬁ
a) x = &, b}x=~%.-;1 dx=7%, dx=F, ex=3, f}x_g-;l. gx =7 lub

3 i
X= g, h)x=3

it 2w 4w 5 3 5w 7 T 1T

a}XE}T’T‘T‘T}’ leE{4 T'T'T}‘ C]'x="-j'lubX=-3—-
a}x1=%+2kn.x-3— +2km ke Z, bix = { T 4 2k, x:=%’—+2kn,kez,
) x; =%+2kmxz=—~g+2kn,kez. d) x; =T+2krr x:=——+2krr ke ?Z,

e)x=g+kmkeZ fHx=-F+kmkeZ gx=3+km kel h}x|~1-}+.»_‘krr
Xo=(m-13)+2km ke d, x)1=2+2km, x2=-2+2km, ke £

axe (5:5), bxe(0;5), axe (0;F), d nierownos¢ nie ma rozwiazan,

a}xe{ﬁ.'i}, b}xE(ﬂ'.E u{z—";Zn'), ) x (D'E) (F—”-Zn‘>
€ (F F)u(Fiem), nxe(5:3) (5 F)
ayxe (L+2km; 3L +2km), ke Z, b)xe (-2 +2km; 3+ 2%km), ke Z,
(-—+krr —+kn)k€2 d}xe(-—+kw +kTr>kEZ e) x # 2k,
ke &, f}xe{-——+2k'rr +2Lﬂ}kez g}xe(zn+£kn 'rr+2k'.rT)kEZ,
(

w|=1
"'-:.--'"
z
=
m
—
i
=
et
=
—
NI'.':]'-'-J
e
|

3 2]
h) x € ﬁrr+2kw,6n+2k‘rr),kez, Dxe (-F+km;-F+km), keZ

a) tak, b)tak, o) nie, d)tak

a) rownanie sprzeczne, hlx=km ke &, o x :-%+2krrf xz_%q-_kn,kez,
Dx=T+8 keZ e)x=-T5+ ¥ keZ Hrx=T+8L x, =30, AN ;7
alh=kﬂ_x2=2—r L keZ, b}x1——+“T”x =% %+RT"11¢€E €) X1 =-F+kmw

xs=kir, ke ¥, d}x—kmkez

a)x; = F+2kmlubxy = 2E +2km, ke Z, b)x=F+km keZ, o x =% +2kmlub
Xy = 2L 4Ok ke Z, d)x; = Tk lub xo = T + 2k lub x3 = - + 2kmr, k € Z,
elxp=1l+2kmlubxs=m-1+2kmlubxs==-1+2kmrlubxy=m+1+2km k € £,

f) x4 =E+2krr lubx2=3Tﬂ+2k1T+kEZ, g}x=%+2krr,kEZ, hx=kir,ke?f

c:

a) x; =—%+kn X2 = k1T, X3 = Z—r+kn, keZ bx = %+kn, Xz = ‘TT’.T+2kn,
Xy = “—”+2kn‘ ke, QOuy= %+2k7‘r, X2 =—%+2ki‘r, Xy = 2:—iﬂ+2krr, X3 =-2T"+2kﬂ',
kez

alx=111+km keZ bix=-046+km ke, o x; = 1,23+2km, x> = -1,23+2km,

ke &

a)xy =2km, Xa = F +km, ke€Z, byx=km keZ, o x =T +km x2=2km keZ,
d)x=m+2km, kel
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200.

201.
202.

203.
204.

205.

206.

207.
208.

209.

210.

211.
213.

214.

217.

218.
219.

220.

ayxe (F+okm;2l v 2kn), ke Z bixe (-F+km;-Tskm)u (T +km:; 5 +k),
keZ, c}x-kn.kez, d) x € (m-2+2km;2+2kmn), ke Z,
e)xe (3+2km;2m-3+2km ), keZ, fxe(-T+kml+kn) keZ

a]x.—EHm xa=-2-’1+kn,kez, b}x=%+kn keZ, c]x=u}+‘£§’-.kez

a]xe(-—+kn, - +k'.rr> ke Z, b}xE(~-§-+kn,3+kn) keZ,
Ax#Z+kmkeZ, dxe(-F+2km; 5 +2km) \(2kn}, ke Z,

E]XE{2kﬂ:ﬂ+2kﬂ}u{%‘l+2kﬂ},k52, f}ae(*—+2krr +2k'rr) ke

a) [XBAC| € (ﬁﬂ°-1zﬂ°) b) et & (0°:30%)

a‘JxE( + 2k +.£kn') ke £, b}xe( 5 + kT —+krr) kef,
c}xe(——+k1'r krr) ke &, d]lxr,—:(z 5t B0 ).I:EE e}xe(zkn;n—2+2kn),
keZ, f}xe(rr 4+kmm;3- n+kw),kez

a]x=%+2krr.k€2, b) x € R, C]XE(—%+RW:%+R’1T),I{EE,

dx e {—% +2krr;f—i+2kn)T ke?Z exe (2kn;l§—+2krr) U (% +2k1’r;11'+2krr),
keZ, fixe {kn‘;g+kn),kez

Wskazowka do a). Sprawdz, ze 1'2(} 8.6 = 2v’§ 2./2. Wskaz6wka do b). Przedstaw
??l - /3w postaci (a-b)*.a) x; = & +zk1'r xy=2 +2krr X3 = ‘;’ + 2k, Xg = 2 4 2k,

4
keZ, b)x =T +2km, Agu—+.»_‘kn' A¢~%+£krr keZ

tgx =1 lub tgx——%
a]xE{T+2kn H#+2kﬂ'} lub x~-—=+2kTr.kEZ b}xe(j-izhr +2kTr)

ke, cxeR, d nierownosé nie ma rozwigzan,

c]xe(—%+kn’;kn)u(%+kn +k'.'T) ke Z, f}xe{ 2= 4 2k, +2kn}.k€2

a | F¥p 4 L B, L L &5 L
1 g At 1
3 = 3
) a= ooy uba= 1T{12k+ﬁ} kKeZ, bla=msissmuba= 5. ke Z

.

a]x=’-2T~+kTr kEZ b) x = k™, kEZ C}X=T-T-+2krr kEZ. d}x=£+k’n keZ

H]}E|——-+kﬂ" ;!ca— +2kn x3= +2k1r ke d, b} o= K +2kﬂ +2kﬂ'k52
c) x =k, _|+Imkez dl x = —+kn ke

o 2

al—%, b) "“_*E. c) —‘{";"z, d)2+3, e 2O-V2 f]%

a) 2\.-?{:\:51 b) —asz:i 00 o £3=8 " g 123-=5 2‘3. 5

]l+5x(ﬁﬁ‘ b}%t, ) 3—\-1‘]31 d) 0

alx=km k € Z, h}x—zﬂr  k e &, c}x—¢+—kez dix; = —i+k1'r,
x2 =-g+km, ke Z, E]'Xt=—+2kTT X =-%+2km, ke Z fx =5 +2km,

X3 = %’T—+2kn, X2 = ]1”+£kn ke d gx = %+kn‘, X2 = EE-;I+k1T, ke &,
hJ‘X|=2kTT,X2=E—r+kTT ked

a)x=T+km keZ b x+kmkeZ oxe (El ’—}}u{n%ﬂ)
d)x4dm+2km, ke®
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222,
223.

224,

225.

226.

a-32 mE o-Z a8 o-3 n-Lwp

a) 2av1-a?, b)2b*-1, oab+(1-ad1-b?), d)bV1-a>+aV/1-b,
e)ab-J1-a21-b%), -‘-“22 («.ﬁw-a), g) M, h) l; (v’l——bh—b)
alx=kirlubh v=kir, ke Z, b}x=%+k’nluhy=kn,kez
smn'—-“—i sin ot = 9;? sina=—”'g—3 Si“‘*:‘%
a) ::Dsof=——§— lub cosrx——-“’ug‘ b) msa=—_% > © cosm=.—3—“['§~3
tg-:x=—% tgoe=-2 tgo= /11 tga=%

a}x=%+kﬂ1ubx -+k1r keZ, b)x=2kmwlubx-= -+2k7r keZ, -:}x='-g—+2kw
lubx——15+2k1'r keZ, d}x—zkwlubx—m+2kw ke Z, e]lx=-g~+2knluh
x——w+2kﬂ keZ, f'}x—152w+2kﬂiubx—1—zn+2kﬂ keZ

PRZED SPRAWDZIANEM

—h
o

T T
TR T

16.

PN EDB N
g - e O B e = A

.a)tgx =322 D)cos2x=-

D

fr =] [T}

L a) X1 = =2 4 2k, X2 =-%TT+2kTT, keZ bxi=-Z+km =" +km, ke Z,

-.'j' G 1 = 6
c) Xy = %+4kmx;=%+4kﬂr.kez, d) x; =kn.x2=%+2km x;g=—%+2k1rr,kez.
e}x1=5+2k'rr x-;=—£+2krr ke Dx=km ke?

a}xE(——+2k1'r 3"~1r2k'rr) keZ, b]{“;r+2kn, = +£Ln‘> keZ,

c}xe( ﬁ+zkn,ls jkw),kez, d}xe(—+krr +krr> ked

PRZED MATURA

268

2R E Rk BN .

D

C

2

Fi

1

4

A

A

x——s—" = T o s JT

1 6’ 2 L 3 6
m.limw o 3o

"E(E’ 5)\{2'2]

X!={TN.KJ=TT,K3=4T“
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M

W o~ om B W

10.
11.

12.
13.

14.
15.
16.
18.
20. a
21.
22.
23.

24.
25.
26.
27.

28.
. a) 2x+3y—ﬁ=u,y=—§x+2, b)x-3y+2=0,y= -};
30.
31.
32.

33.
34.

35.
36.

.a) (23,-8),9, b) (-6,-153), 9, ©) (0,-43),13, @) (73.-2

), 510, e) (-294,320%),

h.:{—

V5, 0 (-2v2,-3), 15

ca)p==-10lubp=2 B)p=-3-2,7lubp=-3+2/7, ) p=-4lubp=2, djp=1Iub

p=23

.a) B=(7,11), b) M ={-243,-88), c) p=-9, g=4011

.a) VAL, (2,1), b) 12, (-33,131)

. a) tak, b) nie, c) tak, d) tak

. a) (-2,1,5), V65, b)(-2,5,-1,5), /58

. a) /109, b) 542

. a) 58, b) 40, c) GO

L&) Py =(6,0), P» =(-6,0), P =(-6,00, b) P, =(0,7), P»=(0,-7), P5 =1(0,7),

¢) Py =(-3,-8), P =(3,8), P;3=(3,-8), d) P, =(5,9), P> =(-5,-9), P3 =(-5,9)
a)§=(=1,-12), b)(-13,-11), c} K ={25,-12)
a) |[AB| = 5, |BC| = 10, |AC| = 15, punkty A, B, C sa wspolliniowe, b) |AB| = 3./10,
IBC| = V194, |AC| = 2./5, punkty A, B, C nie sa wspolliniowe
a)C=(-2,3,D=(-4,-3), b)C=(-2,-1),D=(0,9, 00 C=(3,-1), D=(4,2)
ap=1,bp=2 dp=3 dp=1lubp=23
a) (3,0) lub (11,0), b) (0,-6 - 4./3) lub (0,6 + 4/3), ¢ (23, 0) d) (0,-2%)
a) (6, l+3x"§} lub (6,1 - 5+/3), b) (-3 +3+/3,-1) lub (-3 -33,-1)
C=(6%,0) lub € = (0,-42)
li2 2}, (-1,9) lub (-4,-12), (-7,-3)
B '}x m

a] { 13, 23} lub {(-3.8), b)(-1,-2)

(31,-31) lub (35,-28)

a) okolo 22,47 59,5°% 98,1°, b) okolo 49,4°, 60,3% 70,3°. Wskazowka. Skorzystaj z twier-
dzenia cosinusow.

a)y= %xz +1, b)y*=3x"-4x -4

a)A,C, b)B,C, oC, dB,C

aa=11,b=4%, ba=12},b=-21, da=15b=-1, da=-2,b-4

al mp. hx—;y 2=0, binp. 2x+7y-42=0, ) np. 9%+ 12y -10=10,

d) np. 23x+ 100y + 70 =0

a)y———x 3, by= +x 5, Qy= ,,’x—%

.»:-th.

a) (0,-22), (=33,0), b)(0,-6), (5,00, c)(0,4), (-6,0)

ay=-3x-12, b)y=4x-20, ¢) y=9x-2, d) ¥y =-2x+6, ﬂ}y——-x+3 fly=
A k:v-5=0,Ly+4=0 b kx+5=0Lx-3=0, ¢}kiy-4=0,1: x-5=0,
d) k:x+y+2=0,Lx-y-6=0, e kix+3y+12=0,1:2x-y+6=0, ) k: 5x+2y+6=0,
l: 3x -4y +20 =0

aly+3=0 bx-5=0, ddx-y-8=0, dyx+y-2=10

a]y=-%x+2. by =10, c}y-zx 3, d]y-%xi-!-]

x-1

-=.||u1

aJy=%x—2, b) y =5, cjy-——x 12, dyv= éx—:i
a) tak, b)nie, c¢)tak, d)nie, e)nie, f)tak
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37.
38.
39.

40.
41.
42.

43.

. (-1,4), (-4, 2), (0,1),
45.
46.
47.

48.
49.
50.
51.
52.

53.:
54.
55.
56.
57.
58.
60.

61.

63.
64.
65.

66.
67.

69.
70.
71.
72.

73.

270

a) nie, b)tak, c)tak, d)tak, e)nie, f) nie
clld,bllhaiLc,aidbLrg hlig edlf
a) rownolegle dla m = 1%, prostopadte dla m = -2%, b} rownolegle dla p = 15,

prostopadie dla p = -1 %

altak, bym= %
- G 72
a) (8,-5), b) (23, —2) o (5 g)
aly = e XY= .;x by = 3 TX+ 1 = ?x - 7. Wskazdwka. Jedna z szukanych

prosty E.h jest rownolegla do prmtt:j AE a druga — przechodzi przez srodek odcinka
AB.
aAp=-11, bhp=-=, cip==1, dip=-3 b p=2
30 1
1 ﬁ)
A)x+2y=10=0i4x-2y-15=0, b)d4x-7y+41=0i l4x+8y-19=0

alv=3x-1, bhy=3x-1,v=x-3, x=-1

— r""l_

Druga przyprostokatna zawiera sie w prostej x+yv -3 = 0, a przeciwprostokatna zawiera
sie w prostej ¥ =5 lub w prostej x = -2,
aly=-35x+17,5, b)y= x_lfi_ﬁ

a}y———x+- b]ly——x+ﬁ c)y=-3x-4, d)y=-3x+4

O :

a) 60°, b} 30° c) okolo 27° d) okolo 146°

a) ostry, b)ostry, c) rozwarty, d) rozwarty, e)rozwarty, f) ostry

o= 108° B = 42° y = 40° & = 53°

86°

a) 45"' '-I{}° 5” b) 30°, 60°, 90°

x= za ’y - b

a) dwie osie sy metrir x=0,y= _g b) dwie osie symetrii: vy =0, x = —E, c) 0§ symetrii:
¥= ﬁx srudek svmetru dmmln} punkt na prostej y = —ﬂ;\

a3,-1 i -5 0-%13 d-4, 5

a) 2, b2 -1, d-2

a)p=28 bh)p=50

a7, b8, o35, d2/5 o0 plsLr

a) 6,4, b) 52. Wskazowka. Odleglosé punktu P ﬂd prostej | jest rowna polowie diugosci
boku kwadratu.

% 1{] 2{?
20° b)

a) 15, b) 13, ¢) 2 H , d) 77
a) trapezem, b) mwnnleg!uboklem, c) kwadratem, d) prostokatem, e) rombem
a)p=-11, b) p=6%

ap==10, b)p=0

h=1087 p=17
af

al
3\1%
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95.
96.

97.
98.
99.

100.
102.

103.
104.
105.

106.

«P=35

a) P=33, bl P=45

.a) (6,-3), b) (6,-2), ©) (10,4), d) (-3,4)
L) (-1,2), b) 20, ¢) 42

. (~4,-3)

L C=(0,-12) lub C ={0,8)
ca) (-1,-1, (£,28)
La)(1,2), b)(2,3), 0 (15,25
 (1,-3)

. (15.-6)

.a) 52, b) (3,-2), (9,2), (5,8) lub (3,-2), (-3,-6), (-7,0), ¢y =-1x+32, y=5x-17 lub

wafa
o

y=—_—.§-x—§-.y=3x+9

W 3x+4y+41 =0, 3x+4y-19=0
2 2 2 3 | 3 1
- Y =5X+25, ¥y=5X=6, y=-5Xx+35,y=-5x-125

3

. A=(=5,1), D = (0,6)

: (-3;~1), 2,3 (-1, 5), (~6,1)

. a) (2,8,-1,4), (4,~1), (-4,8,3.4), (~6,3), b) 8,8

.a) (-2,3), b) 23

caym=1005 g = 100 by 6.5 Tub m = <2

2 2

- (= 32]' (1, 10)
Y= x——luby~——x+—

3

L) C={(2-43.00lub C=(2+473,0), b) C=(-2,-2)lub C =(-2,5),

4 ' 4 & 4
B =(10,-1), D = (-6,7)
al C=(7,00 B=(6,-3) lub B=(4,-1), b) 16 lub 20
a]p=¢ b)p=9
(2,5-+/30), (2,5 + /30
a) 2x-3y+5=0,3x+2y-25=0, b) (3-V2x-(1-2/2)y =0, G+2x~(1+2 )y =0
a1, 65,75 b (S0, 220, P”ﬁ, S

C} Con (ll—gﬁ II—\."E) h.ihC: (11+\-"E II+V’E)

2 2 o 2
a) (x=2) +(y+1)* =9, b}{x—uﬁ}3+(y—§)h=?. c}x’-’+{y+5}3=ﬁ, d) x*+y? =18,
O (x+ 1) +(y=1) =% Dx+022+(y+2372=625
B,E, F B
a) (1,-2), 3, b) (0,-3), 2v2, o) (5,3), 3, @ (-3,-4), B2, €)(-1,0), 3, ) (1,-5), V26
2 -

a)(x+2PF+y2 <16, b)(x-3P +(¥+5)
d) (x - V2P +(y -3 <25

£10, o (x+1F+{y+4)° <18,

a) ¥l 3]] Y, c) ¥l
1+ it
t - fx
1 x f A
| Byt L 4
- % 1
! -
s | ~4 1 X
+ -.___.1-+ h i
SI J | } 1_5. .-'!
01; 1 x* g
E |
§={0,=3) r=45 S=i{-1,3),r=2 S5=i{-1,-v2r=1
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107.
108.

109.
110.

111.

112.

113.

114.
115.
116.

117.
118.
119.
120.
121.
122.
123.
124,

126.
127.

272

d) Y e) Y f)._| 2
o 1 g 1.--." = g \". b
S . . e '
0 1 X \ 0o ¥ _ G5
] x % \_‘. .__/ _.
D! WS 3
|
1 2 5 - o
S=(—4-,§}.r=3;1- §=(0,0), r=+2 S=(2,2), 2<r<3

a) (x+4)°+(y-5)° =10, b) (x-2P+(y+3F =13, o (x+4)*+(y+6)* = 64, d) (x+2P+y? =4

ay=5,¥==5,x= 5, x==5, D) y=10, y=-10, x==5,x=15, ¢ y=3, y=11,
x=—3Tx=l_‘l, d)y=v2, y=-v2, x==-3-2,x=-3+.2, e)y=0,y=12, x =-6,
, Dy=5-6,y=5+6,x=1-.6,x=1+.6

a) {x+ﬁ]£+|{y—a]"=3, b) (x +8)* +y* =11

a) (x-25P2+(y+1P =725, bl (x-32+(r+152 =31,25 o(x-7PF+(y-1P=1
d) (x = 1)° +(¥ +3)* =50

A=22+0-V3P =3 lub(x=22+(+32 =3, bh(x=2P+(y-+/3P% =12 lub
(x=-2P+(y+v3P =12

a) (x+8)* +(y+3)? = 36, (x—4)* + (¥ +3) = 36, (x+8)° +(¥-9)* = 36, (x-4)? +(y-9)* = 36,
b) (x=15F +(y+3,5°2 =225, (x-15°7 +(y+65° =225, o) (x+2P +(y-12 =9,
+2P+(y-7F =9, d) (x+2P+y? =2, x*+(y+2F = 2, x+4°2 +(y+2)? = 2,
(x+2F +(y+4)r =2

a) (x=2)° +(y—-4)* =9, (x-2)°+(y—4)* =49, b) (x-10°+(y+2)* =1, (x-1)* +(¥+2)* = 625,
) X2+ (y =40 =16, x2+(y=4)? =196, d) (x+3)* +(y+5)% =(8-5v2)%, (x+3F +(y+5)% =
= (8 +5.2)°

a) styczne, b) przecinaja sie, ) rozlaczne, d) rozlaczne, e) styczne, [) przecinajg sic
a) (x=5)2+(y+102 =7, b) (x-19° +(y+8 =3

a) (0,0), (4,00, (0,-6), b) (1,0), (0,+3+2), (0,-/3+2), ¢ (3,0)(9,0), d)(-2,0),(10,0),
{0,-5), (0, 4)

a) 2, h) 27

a) (x -4 +(y - 1,5 = 16,25, b) (x+7,5)% +(y~-5,5)* = 162,5

(X +20 +(y+3)° =25

a)(x-1)2+(y-42 =25 b)x2+(y+82=52, O)(x+1F+(y+11)2 =25

a) (x-1P+{y+3-57%=9, h}ﬁﬂ'—%‘é

a) (x+3P2 + (=62 =25 b ix=-1P2+(y+2¢=

a)p e (-oo;-3) u (l;+m), by p e (.41,;2)

a) (x+3P+(y-22=20, b)(x+12+(y+3P2=20

Gdy a® + b - ¢ = 0, rownanie opisuje punkt, a gdy a* + b? - ¢ <0 — zbior pusty.

aydla me {2+ 2,2-2,-2++2,-2 - +/2} uklad réwnain ma jedno rozwiazanie; dla
me (-2 -2:-2+2)u(2-2;2 ++/2) — dwa rozwiazania; dla m € (~o0;-2 - V2) U
U (=2++/2Z,2-/2)u(2++/2, +0) — nie ma rozwiazania, b) dla m € (=co;=22)U(2/Z; +0)
uklad réwnan nie ma rozwiazania; dla m = -2+/2 lub m = 2./2 — jedno rozwiazanie; dla
m € (-2+/2;2/2)~ {0} dwa rozwiazania; dla m = 0 — nieskonczenie wiele rozwigzan
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128.

129.
130.
131.

132.
133.
134.
135.

136.

137.

138.
139.

140.

141.
143.
144.
145.

146.

147.
148.

149.
150.
151.

152.

¥ ¥
14 y }‘%:# -\-K\\
AY-NeEt o L
\ z : ‘ 5 . ,
ArB K_l}v” | AUB : a\_‘ A
¥ i
:_,-"’-\ 1_&_ %
'}‘ =t %
A0 ] X 0 1 X
ANB NEY L BN A . L

a)2m+4, b)8-2m

al jedno, b) nieskorczenie wiele, <) jedno

a) tak; (7,-10), b) tak; (1}7,—2), ¢) nie; proste maja nieskonczenie wiele punktow
wspolnych, d) tak; (% 1%). e) nie, f) tak; (-3,-1)

a) nie, b) tak, <) nie

30

ay=3x-9 b y=-15x-85, ¢ y=025x-35, d)y=04x-68

a) 165, b) 25

J
a) (——E—j?) (‘—E éz—?) b) (~1,-3), (1,8,2,6)
1

al (2,5), (0,-1), b ("%*"T)’ c) nie ma punktow wspalnych, d) (
2

+ /T 30T=:
lub (L2, 212
|AB| = 2/3
a)y=5 bx=-1, dy=3x+3}, dy=3x-133
; 457 T
2) 0,1, b) (0,1, 1,0, 1,0, 0 ©0.-1, (=£,3), (£.1), o (-3, 55),

g
(E 1+4/3
s R

8
3
36
.r’\? l?\-"ﬁ
a) = b) 3
a) (x - 1)2 + (y - 2)2 3; b) (x +3)2 +(y - 512 = WL

a) (x+1)° +(y+3)° = T' (é,—g), b) (x + 1)* +(y +3)°* = 8,2

a) v26, b) 2.5

(e d) + -5) =B Bym-px
8,37
a) (-8,-16), (0,~10), (~6,~2), (-14,~8), b) (1,-2), (13,-4%), (9,-2), (8,2,0,4)

) C=(-2,-2) lub C=(1,-1), b C = (F,-32-3) b C= (-Z, 3 -3)

GEOMETRIA ANALITYCZNA 273



153.
154.

155.

156.
157.
158.
159.
160.
161.
162.
163.
165.

166.

167.

168.

170.

171.
172.
173.
174.

175.
176.

177.
178.
179.

180.
181.
182.

274

C=1(5-1) D=(2,-5-19)

T ﬂﬂ;ﬁ_ = _4\? _8\%‘_.-
c_(5,5 z)lubc-( 5By z)

a)ly=3x+/30-3, y=3x-v30-3, b)y=2x+/15-2, y=2x-+15-2,
Ay=-x+/6+1,y=-x-+/6+1, d)y=3x-3/3, y=13x+.3
aAX+5y-1+V26=0,x+5y-1-v26=0, b)2x-y-2-/5=0,2x-y-2+/5=0
(x =50 +(y+4)° =40

y=2x-4-35y=2x-4+3,5

(X+2+2P +(y+2+ V2 =4(3-22)

9
P>t

a==3ibe(-x;5=2/T0U (5 + 2/10; +)
(3-1,245, 1 +0,6\5)
10
\.q 1 \."'i 1 1 xq 1 \."i 5 \-._l. 5 \._1
a] {-139}! [lf[]]! b} (-T! E): (Ts})! C] (E1-T)! (E:T)1 d} (-E:"' G )! ("E: G )
l+v'§ I—\-':E 1—\-'.? |+\-".§ 3+ 2\-"@ E'l'—\"ﬁ 3—2\-"'[_'; G+ \."'E
a} ( E L] 2 )l ( 2 ¥ 2 )l b} ( 5 1 5 )l 5 1 5 1
Z & 6
o ©,-2), (-£,£)
a}x=—~.f’§_.y221ub x%_rxi,y=2+ .i}x= '”*ié‘i, "Ezal_{ji bx= "””H‘;‘ 2.
y= —H—lﬂx'].g' C] = 9—;[31 }"= —E}—ﬂ}.-IS ]le o 94-1%15' y= —g+ﬂ»"].2l
a2, h 8
2
: - £ 5x-2
P y}-i-i-x—E y;‘-%x—? rsax 5
= B : : —¥ —
a}{y“3x v Py 1ym=x=3, Oix<=2 , d i e)yz-x-3lub
yE-x-3 X2z-4
y=0 y<-x-3
yz-6
yz %x—E Y £=-x=3
}r{%x—E, f}y;%x—zluh ys-x-3lubx<2, g{yz2-x-3, h y&%x—z
yvz0 S<y=<-3
a)p=0lub p=—%. b pe (—rxr;—%) U (ﬂ:+M). cpE (—%;i})
a} {_\-"lii1 a}r Eﬂrﬂ:h {‘v"ﬁ: 3L b} {2 = 1".'?1_]}1 {21_4}r {2 + 'k"ll'gr_l}
(=1,1), (3,9)
a) brak punktéow wspdlnych dla p = 1 lub p < "%‘ jeden punkt wspdlny dla p = 1, dwa

punktydla-1<p<1llubp= —i, trzy punkty dla p = -1, cztery punkty dla —% <p<-1,
b) jeden punkt wspdlny dla p < % ip+#0, trzy punkty dla p = %

¥=2x+5,y=-2x+5
aly=v3x, v==y3x, bly=22x+1,v=-22x+1, o) x=-1, y=—%x—%, dix=1,

=32+ (y+ 2)7 =10, =31+ (y - 128)° = 10, (k=132 #(y-2) = 10, (x+7)? +(y-2) = 10

(x=2)* +(y-5v2)* =25

(x+2,5P7+(y+0,5°=6,5

y=1,¥=35 y=2§':’x+3 2y —2‘:'"’x+3+4§':‘
2-".__ W
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183.

184.
185.
186.
187.
188.

aam=3lubm= -2%, bite (—oo 12 - \,-"5) U (—2 + x.-’§;+m)

pe(-2;-3)

(8-+/3,3-2.3),(8+.3,3+2.3)

a= l lub a = %

a) okolo 110,57 ‘l.*fs'.kazﬂwkﬁ. Zauwaz, e .a.mkan}- kqt jest rowny katowi w trojkacie,

ktorego wierzcholkami sa srodki dan}'ch okregow i punkt ich przeciecia. b) 3
I

189.a) vy = -%:«:2 +2, By= —!1_; 24 X+ 3 L wskazowka: Odleglosé punktu od okregu to
dlugost najkrotszego z odcinkdw {aczqcy{:h ten punkt z punktami okregu.
o2 B P 0 2 2 <4 i = 2 4 ]
190.:.){"‘ 2P +(y-1229 h}{x o — {.x +y-1F < VAR
x<1 (x+ 12 +(y+1F 22 y<=Xx+3

191

192.
193.

(x+2P +y?<9
+{y+3}3>91ub}*3—§x. e x-1P+(y-2P24lub (x+ 1P +(y-2%24, H{y<-x+1

V<X+3
>3x+4 =
ye-ix+3 i - y>3X-
] z 5 yegx+l2 } y22x-13
« 8 -d4x &+ 24, R
el y;—%x~4 y<ix+
y<4 3 3. s
}*&-—:EX+4 YE-5Xk=5
a)P=2mw, b)P=8m, CQP=m+2, diP=4m-8
a) - Yi : - h] k= ¥y
i. Y //
| o
]: /'/I
| | /
II B — / _/,f i] i =
o 1 % 4 |
c) ¥y d) ¥l
il 2 b ol
0 i,/ x 01 x

PRZED SPRAWDZIANEM

i
e

Woge N oo D) e

D

i T e T~ O e T =~ S - A e W -
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11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.

20

= o N =

=

10 +2/5
37,5
(-7,2), (-2 + 2\/5, 7}

(sLi9). (3.2)

L X+ 12F +(y-31)2 =17
21.

(57-5%)

PRZED MATURA

BMORN NN NN BN NN ek ok sk omk sk omk ok sk omk o=k
SESRUESC PRABORERERS
(] =T ~ - B
win )

X
"

(AR
&’

L
-l

276

PO NDGOH LN

I"\

. B

N W R R 0N nNnQg e R E

HJIU'I

)

(0.~
~3x+ 16
( 1), 1ABI =12,5

=
i
,
o
U
| =

{'E:4 15 E]

=

.y=--x+f} |uby-~%x+5

=(6,12)

el —
iy
I
sty
I‘\:l
=)
=
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32.a=6-6/3,a=6luba=6+6.3
2048
33. 3
1.a) V=180, Vo =180, V3 =300, b)V; =54, Vo =060, V3 =30
2. P. =564
- e
3 V= 24,F£~az
aav=%, pv=3L gv-2
5.V =558, P. =6(66+ 13)
6.V = 1605
7.H=3a,pP=231
Sat
'a- T_.
a+/b
s S
10.v = 223¥2 p. =823
11.a) V =440m3, b)P =127 m®
12. a) okolo 5,6 m, b) okolo 133m?, ¢) okoto 164 m?
13 V= 7a’ 2 P.= a’(5+3v3)
PR T e 4
14. 1,_,'@:1
15. 1 — X1, I — ¥V, IV — IX, VI — VIII, VII — XII
16. tak; tak
17.2) (VZ-1)a, b §, 0%
_ 161a® _ a*{105+3)
18.V = 162 + fe= 18
_ 21435 _ 3a%(543+9,%) . 23,548  af233 4607+ 3089
19'3]V‘T’P*“T’ h”‘_lﬁ o Pom =
20. a) tak, b) dwie; 1, -‘-’-f, c) tak: sa jeszeze dwie mozliwosci: ceworoscian o krawedziach
diugosci: 1, 1, 2, V2, 1, /3 lub o krawedziach dlugosci: 1, 1, V2, V2, V2, V3
21. %\-"2»@’2
22.3./3:1
23. 180/ 5mcm?
24. a) 4 razy, b) 4 razy
25. 107,52m
26. %
27. okolo 1,63 m?
28.V = M+rd" P.=mr(r+R)
2304
29, =
30. 4327
15 6251
'3‘1- T
32. a) % raza, b) % raza
33. 24
34. a) 324./3, b) 4323
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35.
36.

37.
38.
39.
40.
41.
42.
43.
44.
45.
46.
47.
48.
49.
50.
51.
52.
53.
54.
55.
56.
57.
58.
59.
60.
61.

62.

63.
64.

65. —E—

66.
67.
68.
69.
70.
71.
72.
73.
74,

278

r_ '\."Eﬂ'dj _ “+1-.""E]'T'I'fj.‘E
V="§ +Pe= 3
R =2r lub R = (/5 - 1)r, gdzie R — promieri podstawy stozka, r — promien podstawy

walca

a) a=30° b) f=~49° (sinp=3)

V = 3mem?

120% 90°

okolo 357

30% okolo 27°

a) ao=78% h)B=41° c)y=46°

d=12.5,V=432/15

okolo 68% okolo 73°

a) 60°% b)okoto 353°, o) 45°

okolo 347

a) okoto 76% okolo 72°, b) okolo 67°, ¢) okolo 23°,  d) okolo 77°
a) 45° b)okolo 557, «¢) okolo 109,5°% d) okolo 70,57

a) krawedz boczna: 6; krawed? podstawy: 342, b) 60° ©) 45°
V144 sin” 35°+ 108 cos? 35° = 10,95 cm; okolo 39°

okolo 69°

a) okolo 267  b) okolo 34°

o= 77"

a) V =36+/3, P, = 12(6 + /3), b) okolo 56° ¢ okolo 16°
okolo 487

okolo 13°

V=152

V=482

wysokosc: 5sin 50° = 3,83 cm; krawedz podstawy: 52 cos50° = 4,55¢cm
a) /13, b) okolo 64°, c¢) okolo 76,5°, d) okolo 65°

a) okolo 27% okolo 104,5°%, b) okolo 687 okolo 98°

— T
wysokose: —-1-2—15-‘&3 = 9,7; krawedz podstawy: u;-’",—-‘h‘j—é = 12,2
A d+tg® 70 o d+tg? 70

“"‘")T'IS; okolo 49°
Sin o
1= +3cos P
|
tgo—2Y cosd o

81.7

+1

s

Vo= 109, P, = 151

a) okoto 71°, b)) okolo 17°

a) V=213, P = 16(/3+8), b)V =103, P ~ 151
okolo 66% okolo 58°

a) V=363, b V=96,21

a) okolo 35° b)) okolo 41°, ) 45°

a) okolo 94°, b) okolo 83°

a) okolo 104° b) okolo 128°

ODPOWIEDZI



75.

b= IIII-EL -1-( —l’é)a'

prﬂs\inkatem co najmniej: aZ, co najwyzej: +2a’

77.

79.2) 8(v/3+2), b)2(10+3V2), ¢ 5+32+ 41 d) 24 +/39), e)6(/2+/13),
f) 2032 + J29)

80. a%.2

82.a)P=3, ppP=-2 op-23B

83. a) —gﬁ, b) okolo 55°

84. okolo 48°

85.

86.
87.
88.
89.

90.
91.
92.

93.:

94.
95.
96.
97.
98.
99.
100.
101.
102.
104.

105.
106.

107.
108.
109.
110.

111.
112,
113.

290v7, b 2L 3039, )96

] b <
a) a2\7, b)a?J15, o 3“, d) 3‘5“

34195

8126 +/3)
432 \.-'ﬁ

25
najmniejsze: P =

- “az najwieksze: P = 2a*

nie
as as~'cal )5 1 Su"gﬂ“. 3 \-':E 2
a) “g ) =g O g4

) By e ABLESAB iy, BT papyr T8 i o 240 iy - 129 gy vm S6ET

78
12

okolo 41°
P

+
P=5Uf§

aa, b) %2
P= 1812- cm?
b) P = —
szescmkatem; obwod = 45+ 2.2
45" lub okolo 11°

dla 0 < & £ o¢p trojkat o polu P =
P W2 5in o — cos

sin” o
P=108
Wskazowka. Nalezy wykazac, ze proste DE i HF sa skosne. Proste te nie s rownolegle,
poniewaz DE || AC i HF || AC. Proste te nie przecinajy sig, poniewaz punkt przeciecia
musiatby lezed na prostej AC, a to nie jest mozliwe, gdyz DE || AC.

.
2eosot

, gdzie tg &g = 2, czvli ag = 55°

dla cp < o < 90° trapez o polu

o M2 2
P= Tﬂ
okolo 34°
al Vv = %E b) 1-"=1%. V= "—J’Tr
a) V=4104, b)V=1053.3, ¢ V=4725
av=28 bv=23 gv=3%
4 43 razy
\."Ii
*h

114. okolo 2,06¢g

115.

241t
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116. V; = 14, V2 = 333

117. okolo 5,7 szklanki

118. okolo 6,981

119. ) 1257 ~ 12,7m?, b) 505m?, o 7613 ~ 131,6m’

120. V = }lrﬁ. Wskazowka. Od objetosci ostrostupa scigtego odejmij objetosé ostroslupa
o podstawie DEF,

121.3) 1:7:19, By 1:7:19:37, ¢ 1:7:19:37:61

122. 82 . g6

9949
123. okolo Gom

PRZED SPRAWDZIANEM
1.D
2. A
3.E
4.C
5. A
8.V =555,5, P. = 2224943
- Szgn1 V- 3'%3(%1:-
8.16/39
0, LAT
10. a) 8, b) okolo 53% okolo 63,5% okolo 63,57
11. A
12. A
13.D
14. D
15.B
16. a) okolo 86° b) okolo 83° <) okolo 77°

17. okolo 1617
1B. P. = 192(1 + +/2), V =256+3

117 98
- 135 lub 15

RZED MATURA

[y
w

5. 144 + 384.2
ﬁ‘lﬂvﬁ
6 e
7. P, =930, cosax = J10
8
9

10

280 ODPOWIEDZI



. a) blad bezwzgledny 6744; blad wzgledny okoto 3,5%, b) blad bezwzgledny 0,445 m?;

blad wzgledny okolo 4,7%, c) blad bezwzgledny 0,25 ha, blad wzgledny okolo 11,1%,
d) blad bezwzgledny 1001, blad wzgledny okofo 4,2%, e) blad bezwzgledny 25 zi; blad
wzgledny okolo 4,8%

3. 1: okolo 0,37%, 2: okolo 3,8%, 3: okolo 1,7%, 4: okolo 2,2%, 5: okolo 2,8%, 6: okolo
1,.3%
4, a) okolo 0,01%, 0,09%, 0,88%, b) okolo 0,03%, 0,23%, 0,23%, c) okolo 0,01%, 0,48%,
2,45%
5. a) okolo 52m*, okolo 0,9%, b) okoto 48 m?, okoto 8,5%
7.0)d, e, f
8. a) 1,59%, 1,54%, b) 5,41%, 4,88%
9.a) 21,5 b)17,7, ©) 20,05 lub 19,95, d) 21,01 lub 18,99
10. a) okolo 1,5%, b) okolo 5,4%, ) okolo 8,9%
11. w drugim
12. 77 kg lub 175 kg

13.
14.
15.
16.
17.

18.

19.

20.
21.

22.
23.
24.
25.
26.
27.

28.
30.
32.

33.
34.

a) 18,75, by 112

a) 500, b} okolo 4,76%, <) 1,(01)%

liczha a, dwa razy

okoto 4%

srednia arytmetyczna: a) 42,2, b) 28,75, ¢ 10, d) okolo 5,08, e)okolo 13,1, f)-0,5;
mediana: a) 43, B9, 10,5, d)5,5 e) 11, [)-0,5; dominanta: a) 53, h)4 i 9,
c)12i13, d)2, e} 8, f)brak

a) srednia arvimetyezna; klasa I A okolo 2,8, klasa 111 B okolo 2,5, mediana: klasa 111 A

3, Klasa IIl B 2, dominanta: klasa III A 4, klasa IIl B 2, b) §rednia aryvtmetyczna
okolo 2,69, mediana 2, dominanta 2

srednia arytmetyczna: miasto A okolo 1,86, miasto B okolo 2,62, razem 2,35; mediana:
miasto A 2, miasto B 3, razem 2; dominanta: miasto A 2, miasto B 1 i 4, razem 1

a) 30%, b)50%, c)25%, d)75%

a) srednia arytmetyczna 1,9975m; mediana 1,995 m; dominanta 1,98m, b) $rednia
arytmetyczna okolo 1,01 kg; mediana 1,03 kg; dominanta 1,05 kg, c) Srednia arytme-
tvezna okoto 100,17 kg; mediana 100 kg; dominanta 100 kg

a) 28 lat, b) 17 lat

29 lat

srednia arytmetyczna 1,91, dominanta 2, mediana 2

x=11,y=14

a) Kamil 4, Karolina 5, b) Kamil okolo 3,03%, Karolina okolo 2,04%

a) drednia arytmetyezna 1,7; mediana 1,5; dominanta 1, b) $rednia arytmetyczna 0,8;
mediana 1; dominanta 1, c¢) srednia arvimetyczna (,9; mediana 1; dominanta 0

a) 37, b) 135, ¢ -2, d) 111, e) 28

a) tak, b)tak, c)siedem, d) nie, e) nie

a)a = 13, dominanta 7; mediana 7, b)a = 2, dominanta 2; mediana 4,5, cla =4,
dominanta 12; mediana 11, d)a =10, dominanta 10; mediana 10

a) 27°C, b) okolo 4768,57 =1

3600 kg
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35.
36.

39.

40.
41.

42,
43.
44.
45.
46.

47.
48.

49.
50.
51.
52.

54.
55.

56.

57.
58.
59.
60.

61.

62.
63.
64.
65.
66.
67.
70.
71.
72.

282

a) 40, b) 5

zestaw Ac rozstep danveh 9; rozstep miedzykwartylowy 3,5, zestaw B: rozstep danvch
35; rozstep miedzykwartylowy 27

a) miejscowos¢ A: 30, miejscowos¢ B: 41, miejscowosé C: 30, b) w miejscowosci A,
¢} w miejscowosci A, d) w miejscowosci B, e) Miejscowosd A: 96, miejscowosc B: 90,
miejscowosc C: 96, ) w miejscowosciach A i C

dwa razy

alx=5p=10hbx=10,¥=5, blx=5y=13bx=13, y=5, x=6,y=9lub
x=0,y=6

o (0,8

a) 7,625, by 2,6, 6,5 drds

a) 5,5, b) 6 punktow

druzyna z restauracji Sedan

Dowcipny Jan: sem. [ — 2,75; sem. Il — 3,08; ocena roczna — 3, Pilna Aneta: sem. [ —
5.57; sem. Il — 4,71; ocena roczna — 5, Pracowity Adam: sem. I — 4,02; sem. Il — 4,44,
ocena roczna — 4

a) wyjazd na Riwiere Turecka, b) oferte firmy Grosik

ser twarogowy tlusty 162 keal, szynka gotowana 389 kcal, mleko 42 kcal, cebula 22 keal,
czekolada 494 keal

23,70 z1

a) 2, b) 2,5, 03

3,11 z1

a) stosunek wag jest rowny 1:2, b) stosunek wag jest rowny 7:3, ¢} stosunek wag jest

rowny (z - yi:ix - z)
alX=82,0=462, bX=6,0=36 xXx=2,=1,7, dx=36,0c=231
w klasie Il b

—— !

kolejka I: ¥ = 4 = 23, 0 =/ = 149, kolejka I: X = 3 =~ 18, 0 = /57 ~ 0,92,
Kolejka I1L: ¥ = & ~ 3,9, ¢ = (222 ~ 1,73
| BRI TR o A "‘".JSI“':
koszyk 1: okoto 5,93, koszyk II: okolo 2,89
X=12~26, 0156
a) 3,06, b) 10,83, ¢) 0,92

a) 20 pudetek przez maszyne I, 10 pudelek przez maszyne I, b) w przypadku maszyny
[ (x1=50,15, Ay = 49,6), ) w przypadku maszyny I (oy = 1,01, oy = 1,02)

oy = 1,645, oy = 1,414, oy = 1,033, o = 1,480; najwicksze odchylenie standardowe I,
a najmniejsze — 111

najwicksze — w Il ¢, najmniejsze — w Il a

s = 0,49, op = 1,855, o =08

alX =195 g =67, b)okolo69%

X=16,1, o =1,1

srednia jest wyzsza w firmie B, odchylenie standardowe — w firmie A

fragment 1: ¥ = 4,2, o = 1,8; fragment 2: X = 4,2, & = 1,3; fragment 3: X = 4,7, ¢ = 2,5
a) mniejsze, b) mniejsze, <) wicksze

na wschod od ucznia

ajXx=1,0=0387, b)x=1,25 ¢ = 0,692

ODPOWIEDZI



T3 x=-55iy=55lubx=55iy=-55
Td.1i5
5. x=2,62, a=135
76. 1 lub 16
T7.418
78.a) 100, b) 1040, <) 290
79.X=8, 0 =234 = 11,66
80.xX=52, 0=4816 = 2,86
82. a) drednia =X + a, odchylenie standardowe = 5, b) drednia = bX, odchylenie standardo-
we = bs
83. a) srednia = bX + a, odchylenie standardowe = bs, b) drednia = 33, odchylenie standar-
dowe = 6 Wskazowka. Skorzystaj z rozwiazania podpunktu a). ¢)a=-4, b= %
PRZED SPRAWDZIANEM
s [ o
2.B
3.D
4. B
5. A
6.D
5 B
B.B
9.8
10. w przypadku Michata (Michal: okolo 3,47%, Ania: okolo 1,16%)
11. 2,88
12. a) srednia arvtmetyczna 16,2; mediana 17,5; dominanta 10 i 20, b) o okolo 38,2%
13. 82%
14. 8
15. 11 (tyvlko te o masie 1,3 kg i 1,4 kg)
16. 6 = 2,45 Wskazowka. Liczbami w zestawie sq 3, 7, 9, 9.
PRZED MATURA

1. A
D

M

3.A
4.D
5.D
6. A
7.C
8.5
9.C
10.B
11.B
12. okolo 8cm, 4%
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VAT

Podreczniki w wersji uczniowskiej sg przeznaczone
do nauki matematyki w czteroletnim liceum lub
piecioletnim technikum. Spetniajg one kryteria
Ustawy o systemie oswiaty i najnowszej podstawy
programowej z 2018 roku. Zostaty dopuszczone
przez MEIN do uzytku szkolnego i wpisane

do wykazu podrecznikow.

Numery dopuszczenia:

964/3/2021 (zakres podstawowy)

963/3/2021 (zakres rozszerzony)

Zestaw dla ucznia skiada sie z odpowiedniego podrecznika (dla zakresu
podstawowego lub rozszerzonego) i zbioru zadan. Uczniom poszukujacym
dodatkowych éwiczen warto polecic¢ zeszyt ¢wiczen lub dostepny online
program Matnau 3.

Zeszylt cwiczen www.rmatnau.gwo.pl

gdanskie
wydawnictwo

www.gwo.pl oswiatowe




