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1. LICZBY NATURALNE

I 1.1. LICZBY NATURALNE

Liczby naturalne oznaczamy symbolem N.
przyktad: N={0,1,2,3,..}

Liczby naturalne dodatnie oznaczamy symbolem NV_.

przykiad: N, ={1,2,3,...} - liczby naturalne wigksze od zera

Liczba 0 nie jest ani liczbg dodatnia, ani ujemna.

Zbior liczb naturalnych N jest zbiorem nieskoriczonym.
Najmniejsza liczbg w zbiorze liczb naturalnych jest liczba zero.

Liczby zapisujemy za pomocg dziesieciu cyfr: 0,1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8, 9, na przykiad:
przyktad: 202 - liczba trzycyfrowa, zapisana za pomoca dwoch cyfr: 0 2

8 — liczba jednocyfrowa

23455 - liczba pieciocyfrowa zapisana za pomoca cyfr 2,3,4,5

Dziesigtkowy ukiad pozycyjny - 10 jednostek nizszego rzedu stanowi jedng jednostke wyzszego
rzedu; znaczenie cyfry zalezy od miejsca (pozycji), ktore zajmuje w zapisie liczby.

przyktad: 10 jednosci to 1 dziesigtka
607
x,-f""f ¥ H""‘H-HA
6 0 7
cyfra cyfra cyfra
setek dziesigtek  jednosci
12 890 341 500
< f 5, Y
-~ I \_\\ E
rai | \x
r Y 4 -
grupa grupa garupa grupa
> miliardow  miliondw  tysiecy  jednosci
2
el
g orzyktod: 12 890 341 500 - dwanascie miliardow osiemset dziewiecdziesigt milionow trzysta
E czterdziesci jeden tysiecy piecset
& 12890341500=1-10000000000+2-1000000000+8-100000000+
E +9-10000000+0-1000000+3-100000+4-10000+1-1000+5-100+0-10+0-1
=
Skroty stosowane w zapisie liczb:
tys. — tysigc
min - milion

mld - miliard

przykiad: 3 mld 600 min 4 tys. - trzy miliardy szes¢set miliondw cztery tysigce

12 11.LICZBY NATURALNE



I 1.2. PODZIELNOSC LICZB NATURALNYCH

Liczba naturalna a jest podzielna przez liczbe naturalng b rézng od zera, gdy istnieje taka liczba
naturalnac,zea=b-c.

Liczbe b nazywamy dzielnikiem liczby a.
Liczba a jest wielokrotnoscig liczby b.

Liczba 1jest dzielnikiem kazdej liczby naturalne;.

Liczba 1 ma tylko jeden dzielnik.

Liczba 0 ma nieskonczenie wiele dzielnikow (dzieli sie przez kazdg liczbe naturalng dodatnia).
Zero jest wielokrotnoscig kazdej liczby.

Kazda liczba naturalna wieksza od zera ma nieskoriczenie wiele réznych wielokrotnosci.

Dzielnik liczby

przykiad: dzielniki liczby 24 t0: 1, 2, 3, 4. 6, 8, 12, 24
dzielniki liczby 13 to: 1, 13
dzielniki liczby 15 to: 1, 3, 5,15

Dzielnik wiasciwy liczby naturalnej dodatniej — dzielnik naturalny danej liczby mniejszy od tej
liczby.

Dzielniki wiasciwe liczby 6:1, 2, 3.

Dzielnik wiasciwe liczby 13: 1.

Wspolny dzielnik liczb naturalnych a, b réznych od zera - liczba naturalna, ktdra jest dzielnikiem
kazdejz liczbaib.
przyktad: Wspolny dzielnik liczb 12 i 16 to liczba 1, 4.

Wspdlny dzielnik liczb 15, 30, 55 to 1, 5.

Wspdlne dzielniki liczb 301 40 to: 1, 2, 5, 10.

Wspdlny dzielnik liczb 17 i 25 to: 1.

Najwiekszy wspélny dzielnik liczb naturalnych a,b, z ktorych co najmniej jedna jest rézna od
zera — najwieksza z liczb naturalnych, ktdra jest dzielnikiem kazdej z liczba i b.
przyktad: NWD(60, 24) =12 NWD(4, 8) = 4 NWD(12,19) =1

Wielokrotnos¢ liczby
przyktad: 0, 5,10, 15, 20, 25, ... - wielokrotnosci liczby 5

Najmniejsza wspodlna wielokrotnos¢ liczb naturalnycha,b roznych od zera - najmniejsza z liczb
naturalnych wiekszych od zera, ktdra jest podzielna przeza i przez b.
przyktad: NWW(60, 42) = 420 NWD(3,6) =6 NWD(7,13) = 91

[V F]
=
]
<
-3
=
<
Z
-
=2}
(]
ot
=
-
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Liczby naturalne g, b, z ktérych co najmniej jedna jest rézna od zera, nazywamy liczbami
wzglednie pierwszymi, gdy ich najwiekszy wspolny dzielnik jest rowny 1: NWW(a, b) =1.
przykiad: Liczby wzglednie pierwsze to 4i 7, bo NWD(4, 7) = 1.

Dla dowolnych liczb naturalnych a, b wiekszych od zera prawdziwa jest rownosc:
NWD(a, b) - NWW(a, b)=a - b
przyktad: NWD(6, 15) = 3; NWW(6, 15) = 30

NWD(6, 15) - NWW(6,15)=3-30=90=6-15

Liczba pierwsza - liczba naturalna wieksza od 1, ktdra ma tylko dwa dzielniki naturalne.
Liczb pierwszych jest nieskoriczenie wiele. Tylko jedna z tych liczb jest parzysta.

przykiad: 13 - liczba pierwsza (jej dzielnikami sa tylko liczby 1i 13).
Liczby pierwsze: 2, 3,5, 7, 11,13,17,19, 23, ..., 61, ..., 89, ...

Liczba ztozona - liczba naturalna wieksza od 1, ktora nie jest liczbg pierwsza.
Liczba ztozona ma wiecej niz dwa dzielniki naturalne.

przykiad: 46 - liczba ztozona (jej dzielnikito 1, 2, 23, 46).
Liczby ztozone: 4, 6, 8, 9,10, 12, ...

Liczby 0 i 1 nie sg ani liczbami pierwszymi, ani ztozonymi.

Liczby parzyste - liczby, ktore dzielg sie przez 2.
przyktad: 8,102, 70 - liczby parzyste

Liczby nieparzyste - liczby, ktdre nie dzielg sie przez 2.
przykiad: 7,999, 507 - liczby nieparzyste

I 1.3. CECHY PODZIELNOSCI LICZB NATURALNYCH

Liczba naturalna jest podzielna przez:

gdy jej cyfra jednoscijest 0, 2,4, 6 lub 8

przyktad: 718 - liczba podzielna przez 2 (cyfra jednosci jest 8)
461 - liczba niepodzielna przez 2 (cyfra jednosci jest 1)

3
gdy suma jej cyfr dzieli sie przez 3
przykiad: 5082 - liczba podzielna przez 3 (suma cyfrjestrowna 5+ 0+ + 8 + 2 =15, aliczba 15
jest podzielna przez 3)
361 - liczba niepodzielna przez 3 (suma cyfr jest rowna 3 + 6 + 1= 10, a liczba 10 jest
niepodzielna przez 3)

kel
=
=l
=
2
E
o=
m
-
o
el
-
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4
gdy jej dwie ostatnie cyfry sg zerami lub tworzg liczbe podzielng przez 4
przykiad: 724 - liczba podzielna przez 4 (dwie ostatnie cyfry tworzg liczbe 24, ktéra jest
podzielna przez 4)

12 307 - liczba niepodzielna przez 4 (dwie ostatnie cyfry tworzg liczbe 7 niepodzielna
przez 4)

gdy jej cyfrg jednoscijest O lub 5
przyktad: 6 879 350 - liczba podzielna przez 5 (cyfra jednosci jest 0)
809 - liczba niepodzielna przez 5 (cyfra jednosci jest roznaod 0 5)

6
gdy dzieli sie przez 2 i przez 3
przykiad: 4368 - liczba podzielna przez 6 (dzieli sie przez 2, bo cyfra jednosci jest 2, oraz dzieli
sie przez 3, bo jej suma cyfr jest rowna 21)
436 - liczba nie dzieli sie przez 6 (dzieli sie przez 2, ale nie dzieli sie przez 3)

9
gdy suma jej cyfr dzieli sie przez 9
przyktad: 5463 - liczba podzielna przez 9 (suma cyfrjestrowna 5+ 4 + + 6 + 3 =18, a liczba 18
jest podzielna przez 9)

546 - liczba niepodzielna przez 9 (suma cyfr jestrowna 5 + 4 + 6 =15, a to liczba
niepodzielna przez 9)

10
gdy jej cyfra jednosci jest 0

przyktad: 1758 990 - liczba podzielna przez 10 (cyfrg jednosci jest 0)
1567 - liczba niepodzielna przez 10 (cyfra jednosci jest rézna od 0)

25
gdy dwie ostatnie jej cyfry sa zerami lub tworzg liczbe podzielng przez 25

przyktad: 9750 - liczba podzielna przez 25 (dwie ostatnie cyfry tworzg liczbe 50 podzielng przez

25)
132 - liczba niepodzielna przez 25 (dwie ostatnie cyfry tworza liczbe 32 niepodzielna
przez 25)

100
gdy dwie jej ostatnie cyfry sa zerami
przykiad: 60 800 - liczba podzielna przez 100 (dwie ostatnie cyfry sa zerami)
5930 - liczba niepodzielna przez 100 (cyfra dziesigtek nie jest zerem)

przykiad: 2 781900 - niektore dzielniki liczby to: 2, 3, 4, 5, 6, 9, 10, 25, 100.

kel
=
sl
=f
o
=
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=
-
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=
i
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I 1.4. ROZKLAD LICZB ZLOZONYCH NA CZYNNIKI PIERWSZE

Kazda liczba naturalna rézna od 0 i od 1 jest liczba pierwsza albo liczba ztozona.

Liczbe ztozong mozna zapisaé w postaci iloczynu liczb pierwszych, czyli roztozy¢€ jg na czynniki
pierwsze.

Rozktad danej liczby na czynniki pierwsze jest jednoznaczny. Oznacza to, ze rozklady tej samej
liczby na czynniki pierwsze moga roznic sie tylko kolejnoscig wystepowania liczb pierwszych.

przykiod: Rozktad liczb 60 i 42 na czynniki pierwsze.

60 | 2 42
30 | 2 21
151 3 7|7
515
1 42=2-3.7
60=2-2-3.5
przykiad: Wyznaczanie najwiekszego wspolnego dzielnika liczb 60 i 42.
60 | (@ 42 |2
30 | 2 21 | (3)
15 | (3 7
515
1

Nalezy wybra¢ wspolne czynniki pierwsze obu liczb i je pomnozy¢.
NWD(60,42)=2-.3=6

ad: Wyznaczanie najmniejszej wspolnej wielokrotnosci liczb 60 i 42,

60 |/2\ 42 | 2
30 | 2] 21 | 3
15 | 3 | 7@
5 |\5/

1

Nalezy wypisa¢ wszystkie czynniki pierwsze liczby 60 oraz wszystkie te czynniki
pierwsze liczby 42, ktérych nie ma w rozktadzie liczby 60 (lub ktérych jest wiecej)
i pomnozy¢ wypisane liczby.

NWW(60,42)=2-2-3-5-7=420

I 1.5. PRZYBLIZENIA | ZAOKRAGLANIE LICZB

Przyblizenie z nadmiarem - przyblizenie wieksze od liczby.

przyktad: Zamiast: W teatrze byfo 456 widzow, mozemy powiedzie¢: W teatrze byto okofo 500 widzow.

Przyblizenie z niedomiarem - przyblizenie mniejsze od liczby.

przyktod: Zamiast: W teatrze byto 608 widzow, mozemy powiedzie¢: W teatrze byto okofo 600 widzow.

16 15.PRZYBLIZENIA | ZAOKRAGLANIE LICZB



Zaokraglenie liczby - zastapienie zerami (odrzucenie) pewnej liczby jej cyfr koncowych, zgodnie
z regulg zackraglania.

przykiad: Reguta zaokraglania liczb

Jesli pierwsza z odrzuconych cyfrjest: 0, 1, 2, 3, 4, to ostatnig z zachowanych cyfr pozostawiamy
bez zmian.

przyktad: 5694 =~ 5690 0,73=~0,7 02~0

Jesli pierwszg z odrzuconych cyfr jest: 5, 6, 7, 8, 9, ostatnig z zachowanych cyfr zwiekszamy
o jeden.

przykfad: 3,508 ~ 3,51 0,99 ~ 1 105~ 110

I 1.6. POROWNYWANIE LICZB NATURALNYCH

RELACJE MIEDZY LICZBAMI NATURALNYMI ZAPISUJEMY ZA POMOCA SYMBOLI:
— | jestrowne 5=5
= | jest nierowne 4=2
< jest mniejsze 60 < 200
> | jest wieksze 7>0
= | jest mniejsze badz rowne (jest nie wieksze) 29
> | jest wieksze badz rowne (jest nie mniejsze) 41

I 1.7. DZIAtANIA W ZBIORZE LICZB NATURALNYCH

Do zbioru liczb naturalnych zawsze nalezy wynik dodawania i mnozenia dwoch liczb naturalnych.
Mowimy, ze dodawanie i mnozenie to dziatania wykonalne w zbiorze liczb naturalnych.

W zbiorze liczb naturalnych mozna wykonac dzielenie z reszta.
Liczbe naturalng r <b nazywamy resztg z dzielenia liczby naturalnej g przez liczbe naturalng b,
rézng od zera, gdy istnieje taka liczba naturalnac, zea=c-b +r.
Reszta jest zawsze mniejsza od dzielnika.
Liczba r moze wiecby¢ rowna 0,1, 2, ..., b — 1.
przyktad: 25:4=6r1czyli25=4-6 +1
Liczba 1to reszta z dzielenia liczby 25 przez 4.
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2. LICZBY CALKOWITE

I 2.1. ZBIOR LICZB CALKOWITYCH

Liczby catkowite C
przyktad: C={..—2,-1,0,12,..}

Liczby catkowite dodatnie C,
przyktad: C, ={1,2,3,4,5..} =N,
Liczby catkowite ujemne C_
przyktad: C_ ={..,~5,~4,-3,-2,~1}

Liczby catkowite nieujemne
przyktad: {0,1,2,3,4,5..} =N

Liczby catkowite niedodatnie
przyklad: {..—5,—4,-3,-2,—10}

Zbior liczb catkowitych jest zbiorem nieskofnczonym, nie ma w nim ani liczby najmniejszej, ani
liczby najwiekszej.
W sktad zbioru liczb catkowitych wchodzg liczby naturalne.

I 2.2. LICZBY NA OSI LICZBOWEJ

OS liczbowa to prosta, na ktdrej ustalono zwrot dodatni, punkt zerowy i odcinek jednostkowy.
Na osi liczbowe;j:

* liczby lezgce na lewo od 0 to liczby ujemne,

- liczby lezgce na prawo od O to liczby dodatnie.

Liczba O nie jest ani dodatnia, ani ujemna.

liczby ujemne zero liczby dodatnie

| t i -

4 | 4

-3 =2 -1 0 1 2 3
Kazdemu punktowi na osi liczbowe] odpowiada tylko jedna liczba (niekoniecznie catkowita).
Nazywamy jg wspoétrzedna tego punktu.

1 ? 1 L
5 = =3 <F -1 0 7

¥

Wspotrzedna punktu P jest rowna 2, a wspotrzedna punktu Q jest rowna —3.
Zapisujemy: P= (2). Q = (-3).

2.2, LICZBY NA OS| LICZBOWE)



Jesli na osi liczbowej jest zaznaczony punkt P = (a), to zapis: x > g opisuje zbidr punktow lezgcych
na osi liczbowej na prawo od punktu P; wspétrzedne tych punktow sa wieksze od a.

X >0
przyktad: L
3 =2 =T B T Z 3 &
Xy

X = @ opisuje zbior punktow, ktorych wspotrzedne sg wieksze badz rowne a.
x>a

przyktad: iiiif{{i{i/iffiiiif

X < g opisuje zbidr punktéw lezgcych na osi liczbowej na lewo od punktu P; wspotrzedne tych

punktdw sg mniejsze od a.
x<a

.L}-r-z_:rj"r{-'l.':.?d: ; ; "-», : Y | I I J ; -
-3 =2 -] 0 1 2 3 X
X< —2

X < @ opisuje zbidr punktow, ktérych wspotrzedne sg mniejsze badz réwne a.

ala |.-"I e E
przyktad. RN

43 -t O I B 3

x<a

Y

I 2.3. LICZBY PRZECIWNE

Liczby przeciwne to liczby lezace na osi liczbowej w rownej odlegtosci od 0, lecz po jego
przeciwnych stronach.

przyktad: - 3 i '

i el A = ol B 1 89 4 B OB

Liczba 3 lezy na osi liczbowej w odlegtosci 3 od 0.
Liczba —3 lezy na osi liczbowej w odlegtosci 3 od 0.
Liczby 3 i —3 to liczby przeciwne.

Suma liczb przeciwnych jest réwna 0.
a+(—a)=0
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I 2.4. WARTOSC BEZWZGLEDNA

Wartosc bezwzgledna liczby a to odleglosc tej liczby od 0 na osi liczbowej.
Wartosc¢ bezwzglednga liczby a oznaczamy: |a|.

Wartoscig bezwzgledna liczby a jest:
- ta sama liczba g, jesli g jest liczba nieujemna,
* liczba przeciwna do g, jesli a jest liczba ujemna.

\a\— a, jeslia =0
~ |—a,jedlia<0

Wartosc¢ bezwzgledna jest zawsze liczba nieujemna.

przyktad: |9|=9 -105|=105
—6|=6 99) =99
0|=0 [-99|=99
Liczby przeciwne majq te samg wartos¢ bezwzgledna: |o|=|a|
=0 a
e
-a 0 a x
przyktad: = 4
-4 L’I:r 4 x;

Odlegtos¢ na osi liczbowej miedzy dwoma punktami A = (@), B = (b) jest réwna |a —b|.

] 1 P
1 1 -~

33 lz 11 0 i 3
|[AB| = [1—(=3)|=4

przykiad: A=(-3) B=(1)
1

Wiasnosci wartosci bezwzglednej

o-6|= o
WOl przykfad:|-3-4|=|-3-|4| =3-4=12
=
2 H:H,jes’libi{]
2 6 b b
o i L
E orzyktad: _—g = H - % =2
" a-bl=|p-d
przykfad: |3— 4| = |4 - 3| =
o-+|<lal+/d

przyktad: |-5+2|<|-5|+[2]

20 2.4 WARTOSC BEZWZGLEDNA



I 2.5. POROWNYWANIE LICZB CAtKOWITYCH

Liczba wieksza lezy na osi liczbowej na prawo od liczby mniejszej.

przy«iaa.

@

[l i Il Il Il i i .
I T | 1 T | ! F

SF b b el 2 ST D T D O3 o8 B B

-1 <-4

: . : ¢ : { : 4 -t
-12-11-10 -9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2

9 <15

&

8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18

-

Z dwdch liczb ujemnych wieksza jest ta, ktdrej wartos¢ bezwzgledna jest mniejsza.

.'},r'_?u,r'. #If"' E
Ly Kraa.

—9 < -3, bo |_9|;~,, |—~3|

Liczba O jest mniejsza od kazdej liczby dodatniej.
Liczba O jest wieksza od kazdej liczby ujemnej.

Jeslia< bia, b, csaliczbami catkowitymi, to:
a+c<b+c

przyifaod: —6 +2 < —1+4 2

a—-c<b-—c¢
przykfad: —8 — 1< -5 —1

g-c<b-c,gdyc=>0

ia

rzyktad: =3 -2 <3 -2

a-c>b-c,gdyc<0

przylktod: —4 « (<1) > (=2) - (=)
g b =
L& mveia ]
: f__g}’ E
E.r'?.r.!:(%'r'”}'" % < z *SII
.'_f"I"L'3 3 —
o
4
a b T
ol Wl o LR ~N
- f__g}"
on e i &)
pr2vkiga, — > ——
Proysic 5" _3
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I 2.6. DZIALANIA W ZBIORZE LICZB CALtKOWITYCH

Dziatania wykonalne w zbiorze liczb catkowitych to dodawanie, odejmowanie i mnozenie.

Suma dowolnej liczby i O jest rowna tej liczbie.
przyktad: —10 + 0 = —10

Sumea liczb przeciwnych jest réwna 0.
przyktad: =10 +10 =10

Aby dodac dwie liczby ujemne, dodajemy ich wartosci bezwzgledne, a przed wynikiem piszemy
znak —.

przykfad: —3 + (—6) = —(3 + 6) =—9

Aby dodac dwie liczby o réznych znakach, odejmujemy od wiekszej wartosci bezwzglednej
mniejszg wartos¢ bezwzgledns, a przed wynikiem piszemy taki znak, jaki ma liczba o wiekszej
wartosci bezwzglednej.

przykiad: 9 + (=2) =7

lloczyn dowolnej liczby catkowitej przez 0 jest réwny O.
przyktad: —4.0=0

lloczyn dwdch liczb o réznych znakach jest ujemny.

przyktad: —7 - 2 = —14
3.(—6)=—18

lloczyn dwdch liczb o jednakowych znakach jest dodatni.
przyktad: (=2) - (=3) =6
B 3=15

Jezeli dzielna jest rowna 0, to iloraz jest réwny O.
0:4=0

lloraz dwoch liczb o réznych znakach jest ujemny.
przyktad: 4 : (=2) = -2
—16:4=-4

lloraz dwoch liczb o jednakowych znakach jest dodatni.

przyktad: —4: (—2) = 2
_16:(—4) =4
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3. ULAMKI

I 3.1. ULAMKI ZWYKLE

Utamek
G‘, licznik
- = kreska utamkowa

" mianownik

Utamek witasciwy - licznik jest mniejszy od mienownika (utamek mniejszy od 1).

przykiad: 1 % - utamki wiasciwe

Utamek niewtasciwy - licznik jest wiekszy od mianownika lub réwny mianownikowi.

., , 78 g s
przyktad: = utamki niewtasciwe

Liczba mieszana - liczba zapisana za pomocg ulamka i liczby naturalnej.

W N .
przykiad: 78—, 1= - liczby mieszane

Utamek jako czes¢ catosci

1) - jedna czwarta
4

Utamek jako iloraz

Utamek zwykty mozna zapisa¢ w postaci ilorazu dwach liczb. Licznik jest dzielng, a mianownik -
dzielnikiem. Kreska utamkowa zastepuje znak dzielenia.

%:G:b,bz[}

Il
L
~

I
oy

L
wloy ~jw
I
I~

oW
L
+
[
I

I
L | B
Il
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I 3.2. DZIAtANIA NA UtAMKACH ZWYKLYCH DODATNICH

Skracanie utamkow
Skracanie utamkéw to dzielenie licznika i mianownika przez te samg liczbe naturalng réznag od 0.

i 0, IS 3

AT 15573

8

AT
Sprowadzenie utamka do najprostszej postaci oznacza zapisanie go w postaci utamka
nieskracalnego.

24 12 6

. 3 :
przykiaa T utamek nieskracalny

“240 20 10
Rozszerzanie utamkoéw

Rozszerzanie utamkow to mnozenie licznika i mianownika przez te samg liczbe naturalng rézna
od 0.

[~

_224 8§

-4 20

oy AL | Pt L
I:'_-' Fely Kiaa

I
u

Odwrotnosc liczby

Odwrotnoscia liczby naturalnej a réznej od 0 jest liczba l Odwrotnoscig utamka Ejest liczba E
el

1 s
przyktad: = to odwrotnosc liczby 5
- 1
5 to odwrotnosc liczby §

% to odwrotnosc liczby I

odwrotnoscig liczby 3g 12 jest k=
5 5 17

Poréwnywanie utamkow

Z dwoéch utamkow o wspoélnych mianownikach wiekszy jest ten, ktorego licznik jest wiekszy.

przyktad: z = E bo7 <13
’ 9 9

Aby poréwnac¢ dwa utamki o roznych mianownikach, nalezy sprowadzi¢ je do wspodlnego

mianownika i porownac liczniki.
T2 1. 112 4 .11_4

przykiad: =>»> — bo—=—, —=—i—>—
DREISR s qaebls = g g g

Z dwoéch utamkow o wspoélnych licznikach ten jest wiekszy, ktdrego mianownik jest mniejszy.
e o

przykfad: —>—,bo2 <3

- 2" 3

?,b09{46

Lo 1
9~ 46
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Dodawanie i odejmowanie

Aby dodac lub odjac¢ utamki, nalezy sprowadzic je do wspolnego mianownika. Nastepnie trzeba
dodac¢ lub odjac¢ liczniki, a mianownik pozostawi¢ bez zmian.

copps g 3 B T BB G 7

| L R AN

378 IRz

12 12
,2.._|_1.u3_.=i_|_ .%..z Z_
510 10 1 10
M _5_77_15_62_,20
3 7 21 A2 A
Mnozenie

Aby wykona¢ mnozenie utamkow, nalezy pomnozyc licznik przez licznik, a mianownik przez
mianownik,

Dzielenie

Aby wykonac dzielenie utamkow, nalezy pomnozy¢ dzielng przez odwrotnosc dzielnika.

przyktad: 2§: = Ei: E E2 %: EE: E=1 1035: Eg: @316
' 5 5 7 35 93 92 18 8 15 5§

I 3.3. ULAMKI DZIESIETNE

Utamek dziesietny - utamek o mianowniku 10, 100, 1000, ... Zapisuje sie go w postaci dziesietne]
z wykorzystaniem przecinka.

234546
e N
}/ ‘ \\H“ -
234 5 4 g

catosci  czesci czesci  Czesd
dziesigtych setne tysiecznych

234,546 - dwiescie trzydziesci cztery cate i pietset czterdziesci szes¢ tysiecznych

I 3.4. POROWNYWANIE ULAMKOW DZIESIETNYCH DODATNICH

Aby porownac ulamki dziesietne dodatnie, nalezy najpierw porownac czesci catkowite. Ten
utamek jest wiekszy, ktorego czes¢ catkowita jest wieksza.

przyktad: 124,5 > 78,999, bo 124 > 78

Jesli czesci catkowite sg réwne, to nalezy pordwnac kolejno rozne czesci utamkowe: dziesiate,
setne itd.
przyktad: 4,28 < 4,6,bo 2 < 6

0,389 > 0,385, bo9 > 5

3.4. POROWNYWANIE ULAMKOW DZIESIETNYCH DODATNICH 25



I 3.5. DZIALANIA NA UtAMKACH DZIESIETNYCH

Dodawanie i odejmowanie

Dodawanie i odejmowanie utamkow dziesietnych wykonuje sie podobnie jak dodawanie
| odejmowanie pisemne liczb naturalnych. Liczby nalezy zapisac tak, aby przecinki znalazty sie
jeden pod drugim. W wyniku przecinek zapisujemy pod przecinkami.

89,103
+ 105,24

194,343

Jesli w dodawanych lub odejmowanych utamkach liczba cyfr po przecinku nie jest jednakowa, to
dopisujemy odpowiednig liczbe zer.
4,500
-0,125
4,375

Mnozenie
Utamki dziesietne mnozymy tak jak liczby naturalne. W wyniku oddzielamy przecinkiem tyle
koncowych cyfr, ile cyfr byto tacznie po przecinku w obu czynnikach.

0,14 3,69
08 - 4
0,112 14,76

W razie potrzeby dopisujemy brakujgce zera.

h
0,007

10,0175

Dzielenie

Dzielng i dzielnik mnozymy odpowiednio przez 10, 100, 1000, ... tak, aby w dzielniku otrzymac¢
liczbe naturalna.

4,8:0,04=480:4=120

Utamki dziesietne dzielimy tak jak liczby naturalne. W wyniku dopisujemy przecinek nad
przecinkiem dzielne;.

8,4525

16,905 : 2
-16
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3.6. ZAOKRAGLANIE ROZWINIECIA DZIESIETNEGO LICZB DO
DANEGO MIEJSCA PO PRZECINKU

Aby zaokragli¢ rozwiniecie dziesietne do danego miejsca po przecinku, nalezy pominac cyfry
zapisane w nizszych rzedach utamka. Jesli pierwszg pominietg cyfrg jest 0, 1, 2, 3 lub 4, to
pozostate cyfry zapisujemy bez zmian.
rzykiod: 0,749 = 0,7 - zaokraglenie do pierwszego miejsca po przecinku (do czesci dziesigtych,
do 0,1)
Jesli pierwsza pominieta cyfra jest 5, 6, 7, 8 lub 9, to ostatnig cyfre zwiekszamy o 1.
rzyktad: 12,086 =~ 12,09 - zaokraglenie do drugiego miejsca po przecinku (do czesci setnych, do
0,01)

I 3.7. ZAMIANA UtAMKOW

Zamiana utamkow dziesietnych na zwykte

Liczbe zapisang w postaci dziesietne] mozna przedstawi¢ w postaci liczby mieszanej lub utamka
zwyktego o mianowniku 10, 100, 1000, ...

7

10

Liczba zer w mianowniku jest réwna liczbie miejsc po przecinku.

102

1000

przyktad: 6,7 =6

przykiad: 0,102 =

Zamiana utamkow zwyktych na dziesietne

Nalezy sprowadzi¢ utamek (jesli to mozliwe) do mianownika 10, 100, 1000, ...
3_325_75 _075
4 4.25 100
Nalezy podzieli¢ licznik przez mianownik. Otrzymujemy wtedy utamek dziesietny skonczony lub
nieskoriczony okresowy.

=2,8=0;625

||\_;u ool

=2:11=0,181818... =0,(18)

-

ol

-

1—=11666...=11(6)

|

I 3.8. LICZBY WYMIERNE

Liczba wymierna to liczba, ktorg mozna przedstawic w postaci utamka
catkowite i liczba b jest rézna od 0.

ktad: 9, 12345, 1,56
78

, gdzie a oraz b to liczby

oS

3,6,0,34, 8,(6)
—5, 0,(987), —12,(5), g, e
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I 3.9. WLASNOSCI DZIALAN

Dodawanie
sktadniki

"oy

atb=c
;"‘f"_.l ‘

‘\ /

suma

a+0=a
a+ b= b + a- przemiennos¢ dodawania
(@+b)+c=a+ (b+ c)-fgcznos¢ dodawania

Odejmowanie

odjemna odjemnik

[ #

A T 4
a-b=c
e e
“k r
réznica
a—0=a
g —b=a -+ (—=b)
a+(—a)=0
Mnozenie
czynniki
Ty
a-b=c¢
T
*
iloczyn
SRS
0=
a-b=>b-a-przemiennos¢ mnozenia
(@-b).-c=a-(b-c)-tacznos¢ mnozenia
(@a+b)-c=a-c+ b-c-rozdzielnos¢ mnozenia wzgledem dodawania
b=0,wtedygdya=0lubb=20

a-
lloczyn dwdch liczb jest rowny 0 wtedy i tylko wtedy, gdy przynajmniej jedna z nich jest rowna 0.

Dzielenie
dzielna dgielnik
L
a:b=c b+0
'\_._v._nl‘ !
%/
iloraz
a 1 =1 a=0
a
g:l=a
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I 3.10. DZIALANIA NA LICZBACH WYMIERNYCH

Dodawanie
Aby dodac dwie liczby ujemne, dodajemy je jak liczby dodatnie, a przed wynikiem stawiamy znak
,minus”,

o 1 1 1
przyltod: —44|—=|=—|44+ = {=—-4=
L B
Aby dodac dwie liczby o réoznych znakach, odejmujemy od wieksze] wartosci bezwzglednej
mniejszg wartos¢ bezwzgledng i przed wynikiem piszemy znak liczby o wiekszej wartosci
bezwzgledne;.

przyktad: —6 + 8 = 2, bo |—6| < |8] 10 + (-16) = —6, bo |10] < |16

Odejmowanie

Odejmowanie zastepujemy dodawaniem liczb przeciwnych.
a—b=a+ (—b)
przyktad: 6 —10 =6 + (—10) = -4
—3-2=—-3+(-2)=-5

Mnozenie i dzielenie

Liczby ujemne mnozymy i dzielimy tak jak liczby wymierne dodatnie, a przed wynikiem stawiamy
znak ,plus”, jezeli w iloczynie (ilorazie) wystepuje parzysta liczba liczb ujemnych, lub ,minus”,
jezeliw iloczynie (ilorazie) wystepuje nieparzysta liczba liczb ujemnych.

1. 18

przyktad: —6: (—3)~E =5 = 9 D+ {~2,9) 1 4=-—50

I 3.11. LICZBY WYMIERNE NA OSI LICZBOWE)

Chcemy zaznaczyc utamki o mianowniku 4. Odcinek jednostkowy na osi liczbowej dzielimy na
cztery jednakowe czesci.

lr.[hlﬂ“n

Y

2

—e | b

Chcemy zaznaczy¢ utamki dziesietne. Odcinek jednostkowy na osi liczbowej dzielimy na dziesie¢
jednakowych czesci.

0.3 0.8 1.4
S S =

o 1

Chcemy zaznaczyc na tej samej osi liczbowej utamki o mianowniku 2 i utamki dziesietne, ktérych
pierwszg cyfrg po przecinku jest 5. Odcinek jednostkowy na osi liczbowej dzielimy na dwie
jednakowe czesci.

é.:'].l.
P 2

21 @05 0 | ’i 1.5

NN
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4. POTEGI

I 4.1. POTEGA O WYKLADNIKU NATURALNYM

Dla liczby naturalnej n > 1 potega a" liczby wymiernej a nazywamy iloczyn n czynnikow réwnych

liczbie a.
a"=a-a-a-..-a
Ponadto przyjmujemy, ze
a®=1gdya+#0
d=u

0% to wyrazenie nieokreslone

wyktadnik
’

n
a

\

;::Ddstawa

a - podstawa potegi
n - wyktadnik potegi

zvkiad: 5° =
(—9,78)° =1
a'=a
zyktad: 3'=3
1
il gl
5 5
a® - kwadrat liczby a
zyktad: P=1.1=

a® - szescian liczby @
przyktad: (=5)®= (=5) - (=5) - (=5) = —125

A _[_13__1
2/ 2l 2] V2] 8
a® - czwarta potega liczby a

przyktad: 3*=3.3.3.3 =81
(0,1)*=01-0,1-0,1-0,1 = 0,0001
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I 4.2. KWADRATY NIEKTORYCH LICZB

LICZBA lﬁﬁﬁggﬁT LICZBA 'ﬁﬁﬁg;&T LICZBA ’ﬁﬁﬁg&ﬁT
1 1 no| o2 21 | a4
2 4 2 | a4 22 484
3 9 13 169 23 529
4 16 14 196 24 576
5 25 15 225 25 625
6 36 16 256 26 676
7 49 17 | 289 27 | 720
8 64 18 | 324 8 | 784
9 81 19 361 29 841
10 100 20 400 30 900

I 4.3. SZESCIANY NIEKTORYCH LICZB

 SZESCIAN © SZESCIAN  SZESCIAN

LczBA | ey LiczBa, | et uczea | STory
TEEE s | 15 9 | 720
2 8 6 216 10 1000
3 5 7 343 20 8000
4 64 8 512 25 | 15625

I 4.4. NIEKTORE POTEGI LICZBY 2

el 22 =4 22=8 2 =18 2= )
2° =64 27 =128 =056 2512 2'° =1024

I 4.5. NIEKTORE POTEGI LICZBY 10

1000 = 10° - tysigc

1000 000 = 10°® - milion

1000 000 000 = 10° - miliard

1000 000 000 000 = 10%- bilion

1000 000 000 000 000 = 10™- biliard
1000 000 000 000 000 000 = 10" - trylion
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I 4.6. POTEGA O WYKLADNIKU CALKOWITYM

Dla liczby naturalnej n wiekszej od 0 i liczby wymiernej a réznej od 0 przyjmujemy, ze: g" = =

| \-3 1 1
przyktad: 9% = — = — =2} = =
- 92 81 = (_2)3 8
Liczbaa™' = l to odwrotnosc liczby a.

el
= =1 =1
FZyK fad: (O, ?) T = i = E 11 — E — 2
' 10 7 2 2 3

Dlaa #0ib +# 0iliczby naturalnej n wiekszej od 0 przyjmujemy, ze: [%] :[E]

I 4.7. PRAWA DZIAtAN NA POTEGACH

Dlaa#0.b£0,meCneC

iloczyn poteg o tych samych podstawach
a’. gm= gttm
".—_ tad: 66 . 6_3 = 66*':_3} = 63 =216

iloraz poteg o tych samych podstawach
a":a™=q™™ zatozenien=m

przykiad: 9% ; 98 = 98-8 — 90 — 1 P W= =

potega potegi

(Gm}ﬂ — D.m-n
] =[] -1
- |72 4
potega iloczynu
(@-b)"=a" b
2 2
skt |8 | g2 M =581 80
3 3 9 9
potega ilorazu
al’ _a
bl b"
s N
= __.'. [T L 5 e 5j — 1 25
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I 4.8. NOTACJA WYKLADNICZA

Zapis liczby w notacji wyktadniczej to zapis w postaci iloczynu, ktdrego pierwszym czynnikiem
jestliczba nie mniejsza od 1i mniejsza od 10, a drugim - potega liczby 10 o wyktadniku catkowitym.
przykfad: 14 000 = 1,4 - 10*

0,00345 = 3,45-10°°

3:10°%01.2:.10°=(3:1.2): 102105 =36 - 102 =36-10

6340000 = 6,34 - 10°

0,095=19,5.10"2

I 4.9. ZAPIS LICZBY W DZIESIATKOWYM SYSTEMIE POZYCYJNYM

przyktad: 237 =2-100+3-10+7-1=2-10° +3-10'+7-10°
800760=8-100000+7-100+6-10=8-10°+7-10* +6-10°
97,24=9-10+7-14+2-014+4-0,01=910"+7-10°+2-10""+4-.10-2

I 4.10. NIEKTORE PRZEDROSTKI JEDNOSTEK MIAR UKtADU SI

NAZWA SYMBOL MNOZNIK NAZWA MNOZNIKA PRZYKLAD
decy | d _ ”0,‘[ =107 .jedﬂa dziesigta | dm - decymetr
centy C 0,01=10"2 jedna setna cm - centymetr
mili m 0,001 =103 jedna tysieczna mm — milimetr
mikro I 0,000 001 =10"° jedna milionowa WM — mikrometr
nano n 0,000 000 001 =10"° jedna miliardowa nF - nanofarad
piko P 0,000 000 000 001 =107 jedna bilionowa pF - pikofarad
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I 4.11. PRZYDATNE WIELKOSCI | ICH WARTOSCI PRZYBLIZONE

liczba googol
1016&

masa Ziemi
6. 10 kg

stata Avogadra
6.02 - 10%* 1/mol

odlegtosc Ziemi od Stonca
15:10"m

predkosc¢ swiatta w prozni
3-10° m/s

pole powierzchni Ziemi
51108 km?

masa protonu
1,672621-10% kg

masa elektronu
2 il kg

I 4.12. JEDNOSTKI INFORMACJI STOSOWANE W INFORMATYCE

NAZWA SYMBOL WARTOSC
it | b ‘bit przyjmuje Ijed{wq z dwoch wartosci, ktore zwykle okresla sie
| jako O (zero) i1 (jeden)
bajt B 8 bitéw = 23 bity
kilobajt kB 1000 bajtéw = 10° bajtow
megabaijt MB 1000 000 bajtéw = 10° bajtow
gigabajt GB 1000 000 000 bajtéw = 10° bajtéw
terabajt B 1000 000 000 000 bajtow = 10 bajtow
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5. PIERWIASTKI

I 5.1. DEFINICJA PIERWIASTKA KWADRATOWEGO

Pierwiastkiem kwadratowym z liczby nieujemnej a nazywamy taka liczbe nieujemng b, ktore]
kwadrat jest rowny a.

Ja=b,gdyb*=aib=0
Uwaga:
Pierwiastek kwadratowy nazywamy tez pierwiastkiem drugiego stopnia.
Zamiast Va mozemy zapisac ¥a.
Pierwiastki kwadratowe obliczamy tylko z liczb nieujemnych.

stopien pierwiastka
wartosc pierwiastka

N o

a=~

liczba podpierwiastkowa

przyktad. J16 =4,bo42 =16

\/T 2 5 [2]2 4
M= W g p) W
25 5 (5] 25
J0,09 =0,3,bo(0,3) =0,09
J361=19 bo(19) =361

5.2. WARTOSCI DOKLADNE NIEKTORYCH PIERWIASTKOW

KWADRATOWYCH
J1=1 Ja =2 Vo =3 J16 =4
J25=5 V36 =6 J49 =7 J64 =8
JB1=9 J100 =10 J121=11 V144 =12
J169 =13 V196 =14 V225 =15 V256 =16
V289 =17 V324 =18 J361=19 V400 =20
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I 5.3. SLLMAK TEODOROSA

Slimak Teodorosa to sposéb konstruowania odcinkéw o diugosci réwnej pierwiastkowi
kwadratowemu z liczby naturalne;j.

Opis konstrukgji

1. Konstruujemy trojkat prostokatny, w ktorym kazda przyprostokatna ma dlugosc 1.
Przeciwprostokatna ma zatem diugoé¢ 2.

2. Konstruujemy kolejny trojkat prostokatny, w ktérym jedna z przyprostokatnych ma dtugosc
V2, a druga ma dtugosc 1. Przeciwprostokatna powstatego trojkata ma diugosc V3.

3. W podobny sposob konstruujemy nastepne trojkaty.

5.4. PRZYBLIZONE WARTOSCI NIEKTORYCH PIERWIASTKOW
KWADRATOWYCH

92 ailidl 317 J5 2.2
J7 =26 S0 =32 J0~as

I 5.5. ZLOTY PODZIAL | ZtOTA LICZBA

Ztoty podziat to podziat odcinka na dwie czesci tak, aby stosunek dtugosci dtuzszej z tych czesci
do krotszej byt taki sam, jak stosunek catego odcinka do dtuzszej czesci.

a ~ b
=
a+b

X P
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Stosunek wynikajgcy ze zlotego podziatu nazywamy ztota liczbg i oznaczamy grecka literg ¢
(i).
=1,61803....

et

1446
32

I 5.6. DEFINICJA PIERWIASTKA SZESCIENNEGO

Pierwiastkiem szesciennym z liczby a nazywamy takg liczbe b, ktdrej szescian jest rowny a.
Ya=b, gdyb®=a

Uwaga:

Pierwiastek szescienny nazywamy tez pierwiastkiem trzeciego stopnia.

Pierwiastki szescienne mozemy réwniez obliczac¢ z liczb ujemnych.

Pierwiastek szescienny z liczby:

- dodatniej jest liczbg dodatnig

* ujemnej jest liczba ujemna

* 0 jest rowny O

stopien pierwiastka _ _
wartosc pierwiastka

v
M

liczba podpierwiastkowa

ad- Y64 =4,bo 43 = 64
30,027 =0,3, bo (0,3)? = 0,027

— : ; 3
R )
8~ 2 2) 78
- i -.IE
i/_ﬁf_i bo|-2| =—2l- 33
g8~ 2°°°172) T 8T 78

5.7. WARTOSCI DOKLADNE NIEKTORYCH PIERWIASTKOW

SZESCIENNYCH
Pi=1 Y8 =2 27 =3 V64 =4
$25=5 J216 =6 B3 =7 I512=8 _
Y729 =9 31000 =10 38000 =20 15625 =25 g
5.8. PRZYBLIZONE WARTOSCI NIEKTORYCH PIERWIASTKOW :
SZESCIENNYCH
32 ~126 B3~144 34 ~159 5 ~1,71
36 ~182 37 ~191 3o ~2,08 0~215
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I 5.9. PRAWA DZIALAN NA PIERWIASTKACH

Pierwiastek z iloczynu
Ja-b=+a-\b,a>0b>0
zyktad: N4-3 =443 =243
¥8-27=38-327=2-3=6

Pierwiastek z ilorazu
J7 —Q}Ob}{}

1 \/E Jo 3

2 = T e—

4 N4 Ja 2

a Yo

3l _=——.b£0

b 3p 7

J5 ¥ ¥

7 3h7 3

&=
zyktad: ||(-2)° =|-2|=2
3 — g

Wtaczanie czynnika pod znak pierwiastka

uJB:Juzb,a:_}O,b:_:rO
przykiad: SN2 =+/52.2 = /50

a3lb = Yab

prayktad: 2B=32.3=38.3=324
Wytaczanie czynnika przed znak pierwiastka

Na*-b=avb,a>0,b>0

2vktad: 75 =52-3 = 25.43 =53
da2-b=a¥b

=
=
v
<
=
o
-
o
(7

przyktad: ¥4 =327.2=327-32=332
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I 5.10. USUWANIE PIERWIASTKA Z MIANOWNIKA UtAMKA

—b,gdyb}ﬁ
a a Vb _avb
b vb Vb b
22 ‘\/§=2J§
B3 BB
12 12 6 12\/_:2\@
J6 66 6
%,gdyb:[}
a_a W _ad’
o P P? b
oo = 3 2 3 3
f %f\/_ 3
\/9_2=3381=3{/8_1=381:%/§
f Y9 3Yor 5 E

I 5.11. KOLEJNOSC WYKONYWANIA DZIALAN

Jezeli w wyrazeniu wystepujg nawiasy okragte i kwadratowe, to najpierw wykonujemy dziatania
w nawiasach, w ktorych nie ma innych nawiasow.

prykiad: (~4)° +[102 ~(16-4):7|=

=—64+[100—(16—2):7] =

=—644+(100-14:7) =

=—64+(100-2) =

=-=fd - 08 =34
Jesli w wyrazeniu nie ma nawiasow, to najpierw wykonujemy potegowanie i pierwiastkowanie
(w kolejnosci wystepowania), nastepnie mnozenie i dzielenie (w kolejnosci wystepowania), a na
koncu dodawanie i odejmowanie (w kolejnosci wystepowania).

rzyktad: 342 —|—[ ]—l—\/— 5.420 - ( ) ~18=
:J1_8+;11-+m—0,25—\/1_=

—_
—J18 4+ L
J+4

[
9
<
=
o
—
a
(71

+10—%—ﬁ§=10

5.

P}
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6. WYRAZENIA ALGEBRAICZNE

6.1. PODSTAWOWE POIJECIA

Wyrazenie algebraiczne
Wyrazenie algebraiczne to liczba i litere lub liczby i litery, ktére moga by¢ potaczone znakami
dziatan, nawiasami.

przyktad: 6, x°, 3(x* — 2)

Wartosc liczbowa wyrazenia algebraicznego
To liczby, ktore wstawiamy w miejsce liter.

orzykfad: Dla x = —1 warto$¢ wyrazenia —x* 4 x jest réwna — (=1)* + (=1) = 0.

Zmienna (niewiadoma)
Zmienna to litera wystepujaca w wyrazeniu algebraicznym.
przyktad: 5x° — 2

| X - Zmienna

Stata
Stata jest liczbg wystepujaca w wyrazeniu algebraicznym.
przyktad: 10 + 4 xy

10, 4 - state

Wyrazenie algebraiczne jednej zmiennej
Jesli w wyrazeniu algebraicznym wystepuje tylko jedna zmienna, to nazywa sie je wyrazeniem
algebraicznym jednej zmiennej.
przyktad: 2a 4+ 6a — 1
- a - zmienna

Wyrazenie algebraiczne wielu zmiennych
Jezeliwwyrazeniu algebraicznym wstepujg co najmniejdwie zmienne, to nazywa sie je wyrazeniem
algebraicznym wielu zmiennych.

Zyktad: 3(x — y) + 2(5 — z)
X, ¥, Z - zmienne

(2]
=
P
-
<
I
=
(o]
=]
el
-
et
=
E
e
>
=
v
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6.2. PRZYKLADY INFORMACJI ZAPISANYCH ZA POMOCA
WYRAZEN ALGEBRAICZNYCH

—a liczba przeciwna do liczby a

1 liczba odwrotna do liczby a £ 0

a
2n, gdzie n - liczba naturalna liczba parzysta
2n + 1, gdzie n - liczba naturalna liczba nieparzysta

5t + 3, gdzie t - liczba catkowita
liczba, ktéra w dzieleniu przez 5 daje reszte 3

100 +10b+c¢ gdzieae{1,2,3,4,.5,6,7,8,9}ibce{l.2,3.45,6,7 8,9}
liczba trzycyfrowa, ktorej cyfra jednosci jest ¢, cyfrg dziesigtek jest b, a cyfrg setek jest a

a - liczba wymierna dodatnia

a4 5 liczba o 5 wieksza od a
a—>5 liczba o 5 mniejsza od a
5.-a liczba 5 razy wieksza od a
a:5 liczba 5 razy mniejsza od a

I 6.3. JEDNOMIAN

Jednomian
Jednomian to liczba, litera lub ich iloczyny.

przyktad: 4, 2xy

Wspétczynnik jednomianu
Wspotczynnikiem jednomianu jest iloczyn liczb wystepujacych w jednomianie.
Wspotczynnik jednomianu J7ac? jest rowny V7. a wspotczynnik jednomianu 2x3z jest rowny 6.

Jednomiany podobne
Jednomiany roznigce sie co najwyzej wspoétczynnikami nazywamy jednomianami podobnymi.

itad: —9ab® i ab®

Rl
=
~N
—
=f
o
)
[V F]
o
|
<
<
=
o
o
o
=
0
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Jednomian uporzadkowany

Jednomian uporzadkowany to jednomian, ktérego pierwszym czynnikiem jestliczba, a nastepnymi
czynnikami sg litery wystepujgce w porzgdku alfabetycznym.

Jednomian jednej zmiennej stopnia n

Wyrazenie postaci ax”, w ktorym liczba a jest rozna od 0 i n jest liczba naturalng, nazywamy
jednomianem jednej zmiennej stopnia n.

0 7x° - jednomian zmiennej x pigtego stopnia

Stopien jednomianu wielu zmiennych

Stopien jednomianu wielu zmiennych to suma wyktadnikéw wszystkich zmiennych wystepujacych
w jednomianie (jesli wspotczynnik liczbowy jednomianu jest rézny od 0).

orzyktad: 0,2 xy*z - jednomian stopnia czwartego

Uwagi:
Wyktadniki poteg w jednomianach sg liczbami naturalnymi.

7yktaod: —6x~' — wyrazenie nie jest jednomianem, bo wykfadnik —1 zmiennej x nie jest liczba
naturalng

Jednomianem jest

» iloczyn jednomianow

przyktad: 5x*- (—3x) = —15x°

- potega jednomianu o wyktadniku naturalnym
rzyktad: (—4ab?? = 15a°b°

- iloraz jednomianu przez liczbe

przyktad: 10xy : 5 = 2xy

I 6.4. SUMA ALGEBRAICZNA

Suma algebraiczna (wielomian)

Suma algebraiczna (wielomian) to skonczona suma jednomianow.
przyktad: —9ab® i ab®

Wyrazy sumy algebraicznej
Wyrazami sumy algebraicznej sg sktadniki sumy.
przykiad: 4 + 5x — 3xy?

orzykiad: 4, 5x, (—3xy?) - wyrazy sumy

Suma algebraiczna wielu zmiennych

O sumie algebraicznej wielu zmiennych moéwimy w przypadku sumy zawierajgcej co najmniej
dwie zmienne.

1d: @ + b + ¢ - suma trzech zmiennych: g, b, ¢

6.4. SUMA ALGEBRAICZNA



Suma algebraiczna jednej zmiennej
Suma algebraiczna jednej zmiennej to suma zawierajaca tylko jedna zmienna.

“yldad: —1,4x + x* - suma algebraiczna jednej zmiennej x

Dwumian
Suma algebraiczna skladajgca sie z dwdch wyrazow to dwumian.
przyktad: 90 — x

Troéjmian
Suma algebraiczna sktadajgca sie z trzech wyrazow to trojmian.

_ K10 a,’{z -+ 2x + 7

Redukcja wyrazow podobnych

Dodawanie jednomiandw podobnych w sumie algebraicznej nazywamy redukcjg wyrazow
podobnych.

przyitad: s — 25 138 - e 4 X =20" — X

Suma uporzgdkowana rosnaco

Jesliwyrazy sumy zapisane sg wedtug rosnacych wyktadnikow poteg danej zmiennej, to suma jest
uporzadkowana rosnaco.

orzykiod: xy* — x*y + 2x% - suma uporzadkowana rosngco ze wzgledu na zmienna x

Suma uporzgdkowana malejgco

Jesli wyrazy sumy zapisane sg wedtug malejacych wyktadnikéw poteg danej zmiennej, to suma
jest uporzadkowana malejgco.

orzyktad: 100’ 4+ 20a* — 6a°
Stopien sumy algebraicznej jednej zmiennej

Stopien sumy algebraicznej jednej zmiennej to najwyzszy z wyktadnikow potegi zmienne;j.

rzykiad: x — 8x* 4+ 0,98x° - suma algebraiczna stopnia pigtego

I 6.5. NAZWY WYRAZEN ALGEBRAICZNYCH

Nazwe wyrazenia algebraicznego okresla to dziatanie, ktore nalezy wykonac jako ostatnie.

Suma

2m + x* - suma podwojonej liczby m oraz kwadratu liczby x

Rl
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Réznica

a— b-réznicaliczbaib
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lloczyn
b3 . 4 —iloczyn szescianu liczby b i liczby 4

lloraz
X—I—}f
X=y

— iloraz sumy liczb x i y przez réznice tych liczb

Kwadrat

|
ot il kwadrat odwrotnosci potowy liczby a
0,5a

|
I 6.6. DZIALANIA NA WYRAZENIACH ALGEBRAICZNYCH

Dodawanie sum algebraicznych
Aby dodac sumy algebraiczne, nalezy opusci¢ nawiasy i wykonac redukcje wyrazow podobnych.

przyktod: (Ax+2—y)+ (y—4x)=4x+2—y+y—4x=2

Odejmowanie sum algebraicznych

Aby wykonac¢ odejmowanie sum algebraicznych nalezy opusci¢ nawiasy, zmieni¢ na przeciwne
znaki wyrazow sumy, przed ktorg stat znak ,minus”, a nastepnie wykonac¢ redukcje wyrazéw
podobnych.

provifod (x—2) — (=4 —x+2x)=bx—2+4+x—2x=5x+2

Mnozenie jednomianéw
Przy mnozeniu jednomianéw nalezy pomnozy¢ liczby i odpowiednie zmienne.
przyklod: 2x - 3xy=2-3 - x-x-y=6.-x"-y=6xy

Mnozenie sumy algebraicznej przez jednomian

Aby wykona¢ mnozenie sumy algebraiczne] przez jednomian, nalezy kazdy wyraz sumy
algebraicznej pomnozy¢ przez jednomian, korzystajagc z rozdzielnosci mnozenia wzgledem
dodawania, i wykona¢ redukcje wyrazow podobnych.

przyktad: 3x(x + y — 4) = 3x% 4+ 3xy — 12x

Mnozenie sum algebraicznych

Aby wykona¢ mnozenie sum algebraicznych, nalezy kazdy wyraz pierwszej sumy pomnozy¢ przez
kazdy wyraz drugiej sumy i wykonac redukcje wyrazéw podobnych.
przyktad: (a +b—2)(a—b)=a?-ab+ ba—b*—2a+2b=0a*—b*—2a+ 2b

Wytaczanie wspdélnego czynnika poza nawias
Przy wytaczaniu wspdélnego czynnika poza nawias korzystamy z rozdzielnosci mnozenia
wzgledem dodawania.
przyktad: 15x — 5= 5(3x — 1)
24x* —8x+ 4 =4(6x2 4+ 2x + 1)

6.6. DZIALANIA NAWYRAZENIACH ALGEBRAICZNYCH



Reguty dziatan na wyrazeniach algebraicznych

Najpierw wykonujemy dziatania w nawiasach niezawierajgcych innych nawiaséw. Nastepnie
wykonujemy potegowanie i pierwiastkowanie. Potem wykonujemy mnozenie i dzielenie
(w kolejnosci wystepowania). Na koncu wykonujemy dodawanie i odejmowanie (w kolejnosci
wystepowania).

Przeksztatcanie wzorow geometrycznych
Pole kwadratu o boku a

P=g* a=+P
Pole prostokata o bokach a,b
P P
P=ab 0=— b=—
b a
Pole trojkata o podstawie g i wysokosci h
P= Ltrh = 2 fi= 2
2 h a
Pole trapezu o podstawach a,b i wysokosci h
a+b 2P 2P 2P
P=——-h h=— g=—-b b==—-qg
2 a+b h h
Pole kota o promieniu r
=nt? P L
w
Obwéd okregu o promieniu r
= 4 = L
2T
Objetos¢ prostopadtoscianu o krawedziach a,b.c
v V V
V =abc b= h—_—_ B
bc ac ab
Objetosc szescianu o krawedzia
¥=g° a=3v
Objetos¢ graniastostupa o polu podstawy P, i wysokosci H
V=PF,-H By= 4 H = L
i g

(4]
=
[ |
=
=f
=4
[ 0]
ki
o
-
=t
=
=
ki
+~d
=1
[~
=
=
g
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1. PROCENTY

I 1.1. POJECIE PROCENTU

Procent to setna czesc pewnej wielkosci a.

I%a:ia
100

Yo = P a
P 100
1="100%

I 7.2. ZAPISYWANIE PROCENTU W POSTACI ULtAMKA

Aby procent zapisa¢ w postaci utamka, nalezy liczbe procentow podzieli¢ przez 100.
12 3

100 25

05 5 1

100 1000 200

100

e Ty MO0 75 1
3 3 100 ~ 3

0,1% = 0,001

4% = 0,40

123% = 1,23

500% = 5,0

100% = 1
50%=—=0,5

orzykiad: 12% =

0,5% =

—

25% =—=0,25

5% ===0,75

Blw A= N

I 1.3. ZAPISYWANIE LICZBY W POSTACI PROCENTU

Aby liczbe zapisa¢ w postaci procentu, nalezy te liczbe pomnozy¢ przez 100%.
przyktad: 4 = 4 . 100% = 400%

15 =15-100% = 150%

21 = 11.100%=220%

5 5

1=100%

0,5 = 50%

0,25 = 25%

0,75 = 75%
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I 7.4. OBLICZENIA PROCENTOWE

Obliczenie p% liczby a:
.0 = i,:j
P 100
przyktad: Obliczenie 5% liczby 6:

5%-6 = —>.6—0,30
100

Zwiekszenie liczby a o p%:

a bha =a iu
T H +1OO

przykiad: Zwiekszenie liczby 4 o 5%:
4 4+5%.4=41+005.-4=472

Zmniejszenie liczby a o p%, a nastepnie zwiekszenie otrzymanej liczby o m%:
(a—p%a)+ m% (a — p%a)

przyktad: Zmniejszenie liczby 10 o 1%, a nastepne zwiekszenie wyniku o 10%:
(10 — 1% - 10) + 10%(10 — 1% - 10) = (10 — 0,01-10) + 0,1 -(10 — 0,01 - 10) = 10,89

/nalezienie liczby x, ktdrej p% wynosi w:

p¥% - x =w
i ¥ o=V
100
100w
P
przykiad: Znalezienie liczby, ktérej 30% jest rowne 2.
30% -x=2
2}( —
100

200 20 2
DT ok g B 0 R
30 3 3

Obliczenie, jakim procentem liczby a jest liczba b:

p¥%-a=~h

przykiad: Obliczenie, jakim procentem liczby 20 jest liczba 1:
p% .20 =1

20

1. PROCENTY
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I 1.5. ZASTOSOWANIE REGULY TRZECH

Reguta trzech to sposdb wyznaczania z proporcji czwartej wielkosci, gdy dane s3 trzy pozostate.
fod: Nalezy znalez¢ liczbe, ktorej 20% jest rowne 4.
1. Zapisujemy dane w dwoch kolumnach, tak aby procenty wystepowaty w jednej
kolumnie, a odpowiadajgce im liczby byty w drugie;j.
x — szukana wielkos¢

100% X
20% 4
2. Wielkosci tgczymy strzatkami po przekgtnych (mnozymy ,na krzyz").
19[]%‘“..‘ - X
200%° N4

3. Liczby znajdujace sie na koncu tej samej strzatki mnozymy.
20% . x =100% - 4
02x=1-4
0. 2x=4
4. Rozwigzujemy otrzymane rownanie.
4

:&—2
x=20

X

I 7.6. PUNKTY PROCENTOWE

Punkt procentowy to roznica miedzy dwiema wartosciami tej samej wielkosci podanymi
w procentach.

przykiod: Oprocentowanie w banku zmalato z 3% o 1 punkt procentowy, zatem wynosi teraz 2%.

I 7.7. OPROCENTOWANIE OSZCZEDNOSCI — TERMINOLOGIA

Kapitat - kwota, ktorg klient wplaca do banku.
Lokata (wktad) - kapitat wptacony do banku na okreslony procent, w celu uzyskania dochodu.

Lokata terminowa - umowa, na podstawie ktore] klient powierza swoje srodki pieniezne
bankowi na ustalony czas w zamian za okreslony zysk (odsetki), wynikajacy z oprocentowania
lokaty. Po uptywie terminu umownego bank wyptaca klientowi wptacone przez niego srodki wraz
z odsetkami.

Depozyt bankowy - srodki finansowe zlozone w banku na czas okreslony lub nieokreslony.
Dzielimy je na terminowe (np. lokaty) oraz platne na zadanie (a vista). Wysokos¢ depozytow,
Zwana oprocentowaniem jest zalezna od stdp procentowych, wysokosci wkiadu i czasu trwania
umowy.
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Oprocentowanie brutto - oprocentowanie produktow bankowych, do ktérych nalezg depozyty
przed odliczeniem podatku od dochodow kapitatowych wynoszacego 19%.

Oprocentowanie netto - oprocentowanie produktow bankowych, ktdre uwzglednia podatek
dochodowy w wysokosci 19% od zgromadzonych odsetek.

Kapitalizacja odsetek - wyliczenie sumy zgromadzonych odsetek w stosunku do kapitatu.
Najczesciej ma ona miejsce po zakonczeniu umowy lokaty. W przypadku kont oszczednosciowych
kapitalizacja odsetek ma miejsce regularnie, w okresach umownych.

Saldo - stan konta bankowego.

I 1.8. PROCENT PROSTY, PROCENT SKLADANY

Kapitat ztozony w banku na lokacie moze by¢ oprocentowany przy wykorzystaniu procentu
prostego lub zlozonego.

Oprocentowanie wkiadu pienieznego w sposob prosty:
* doch6éd w postaci odsetek od wkladu poczatkowego jest wyznaczany proporcjonalnie do
dtugosci okresu oprocentowania
* odsetki nie sg doliczane do wkladu, czyli nie podlegajg kapitalizagji.
p - liczba procent rocznej stopy procentowej, odsetki od kapitatu poczatkowego K za jeden rok:
o P
100

n[at:h’-i-n
100

P

m miesiecy: K- — L
100 12

Oprocentowanie wkiadu pienieznego w sposéb sktadany:
* odsetki za dany okres oprocentowania sg doliczane do wktadu (podlegajg kapitalizacji) i w ten
sposob zwiekszajg kapitat;
* w nastepnym okresie oprocentowaniu podlega zwiekszony kapitat.
Oznaczenia:
K — kapitat poczatkowy
J’{— kapitat koricowy
- liczba kapitalizacji w roku

.- 'm = 2 - kapitalizacja co pot roku, m = 4 - kapitalizacja co kwartat
- ||czba lat oszczedzania
r— Gprocentowame roczne zapisane w postaci utamka dziesietnego

_ 1 przy oprocentowaniu rocznym 2% nalezy wpisac 0,02
Kapftahzaqa nastepuje tylko raz w roku:

k=K-(1+r)

Kapitalizacja nastepuje czesciej niz raz w roku:

k:;{-[“lJri]
m
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I 1.9. PROMILE

Promil (%o)to tysieczna czes¢ pewnej wielkosci a.

109000 = L

a
1000
1%0 = 0,01%

Zapisywanie promila w postaci utamka

Aby promil zapisa¢ w postaci utamka, nalezy liczbe promili podzieli¢ przez 1000.
0,4 7 245

lad: 0,40 — —0,0004 7%= ' —0007 24500 — — 0,245
~ 7000 1000 1000
5060 — 0,005 20%0 = 0.020 1000%0 = 1
500%0:%20,5 250%:%20,25 ?50%2320,?5

Zapisywanie liczby w postaci promila
Aby ||czbe zapisac w postaci promila, nalezy te liczbe pomnozy¢ przez 1000%u.

przykiad: 4 = 4 - 1000%0 = 4000%o 1,5 =1,5-1000%0 = 1500%o
2; 151 1000%0 = 2200%0 1= 1000%o
0,5 = 500%o 0,25 = 25%o
0,75 = 75%o

Zamiana promili na procenty

Aby zamieni¢ promil na procent, nalezy liczbe promili podzieli¢ przez 10.
zyktad: 2%o to 0,2% 10%o0 to 1% 40%o to 4%

Zamiana procentdw na promile

Aby zamieni¢ procent na promil, nalezy liczbe procentéw pomnozy¢ przez 10.
ktad: 2% to 20%o 0,5% to 2%.o 349% to 340%0

I 7.10. PROBY ZtOTA

Préba stopu - stosunek masy czystego metalu do masy catego stopu.
masa czystego metalu

proba =
masa cafego stopu

Prdéba (cecha probiercza) ztota okresla zawartosc ztota w stopie wyrazong w promilach.

przyktad: Stop proby 300 zawiera 300 promili czystego ztota, czyli 30% czystego zlota.
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NR PROBY OZNACZENIE PROBY | ZAWARTOSC CZYSTEGO ZLOTA
0 999 99,9%
1 | 960 96%
2 750 75%
3 | 585 58,5%
4 500 50,9%
5 | 375 37.5%
6 333 33,3%

/awartosc zlota w stopie mozna okreslac tez w karatach.

1 - : .
1karat to = zawartosci wagowej zlota w stopie.

Zawartosc ztota w stopie wyrazonej w karatach przedstawia tabela.

LICZBA KARATOW . PROBA

24 | 1000
23 958
22 916
18 750
14 585
12 | 500
10 | 417

375

333

I 7.11. PROBY SREBRA

Proba srebra okresla zawartosc srebra w stopie wyrazong w promilach.

.
NR PROBY OZNACZENIE PROBY ZAWARTOSC CZYSTEGO SREBRA E
o
1 925 92 5% ¥
. ~—
2 875 87.5%
3 330 83,0%
4 800 80,0%

1N. PROBY SREBRA 5]



8. ROWNANIA

8.1. PODSTAWOWE POIJECIA

Réwnanie sktada sie z dwdch wyrazen algebraicznych potgczonych znakiem rownosci.

Przynajmniej jedno z tych wyrazen powinno zawiera¢ zmienna.

niewiadoma niewiadoma
L4x — ’1J= ExJ
lewa strona / \ prawa strona
rownania rownania

Niewiadoma - zmienna w wyrazeniu oznaczona zwykle symbolem literowym.
przyktad: 4x — 2y = 0
X, ¥ — niewiadome

Dziedzina rownania - zbior wszystkich liczb, ktore mozna podstawic w miejsce niewiadome;.
przykiaa: 5= 0 - do tego réwnania nie mozna podstawi¢ w miejsce x liczby 3, liczba ta nie
X_

nalezy do dziedziny réwnania

Réwnanie z jednag niewiadoma - rownanie, w ktdrym wystepuje tylko jedna niewiadoma.

orzykiod: —4a + 7 = 0 - réwnanie z jedng niewiadoma a

Réwnanie z kilkoma niewiadomymi - rownanie, w kidrym wystepuja co najmniej dwie niewia-
dome.
orzykiad: x — 7y = 9 - réwnanie z dwiema niewiadomymi x, y
Liczba spetnia rownanie, jezeli po podstawieniu jej w miejsce niewiadomej prawa strona rowna-
nia jest rowna lewej. Wszystkie takie liczby to rozwigzania réwnania.
przykiad: Liczba 4 spetnia rownanie 3x — 6 =x + 2.

Sprawdzenie:

L=3-4-6=12—-6=6

P=4+2=6

L =P

Rozwigzac réwnanie to znalez¢ wszystkie liczby, ktére spelniajg rownanie, lub uzasadnic, ze

takie liczby nie istnieja.

rzykiod: Rownanie |x| = —1 nie ma rozwigzania, bo wartos¢ bezwzgledna kazdej liczby jest
nieujemna.

<
=
3
=
)
[
od

Zbiér rozwigzan rownania to zbior wszystkich liczb spetniajgcych to réwnanie.

rzykiad: x (x — 1)(x + 2) = 0 - rownanie to ma trzy rozwigzania: —2, 0, 1

Réwnanie oznaczone - rownanie, ktore ma tylko jedno rozwigzanie.
przyktad: x —6 =0
6 - liczba bedaca rozwigzaniem réwnania

52 8. PODSTAWOWE POJECIA



Réwnanie sprzeczne - rownanie, ktore nie ma rozwigzan.
przyktad:y — 4=y + 4

Réwnanie tozsamosciowe (tozsamos<) - rownanie, ktére dla dowolnych wartosci podstawio-
nych w miejscu niewiadomej, ma rozwigzanie.

przyktad: x — 6 =x—6

ROwnanie nieoznaczone - rownanie, ktdre ma nieskonczenie wiele rozwigzan.

przykiad: x — y = 1-réwnanie to spetnia nieskonczenie wiele par liczb, np. (4, 3); (-1, —2)

Réwnania rownowazne - réwnania majgce te same dziedziny i ten sam zbior rozwigzan.
przyktad: x +1=2ix—-1=0

Metoda réwnan rownowaznych - przeksztalcanie danego rownania w taki sposob, aby na kaz-
dym etapie otrzymywac rownanie prostsze, lecz rownowazne danemu.
Rownania rownowazne:

przyktad: 2(x+4)—1=0i2x+8=1ix=-35

8.2. ROWNANIA PIERWSZEGO STOPNIA Z JEDNA NIEWIADOMA

Réwnanie pierwszego stopnia z jedng niewiadoma x to rownanie postaci:
ax+b=0,

gdzie g, b - ustalone liczbyia £ 0

a — wspotczynnik przy niewiadomej

b - wyraz wolny

Uwaga: Rownanie stopnia pierwszego z jedng niewiadoma, nazywa sie tez réwnaniem linio-
wym z jedna niewiadoma.

8.3. ROZWIAZANIE ROWNANIA ax + b=0

Pierwiastki rGwnania (rozwigzania rownania) - wartosci niewiadomej, ktore spetniajg rownanie.

przyktad. 3x — 6 =0
x = 2 - rozwigzanie rownania (pierwiastek réwnania)

ROWNANIE WARUNEK POSTAC ROWNANIA ROZWIAZANIE, LICZBA
jedno rozwiazanie
oznaczone a+0 ax+b=0 b
W=
a

nieskoriczenie wiele rozwigzan -

nieoznaczone | a=0ib=0 Qisd =10 kazda liczba rzeczywista

sprzeczne a=0ib+#0 0.-x+b=0 nie ma rozwigzania

8.3. ROZWIAZANIE ROWNANIA ax+b=0

8. ROWNANIA
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8.4. ROZWIAZYWANIE ROWNAN METODA ROWNAN
ROWNOWAZNYCH

Rozwigzywanie réwnan metoda rownan rownowaznych polega na takim przeksztatcaniu danego
rownania, aby w kolejnych krokach otrzymywac réwnania rownowazne.
Rozwigzemy rownanie.

52X+4x—3:2+4x

Do obu stron réownania mozna dodac to samo wyrazenie.
5
?X+4X—3—|—3:2—|—3—|—4x

E;—X—i—rix:_':;—l—élx | —4x

Od obu stron réwnania mozna odjgé to samo wyrazenie.

E;—X+4x—4x:5—|—4x—4x

S

2

Obie strony réwnania mozna pomnozyc przez te sama liczbe rézng od 0.
o _ ¢ -2

2

5% =10

Obie strony réwnania mozna podzieli¢ przez te sama liczbe rézna od 0.
5x=10 |5

=2

I 8.5. STOSUNEK DWOCH WIELKOSCI

Stosunek dwdch wielkosci - iloraz odpowiadajgcych sobie wartosci tych wielkosci. Zapisywany

jest zwykle w postaci ilorazu liczb naturalnych przy uzyciu kreski utamkowej lub znaku dzielenia.

orzykiod: W stopie jest 5 g srebra i 6 g ztota. Stosunek masy srebra do masy ztota jest réwny 5:6.
Stosunek masy ztota do masy srebra jest rowny 6:5.

Uwaga: Jednostki miar wielkosci, ktorych stosunek nalezy wyrazi¢, musza by¢ takie same.

I 8.6. PROPORCIJA

Proporcja - rownos¢ dwoch stosunkow.

wyrazy skrajne

Vo

wyrazy srodkowe

8.6. PROPORCIA



Proporcja:

a C
2 _Sdlab+£0,d+0
o g aRE L

lloczyn wyrazow skrajnych jest réwny iloczynowi wyrazow srodkowych:

a C
—_= — & g = C-b‘
b d

Jesli w proporgji % — § dane sg trzy wyrazy, to czwarty mozna obliczy¢ nastepujgco:

ad=bc | .d
d o

a

bc=ad | i

bc=ad | :b ad =bc | :a
L_ad a_be
b a

I 8.7. ROWNANIA W POSTACI PROPORCJI

ROWNANIE

1
=—dI 0
3 a0 F

A
_kg

ROZWIAZANIE

X
1.x=2-3
x==6

gz%dlax;m

[
e

LN
e
I
—

S5.x=2(x=1)
DY — X —7
S dx—s 2

4 = = dlaar—gfa%2
2a+3 a-=2 2z

4 -1
20+3}<a—2
4{a—2)=-1(2a+3)
da—8=—2a—3
a4+ 2a=—34+8
ba=5|:6

a==

6

2y—=1 =1
2y+1  y+1

dia y=—2iy#~1

2y -1

[F=0

Y=
2y + 1}{y+1
=N+ = +Ny—-"1
2P+ 2y —y—1=202—2y+y—1
WP Dy D=
=02

8.7. ROWNANIA W POSTACI PROPORCJI

=
Z
<
=
Q
[+ 4
g
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I 8.8. PROPORCJONALNOSC PROSTA

Dwie wielkosci sg wprost proporcjonalne, jesli wraz ze wzrostem jednej, druga rosnie tyle samo
(lub gdy jedna maleje, druga maleje tyle samo).

przykiod: Kwota, jaka trzeba zaptaci¢ za dany towar wzrosnie dwukrotnie, jezeli kupimy
dwukrotnie wiecej towaru.

Proporcjonalnosc prosta - zaleznosc miedzy dwiema wielkosciami (np. x, y), w ktorej iloraz tych
dwoch wielkosci jest staty.
Zapisujemy:

b 4

< =aluby=ax
p-4

a — ustalonea liczba nierowna 0, zwana wspotczynnikiem proporcjonalnosci

Wielkosci x, y sa wprost proporcjonalne.

przyktad: Wartos¢ towaru kupionego na wage (przy ustalonej cenie za kilogram) jest wprost pro-
porcjonalna do wagi. Np. kupujac x kilograméw pietruszki w cenie 4 zt za kilogram, na-
lezy zaptacic¢ y zt, gdzie y = 4x.

I 8.9. ZALEZNOSC MIEDZY DROGA, PREDKOSCIA A CZASEM

Oznaczmy:

s km - dtugos¢ drogi przebytej przez ciato

t h - czas, w jakim poruszato sie ciato

v km/h - predkos¢, z jakg poruszato sie ciato

W ruchu ze statg predkosciag v przebyta droga jest wprost proporcjonalna do czasu jazdy.

<
=
3
=
)
[
od

3
v
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9. OBLICZENIA PRAKTYCZNE

I 9.1. JEDNOSTKI CZASU

PODSTAWOWE JEDNOSTKI CZASU

JEDNOSTKA | SKROT ZAMIANA JEDNOSTEK
 sekunda | s |
minuta min | 1min=60s
godzina h 1h =60 min = 3600 s
kwadrans To czwarta czes¢ godziny, czyli 15 minut.
Doba astronomiczna to 24 godziny, czyli 1440 minut = 86 400 sekund.
doba Doba ksiezycowa to okres pomiedzy dwoma kolejnymi gérowaniami
Ksiezyca, rowny 24 h 50 min 28 s = 89428 s.

JEDNOSTKI KALENDARZOWE

JEDNOSTKA OPIS

To 7 dni, czyli 168 godzin = 10 080 minut = 604 800 sekund (z wyjatkiem tygo-

tydzien . , : . . .
dni, w ktérych nastepuje zmiana czasu, np. z zimowego na letni).

Nazwa miesigca | Dlugos¢ w dniach | Nazwa miesigca | Dlugosc¢ w dniach

styczen 31 lipiec 31
28 lub
luty 29 w roku prze- | sierpien 31
miesigc (SR .

marzec 31 wrzesien 30

kwiecien 30 pazdziernik 31

maj 31 listopad 30

czerwiec 30 grudzien 31
To czwarta czesc roku kalendarzowego, czyli 3 miesigce. Rok ma 4 kwartaty. w
| kwartat Il kwartat I kwartat IV kwartat U
kwartat - : =
styczen, luty, kwiecier), maj, lipiec, sierpien, pazdziernik, listo- —
marzec czerwiec wrzesien pad, grudzien B
Rok kalendarzowy to ;
4 kwartaty E
rok 12 miesiecy =
kalendarzowy | 53 tygodnie o
h

365 dni rok zwykly lub 366 dni rok przestepny
8760 godzin rok zwykly lub 8784 godzin rok przestepny
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JEDNOSTKI KALENDARZOWE

JEDNOSTKA OPIS

Rok przestepny - rok dluzszy o 1 dzieri od roku zwyktego.

L ata przestepne to te, ktérych numeracja jest podzielna przez 4 i niepodzielna
przez 100 lub jest podzielna przez 400.

Najblizsze lata przestepne:

2020, 2024, 2028, 2032, 2036, 2040, 2044, 2048

Wielokrotnosci roku

c?;il:;g;c;iecie Wiek - stulecie, | Millenium - tysizclecie,
T ' 100 lat. 1000 lat.

Kalendarz stoneczny - wyrdznia sie w nim cztery pory roku.
Pory roku

wiosna ‘ lato jesien | zima

I 9.2. JEDNOSTKI DtUGOSCI

PODSTAWOWE JEDNOSTKI DLUGOSCI

JEDNOSTKA | SKROT ZAMIANA JEDNOSTEK
milimetr mm
centymetr cm 1em =10 mm
decymetr dm Tdm =10 cm =100 mm
metr m 1m =10 dm = 100 cm = 1000 mm
kilometr km Tkm = 1000 m = 10 000 dm = 100 000 cm = 1000 000 mm

JEDNOSTKI DEUGOSCI STOSOWANE W ASTRONOMII

= JEDNOSTKA WARTOSC PRZYBLIZONA
2
E parsek 3-10®"m
E rok swietlny 9.10"m
- jednostka astronomiczna 15-10° m
z
E JEDNOSTKI DEUGOSCI STOSOWANE W NAWIGAC]!
[«a]
() o :
o JEDNOSTKA WARTOSC PRZYBLIZONA
mila morska 1852 m
kabel 185,2 m
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DAWNE JEDNOSTKI DEUGOSCI UZYWANE W KRAJACH ANGLOSASKICH
JEDNOSTKA WARTOSC PRZYBLIZONA
mila 1,6 km
yard 91cm
stopa (foot) 30,5 cm
cal (inch) 2,54 cm

I 9.3. JEDNOSTKI PREDKOSCI

PODSTAWOWE JEDNOSTKI PREDKO§C|
JEDNOSTKA ZAMIANA JEDNOSTEK
km/h 1km/h = 1000 m/min = LY m/s ~0,27 m/s
60 2600
S

m/s 1m/s = @ km/h = 3.6 km/h

| 3600
wezet 1 mila morska/h = 1,852 km/h =~ 0,5 m/s

I 9.4. JEDNOSTKI POLA POWIERZCHNI

PODSTAWOWE JEDNOSTKI POLA

JEDNOSTKA SKROT ZAMIANA JEDNOSTEK

milimetr kwadratowy mm? | 1mm?= 0,01 cm?

Tcm? = 100 mm?
centymetr kwadratowy | c<m? |1cm?=0,01dm?

1 cm? = 0,0001 m?

o 1dm? = 100 cm? = 10 000 mm?
1dm? = 0,01 m?

2 1m? =100 dm? = 10 000 cm? = 1 000 000 mm?
1 m?=0,000000 km?

> | Tkm?=1000 000 m? = 100 000 000 dm? =
=10 000 000 000 cm? = 1 000 000 000 000 mm?

decymetr kwadratowy

metr kwadratowy m
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kilometr kwadratowy km
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JEDNOSTKI POLA POWIERZCHNI GRUNTOW

JEDNOSTKA | SKROT ZAMIANA JEDNOSTEK
ar ; 1a=100 m?
hektar | ha |1ha=10000m?
kilometr kwadratowy | km? | 1km?2=1000 000 m?

I 9.5. JEDNOSTKI OBJETOSCI

JEDNOSTKI OBJETOSCI

JEDNOSTKA SKROT ZAMIANA JEDNOSTEK

milimetr szescienny mm?3

s | 1cm®=1000 mm?

centymetr szescienn cm
y / 1em? = 0,001 dm?

1dm?® = 1000 cm? = 1000 000 mm?
1dm? = 0,001 m?

3 | 1m?=1000 dm?®= 1000 000 cm?

decymetr szescienny dm?

metr szescienn m
y 1m? = 0,000000001 km?
kilometr szescienny km*® | 1km?®= 1000 000 000 m?
JEDNOSTKI POJEMNOSCI
JEDNOSTKA SKROT ZAMIANA JEDNOSTEK
mililitr ml | ml=1cm?
Tml=0,001dm?=0,001]
. 1I=1dm?
litr l
11=0,01hl
hektolitr hl 1hl =100 |

I 9.6. JEDNOSTKI MASY

b
2
o
-
==
E JEDNOSTKI MASY
% JEDNOSTKA ' SKROT ZAMIANA JEDNOSTEK
E miligram mg
ol
2 gram g 1g =1000 mg
o dekagram dag |1dag=10g=10000mg
kilogram kg | 1kg =100 dag = 1000 g = 1000 000 mg
tona t 1t =1000 kg = 100 000 dag
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I 9.7. DAWNE JEDNOSTKI ILOSCI

NAZWA LICZBA SZTUK
tuzin | 12
kopa 60
gros 144

I 9.8. JEDNOSTKI TEMPERATURY

Podstawowa jednostka temperatury w ukladzie S| jest kelwin (K). W Polsce uzywa sie skali
Celsjusza (°C). W USA uzywa sie skali Fahrenheita (°F).

WZOR OPIS

zamiana temperatury w stopniach Celsjusza (1)

T=t+2/315K na temperature w kelwinach (7)

zamiana temperatury w stopniach Celsjusza (f)

g =
& :[th_BZ] F na temperature w stopniach Fahrenheita (z) T

5 = zamiana temperatury w stopniach Fahrenheita
t==-(t;—32)°C . .
g (tz) na temperature w stopniach Celsjusza (1)
WAZNE TEMPERATURY
ZJAWISKO TEMPERATURA W STOPNIACH CELSJUSZA
zero bezwzgledne —273,15
zamarzanie wody 0 =
¥
wrzenie wody 100 E
=5
srednia temperatura ciala czlowieka 36,6 g
&
P
—
@
o
o
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I 9.9. SKALA

Skala okresla, ile razy obraz figury jest od tej figury mniejszy lub wiekszy. Skala zapisywana jest
za pomocg ilorazu dwoch liczb.
Skala 1:1Figura i jej obraz sa tej samej wielkosci.

Skala 1: 2 Dtugosci bokow figury F; sa dwa razy krotsze od dtugosci bokow figury F.

F Fy

Skala 2 : 1 Dtugosci bokow figury F, sg dwa razy dtuzsze od dtugosci bokow figury F.

Rodzaje zapisu skal na mapach

Skala liczbowa - skala zapisana za pomoca ilorazu, ktéry moze miec tez postac utamka. Skala
jest tym wieksza, im mniejszy jest dzielnik (mianownik utamka). Okresla, ile razy odlegtosc
w rzeczywistosci jest wieksza od odlegtosci na mapie.

przyktad: Skala: 1:100 000 Skala:
' 100000

Skala 1: 20 000 oznacza, ze 1cm na mapie odpowiada 20 000 cm (czyli 200 m) w rzeczywistosci.

Skala mianowana - zapisywana jest jako porownanie dwdch odleglosci. Pierwsza to diugosc
odcinka na mapie, druga to dlugos¢ odpowiadajgcego odcinka w terenie (podana w m lub km).

przykfad: 1cm —100 km Tem — 100 km
1cm na mapie - 100 km w terenie

Skala polowa - zapisywana jeko porownanie dwoch pél powierzchni. Pola na mapie
| odpowiadajgcego pola w terenie.

przykfad: 1 mm? - 1000 000 m? 1mm? — 1.000.000 m?

Podziatka liniowa

Jest graficznym obrazem skali w postaci linii prostej odpowiednio podzielonej i opisane;.
Przedstawia stosunek odlegtosci na mapie i w terenie.
100 O 100 200 300 400 500 600 700 800 9500 1000m
i | I | | |
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I 9.10. PLAN

Plan jest obrazem niewielkiego obszaru powierzchni Ziemi przedstawionego w duzej skali.
Pokryty jest siatkg kwadratow. Kolumny pionowe oznaczone sg literami, a poziome wiersze
cyframi.

Legenda - opis dotgczony do planu lub mapy, zawiera informacje potrzebne do wiasciwego

odczytania planu lub mapy. Zawiera m.in. objasnienia symbaoli wystepujacych na planie.
Przyktadowe znaki topograficzne stosowane na planach

SYMBOL ZNACZENIE

rzeka

g

wysokopienny las iglasty

bagno

budynek

______ droga polna lub lesna

linia kolejowa, stacja

“ lesniczowka

stacja benzynowa
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10. WEASNOSCI FIGUR GEOMETRYCZNYCH NA
PLASZCZYZNIE

I 10.1. POJECIA WSTEPNE

Punkt
P

Punkt P
Prosta

Figura geometryczna ptaska - zbior punktow ptaszczyzny.

p

Prosta p

Potprosta o poczatku w punkcie P lezacym na prostej p - kazda z dwdch czesci, na ktére punkt P
dzieli prosta p wraz z tym punktem.
M

P
Potprosta PM

Odcinek AB - figura utworzona z punktow A i B oraz ze wszystkich punktow prostej AB lezacych
pomiedzy punktami A i B. Punkty Ai B nazywane sa korncami tego odcinka.

B

Odcinek AB

Dtugos¢ odcinka to odlegtos¢ miedzy jego koricami.
Odcinki majace te samg diugosc nazywamy przystajacymi lub réwnymi.

tamana - figura skiadajgca sie ze skonczonej liczby odcinkéw takich, ze:

- dowolne dwa odcinki majg co najwyzej jeden punkt wspolny,

- koniec kazdego odcinka (z wyjatkiem ostatniego) jest poczatkiem nastepnego odcinka.
Odcinki, z ktérych sktada sie tamana, to boki tamanej. Konce bokdw tamanej, to jej wierzchotki.
Dtugos¢ tamanej to suma diugosci jej bokow.

M

tamana zwyczajna otwarta ABCDEFG  tamana zwyczajna zamknieta MOPRNM

10.1. POJECIA WSTEPNE
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v H
tamana wigzana otwarta STUWVYZ  kamana wigzana zamknieta HIKLMNH

Figura wypukta - dle dwoch dowolnych  Figura wklesta - figura, ktdra nie jest wypukia.
punktow nalezacych do figury, odcinek Istniejg takie dwa punkty nalezgce do figury,
o koncach w tych punktach zawiera sie w tej  ze odcinek o koncach w tych punktach nie
figurze. zawiera sie w catosci w tej figurze.,

< W

I 10.2. PROSTE NA PLASZCZYZNIE

Proste i punkty

Przez jeden punkt mozna poprowadzi¢ nieskoriczenie wiele prostych.

Przez kazde dwa rozne punkty mozna poprowadzic tylko jedng prosta.

/4”

Punkty A, B, C sg wspolliniowe, gdy leza na jednej prostej.

5

B .p

A
Punkty A, B, C sa niewspdtliniowe, gdy nie leza na jednej proste;j.
C
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Odlegtos¢ punktu P od prostej k (punkt P nie lezy na tej prostej) - dlugos¢ odcinka PM
prostopadtego do prostej k, takiego, ze punkt M nalezy do prostej k.

k

A

"'|:|-.

® Wzajemne potozenie prostych

Proste rownolegte - proste niemajgce punktéw wspolnych lub proste pokrywajace sie.
p

//
Odlegtos¢ roznych prostych rownolegtych — dtugos¢ odcinka prostopadtego do tych prostych,
o koricach nalezacych do tych prostych.

Przez punkt nielezacy na danej prostej mozna poprowadzic tylko jedng prosta réwnolegla do tej

prostej.

Proste przecinajace sie - proste majace dokladnie jeden punkt wspolny (punkt przeciecia).

m

10.2. PROSTE NA PLASZCZYZNIE



Proste prostopadte - proste przecinajace sie pod katem prostym.
k

I 10.3. ODCINEK NA PLASZCZYZNIE

Symetralna odcinka - prosta prostopadla do odcinka dzielaca go na dwie rowne czesci.
Kazdy punkt symetralnej odcinka jest réwno odlegty od jego koncow.

5

B

A N
s — symetralna odcinka AB

|AP| = | PB]

Srodek odcinka - punkt odcinka dzielgcy go na potowy.

A S

L

e

S - srodek odcinka AB
|AS| = |SB| i |AS| + |SB| = |AB|
Stosunek podziatu odcinka AB punktem P nalezgcym do tego odcinka i roznym od punktu B -

liczba k = m

5

& =
' Taw]
[ Awg]

2 1
4 2
Mozna tez zapisat:k=2:4lubk=1:2

przyldad: k

o

Wzajemne potozenie dwoch odcinkéw na ptaszczyznie

Dwa odcinki sg rownolegte, gdy proste zawierajagce te odcinki sg rownolegte.
B
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Dwa odcinki sg prostopadte, gdy proste wyznaczone przez te odcinki sg prostopadte.

Odcinek jest prostopadty do prostej, gdy zawiera sie w prostej prostopadtej do tej proste;.

A
D

I 10.4. KATY

Kat - kazda z czesci ptaszczyzny wyznaczonych przez dwie potproste o wspolnym poczatku,
wraz z tymi potprostymi.

Potproste te to ramiona kata, ich wspdlnym poczatkiem jest wierzchotek kata.

Kat ABC
Punkt B - wierzchotek kata
Pétproste BA, BC - ramiona kata

Katy przystajace - katy o rownych miarach.
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Dwusieczna kata - potprosta o poczatku w wierzchotku kata dzielgca ten kat na potowy.

|<ABD| = |«DBC]|

Pétprosta BD jest dwusieczng kata ABC,
Punkt lezacy na dwusiecznej kata jest rownoodlegty od ramion tego kata.

£

Prosta AP - dwusieczna kata BAC.
|PC| = |PB|

I 10.5. RODZAJE KATOW

Kat wypukty: 0° < a < 1807 lub a = 360°

(52

Kat zerowy: a = 0° - jego ramiona sie pokrywaja.
@) A B

Kat wklesty: 180° < a < 360°

Kat petny : o = 360°- skfada sie z catej ptaszczyzny, jego ramiona sie pokrywaja.
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Kat potpetny: a = 180° - jego ramiona tworzg prosta.

oy

Kat ostry: 0° < a < 90°

Kat prosty: a = ©0°

Al

Kat rozwarty: 90° < a < 180°

I 10.6. KONSTRUKCJE NIEKTORYCH KATOW

45°
Kat ten jest potowag kata prostego. Mozna go skonstruowac np. poprzez poprowadzenie
dwusiecznej kata prostego.

45°

60°
Kat ten jest katem w trojkacie réwnobocznym. Aby go utworzy¢, wystarczy skonstruowac trojkat
réwnoboczny.

60°
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30°
Kat ten jest potowa kata o mierze 60°. Aby uzyskac¢ kat o mierze 30°, wystarczy skonstruowac
trojkat rownoboczny i poprowadzi¢ dwusieczng jednego z jego katow.

30°

I 10.7. KATY UTWORZONE PRZEZ PROSTE

Katy przylegte: o + 5 =180°

Katy wierzchotkowe: a = 5

Katy przy prostych réwnolegtych

aqi 05, 05104 511 B2 B3 Bs— katy wierzchotkowe
000z, 0y iay 3153 8,1 Bs- katy odpowiadajace
01 as, 551 B; - katy naprzemianlegte

Katy naprzemianlegte i odpowiadajgce to katy utworzone przez dwie proste rownolegte, przeciete
trzecig prosta. Katy odpowiadajace sg rowne. Katy naprzemianlegte sg rowne.
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I 10.8. KOtA | OKREGI

Okrag o srodku O i promieniu r — zbidr wszystkich punktéw ptaszczyzny, ktérych odlegtosc od
punktu O jestrowna r (r > 0).

(&

Koto o srodku O i promieniu r - zbidr wszystkich punktow ptaszczyzny, ktorych odlegtosc od
punktu O jest mniejsza lub réwna r (r > 0).

Cieciwa okregu (kotfa) - odcinek o koricach nalezacych do okregu.

Wycinek kota - kazda z dwodch czesci, na ktéore koto zostato podzielone przez dwa rézne
promienie,
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Odcinek kota - kazda z dwoch czesci, na ktdre koto zostato podzielone przez cieciwe.

buk - czes¢ okregu.

Pierscien kotowy - powierzchnia zawarta miedzy dwoma okregami wspotsrodkowymi o réznych
promieniach.

® Pole kota, diugosc okregu

Pole kota o promieniu r: P = xr?

Pole wycinka kota o promieniu r, wyznaczonego przez kat o mierze a:

¥
P ip?

360°

s

Dtugosc okregu o promieniu r: L = 2ar

Dtugosc€ tuku okregu o promieniu rwyznaczonego przez kat o mierze a:

b=

e
360°
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Pole pierscienia kotowego
P=r(R*—r)

Obwaéd pierscienia kotowego
L=2x(R+r)

@ @&

® Wzajemne potozenie prosteji okregu

Prosta zewnetrzna wzgledem okregu
Prosta i okrag nie majg punktow wspolnych. Odleglos¢ srodka okregu od prostej jest wieksza od

dtugosci promienia.

r<d

Prosta styczna do okregu

Prosta i okrag majg jeden punkt wspolny. Prostg nazywamy styczna do okregu. Odlegtosc¢ srodka
okregu od prostej jest rowna dtugosci promienia. Promien okregu poprowadzony do punktu
stycznosci jest prostopadty do stycznej.
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Prosta przecinajgca okrag (sieczna)
Prosta i okrgg majg dwa punkty wspolne. Prostg nazywamy sieczng okregu. Odlegtosc srodka
okregu od prostej jest mniejsza od dtugosci promienia.

r>d

® Wzajemne potozenie dwoéch okregow

Okregi nie maja punktow wspdlnych

punkty O, S - srodki okregow

d=|0S|
d>r+R

Dtr
d<R—r

Okregi maja jeden punkt wspdélny

Okregi styczne zewnetrznie
d=|0S|=R+r
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Okregi styczne wewnetrznie
d= 05| =R—F

Okregi majg dwa punkty wspodlne
R—r<d<R+r

4
\/

I 10.9. SYMETRIA OSIOWA

Okreslenie symetrii osiowej

Symetria osiowa wzgledem prostej p to przeksztatcenie ptaszczyzny, w ktorym:

- obrazem punktu lezacego na tej prostej jest ten sam punkt,

» obrazem punktu P nielezacego na tej prostej jest punkt P; taki, ze odcinek |PP,| jest prostopadty
do prostej p i srodek tego odcinka lezy na tej prostej.

Punkty Pi P, sa symetryczne wzgledem prostej p.
P

*A

Prosta p zwana jest osig symetrii.
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Obraz figury w symetrii osiowe]

Aby znalez¢ obraz wielokata w symetrii osiowej, najpierw znajdujemy obrazy wierzchotkow,
a nastepnie odpowiednio je fgczymy. Obrazem wielokata jest wielokat do niego przystajacy.

W symetrii osiowej figura i jej obraz sg figurami przystajacymi.
Obrazem:

* odcinka jest odcinek takiej samej dtugosci,

- okregu jest okrag o takim samym promieniu,

- kwadratu jest kwadrat o boku takiej samej dtugosci.

Os symetrii figury

Os symetrii figury F - prosta taka, ze obrazem figury F w symetrii osiowej wzgledem tej prostej
jest ta sama figura.

Figura osiowosymetryczna - figura, ktora ma os symedtrii.

Odcinek AB ma dwie osie symetrii:

* symetralna,

" prosta AB.

Kat ma jedng os symetrii — jest to prosta, na ktorej lezy dwusieczna tego kata.
Okrag ma nieskonczenie wiele osi symetrii - jest to kazda prosta przechodzaca przez jego srodek.
Kwadrat ma cztery osie symetrii:

* symetralne bokow,

* proste, na ktorych leza przekatne.

Prosta p ma niekonczenie wiele osi symedtrii:

* kazda prosta prostopadta do danej prostej,

* prosta p.

Nie kazda figura ma os symetrii.

Osi symetrii nie majg np. trapez prostokatny, trojkat réznoboczny.
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I 10.10. SYMETRIA SRODKOWA

Symetria Srodkowg wzgledem punktu S nazywamy przeksztatcenie plaszczyzny, w ktérym
obrazem punktu P, réznego od S, jest punkt P, taki, ze S jest srodkiem odcinka |PP;| . Obrazem
punktu S jest ten sam punkt.

Punkt S nazywamy srodkiem symetrii.

oot~

®iA

Obraz figury w symetrii Srodkowej
Aby znalez¢ obraz wielokata w symetrii srodkowej, znajdujemy obrazy wierzchotkow i znalezione
punkty odpowiednio taczymy.

W symetrii srodkowej figura i jej obraz sa figurami przystajgcymi.
Obrazem:

* odcinka jest odcinek takiej samej dtugosdi,

- okregu jest okrag o takim samym promieniu,

- kwadratu jest kwadrat o boku takiej samej dlugosci.

Srodek symetrii figury - taki punkt, ze obrazem figury w symetrii wzgledem tego punktu jest

ta sama figura.

.

Figura srodkowosymetryczna - figura, ktora ma srodek symetrii.

Srodkiem symetrii:

* odcinka jest jego srodek,

- prostej jest dowolny punkt lezacy na tej prostej,

- okregu jest srodek okregu,

- prostokata jest punkt przeciecia przekatnych.

Nie kazda figura ma srodek symetrii. Srodka symetrii nie maja np. tréjkat, pieciokat.

10.10. SYMETRIA SRODKOWA



11. WIELOKATY

I 11.1. WIELOKAT

Wielokat - czes¢ plaszczyzny ograniczona tamang zwyczajng zeamknieta, wraz z tg tamana.

Boki wielokata - boki tamane] wyznaczajgce] wielokat.

Wierzchotki wielokata - wierzchotki tamanej wyznaczajacej wielokat.
E

bok wielokata

wierzchotek wielokata

Wielokgt ABCDE ma:
- pie¢ wierzchotkow: A, B, C, D, E
- pie¢ bokow: AB, BC, CD, DE, EA

Wielokat majacy n bokdw (n - liczba naturalna wieksza od 2) nazywamy n-bokiem lub n-katem.
Wielokat o n bokach ma n wierzchotkow. Nazwa wielokata zalezy od liczby jego bokow (katow).

Czworokat Dziesieciokat Trojkat

Wielokat wypukty - wielokat, ktory jest figurg wypukla.

Wielokat wklesty - wielokat, ktdry nie jest figurg wypukia.

Wielokat wypukty Wielokat wklesty
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Obwéd L wielokata - suma diugosci jego wszystkich bokow.

L=a+b+c+d+e L= o241 T2 43

Przekatna wielokata - odcinek taczacy dwa wierzchotki i niebedacy bokiem.

W wielokacie wypuklym wszystkie W wielokacie wklestym nie wszystkie
przekatne zawieraja sie w tym wielokacie. przekatne sg zawarte w tym wielokacie.

Liczba przekatnych w n-kacie (n - liczba naturalna wieksza od 2) wyraza sie wzorem:

n(n—3)
2
3:(3-3
przykiad: liczba przekatnych w tréjkacie: i 2 ) N g =0
5.(5-3
liczba przekatnych w pieciokacie: % = g =95
_ o 10:(10-3) 70
liczba przekatnych w dziesieciokacie: — o 25
= Kat wewnetrzny wielokata wypuktego: D
S - Wierzchotkiem kata wewnetrznego jest wierzchotek wielokata.
g * Ramiona kata wewnetrznego sg zawarte w dwoch sasiednich
= bokach wielokata.
= - W danym kacie wewnetrznym jest zawarty wielokat. 2
Katy czworokata ABCD: <ABC,<BCD,<1«CDA,<<DAB
Wielokat ma tyle katdw, ile ma bokow. 2

przykiad: Trojkat ma 3 katy.
Siedmiokat ma 7 katow.
Stukat ma 100 katdw.
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Suma miar katow wewnetrznych wielokata wypuktego o n bokach (n - liczba naturalna wieksza
od 2) wyraza sie wzorem:
180° - (n — 2)

przykiad: Suma miar katow dwunastokata: n =121 180° - (12 — 2) = 180° - 10 = 1800°.

Kat zewnetrzny wielokata wypuktego - kat przylegly do kata wewnetrznego wielokata:
* Kazdy kat wewnetrzny wielokata ma dwa katy zewnetrzne.
* Suma miar katow zewnetrznych wielokata wypuktego jest rowna 720°.

B C

Katy ay, a, - katy zewnetrzne do kata ADC

Wzér Picka

Podstawowe pojecia

Punkt kratowy Odcinek kratowy Wielokat kratowy

5
4
g
=

Liczba brzegowych punktéw kratowych B =12
Liczba wewnetrznych punktow kratowych W =8
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Wielokat kratowy prosty - boki wielokata tworza zamknietg ftamana, a dwa jego boki maja
punkt wspadlny, tylko gdy sg bokami kolejnymi.

Twierdzenie Picka

Pole wielokata prostego, ktorego wierzchotki sg punktami kratowymi wyraza sie wzorem:
1
P=W+—-8B-1,
v 2
gdzie W - liczba punktow kratowych lezgcych wewnatrz wielokata, B - liczba punktow kratowych
lezgcych na brzegu wielokata.

i’ II.J-I' ~
Virodl

1 1

DAt 7 P o=
T3 T3

P=3+35=65 P=5+7=12

I 11.2. TROJKATY

Trojkat — wielokat o trzech bokach.

F PODZIAL TROJKATOW ZE WZGLEDU NA j
L 2 = el

wszystkie katy jeden jeden wszystkie dwa wszystkie boki
wewnetrzne ostre kat prosty kat rozwarty boki réwne boki réwne roZnej diugosci
OSTROKATNY PROSTOKATNY  ROZWARTOKATNY ROWNOBOCZNY ROWNORAMIENNY  ROZNOBOCZNY

C
a a
Boki trojkata
W trojkacie jeden dowolny bok to podstawa. Pozostate dwa boki to ramiona.

=
S
°
2

ramie ramie

podstawa
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W trojkacie rownoramiennym dwa boki majace te samg dlugos¢ to ramiona. Trzeci bok to
podstawa.

podstawa

W trojkacie prostokatnym boki przy kacie prostym to przyprostokatne. Bok lezacy naprzeciw
kata prostego to przeciwprostokatna. Przeciwprostokatna jest najdiuzszym bokiem trojkata
prostokatnego.

przyprostokatna przeciwprostokatna

przyprostokatna

W trojkacie naprzeciw najwiekszego kata lezy najdtuzszy bok.

najdtuzszy bok
e

najwiekszy kat
Nierownosc trojkata
Suma dtugosci dowolnych dwoch bokdw trojkata jest wieksza niz dlugosc trzeciego boku.
a+b>c = | b

o S B S
B850

Rozpoznawanie rodzaju trojkata
a, b, c - dtugosci bokéw tréjkataia < b < ¢

Gdy a® + b* > ¢, to trojkat jest ostrokatny.
Gdy a® + b* < ¢, to trdjkat jest rozwartokatny.

Katy tréjkata

5
>
=
!
=

el

a+ B+ y=180°
Suma miar katéw jest réwna 180°,
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W trojkacie rownobocznym kazdy kat ma miare 60°.

a

W trojkacie rownoramiennym katy przy podstawie sg rowne.

Przystawanie trojkatéw
Trojkaty przystajgce - boki i katy jednego trojkata sg rowne bokom i katom drugiego trojkata.

Trojkaty przystajace

® Cechy przystawania trojkatow

bbb (bok-bok-bok)
Jezeli trzy boki jednego trojkata sg odpowiednio rowne trzem bokom drugiego tréjkata, to te

trojkaty sa przystajace.

bkb (bok-kat-bok)
Jezeli dwa boki i kat zawarty miedzy nimi w jednym trojkacie sa rowne odpowiednim bokom
| kacie miedzy nimi w drugim trojkacie, to te trojkaty sa przystajace.

=
~]
2.
z
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kbk (kat-bok-kat)
Jezeli bok i dwa lezace przy nim katy w jednym trojkacie sg odpowiednio réwne bokowi i dwom
lezagcym przy nim katom w drugim trojkacie, to te trojkaty sg przystajace.

o

Cecha przystawania trojkatéw prostokatnych
Jesli przeciwprostokatna i przyprostokatna jednego z trojkatow prostokatnych sg rowne
odpowiednio przeciwprostokatnej i przyprostokatnej drugiego trojkata prostokatnego, to te

trojkaty sag przystajace.

Wysokos¢ tréjkata - odcinek poprowadzony z wierzchotka, prostopadty do przeciwleglego
boku lub jego przedtuzenia.

Trojkat ma trzy wysokosci. Proste, w ktdrych zawierajg sie wysokosci, przecinajg sie w jednym
punkcie.

® Proste i odcinki w trojkacie

h:
Punkt przeciecia wysokosci jest nazwany ortocentrum trojkata.

Srodkowa tréjkata - odcinek tagczgcy wierzchotek tréjkata ze srodkiem przeciwlegtego boku.
Srodkowe przecinajg sie w punkcie zwanym srodkiem ciezkosci tréjkata (na rysunku punkt P).
Punkt ten dzieli kazdg ze srodkowych na dwie czesci, z ktorych odcinek tgczacy wierzchotek
z punktem P jest dwa razy dtuzszy od pozostatej czesci.

s
c
>
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Dwusieczna kata w trojkacie - polprosta, ktore dzieli kat na dwa katy o rownych miarach.
Dwusieczne katow tréjkata przecinajg sie w jednym punkcie.

Symetralna boku tréjkata - prosta prostopadia do boku, przechodzaca przez jego srodek.

Symetralne bokow tréjkata przecinaja sie w jednym punkcie, ktory jest srodkiem okregu
opisanego na tym trojkacie.

1

1

i

b i
\-i i

= e
1

n

1

Ll

i

1

W trojkacie ostrokatnym srodkowe przecinajg sie w punkcie lezacym w tym trojkacie.
W trojkacie prostokatnym punkt przeciecia jest srodkiem przeciwprostokatne;.
W trojkacie rozwartokatnym srodkowe przecinajg sie poza trojkatem.

® Zwigzki miarowe w tréjkacie prostokatnym

Twierdzenie Pitagorasa
Jezeli trojkat jest prostokatny, to suma kwadratow dtugosci przyprostokatnych jest rowna
kwadratowi dtugosci przeciwprostokatnej:

a?+b*=c

b

Twierdzenie odwrotne do twierdzenia Pitagorasa
Jezeli suma kwadratéw dtugosci dwdch bokow trojkata jest rowna kwadratowi dtugosci trzeciego
boku, to trojkat ten jest prostokatny.

=
S
°
2

Trojki pitagorejskie - liczby naturalne a, b, ¢, wyrazajgce dlugosci bokow trojkata prostokatnego.
przyktad:a=3,b=4,c=5

b =588=14E=18

&="Tbi=2; €=125
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Wszystkie trojki pitagorejskie mozna otrzymac, korzystajac ze wzordw:
a=x>—y5b=2xy, c=x+ >
gdzie x, y to liczby naturalne i x > .
przyktad: dlax =12, y =1
a=12?—-17=144 —1=143
b=2:12:1=24
c=122+17?=144 +1=145
prawdzenie:
1432 4+ 242 = 20449 + 576 = 21025
1452 = 21025
1432 + 247 = 1452
W trojkgcie prostokatnym wysokos¢ poprowadzona z wierzchotka kata prostego jest rowna
pierwiastkowi z iloczynu dtugosci odcinkéw, na ktore dzieli ona przeciwprostokatna.

=y

W trojkacie prostokatnym srodkowa poprowadzona z wierzchotka kata prostego ma dtugosc
réowng dtugosci potowy przeciwprostokatne;.

® Zwiagzki miarowe w dowolnym tréjkacie o bokach a, b, ¢
Obwéd:L=a+b+c
Pole: P = L:Jh
2

Wzor Herona:

P=Jp(p—a)p—bXp—c)
a-+b+c

dzie p=
gdzie p -

® Zwigzki miarowe w tréjkacie rownobocznym o boku a
Obwod: L = 3a

V3

Pole: P = —qg*
A

93,

Wysokosé: h = >

s
c
:
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I 11.3. CZWOROKATY

Czworokat to wielokat, ktéry ma cztery boki.
Czworokat ma dwie przekatne.

Suma miar katéw czworokata jest rowna 360°.
Czworokaty dzielg sie na wypukte i wkleste,

Czworokat wypukty Czworokat wklesty
Klasyfikacja czworokatéw wypuktych

czworokaty
jedna para bokow nie maja bokéw
l rownoleghtych rownolegtych l
trapezy trapezoidy
dwie pary bokow dwie pary bokow
rownoleghych sasiednich réwnych
réwnolegtoboki
wszystkie | wszystkie deltoidy
lkqty proste boki réwnel
prostokaty romby
| wszystkie wszystkie

boki rowne l katy proste

=
~]
2.
z

kwadraty
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Trapezoid

Trapezoid - czworokat, w ktérym zadna para bokdw nie jest rownolegta.
Nie jest trapezem.

® Wtasnosci wybranych czworokatow

a
Kwadrat
L=4a gt N
P
1 o
P=—d? .
2 ..‘-\__\I //
Wszystkie boki majg te sama dtugosc. |

Wszystkie katy sg proste.

Przekatne sg rowne i prostopadte, punkt przeciecia dzieli je na potowy.

Ma cztery osie symetrii. Srodek symetrii lezy w punkcie przeciecia przekgtnych.
Kwadrat to wielokat foremny. Jest:

- trapezem
* rownolegtobokiem
* prostokatem
Prostokat
L=2a+2b . .
P=ab e
Przeciwlegte boki sa rownolegte i réwne.
Katy sa proste. b

Przekatne sg rowne, punkt przeciecia dzieli je na potowy.
Ma dwie osie symetrii, ktére sg symetralnymi jego bokow.
Prostokat, ktory ma rowne boki to kwadrat.

Prostokat jest rownolegtobokiem i trapezem.

5
>
=
!
=
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Romb

[ =4a
P =ah
p %oﬂ 4,
Wszystkie boki sg rowne.
Jego przeciwlegte boki sg réwnolegte.

Jego przeciwlegte katy sa rowne.
Przekatne rombu sg prostopadte, a ich punkt przeciecia dzieli je
na potowy.

Suma miar katéw przy jednym boku jest réwna 180°.

Istniejg dwie osie symetrii, ktdre zawierajg sie w przekatnych.
Romb, ktory ma wszystkie katy proste, to kwadrat.

Romb jest rownolegtobokiem i trapezem.

Réwnolegtobok b
L=2a+2b
P=ah
Przeciwlegte boki réwnolegtoboku sg réownolegte i réwne.
Jego przeciwlegle katy sg rowne.
Suma miar katow przy jednym boku tego czworokata jest rowna 180°.
Przekatne rownolegtoboku dzielg sie na potowy.
Punkt przeciecia przekatnych rownolegtoboku jest srodkiem symetrii.
Rownolegtobok jest trapezem.
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Trapez
a+ vy =180°
g+ 6=180°
l=a+b+c+e

1
P—_(a+b)-h
2m+)

Ma co najmniej jedng pare bokdéw rownolegtych.

Suma katow przy kazdym z ramion trapezu jest rowna 180°.

Trapez rGwnoramienny

W trapezie rownoramiennym:

- dwa boki sg rdwne,

* przekatne sg rowne,

* punkt przeciecia dzieli przekatne w tym samym stosunku.

Trapez prostokatny
W trapezie prostokatnym dwa katy sg proste.

Deltoid
l=2a+2b
1
P == §d1 N d2

Ma dwie pary bokow sasiednich rownych.

Zadne dwa jego baoki nie sg wzajemnie réwnolegle,
Przekatne przecinaja sie pod katem prostym.

Os symetrii zawiera jedng z przekatnych.

~
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I 11.4. WIELOKATY FOREMNE

Wielokat foremny — wielokat, ktory ma wszystkie boki rowne i wszystkie katy rowne.

Kazda symetralna boku wielokata foremnego jest osig symetrii tego wielokata.

Kazda dwusieczna kata wielokata foremnego zawiera sie w osi symetrii tego wielokata.

180%(n—2)
n

Miara kata wielokata foremnego o n bokach jest rowna , gdzie n > 2.

Niektore wielokaty foremne

LICZBA MIARA SUMA MIAR
RYSUNEK | NAZWA BOKOW KATA KATOW
A Trojkat rownoboczny 3 60° 180°
Kwadrat 4 90° 360°
Q Pieciokat foremny 5 108° 540°
<:> Szesciokat foremny 6 120° 620°
O Siedmiokat foremny 7 128i° 300"
O Osmiokat foremny 8 135° 1080°
-
S o
Q Dziewieciokat foremny 9 140° 1260°
el
z
Q Dziesieciokat foremny 10 144° 1444°
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@ Konstrukcje niektorych wielokatow foremnych

Trojkat réwnoboczny
Konstruujemy za pomoca cyrkla trojkat o rownych bokach.

a
Kwadrat
Konstruujemy prostopadte i za pomoca cyrkla odkladamy réwne odcinki
0 R
4 AN B

Szesciokat foremny

Dzielimy okrag cyrklem, ktérego rozwartosc jest rowna promieniowi okregu.

Wielokat gwiaZdzisty foremny - tamana zamknieta utworzona ze wszystkich przekatnych

wielokata foremnego majacych te sama diugosc.
Przyklady wielokatow gwiazdzistych foremnych

@ Pola niektérych wielokagtéw foremnych

a — diugos¢ boku wielokata

a3

Trojkat réwnoboczny: —7 Kwadrat: a°

. a’ . 3

P kat f :—«./55 245 Szesciokat f =

ieciokat foremny Z 5+ J_} zesciokat foremny 5 \/§
Osmiokat foremny: 2a%(1+ \E} Dziesieciokat foremny: guzij + 245

Dwunastokat foremny: 30%(2 + \E}

1.4, WIELOKATY FOREMNE
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12. UKLAD WSPOLRZEDNYCH

12.1. ZBIORY LICZBOWE NA OSI LICZBOWE)

a<x<b |
- { = f f f { { . -
_Sex<?2 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 x
a<x<b l
f ] -
—2<£x<3 ST T AT R TR TR S R
ag<x=<b :
I $ [ -
1<x<6 0 1 2 3 4 5 6 7 x
a<x<b 1
—1<x<4 S G TN A I O T
ax + b > 0dla:
a>0 a<D
b
X 2o — ¥
o
A ?_'5_1.--'-
_b X
a
ax + b =0dla:
a>0 a<D
XE—E X< ——
o

=T

ANRRRRRNY

o

a

ax + b < 0dla:

g >0 a<0
o

X< — X>—
a

Q4 121.ZBIORY LICZROWE NA OSI LICZBOWEI

=Y



ax + b < 0dla:

a=>0 a<
XE—E xE—E
i |

JARRRRRRNY

]
=¥
o]
%

12.2. ODLEGtOSC PUNKTOW NA OSI LICZBOWE)

Wzor na odlegtos¢ dwoch punktow na osi liczbowe;:
|AB] = |b—a| = |a—b| = |BA]

gdzie:

a — wspotrzedna punktu A

b - wspotrzedna punktu B

Odlegtos¢ miedzy dwiema dowolnymi liczbami na osi liczbowej jest rowna dtugosci odcinka
taczacego punkty odpowiadajgce tym liczbom.

Odlegtosc liczby na osi liczbowe] od zera to wartosc bezwzgledna tej liczby.
Niech a > 0, wtedy:

|x| < a-warunek spetniaja wspotrzedne punktow, ktorych odlegtos¢ na osi liczbowej od punktu
P = (0) jest mniejsza od a

e e -
— l -

— 0 o x

|x| > a-warunek spetniajg wspotrzedne punktow, ktorych odlegtos¢ na osi liczbowej od punktu
P = (0) jest wieksza od g

- -

l- .
0

=] a X

|x| € a-warunek spetniajg wspotrzedne punktow, ktorych odlegtos¢ na osi liczbowej od punktu
P = (0) jest mnigejsza lub rowna a

- l L
—a 0

|x| = @ - warunek spetniajg wspotrzedne punktow, ktorych odlegtos¢ na osi liczbowej od punktu
P = (0) jest wieksza lub rowna a

12.2. ODLEGtOSC PUNKTOW NA OSI LICZBOWE]
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12.3. PROSTOKATNY UKLAD WSPOtRZEDNYCH NA PtASZCZYZNIE

Prostokatny uktad wspotrzednych tworza dwie prostopadte osie liczbowe, ktére nazywamy
osiami uktadu wspotrzednych. Os pozioma Ox to os odcietych, a pionowa Oy to os rzednych.
Punkt przeciecia osi liczbowych nazywamy poczatkiem uktadu wspotrzednych i oznaczany O.

Osie wspotrzednych dzielg ptaszczyzne na cztery czesci, zwane ¢wiartkami: |, 11, I1l, IV.

i

y —

- &

L

L 2

-

I éwiartka — 2 lcwiartka

@

g N

T

L

]

o
/f = =3

Il cwiartka ,f/

i

poczatek uktadu
wspotrzednych

£ 4

-G 0s odcietych (os Ox)

|

2 4 X

IV cwiartka

12.4. PUNKTY W UKtADZIE WSPOtRZEDNYCH

Kazdemu punktowi P na ptaszczyznie z uktadem wspotrzednych mozna przyporzadkowac pare
liczb (x, y) zwanych jego wspotrzednymi. Zapisujemy to w nastepujgcy sposob: P = (x, y).

Pierwsza liczbe x odczytujemy w miejscu przeciecia osi Ox z prosta prostopadla do tej osi,
przechodzacg przez punkt P. Druga liczbe y odczytujemy w miejscu przeciecia osi Oy z prosta
prostopadia do tej osi, przechodzaca przez punkt P. Kazdej parze liczb odpowiada punkt na
ptaszczyznie z ukladem wspoétrzednych.

124 PUNKTY W UKLADZIE

WSPOtRZEDNYCH



«tad: Punkty, ktérych pierwsza wspotrzedna jest réwna 0, lezg na osi Oy.

YA
6+
4+M = (0, 4)
24C=(0,2)
4 -2 0 2 a4 x
C=(0,-1)
2 4
*D = (0, -3)
4+
54

Punkty, ktorych druga wspotrzedna jest rowna 0, lezg na osi Ox.

Y
6__

A4
2

K=(-8,0) Z=(-3,00 [ A=(1,0)
-+ — * f
8 -6 -4 -2 0 2 4

Znaki wspotrzednych punktéow w poszczegolnych ¢wiartkach uktadu wspétrzednych:

Jezeli punkt P = (x, y) nalezy do:

[}
| ¢wiartki uktadu wspodtrzednych, to obie jego Jj;
wspotrzedne sg liczbami dodatnimi,
Il ¢wiartki ukladu wspoétrzednych, to jego P=(x, ;,j 37
pierwsza wspoéirzedna jest liczbg ujemna, x<0,y>0 2
a druga - dodatnig, 1 I
Il ¢wiartki uktadu wspotrzednych, to obie jego 1
wspotrzedne sg liczbami ujemnymi, | : | | |
IV Ewiartki ukladu wspotrzednych, to jego -4 -3 2 -1 0 1
pierwsza wspotrzedna jest liczbg dodatnia, i - "
a druga - ujemna. =5
. =3
P=(xy)
x<0,y<0 -4
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12.5. ODLEGLOSC W UKLADZIE WSPOLRZEDNYCH

Odlegtos¢ punktu P = (g, b) od osi uktadu wspotrzednych:
YA

|a| - odlegtos¢ punktu P od osi Ox
|b| - odlegtos¢ punktu P od osi Oy

Odlegtos¢ punktow A = (xa, ya) oraz B = (xa, yg) w uktadzie wspotrzednych wyraza sie wzorem:

|AB|= \/(XH ~ Xﬂ.]z + (Vs _J"A.]Z

A=(x,y,)

|
I

|
L

|
[

|

mamsky

]
—
[
[N
iy
=¥

|
L

}
L)

1
L
|

i

1

P

1

—
()
nemch
P
i
e

LS |

OP|7 Va© +b* - odlegtos¢ punktu P od poczatku uktadu wspétrzednych
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12.6. ODCINEK W UKLADZIE WSPOtRZEDNYCH

Diugosc odcinka AB, gdzie A = (xu, ya) | B = (Xg, yg) jest rowna:

148 = (% = %) +(Ya— 1)

o

_};1
4+

[
Iu

[
[N

|

P f
.-'|
—
o
—
s
[ N]
I
=y

I
L
f
L

B = (X ¥,)

Jesli punkt P jest srodkiem odcinka AB, gdzie A = (x,, ya) | B = (xa. yg), to:

p_[XatXs YatVs)

2 2 )

YA

4_

34 a
2_

B

©
3.
-
_4 |
A== =2 B = 3)
Srodek odcinka AB:
5 [-2+4 —1+3]

z ¥ g }!_'(“]
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12.7. FIGURY W UKLADZIE WSPOtRZEDNYCH

Czworokat ABCD, gdzie A= (-2, 3), B= (2, 2), Ef|
e W G .,

przyktad: Okrag o srodku w punkcie O = (3, 1)
| promieniu r =|0A|= 32

- 1 -
=2 8 x
_4 A
VA
Punk’ty, ktorych ob|el ’ 5l
wspotrzedne sa sobie rowne,
lezg na tej samej prostey. 20
B =15, 15)
15
10

A = (5, 5)

| | Y A —
5 10 15 20 25 30 35 x

C=(-10, -10)
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12.8. SYMETRIA W UKtADZIE WSPOtRZEDNYCH

SYMETRIA OSIOWA
Obrazem punktu P = (x, y) w symetrii | przykiad
wzgledem osi x jest punkt P'= (x, —y). B=(-23 Y
v i _ 2 3—
2 Py c=(1,2)
2— .
1 A=(-41) ;
, . il || ] D=D'=(3,0)
FR? 17 3 44340 1 3 3%
o 1 g
A'=(-4,-1)
e el .m _2_ y:
P (% o) C'=(1,-2)
® -3 -
B=(-2,-3)
Obrazem punktu P = (x, y¥) w symetrii ac
wzgledem osi y jest punkt P’ = (—x, y). A
g yJestp Y) y D=D'=(0,3)
_]"r‘l' 3
3 B’ = (-3, 2) B=(32)
™ 2— ®
P = (-X, ¥) P=(x,y)
- — - 1—
1—
i i i | | | | -
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4«x
0 - L] =1 — .
-3 -2 -1 1 2 3 x Atal A= (4, 51)
-1 — o
& R
i C=(-1,-3)
SYMETRIA SRODKOWA
Obrazem punktu P = (x, y¥) w symetrii ad
wzgledem poczatku uktadu wspotrzednych Vi
jest punkt P' = (—x, —y). o
i =
B ey ., AmeD
I C=(-31 ,_
1 B’= (-4, 0) B = (4, 0)
* t s | | | -
L L - -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 x
3 =2 0 T 2 3x o ]
o, C'=(3,-1)
. el Adealay |
= (-x, -y) . i
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13. GRANIASTOSLUPY

13.1. WZAJEMNE POLOZENIE DWOCH PLASZCZYZN W PRZESTRZENI

PLASZCZYZNY ROWNOLEGLE PLYSZCZYZNY PRZECINAJACE SIE

Plaszczyzny rownolegte nie majg punktow Czescig wspolng ptaszczyzn przecinajacych
wspolnych lub sie pokrywaja. sie jest prosta.

13.2. WZAJEMNE POLOZENIE DWOCH PROSTYCH W PRZESTRZENI

PROSTE ROWNOLEGLE PROSTE PRZECINAJACE SIE PROSTE SKOSNE
Leza w jednej ptaszczyznie Lezg w jednej ptaszczyzZnie Nie lezg w jednej ptaszczyznie -
i nie majg punktéow wspdlnych | i majg jeden punkt wspélny. | nie majg punktéw wspdlnych.
lub sie pokrywaja.

13.3. WZAJEMNE POLOZENIE PROSTEJ | PLASZCZYZNY
W PRZESTRZENI

PROSTA ROWNOLEGLA DO PLASZCZYZNY PROSTA PRZECINA PLASZCZYZNE

."II
|
. / 7
. ..-'"--- .".;I
- !
/ = ; L
."r
|

Prosta nie ma punktow wspolnych z ptaszczyzng lub | Prosta ma z plaszczyzng doktadnie

jest zawarta w tej ptaszczyZnie. jeden punkt wspolny.

13.3. WZAJEMNE POLOZENIE PROSTE) | PLASZCZYZNY

W PRZESTRZEN



Prosta jest prostopadta do ptaszczyzny, jezeli jest prostopadta do kazdej prostej zawartej w tej
plaszczyznie.

13.4. KATY W PRZESTRZENI

Kat dwuscienny to kazdy z katow zawartych miedzy dwiema potptaszczyznami o wspolnej
krawedzi, wraz z tymi potptaszczyznami.

13.5. WIELOSCIAN

Wieloscian to bryla geometryczna, ograniczona powierzchnig utworzong z wielokatow
o roztgcznych wnetrzach i kazdym boku wspdlnym dle dwoch wielokatow.

Osmioscian Czworoscian
Szescioscian Dwunastoscian

3.5. WIELOSCIAN
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13.6. DEFINICJA GRANIASTOSLUPA

Graniastostup to wieloscian, ktérego dwie sciany, zwane podstawami, sg przystajgcymi
wielokgtami lezgcymi w réwnolegtych ptaszczyznach. Sciany boczne sg réwnolegtobokami
o wierzchotkach nalezacych do podstaw.

podstawa gorna

: wierzchotek

/

sciana boczna

J

podstawa dolna

Graniastostup o podstawie n - kata nazywamy n - katnym.

13.7. ELEMENTY GRANIASTOStUPA

Wysokosc graniastostupa - dowolny odcinek, ktoérego konce nalezg do ptaszczyzn zawierajgcych
podstawy graniastostupa i ktory jest prostopadty do tych ptaszczyzn.

"\.
. ‘l.
wysokosc \/ X

~alh

wygﬂkoéc’/

Granistostup ABCDEFGH przekatna | G
A B, C, D, E, F, G, H—wierzchotk sciany bocznej ;
AB, BC, CD, DA - krawedzie podstawy dolnej i
EF, FG, GH, HE - krawedzie podstawy gorne; |

AE, BF, CG, DH - krawedzie boczne : /
czworokgt ABCD - podstawa dolna
czworokat EFGH - podstawa gérna DA
réwnolegtoboki: ABFE, BCGF, CDHG -

ADHE - $ciany boczne /
/! § 15

wysokosc

krawedz przekatna

boczna K podstawy
s krawedz

A B podstawy
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13.8. RODZAJE GRANIASTOStUPOW

Graniastostup prosty - krawedzie boczne sg prostopadte do pfaszczyzn zawierajgcych
podstawy. Sciany boczne sg prostokgtami.

q <L

Graniastostupy proste

Graniastostup pochyty - graniastostup, ktory nie jest prosty.

¢
¢
¢

i

i
i
i

e

- ~.
r"’ T
- -"_‘.

Graniastostupy pochyte

Graniastostup prawidtowy - graniastostup prosty, ktorego podstawa jest wielokatem
foremnym.

- Sciany boczne sg przystajgcymi prostokgtami.

- Krawedz boczna jest wysokosciag graniastostupa.

_____________

%
#
- ‘-_| & %
\ 3

trojkatny czworokatny pieciokatny szesciokatny

Graniastostupy prawidtowe

13.9. PRZEKATNA GRANIASTOSLUPA

Przekatna graniastostupa - odcinek tgczacy dwa wierzchotki graniastostupa i niezawierajacy
sie w zadnej jego scianie.

N

Graniastostup trojkatny Granistostup czworokatny
nie ma przekatnych. ma dwie przekatne.

13.9. PRZEKATNA GRANIASTOSLUPA
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13.10. POLE POWIERZCHNI GRANIASTOSLUPA

Pole powierzchni catkowitej graniastostupa jest rowne sumie dwoch podl podstaw i pola
powierzchni boczne;.
P=2P +P,

g
P - pole powierzchni catkowite;
P, - pole podstawy

P, — pole powierzchni bocznej

13.11. OBJETOSC GRANIASTOSLUPA

Objetosc graniastostupa jest rowna iloczynowi pola podstawy i wysokosci graniastostupa.
| V=P

gdzie:

V - objetos¢ graniastostupa

P, - pole podstawy

h —wysokos¢ graniastostupa

13.12. WYBRANE GRANIASTOSLUPY | ICH WLASNOSCI

Graniastostup prosty tréjkatny
Podstawg graniastostupa jest trojkat.

Graniastostup prawidtowy trojkatny

Podstawy w ksztatcie przystajgcych tréjkatow rownobocznych.

Sciany boczne w ksztatcie przystajgcych prostokatow - jeden z bokéw kazdego prostokata jest
rowny krawedzi podstawy, drugi jest rowny wysokosci graniastostupa.

h a

106 1312. WYBRANE GRANIASTOStUPY | ICH WEASNOSC



W graniastostupie prawidtowym tréjkatnym o krawedzi podstawy a i wysokosci h:

P, = TBUE - pole podstawy

J3

V = ?r:rz -h - objetosc
P, = 3 - ah - pole powierzchni bocznej

P. :7302 +3ah - pole powierzchni catkowite]

Graniastostup prosty czworokatny (prostopadtoscian)
Wszystkie sciany sg prostokgtami.
leslipodstawysgwksztatciekwadratow, tograniastostupnazywamy prawidtowym czworokatnym.

a

W graniastostupie czworokatnym o krawedziach podstawy a i b oraz wysokosci ¢
P, = ab - pole podstawy

V' = abc - objetos¢

P, = 2ac + 2bc - pole powierzchni boczne;]

P.= 2ab + 2ac + 2bc - pole powierzchni catkowitej ol 1 \d
Dtugosc przekatnej prostopadtoscianu o krawedziach a, b, c: .
d=\a" +b"+¢* a

Szescian

Prostopadtoscian, ktérego wszystkie krawedzie s3 rowne.
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Przyktady siatek szescianu

W szescianie o krawedzi dtugosci a:
P, = a* - pole podstawy

V = a® - objetos¢

P, = 40° - pole powierzchni boczneg]
P.= 6a* - pole powierzchni catkowitej
Dtlugosc¢ przekatnej szescianu o krawedzi a:
d =043

Graniastostup prawidtowy szesciokatny

Jego podstawa ma ksztatt szesciokata foremnego.
Sciany boczne majg ksztatt przystajgcych prostokatow.

h

W graniastostupie prawidtowym szesciokatnym o krawedzi podstawy a i wysokosci h:
3v3
P, = Tl pole podstawy
343
2

Y= a*-h - objetos¢

P, = 6 - ah - pole powierzchni boczne;
P. = 33a? + 6ah - pole powierzchni catkowite]

108 1312. WYBRANE GRANIASTOStUPY | ICH WHASNOSCI



14. OSTROSLUPY. BRYLY OBROTOWE

14.1. DEFINICJA OSTROStUPA

Ostrostup to wieloscian, ktérego jedna ze scian, zwana podstawa, jest dowolnym wielokatem,
& pozostate sciany, zwane scianami bocznymi, sg trojkagtami o wspolnym wierzchotku, zwanym
wierzchotkiem ostrostupa.

____wierzchotek

sciana boczna

po{istawa

Ostrostup o podstawie n - kata nazywa sie n - katnym.

14.2. ELEMENTY OSTROSLUPA

Ostrostup czworokatny ABCDE

A, B, C, D - wierzchotki podstawy

E — wierzchotek ostrostupa

AE, BE, CE, DE - krawedzie boczne

czworokat ABCD - podstawa

trojkaty: ABE, BCE, CDE, DAE - sciany boczne

h — wysokos¢ ostrostupa

hy, — wysokos¢ sciany boczne;

Wysokos¢ ostrostupa — odcinek tgczacy wierzchotek ostrostupa z podstawa, prostopadty do
podstawy.

Koniec wysokosci nalezacy do podstawy to spodek wysokosci.

h — wysokos¢ ostrostupa
O - spodek wysokosci

14.2. ELEMENTY OSTROStUPA 109
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KATY W OSTROSLUPIE

Kat nachylenia sciany bocznej

ostrostupa do podstawy

Kat nachylenia krawedzi bocz-
nej ostrostupa do podstawy

Kat miedzy wysokoscig ostro-
stupa a krawedzig boczna

14.3. RODZAJE OSTROSLUPOW

Ostrostup pochyty - krawedzie boczne maja rozne dlugosci.

Ostrostup czworokatny pochyty

Ostrostup prosty - wszystkie krawedzie boczne majg te sama diugosc.
- Wszystkie krawedzie boczne ostrostupa prostego tworza z podstawa takie same katy.
* Jego wszystkie sciany boczne tworzg z podstawg takie same katy.

14.3. RODZAJE OSTROStUPOW

Ostrostup czworokatny prosty



Ostrostup prawidtowy - ostrostup prosty, ktorego podstaws jest wielokat foremny.

+ Sciany boczne ostrostupa prawidtowego sa przystajgcymi tréjkgtami réwnoramiennymi.
- Jego wszystkie krawedzie boczne tworzg z podstawa takie same katy.

* Jego wszystkie sciany boczne tworza z podstawg takie same katy.

Ostrostupy prawidtowe:

\
\

II| Y
\

-

VAR

trojkatny czworokatny pieciokatny

A\

14.4. POLE POWIERZCHNI OSTROStLUPA

Pole powierzchni catkowitej ostrostupa jest rowne sumie pola podstawy i pola powierzchni
bocznej.

= PF-‘ + "Db-'
gdzie:
P - pole powierzchni catkowitej]
P, - pole podstawy
P, — pole powierzchni bocznej

14.5. OBJETOSC OSTROSLUPA
Objetosc ostrostupa jest rowna trzeciej czesci iloczynu pola podstawy i wysokosci ostrostupa.

V i,

y
=—-P,
gdzie: 3
/- objetos¢ ostrostupa

P, - pole podstawy

h — wysokos¢ ostrostupa
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14.6. WEASNOSCI WYBRANYCH OSTROSLUPOW

Ostrostup prawidtowy tréjkatny (czworoscian)

Podstawg ostrostupa prawidtowego tréjkatnego jest trojkat rownoboczny.

Spodek wysokosci ostrostupa znajduje sie w punkcie przeciecia wysokosci trojkata bedacego
podstawa.

Pole powierzchni catkowite;:

P= Eaz —|—3~lr:rhbr
4 2

gdzie: hy - wysokos¢ sciany bocznej
Objetosc:

Czworoscian foremny

Wszystkie sciany sg przystajgcymi trojkgtami rownobocznymi.
Pole powierzchni catkowitej:
P=+3-0

'w’:\'/ir:r2
12

Objetosc:

Ostrostup prawidtowy czworokatny
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Podstawa ostrostupa prawidtowego czworokatnego jest kwadrat.
Pole powierzchni catkowitej:

P=uz+4-%uhb,

gdzie: h, — wysokos¢ sciany bocznej
Objetosc:

Ostrostup prawidtowy szesciokatny

Podstawga ostrostupa prawidtowego szesciokatnego jest szesciokat foremny.
Spodek wysokosci znajduje sie w punkcie przeciecia przekatnych podstawy.
Pole powierzchni catkowitej:

V3

1
P=6-—a*+6-—ah,,
TR

gdzie: h, — wysokosc sciany bocznej
Objetosc:

I 14.7. BRYLY OBROTOWE

Bryta obrotowa to figura przestrzenna powstata przez obrét pewnej figury ptaskiej dookota
prostej, zwanej osig obrotu. Prosta i figura leza w jednej ptaszczyznie.

—g

:
o
s
;!.
=
E
5
.E::
8
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Przekroj osiowy bryty obrotowej - czes¢ wspdlna bryty z ptaszczyzng zawierajaca os obrotu.

Przekrdj poprzeczny - czes¢ wspdlna bryty z ptaszczyzng prostopadta do osi obrotu.

X

14.8. DEFINICJA | BUDOWA WALCA

:

- SRR

|
I
I
]
]
i

&

)

<,

Walec to bryta obrotowa powstata przez obrot prostokata dookota prostej zawierajgcej jeden
Z jego bokow.

podstawa

g e
.

- tworzaca

wysokosc
promien
podstawy

Podstawy walca - kola powstate przez obrét prostopadtych do osi obrotu bokoéw prostokata.

Tworzaca walca - bok prostokata rownolegly do osi obrotu i niemajacy z nig punktow wspadlnych.
Wszystkie tworzace dajg powierzchnie boczng walca.

Wysokos¢ walca - bok prostokata zawarty w osi obrotu (jest to rowniez kazdy odcinek tgczacy
podstawy i prostopadty do nich). Drugi bok prostokata to promien podstawy walca.
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14.9. PRZEKROJE WALCA

Przekrdj osiowy walca to prostokat o bokach 2rih.

- =

14.10. KATY W WALCU

a - kat nachylenia przekatnej przekroju osiowego walca do ptaszczyzny podstawy
B - kat nachylenia przekatnej przekroju osiowego do tworzacej (wysokosci)

14.11. SIATKA WALCA

—~ )
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14.12. DEFINICJA | BUDOWA STOZKA

Stozek to bryta obrotowa powstala przez obrot trojkata prostokatnego dookota proste]
zawierajacej jedng z przyprostokatnych.

Podstawa stozka - koto powstate w wyniku obrotu drugiej ,
przyprostokatne;. /
Wierzchotek stozka - wierzchotek obracanego trojkata,

ktory nie nalezy do podstawy. tworzaca
Powierzchnia boczna stozka - powierzchnia otrzymana -
w wyniku obrotu przeciwprostokatne;j.

Tworzgca stozka - kazdy odcinek taczacy wierzchotek stozka
z podstawag, zawarty w powierzchni bocznej.

Wysokos¢ stozka - odcinek fgczacy wierzchotek ze srodkiem
podstawy (prostopadty do podstawy).

wierzchotek

wysokosc

powierzchnia
boczna

podstawa

14.13. PRZEKROJE STOZKA

Przekrojem osiowym stozka jest trojkat rownoramienny. Dlugosc ramienia trojkata jest rowna
dtugosci tworzacej, a dlugosc podstawy rowna srednicy podstawy stozka.

Przekrojem poprzecznym stozka jest koto.

14.14. SIATKA STOZKA

1414, SIATKA STOZKA



14.15. KATY W STOZKU

a — kat rozwarcia stozka
B - kat nachylenia tworzacej do ptaszczyzny podstawy

14.16. DEFINICJA | BUDOWA KULI

Kula to bryla obrotowa powstata w wyniku obrotu potkola dookota prostej zawierajacej jego
srednice.
cleciwa

srednica

Kula o srodku w punkcie O i promieniu r to zbior punktow przestrzeni, ktorych odlegtosc od
punktu O jest mniejsza badz rowna r.

Sfera o srodku w punkcie O i promieniu r to zbidr punktow przestrzeni, ktorych odleglos¢ od
punktu O jest réwna r. Sfera jest brzegiem kuli.

Cieciwa kuli - kazdy odcinek taczacy dwa punkty sfery.

Srednica kuli - cieciwa przechodzaca przez srodek kuli.

14.17. PRZEKROJE KULI

odcinek kuli

wielkie . przekrdéj kuli

odcinek kuli

Kazdy przekroj kuli ptaszczyzna, ktora ma wiecej niz jeden punkt wspolny z kula, jest kotem.
Jesli ptaszczyzna przechodzi przez srodek kuli, to przekroj ten nazywamy kotem wielkim.
Promien kota wielkiego jest rowny promieniowi kuli.

Kazdg z dwdéch czesci kuli, na ktore dzieli jg koto bedace przekrojem, nazywamy odcinkiem kuli.

1417 PRZEKROJE KULI
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15. STATYSTYKA

I 15.1. PODSTAWOWE POJECIA STATYSTYCZNE

Statystyka - nauka, ktorej przedmioctem zainteresowania sg metody zbierania, analizy,
interpretacji oraz prezentacji danych. Metody statystyczne utatwiaja klasyfikacje, zrozumienie
oraz ocene zjawisk i procesow. Umozliwiajg przewidywanie przysztych podobnych zdarzen.
Wspierajg proces planowania i podejmowania decyzji.

W statystyce wyroznia sie dziaty: statystyke opisowa i statystyke matematyczna.

Statystyka opisowa zajmuje sie gromadzeniem, prezentacjg i interpretacjg danych.

Badanie statystyczne - zbieranie, gromadzenie i opracowywanie danych statystycznych oraz
ogtaszanie i udostepnianie wynikow dokonanych obliczen, opracowan i analiz.

Zbiorowosc statystyczna (populacja) - zbior wszystkich elementow (np. ludzi, zjawisk, zdarzen)
podlegajacy danym badaniom statystycznym.

Prébastatystyczna-elementyzbiorowoscistatystycznej (najczesciejwylosowane), podlegajace
badaniu ze wzgledu na dang ceche (np. ze wzgledu na wzrost, sposodb spedzania wolnego czasu).

Liczebnos¢ préby - liczba elementéw zbiorowosci wybranych do proby.

Statystyka matematyczna zajmuje sie metodami wnioskowania statystycznego. Na podstawie
wynikow uzyskanych z proby sa formutowane wnioski dla catej zbiorowosci.

Czestos¢ wzgledna wystepowania wyniku - iloraz liczby uzyskanych wynikéw przez taczna
liczbe przeprowadzonych doswiadczen.

Etapy badan statystycznych:
* przygotowanie badania - ustalenie celu, przedmiotu badan, zakresu,
- obserwacja statystyczna - gromadzenie danych,
- kontrola kompletnosci danych i ich poprawnosci merytorycznej,
» grupowanie statystyczne - podziat na grupy, ustalenie kolejnosci itp.,
* prezentacja danych,
- analiza - ustalanie prawidtowosci i zwigzkow miedzy danymi,
- interpretacja wynikow.

Dane statystyczne najczesciej sg prezentowane w sposob:
* Opisowy,

- tabelaryczny,

- graficzny.

Metoda opisowa prezentacji danych - metoda najczesciej stosowana przy matej ilosci danych.
Przy wiekszej ilosci danych opis moze by¢ nieczytelny.

15.1. PODSTAWOWE POJECIA STATYSTYCZNE



I 15.2. TABELARYCZNA PREZENTACJA DANYCH

Tabelaryczna prezentacje danych jest wykorzystywana do podawania informacji statystycznych
uporzgdkowanych najczesciej wedtug jednego kryterium.
W pierwszym wierszu tabeli zapisuje sie rodzaj oczekiwanego wyniku, @ w drugim - liczbe
oznaczajaca, ile razy wynik pojawit sie w probie.
przykiad: Chtopcow z klasy IIC zapytano: Jaki kolor najbardziej lubisz?

Wyniki badan przedstawiono graficznie.

KOLOR CZERWONY ZIELONY NIEBIESKI CZARNY

liczba oséb 1 4 3 2

I 15.3. PRZYKLADY GRAFICZNEGO PRZEDSTAWIANIA DANYCH

Metoda graficzna prezentacji danych pozwala na szybkie odszukanie i poréwnanie zebranych
informacji. Dane s przedstawiane za pomocg wykresow.

Metoda liniowa

Na wykresie sg zaznaczane odcinki, ktérych diugosci sa proporcjonalne do przedstawianego
zjawiska. Odcinki moga by¢ potozone poziomo lub pionowo.

przykiod: Wyniki sprawdzianu z matematyki uczniow klasy VIII

liczba
os6b 6
5
liczba
3
osdb
2
1 1
E
-
1 2 3 4 5 6 ocena =
[74]
=
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Najczesciej na osi poziomej odczytujemy rodzaj oczekiwanego wyniku, a na osi pionowej - ile
razy uzyskano dany wynik.

przykiad:
liczba 5
osob
- L ]
3k &
2k )
T+ @
0 1 L 1 1 1 kolor
== = v ==
& ot 2 i
o o @ b
—— il (%]
=2 3 3 §
a ~ o ¥
N c

Metoda powierzchniowa
Zobrazowanie informacji za pomoca figur geometrycznych lub symboli dostoswanych rozmiarami
do wielkosci zjawiska, ktore ilustrujg. Najczesciej wykorzystuje sie prostokaty (stupki) w ukladzie
pionowym lub poziomym.

Wykres stupkowy (diagram stupkowy)
Wysokos¢ stupka wskazuje, ile razy wynik pojawit sie w probie.

pray ek

liczba 5 ~
osob 4L
3_
I I
1_ I
0 . s kolor
= = ‘Z ==
e C 7 C
°S Lo w F
: 2 g 0
N =
A
30 -
25 -

N
z
=
=T
>
¥

20 - : s
. liczba uczniow
w klasach osmych
15—
10 —
5 -
0

kl. 8A kl. 8B kl. 8C kl. 8D kl. BE
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Liczba kratek prostokata okresla liczebnos¢ badanej préby, a jego wyrdznione czesci okreslaja,
ile razy wynik pojawit sie w probie.

yr .".I -I. oo &
I--: Irz:r I/.; Ir-”:.lll -

. = CZerwony
. - zielony
. - niebieski
. - czarny

Wykres kotowy (diagram kotowy)
Wycinki kota obrazujg czestos¢ wystepowania wyniku przedstawiong w procentach, przy czym
1% odpowiada 3,6°.

przyktad:

czerwony: % =10% zielony: % = 40%

niebieski:i:%% czarny: i:20%
10 10

Prezentacja w uktadzie wspotrzednych
Z reguty wykorzystuje sie tylko | ¢wiartke uktadu wspotrzednych.

przyktad: Wyniki sprzedazy towardw (w tys. ton) pewnej spotki akcyjnej w ciggu kilku ostatnich lat

w tys. ton |
g

4,5-
4 -
3,5
3=
g5
7.
1,5-

15.STATYSTYKA

T
0,5 -

0 . I | | ™
2014 2015 2016 2017 2018
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przykiod: Wykres temperatury powietrza w miejscowosci Grotniki w pierwszych siedmiu dniach
marca 2018 r.

-

tem peratu ra |
(=17

i 1 t | f | -
0 1 2 3 /4 |5 | 6| F |8 dzieri
miesiaca

Histogram

Graficzny sposéb przedstawienia wartosci, dla ktérych otrzymano wiekszos¢ wynikow.

przykiod: Wyniki ankiety, w ktorej zapytano grupe uczniéw klas 6smych o liczbe przeczytanych
ksigzek w poprzednim roku szkolnym.

Liczba osab 4
? -

0 5 10 15 20 25 30 Liczba ksiazek

Metoda obrazkowa
Dane liczbowe sg przedstawione za pomocg znakow lub obrazkéw (symboli) odpowiadajgcych
swoim wygladem rodzajowi zbiorowosci, ktorg reprezentuja.

przykiad: Dane dotyczace sprzedazy sliwek w ciggu trzech dni w pewnym sklepie.

g
>
vi
=
-
¥
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Metoda ilosciowa

Prezentowane wielkosci sg przedstawiane za pomocga fatwych do narysowania i podzielenia
znakéw graficznych, przy czym pojedynczy znak graficzny wyraza okreslong liczbe jednostek.

przykiad: Wyniki sprzedazy samochodéw w pewnym salonie samochodowym w ciggu trzech dni.

I 15.4. PORZADKOWANIE DANYCH

Szereg uporzadkowany - uporzadkowanie (pogrupowanie) wynikow badan statystycznych

wedtug niemalejgcych lub nierosnacych poziomow cech.

przykiod: Zebrane dane: 1, 2,3,4,2,3,1,4,4,5,1,4
Szereg uporzadkowany powyzszych danych: 1,1,1,2, 2,3,3,4,4,4, 4,5

I 15.5. SREDNIA ARYTMETYCZNA

Xy Xy .o+ X,

Srednia arytmetyczna liczb x, x,, ..., X, t0 X =
n

—1+0+1+4+6 _
5

przykiad: srednia arytmetyczna liczb —1,0,1, 4, 6 tox = 2

I 15.6. MEDIANA

Mediana (wartosc srodkowa) — n liczb xy, x5, ..., X, uporzadkowanych niemalejaco to:

- liczba Xn jesli n jest nieparzyste;

- Srednia arytmetyczna liczb x,, i x,, , jesli n jest parzyste.
5 o
Mediana dzieli zestaw liczb na dwie czesci o réwnej liczebnosci.

przyktad: —2,—1, 2,4, 8,10, 11
Mediana jest rowna 4.
—2,-1,0,3,78,10,12
kT

27 g

2
Mediana jest rowna 5.
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16. RACHUNEK PRAWDOPODOBIENSTWA
| KOMBINATORYKA

16.1. RACHUNEK PRAWDOPODOBIENSTWA

Doswiadczenielosowe-doswiadczenie, ktoremoze byé powtarzanewielokrotniewjednakowych
(lub zblizonych) warunkach i ktérego wyniku nie mozna przewidziec.

przyktad: rzut moneta
rzut kostka
losowanie kuli zielonej z pojemnika zawierajgcego kule czarne i zielone

Zdarzenie elementarne - kazdy mozliwy wynik doswiadczenia losowego.

1d: w rzucie kostka jest 6 zdarzen elementarnych; moze wypasé: 1,2, 3,4, 5lub 6

Zbiér zdarzen elementarnych - zbior wszystkich mozliwych zdarzen elementarnych dla danego
doswiadczenia losowego. Zbidr ten oznaczamy Q i nazywamy inaczej przestrzenig zdarzen
elementarnych.

‘ad: w rzucie kostka: 2 ={1, 2, 3, 4, 5, 6}
w rzucie dwoma monetami: Q = {(0, 0), (O, R), (R, O), (R, R)}

Zdarzenie losowe - dowolny podzbidr zbioru zdarzen elementarnych. Zdarzenie losowe
nazywamy tez po prostu zdarzeniem.
Zdarzenia losowe oznaczamy duzymi literami alfabetu: A, B, C...

przykiad: w rzucie kostka: wypadta liczba oczek podzielna przez 3

Zdarzenia elementarne sprzyjajace zdarzeniu A - elementy zdarzenia A.

1d: zdarzenie A sprzyjajgce zdarzeniu: w rzucie kostkg wypadta parzysta liczba oczek:
A=1{2 4,6}

Zdarzenie pewne - zdarzenie losowe, ktéremu sprzyjeja wszystkie zdarzenia elementarne
tworzace zbior zdarzen elementarnych.

rzykiad: w rzucie kostka, np.: wypadta liczba oczek mniejsza od 7, ale wieksza od 0

Zdarzenie niemozliwe - zdarzenie losowe, ktoremu nie sprzyja zadne zdarzenie elementarne.

‘ad: w rzucie kostka, np.: wypadia 6semka

Zdarzenie przeciwne - zdarzenie przeciwne do zdarzenia A - wszystkie zdarzenia elementarne
danej przestrzeni zdarzen elementarnych, ktére nie sprzyjajg zdarzeniu A. Oznaczamy je jako A’
1d: w rzucie kostka:
A — wypadta parzysta liczba oczek
A'- wypadta nieparzysta liczba oczek

16.. RACHUNEK PRAWDOPODOBIENSTWA



Losowanie ze zwracaniem (losowanie z powtdrzeniami) - wielokrotne losowanie, w ktorym
losowanie pojedyncze jest dokonywane z tego samego zbioru mozliwych wynikow. Kolejne
losowania nie sg od siebie zalezne.
orzykiad: wielokrotny rzut kostka

w przypadku losowania np. kuli z urny, wylosowana kula trafia z powrotem do urny

| moze by¢ wylosowana wielokrotnie

Losowanie bez zwracania (losowanie bez powtdrzen) - wielokrotne losowanie, w ktorym

element wylosowany nie trafia z powrotem do danego zbioru.

przyktad: losowanie po kolei kilku kul z pudta; kul nie wrzucamy z powrotem do pudta, wiec nie
mozna juz ich ponownie wylosowac

16.2. KOMBINATORYKA

Metody kombinatoryczne pozwalajg na obliczenie wszystkich mozliwych zdarzen elementarnych.
Sg tez przydatne w wyznaczaniu liczby zdarzen losowych w danej przestrzeni zdarzen
elementarnych.

Zbior
{ny, ny, ..., n.} — zbidr o k elementach. Elementy w zbiorze nie powtarzajg sie, ich kolejnos¢ nie ma
Znaczenia.

Ciag
(ay @5, ... @,) — cigg o n wyrazach. Wazna jest kolejnos¢ ustawienia wyrazow. Wyrazy moga sie
powtarzac.

Moc zbioru - liczba elementéw danego zbioru.

Podstawowe zasady:

* Jezeli podejmujemy kilka niezaleznych decyzji czesciowych, ktére dotycza jednego catosciowego
wyboru, to liczby decyzji mnozymy.

- Jesli dokonujemy wykluczajacych sie wyborow, to liczby wyboréw dodajemy.

Reguta iloczynu

Dane sg dwa zbiory A, B takie, ze:

* zbior A ma m elementow,

* zbior B ma n elementdw,

* zbiory nie majg wspolnych elementow.

Liczba wszystkich par takich, ze pierwszy element pary nalezy do zbioru Ai drugi element nalezy

do zbioru B, jest rowna m - n.

Jesli:

* pewnego wyboru mozna dokonac etapami, podejmujgc wielokrotnie decyzje co do wyboru
poszczegolnych elementow,

* pierwszg decyzje podejmujemy na n; sposobow, drugg — na n, sposoby itd., a ostatnig decyzje
podejmujemy na n, sposobow,

- decyzje sg podejmowane niezaleznie od siebie, wtedy catkowita liczba mozliwych wyboréw jest
iloczynem liczb podejmowanych decyzji, czyli wynosi ny- n; - n.

16.2. KOMBINATORYKA
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przykiad: lle réznych wynikow mozna otrzymag, rzucajgc jednoczesnie kostka i moneta?
W rzucie kostkg mamy 6 mozliwosci: 1, 2, 3, 5, 6.
W rzucie monetg mamy 2 mozliwosci: orzet, reszka.
Liczba wszystkich mozliwosci: 6 - 2 =12

przyktod: Na ile sposobow mozna sie ubra¢, majac do dyspozycji 3 bluzki, 2 pary spodni i 4 pary
butéw?
Podejmujemy 3 decyzje:
» decyzja pierwsza - bluzki wybieramy na 3 sposoby,
* decyzja druga - spodnie wybieramy na 2 sposoby,
» decyzja trzecia - buty wybieramy na 4 sposoby.
Zatem mozemy sie ubra¢na 3 - 2 - 4 = 24 sposoby.

Reguta dodawania
Dane sg dwa zbiory A, B takie, ze:
» zbior Ama m elementow,
» zbior B ma n elementow,
» zbiory nie majg wspdinych elementow.
Jezelinalezy wybrac jeden element z tych zbioréw, to wyboru mozna dokonaé na m + n sposobow.
orzyktad: Mamy 2 sukienki niebieskie i 3 zielone oraz 4 kapelusze niebieskie i 2 zielone. Na
ile sposobow mozemy sie ubrag, jezeli sukienka i kapelusz majg by¢ w tym samym
kolorze?
* Na niebiesko mozemy sie ubra¢ na 2 - 4 = 8 sposobow.
* Na zielono mozemy sie ubra¢ na 3 - 2 = 6 sposobdw.
Zatem wszystkich mozliwosci jest: 8 + 6 = 14.

Zasada wiaczen i wytaczen

‘ad: Nalezy obliczyg, ile jest wszystkich liczb naturalnych dodatnich mniejszych od 20
podzielnych przez 2 lub przez 3.
20:2 =10 - jest 10 liczb podzielnych przez 2
20:3=6r2-jest 6 liczb podzielnych przez 3
20:6=3r2-5s33 liczby podzielne przez 2 i przez 3
Obliczamy, ile jest liczb podzielnych przez 2 lub przez 3:
MVW+6—-3=13

I 16.3. KLASYCZNA DEFINICJA PRAWDOPODOBIENSTWA

Zaktadamy, ze:
- przestrzen zdarzen elementarnych jest skorczona,
* wszystkie zdarzenia elementarne sg jednakowo prawdopodobne,

Prawdopodobienstwem zdarzenia A nazywamy iloraz liczby wszystkich zdarzen elementarnych
sprzyjajgcych zdarzeniu A przez liczbe wszystkich zdarzen elementarnych.

_ liczba zdarzen sprzyjajacych
liczba zdarzeri elementarnych

Prawdopodobieristwo zdarzenia A spetnia warunek: 0 < P(A) < 1.
Prawdopodobienstwo zdarzenia pewnego jest rowne 1.
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Prawdopodobienstwo zdarzenia niemozliwego jest rowne 0.

Prawdopodobienstwo zdarzenia przeciwnego do zdarzenia A: P(A") = 1 — P(A).

przykiad: Obliczamy prawdopodobienstwo wyrzucenia liczby oczek wiekszej od 4 w rzucie
kostka.
A -wyrzucono liczbe oczek wieksza od 4
Zbiér zdarzen elementarnych:
2={1,2.3.4,56}
Liczba zdarzen elementarnych: 6
Zbior zdarzen sprzyjajacych: {5, 6}
Liczba zdarzen sprzyjajacych: 2
2 1
WM_E_B
przykiad: Obliczamy prawdopodobienstwo wyrzucenia orta w rzucie moneta.
B - wyrzucono orta
Zbior zdarzen elementarnych:
{0, R}
Q={0. R}
Liczba zdarzen elementarnych: 2
Zbiér zdarzen sprzyjajacych: {0}
Liczba zdarzen sprzyjajacych: 1

ﬂm:%

o

przykiad: Obliczamy prawdopodobienstwo wyrzucenia 1i reszki w rzucie dwiema monetami.
C —wyrzucono 1ireszke
Zbior zdarzen elementarnych:
Q2 ={(0,R). (R 0), (0.R)., (R R)}
Liczbae zdarzen elementarnych: 4
W rzucie monetg nie mozna wyrzuci¢ jedynki.
Liczba zdarzen sprzyjajacych: 0.
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EGZAMIN OSMOKLASISTY

TWOIJ PIERWSZY OFICJALNY EGZAMIN NA ZAKONCZENIE
SZKOLY PODSTAWOWE)

obowigzuje wszystkich ucznidw - wynik to punkty zdobyte z danego

ma ﬁ:}rme pmemna przedmmtu prZEIiCZDnE Na pl‘OCEI‘It)‘

nie ma wptywu na ukoriczenie szkoty - wynik ma znaczenie przy wyborze
szkoty sredniej

®m TERMIN EGZAMINU | ZDAWANE PRZEDMIOTY

----- L Doktadna data jest podawana
=1 /2wyKle [l potowa kwietnia /N 1 wrzeénia na www.cke.gov.pl

=)

JJ

=]
EJ

([

jezyk polski matematyka jezyk obcy
@ dotychczas 120 minut C?:j dotychczas 100 minut (’j:) dotychczas 90 minut
/ dtugopis / dtugopis y linijka / dtugopis
E legitymacja szkolna legitymacja szkolna EI legitymacja szkolna

PRZEDMIOT DODATKOWY (PLANOWANY W PRZYSZLOSCI)

g O & ©

—

h

7

a biologia chemia fizyka geografia historia

S

=

o

z Czas na sprawdzenie Zakaz wnoszenia na egzamin @
% - na kazdym przedmiocie masz - kalkulatora

o dodatkowe 5 minut na sprawdzenie - stownika

poprawnosci przeniesienia

odpowiedzi na karte odpowiedzi odtwarzacza mp3

smartwatcha
telefonu

8 TWOI PIERWSZY OFICJALNY EGZAMIN NA ZAKONCZENIE SZKOtY PODSTAWOWE]



® ARKUSZ EGZAMINACYJNY — W NIM ROZWIAZUJESZ ZADANIA

Na egzaminie z kazdego przedmiotu otrzymasz do rozwigzania arkusz egzaminacyjny, a takze
karte odpowiedzi. Na niej umieszczasz odpowiedzi do zadan. Arkusz:

- ma wielkos¢ broszury w formacie A4
- moze zawierac¢ nawet 20 stron, w tym brudnopis
- jest czarno-biaty

WL LD

miejsce na Twoj kod ~ AT mmfiom
identyfikacyjny L mm

tu przenosisz
odpowiedzi do zadan;

instrukcja wypetnia-
nia arkusza

jesli sie pomylisz

W Zaznaczaniu zadan
zamknietych, otocz
btedna odpowiedz
kotkiem i zaznacz inng

informacja o maks.
liczbie punktéw do
zdobycia

m RODZAJE ZADAN W ARKUSZU

Arkusz z kazdego przedmiotu bedzie zawiera¢ réznorodne zadania. taczna liczba wszystkich
zadan do rozwigzania zalezy od przedmiotu.

JEZYK POLSKI MATEMATYKA JEZYK OBCY
17-20 zadan 19-23 zadaia 45-55 zadan

Zadania zamkniete - wybierasz jedna odpowiedz z kilku podanych.

- wielokrotnego wyboru - typu prawda-fatsz - na dobieranie
Wrbierz wlasciwa odpowiedz sposrod Oceds prawdziwesi poniiszych stwierdzen. Wybierz P, jeéli stwierdze-  Wyhierz odpowied: T lub N jej uzasadniemie spoérid A lub B.
mm}th‘ mie jest prawdziwe, albo F - jesli jest falszywe.
— _ T | Tk, A | Kagdy z wykladnikow jest liczhq nisparzysty.
A ?cm C.5cm ngmjﬂrd&spmm P F Wykladnik potesi 2 nie jest podzislay
natmy indekis} poniswaz | B- przez .
B.4cm D.8cm P RATRRTE
z Indzie v | Mie B jenia mozma zagisal
mmﬂ e majy WpEyw na PIF N C. Hﬁ;@mmw w po-

Zadania otwarte - musisz samodzielnie sformutowa¢ wypowiedz, nie masz
odpowiedzi do wyboru.

- zluka - krétkiej lub rozszerzonej odpowiedzi
Podaj autora i tytul utworu, z ktorego pochodzi powyizszy fragment. Jakie pole ma czesé paska wskazana na rysunku? Zapisz obliczenia.

TWOI PIERWSZY OFICJALNY EGZAMIN NA ZAKONCZENIE SZKOtY PODSTAWOWE!
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MATEMATYKA NA EGZAMINIE (f} 100 minut

Arkusz nie jest podzielony na czesci. Moze mie¢ maksymalnie 23 zadania. Jako pierwsze zamiesz-
czone sg zadania zamkniete (14-16 zadan). Po nichumieszczone sg zadania otwarte (5-7 zadan).

Zadania zamkniete Zadania otwarte

- kazde dobrze rozwigzane zadanie - sg punktowane wyzej od zamknietych
zamkniete to 1 pkt - w zaleznosci od zadania mozesz dosta¢

- jesli dobrze rozwigzesz wszystkie od 2 do 4 pkt za poprawng odpowiedz
zadania zamknigte, masz juz ok. 50% - jesli dobrze rozwigzesz wszystkie zada-

punktéw z egzaminu z matematyki nia otwarte, masz kolejne 50% punk-

tow z egzaminu z matematyki

Nawet jesli pomylisz sie w obliczeniach, masz szanse na otrzymanie czesci punktéw za zada-
nie. Wystarczy, ze Twoje obliczenia pokazuja, ze droga do uzyskania wyniku byla prawidtowa.

B EGZAMIN Z MATEMATYKI - DOBRZE ZAPLANUJ 100 MINUT

Przygotowanie

Pamietaj, ze wiesz i umiesz duzo — masz za sobg powtdrki i wiele rozwigzanych zadan.
Spokojnie przeczytaj pierwsza strong arkusza egzaminacyjnego i instrukcje.

Najpierw zadania zamkniete

Rozwigzuj je po kolei. Jesli nie umiesz rozwigza¢ danego zadania, przejdz do nastepnego.
Do nierozwigzanego wrocisz na koniec.

Doktadnie przeczytaj polecenie i wszystkie warunki, jakie musi spetni¢c odpowiedz.

- Jesli nie znasz odpowiedzi na zadanie zamkniete - zaznacz najbardziej prawdopodobna.

Rozwiaz zadania otwarte

Przy konkretnym zadaniu przypomnij sobie podobne, rozwigzywane podczas powtoérek.
Wykonaj zadanie z arkusza wedtug tamtego schematu.

- Jesli uwazasz, ze do wykonania zadania potrzeba niestandardowej metody - zastosuj ja.
- Jesli utatwi Ci to prace - wykonuj rysunki pomocnicze.

Pamietaj, ze etapy rozwigzywania zadania sg takze punktowane.
- Jesli jedna metoda rozwigzania sie nie sprawdzi i masz jeszcze czas - sprobuj drugie;j.

Pisz czytelnie, dobrze zaplanuj miejsce na odpowiedz.
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Ostatnie minuty

- Jeszcze raz przeczytaj wszystkie polecenia i sprawdz, czy Twoje obliczenia uwzgledniaja
wszystkie dane z zadania.

Sprawdz, czy na karcie odpowiedzi rozwigzania sg dobrze zaznaczone.

10 MATEMATYKA NA EGZAMINIE
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OBSERWUJ StUCHAJ MOW NOTU]J
- analizuj zadania - stuchaj wyjasnien - powtarzaj wzory - rozwigzuj zadania
rozwigzywane krok nauczyciela na gtos na kartce
po kroku - wyjasniaj zadania - rob notatki i rysunki
komus lub sobie pomocnicze

= zapisuj wzory

¥ TAK, ZDAM! TWOJ PLAN NAUKI DO EGZAMINU

Powtorz niezbedne Pocwicz na przyktadach Zdaj egzamin

wiadomosci. i rozwiaz zadania osmoklasisty

wrzesien pazdziernik Iistﬂ:rpad grudzien styczen ‘ luty ‘marzec kwhtiuﬁ
‘ ‘ ;
Powtarzaj dziaty po kolei. Zacznij od dziatow, ktdre s3 Rozpocznij od zadan na koniec
Przeczytaj niezbedne reguty. dla Ciebie najtrudniejsze - kazdego dziatu i arkuszy egza-
Przeanalizuj zadania krok po powtdrz wzory i rozwiaz za- minacyjnych. Sprawdz, ktore
kroku, rozwigz podobne. Roz-  dania krok po kroku do tych dziaty i zadania wyszty najstabigj.
wigZ serie zadan do dziatu. Od  dziatow. Potem rozwiagz test Powtorz wzory i reguty z tego
ferii rozwigzuj arkusze. Staraj podsumowujgcy dziat. Od dziatu. Przeanalizuj zadania krok
sie zmiesci¢ w 100 min. lutego rozwigzuj arkusze. po kroku. Wroc¢ do arkuszy.

® W WOLNEJ CHWILI

CWICZ KONCENTRACJE | TRENUJ PAMIEC

O ,Zobacz to”, czyli wizualizacja
UsigdZ wygodnie. Zamknij oczy. Oddychaj gteboko. Wyobraz sobie siebie na plazy.
Zastanow sie, jak ona wyglada, jaka jest pogoda i jakie styszysz dZzwieki. Mozesz nawet
dotkng¢ piasku! Pozostan z tym obrazem przez chwile. Powoli otworz oczy.

O Policz w myslach od 100 do 1.
Jesli przyszto Ci to z tatwoscia, sprobuj policzy¢ od 100 do 1, ale co 3 liczby: 100, 97, 94 itp.
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O Skojarzenia
Wypisz 5 numerow telefondw swoich znajomych i sprébuj je zapamietac¢ metodg sko-
jarzen. Podziel je na czastki i potgcz w mysli z konkretnymi przedmiotami lub faktami,
np. tel. 663715007: 66 — wiek dziadka, 37 — wiek mamy; 15 - numer domu, 007 - James
Bond.
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