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Liczby rzeczywiste



1.1. Liczby naturalne

Liczby naturalne
| Zbiorem liczb naturalnych nazywamy zbidr liczb {0, 1, 2, 3, 4, ..} i oznaczamy przez N.

Liczb naturalnych jest nieskonczenie wiele, a kazda nastepna liczba naturalna jest o jeden wieksza od
poprzednie|. Pomiedzy dwie kolejne liczby naturalne nie da sie wpisac innej liczby naturalnej. Zbidr
liczb naturalnych ma element najmniejszy, a nie ma elementu najwigkszego.

Dziatanie jest wykonalne w zbiorze wtedy, gdy elementami dziatania sa liczby tego zbioru oraz otrzy-
many wynik jest liczba tego zbioru. W zbiorze liczb naturalnych wykonalne sg dziatania: dodawanie
oraz mnozenie.

Liczby pierwsze i ztoZzone

| Zbiér liczb pierwszych jest jednym z podzbioréw zbioru liczb naturalnych.
Liczbami pierwszymi sg, np.: 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, ... itd. Liczby pierwsze majg doktadnie dwa
dzielniki, jedynke i sama siebie. Liczby majace wiecej niz dwa dzielniki nazywamy liczbami ztozonymi.

Liczby Q11 nie sg ani pierwsze, ani ztozone.

Podzielnosé w zbiorze liczb naturalnych

Liczba naturalna n rézna od zera dzieli liczbe naturalng m, jesli istnieje liczba naturalna k, dla ktorej
zachodzi rownosc m=n - k.

Wtedy mowimy, ze n jest dzielnikiem liczby m lub Ze liczba m jest podzielna przez liczbe n.

Zapis symboliczny: n|m - liczba naturalna n dzieli liczbe naturalng m. Liczbe m nazywamy wielokrot-
noscia liczby n.

Przyktad
Wykaz, ze:
a) jezeli 3|162 oraz 3|414, to 3|(162 + 414),
b)jezelia|bialc toal(b + ¢), gdzie a, b, ¢ sg liczbami naturainymiia = 0.
Rozwigzanie:
a) Zapisujemy liczby 162 | 414 jakao iloczyny o jednym z czynnikéw rownym 3;
162 =354 414 =3 -138
Sumujemy liczby 162 i 414 | zapisujemy jako iloczyn o jednym z czynnikdw rownym 3:
162 +414=3-54+3:138=3:(54+138)=3 192
Liczba 3 - 192 jest podzielna przez 3.
b) Niech k, /i m beda liczbami naturalnymi, wtedy:
Zapisujemy liczby b i ¢ jako iloczyny o jednym z czynnikéw rownym a:
B e B et e ¢
Sumujemy liczby b i ¢ i zapisujemy jako iloczyn o jednym z czynnikow rownym a:
b+c=a-k+a-l=atk+=a-m
Liczba a - m jest podzielna przez a.

Dzielenie z reszta

Dzielenie nie jest wykonalne w zbiorze liczb naturalnych, zatem przy dzieleniu bedziemy otrzymywac
reszty. Reszta z dzielenia jest mniejsza od dzielnika.

1.1. Liczby naturalne

| Twierdzenie
Dla dowolnej liczby naturalnej a i dowolnej liczby naturalnej b istnieje tylko jedna para liczb naturalnych
kirtaka zea=k-b+rgdzieO<r<b.

Z twierdzenia tego wnioskujemy, ze przy danej liczbie b kazda liczbe naturalna ¢ mozna zapisac w po-
stacig=k - b +r, gdzie rjest liczbg naturalng mniejszg od b. Mowimy wowczas, ze liczba g daje reszte r
przy dzieleniu przez b. W szczegdélnosci, jesli r= 0, to mdwimy, ze liczba a jest podzielna przez b. >
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> Przyktad

Wyznacz reszte z dzielenia przez 15 kwadratu liczby a, jeslireszta z dzielenia liczby a przez 15 jest rowna:

a)n b) 12 c)13

Rozwigzanie:

a) Niech n € N, wtedy liczbe dajacg przy dzieleniu przez 15 reszte 11 zapisujemy jako 15n4-11.
Podnosimy jg do kwadratu i otrzymujemy:

(15n+11) =225n +330n+121="15(15n" +22n+8)+1=15k+1, k €N, reszta 1

b) Niech n € M, wtedy liczbe dajaca przy dzieleniu przez 15 reszte 12 zapisujemy jako 15n+12,
Podnosimy jg do kwadratu i otrzymujemy:

(15n+12) =225n" +360n+144 =15(15n + 24n+9)+9 =15k +9, k € N, reszta 9

) Niech n e N, wtedy liczbe dajaca przy dzieleniu przez 15 reszte 13 zapisujemy jako 15n+13.
Podnosimy jg do kwadratu i otrzymujemy:

(15n+13) =125n% +390n+169 = 15(151> + 26n+11)+ 4 = 15k + 4, k € N, reszta 4

Przyktad

Reszta z dzielenia liczby naturalnej @ przez 44 wynosi 33, a reszta z dzielenia liczby naturalnej b przez
44 wynosi 22.

Wykaz, ze reszta z dzielenia sumy liczb a 4+ b przez 44 wynosi 11.

Rozwigzanie:

Niech n,m € N. Wtedy liczbe o dajgca przy dzieleniu przez 44 reszte 33 zapisujemy jako g = 44n+ 33,
a liczbe b dajaca przy dzieleniu przez 44 reszte 22 zapisujemy jako b= 44m+ 22,

Zatem suma liczb:

0+b=44n+33+44m+22 = 44n+44m+44 +11=44(n+m+1)+11=44k+11 ke N

Przyktad

Wykaz, ze suma szescianow trzech kolejnych liczb naturalnych jest podzielna przez 3.
Rozwigzanie:

Niech ne N. Wtedy n, n + 1, n + 2 beda trzema kolejnymi liczbami naturalnymi.

Sume szescianow tych liczb mozemy zapisac jako:

ﬂ-’*+(n+'l)3+(mtz)3 =P+ +3 +3n+1+P +6rP +12n+8=3"+97 +15n+9 =
=3(n*+3n* +5n+3)=3k keN
Zatem jest ona podzielna przez 3.

Przyktad

lle jest wszystkich liczb naturalnych mniejszych od 1986 podzielnych przez 537
Rozwigzanie:

Dzielimy 1986 przez 53 i otrzymujemy 37 i reszty 25.

Liczb tych jest 37.

Dowodzenie podzielnosci liczb
| Twierdzenie jest to zdanie wyrazajace fakty, czyli zdanie, ktére mozna udowodnic.

| Dowadd jest to rozumowanie uzasadniajace, dlaczego dane zdanie jest prawdziwe.

o]
Dowadd nie polega na sprawdzeniu, czy dane zdanie jest prawdziwe w jednym [ub kilku konkretnych ‘“E
przypadkach, nie prowadzimy wiec dowodu, przyjmujgc konkretne liczby. Musimy udowodnic, ze zda- =
nie jest prawdziwe zawsze (we wszystkich nieskonczenie wielu przypadkach). e

=]
Przyktad E
Wykaz, ze suma szescianow trzech kolejnych liczb nieparzystych przy dzieleniu przez 6 daje reszte 3. 72
Rozwigzanie:

Niech n € M. Wtedy liczbe nieparzysta zapisujemy jako 2n+1.

Trzy kolejne liczby nieparzyste , to 2n+1, 2n+3, 2n+5.

Suma szescianaw tych liczb jest rowna:

8n° +12n° +6n+1+8n° +36n° +54n +27 +8n +60n° +150n+125 = 24n> +-108n° +210n+153 =
=6(4n° +18n° +35n+25)+3=6k+3, kEN

Suma szescianow trzech kolejnych liczb nieparzystych przy dzieleniu przez 6 daje reszte 3.
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1.2. Liczby catkowite i liczby wymierne
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1.2. Liczby catkowite i liczby wymierne

Liczby catkowite
| Zbiorem liczb catkowitych nazywamy zbidr liczb {...,—3, —2,—10, 1,2,3,...} i 0znaczamy jako Z.

Liczb catkowitych jest nieskoriczenie wiele. Zbior liczb catkowitych nie ma elementu najmniejszego i nie
ma elementu najwiekszego. Kazda nastepna liczba catkowita jest o jeden wieksza od poprzednie]. Po-
miedzy dwiema kolejnymi liczbami catkowitymi nie ma innej liczby catkowite]. W zbiorze liczb catkowi-
tych wykonalne sg dziatania: dodawanie, odejmowanie, mnozenie. Wykonujac dzielenie w zbiorze liczb
catkowitych nie zawsze otrzymamy liczbe catkowitg, np. 13-5 € ZZbior liczb catkowitych zawiera zbidr

liczb naturalnych.

Liczby wymierne

| Liczby wymierne to liczby, ktére mozna zapisac jako iloraz E, gdzie min sa liczbami catkawitymi.
i)

Zbior liczb wymiernych zapisujemy: Q = 1x : x = E, nmez, n=0;.
7

Liczb wymiernych jest nieskoriczenie wiele. Zbidr liczb wymiernych nie ma elementu najmniejszego
I nie ma elementu najwiekszego. Pomiedzy dwiema kolejnymi liczbami wymiernymi nie ma innej liczby
wymiernej. W zbiorze liczb wymiernych wykonalne sg dziatania: dodawanie, odejmowanie, mnozenie
| dzielenie,

Mnozac lub dzielgc dwie liczby o jednakowych znakach, w wyniku otrzymujemy liczbe dodatnia.

Mnozac lub dzielgc dwie liczby o roznych znakach, w wyniku otrzymujemy liczbg ujemna.

Prawa dziatan

Prawa dziatan na liczbach:

1. Prawo przemiennosci dodawania o+b=b+a

2. Prawo przemiennosci mnozenia a-b=0b-a

3. Prawo tacznosc dodawania a+b+o)=(a+b+c
4. Prawo tgcznosci mnozenia a-(b-cy=(a-b)-c

5. Prawo rozdzielnosci mnozenia wzgledem dodawania a-(b+c)=a-b+a-c
6. Prawo rozdzielnosci mnozenia wzgledem odejmowania g-(b—c)=a-b—a-c
Elementem neutralnym dodawania jest 0. a+0=a

Elementem neutralnym mnozenia jest 1. a-1=0

Dziatania na utamkach zwyktych

Przyktad

Wykonaj wskazane dziatania.

.5|}|Te’E+E€.D l:n}’lE.l—BE chEBE cf]|153:8i
i 12 3 - ETE 4 13
Rozwigzanie:

a) Dodajac utamki zwykte, musimy sprowadzic je do wspdlnego mianownika, a nastepnie dodac liczniki,

mianownik pozostawiajac bez zmian:
T2 i 84 11 95 4
/—4+8—=7—+8—=15—=16—
13+ 91 = | 91 91
b) Odejmujgc utamki zwykte, musimy sprowadzic¢ je do wspdélnego mianownika, a nastepnie odjac licz-
niki, mianownik pozostawiajgc bez zmian:
TEJi—3§=152—3}£=1-*-15’1—3E=11~2E
12 9 36 36 36 36 36



> C) Mnozgc utamki zwykte, mnozymy licznik przez licznik, a mianownik przez mianownik, skracajac, jezeli
to mozliwe:

G122 TeET W .
75" 7,

d) Dzielenie utamkow zwyktych zastepujemy mnozeniem pierwszego utamka przez odwrotnosc dru-
giego utamka:
el o7 BBIT 6R 13 273 185
4°713 4713 4 17, 148 148

Dzielenie z reszta

Przyktad

5 10 51
—54+15—(-3)—(3-33)+52—-(-5 71=+8—+19—
Oblicz reszte z dzielenia liczby il ( )( )+ ( )przez 2 63
_8_(_8)_9_(_13) 123_3i_52
11 33 99
Rozwigzanie:
—54+15—(=-3)-(3- =) 2
Obliczamy wartosc wyrazenia: Ui (3) (3 33)+52 (5)___19"3:25
—8—(—8)—9—(-13) 4
Tam e R T T

+
7 21 "63_ 63 63 63_36_,,
92 g gL g2t gid 2l o
11 733 99 99 ~99 99

Wykonujemy dzielenie: 25 ;12 = 2, reszta 1

Obliczamy wartosc wyrazenia:

1.3. Rozwiniecie dziesietne, liczby rzeczywiste

Rozwiniecie dziesietne
| Rozwinieciem dziesietnym nazywamy zapis utamka zwyklego w postaci dziesietne;.

Kazdy utamek zwykty mozna przedstawic w postaci dziesietnej. Mozna to zrobic, rozszerzajgc utamek zwy-
khy (jezeli sie da) do mianownika 10, 100, 1000, ... itp. lub tez wykonac dzielenie licznika przez mianownik.

| Utamki dziesietne skoriczone otrzymujemy przy rozszerzaniu lub skracaniu utamkow zwykkych do i
utamkow o mianownikach 10, 100, 1000, ... itd. z
-
Przyktad @
Znajdz rozwiniecia dziesietne podanych utamkow. =
51 )3 9317 g
4 8 2000 o
Rozwigzanie: o
a) Rozszerzamy utamek do mianownika 100:; o
l - é =0.25 E
4 100 &
b) Rozszerzamy utamek do mianownika 1000: =
5_ 625 0625 :
8 1000 =
c) Rozszerzamy utamek do mianownika 10 000: =
17 85

3 =3 = 3,0085
2000 10000 9
Przyktad 2
Znajdz rozwiniecia dziesietne podanych utamkow. o
a) 2 b) > c) 5E g
6 2 11 =
Rozwigzanie: E
Dzielimy licznik przez mianownik, np. na kalkulatorze. =

1 5 9
a}E—D,T(E) b}g—ﬂ,(S) c}5ﬁ—5,(81)




> Przy dzieleniu licznika przez mianownik mozemy otrzymac rozwiniecia dziesietne skonczone oraz roz-
winiecia dziesietne nieskonczone. Cyfre lub grupe cyfr w rozwinieciu dziesietnym nieskoriczonym
liczby wymiernej nazywamy okresem i zapisujemy w nawiasie.

Zamieniajac utamek dziesietny skonczony na utamek zwykty, zapisujemy go jako utamek o mianowniku
10, 100, 1000, ... i odpowiednio skracamy.

Przyktad

Zamien utamki dziesietne na zwykre | doprowad? je do postaci nieskracalne.

a) 0,375 b) 0,452 ) 51125

Rozwigzanie:

50375=202 2 Bgdsz=22 . 13 gegpe g M4 _gd
1000 8 1000 250 10000 &0

Przykiad

Zamien utamki dziesietne na zwykte | doprowad? je do postaci nieskracalnej.
a) 0.(3) b) 0,(36) c) 0,1(257)
Rozwigzanie:
a) Niech x =0,333..., wtedy 10x = 3,333...
zatem 10x —x =3,333..—-0,333...
9x =3
3
==
AR
b) Niech x = 0,3636..., wtedy 100x = 36,3636...
zatem 100x — x = 36,3636...—0,3636...

HO% = 36
36 4

== —
99 11

¢} Niech x =0,1251251..., wtedy 10x =1,251251... oraz 10000x =1251,251251...
zatem 10000x —10x =1251,251251...—1,251251...

9990x = 1250
e X5 125
9990 999
Przyktad

Zamien utamki dziesietne na zwykre.
a) 5,7(3) b) 11,21(18)
Rozwigzanie:
a) Niech x =5,733..., wtedy 10x =57,333... oraz 100x =573,333...
zatem 100x —10x =573,333..—57,333..
B0x =5%6
516 66 11
¥x=——=5—=5—
90 90 15
b) Niech x=11211818..., wtedy 100x =11211818...oraz 10000x =112118,1818...
zatem 10000x —100x =112118,1818..—1121,1818...

9900x = 110997

XZHDE}Q?_HZGQ?_H 233

9900 9900 1100
Jezeli w obliczeniach wystepujg utamki zwykte i dziesietne, to utamki dziesietne zamieniamy na utamki
zwykte lub (w miare mozliwosci) zamieniamy utamki zwykre na dziesietne | wykonujemy dziatania.

1.3. Rozwinigcie dziesietne, liczby rzeczywiste

Liczby niewymierne
| Liczbami niewymiernyminazywamy liczby majgce rozwiniecie dziesietne nieskonczone nieokresowe.

Zbior wszystkich liczb niewymiernych oznaczamy przez IQ

Usuwanie niewymiernosci z mianownika

W dziataniach matematycznych przyjeto, ze w mianowniku utamka nie powinno by liczby niewymier-
nej. Nalezy wiec usunac te niewymiernoscé z mianownika, czyli na usunac pierwiastki z mianownika
takiego utamka.
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> Przyktad

Usur niewymiernosc z mianownika.

- b) = g
J14 Ja 2

Rozwigzanie:
a) Mnozymy licznik i mianownik przez V14

8 _ 8 14a_814_414
J1a s Jia 14 7

b) Mnozymy licznik i mianownik przez{@i@;
95 BH_B_
P B PP 9

¢) Mnozymy licznik | mianownik przez 32 -42 -4/2;
12_12 0 128 _ e
2 LBz 2

Liczby rzeczywiste

| Zbiorem liczb rzeczywistych nazywamy zbidr wszystkich liczb wymiernych i niewymiernych i ozna-
czamy literg .

W zbiorze liczb rzeczywistych wykonalne sa cztery podstawowe dziatania: dodawanie, odejmowanie,
mnozenie, dzielenie (oprocz dzielenia przez zero) oraz pierwiastkowanie stopnia nieparzystego,

Przyktad
Wykonaj dziatania.

a)17—3-5+23 -1 b}Jﬁ(a—ng)—EJ(JE—Z] c}(d’é—ﬁ)(sﬁJrJé)

Rozwigzanie:

17— =1=1143
0) V5 (8-2v5)-5(v5-2) =85 -10-5v5 +10=3{5

O (V6 —7)(V7 +V6) = Va2 +6 -7 V42 = -1

Przyktad
Wykonaj dziatania.

¥ = 53—[;] 4,5 E
a) [—5] 27 —(=1) ' b) - 3
SR
e
Rozwigzanie: S
a) Obliczajac potegi i pierwiastki, otrzymujemy: )
2 =
11 3 2{ 1 1 T (11 1 26 26 2 @
—=| 27 ={-1) |t === 3-|i==|===-1|9=|—=-1|8=-—=0=—-—=-8= ]
[ 3] =) J81 [9 ] 9 [9 3 ] [2? ] 27 3 3 5
b) Obliczajac potegi i pierwiastki, otrzymujemy: §
4 (1] 49 7 1 =
5—— :4,5 st 1 LS 4 2
2 [3] Yy e g 5 4 :
-1 - - - .
1) (1 [ 373y @-7)(3) -3 9 :‘2
=30 = 8-3 y 3
paullsl Poat
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1.4. Potega

Potega o wyktadniku catkowitym

1. Kazda liczba rzeczywista, rézna od zera, podniesiona do potegi 0 jest rowna 1.
a’=1dlaa=0

2. Kazda liczba rzeczywista podniesiona do potegi 1jest tg sama liczba.

gl=g

3. Potega liczby rzeczywiste] a o wyktadniku naturalnym n = 2 jest iloczynem n czynnikow, z ktorych
kazdy rowny jest liczbie a.

a:-aga-.-a=a", dlan>=2

n czynnikow

Dla liczby naturalnejn>1idla liczbya € R,a = 0 przyjmujemy, zea™" = —1—
a

Przyktad
Oblicz,
a)(18,382)° b) 611 Alepgd]
11 3
—4 -3
\ 2 2
d) (=1’ e)[-= f|5<
S
Rozwigzanie:
g T
a)(18,382) =1z definicji b}[ﬁ—y = 6— z definicji
11 11
11 ( 40)( 40) 1600 7 9
Al=-13=| =|-—||-—=|=——==177= d)(=1) =—1
il Ee e )
o AT _i]a_E_gﬁ nls2] 37 —(2] 3%
4 | 3) 81 81 7] "\ 7] 137) 50653
Prawa dziatan na potegach
Dziatania na potegach
a"-g" =a™", gdzieo=0inmek i n
5 [_] =& bt hecz
a":g" =qa"", gdziea=0inmeZin=m bl b
n_ |
(a")" =a"", gdziea=0inmeZ b= pd = et
(a-b)nza“-b”,nez [%1 =[21,G¢{Jibiﬂ
Przyktad
Zapisz w postaci jednej potegi,
k f i
8)22.24. 22 o [2] -[2]:|2 0)6°:6¢ 6" d)(172)
@ 3] 18] 13
- I n(a7p 1] o (6] (L&)
5 113 81 8713 T
Rozwigzanie: k i m k-
£ 8)2%.24. 22 = 2342 = 2 o) [5] [3] ~. 3] :[EJ
3 3] 13) 713 3
Nh 6.4 £11 E—4+11 13 3y¢ -2 -&
S )65 : 4.6 = pE4H1T =13 RO =1 =17
i ' T (~7H-5) 3 ! 2 - 2
5 e) [—ﬁ] ol =[—£] f}(—z?)“-[i] .93=I_2?.i-gy =(-3)
2 113 | 113 113 81

81
o[- 18] = i = 2 .[_ﬂ]z : [_E].I_ﬂr _[zl
123) | 41) [ 123 g8) L 123/ 8) I3

18



Wtasnosci monotonicznosci poteg
Dla dowolnej liczby rzeczywistej a i dowolnych liczb rzeczywistych x i y mamy:
1. jezelia>1oraz x < y, to 0" < o,
2.jezelig>10razx> y, toa* > a*,
3.jezeli0<a<iorazx <y, toa* > o/,

4, jezeli0<a<lorazx> y, toa* <a’.

Przyktad
Porownaj potegi o tych samych podstawach.
B 9 41 6

a)3® i3 b)172 1178 c) | e d) E i

15 15 19 19
Rozwigzanie:
a)3 <3, bo5<7i3>1 b)17 > 17}, b012>8i17> 1

6 9 A1 14
ol2| > [2], boe<gioct <1 L] <|Z| . bosr>16i0<-L <1
15 15 15 19 19 19

Notacja wyktadnicza

Notacja wyktadnicza jest to zapis liczby w postacia-10”, gdziene Z oraz 1<a<10 igeR.

Przyktad

Zapisz liczby w notacji wyktadniczej.

a) 27 000 000 ¢) 0,000013

b) 5 000 000 000 000 d) 0,00000000000003
Rozwigzanie:

a) 27 000 000 =2,7-10° ¢) 0,000013 =1,3-10~

b) 5 000 000 000 =5-10° d) 0,00000000000003 =3.10°"

Potega o wyktadniku wymiernym
1

Dlan e N, n>1prawdziwy jest wzdr g = ta.

Utamki o liczniku rédwnym 1w wyktadniku potegi oznaczajg, Ze te potege mozemy Zapisac jako pierwia-
stek stopnia takiego, jaka liczba wystepuje w mianowniku wyktadnika.

Przyktad
Dblir.:z1pcrtegi,
1 1

a) 1442 b) (~64 )3 c)81*
d}[ y oy S f) 204871

32 729
Rczwmzanie* _
2)1447 = 144 =12 o) (~ 64)?—'—64_—4 )81 =81=3

1 L
d ( -~ —¢ f) 20487 = 2048 =
}[32] [?29 ?2 }

DlaneM, n>1 meZia=0 prawdziwy jest wzrjra“ —{/ﬁ_.
Przyktad
Zapisz w postaci pierwiastka.

3 : 3) =
a) 52 b)113 c}[Z d)135

Rozwigzanie:

3 5
3)52 =453 1E=371
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1.4. Potega
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> Z polgczenia dwdch wzordw:

i)

1 0 > :
g'=—,acR a0, ncNoraz a" ={a", neN,n>1meZia>0
a

otrzymujemy wzar:
g "= J1_ nelM, n>\meZ acRia>0
l"-‘aﬁ':'
Przyktad
Zamszw postaci plerwafstka : ;
a) 9'5 b)125 2 Q2164 d)19 s
Ruzwnqzanie
2 1 = 1 _n 1
92— b)125 3 = €)216 4 = d)19°5 =

3 3 5
J_ 258
Poniewaz dziatania na potegach sa wygodniejsze niz dziatania na pierwiastkach, powyzsze wzory mo-
zemy zapisac jako;

1
Ja=a", neN, n>1, dlan parzystychaeRa >0

n

Ja™ =an, neN, n>1 meZ acRia>0

1 -2 . :
= =g ", neM, n>=\meZ acsRiag>0
D.I'I‘?

Przyktad
Wykonaj dziatania.

aN22.32 o535 Hhs o7 Y49:3343

Rozwigzanie:
Zamieniamy p|erW|astk| na Dﬂtﬁgl i wykonu jemy dziatania na potegach:

DNZ2 .32 = 27,2505 = 23'3%5 — 2%

1 1 2 3 1 2 '-i 23
12

J_-J_-d'125=52-253~1254=51-5?-54'— 57374 = 5

| | 3 1 3 i

07445 :¥/343 = 72 .497 :34F —73.73. 75 = 7375 _ 7%

Przyktad
Zapisz w postaci potegi.

a2 2 0Nk oo afr T

Rozwigzanie:
Zamieniamy pierwiaztki na pcrtegi iwykoﬁujemy dziatania na potegach:

0) 3399 :?J\l}g; i i -

b L)

5 :~.§I 5
\(36 :[35 SR

14, Potega
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1.5. Przedziaty liczbowe

Przedziaty liczbowe

| W zbiorze liczb rzeczywistych wyrdzniamy podzbiory zwane przedziatami liczbowymi. Przedziaty
liczbowe dzielimy na przedziaty ograniczone i nieograniczone (nieskoriczone).

Przedziaty ograniczone
Wyrozniamy kilka rodzajow przedziatow ograniczonych.

Przedziatem otwartym o koncach o, b (o < b) nazywamy zbidr wszystkich liczb rzeczywistych, ktore sa
wieksze od g i jednoczesnie mniejsze od b. Przedziat otwarty o koncach a, b zapisujemy (a, b). Liczba x
nalezy do przedziatu (g, b) wtedy, gdy spetnia podwajna nierdwnos¢a < x < b,

Przedziat otwarty (g, b) czesto oznacza sie na osi liczbowej nastepujaco:

D SSNNNSNNNNNS _—_—

a b X

Przedziatem domknietym o koncach g, b (o < b) nazywamy zbidr wszystkich liczb rzeczywistych, kto-
re sg niemniejsze od a (moga byC rowne) i jednoczesnie nie wieksze od b (moga by¢ rowne). Przedziat
domkniety o koficach o, b zapisujemy (a,b). Liczba x nalezy do przedziatu (a,b% wtedy, gdy spetnia po-

dwajng nierownoséa<x < b,

Przedziat domkniety{a.b} mozemy oznaczyc na osi liczbowej nastepujaco:

- SSSSSSS .

o b X

Przedziat lewostronnie domkniety (o, b) to zbior wszystkich liczb rzeczywistych x spetniajacych po-
dwdjna nierownosca < x < b. Przedziat lewostronnie domkniety {a, b) mozemy oznaczyc na osi liczbo-
we| nastepujgco:

Y SSSSSSNNSNN

a b X

Przedziat prawostronnie domkniety (a, b) to zbidr wszystkich liczb rzeczywistych x spetniajgcych po-
dwojng nierownosc a < x < b, Przedziat lewostronnie domkniety {a, b) mozemy oznaczyC na osi liczbo-
wej w taki oto sposob:

S NSSSNNNNNNN
g b X
Przyktad
Zaznacz na osi liczbowej przedziaty.
a)(-1,6) c){2,5)
B S SN
b e % 2 5 X
BIi=2 ) d)(~15,3,5)

s :— I SSSssaa

=1.5 3.5 X

Przedziaty nieograniczone

Wyrozniamy kilka rodzajow przedziatow nieograniczonych.

Przedziat otwarty nieograniczony (m, G’) to zbior wszystkich liczb rzeczywistych x spetniajacych nie-
rownosc x < a.

llustracja graficzna:

e

o X

1.5. Przedziaty liczbowe
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> Przedzial prawostronnie domkniety nieograniczony (~o, o) to zbidr wszystkich liczb rzeczywistych x
spetniajacych nierdwnosc x < a.

llustracja graficzna:

Sy -

a X

Przedziat otwarty nieograniczony (g, ~) to zbidr wszystkich liczb rzeczywistych x spetniajgcych nie-
rownosc x > a.

llustracja graficzna:

D SN

a X

Przedziat lewostronnie domkniety nieograniczony {(a, o) to czyli zbidr wszystkich liczb rzeczywi-
stych x spetniajgcych nierownosc x > a.

llustracja graficzna:

I SNNNNNNNNNN
a i
Przyktad
Zaznacz na osi liczbowej przedziaty.
a) (-3, o) b) (~cc, V2)
_ SSSNSNSNSSSU
b N NN

Suma, iloczyn i réznica zbiorow

| Suma dwdch zbioréw liczb A i B (przedziatdw A i B) nazywamy zbidr tych elementow, ktdre naleza do
zbioru A lub naleza do zbioru B. Sume zbiorow A i B oznaczamy AUB.

| lloczynem zbiorow liczb A i B (przedziatdw A i B) nazywamy zbidr tych elementdw, ktére naleza jed-
noczesnie do zbioru A i do zbioru B. lloczyn zbiorow A | B oznaczamy ANB.

| Roznica zbioréw A i B (przedziatéw A | B) nazywamy zbidr tych elementdw, ktére naleza do zbioru
Ainie nalezg do zbioru B. Réznice zbiorow A | B oznaczamy: A\ B,

A\B={x:xeAix¢B}

Przyktad

Wyznacz sume, iloczyn oraz roznice przedziatow A= (—1,2) 8= (G,Q).
Rozwigzanie:

Zaznaczamy przedziaty A B na osi liczbowej.

4 8

R 1 -
o O A I T s B = L T

Wyznaczamy sume przedziatow Ai 8: AUB =(-12)u(0,9) =(~19)
Wyznaczamy iloczyn przedziatéw A i B: AnB =(~12)n(0,9) =(0,2)

1.5. Przedziaty liczbowe

Wyznaczamy réznice przedziatow A i B: A\B =(-1,0)
Odpowiedz: Suma jest przedziat (—‘I,E’r), iloczynem - przedziat (D.E). a roznica - przedziat (—T,D),

lloczyn przedziatéw moze nie zawierac ani jednej liczby. Méwimy wowczas o zbiorze pustym | oznacza-
my &, np. (=2, 0)N(0, T=@. lloczyn przedziatdw moze tez byc zbiorem jednoelementowym, np.

{0, 3)n(3,00) = {5}.
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1.6. Wartosc bezwzgledna

Wartosc bezwzgledna
Jednym z wazniejszych termindw dotyczacych liczb rzeczywistych jest pojecie wartosci bezwzgledne;.
| Wartoscig bezwzglednga liczby rzeczywistej @ nazywamy liczbe |ﬂ| okreslong za pomocg wzoru:

|ﬂ|_ agdya=0
" |-ogdya<0’

Przyktad
115]=15

|-6|=—(-6)=6
‘xﬁ—‘l‘:»ﬁ—t pDniewaz'Ji—‘l:}U

}\@—2‘:2—@, poniewaz’ﬁ—lzc:ﬁ

Réwnania i nieréownosci z wartoscig bezwzgledna

Wartosc bezwzgledna interpretujemy jako odlegtos¢ punktu odpowiadajgcego danej liczbie na osi licz-
bowe| od punktu odpowiadajacego liczbie 0.

Wiemy, ze wartoscia bezwzgledng liczby nieujemnnej jest ta sama liczba, a wartoscia bezwzgledna licz-
by ujemnej jest przeciwna do nie] liczba dodatnia. Wynika stad wiec, ze |a| =0l

Przyktad
Wyznacz liczby spetniajgce rownanie |x| =5.
Rozwigzanie:
Zaznaczamy na osi liczbowej wszystkie liczby, ktorych odlegrosé od 0 jest réwna 5.
5 5
- t t L
-5 0 5 X

Odpowiedz: Jedynymi liczbami spetniajacymi rownanie ‘x| =553 liczby 5i-5.
Przyktad

Rozwigz nierownosc.

a)|x| < 2.

Rozwigzanie:
Zaznaczamy na osi liczbowej zbior tych liczb x, ktorych odlegtos¢ od 0 jest mniejsza od 2.

2 2 X
OdpowiedZ: Nierdwnosc |x| < 2 jest spetnionadla -2 < x < 2, zatem x € (-2, 2).
b)|x| = 6

Rozwigzanie:
Zaznaczamy na osi liczbowej zbidr tych liczb x, ktorych odlegtosc od 0 jest wieksza bad?z rowna od 6.

-6 0 6 X
Odpowiedz: Nieréwnos¢ |x| = 6 jest spetniona dla x < —6 lub x > 6, zatem x & (—oo,—6)U(6,00).

1.7. Procenty w obliczeniach

1.7. Procenty w obliczeniach

Pojecie procenta

Umiejetnos¢ operowania procentami jest bardzo potrzebna przede wszystkim w codziennym 2yciu.

Procenty zawsze odnoszg sie do jakiejs catoscl (wielkosci ustalonej), np. 1%k=%k={],01k,

00
25%k = Ek = 0,25k,
100
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1.7. Procenty w obliczeniach
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Obliczanie procentu danej liczby

Obliczanie procentu danej liczby wigze sie z obliczaniem utamka tej liczby. Nalezy pamietac, do jakiej
wielkosci odnosi sie podany procent, poniewaz taka sama liczba procentow roznych wielkosci bedzie
0znaczata rozng wartosc.

Przyktad

Cene butdw w wysokasci 260 zt obnizono o 30%. lle wynosi cena butdw po obnizce?
Rozwigzanie:

Cena butow po obnizce stanowi 100% - 30%, czyli 70% poczatkowej ceny butow.

Obliczamy cene butdéw po obnizce: %-260 =182 (z}).
Odpowiedz: Cena butdw po obnizce wynosi 182 zt.

Przyktad
Cene roweru w wysokosci 3240 zt obnizono o 10%, a po miesigcu o kolejne 15%.
a) Oblicz koncowa cene roweru,
Rozwigzanie:
Cena roweru po pierwszej obnizce stanowi 100% - 10%, czyli 90% pierwotnej ceny.
Cena roweru po drugiej obnizce stanowi 'ID{}% - 15% czyli 85% ceny po pierwszej obnizce.

’I{]{]

Odpowiedz: Cena roweru po obnizkach wynosi 2478,60 zi.

b) lle kosztowatby ten rower, gdyby jego cene od razu obnizono o 25%.
Rozwigzanie:
Cena roweru po obnizce stanowi 100% — 25%, czyli 75% pierwotnej ceny.

Obliczamy cene roweru po obu Dbmzkach — = 32413] 2478,6 (zt).

Obliczamy cene roweru po obnizce: %56-3240 = 2430 (zt).

Odpowiedz: Cena roweru wynosi 2430 zt,

Wielokrotnej zmiany wartosci o pewien procent nie mozna zastapic jednorazowag zmiana o sume pro-
centow kazdej ze zmian.

Jakim procentem jednej liczby jest druga liczba

W zadaniach dotyczacych obliczen procentowych pojawia sie tez pytanie, jakim procentem jednej
liczby jest druga liczba.

Przyktad

Pracownik w styczniu otrzymat 5460 zt brutto, a w lutym po podwyzce dostat 6279 zt. Oblicz, o ile
procent wzrosta pensja pracownika.

Rozwigzanie:

Obliczamy wartos¢ podwyzki pensji pracownika: 6279 zt - 5460 zt = 819 zt.

Obliczamy, jakim procentem liczby 5460 jest liczba 819; %-1%% =T5%:

Odpowiedz: Pensja pracownika wzrosta o 15%.

Przyktad

Cene pewnego towaru podwyzszono o 10%, a nastepnie nowg cene obnizono o 20%. Jakim procentem
ceny poczatkowe] byta cena korficowa?

Rozwigzanie:

Niech x oznacza pierwotng cene towaru. Wtedy cena towaru po podwyzce wyniesie x +0,1x, czyli 1,1x.

Zatem cene towaru po obnizce opisuje wyrazenie 1,1x —0,2 -(’I,’lx), czyli 0,88x. Stad 0,88x = 88%x.

Odpowiedz: Cena korcowa towaru stanowita 88% poczatkowej ceny towaru.

Wyznaczanie liczby, gdy dany jest jej procent

Checac znaleZé liczbe, gdy znany byt jej procent, mozemy wykorzystac jeden z trzech sposobodw;
- obliczy¢ 1% szukanej liczby, a nastepnie znalezc jej 100%,

- zamieni¢ procent na utamek | obliczy¢ catosd,

- przyjac za niewiadomg szukang liczbe i rozwigza¢ odpowiednie réwnanie.



b,

W praktyce, znajdujac liczbe na podstawie danego jej procentu, najczesciej rozwigzujemy odpowiednie
rownanie.

Przyktad

Cene towaru podniesiono o 132 zi, co stanowi 25% ceny poczatkowej. Jaka byta cena towaru przed
podwyzka?

Rozwigzanie:

Niech x oznacza pierwotng cene towaru. Podwyzka stanowi 25% ceny towaru, czyli Ex =k
Stad x = 528. 100

Odpowiedz: Cena towaru wynosita 528 zt.

Przyktad

Cena telewizora z 18% rabatem wynosi 3985,20 zt. |aka byta cena telewizora bez rabatu?
Rozwigzanie:

Niech x pierwotng cene telewizora. Obecna cena stanowi 100% - 18%, czyli 82% pierwotnej ceny. Za-

tem Ex =39885,2. Stad x = 4860.
100

Odpowiedz: Cena telewizora wynosita 4860 zt.

Punkty procentowe

Roznice miedzy dwiema podanymi w procentach wartosciami jednej wielkosci okreslamy za pomocg
punktow procentowych.

Przyktad
Bank podniost oprocentowanie kredytu z 6% na 7,5%.
a) O ile punktéw procentowych wzrosto oprocentowanie kredytu?
Odpowiedz: Zmiana oprocentowania z 6% na 7,5% oznacza wzrost 0 7,5 - 6, czyli 1,5 punktu pro-
centowego.
b) O ile procent wzrosto oprocentowanie kredytu?
Oprocentowanie wzrosto 0 1,5 punktu procentowego.
15

Zatem procentowy wzrost oprocentowania wynasi % -100% = 25%.

100
Odpowiedz: Oprocentowanie kredytu wzrosto o 25%.

Kredyty i lokaty bankowe

Coraz czesciej korzystamy z ustug bankow, ktore udzielajg kredytow lub przyjmujag pienigdze na lokaty
pieniezne,

Lokata bankowa to umowa zawarta miedzy klientern a bankiem, na mocy ktorej klient powierza ban-
kowi okreslong kwote na ustalony termin. W zamian za to, po uptywie tego terminu, bank wyptaca
klientowi wptacong kwote powiekszong o odsetki, ktdre zostaty naliczone zgodnie z warunkami zapi-
sanymi w umowie.

Kredyt to umowa z bankiem na pozyczenie okreslone] kwoty pieniedzy na okreslonych warunkach. Za
udzielenie kredytu banki pobierajg optaty zwane oprocentowaniem kredytu.

Przyktad

Pan Tomasz zaciggnat w banku kredyt na rok. Odsetki od kredytu wynosity 9,6% w skali roku. Po roku
pan Tomasz wptacit do banku 13 152 zt. Na jaka kwote pan Tomasz zaciggnat pozyczke?

Rozwigzanie:

Kwota 13 152 zt jest sumg zaciggniete] pozyczki i odsetek, stanowi wiec ona 100% + 9,6% = 109,6%
kredytu.

Uktadamy i rozwigzujemy odpowiednie rownanie.

Oznaczamy jako x wartosc szukane| kwoty w ztotych,

1,096x =13 152

x =12 000 (z1)

Odpowiedz: Pan Tomasz zaciggnat kredyt w wysokosci 12 000 zt.

1.7. Procenty w obliczeniach
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> Przyktad

Kapitat w wysokosci 7500 zt zostat ztozony w banku na rok przy oprocentowaniu rocznym 3,2%. Oblicz
wielkosc kapitatu po roku.
Rozwigzanie:
Kapitat w wysokosci k ztozony na rok przy oprocentowaniu rocznym w wysokosci p% wynosi po roku
p
kT
| mu]

Skoro k= 7500 zt oraz p = 3,2, czyli wielkosc kapitatu po roku wyniesie 7500- [H%J 7740 (zt).

Odpowiedz: Po roku wielkosc kapitatu wyniesie 7740 zi.

1.8. Logarytm i jego wlasnosci

Pojecie logarytmu

| Logarytmem liczby dodatniej b przy podstawie a, dodatniej i réznej od jednosci, nazywamy liczbe x,
do ktdrej nalezy podniesc podstawe a, aby otrzymac liczbe b.
log, b=xgdya*=b

Liczba a nazywa sie podstawg logarytmu, a liczba b - liczbg logarytmowana.

Przyktad
log,8 =3, poniewaz 2* =8
3 1 3
log, V27 = % poniewaz 32 = (33]5 971 — .57

log, 16 = —2, poniewaz [%] =S
Wazna role w matematyce | naukach matematyczno-przyrodniczych odgrywa m.in. logarytm o pod-
stawie 10.

| Logarytmem o podstawie 10 (logarytmem dziesietnym) z liczby b nazywamy liczbe x taka, ze
10" = b. Logarytm dziesietny liczby b oznaczamylogb.

Przyktad
log 100 = 2, poniewaz 10 =100

4
log0,0001=—4, poniewaz 10™* = [%] =0,0001

1
Iogv’_—— ,pomewazﬂﬁ J10

Dla dDWD|HEJ liczby dodatniej o roznej od 1,log, 1=0orazlog,a=1

Przyktad
log,1=1b, stad 3° =1, czyli3” =3°, zatem b=0

log.5=0b, stad 5" =5, czyli5° =5, zatem b=1

Wtasnosci logarytmow

W obliczeniach czesto wykorzystywane sa wiasnosci logarytmow.

1.8. Logarytm i jego wiasnosci

| Twierdzenie
Jezeli liczba a jest dodatnia i rozna od 1, to dla dowolnych dodatnich liczb b i ¢ prawdziwe s3 nastepu-

jace wiasnosci;
log, bc =log,b+log,c

JogC,?: log, b—log,c

log, b* =plog, bpeR

Dowod
Powyzsze wzory wynikajg bezposrednio z wtasnosci dziatan na potegach.
Niech x =log, bi y =log, c. Wtedy korzystajac z definicji logarytmu, mamy: " = b oraza’ =c.
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> Zatemlog, (bc) =log, (0" -0’ ) =log, a"* = x+ y =log, b+log, c.
a.’(
a’

> =log, 0" =x-y=log,b—log,c

Podobnie i:::chﬁ,-ii =log,

orazlog, b =log, (0"}’ =log,0”* = p-x = plog, b.

Przyktad

log,(32:512) =log,32+l0g,512=5+9=14
16 1

iog2m=IDgz’iE-logzZ:d—(—Z):E

log, (Jz_?)a —8log, V27 = 8-% =12

We wszystkich powyzszych przykfadach w wyniku logarytmowania otrzymalismy liczby wymierne. Ist-
niejg jednak logarytmy, ktore sg liczbami niewymiernymi.

Przyktad

Uzasadnij, ze liczba log, 4 jest niewymierna,

Dowadd przeprowadzimy metodg nie wprost.

Zaktadamy, ze liczbalog, 4 jest liczbg wymierna, czyli mozna ja zapisac w postaci utamka nieskracalne-
20 %, gdzie m i n sg dowolnymi liczbami catkowitymi, przy czym n=0. Zauwazamy ponadto, ze

log,4 > log,3=1. Zatem log, 4 jest liczba dodatnig, mozemy wiec przyjac zatozenie, ze m i n sa dowol-
nymi liczbami naturalnymi dodatnimi.

m

Skorolog, 4 = E, to z definicji logarytmu otrzymujemy 37 = 4, czyli 3" = 4°, Lewa strona jest iloczynem
n

samych trojek, wiec liczbg nieparzysta, a prawa strona - iloczynem samych czwarek, czyli liczbg parzy-
stg. Stad 3" = 47,
Zatozenie, ze liczba log, 4 jest liczbg wymierng, doprowadzito do sprzecznosci, zatem log, 4 nie moze

byc liczba wymierng, czylilog, 4 jest liczbg niewymierna.
Whniosek: Liczba log, 4 jest liczbg niewymierna,

1.9. Utrwalamy wiedze

LICZBY RZECZYWISTE R

* * procenty
liczby liczby ¢ dodawanie B
niewymierne wymierne = ' z
IQ Q kredyty I g
i lokaty odejmowanie i
bankowe z
| =
e

mnozenie I_. potegowanie

| W ,
pierwiastkowanie [
dzielenie k7]
1 logarytmowanie %
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Wyrazenia algebraiczne



2.1. Wzory skroconego mnozenia

@
N
ﬁ
I
]
=
G
3
>
=
~

30

2.7. Wzory skroconego mnozenia

Kwadrat sumy dwéch wyrazen
(a+b) =a® +2ab+b?

Dowdd: (a+b]‘1 - (a+b)(a+b] =g’ +ab+ab+b* =a?+2ab+ b

Przyktad
Oblicz wartosci podanych wyrazen.

2 2
a)(15+3V2) o) (Vi3++17)

Obliczajac wartosci tych wyrazen, stosujemy powyZszy wzar skrdconego mnozenia:
2 2
8)(15+3v2) =152+2.15.3V2+(3V2) =225+90V2 +18 = 2434902

m(Jﬁ+J1_?)l=(«h_3)z+24Jﬁ-Jﬁ+(Jﬁ)z=13+2Jﬁ+1?=3@+2ﬁ

Kwadrat réznicy dwéch wyrazen
(a—b) =a’—2ab+b?
Dowdd: (a—b}l =(a—b)(a—b)=0*—ab—ab+b* =a’>—2ab+ b’

Przyktad
Oblicz wartosci podanych wyrazen.

(51— N’ﬁf

Obliczajac wartosci tych wyrazen, stosujemy powyzszy wzor skroconego mnozenia:

[5«’1“1*-?\/%)2 = [5\/1_1)‘2 -2-5J1_1-?J1_5+(?~ﬁ§)2 — 27570165 + 735 =1010— 704165

Réznica kwadratow dwaéch wyrazen
0’ —b? =(a-b){a+b)
Dowdd: (a—b)(a+b) = a’ Tl ~oh — b’ =a’ b’

PJ'Z}F klad
Zapisz w postaci iloczynowe].
a)144 —25m? b)13x% —35y°

Obliczajac wartosci tych wyrazen, stosujemy powyzszy wzar skrdconego mnozenia:
a) 144 —25m? =(12—5m)(12+5m)

0)13x* — 3557 = (J13x 35y )(V13x+ /35

Szescian sumy dwoéch wyrazen

(a+b) =0a*+30°b+3ab + b

Dowod:

(a+b) =(a+b) -(a+b)=(a>+2ab+?)-(a+b)= 0> +6°b+20°b+2ab? +ab? + b’ =
=@’ +3a°b+3ab” +b°

Przyktad
Oblicz wartosci podanych wyrazen.

3 3
3)(19++21) 0) (742 +93)

Obliczajac wartosci tych wyrazen, stosujemy powyzszy wzor skrdconego mnozenia:
3
2)(19+421) =19 +319° V214319421 +421 =

—68594+1083v21+1197 4+ 2W21=8056+1104+/21



> b) (?J§+9J§]3 =(?J§)3 +3-(?J§]2 -9J§+3-?J5-(9J§)2 +(9J§)3 =

= 686v2 + 264643 +5103v2 421873 =57892 + 47333

Szescian réznicy dwéch wyrazen

(a—bf =0’ —36°b+3at’ —b°

Dowaod:

(a-b) =(a—b) -(a—b)=(a? ~20b+b?)-(a—b)=0° —a*b—20°b +2ab? +ab? ~ b =
=g’ —3a°b +3ab* - b’

Przyktad
Oblicz wartosci podanych wyrazen.

3 3
a)(v2-3) b) (23 -6

Obliczajac wartosci tych wyrazen, stosujemy powyzszy wzor skroconego mnozenia:
a)(V2-3) =v2' 32 2313233 =

=22 184272 -27 =292 - 45
(05 —8) =) 3 (5] 43245 (8] (1 -

= 24433616 +36+/3 646 = 603 - 426

Réznica szescianow dwdch wyrazen
0’ —b> =(a-b)(a’ +ab+b?)
Dowdd: (a—b)(a” +ab+b?) = a* Tl +at7 ~vd ~ab" —b* = a* — b’

Przyktad
Zapisz w postaci iloczynowe].
a)a’ =9 b) 343x* —=125y°

Rozwigzanie:

5]03-9=a3—%’§=(a—%@][02+€@ﬂ+@]

b) 343x> —125y* = (7x) — (5y)’ =(7x—5y)(49x* +35xy +25y?)

Suma szescianow dwdch wyrazen
@*+b* =(a+b)(a*—ab+b?)

Dowdd: (a+b)(a? —ab +b?) = 0> ~odh et Tod et + b =0* + 5’

2.1. Wzory skroconego mnozenia

Przyktad
Zapisz w postaci sumy algebraiczne.
a){a+2)(a—2b+4) b) (x* —5x +25)(x +5)

Zapisujac te wyrazenia w postaci iloczynu, stosujemy powyzszy wzor skroconego mnozenia:
a)(a+2)(0—-2b+4)=0"+2°=0"+8

b) (X2 —5x+25)(x+5) = x* +-5? = x* +125

Réznica n-tych poteg dwoch wyrazen
o"—b"=(0-b)(a""'+0"2 b+a"? b +..4+0* b7 + 06" +b"7)

Dowdd indukcyjny pomijamy.
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> Przyktad

Zapisz w postaci iloczynowe.
a)a’ —243 b)128x" —2187y’

Rozwigzanie:
a)a°—243=0"-3° = (a—3)(a* +30° + 90’ + 270+ 81)

b)128x7 —2187y7 = (2x) —(3y) =
={2x—3y)(64x° +96x°y +144x" y* +216x7y* +324x° y* + 486xy" +729)° )

Zastosowanie wzorow skréconego mnozenia

Przyktad
Zastosu] odpowiednie wzory skraconego mnozenia.

%4—\5 2 l:J]l[ﬂ]2 n:}(ﬂrx—\r’ﬁ](élx—:—vh_’l) d}az—zaﬂ—i

J1o 5 25
Rozwigzanie:

a) Stosujemy wzor na kwadrat sumy dwoch wyrazen:

1 = 1 2 1 23

= e e T E s o e

3 J_J g2 3 3

b) Stosujemy wzdr na kwadrat réznicy dwoch wyrazen:

s_J5] _(5-V5) _ 25-10J5+5 _30-10V5 =}@1\(3_J§)=3_\’,§

J10 Nk 10 10 187

) Stosujemy wzor na roéznice kwadratow dwoch wyrazen:
2 %
(4x=V11)(4x+411) =16 =11 =16x2 =11

d) Stosujemy wzor na kwadrat Fé%ﬂiﬂ}’ dwc’rr.l:h WYyrazen:
i 1 1 1 1
¢ ——a+—=0"-2.—a+|=| =la—=

5 25 5 [5] [ 5

a)

Symbol Newtona

r
Wspatczynniki przy wyrazach obliczamy z symbolu Newtona: i ; MkeZO<k<n

Mozna tez korzystac z trojkata Pascala:
n

] 1

L = iy a3 —
7
Loy
(FE)
i

2.1. Wzory skroconego mnozenia
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N-ta potega sumy dwéch wyrazen
no[n n n n n
a+b) =| _|a” a"'b a’*b? +... b" 4| |b”

Przykiad
Zapisz wyrazenie (cH— 3)5 w postaci sumy algebraiczne;.

@
§
B
?
=
G
3
E
g
=
i~

Rozwigzanie:
(043) =0°+5a*-3+100° -3 +-1002-3 +-50-3% + 3° = 0° + 15a* 4 900° + 2700 + 4050 + 243
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N-ta potega réznicy dwoch wyrazen

(g b] n " |4 a"- ‘b+ a™2h? + ghP f b" dla n parzystego
BE ln— 'l n
G b I ] ] n_1b+[” a2kt 4 +[ i ]ab”-‘—[n]b” dla n nieparzystego
2 n—1 n
Przyktad
Zapiszgwyraienie w postaci iloczynowe],
(2x—-1)

Rozwigzanie:

(2x=1) = (2x) —=9-(2x) 1436 (2x) .7 84 .(2x)" . P +-126.(2x) . 1 =126.(2x)" . T +-84-(2x) . —
36-(2x) 7 +9-2x- T~ P =

=512x° —2304x° + 4608x” —5376x° +4032x° —2016x* +672x* —144x* +18x —1

1.2. Dodawanie, odejmowanie i mnozenie wielomianow

Stopien i wspétczynniki wielomianu

| Jednomianem stopnia n nazywamy funkcje y = ax”, gdzie a jest dowolng liczbg rzeczywista roing
od zera oraz n jest naturalng liczbg dodatnia.

V5

Funkcje Wx) = 3x —1, W(x) = +2x, W(x) = 5x% W(x) = m, W(x) = ?xﬁ sg przyktadami jednomiandw jed-
nej zmiennej.

Funkcja stata W(x) = a, gdzie o = 0 jest jednomianem stopnia 0, a funkcja W(x) =0 jest jednomianem
zerowym, ktdrego stopnia nie okreslamy.

| Wielomianem stopnia n zmiennej rzeczywistej x nazywamy funkcje postaci:
Wix)=ax"+a, x"+. . +ax +ax+a,
gdziea,, a,_q, ... @, O, G, 53 ustalonymiliczbami rzeczywistymi, n jest naturalng liczbg dodatnig oraz a,
jest rozne od zera.

| Wyrazami nazywamy jednomiany wystepujace w wielomianie: a.x",a._x"",....a,x,a,.

| Wspéiczynnikami wielomianu nazywamy liczby: a,, @, y ... 05, Gy, G-

| Wyrazem wolnym nazywamy wspotczynnik a,.

| Wielomianem zerowym nazywamy jednomian o wartosci réwniej 0.

Wielomiany najczesciej zapisujemy w uporzadkowanej postaci tak, by wystepujgce w nim jednomiany
byty zapisane w kolejnosci od stopnia najwyzszego do najnizszego. Stopien wielomianu W oznaczamy
przez st (W).

Wielomian uporzadkowany sktadajgcy sie z dwdch wyrazow, np. W(x) = x® — 8, nazywamy dwumianem,
a wielomian uporzadkowany skfadajacy sie z trzech wyrazéw, np. W(x)= x* —5x° —3 nazywamy troj-
mianem.

2.2. Dodawanie, odejmowanie i mnozenie wielomianow

Przyktad
Uporzadkuj wielomian w i okresl jego stopien.
) Wx) = —3x8 + x +6x3 — x® —f7x2
Wx) = —xB =3x8 + 4563 =7x2 + x, st (W) = 8
V2 V2

b) W(x) = ~-é-,»<‘li +D,TX-X5*—-§~+ 253+ x7

¥2 .o V2
¢ 31‘

Wix)=x" —x"4+-—
(x) +2
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> Przyktad

Wypisz wspotczynniki wielomianu W.

a) W(x}=J€xﬁ—(1—J§)x¢—2x2+J§+3
aﬁ=xf’5,aﬁ=93=a1={],a¢=ﬁ-1,uz=—2,an=J§+3
(9-33)x* —6x° (V6 +1)x
3
Porzadkujemy wielomian W: W(x (3 \E Jé“u

b) W(x} =

|H

a,=-2,0,=3-v3,0,=0,=0,=0,0,=

Rownosc wielomianow

| Dwa wielomiany zmiennej x 53 rowne wtedy i tylko wtedy, gdy oba sg zerowe lub gdy oba majg ten
sam stopien i takie same wspdtczynniki przy odpowiednich potegach zmiennej x.

Przyktad
Wyznacz takie wartosci g oraz b, aby wielomiany:
Ulx) =(2a+b)x* —2x* —3x +4 oraz W(x) = 5x — 2x* + (30— 2b)x + 4

byty rowne.
Rozwigzanie:
Wielomiany sa tego samego stopnia, zatem powinny miec te same wspdtczynniki przy odpowiednich
potegach zmiennej x. Zatem otrzymujemy warunek:
204+b=5
30—-2b=-3

Po pomnozeniu pierwszego rownania przez 2 i dodaniu réwnan stronami otrzymujemy:
Jla=7 stada=1

Skorca=1,tob=3.

Odpowiedz: Dla a = 1oraz b = 3 wielomiany v oraz w sa rowne.,

Obliczanie wartosci wielomianu

Obliczanie wartosci wielomianu polega na podstawieniu danej liczby w miejsce zmiennej wielomianu
i wykonaniu wskazanych dziatan.

Przyktad
Oblicz warto&é wielomianu W(x) = 2x° —3x* —x -5 dla x = —35.
Rozwigzanie:

w(-35)= 2.(—915)5 —31(—%@)3 ~(-35)~5=-10¥25 +15+35 -5 = 10425+ 35+ 10

Odpowiedz: Wartosc wielomianu wynosi —1 0’25+ +10.

Suma i réznica wielomianow jednej zmiennej

2.2. Dodawanie, odejmowanie | mnozenie wislomianow

Wielomiany mozna dodawac | odejmowac.

Aby wyznaczy¢ sume wielomiandw, nalezy doda¢ wyrazy podobne wystepujace w tych wielomianach.
Suma wielomiandw jest tez wielomianem.,

Stopien sumy wielomiandw jest nie wiekszy od najwyzszego ze stopni sktadnikdw tej sumy.

Przyktad
Dla jakich wartosci a, b, c suma wielomianow:
U(xﬁ =(a+1)x* +(b—2a)x’ —a+2b—3c orazW(x) = (0 —3)x* +(a—2b)x* +3a— b+ 2¢

jest rowna wielomianowi zerowemu?
Rozwigzanie:
Wyznaczamy sume wielomiandw u oraz w.
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> U(x)+ W)= [(a+1)x3 +(b—2a)x? —a+2£:1—3«:}+[(a—3)x3+(a—2b)x2 +3a—b+2c|=
=(20-2)° +(-b-a)x*+2a+b—c

Suma wielomianow jest wielomianem zerowym, wiec:

20-2=0 =1
—-b—ag=0 stadib=-1
20+b—-c=0 c=1

Odpowiedz: Suma wielomiandw u oraz w jest rowna wielomianowi zerowemu dlaa=1b=—-1ic=1.

Aby wyznaczyc roznice wielomiandw, od wyrazéw pierwszego wielomianu nalezy odjg¢ odpowiednie
wyrazy podobne drugiego wielomianu. Rdznica wielomiandw jest tez wielomianem. Roznica wielomia-
naw jest tez wielomianem.

Stopien roznicy wielomianow jest nie wiekszy aod najwyzszego ze stopni sktadnikow tej roznicy.

Przyktad

Dla jakich wartosci @ oraz b wielomian W(x) = (40— 20+ ¢ +6) x> + x> - (3b— a+ 8)x + 3 jest réznicg wie-
lomiandw:

Gl =(a—c)x* +(a—2c)x* + 2> +(b—a)x — 2 oraz H(x) = (a+ b)x* + (b—c)x* + x* + (2c - a)x - 52
Rozwigzanie:

Wyznaczamy roznice wielomiandw g oraz h.
W(x) =Gx)—H(x) =

=[(a—c)x* +(a—2c)x* + 2x* + (b—a)x - 2|~ [(a+b)x* + (b—)x* + x? +(2c—a)x - 5| =
=(—c—b)x* +(a—-b—c)x* + x> +(b—2c)x +3
Wyznaczamy wartosci a oraz b.

—c—b=0 a=-4
a—b—c=40-2b+c+6,stad {b=-2
b—2c=-3b+a-8 B

Odpowiedz: Wielomian W jest roznicg wielomianow Goraz Hdlag=-4, b=-2ic=2.

Mnozenie wielomiandw jednej zmiennej

Mnozenie wielomianu przez jednomian polega na pomnozeniu kazdego wyrazu wielomianu przez
ten jednomian. Aby wyznaczyc iloczyn wielomianéw, nalezy pomnozyc¢ kazdy wyraz pierwszego wie-
lomianu przez kazdy wyraz drugiego wielomianu. lloczyn wielomiandw stopnia m i stopnia n jest wie-
lomianem stopnia m 4+ n.

Przyktad
Wielomian w jest iloczynem wielomiandw g oraz h, gdzie G(x) = 2x" —x+5i H(x) = (x1 S ’T)(x —2).
a) Okresl| stopien wielomianu W.
b) Oblicz wyraz wolny wielomianu W.
¢) Oblicz sume wspétczynnikdw wielomianu W.
Rozwigzanie:
a) Okreslamy stopien wielomianu G oraz H: st (G) =4, st (H)=2 + 1=3.
Okreslamy stopien wielomianuw: st (W)=4+3 =7
b) Obliczamy wyraz wolny wielomianu w, czyli wartos¢ wielomianu dla x = 0: 5~1-[~2} =-10

c) Wyznaczamy wielomian w: W(x) =(2x* — x+5)(x* 4+ 1)(x - 2)
Suma wspotczynnikdw wielomianu w zmiennej x jest rowna wartosci wielomianu dla x = 1:
D'n +G'|..,_1 +ﬂﬁ,\_2 ++a1 'i"GD =W(ﬂ

Oblicz sume wspotczynnikow wielomianu w.
W =(2-1° =14 5)(P+1)(1-2)=6-2-(=1) = —12

2.2. Dodawanie, odejmowanie i mnozenie wielomianow

Przyktad

Dane sa wielomiany G(x) = x(\/gx —’I)(u@x - 1) oraz Hix) = x> —3x.

Wyznacz wielomian W{x) = G(x)— 2H(x).

Rozwigzanie:

W(x) = G(x)—2H(x) = x(\/gx —‘I)(\Ex + T)—2(x3 —3x] =5x? —x—2x? 4+ 6x =3x"+5x
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Odpowiedz: Wielomian w ma postac: W(x) = 3x® +5x.




> Przyktad

Dane sg wielomiany:

Fix)=2x—3,G(x)=ax* + bx +¢, H(x) = 2x* + x* —8x +3

Wyznacz wartosci a, b i c tak, aby iloczyn wielomiandw F oraz G byt rowny wielomianowi H.
Rozwigzanie;

Wyznaczamy iloczyn wielomianow F oraz G.

H(x) = F(x)-G(x) = (2x —3){ax® + bx +¢) = 20x° +(2b—3a) x* +(2c —3b)x— 3¢

Wyznaczamy wartosci a, b oraz c.

20=2 i
Jh=30=1 a
R

c=-—1
-3c=3

Odpowiedz: lloczyn wielomianow F oraz G jest rowny wielomianowi Hdlaa=1,b=2ic=-1.

Za pomocg wielomianu mozemy opisywac np. objetos¢ graniastostupa. Nalezy wowczas pamietac
o okresleniu dziedziny tego wielomianu.

Przyktad

Suma dtugosci wszystkich krawedzi graniastostupa prawidtowego czworokatnego o krawedzi podsta-
wy | wysokosci h wynosi 40. Wyznacz wielomian zmiennej o opisujacy objetosc tego graniastostupa.
Rozwigzanie:

Z warunkow zadania mamy:

8a+4h=40,stad h=10-2¢

Dtugosci krawedzi graniastostupa sa liczbami dodatnimi, czylia >0i10—-20 > 0. Zatema € (CJ, 5).

Korzystajgc ze wzoru na objetos¢ V = P A, otrzymujemy:
V(x)=a*(10—2a)=—20"+10c" gdzie a €(0,5)
Odpowiedz: Objetos¢ graniastostupa opisuje wielomian V(x) = —2a” + 100’ dlaa (D,S).

Wielomiany wielu zmiennych

Wielamiany moga by¢ wielomianami jednej zmiennej, jak rowniez wielomianami wielu zmiennych, np.:
Wix, ¥) = xy* = 2x*y2 + x2y =L W(x, y,2) = 2x°y 2 + 4x°z = 3y? 2% + xyz.

Stopien jednomianu wielu zmiennych jest sumg wyktadnikéw zmiennych w nim wystepujacych. Na
przyktad jednomian x*y* ma stopien 6, a jednomian x*yz® ma stopien réwny 9,

Stopien wielomianu wielu zmiennych jest rowny najwiekszemu spasrad stopni wystepujacych w nim
jednomianow.

Przyktad

Podaj stopieri wielomianu W(x, y.z)=2x°z"y —3x°2%y* + 2x*y*7* —3yz.

Rozwigzanie:

Jednomian 2x°z*%y ma stopien réwny 8, jednomian —3x°z*y? ma stopier rowny 7, jednomian 2x*y*z* ma
stoplen rowny 10, jednomian —3yz ma stopien rowny 2.

Odpowiedz: Wielomian w ma stopien rowny 10.

2.2. Dodawanie, odejmowanie | mnozenie wislomianow

Dziatania na wielomianach wielu zmiennych

Aby wyznaczy¢ sume (roznice) wielomianow wielu zmiennych, nalezy dodac (odjac) wyrazy podobne
tych wielomianow.

Mnozenie wielomianéw wielu zmiennych wykonujemy podobnie jak mnozenie jednej zmiennej.

Przyktad
Wyznacz wielomian zmiennych x, y, z opisujgcy roznice objetosci prostopadtoscianu o krawedziach:
x+2, y+4, 246 i objetosci prostopadtoscianu o krawedziach: x+1, y+2, 2+ 3.
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Rozwigzanie:
Dtugosci krawedzi prostopadtoscianu sa liczbami dodatnimi. Zatem:

x+2=0 |x+1=0 X
y+4>0i{y+2>0,stad j{y >-2
Z946=0 |z£3=0 Z>-3

Korzystamy ze wzoru na objetosc prostopadtoscianu V = abc.
V(x,y,2)=(x+2)(y+4)(z+6)—(x+1)(y+2)(z+3)=

= (Xyz+6Xy +4X2 + 24X +2y2 + 12y +82 +48) —(xyz +3xy + 2X2 +6X + yz + 3y + 22 +6) =
= 3xy+2xZ2+18x+ yz+9y+ 62+ 42

dla x € (—1,00), y €(—2,00) oraz z € (~3,00)

Odpowiedz: Roznice objetosci prostopadtoscianow opisuje wielomian
V(x,y,2)=3xy +2xz+18x+ yz+ 9y +6z+42 dla x € (-, mﬁ y €(—2,00)0raz z €(-3,ma).

2.7. Rozktad wielomianu na czynniki

Sposoby rozktad wielomianu na czynniki

| Rozkladem wielomianu na czynniki nazywamy przedstawienie go w postaci iloczynu wielomiandw
nizszych stopni.

Jedna z metod rozktadu wielomianu na czynniki jest wytgczanie wspolnego czynnika przed nawias.

Przykiad
Roztoz wielomian w na czynniki. )

a) Wix) = JBx? =33 b) W{x}:(x—B)z—-i(x—S)
Rozwigzanie:
a) Wytaczamy wspolny czynnik NETE przed nawias.

W(x) = J6x" —3x2 =35 (ﬁx e ’})
b) Wylgczamy wspdlny czynnik (x —3) przed nawias.
W) = (x=3)" = 4(x=3)=(x=3)[(x-3)-4] = (x=3)(x~7)
Wielomiany mozna przedstawiac w postaci iloczynu, stosujgc wzory skréconego mnozenia.

Przyktad
Roztoz wielomian w na czynniki.
3)W(x) = (437 +4x) +2(4x? +4x)+1 b) W(x) = (x* +16) —64x’
Rozwiazanie:
% 0 2 !

a) Korzystamy ze wzoru skréconego mnozenia g’ +2ab+b° = (U—H::) ,gdziea=4x‘+4x ib=1ana-

stepnie rozkltadamy tréjmian 4x* + 4x +1na czynniki liniowe.

2 . 2 ,
W(x)= (432 +4x) +2(4% +4x)+1=[(4x* +4x)+1] = (4x> +4x+1)

2

W4

= [(2}( —t—1)2 ]? = (2x:+1)

2.3. Rozktad wielomianu na czynniki

Odpowiedz: Wielomian W przyjmie postac: W(x) = (2x + 1)'2.

b) Korzystamy ze wzoru skréconego mnozenia a> — b =(a—b)(o+b), gdziea =x*>+16 i b = 8, a na-
stepnie rozkladamy tréjmian x* —8x +16 na czynniki liniowe.
W) = (52 +16) —64x> = (x> +16—8x)(x* +16x +8x) = (x> —8x +16)(x* + 8x +16) = (x—4) -(x +4)
Odpowiedz: Wielomian W przyjmie postac: W(x)=(x - 4)2 (x+ 4)2,

C) W(x)=x"—1

Rozwigzanie:
Korzystamy ze wzoru skréconego mnozenia g’ —b* = (a —b)(a + b), a przy rozktadzie dwumianow na

czynniki ze wzoréw: a® + b* = (a+b)(a* —ab+b?) a® — b* = (a—b)(0® +ab+b?).
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2.3. Rozktad wielomianu na czynniki
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W(x)=xt —1= (x3 =T (x* +1) = (x =N(x* + x+ 1) (x +1)(x* —x +1)

Wielomiandw x* + x +1, x* — x + 1nie mozemy przedstawi¢ w postaci iloczynowej.

Odpowiedz: Wielomian W przyjmie postac: W(x) = (x = T)(x +1)(x* + x +1)(x* = x +1).
W przypadku rozktadu na czynniki wielomianu stopnia drugiego mozemy zastosowac postaciloczyno-
wa trojmianu kwadratowego (o ile istnieje).

Przykiad
Roztdz wielomian W na czynniki.
a) W(x)=8x"+ x°
Rozwigzanie:
Wytaczamy wspolny czynnik x* przed nawias, nastepnie rozktadamy wielomian 8x? +1 na czynniki,

korzystajac ze wzoru skréconego mnozenia ® +b° =(a + b)(tﬂ —ab+b?)
W(x) = 8x5 + x3 = x3 (3x3 +1)=x*(2x+ 1)(4x2 ~2x+1)
Wielomianu stopnia drugiego 4x* — 2x + 1nie mozemy przedstawi¢ w postaci iloczynowej, poniewaz
A <O
Odpowiedz: W(x) = x*(2x +1)(4x* = 2x +1)
b) W(x)=x*+4
Przeksztatcamy wielomian, korzystajgc ze wzordw skréconego mnozenia (D‘ - I:r)2 =g’ +2ab+b*oraz
a’—b?* =(a—b)(a+b)
W(x)=x* +4 = (x? +2)2 —4x2 = [(Xz +2)-2x][(x2 +2)+ Zx] =(x2=2x+2)(x* + 2x+2)
Wielomiandw x* —2x+ 2 oraz x* +2x+ 2 nie mozemy przedstawi¢ w postaci iloczynowe|.
Odpowiedz: Wielomian W przyjmie postac: W(x) = (x2 — 2%+ 2](:{2 +2x+2).
Q) W(x) = x> —x* —30x°
Wytaczamy wspolny czynnik x° przed nawias, a nastepnie przedstawiamy trojmian kwadratowy
x* —x —30 w postaci iloczynowej.
Wix)=x° —x* =30x% = x3(x2 — X -3D]= x3(x+5)(x —6)
Odpowiedz: Wielomian W przyjmie postac: W(x) = x* (x +5)(x —6).
Kazdy niezerowy wielomian mozna roztozy¢ na czynniki co najwyzej drugiego stopnia.
Niekiedy wielomian mozemy roztozy¢ na czynniki, Erupujac jego wyrazy.

Przykiad

Roztoz wielomian W na czynniki, grupujac jego wyrazy.

a)Wix)=x>=3x* =37 +9x° 4+ 4x-12
Rozwigzanie;
Wytgczamy przed nawias wspdlny czynnik x* z dwoch pierwszych wyrazéw, a nastepnie wspadlny
czynnik —3x* z trzeciego | czwartego wyrazu oraz czynnik 4 z pigtego i szostego wyrazu. We wszyst-
kich nawiasach otrzymujemy wspolny czynnik x — 3, wiec mozemy wytgczy¢ go przed nawias.
W(x)=x>—3x* —3x3 +9x2 +4x—12 = (x5—3x4)+(—3x3 +9x%)+(4x—12) =

=x*(x—=3)=3x*(x=3)+4(x—3) = (x—3)(x* —3x* +4)
Wielomianu (x*‘ —3x? +4) nie da sie przedstawic w postaci iloczynowe;j.
Odpowiedz: Wielomian przyjmie postac: W(x) = (x —3)()("‘ —3x? +4).

bYWl =x"—x* x4
Rozwigzanie:
Wytaczamy przed nawias wspélny czynnik x* z dwéch pierwszych wyrazow, a nastepnie wspolny
czynnik —1z trzeciego i czwartego wyrazu. W obu nawiasach otrzymujemy ten sam wielomian x* —1,
zatem mozemy wytgczyc go przed nawias. Wielomiany x* —1oraz x* —1rozktadamy, korzystajac od-
powiednio ze wzoréw skréconego mnozenia a° —b* = (o — b)(a +b) o’ —b*=(a —bﬁ(f +ab+b? )

PARCEREER IR A SR
=(x—1](x—|—1)(x—1)(x2—r—x—l—1)= (x—1}2[x+1)(x3+x+1)
Odpowiedz: Wielomian przyjmie postac: W(x) = (x— ‘1)2 (x+1){x*+x+1)



Przyktad

Roztoz wielomian W(x) = x* —3x—2.

Rozwigzanie:

Wyraz —3x zapisujemy w postaci —x — 2x, wytaczamy przed nawias wspolny czynnik x z dwoch pierw-
szych wyrazow oraz wspolny czynnik —2, nastepnie rozktadamy dwumian x* —1, korzystajac ze wzoru
skrdoconego mnozenia.

W)= =3x—2=x> —=x—2x =2 =(x* =x)—(2x+ 2) = x () = 1) = 2(x + ) = x (x = N(x + 1) =2(x + 1) =

= (x+M)x(x=1)=2] = (x+ (3 = x=2) = (x + 1) (x+ ) =2) = (x+1) (x~2)

Odpowiedz: Wielomian przyjmie postac: W(x)=(x+ ‘[)‘2 (x=2).

2.4. Pierwiastki catkowite wielomianu o wspotczynnikach catkowitych

| Pierwiastkiem catkowitym wielomianu jest kazda liczba catkowita, dia ktérej wartos¢ tego wielo-
mianu wynosi zero.

Szukajac pierwiastkow catkowitych wielomianu o wspotczynnikach catkowitych, karzystamy z twier-
dzenia;

| Jezeli wielomian W(x) =ax"+a,_x""+.+ax+a, g,=0o0wspdtczynnikach catkowitych ma pierwia-
stek catkowity, to jest on dzielnikiem wyrazu wolnego a;,.

Przyktad

Znajdz pierwiastki catkowite wielomianu W(x) =4x3 —12%* — %43,
Rozwigzanie:

Wypisujemy dzielniki wyrazu wolnego, czyli 3.

B =1-11-33}

Obliczamy wartosc wielomianu dla kazdego z dzielnikow
W(-T)=-4-12+1+3=0 hie jest pierwiastkiem
W(1)=4-12-1+3=0 nie jest pierwiastkiem
W(-3)=-108-108+3+3=0 nie jest pierwiastkiem
W(3)=108-108—3+3=0 jest pierwiastkiem
Przyktad

Wypisz wszystkie dzielniki wyrazu wolnego i sprawdz, ktore z nich s3 jego pierwiastkami.
3) W (x)=—5x*+ x* + 5x—1 )W (x)=3%"+2x*—x* +6
Rozwigzanie:

a) Wypisujemy dzielniki wyrazu wolnego, czyli 1.
D,={-11}

Obliczamy wartosc wielomianu dla kazdego z dzielnikow
W(-1)=5+1-5-1=0 jest pierwiastkiem

W(1)=-5+1+5-1=0 jest pierwiastkiem

b) Wypisujemy dzielniki wyrazu wolnego, czyli 6.
D, ={-11-22,-33-6,6}

Obliczamy wartos¢ wielomianu dla kazdego z dzielnikow

W(-1)=-3-2-1+6=0 jest pierwiastkiem

W(1)=3+2-1+6=0 nie jest pierwiastkiem
W(-2)=-96-16-4+6=0 nie jest pierwiastkiem
W(2)=96+16-4+6=0 nie jest pierwiastkiem
W(-3)=-729-54-9+6=0 nie jest pierwiastkiem
W(3)=729+54-9+6=0 nie jest pierwiastkiem
W(—fi =—23328-432-3646 =0 nie jest pierwiastkiem
W(6)=23328+432-36+6=0 nie jest pierwiastkiem

2.4. Pierwiastki catkowite wielomianu o wspatczynnikach catkowitych
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2.5 Dzielenie wielomianow
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1.5. Dzielenie wielomianow

Dzielenie wielomianéw sposobem pisemnym

Wiemy, ze liczba catkowita o jest podzielna przez liczbe catkowita b, przy czym b =0, jesli istnieje liczba
catkowita k taka, zea =k b.

Podobnie mawimy, ze wielomian w jest podzielny przez wielomian niezerowy g, jesli istnieje wielomian
p taki, zew = p-q.

Na przyktad (x> +4x2 + 2x _1) :(x+1)=x2+3x—1, poniewaz x> +4x> +2x — 1= (x+’i)-(x2 +3x-1),
Dzielenie wielomiandw wykonujemy podobne jak dzielenie liczb naturalnych.

Przyktad
Wykonaj dzielenie wielomianu U(x) =bx* —x—2 przez wielomian W(x) = x—1. SprawdZ otrzymany wy-
nik.
(6x? —x—2):(2x+1) = 3x
—6x* —3x
—4x
Dzielimy 6x? przez pierwszy wyraz dzielnika 2x. Otrzymany iloraz 3x mnozymy przez dzielnik 2x + 1. Tak
otrzymany iloczyn ze zmienionym znakiem wpisujemy pod wyrazami tego samego stopnia w dzielne].
Dodajemy.
(6x2 —x—2):(2x+1)=3x-2
—Gx*=3%
—4x -2
Ax+42
0
Dzielimy —4x przez pierwszy wyraz dzielnika. Otrzymany iloraz —2 mnozymy przez dzielnik 2x +1. Tak
otrzymany iloczyn ze zmienionym znakiem wpisujemy pod wyrazami tego samego stopnia w dzielnej.
Dodajemy.
Otrzymalismy reszte zero.
Sprawdzenie: (3x —2)(2x + 1) =6x* +3x —4x -2 =6x>—x -2

Dzielenie wielomianéw sposobem pisemnym z resztg

lloraz liczb naturalnych nie zawsze jest liczbg naturalng. Rowniez w wyniku dzielenia wielomianow
mozemy otrzymac reszte.

Przyktad
(8x? —18x+2):(—2x+5)=—4x—1
8x* +20x
2x+2
—2%+5
7
Wykonaj dzielenie wielomianu U(x) = 8x* —18x + 2 przez dwumian —2x + 5. Sprawdz otrzymany wynik.

W wyniku dzielenia otrzymujemy iloraz rowny —4x —1i reszte 7.
Zatem 8x* —18x +2 = (—4x —1)(—2x+5)+7.

Sprawdzenie: (—4x —1)(—2x+5)+7 =8x> —=20x+ 2x—5+7 =8x* —18x+2

Dzielenie wielomianéw - schemat Hornera

Wygodnym sposobem na dzielenie wielomianu U(x) przez dwumian W(x] = x—0 jest schemat Horne-
ra, powigzany z nazwiskiem Hornera, brytyjskiego matematyka zyjacego na przetomie XVIII i XIX w.
Przyktad

Zastosuj schemat Hornera i przedstaw wielomian U(x) = x* — 2% —3x* + 7x + 4

w postaci U(x) = (x—2)-W(x)+R(x).



> Rozwigzanie:
W pierwszym wierszu wpisujemy wspotczynniki dzielnej, czyli wielomianu U. Wspatczynnik przy naj-
wyZsze| potedze przepisujemy w ostatnim wierszu.,

T =2 -3 ¥ 4
i + + + +
i 2 0 -B p
Hea izf‘z /n\\\rz ,/h\\\_z r
| & LW . .
1 0 -3 | &

Drugi wspotczynnik wiersza ostatniego otrzymujemy, mnozgc poprzedni wspotczynnik tego wiersza,
tzn. 1, przez a=2 i dodajac do drugiego wspotczynnika wiersza pierwszego, tzn. do —2, zatem
1.2-2=0.

Trzeci wspotczynnik wiersza ostatniego otrzymujemy, mnozgc poprzedni wspotczynnik tego wiersza,
tzn. 0, przez a =2 i dodajac do trzeciego wspotczynnika wiersza pierwszego, tzn. do -3, zatem
0.2-3=-3.

Czwarty wspotczynnik wiersza ostatniego otrzymujemy, mnozac poprzedni wspotczynnik tego wier-
sza, tzn. —3, przez o = 2 | dodajgc do czwartego wspdtczynnika wiersza pierwszego, tzn. do 7, zatem
-3:24+7=1

Kolejng liczbe wiersza ostatniego, czyli 6, otrzymujemy w podobny sposadb.

Wynikiem dzielenia jest wielomian o stopien nizszy niz wielomian U, czyli stopnia 3.

W ostatnim wierszu otrzymujemy jego wspdtczynniki: 1, 0, =3, 1i reszte 6.

Stad W(x)= x* —3x +10raz R(x)=6.

Zatem x* —2x® —3x? +- 7x+4 = (x> =3x +1)(x - 2)+6.

2.6. Mnozenie i dzielenie wyrazen wymiernych

Wyznaczanie dziedziny wyrazen wymiernych

Wyrazeniem wymiernym nazywamy utamek, ktory w liczniku | mianowniku ma wielomian, przy czym
stopien wielomianu w mianowniku musi wynosi¢ co najmniej 1.

4 -
Przykiady: 2x-3ix +5x1 9x+12|
x44 x-=17

Dla dowolnego wyrazenia wymiernego nalezy zrobic zatozenie, ktére eliminuje liczby zerujgce mianow-
nik. Taka czynnosc nazywana jest okreslaniem dziedziny wyrazenia wymiernego.

Przyktad
Okres| dziedzine podanego wyrazenia.

x+4 x*=2x*+5
a)— b E 2

x-—4 X 4+ 3x +3x+1

Rozwigzanie:

x+4 . . : .
a) %,‘ przyréwnujemy mianownik do zera:
X =

*=4=0
(x=2)(x+2)=0

x =2lub x =-2, zatem piszemy x = 2 oraz x = -2 lub D=R\{-2, 2}

2.6. Mnozenie i dzielenie wyrazen wymiernych

yd Tyl r B
X243+ 3x+1
432 +3x+1=0

(x+1)3 =0
X = —1, zatem piszemy x = —1lub D= R\ {-1}

; przyrownujemy mianownik do zera

b)

Mnozenie wyrazen wymiernych

Poniewaz wyrazenia wymierne sg w postaci utamkow, zatem obowiazujg je takie same wtasnosci dzia-
1an jak na utamkach.

w
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Wyrazenia wymierne mozemy skracac, dzielgc licznik i mianownik przez to samo wyrazenie rozne od
Zard,




> Przyktad

Skroc podane wyrazenia wymierne,

a)4x2_25 b}2X1+2X—4
2e—5 3%’ +9x+6
Rozwigzanie:
4X2_25 - 3 ) 5
; okresl dzied P B e
a) 5>t Okreslamy dziedzing |2]
ax2_25  (2%~g) (2x+5) e
— = 2%+
2x=5 Tx=5§,
2x7 +2x—4 ) o
3 +OX 16 okreslamy dziedzine D=R\ {—2, _1}

20 +2x—4 2M (x=1) _2x-2
W46 ) (x+1) 43
1

Mnozgc dwa wyrazenia wymierne, mnozymy licznik przez licznik, a mianownik przez mianownik.
Pamietajmy o okresleniu dziedziny kazdego z wyrazen.

Przyktad

Wykonaj mnozenie podanych wyrazen wymiernych.

a}9x2—16_4xl—49 ¥ —2% -3y X +9x—22
2x+7 3x+4 #2-LBY—55 -3y

Rozwigzanie:

a) Okreslamy dziedzine: D =R\ {—:;: — i;-}

1 1
9}(2_16.4}(:_49_(%—41]?3)‘4\41 _QX_T)M — 6x% —29x +28
x+7  3x+4 w7, 34,

b) Okreslamy dziedzine:
przyréwnujemy mianowniki do zera:
x*+6x—-55=0
A=36+220=256

JA =16

—6-—16
x,] =i 2 —
—64+16
XE — 2 —
¥7—3x =0
x(x=3)=0
x=0Ilubx=3
D=R\{-110,3,5}
Korzystajac z powyzszych obliczen, zapisujemy oba mianowniki w postaci iloczynowej:
1
X (x? —2x-3) X 4+9x—22
(x+11)(x=5) A (x=3)

Poniewaz w obu licznikach mamy trojmiany kwadratowe, to przyréwnujemy liczniki do zera:
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¥ —2x-3=0
~ A=4412=16
8 JA =4
K a4
... _2-4_
'E‘ X, 5 1
I x2=.2_t£=3
S 2
g x2+9x—22=0
E A =81+88 =169
2 JA =13
~ x1=_9-13=-1’!
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=543
eT—
: 2
Zapisujemy liczniki w postacr iloczynowej i skracamy:

(x 1M Nx 2) x_x—2
(M (x=5) x<3, x5

=2

Dzielenie wyrazen wymiernych

Dzielenie wyrazen wymiernych, tak jak utamkow, zastepujemy mnozeniem pierwszego wyrazenia
przez odwrotnosc drugiego wyrazenia. W zwigzku z tym nalezy uzupetnic dziedzine o miejsca zerowe
drugiego licznika.

Przyktad
Wykonaj dzielenie podanych wyrazen wymiernych.
x*—18x+81
e L e " 3is
e X' =9
45% —9x*

Rozwigzanie:
a) Okreslamy dziedzine: D= mx{-g 12} przeksztatcamy pierwszy mianownik i licznik, stosujac wzory

skroconego mnozenia (drugi licznik jest nierozktadalny):

125-8x*  4x*+10x+25 _ 52*% =42  5-2x
x'—3x—108"  x—12 x+9w71 44 40%T 95, x+9

x> —18x+81
o S : : . T < IR ER]  x*—Ox
b) Zapisujemy wyrazenie bez gtownej kreski utamkowej: =S :
£ARISUIEY: WY AR T ok 3x—15  45x—0x?
45x —9x?

Okreslamy dziedzine: D= R\ {D, o 9}, przeksztatcamy wyrazenie, stosujac wzory skroconego mnoze-
nia:

(=9)  x(x=9) _(x-9)T=g Xy =273«
3(x—5) 9x(5-x) gw ,(M

2.7. Dodawanie i odejmowanie wyrazen wymiernych

Dodawanie wyrazen wymiernych

Dodajgc | odejmujac utamki zwykte, sprowadzamy je do wspodlnego mianownika. Tak samo postepu-
jemy przy dodawaniu i odejmowaniu wyrazen wymiernych, pamietajac o okresleniu dziedziny wszyst-
kich wyrazen biorgcych udziat w dziataniach.

Przyktad
Wykonaj dodawanie podanych wyrazen wymiernych.
3) 5 +2x-|—3 b}zx—9+ 3x+5
3x+7 3x-7 x=11" x*=121
Rozwiazanie:
a) Okreslamy dziedzine: D=R\ [—% %]
5 2x+3_ 5(3x=7)+(3x+7)(2x+3) _ 6x*+38x~14
3x+7 3x—7 (3x+7)(3x-7) Ox* —49

b) Okreslamy dziedzine: D=R\{-1111}

2x=9  3x+5 _ (X=9)(x+11)+3x+5 2x24+16x-94
x=11 x*=121 x* =121 X =121

2.1. Dodawanie i odejmowanie wyrazen wymiernych
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Odejmowanie wyrazenn wymiernych

Przyktad

Wykonaj odejmowanie podanych wyrazen wymiernych.
3) 3x _c b) Ix  5x  3x
2x+1 x—=5 x*=-25 x+5

Rozwigzanie:
a) Okreslamy dziedzine: D =R\ [—%}

3x _5_3x—‘|0x—5_—?x—5
2541 T 2n+1 2%+
b) Okreslamy dziedzine:
Tx_ 5% 3 _ 7x(x+5)-5x=3x(x=5) 4x*+45
x—5 x?—25 x+45 x2—25 ~ %225

2.8, Utrwalamy wiedze

kwadrat kwadrat roznica roznica szescian szescian
sumy roznicy kwadratow szescianow sumy roznicy

wzory skroconego mnozenia

WYRAZENIA ALGEBRAICZNE

wielomian jednej zmiennej

pierwiastki
A EIARE TE u:llaelerl'ne wyrazenie wyiqczgn:e _rozklgd _calko?n.r!te
wislomiapach wielomianu AT czynnika wielomianu wielomianu o
przez dwumian Y poza nawias na czynniki  ||wspotczynnikach

catkowitych

——@ dodawanie —& dodawanie —& metoda grupowania

—® odejmowanie —® odejmowanie —® metoda wylaczenia wspolnego

@ mnozenie @ mnozenie EEVINA pazs Nakias

——® dzielenie

2.8, Utrwalamy wiedze
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Rownania i nierownosci



3.1. Réwnania i nierownosci liniowe z jedna niewiadoma
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3.1. Rdwnania i nierdwnosci liniowe z jedna niewiadoma

Réwnania z jedna niewiadoma

| Réwnaniem z jedna niewiadoma nazywamy rownosé dwoch wyrazen algebraicznych, w ktarych wy-

stepuje doktadnie jedna niewiadoma.

=3 Hl=x) 1 x=1_ 24X

Przvkiady ré 5 7 ied iewiad (TX+8=4(x=5), =i = X
rzykrady rownan z jedng niewladoma: /x + (X=23) 4 5 Ndbn x=]

| Rozwigzaniem réwnania |lub pierwiastkiem réwnania nazywamy liczbe, ktdra po podstawieniu

w miejsce niewiadome] | wykonaniu dziatan po obu stronach rownania, da prawdziwg rownosc aryt-
metyczna.

Na przyktad pierwiastkiem réwnania 2x —3 =5 Jest liczba 4, bo P — czyli prawa strona rownania jest
rowna lewe] — L, L =2-4-3=5[=P.

| Dziedzing réwnania z jedng niewiadoma nazywamy zbidr tych wszystkich liczb rzeczywistych, dla
ktdrych wyrazenia tworzace rownanie majg sens liczbowy.

Na przyktad dziedzing rownania x —7 =3x +5 jest zbior R, a dziedzing rownania 2_)(? =3 jest zbior
R\{7}. -

| Rownania z tymi samymi niewiadomymi sg réwnowazne wowczas, gdy majg takg sama dziedzine
| taki sam zbior rozwigzan.

Na przyklad réwnanie x* = x(x+2)—4 jest réwnowazne réwnaniu x* = x*+2x—4 oraz réwnaniu
2x—4 =0,

| Rozwiazac réwnanie z jedng niewiadoma oznacza znaleZé wszystkie liczby, ktdre spetniaja to row-
nanie, lub wykazac, ze rownanie to nie ma rozwigzania.

Aby rozwiazac rownanie, zapisujemy rownania réwnowazne danemu, pamietajac o tym, ze:
- do obu stron rownania mozemy dodac lub od obu stron rownania odjac te sama liczbe lub wyrazenie,
- obie strony réwnania mozemy pomnozyc lub podzielic przez te sama liczbe rozng od zera.

Przyktad
Rozwiaz rownania metodg rownan rownowaznych.

a)9” . x =327 +27% .x

Rozwigzanie:

Wystepujgce w rownaniu liczby zapisujemy jako potegi liczby 3. Otrzymujemy:
(32) -x=35(3) +(3) x

s N e o

Obie strony tego rownania dzielimy przez 3%, Stad: 3x = 3% + x, czyli 2x = 27,
Otrzymujemy: x =13,5

N2 x+2

x+42  x-3

Rozwigzanie:

Ustalamy dziedzine rownania: x +220ix-3=0

Stad x = —v2 i x =3

Otrzymujemy: x € R\ {—xﬁ, 3}

Korzystamy z wiasnosci proporgji. Otrzymujemy (x +3)(x—3) = (x + JE)?

b)

X2—9=x24+22x +2
2T =11

112
—

Rownanie sprzeczne i tozsamosciowe

Réwnanie pierwszego stopnia z jedng niewiadomg moze:
- nie miec rozwiazania,

- mie¢ dokfadnie jedno rozwigzanie,

- mie¢ nieskonczenie wiele rozwigzan.



> | Réwnaniem sprzecznym nazywamy rownanie, ktdre nie ma rozwiazania.

| Réwnaniem tozsamosciowym nazywamy rownanie, ktore jest spetnione przez kazdg liczbe nalezaca
do dziedziny roéwnania..

Przyktad
Rozwigz podane rownania. Wskaz rownanie sprzeczne i rownanie tozsamosciowe.

a}(\@x—\fg)z =6x(x—~.5)

Rozwigzanie:

Po zastosowaniu wzoru skrdconego mnozenia | opuszczeniu nawiasu  otrzymujemy:
6x7 — 632X +3 = 6x7 —64/2x

=10

OdpowiedZ: Jest to rownanie sprzeczne, x €@.
o) (1-2x) +4x =1+ 4x°

Rozwigzanie:

Po zastosowaniu wzoru skroconego mnozenia otrzymujemy: 1—4x + 4x? + 4x = 14 4x*
0=0

Odpowiedz: |est to rownanie tozsamosciowe, x € .

Przyktad

Za 8 lat wiek syna bedzie stanowit 52% wieku ojca. lle lat ma teraz kazdy z nich, jesli 10 lat temu ojciec
byt 4 razy starszy od syna?

Rozwigzanie:

Oznaczamy niewiadoma:

x — wiek syna 10 lat temu

Informacje zawarte w zadaniu przedstawimy w tabeli.

10 lat temu Obecnie Za 8 lat
Ojciec Ax Ax +10 4x +18
Syn X x+ 10 x+18

Uktadamy rownanie, wykorzystujac informacje, ze za 8 lat wiek syna bedzie stanowit 52% wieku ojca.
x+18=208x+936
Rozwigzujemy réwnanie: —1,0x = —8,64/ (—1,08)

B, 75x =875

x =8 - wiek syna 10 lat wczesnie]

4.8 =32 — wiek ojca 10 lat wczesniej
8+4+10=18 - obecny wiek syna

32+10=42 - obecny wiek gjca

Sprawdzenie;

1848 =26 - wiek syna za 8 |at

42 +8 = 50- wiek ojca za 8 lat

0,52.50 =26

Odpowiedz: Ojciec ma obecnie 42 lat, a syn ma 18 lat.

31. Réwnania i nierownosci liniowe z jedna niewiadoma

Nierownosci z jedna niewiadoma

| Nieréwnoscig liniowa nazywamy nierdwnosc, ktéra mozna zastapic nierdwnoscia réwnowazng ma-
jacg postac:ax+b <0 alboax+b>0,alboax+b<0,alboax+b >0, gdzie g ibsa ustalonymiliczbami
rzeczywistymi, a x jest niewiadoma.
Liczba spetnia dang nieréwnosc z jedng niewiadoma, jezeli po podstawieniu jej w miejsce niewia-
dome] i wykonaniu dziatan po obu stronach nierdwnosci otrzymamy prawdziwg nierownosc arytme-
tyczna.

Dziedzing nieréwnosci z jedna niewiadomg nazywamy zbior tych wszystkich liczb rzeczywistych, dla
ktorych wyrazenia tworzace nierownos¢ majg sens liczbowy. Na przyktad dziedzing nierownosci

z(x—‘l)gﬁx—zjestzbiér]&radziedziﬂq nieréwnoéci —> EEZbiérRH{y‘E}_

x—2
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> | Nieréwnosci z tymi samymi niewiadomymi nazywamy réwnowaznymi, gdy maja taka sama dziedzine
| taki sam zbior rozwigzan.

| Rozwigzac nieréwnos€ z jedna niewiadoma oznacza wyznaczyc zbidr wszystkich liczb, ktdre spetnia-

ja te nierdwnosc, lub wykazacd, ze nie istniejg liczby spetniajgce te nieréwnosc,

Aby rozwigzac nierownosd, zapisujemy nierownosci rownowazne danej, pamietajac o tym, ze:

- do obu stron nierdwnosci mozemy dodac lub odjac te samg liczbe lub wyrazenie algebraiczne,

- obie strony nierownosci mozemy pomnozyc lub podzielic przez te sama liczbe dodatnig, pozostawia-
jac zwrot nierdwnosci bez zmiany,

- obie strony nierownosci mozemy pomnozycC lub podzielic przez te sama liczbe ujemng, zmieniajac
jednoczesnie zwrot nierdwnosci na przeciwny,

Przyktad
Rozwiaz nierownosci podane ponize|. Zbior rozwigzan zapisz w postaci przedziatu liczbowego.

aj(x+v"§)(2—xf§):=-—1+@

Rozwigzanie:
Po opuszczeniu nawiaséw otrzymujemy: (2 = Jg)x +243-3>-1+43

(E—ﬁ)x = 2—\6

Dzielimy obie strony nierownosci przez liczbe; 2-+/3 (dodatnia). Otrzymujemy:
x>1
Odpowiedz: x €(1, ~o)

) (x—3)2 - (4—x)(4+x) . 5(x —‘I)
2 3 . 6

Rozwigzanie:
Po pomnozeniu obu stron nierdwnosci przez liczbe 6 otrzymujemy:

3(x—3) —2(4—x)(4+x)<5x* -5

Opuszczamy nawiasy | redukujemy wyrazy podobne. Otrzymujemy:
2 =6x+9—-2(16—-x2)<5x* =5

Bt 18x 127324 et =bx- 5

At —fReg Dt St e 5271 33

—18x <0, skad: x =0

Odpowiedz: x € (0, ~)

Nierownosci tozsamosciowe i sprzeczne

| Nieréwnoscia tozsamosciowa nazywamy nieréwnosc, ktéra jest spetniona przez kazda liczbe nale-
z3cq do dziedziny tej nierownosci.

| Nieréwnoscia sprzeczna nazywamy nieréwnosc, ktorej nie spetnia zadna liczba nalezgca do dziedzi-
ny tej nierownosci.

Przyktad
Rozwigz podane nierdownosci. Wskaz nierdwnosc sprzeczng i tozsamosciowa.

3.1. Réwnania i nierownosci liniowe z jedna niewiadoma

3x(x—=2 5(1—x )1+ x
aj—( )—x(dx—B)::» {=a)itx]
2 2

- Rozwigzanie:
§ Po pomnozeniu obu stron nierdwnosci przez 2 | opuszczeniu nawiasow otrzymujemy:
g 3x(x —2)—=2x(dx —3) = 51— x)(1+ x)
] 3x* —6x —8x* +6x > 5(1—x*)
= 3x* —6x—8x*+6x >5-5x
I 0>5
E Odpowiedz: |est to nierownosc sprzeczna, x € @.
§ DJJ§X+5J§2J§(X+~E]
= i
. Rozwigzanie:

Opuszczamy nawiasy | przenosimy niewiadome na lewg stroneg nierdwnosci, a wiadome - na prawg
strone nierownosci. Otrzymujemy: 5x —5x =>5— 545
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Zauwazamy, ze liczba 1-v5 jest liczbg ujemna, wobec tego nierownosc jest prawdziwa dla kazdej
liczby rzeczywiste].
Odpowiedz: Jest to nierownosc tozsamosciowa, x € .

Przykiad

2
Rozwigz nieréwncéé%—Lg —[—1] . Zaznacz zbidr rozwigzan na osi liczbowe],

(-3)

Czy liczba 3 nalezy do zbioru rozwigzan tej nierdwnosci?

Rozwigzanie:
X 1 < _ 943
81 243 81
Ix+1<-3
x£—11

o

| - - e
A ] 0 1 2 X
oA

3

Poniewaz +/3 =~ 1,73, mozemy zapisac zaleznos¢: —3 < —1%. A wiec liczba e

—m,—1l> .
3

Odpowiedz: Liczba -3 nalezy do zbioru rozwigzan tej nieréwnosci.

Nierownosci podwojna

Nierownosé podwajna z jedng niewiadoma to nierownosc, ktorg mozna zapisac za pomaoca uktadu

-1
dwdeh Fierewnosel. Na przykiad —7 < x4 52, 12123
2x—=1<4
Przyktad
Rozwigz nieréwnosé podwaéjng —2 < lis —(x-N)<2
Rozwigzanie:

Mnozymy kazdg strone nieréwnosci przez 2. Otrzymujemy: —4 < 1—-3x —2(x —’l) <4

Stad: —4 < 3-5x <4
Odejmujemy od kazdej strony nierownosci liczbe 3. Otrzymujemy; —7 < —5x < 1

L - et o : 7 1
Dzielimy kazdg strone nieréwnosci przez -5, Otrzymujemy: T X ——

5
1 2
Stadi —=<x < 1=
ATy 5
Odpowiedz: Zbidr liczb spetniajacych te nierdwnosc podwadjna to [—%, 1%]
Przyktad

suma cyfr pewnej liczby dwucyfrowej jest rowna 11, a liczba otrzymana po przestawieniu cyfr dangj
liczby dwucyfrowe] jest mniejsza od trzeciej czesci liczby poczatkowe]. Znajdz liczbe poczatkowa.
Rozwigzanie:

Oznaczamy niewiadoma;

x - cyfra dziesigtek

11— x - cyfra jednosci

Ustalamy dziedzine wynikajaca z oznaczenia niewiadomych.

Poniewaz x jest cyfrg dziesigtek w liczbie dwucyfrowej, wobec tegox €{2, 3, 4, 5,6,7,8,9}.

31. Réwnania i nierownosci liniowe z jedna niewiadoma

Zauwazamy, ze dla cyfry dziesigtek x =1 otrzymujemy z zaleznosci 11—x cyfre jednosci rowna:
11-1=10. Liczba 10 nie moze by cyfrg jednosci, dlatego wykluczylismy 1 ze zbioru, do ktdrego nalezy
X;

10x+(11-x) - liczba poczatkowa

'ID-(‘I ’l—x)-i—x - liczba po przestawieniu cyfr
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Zapisujemy i rozwigzujemy nierownosc wynikajgcg z warunkow zadaﬂ|a:’lD~(11—x]+x=:: 3 >
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> 110—-10x +x {—_1ﬂx+;11—x}|_3

330 27x < 9x 411
31
Stad: x >8=—
1 36

W tabelce wypisujemy liczbe spetniajaca warunki zadania:

Cyfra jednosci 2
Cyfra dziesigtek 9
Liczba 92

Odpowiedz: Tg liczbg jest 92,

3.2. Rownania i nierownosci kwadratowe

Rownanie kwadratowe

| Réwnanie kwadratowe z niewiadoma x jest to réwnanie postaci ax® + bx +c =0, gdzie a, b, ¢ 53 do-
wolnymi liczbami rzeczywistymi oraz a = 0. Postaéax® + bx +c =0, gdy a = 0, nazywamy postacig ogdl-
ng rownania kwadratowego.

W rozwigzywaniu niektarych rownan kwadratowych korzystamy z takich sposobdw rozkiadu sumy

algebraicznej na czynniki, jak wytaczanie wspolnego czynnika przed nawias oraz stosowanie wzorow
skroconego mnozenia. Nastepnie stosujemy twierdzenie:

| Dla dowolnych a,b € R:a-b =0 wtedy i tylko wtedy, gdya=0lubb=0.

Przyktad
Rozwigz rownania.

a)V2x 4 x=0
Rozwigzanie:
Wytaczamy wspolny czynnik przed nawias. Otrzymujemy; x-[ﬁx +’1) =

Stad: x =0 lub2x+1=0

Czyli: x =0lub x = —%
b)3x*-5=0
Rozwigzanie:

Stosujemy wzor skréconego mnozenia na réznice kwadratéw: a* —b* = (a—b)(a+b).

Otrzymujemy: (\Ex - Jg)(sﬁx + \’E) ={)

Stad: v3x—+5 =01ub+3x++5 =0
Gy = E Habie= —E
3 3
x> —2N7x+7=0
Rozwigzanie: i
Stosujemy wzdr skréconego mnozenia na kwadrat réznicy: @* —2ab+b* = (a—b)z

3.2 Rownania i nierownosci kwadratowe

Otrzymujemy: (x = wﬁ)a =

Stad: X7 =0
Czyli:x:wﬁ

L7
i
Q
=
F
Q
=
-
=
R
=
[0
=
S
Q
e
5]

50



> Twierdzenie o liczbie pierwiastkow rownania kwadratowego

Rozwazmy réwnanie kwadratowe ax* +bx+c=0, gdziea,b,ce R ia=0o0raz A = b’ —4ac,

—b—VA _—b+VA
a ' 22

1. Jesli A =0, to rdwnanie ma dwa rozne pierwiastki rzeczywiste: x, = 5
a

2. Jesli A =0, to rownanie ma jeden pierwiastek rzeczywisty nazywany podwojnym: x, = ;—
a

3. Jesli A <0, to rownanie nie ma pierwiastkow rzeczywistych.

Przyktad
Rozwigz rownania.
a) x>’ +8x+6=0
Rozwigzanie:
Obliczamy: A =8 —4.1.6 = 40, JA = 2410
A >0, rownanie ma dwa rozne pierwiastki rzeczywiste:

XFﬂ:_Ll_mxfﬂ:_“ﬁ
b) 2(x—1)=x*

Rozwigzanie:
Przenosimy wyrazy na jedng strone i porzadkujemy od najwyzszej potegi niewiadomej;
Otrzymujemy: x> —2x+2=0

Obliczamy: A= (-2 ~4.1.2=—4
A <0, rownanie nie ma pierwiastkow rzeczywistych.

1
C e v
:I 3

).(2

—+2x|=1

=4

Rozwigzanie:

Przenosimy wyrazy na jedng strane | opuszczamy nawias,

Otrzymujemy: %+%x+1 =0

Obliczamy: A= c —4~1~’1=D
3 9

2

A =0, rownanie ma jeden pierwiastek rzeczywisty: x, = =—3

_3
2
2 9
d)(2x+5) —4(2x+5)=0
Rozwigzanie:

Wytgczamy wspolny czynnik przed nawias.
Otrzymujemy: (2x +5)((2x +5)— 4) =0, czyli:(2x+5)(2x+1)=0

Stad: 2x+5=01Iub2x+1=0
tizyli:,~f=—21 |L|b>f=—l
2 2
Przyktad
Oblicz, ile bokéw ma wielokat wypukty, w ktdrym liczba bokdw jest rdwna liczbie przekatnych,
Rozwigzanie:
Wprowadzamy niewiadome:
x - liczba bokow wielokata wypukrego, xeNix =4

x—3 - liczba przekatnych wychodzacych z jednego wierzchotka
x{x-3)

3.2, Rownania i nierownosci kwadratowe

- liczba wszystkich przekgtnych (przekatng pomigdzy dwoma wierzchotkami liczymy tylko raz)

Przeksztatcamy réwnanie do postaci: x* =5x =0
Otrzymujemy: x(x—5)=0

Stad: x=0&Dlubx=5

Odpowiedz: |est to pieciokat.
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MNierownosci kwadratowe

| Nieréwnoscia kwadratowa z niewiadoma x nazywamy kazda nieréwnosc postaci ax* + bx +c >0 lub
ax* +bx+¢ >0, lubax? + bx+c <0, lubax® + bx + ¢ <0, gdzie a, b, ¢ sg dowolnymi liczbami rzeczywisty-

miorazag=0.

W rozwiazywaniu nierownosci kwadratowych wykorzystujemy umiejetnos¢ rozwigzywania rownan
kwadratowych, umigjetnosc rysowania wykresu funkgji kwadratowe] | odczytywania wilasnosci tej
funkeji z wykresu.

Potozenie paraboli wzgledem osi X, w zaleznosci od wspotczynnikaa i A

A>0 A=0 A<O
a=0
¥ i
1:_;( ::,;f
a<0 - -
Przyktad

Rozwigz nierownosc.
3y —x2 4 5% -7 =0
Rozwigzanie:
Znajdujemy pierwiastki réwnania: —x>+5x—7 =0
Obliczamy: A =52 —4(=1)-(=7)=-3
A <0, réwnanie nie ma pierwiastkow, a ramiona paraboli sg skierowane do dotu, poniewaz wspot-
czynnik g jest ujemny.

X

3.2 Rownania i nierownosci kwadratowe

Nierownosc jest sprzeczna. Zapisujemy x €@,
b) (x—1) < 4

Rozwigzanie:
Przenosimy wyrazy na jedng strone i stosujemy wzor skroconego mnozenia na roznice kwadratow
dwdch wyrazeri: @ —b* =(a—b)(a +b)

Otrzymujemy: ((x—1)—2)((x—1)+2) <0, czyli (x=3)(x +1)<0
Znajdujemy pierwiastki rownania: (x—3)(x +1)=0
Satox=3lubx=-1
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Na osi liczbowe] zaznaczamy pierwiastki réwnania oraz szkicujemy parabole f (x) = (x—3)(x +1).
Z wykresu odczytujemy rozwigzanie nieréwnosci: x € {1, 3).

1
QX +x+—<0
) e

Rozwigzanie:

Znajdujemy pierwiastki réwnania: x* + x +% =0
Obliczamy: A= 1 -4 -1% ={

A =0, rownanie ma jeden pierwiastek: x = _71

Szkicujemy parabole f(x) = x? +x+%. Pamietamy, Ze ramiona parabaoli sg skierowane do gory, po-

niewaz wspotczynnik @ jest dodatni, a parabola ma jeden punkt wspolny z osig X.

O =
0.5 A

Nierdwnos¢ spetnia tylko jedna liczba: x = —%.

Przyktad
Wyznacz dziedzine funkcji: f(x) = X2 —2+4+/6+x2.

Rozwigzanie:

Zapisujemy zatozenia: x* —2>0i164x* =0

1. Rozwigzujemy réwnanie: x* =2 =0
Otrzymujemy: (x - Ji)(x + sﬁ) =0

Zapisujemy pierwiastki tego rownania: x = V2 lubx=—2

Szkicujemy parabole,

7 S JZ X

Odczytujemy rozwiazanie nierownosci: x E(—m, —ﬁ)u(ﬁ, +m)

2. Rozwiazujemy rownanie: 6+ x° =0
Obliczamy: A=0°-4.1-6 = -24
A <0, rownanie nie ma pierwiastkow.
Szkicujemy parabole.

e +++

X
Odczytujemy rozwigzanie: x € R.
3_Szukamyiloczynuzbioréw:xE(—m, —ﬁ)u(ﬁ Im)iXERJEStnjmzbiérxe(—m, —@)u(sﬁ Foo)

Odpowiedz: Dzledzina funkdji f(x)=x* =2 + 6+ x* jest zbi6r x E(—m, —Ji)u(ﬁ, +o0).

3.2, Rownania i nierownosci kwadratowe
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3.3. Rownania i nierownosci wielomianowe

Metody rozwigzywania réwnan wielomianowych

| Rownania wielomianowe drugiego stopnia (czyli tzw. réwnania kwadratowe) rozwiazujemy metoda-
mi opisanymi w poprzednich tematach.

Metoda rozwigzywania bardziej skomplikowanych rownan wielomianowych (stopnia trzeciego i wyz-
szych) jest nastepujaca:

a) przenosimy wszystkie wyrazenia na lewg strone rownania, tak aby po prawej stronie zostato zero,
b) rozktadamy lewa strone na iloczyn czynnikow,
C) przyrownujemy kazdy czynnik do zera,

d) rozwigzujemy kilka prostych rownan i otrzymujemy w rezultacie rozwigzania poczgtkowego rowna-
nia wielomianowego,

Przyktad

Rozwigz réwnanie x* + 7x* = 3x +21.

Rozwigzanie:

Przenosimy wszystkie wyrazy na lewa strone rownania:

X+ Tx* =3x=21=0

Rozkiadamy lewa strone na iloczyn czynnikow (np. metoda grupowania wyrazow):
X2 (x+7)=3(x+7)=0

(x+7)(x*=3)=0

(x+7)(x=VB)(x+¥3)=0

Przyrownujemy kazdy nawias do zera:
x+7=0lubx—+3=0,lubx+43=0
x==7lubx=+3lubx=—=3

Odpowiedz: x, — 42 X, — 3, No=—7f

Przyktad
Rozwiaz réwnanie 2x° 4+ 3x = 5x2,
Rozwigzanie:
Przenosimy wszystkie wyrazy na lewa strone rownania:
2% +3x—5x" =0
2x3 =5x? +3x =0
Wytgczamy x przed nawias:
x(2x* —5x+3)=0
Zapisujemy jako dwa rownania:
x=0Iub2x* -5x+3=0
Rownanie kwadratowe rozwigzujemy, obliczajgc wyrdznik tréjmianu:
A=(-5)-4.2.3=25-24=1
Poniewaz A > 0, to rownanie to ma dwa rozwigzania:
_ (=51 _5-1_4_, o5+ 541 6 3
22 4 4 22 0 4 4
1

Odpowiedz: Rozwigzaniami rownania 2x° 4+ 3x =5x%s3 liczby 0, 1, 15'

==

=
2 2

3.3. Rownania 1 nierdwnosc wielornianowe

Przyktad

Rozwiaz rownanie x* =16.

Rozwigzanie:

Przenosimy wszystkie wyrazy na lewa strone rownania:
x*=16=0

Stosujemy wzor na roznice kwadratow:

(x> —4)(x* +4)=0

(x—2)(x+2)(x*+4)=0

Przyrownujemy kazdy nawias do zera:
x—2=0lubx+2=0,lubx*+4=0

x=2lub x=-2orazwyrazenie x> +4 =0

54 Odpowiedz: Rozwigzaniami rownania x* —16 =0 sg liczhy -2 2.
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> Przyktad

Rozwigz rownanie dwukwadratowe x* —3x* +2=0.

Rozwigzanie:

Wykonujemy podstawienie x> =t ,t =0 i rozwigzujemy réwnanie kwadratowe: t* =3t +2 =0
A=(-3) -4.1.2=9-8=1

Poniewaz A >0, to rownanie to ma dwa rozwigzania:
t_—(—3)—-1_3_1_%_1 : ~(=3)+1_3+1_4
g g g - 21 2 2
Wracamy do podstawienia i otrzymujemy dwa rownania kwadratowe:;

x* =1oraz x* =2, ktdre rozwigzujemy, stosujgc wzaor na roznice kwadratdw dwdch wyrazen:
x*=1=0 (x=1)(x+1)=0 x=1lubx=-1

x> —-2=0 (x—ﬁ)(x-l—\ﬁ):f} x=+2 lubx=—-2

Odpowiedz: Rozwigzaniami rownania x* —3x* +2 =0 sg liczby A

=

Przyktad
Rozwigz rownanie dwukwadratowe x* —x* =6 =0,
Rozwigzanie:
Wykonujemy podstawienie x* =t ,t =0 i rozwigzujemy rdwnanie kwadratowe t? —t -6 =0:
A=(=1 -41.(-6)=1+24=25 JA=5
Poniewaz A >0, to rownanie to ma dwa rozwigzania:
—~(=1=5 1-5 _4 —(-1)+5 145 6

b= = =—=-7 i = ===

21 Z 2 2.1 2 2
Wracamy do podstawienia i otrzymujemy dwa rownania kwadratowe;
x* =—2 oraz x* =3, pierwsze z nich jest sprzeczne, a drugie rozwigzujemy, stosujac wzdér na roznice
kwadratow dwoch wyrazen:

¥ =3=0 (x—ﬁ)(%—l—v‘g):ﬂ x =3 lub x=—3

Odpowiedz: Rozwiazaniami rownania x* —x* —6 =0 sa liczby R,

Metody rozwigzywania nieréwnosci wielomianowych

| Nieréwnosci wielomianowe rozwigzujemy bardzo podobnie do rownan wielomianowych. Jedyna
réznica polega na tym, ze na koncu trzeba naszkicowac wykres wielomianu i odczytac z niego rozwia-
zanie.

Metoda rozwigzywania nieréwnosci wielomianowych (stopnia trzeciego | wyzszych) jest nastepujaca:
a) przenosimy wszystkie wyrazenia na lewa strone nierownosci, tak aby po prawej stronie zostato 0,

b) od tego momentu lewa strone nierdwnosci uwazamy za wielomian, ktorego wykres chcemy naszki-
cowac,

C) wyznaczamy miejsca zerowe tego wielomianu,
d) szkicujemy wykres wielomianu,

e) odczytujemy z wykresu rozwiazanie nierownosci,

3.3. Fownania i nierownosci wielomianowe

Przyktad

Rozwigz nierdwnose x* —25x >175-=7x%,

Rozwigzanie:

Przenosimy wszystkie wyrazenia na lewa strone nierownosci:
¥4+ T7x' —=25%x—-175>0

Zapisujemy wielomian:

W(x)=x?+7x* =25%x =175

Wyznaczamy miejsca zerowe tego wielomianu, rozktadajac go na czynniki metodg grupowania wyra-
ZOW:

X} +7x*=25x-175=0

x* (x+7)-25(x+7)=0

(x+7)(x*—25)=0
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3.3. Rownania 1 nierdwnosc wielornianowe
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(x+7)(x+5)(x=5)=0

Ke==—1% X, ==5 Xy =5

Wstawiajac w miejsce x liczbe mniejsza niz minus 7, otrzymujemy w kazdym z nawiasow liczbe ujemna,
zatem mnozac przez siebie trzy minusy otrzymujemy minus, czyli zaczynamy szkicowanie wykresu od

lewej strony od dotu.
Szkicujemy wykres wielomianu:

Odczytujemy z wykresu rozwigzanie nieréwnosci: x € (=7, —5)U(5, o)
Odpowiedz: x € (-7, —5)U(5, oo}

Przyktad

Rozwigz nieréwnosc x* — x* +24 > 12(x* - 1)

Rozwigzanie:

Przenosimy wszystkie wyrazenia na lewg strong nieréwnosci:
A A S D X360
Zapisujemy wielomian:

W(x)=x*—13x*+36

Wyznaczamy miejsca zerowe tego wielomianu, rozwigzujac rownanie dwukwadratowe:
x*=13x*+36=0
Wykonujemy podstawienie x* =t, t > 0 i rozwigzujemy réwnanie kwadratowe: t* =13t +36=0

A=(-13) -4.1.36 =169 144 = 25 JA =5
Poniewaz A > 0, to rownanie ma dwa rozwigzania:
—(—13)—5 —|=A3)-L5
21 2 21 2

Wracamy do podstawienia i otrzymujemy dwa rownania kwadratowe
x* =4.x* =9, ktore rozwigzujemy, stosujgc wzdr na roznice kwadratdw dwdch wyrazen:
¥ —4=0 (x=2)(x+2)=0 = Xy ==2

x*=9=0 (x=3)(x+3)=0 =3 X, ==3

Zapisujemy wielomian w postaci iloczynowej:
W (x)=(x+3)(x+2)(x—2)(x-3)

Szkicujemy wykres wielomianu:

Sk

Odczytujemy z wykresu rozwigzanie nieréwnosci: x € (—oo, =3)U (-2, 2)U(3, o)
Odpowiedz: x €(—n0, ~3)U(-2,2)U(3, o)

Przyktad

Rozwiaz nierdwnosé —x* +x* +6x* <0.

Rozwigzanie:

Zapisujemy wielomian:

W(x)=—x*+ x> +6x*

Wyznaczamy miejsca zerowe tego wielomianu:

—x*t+x7 +6x° =0

—x% (xJ —X—E:): 0
—x*(x=3)(x+2)=0
—x*=0

x—3=0

x+2=0



> x =0 pierwiastek podwaojny
X=3 x=-2
Zapisujemy wielomian w postaci iloczynowej:
W(x)=—x*(x+3)(x-2)

Szkicujemy wykres wielomianu:

Odczytujemy z wykresu rozwigzanie nieréwnosci x € (—m, —Z}U{D}U(B. ~)
Odpowiedz: x € (—no, —2)U{0}U(3, )

3.4. Rownania i nierdwnosci wymierne

Rozwiazywanie rownan wymiernych

Przystepujac do rozwigzywania rownan oraz nierownosci wymiernych, w pierwszej kolejnosci musimy
okreslic dziedzine wyrazen wymiernych wystepujacych w tym rownaniu lub w tej nierownosci, czyli
wykluczyc liczby, dla ktérych mianowniki wyrazen sie zeruja.

Metoda rozwigzywania rownar wymiernych jest wyttumaczona w przyktadach,

Przyktad
Rozwiaz réwnanie 222 — 7.
Rozwigzanie: 2X+4

Okreslamy dziedzing wyrazenia =
2x+4

2x+4=0 2x=—-4 Xx=-2

Dla liczby x = —2 wyrazenie wymierne (Uutamek) nie ma sensu, wiec usuwamy ja z dziedziny, zapisujac
D:R\{-2} lubx = -2,

Nastepnie pozbywamy sie mianownika, mnozac obie strony rownania przez 2x + 4.

Otrzymujemy rownanie 3x —5=7 (Ex + 4), ktGre rozwigzujemy:

3x—5="14x+28 3x=14x =284+5 —11x =33 r==—3

Sprawdzamy, czy nasze rozwigzanie nalezy do dziedziny, i dajemy odpowiedz.

Odpowiedz: Rozwigzaniem rownania jest liczba x = —3.

, przyrownujac mianownik do zera:

Frzyiﬁqd ; . x—3 x-=2
Rozwigz rownanie = .
X+3 Xx+2
Rozwigzanie: w—3 o
Okreslamy dziedzine obu wyrazen: oraz :
X+3 X+2

Mianowniki tych wyrazen zerujg siedlax=—30razx =—2, zatem D R{—B, —2}_
Rownanie ma postac proporcji, wiec mnozymy ,na krzyz";
(x=3)(x+2)=(x—2)(x+3)

X4 2x—3x—6=x>+3x—2x—6

-2x =0 x=0

Sprawdzamy, czy nasze rozwigzanie nalezy do dziedziny, i dajemy odpowied?.
Odpowiedz: Rozwigzaniem rdwnania jest liczba x =0.

3.4. Rownania i nierownosci wymierne

i

Przyktad =

Rozwiaz réwnanie = sl 3

iz xl1 9

Rozwiazanie: =

; e s Y x—1 K.

Okreslamy dziedzine obu wyrazen: araz £

2x+2 X+ 2

Mianowniki tych wyrazen zeruja sie dla x = —1, zatem D: R\ {-1}. 2

: : S i . 3= B

Przenosimy drugie wyrazenie na prawa strone rownania | otrzymujemy: = . n
y arugie wy prawg g ymujemy Sweid
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L7
i
Q
=
F
Q
=
-
=
R
=
[0
=
S
Q
e
5]

58

>

Rownanie ma postac proporcji, wiec mnozymy ,na krzyz"
X(x+1)=(x="1)(2x+2)

X x=2x242x=2x-2

—x'4+x+2=0

A=F-4.(-1)2=1+8=9

JA =3

e B e
2 (-1) =2 T2(-1) -2

Sprawdzamy, czy nasze rozwigzanie nalezy do dziedziny, i dajemy odpowiedz.
x, =—1nie nalezy do dziedziny, zatem réwnanie ma tylko jedno rozwigzanie,

Odpowiedz: Rozwigzaniem rownania jest liczba x = 2,

Przyktad

Rozwigz rownanie 22x+’1 + X_’]ﬁ =i().
X 4+06x+9 9-x°

Rozwigzanie:

) e Lo 1 -1
Okreslamy dziedzine obu wyrazen: M—+ Ofat .
X +6x4+9 9—x-

; : . 1 : . % ; : 1 2
Pierwszy mianownik da sie zwing¢ wedtug wzoru skréconego mnozenia do postaci (x +3), zatem ze-

ruje sie dla x =-3, a drugi zapisujemy, stosujgc wzor skroconego mnozenia w postaci (3—x)(3+X)f
czyli zeruje sig dla x =—3 i x = 3, Dziedzing réwnania jest D: R\{-3,3}.
2x+1 x—1

Przenosimy drugie wyrazenie na prawa strone rownania i otrzymujemy: = — :
Y g ¥ P d = Y| yx2+6x+9 3 -0

Rownanie ma postac proporcji wiec mnozymy ,na krzyz":
(2x +1)(x* —9) = (x = 1)(x* +6x +93
2% —18x+x*—9=x"+6x"+9x—x’—6x—9
X1 —4x2 2% =0
x(x3—4x—2’])=[]
x=0lubx?—4x-21=0
A=(-4) -4.1.(-21)=16+84 =100
JA =
4-10 -6 4410 14
= )(; = :—:?
21 2 21 pi
Sprawdzamy, czy nasze rozwigzanie nalezy do dziedziny, i dajemy odpowiedz.
x, =—3nie nalezy do dziedziny, zatem réwnanie ma tylko dwa rozwigzania.

OdpowiedZ: Rozwigzaniem réwnania sg liczby x =0oraz x =7.

Rozwigzywanie nierownosci wymiernych

Przy rozwigzywaniu nierdwnosci wymiernych korzystamy z wiasnosci:

Dla dowolnych liczb rzeczywistycha=0ib=0znakilorazu % jest taki sam, jak znak iloczynu a - b.

Metoda rozwigzywania nierownosci wymiernych jest wyttumaczona w przyktadach.

Przyktad
Rozwigz nierdwnos¢ 2: _35 <3
Rozwigzanie:
i ZA .. 2x=5
Okreslamy dziedzine wyrazenia: 5
X_

Mianownik tego wyrazenia zeruje sie dla x =3, zatem D: R\{3}.
Przenosimy liczbe 3 na lewg strone i sprowadzajac do wspolnego mianownika, otrzymujemy:

EX_E—EECI
x=3




= EU
Xx—3 x—3
2x—5—-3x4+9 <0
x—=3
—x+4£m
Xx—3

Korzystajgc z powyzsze] wtasnosci, zapisujemy;
(—x+4)(x-3)<0

—(x—4)(x—3) <0, mnozac obie strony przez —1, otrzymujemy:
(x—4)(x=3)=0

Dtrzymaliémy nierdwnosc kwadratowg w postaci iloczynowej, zatem miejscami zerowymi sa liczby 3
;zli{if:ujemy wykres paraboli i odczytujemy rozwiazanie:

X €(—o0, 3>u<4, o)

Poniewaz liczba 3 nie nalezy do dziedziny zatem x & (—os, 3)u<4, 00).

Odpowiedz: Rozwigzaniem nierownosci sg liczby x € (—m, 3)u<4, r.\o).

Przykiad

Rozwigz nierownosc

X+3 = 2X
X465 Ay
Rozwigzanie:

Okreslamy dziedzine obu wyrazen: e oraz 2x ]
x* =16 X*—4x

Pierwszy mianownik zapisujemy, stosujac wzér skréconego mnozenia w postaci (x—4)(x+4), czyli
zeruje sie dla x =—4 ix =4, a drugi rozktadamy do postaci x(x—4], czyli zerujesiedlax=—-4ix=0.
Dziedzing réwnania jest D: R\{-4, 0, 4}.

Przenosimy wyrazenie z prawej strony na lewg strong, sprowadzamy do wspolnego mianownika
I oftrzymujemy:

Xx+3 2 - x(x+3)—2x(x+4) X2 4 3x — 2% —8Bx
s N ) I | o M ra)cra) =

( __""ili&“ 4)29 X% +5x . x(x+5) 2 (x+5) .
x(x X+ X(x—4)(x+4) x(x—4)(x+4)~ (x—4)(x+4)

Zamieniamy iloraz na iloczyn:
(x+5)(x+4)(x—4)<0

Szkicujemy wykres wielomianu, uwzgledniajac dziedzine i odczytujemy rozwigzanie:

x € (—00, =5)U(—4,0)u(0, 4)
Odpowiedz: Rozwigzaniem nieréwnosci sg liczby x & (—oo, —5)U(—4, 0)U(0, 4).

3.4. Rownania i nierownosci wymierne
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3.5. Zastosowanie wzorow Viete’a
Wzory Viéte'a
| Wyznaczajac sume i iloczyn pierwiastkow x, | x, réwnania kwadratowego, otrzymujemy wzory:

b
X1+X2=__ X.'XEZ—
o a

zwane wzorami Viete'a, ktdre mozemy stosowac tylko wtedy, gdy A = 0,

Dzieki tym wzorom mozemy, bez wyznaczania rozwigzan rownania, obliczyc:
a) kwadrat roznicy pierwiastkow x; i x,: (x, —xz)i =X{ —2x,- X+ X3 = (x. —ch)z —4x,- x5, ktory po podsta-
wieniu za sume i iloczyn przyjmuje posta —,
7

b) sume kwadratow pierwiastkow x, | x,: x; + x5 = (x1+><2) — 2%, X, ktéry po podstawieniu za sume
= Y . b*=2ac
| lloczyn przyjmuje postac i

e MO (I R ST
€} sume odwrotnosci pierwiastkow —+—= B

G Xk

, Ktory po podstawieniu za sume i iloczyn przyjmu-

je postac —%.
Mozemy tez okreslic¢ znaki pierwiastkow rownania kwadratowego:
jezeli A >0, to:

X%, >0
X, ix, sa dodatnie, gdy{ ' ¢
2> B8 [x1 +x, >0

XXy =0

X, 1 X, 59 ujemne, gdy tx. <0
1 2

X, i x, majg rozne znaki, gdy x,-x, <0

Przyktad

Oblicz wartos¢ wyrazenia ij—i-% wiedzgc, ze x,ix, S3 pierwiastkami rownania kwadratowego
V5x2 —7x+ 245 =0. R

Rozwigzanie:

Z tresci zadania wiemy, ze x, i x, sg pierwiastkami rownania kwadratowego, wiec nie ma potrzeby obli-

czania wyroznika.
Przeksztatcamy wyrazenie do postaci pozwalajgcej wykaorzystac wzory Viete'a:

1 [—b i £
i_i_l_xf-l-)(zﬁ_(X1+X3)__2'X|'X2_ a a

r 2

2 FEE= Ry I : :
T X3 XX (%) C
a

Podstawiamy wartosci wspotczynnikow z réwnania | obliczamy:
=7 —2-2‘HE 49_,

E s 5% 25 .9
: 4 20 20

3.5 Zastosowanie wzorow Vigte'a

25
s

Odpowiedz: Wartosc wyrazenia jest rowna 1%.

Przyktad
Napisz rownanie kwadratowe, w ktorym wspotczynnik a =1, suma pierwiastkow wynosi 2, a iloczyn
pierwiastkow jest rowny —3.
Rozwigzanie:
Z tresci zadania wiemy, ze x, i x, sa pierwiastkami rdwnania kwadratowego, wiec nie ma potrzeby ob-
liczania wyroznika.
Zapisujemy uktad réwnan i obliczamy wartosci pierwiastkow réwnania:
Xi+x,=2 X, =2—X, Xy =2—X, B — 2
XX, =—3 X Xy =—3 X (2=x)=-3 — %24 2%, 4+3=0

L7
=i
Q
=
F
Q
=
-
=
R
=
[0
=
S
Q
e
5]

60



> Zajmijmy sie drugim rownaniem. Mnozac go przez -1, otrzymujemy:

x2—=2x,—-3=0
A=(-2f-41(-3)=16 JA=4
}f]_:ﬂ:_] X__xzﬁzg
2 : 2
Wstawiajac te wartosci do réwnania pierwszego, otrzymujemy:
X, =2—(-1)=3 X, =2—3=—1

Zapisujemy rownanie kwadratowe w postaci iloczynowej:
(e+1)(x=3)=0

a nastepnie w postaci ogolnej:

x2—2x—3=0

Odpowiedz: Réwnanie ma postac x> —2x -3 =0.

Przyktad
Wyznacz wartosci parametru m, dla ktérych réwnanie x* —(m+2)x+m+4=0 ma dwa rézne pier-
wiastki ujemne,
Rozwigzanie:
Musza byc jednoczesnie spetnione warunki:
Ta=T=0
2) rownanie kwadratowe ma dwa rozne pierwiastki, jezeli A > 0:
(—(m+2))2 ~4-1-(m+4)>0

m +4m+4-4m-16>0
m—12>0 (m_zﬁ)(m+2~f§)}ﬂ

mE(—m,—2J§)U(2J§,m)

3) pierwiastki sg tego samego znaku, gdy x,-x, = 0:

mT”}m m+4>0 m>—4
4) pierwiastki sg ujemne, gdy x, + x, < 0:
m_H{Q m+2<0 m<—2

1
Zaznaczamy wszystkie warunki na osi liczbowej i znajdujemy czes¢ wspalna;

—

+ + + + -
4 233 9 8 1 272 x

Odpowiedz: Wartosci parametru nalezg do przedziatu (—4, —215)_

Przyktad

Wyznacz wartosci parametru m, dla ktérych réwnanie (m+ 1);("’ +mx —1=0 ma dwa rozne pierwiastki
dodatnie.

Rozwigzanie:

Musza byc jednoczesnie spetnione warunki:

3.5. Zastosowanie wzorow Viete'a

Nm+1=0 m=—1
2) réwnanie kwadratowe ma dwa rdzne pierwiastki, jezeli A > 0: =
m*—4.(m+1)-(-1)>0 m*+4m+4>0 (m+2)2}{j m e R\{-2} ‘E
, : =
3) pierwiastki sa tego samego znaku, gdy x,-x, >0 ‘0
Ll
L}D m+1>0 m> =1 E
m+1 .
4) pierwiastki sa dodatnie, gdy x, + x, > 0: E
-m _, —m(m+1)>0 m(m+1)<0 2
m+1 e
m
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me(-1,0)
Zaznaczamy wszystkie warunki na osi liczbowej i znajdujemy czes¢ wspdlng:

3 2 17 0 1 20X
Odpowiedz: Wartosci parametru nalezg do przedziatu (—1. D).

3.6. Rownania i nierownosci z wartoscig bezwzgledna

Roéwnania z wartoscia bezwzgledna

Rozwigzujac rownania i nierownosci liniowe z wartoscig bezwzgledna, karzystamy z definicji wartosci
bezwzgledne|. Nastepnie upraszczamy otrzymane rownania i nierdwnosci, przeksztatcajgc w réwna-
nia | nierownosci réwnowazne,

a dlag=0

Dla dowolnej liczby rzeczywistej a; o] = .
I J Y 4 J | | —ag dlag<0
Przyktad

Rozwigz rownania.

a)[2x-5|+4=7

Rozwigzanie:
Przeksztatcamy réwnanie do postaci [2x — 5| =3,

Stosujemy definicje wartosci bezwzglednej i rozwiazujemy kazde z otrzymanych rownan.
2x=5=3lub2x-5=-3
Stac: x =4 11be =1

b)3—4|7—x|=5

Rozwigzanie:

Przeksztatcamy réwnanie do postaci |7 — x| = —%.

Otrzymalismy rownanie sprzeczne, bo wartos¢ bezwzgledna z liczby rzeczywiste] jest liczba nie-
ujemna.

A x| -3{=4
Rozwigzanie:

Stosujemy definicje wartosci bezwzglednej i rozwigzujemy kazde z otrzymanych rownan.
X|-3=4lub|x|-3=-4

[X| =7 lub |%| = =1~ réwnanie sprzeczne
x=T7Ilubx=-7

Nierownosci z wartoscig bezwzgledna

Przyktad
Rozwiaz nierownosci.
a)2[3x+1-1<6

Rozwigzanie:
Przeksztatcamy nierownosc do postaci |3x—|—’l|-f::3,5 | stosujemy definicje wartosci bezwzglednej.

Otrzymujemy: —3,5<3x+1< 3,5

Rozwigzujemy nierdwnosc podwdjng. Stad —15< x < E,
o) |2—x| > —1 6

Rozwigzanie:
Nierownosc |2 —x| = —1jest nierownoscig tozsamosciowg (x € R), gdyz wartosc bezwzgledna dowal-

nej liczby rzeczywistej jest liczbg nieujemna (a wiec na pewno jest wieksza od liczby —1).

>



> Q) y(6x-3) >2

Rozwigzanie;
Po skorzystaniu z twierdzenia Vo’ = |G| otrzymujemy nierownosc |6x —3| -2,

Stosujemy definicje wartosci bezwzglednej i zapisujemy uktad nierownosci:6x -3 > 2lubéx -3 < -2,

Po rozwigzaniu kazdej z tych nierdwnosci otrzymujemy x > g lub x < % Zbidr rozwiazan tej nierow-

nosci mozemy zapisac w postaci sumy przedziatow: x € [—m, %]UE +my,

Réwnania z kilkoma wartosciami bezwzglednymi

Przyktad

Rozwigz rownanie; 3|x + 3| - 2|x — 'l| =il

Rozwigzanie:

Korzystajac z definicji wartosci bezwzglednej, zapisujemy:
x+3 dlax=-3 x—1dlax=1
—x—3 dlax<-3 —x+1dlax<i

Przedstawiamy, w jaki sposob zmieniajg sie znaki wartosci bezwzgledne] w wyznaczonych powyzej
przedziatach.

|x-|—3|= oraz|x—’1}=

51| =5+ -1
x+3| +3 | X+3
3

|

:l""
Rozwigzujemy rownanie 3|x o 3| o 2|x — ’l| = 11w podanych przedziatach.
. xe (—rx.l, —3)

Otrzymujemy rownanie: 3-(—x —3)+2-(—x +1) =11

Opuszczamy nawiasy, redukujemy wyrazy podobne i wyznaczamy niewiadoma x:
—3x-9-2x+2=11

B =1149-2
—5x=18|:{—5}
3
X==3=

5

Sprawdzamy, czy liczba x = —3% nalezy do zapisanego powyzej przedziatu:
—3% € (—m, —3). Wobec tego jest rozwigzaniem rownania.

2.xe(-31)
Otrzymujemy rownanie: 3-(x+3)+2~(—x+’l] =14

Opuszczamy nawiasy, redukujemy wyrazy podobne | wyznaczamy niewiadoma x:
3x+9-2x+2=11

3x=2x=11-89-2

x=H

Zapisujemy 0 € (—3, '1). Wobec tego liczba 0 jest rozwigzaniem rédwnania.

3.x€ (1, +lx)
Otrzymujemy réwnanie: 3-(x +3)+2-(x —1) =11

3.6. Rownania i nieréwnosci z wartoscia bezwzgledna

Opuszczamy nawiasy, redukujemy wyrazy podobne | wyznaczamy niewiadoma x;
3x+942x—2=11
3x+2x=11-942

5x=4|:5
4

X=—
5

Zapisujemy % e (1, I "'\_.l) Wobec tego liczba % nie jest rozwigzaniem réwnania.
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Odpowiedz: Rozwigzaniami tego rownania s3 liczby —3% i 0.
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Nieréwnosci z kilkoma wartosciami bezwzglednymi

Przyktad

Rozwigz nieréwnosc: [2x +1+33—x| > 13.

Rozwigzanie:

Korzystajac z definicji wartosci bezwzgledne], zapisujemy:

1

2x+1dax>——=

|2x-|—1|—_~ 21 maz[B—x[:l
—-2x -1 dlax {—E

3—x dlax<3
—34+x dlax>3

Przedstawiamy, w jaki sposob zmieniajg sie znaki wartosci bezwzgledne] w wyznaczonych powyzej
przedziatach.

|3-x| 3-x -3ty
|2e+1] -2x-1 1 2x+1
@ -
-05 3 X
Rozwigzujemy nierownosc |2x + 1| + 3|3 — x| > 13 w podanych przedziatach.

1. xe

0
)
Otrzymujemy nierownosc: —2x —’l+3{3—x)2 13

Opuszczamy nawiasy, redukujemy wyrazy podobne i wyznaczamy niewiadoma x:
—2X =122 =13

—2x=3x>=134+1-9
—5x >5[ (~5)
x <=1 czyli x €(~o0,~1)

lloczynem zbiorow (—m,—1) | I—m, —E]Jest zbior (—m,—1)_ Wobec tego otrzymujemy rozwigzanie
XE (—m,—1)_

1
1x5<—§,$

Otrzymujemy nieréwnosc: 2x +1+3(3—x) > 13

Opuszczamy nawiasy, redukujemy wyrazy podobne i wyznaczamy niewiadomg x:
2x+14+9-3x =13

2x—3x>13-1-9
—x23|:{—'|}

x <=3, czylix €(—o0, —3)

Przedziaty (—oo, —3) i <—% 3) nie majg czesci wspoinej. Wobec tego x € @.
a.xe (3, I-m)
Otrzymujemy nieréwnosc: 2x + 1+3(—3+x)3 13

Opuszczamy nawiasy, redukujemy wyrazy podobne i wyznaczamy niewiadoma x:
2x+1-943x =13

2x4+3x>13-149
x> 21

1 . 1
x> 45, czylix € <4§, —I—m)

Wyznaczamy czes¢ wspolng zbiorow <4 %, +m) i (3, + m) Jest nig zbidr <4%, + m)
Rozwigzaniem tej nierownosci jest suma rozwigzan z poszczegolnych przedziatow. Wobec tego zapi-

sujemy x € (—m, -—‘I)u<4%, +00).

Odpowiedz: Rozwigzaniem te] nierdwnosci jest x € (—m, — 1) U <4% o r\,)




3.7. Rownania i nierownosci z parametrem

Réwnania z parametrem

Czasem w rownaniu lub nierédwnosci stosuje sie dodatkowe oznaczenia literowe zwane parametrem.
Na przyktad: 2x+5a = 4(x —a+1), (m—6)x* +5x—2m <0.

Zbadanie liczby rozwigzan rownania liniowego z parametrem polega na podaniu takich wartosci pa-
rametru, dla ktorych réwnanie ma doktadnie jedno rozwigzanie, dla ktorych jest sprzeczne, kiedy ma
nieskonczenie wiele rozwigzan lub gdy spetnia jakis inny zadany warunek,

Przyktad

Wyznacz wartosc g, dla ktorej rozwigzaniem rownania 0(2 + ?x)— 2=30— ?(ax — 2) jest liczba —l.
Rozwigzanie: !

Do réwnania a(2+7x)—2 = 3a—7(ax — 2) podstawiamy w miejsce x liczbe —%.

AL
,
Rozwigzujemy rownanie z niewiadoma a:

a—2=30+a+14

4:;r:—5l
3
. 1

Odpowiedz: Dlag = —5% rozwigzaniem réwnania a(2+7x)—2 =30 —7{ax —2) jest —

a a.

1
o e | T R
&l

Przyktad
Okresl liczbe rozwigzan rownania G(GX —3)+5 = G(Ex—z) w zaleznosci od parametru a. Dila tych war-

tosci parametru g, dla ktorych istnieja rozwiazania, podaj je.
Rozwigzanie:
W réwnaniua(ﬂx—E)—l—E = a(5x—2) opuszczamy nawiasy, przenosimy niewiadome na lewg stroneire-

dukujemy wyrazy podobne:

a*x—3a+5="5ax—2a

a’x —5ax = —-20+30-5

x(0*—50)=a-5

xa(a—5)=a-5

Analizujemy liczbe rozwigzan rownania m(a—E) =g —5w zaleznosci od parametru a.

1. Dlag =5 otrzymujemy 0 = 0, rownanie tozsamosciowe — ma nieskonczenie wiele rozwigzan.
2. Dlaa=0otrzymujemy 0 =—2, rownanie sprzeczne - nie ma rozwiazania.

,d po skroceniu x = — rownanie ZJEEIF'I}'F'I'I roZwigzarierm.

ala—5) a
Przyktad
Ustal liczbe rozwigzan réwnania 3 — |2x — 5| = V20— 5w zaleznoéci od parametru a.

3.Dlag=5ia=0otrzymujemy x =

Rozwigzanie:
Przeksztatcamy réwnanie do postaci: [2x — 5| = 8- J2a i badamy liczbe rozwiazan réwnania.

1.Jeéli8—+2a <0, czylia > 442, to réwnanie |2x-5|= 8—+2a jest sprzeczne.

3.7. Rownania i nierownosci z parametrem

2. Jesli 8—+20>0, czylia < 42, to réwnanie |2x —5| =8—+2a ma dwa rozwigzania.

Wéwczas 2x—5 = 8—+2a lub 2x—5 = —8++/2a. Stad po wyznaczeniu niewiadomej x otrzymujemy:
. 13—2J§a . —3+2J§q

3. Jesdli 8—+20=0, czylia = 4\5, to réwnanie |2x —5| =0 ma jedno rozwigzanie. Wowczas x = %

Nierownosci z parametrem

Zbadanie liczby rozwigzan nierdwnosci liniowej z parametrem polega na podaniu takich wartosci pa-
rametru, dla ktorych rozwigzaniem nierownosci jest okreslony przedziat liczbowy, dla ktorych nierow-
nos¢ nie ma rozwiazania (jest sprzeczna) i dla ktérych ma nieskoriczenie wiele rozwigzan (jest tozsa-
maosciowa).
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> Przyktad

Okresl liczbe rozwigzan nierownosci ax +3 < b+ x w zaleznosci od parametrow a i b.
Rozwigzanie:
Przeksztatcamy nierdwnos< do postaci: x-(a ~1)< b-3ibadamy liczbe rozwigzari nieréwnosci.

1. Dlaa—1>0otrzymujemy x < ——.
a

Oznacza to, ze dla g > 1rozwigzaniem nierownosci sg liczby nalezgce do przedziatu [—mb—_g-]

a1

2.Dlaa—=1<0 otrzymujemy x > %,

- ; : o N ; b—3
Oznacza to, ze dla g < 1rozwigzaniem nierownosci sa liczby nalezace do przedziatu [—1, r\',l].
G_

3.Dlag—1=0, to znaczyag =1, otrzymujemy 0 < b-3.
Jeslib—3 >0, czyli b > 3, to nierdwnosc jest tozsamosciowa.
Jeslib—3 <0, czyli b <3, to nierownosc jest sprzeczna.

Rownania kwadratowe z parametrem

Podobnie jak w przypadku rawnan i nierownaosci liniowych z parametrem, postepujemy przy rozwiazy-

waniu rownan kwadratowych lub nierownosci kwadratowych z parametrem.

Przyktad

Okresl liczbe rozwigzan rownania ax* + x +a = 0 w zaleznosci od parametru o. Dla tych wartosci para-

metru g, dla ktorych istniejg rozwigzania, podaj je.
Rozwigzanie:

1. Dla @ = 0 réwnanie kwadratowe ax* + x+a = 0 przyjmuje postac x = 0. Rdwnanie ma wiec jedno roz-

wigzanie,
2. Dla a = 0 obliczamy wyrdznik réwnania ax’ + x +a =0.

Otrzymujemy: A=%—4.0-a=1-4a

Teraz badamy znak wyroznika trojmianu kwadratowego. W tym celu rozwigzujemy rownanie

1—4a® =0, a nastepnie szkicujemy wykres paraboli f(a)=1-4a”.
: : 1 1
Otrzymujemy (1-20)(14+2a0) =0, czylia==lub g = —=.
ymujemy (1-20)(1+2a) =0, czylio =5 >

+++

-
_/'5.5 D\B\— X

Wykres przedstawiajacy znak trojmianu kwadratowego.

21.Dlaae I—%, %]‘m {0}, A >0, to znaczy, ze réwnanie ax? + x+a = 0 ma dwa rozwigzania:

=140  —1+1-40?
B 2a

A i
20 -

-]. . & * 2 1 * r
2.2.Dlage [—E, 1’, A =0, to znaczy, ze rownanie ax* + x +a =0 ma jedno rozwigzanie:

2
T
" 2a

23.Dlaae [—m, —%]u[% m], A <0, to znaczy, ze rownanie ax* 4+ x +a = 0 nie ma razwigzania.
Przyktad
Dla jakich wartosci parametru a dziedzing funkgji f(x) = ] jest zbidr liczb rzeczy-
wistych? X +(a=3)x——a+=
Rozwigzanie: 4 4

1

Aby dziedzing funkgji f(x) byt zbidr liczb rzeczywistych, mianownik utamka

BvE 163 d X2+(G—3)X—lﬁ"+—
YC rozny od Zera. 4 4

o ) 1 3
Zapisujemy: x4+ (lg—3x——ag+—=0
pisujemy: x> +(a—3)x i e

Rownanie kwadratowe x*’+(a—3)x—%a+%:ﬂ nie ma miejsc zerowych, gdy A < 0.

Musi



> Dbliczamy:ﬂ.=(0—3)2—4~1-[—%a+% =g’ —6a+9+a—-3=0>-5a+6

Zapisujemy: g° —5a+6 <0
Obliczamy: A, = (-5) —4-1-6=1

A, >0, rownanie o’ —5a+6 = 0 ma dwa pierwiastki =?=2. a0, =——=23

Szkicujemy parabole f(a)=a?—5a+6.

Zapisujemy zbi6r rozwigzan nieréwnoscia> —5a+6 <0, Jesttoa € (2, 3).

! jestzbior liczb rzeczywistych, gdya € (2, 3).

Odpowiedz: Dziedzing funkeji f(x) = 1
2 _3 - il
x?+(a—3)x Fls

Przyktad
Wyznacz te wartosci parametru k,  aby suma kwadratow pierwiastkow  rownania
x? —(k—5)x+ k> —6k+5=0 byla réwna 7.

Rozwigzanie: _
1. Réwnanie x* — (k —5)x +k* =6k 45=0 ma plerwiastki wowczas, gdy spetniony jest warunek: A > 0.

2. X2 4x3=7
Ad. 1. A =[-(k=5)] —4.1.(K2 —6k+5) = —3k> + 14k +5
—3k*+4+14k+5>0

Rozwigzujemy rownanie; —3k* +14k+5=0
A=14*-4.(-3).5=256, VA =16

(1416 g _~14416_ 1
—6 - —6 3

Szkicujemy parabole f(k) = —3k* + 14k +5 i wyznaczamy zbidr rozwigzan nierdwnosci

—3k*+14k+5>0.

ke<—i, 5>
i

; . ; . 2
Ad. 2. Korzystajac z wzoru skroconego mnozenia (x1 + x?) = X2 4 2x,- X, + X3 wyznaczamy:
XT 453 =X+ X, ) —2%,:%,
ST b . C
Teraz korzystamy z wzorow Viete'a: x, + x, = ——= i x,- X, = —

- q a b B C - - - a a =
Otrzymujemy: x; + x5 = [——] —2.—. Po podstawieniu do réwnania x; +x; = 7 otrzymujemy:
a a

= 2 ’
i —Fe k* —6k+5
2oy Stad[_w] _2'¥_?

b

a

3.7. Rownania i nierownosci z parametrem

Po uproszczeniu otrzymujemy: —k* + 2k +8 =0
Ay=22-4.(-1)8=36,A, =6

~-2-6
.'I{] =_—2=4,k2= _2
Drugi warunek jest spetniony dla k € {~2, 4}.

Zauwazamy, ze -2 & <—%, 5>, ade <—%, 5>, Stad wynika, ze tylko k = 4 spetnia warunki zadania.

o
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=
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3.8. Utrwalamy wiedze

o
=i
Q
=
=
“Q
=
-
e
x
=
m
=
=
D
[+'3
i
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Nierownosci kwadratowe z parametrem

Przyktad
Dla jakich wartosci parametru m nierownosc kwadratowa x2+[m—2]x +m?* >0 jest prawdziwa dla

kazdego x € R?
Rozwigzanie:
Poniewaz a >0, wiec ramiona paraboli f(x) = x* +(m—2) x + m? sq skierowane do géry.

Waobec tego funkcja ta bedzie przyjmowata wartosci nieujemne dla kazdego x e R, gdy A <0.
Obliczamy: A =(m—2)2 —4.1.m* ==3m* —4m+4,stad =3m* —4m+4 <0
Obliczamy: A, = (—4)' —4-(~3)-4=64,,[A, =8

4-8 2 448
m1=—_6 =§Im2=—_5 =—2

Szkicujemy parabole f(m)=-3m’—4m+4 i wyznaczamy zbiér rozwigzah nieréwnosci
—3m?—4m+4<0.

me (—rx.:-, -2)U<%, +0)

Odpowied?: Dlam e (—m, -2)u <§ +oo) nieréwno$¢ kwadratowa x* +(m—2)x +m? > 0 jest prawdzi-

wa dla kazdego x e R.

Przyktad
Dla jakich wartosci parametru k rozwigzanie nierdwnosci [k + 3):{2 +x+ 9> 0 jest niepustym przedzia-

tern ograniczonym?

Rozwigzanie:
1. Dla k = —3 otrzymujemy nierdwnosc x +9 > 0, ktdrej rozwigzaniem jest zbidr x € (—9, +m). Nie jest to

zbidr ograniczony, zatem k = —3 nie spetnia warunkow zadania.
2. Dla k = =3 otrzymujemy nieréwnos¢ kwadratowa. Aby rozwigzaniem byt zbior ograniczony, musza
a<0

A=0
2.0 <0, wéwczas k+3 <0, zatemk € (—oco, — 3)

byc spetnione warunki: l

2.2.A >0, wéwczas 1-4-(k+3)-9>0, zatem k € I-m, -2%]

Czescig wspoing zbiordw k € (—oo, —3) ik e [—m, —2%] jestk e{—o0, —3).

OdpowiedzZ: Dla k € (_m, —3) rozwigzanie nieréwnosci (k+3)x2+x+9 > 0 jest niepustym przedzia-

term ograniczonym.

3.8. Utrwalamy wiedze

rownania rownowazne rownania nierownowazne

ROWNANIA | NIEROWNOSCI

wymierne wielomianowe kwadratowe “

—@ z wartoscig bezwzgledna

wzory Viete'a

—@ z parametrem ——@ z parametrem




Uktady rownan



4.1. Rozwigzywanie uktadow rownan

Pojecie uktadu réwnan

| Uklad rownan linfowych to dwa rownania z dwiema niewiadomymi, dla ktdrych poszukujemy wspdl-
nych rozwigzan, czyli pary liczb, ktara spetnia obydwa rownania.

Rozwigzywanie uktadow rownan metoda podstawiania

| Metoda podstawiania polega na wyznaczeniu z ktdéregos réwnania jednej niewiadomej i podstawie-
niu jej do drugiego réwnania.

Przyktad
Rozwigz uktad rownan metoda podstawiania.

2x—y =3
3x+2y =29
Rozwigzanie:
Wyznaczamy z pierwszego rownania niewiadoma y, a drugie przepisujemy bez zmian:
y=2x-3
3x+2y =29
Wstawiamy do drugiego rdwnania w miejsce y wyznaczone wyrazenie:
y=2x—3
3x+2(2x—3)=29

Rozwigzujemy drugie rownanie z jedng niewiadoma x, a pierwsze przepisujemy bez zmian:

y=2x—3 y=2x=3 |y=2x-3
3x+4x—6 =29 Ix=35 k7 jx=5
Wstawiamy obliczong wartosc x do pierwszego rownania i obliczamy y:
y=2:5-3 y=10-3 [y=7

X=23 =5 ¥—5

2Xx—y=3

. . o
51 5529 jest para liczb (5;7)

Odpowied?Z: Rozwigzaniem uktadu réwnan [

Rozwigzywanie uktadéw rownan metoda przeciwnych wspoétczynnikéw

| Metoda przeciwnych wspotczynnikow polega na dodawaniu rownan stronami w sytuacji, gdy przy
tej samej niewiadome] w dwdch réwnaniach mamy przeciwne wspdtczynniki,

Przyktad

Rozwigz uktad rownan metodg przeciwnych wspotczynnikow.
2x—=3y =4
3x+2y =19

Rozwigzanie:
Zauwazamy, ze przed niewiadoma y mamy wspatczynniki o przeciwnych znakach. Trzeba pomnozyc
oba rownania przez takie liczby, aby otrzymac przeciwne wspotczynniki:

4.1. Rozwigzywanie uktadow réwnan

2x—3y =4 |2 4x -6y =8
3x+2y =193 9x+6y =57
Dodajemy réwnania stronami i otrzymujemy:
dx—by =8
= O9x+6y =57
£ 13x =865 |13
.E- =5
> Wstawiamy wartos¢ x do jednego z rownan i obliczamy y:
g 3.5+2y=19 2y=4|2 y=2
< Odpowiedz: Rozwigzaniem uktadu rownarn 2=y =4 jest para liczb (5;2).
Ix+2y=19
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Rozwigzywanie uktadéw réwnan metoda graficzng

Metoda graficzna polega na narysowaniu prostych w uktadzie wspotrzednych i odczytaniu wspot-
rzednych punktu przeciecia prostych, ktdre s3 rozwigzaniem uktadu rownan.

Rysunek prostych w uktadzie wspdtrzednych nazywamy interpretacjag geometryczng uktadu rownan.

Liczba rozwigzan uktadéw réwnan

Proste na ptaszczyZnie moga sie przecinac¢ w jednym punkcie, moga by< rownolegte (niemajace punk-
tow wspadlnych) i moga sie pokrywacd, majac nieskoriczenie wiele punktdw wspalnych.

Uktad rownan liniowych moze miec:

jedno rozwiazanie (para liczb) - uktad oznaczony
nieskonczenie wiele rozwigzan - uktad nieoznaczony
zadnego rozwigzania - uktad sprzeczny

Przyktad
Rozwigz uktady rownan i wskaz, ktéry z nich jest oznaczony, nieoznaczony i sprzeczny. Przedstaw inter-
pretacje geometryczng kazdego z nich.

2x—y =3 Ix+2y=2
a}‘dx—Z}f:E b}[

2x+y=-1
C
2x—y=6 : x—i-%y:‘l

Rozwigzanie:
Rozwigzemy uktady rownan metoda przeciwnych wspotczynnikow:

2x—y=3
PNax—2y=6}(-2)

2x—y=3

—2x+y=-3

0=0
Uktad nieoznaczony

Wyznaczamy y z pierwszego réwnania i zaznaczamy w uktadzie wspotrzednych prostg o réwnaniu:

Y=ax 3
Wyznaczajac y z drugiego rownania, otrzymamy to samo réwnanie proste].,

& /
/
J 1 /]

¥

| S
.L_n -
i |

Ix+2y=2
2x-y =6 |2
Ix+2y=2
Ax—2y=12
k=14 |:2
=

b)

4. Rozwiazywanie uktadow rownan
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> 3.2+2y =2

6+2y=2

2y=-4|2

y==2

Xx=2

pn

Uktad oznaczony

Wyznaczamy y z obu réwnan | zaznaczamy w ukfadzie wspdtrzednych proste o réwnaniach:

y=2x—-06 orazy=—%x+1

N [T /
. /
I N| 3 - 2l
N\
]
£ 4 B 2 - ? \\ ) f3 4 5 X

g frd -
¢

i

(¥a1

i

y=2x-6

[ ]

2x+y=-1
& x+ly=1 [(-2)
2
22X+ y=—1
—2x—y==2
D=-3
Uktad nieoznaczony

Wyznaczamy y z obu rownan | zaznaczamy w Uukitadzie wspotrzednych proste o rownaniach:
y=—2x—"orazy=—-2x+1

i

W =<

i

)

1

4. Rozwiazywanie uktadéw réwnan

“ 1

—+

M

Ly

n b
]

K
=
2
]
=
=
-
=
=
<

firs



Rozwigzywanie uktadéw réwnan, z ktérych jedno rownanie jest liniowe, a drugie kwadratowe

Uktady rownan, z ktérych jedno jest liniowe, a drugie kwadratowe, bedziemy rozwigzywali metodg
podstawiania.

Przykiad

Rozwiaz uktad rownan.

x+y—3=0

x2=3x+3y=0

Wyznaczamy y z pierwszego rownania i podstawiamy do drugiego. Otrzymujemy:
y=-x+3
X*=3x+3(—x+3)=0

Drugie rownanie jest rownaniem kwadratowym z niewiadoma x. Rozwigzujemy je.
x*—6x+9=0, stad (x=3)" =0, czyli x =3

5 Yy=—=x+3 y=0
Zapisujemy: , stad

PISU) FL,:E d IX:3
2X*—3x+y+8=0

2x+y+2=0

Wyznaczamy y z drugiego rownania | podstawiamy do pierwszego. Otrzymujemy:
‘2x2—3x+y+8 =0

y=-2x-2

2x*=3x—=2x-2+48=0
ly=-2x~—2
|2x2—5x+6=n

y==2x+9

Pierwsze rownanie jest rownaniem kwadratowym z niewiadoma x. Rozwigzujemy je.
2x*=5x+6=0
A=(-5)"~4.2.6=-23. Poniewaz A <0, to réwnanie 2x” —5x+6 =0 nie ma rozwiazania. Wobec

262 =3x+y+8=0

jest sprzeczny.
2x+y+2=0 ! P y

tego ukiad réwnan l

Rozwigzywanie uktadow réwnan drugiego stopnia

| Ukladami rownan drugiego stopnia nazywamy ukiady réwnan, w ktdrych przynajmniej jedno réw-
nanie jest drugiego stopnia.

Przyktad
eiy=>

Uktad rownan {2 )= jest uktadem, ktorego oba rownania opisujg parabole. Dwie parabole na
y=x*—4

ptaszczyinie moga miec dwa punkty wspalne, by¢ styczne, by¢ roztgczne lub moga sie pokrywac. Roz-
wigzujgc ten uktad algebraicznie metoda podstawiania, otrzymujemy:

me2—4 J,-’:Xz‘—4 _]f=X2—4
lJ'c'?—|—x“—4=2 =¥ =4
2 2
y=x*-4 s ad
x*—4=0 (x=2)(x+2)=0
1y=x-—4|ubly—x* 4
iy == X e=—
[x1:2 Iub,XEE 2
V= =
: ; ; S L X, =—=2
Rozwiazaniem tego uktadu sg dwie pary liczb: i oraz U
1= =

4. Rozwiazywanie uktadow rownan
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> Interpretacja geometryczna tego uktadu rownan:

y=x*—4 v A
=——x42
3.1
Przyktad

Xyt —4x—-4y-17=0
X+ y?—4x+4y—-1=0

Rozwigzujemy ten ukiad algebraicznie nastepujaco:

Odejmujemy rownania stronami i otrzymujemy rownanie z jedng niewiadoma:
X4yt =dx—4y-17=0

¥ty —4x+4y—-1=0

-8y —-16=0 |(-8)

y=-2

Wstawiamy do réwnania, np. pierwszego w ukladzie, i rozwigzujemy je, obliczajac x:
X +(=2) —4x—4(=2)-17=0

2—4x-5=0 (x-5)x+h=0 x=5 x=-1

Okregi przecinajg sie w punktach A(5;-2) i B(—1,-2).

Interpretacja geometryczna tego uktadu rownan
Przeksztalcamy oba rownania do postaci, z ktérej odczytujemy wspotrzedne srodka | promien;

(x=2) +(y—2) =25

(x=2) +(y+2) =9

Ukfad rownan I jest uktadem, ktorego oba réwnania opisuja okregi.

4. Rozwigzywanie uktadow rownan
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> Przyktad

2 2
Uktad rownan [(X_Z) +(y+‘t) = jest uktadem, ktorego jedno rownanie opisuje okrag, a drugie

parabole. Yok

Rozwigzujemy ten ukiad algebraicznie nastepujgco:

2 2 -4 P L
Zapisujemy ukiad w postaci: ‘X_ +y Sray=al=h

¥ —Ax+y =0
Drugie réwnanie odejmujemy od pierwszego i otrzymujemy rownanie: y* + y—20 =0, z ktdrego wyli-
czamy .
A=1+80=81 JA =9 y;=#=-5 ﬁ:%ﬂﬂl

Podstawiajgc do drugiego rownania y, = —5, otrzymujemy:
x2—-4x-5=0

A=16+20=136 JR = _4-6 P it

Podstawiajgc do drugiego rownania y, = 4, otrzymujemy:

X —4x+4=0 (X—2)2=D X=72
. _ _|x=2 |x=-1 [x=5
Otrzymalismy rozwigzania: i !
y=4 |y==5 |y=-5
Interpretacja geometryczna tego uktadu rownan:
(x=2) +(y+1) =25 Nz
¥ =—x*+4x 2

{=1:/-5)

TR S PR,

4.2. Zastosowanie uktadow rownan do rozwigzywania zadan tekstowych

Uktady rownan w zadaniach tekstowych w praktyce

4.2. Zastosowanie uktadow rownan do rozwigzywania zadarn tekstowych

Zadania tekstowe z wykorzystaniem ukladow réwnan bedziemy rozwigzywac w nastepujacych eta-
pach:

- analiza zadania,

- zapisanie ukladu rownan i jego rozwigzanie,

- sprawdzenie rozwigzania uktadu rownan z warunkami zadania,

- zapisanie odpowiedzi.

Przyktad

Michat ma w dwaoch kieszeniach 175 ztotych, Jesli z prawej kieszeni przetozy do lewej tyle pieniedzy, ile

byto ich w lewej kieszeni, to w prawej kieszeni bedzie miat o 15 ztotych wiecej niz w lewej. lle pieniedzy
miat Michat na poczatku w prawej, a ile w lewej kieszeni? >‘

¥
5
L
g
|
o
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> Rozwigzanie:

Dane zawarte w zadaniu zapisujemy w tabeli,

llos¢ pieniedzy w le-  llos¢ pieniedzy w pra- Zaleznosc¢
wej kieszeni wej kieszeni
Na poczatku X Y x+y=175
PoZniej 2X y—x y—x=2x+15
Zapisujemy ukfad rownan przedstawiajgcy zaleznosci wystepujace w zadaniu:
X+ y=175
y=x=2x+15
Rozwigzujemy uktad réwnar:
x+y=175 X+3x+15=175 x=40
y=3x+15 y=3x+15 y=3.404+15
sl
¥ =135
Sprawdzenie:
llos¢ pieniedzy w le- | lloS€ pieniedzy w pra- Zaleznosc
wej kieszeni wej kieszeni
”Na poczatku x =40 zt Y=135z} 40 +135=175
Pézniej 2x =80zt y —x =957z 95 = 80 + 15

Odpowiedz: Michat miat w lewe]j kieszeni o 40 z}, a w prawej 135 zf.

Przyktad

Stopiono dwa stopy cyny z miedzig i otrzymano 50 kilogramow stopu zawierajgcego 62% cyny. lle
wzieto pierwszego stopu, a ile drugiego, jesli w pierwszym stopie stosunek cyny do miedzi wynosi3: 2,
awdrugimto2:17

Rozwigzanie:

Wprowadzamy niewiadome: 3

x - waga w kilogramach pierwszego stopu o zawartosci cynyg

¥ - waga w kilogramach drugiego stopu o zawartosci cyny%

50 - waga w kilogramach otrzymanego stopu o zawartosci cyny 62%
Zapisujemy ukfad réwnan i wyznaczamy niewiadome:

x4y =50 x+y =50 —9x—9y =—450 X+y=50
%xq-%—y:t},ﬁz.f,g 9x+10y =465 9x+10y = 465 y=15
Stad: =0

¥=15

Sprawdzenie: 35415 =50, %-35+%~1 B=31

Odpowiedz: Nalezy stopic 35 kg pierwszego stopu i 15 kg drugiego stopu.

Przyktad

Tomek powiedziat do Kasi: ,Gdy ja bytem w twoim wieku, bytas ode mnie dwa razy mtodsza, a gdy ty
bedziesz w moim wieku, ja bede miat 24 lata". Oblicz, ile lat majg obecnie Kasia i Tomek.

Rozwigzanie:

Informacje podane w zdaniu przedstawiamy w tabeli.

4.2 Zastosowanie uktadéw rownan do rozwigzywania zadan tekstowych

‘=
= Wczesniej Obecny wiek Poiniej
% Tomek X ¥ 24
>
3 Kasia ix X y
= 2
=]
< . N 1
Réinica lat Tomka i Kasi > X Y- X 24 — x
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> Zapisujemy uktad rownan. Korzystamy z faktu, ze réznica lat Tomka i Kasi jest wielkoscig staifg.

2d—y=y—x
1 1
—X ==X
.y 2
Wyznaczamy niewiadomg y z drugiego rownania i podstawiamy do pierwszego.
24=2y—x 24 =3x—x X =1z
' 3 3 3
V=2 A= =5
X=12
Stad:
W1y =18
Sprawdzenie:
Wczesniej Obecny wiek Pdzniej
Tomek e iy | y=18 24
Kasia %x=6 X=12 y=18
Réznica lat Tomka i Kasi %x =6 y—x=86 24—x=6

Odpowiedz: Tomek ma 18 lat, a Kasia ma 12.

Przyktad

Miedzy miastami A | B kursuje autobus. Droga miedzy tymi miastami prowadzi przez wzgorze. Auto-
bus, jadac pod gadre, rozwija predkosc SDka, a jadac z gory - 75!%”. Ponadto wiadomo, ze podroéz
z miasta A do B trwa 2 godziny, natomiast z miasta B do A trwa 2 godziny 10 minut. Oblicz, ile wynosi
odlegtos¢ pomiedzy tymi migjscowosciami,

Rozwigzanie:

Wprowadzamy niewiadome i zapisujemy uktad réwnan.
PodrozzAdoB

x — dtugosc drogi ,pod gore” w kilometrach, gdy autobus ma predkosc 505@

h
y - dtugosc drogi ,z gory” w kilometrach, gdy autobus ma predkosc ?5-?
L= IS; - wzor pokazujgcy zaleznosc drogi, predkosci | czasu

5—% + % = 2 - zaleznosc dotyczaca czasu, gdy autobus jedzie z A do B

Podroz z Bdo A
x - dhugosé drogi ,z géry” w kilometrach, gdy autobus ma predkosc 751%1

y - diugosc drogi ,pod gdre” w kilometrach, gdy autobus ma predkosd Sﬂk?m

4.2. Zastosowanie uktadow rownan do rozwigzywania zadarn tekstowych

_ 10 1
2godz.10min=2—h=2-h
godz. 10 min 20 z
;—5+% = 2l — zaleznosc dotyczaca czasu, gdy autobus jedzie z B do A
ER R
50 1 75
x y 13
e
175 50 6 =
Pozbywamy sie utamkow, mnozac obie strony réwnan przez 150. =
3x+2y =300 %
(2x 43y =325 =
Mnozymy obie strony pierwszego rdwnania przez —2, a drugiego przez 3. Nastepnie dodajemy stronami, E
—bx—4y =—600 S = TS Y=ils =]
<

6x+9y =975 2x+3y =325 2x+3.75=325




>

x==50
Stad;
4 Lf:?f‘)
%+%=2 TH1=2
Sprawdzenie:
P 50,75 13 2,3_13
e & 4 E

Obliczmy odlegtosé miedzy A i B: 50 km + 75 km = 125 km
Odpowiedz: Odlegtos¢ pomiedzy A i B wynosi 125 kilometrow.

Przyktad
Pracownik w fabryce miat w ustalonym terminie wykonac 1350 jednakowych czesci, przy czym codzien-
nie wykonywat taka sama ich liczbe. Gdyby wykonywat codziennie o 5 sztuk mniej, to skoriczytby prace
o 3 dni péZnie|. Oblicz, w jakim terminie pracownik miat zakonczy¢ te prace oraz ile czesci dziennie miat
wykonywac.

Rozwigzanie:

Wprowadzamy niewiadome i zapisujemy uktad rownan.

x - planowana dzienna liczba czesci, x >0 ixeN
v - planowana liczba dni pracy, y >0iyeN

x—5 - dzienna liczba czesci przy mniej wydajnej pracy

y+3 - liczba dni pracy przy mniej wydajnej pracy

xy =1350

(x=5)(y+3)=1350

Rozwigzujemy ukiad rownan. Wyznaczamy y z drugiego rownania i podstawiamy do pierwszego:
lxy=135ﬂ xy =1350 [%x-B]x=135ID

3
+3x—5y—15=1350 ==X—3
v d Y75 y=%x—3

Rozwigzujemy pierwsze réwnanie; gxz —3x—1350=0

A= (—3)1—4%.(—1 350) = 3249, VA =57
yim L AE g D T R
3.3 9,2
5 5
Zapisujemy ukfad rownan i wyznaczamy niewiadoma y:
x=50 e
yi= §-5D-3 y=27

Sprawdzenie: 50-27 = 1350
Odpowiedz: Pracownik miat zakoriczyc te prace w ciggu 27 dni i wykonywac dziennie po 50 elementéw.

g
~ .
2 4.2. Utrwalamy wiedze
3
2 UKEAD ROWNAN Z DWIEMA NIEWIADOMYMI
=
-
il ; % i uktad rownan uktad réwnan
"ﬁ metoay rozwigzywani Zatanla £1r ] ]iﬂiDW}FCh kwadratowych
=
'?! —® metoda podstawiania ———® ukfad réwnan oznaczonych ~ @———
'E‘ —® metoda przeciwnych ———® ukfad réwnan nieoznaczonych @——
-g- wspeiczynnikow @  Uklad réwnan sprzecznych @
< @ metoda graficzna
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Funkcje



5.1. Funkcja i jej wtasnosci

Pojecie funkcji

| Funkcja f ze zbioru X w zbidr ¥ nazywamy przyporzadkowanie, w ktorym kazdemu elementowi zbioru
X odpowiada doktadnie jeden element zbioru ¥,

| Zbidr X nazywamy dziedzing funkcji, a kazdy element x zbioru X nazywamy argumentem funkcji.

| Zbidr ¥ nazywamy przeciwdziedzing funkcji. Kazdy element y zbioru ¥, ktory zostat przyporzgdkowa-
ny okreslonemu argumentowi x, nazywamy wartoscia funkcji fdla argumentu x | zapisujemy y = f(x).

Zbior ZW tych elementdw y nazywamy zbiorem wartosci funkgji.

Przyktad
Oblicz;
a) wartosc funkgji f(x) — x*—11x dla argumentu 3 -2,

b) argument, dla ktérego wartosE funkcji f(x) =% —12x+4 -4 WYynosi NG

Rozwigzanie:

an(ﬁ—Ji)=(J§—J§)a ~11(V3-+2)=3V3-9V2 +6y3-2V2 - 113+ 112 =-2\3

Odpowiedz: Wartosc te] funkcji dla argumentu N C ) WYynosi 243

b) Poniewaz f(x)= J5, otrzymujemy ¥9x? —12x+4 —4 = 5.
Zapisujemy wyrazenie pod pierwiastkiem jako (3x— 2)?, a nastepnie korzystamy z twierdzenia
Jo? = la, gdzie a € R. Otrzymujemy |3x —2|—4 = /5. Stad |3x — 2| = 4+ /5.
Po zastosowaniu definicji wartosci bezwzglednej otrzymujemy dwa réwnania:

Ix—2=44+5 c O
3% = 4++/5 +2 3x = —4 -5 +2
3x=6++5]3 3x=-2-+5}3
Wiecx:ﬁ-'_\g araz x = 245
3 3
Odpowiedz: Funkcja f przyjmuje wartos¢ /5 dla x = E’E’E orazx = —Z= 5,

Sposoby okreslania funkcji

Funkcje okreslamy za pomoca opisu stownego, tabelki, grafu, a takze wzoru lub wykresu.

Przyktad
Funkcje przedstawiono w postaci tabeli.

¥ |lalxlzllale|s
fal 1 | 2|13 | a| 5|5

Okresl dziedzine | zbior wartosci tej funkcji. Przestaw te funkcje za pomoca:
a) opisu stownego, b) grafu, C) WZoruy, d) wykresu.

Rozwigzanie:
D= {c:n, o2 3.4, 5}, W = {1, 2, 3, 4, 5, 6}

a) Kazdej liczbie ze zbioru {G, 12 3 4, 5} przyporzgdkowano liczbe o jeden wieksza.
o)

i
“n
2
=
L
)
L
=
T
=2
[¥]
o
=
=
i
L
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Of(x)=x+1dlaxe{0, 1 2 3, 4, 5}

d)
Vi
& -
5 ®
- ®
EX *
o '
1-#
0 R T t X

Wykres funkcji f : X — ¥ to zbidr wszystkich punktéw (x, y) takich, ze x € X i y = f(x).

Przyktad le x€(=2, 1
Narysuj wykres funkcji okreslone] wzorem f
xe(l, 4)
Rozwigzanie:
Rysujemy wykresy dwéch funkdji f,(x) = [x|i f,(x) = Jx w podanych przedziatach.
S o E—
i i

(1§}

¥ = flx)

Okreslanie dziedziny funkcji

Dziedzina funkcji jest zbior wszystkich argumentdw x, dla ktorych funkcja jest okreslona,

Przyktad
Okres| dziedzine funkgji f(x) = ++ Va4 —x.
Rozwigzanie: =3

Wartosci wyrazenia le 3 nie sg okreslone, gdy mianownik jest rawny 0. Wobec tego zapisujemy zato-

zenie x* —5=0, Stqu:@ixz—ﬁ.
Wartosci wyrazenia /4 — x sa okresdlone, gdy liczba podpierwiastkowa 4 —x jest nieujemna. Wobec
tegod—x =0, wiecx <4.

Zapisujemy dziedzine: x € (—oo, 4)K{~J§, Jg}

i
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o
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=
=
o
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i
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Miejsce zerowe funkcji

| Miejscem zerowym funkcji to kazdy argument, dla ktorego wartos¢ funkdji liczbowej jest rowna 0.
Funkcja moze miec wiele miejsc zerowych, ale moze rowniez nie miec ich wcale.

Przyktad

_ » , o X dia | <2

Wyznacz takie wartosci parametru m, dla ktorych funkcja okreslona wzorem f (x) =1
x*—m, da |x|>2

ma trzy rozne miejsca zerowe.
Rozwigzanie:
Funkcja f,(x)=|x| ma jedno miejsce zerowe x =0 w zbiorze —2 < x < 2.

Wobec tego funkcja fz(x) = x? —m musi mie¢ dwa miejsca zerowe: jedno znajdujgce sie w przedziale
(—m,—Z), adrugie w przedziale (2, m], bo wykres tej funkgji jest symetryczny wzgledem osi Y. Poniewaz
L(=2)=f(2)=4—m, zatem 4 —m <0, wigcm > 4,

Odpowiedz: Funkcja f(x) ma trzy miejsca zerowe dlam > 4,

5.2. Odczytywanie wtasnosci funkcji z wykresu

Dziedzina, zbidr wartosci i miejsce zerowe funkcji
Dziedzine, zbidr wartosci i miejsce zerowe funkcji mozna odczytac z wykresu.

| Dziedzina to zbidr wszystkich wartosci x, ktérym mozna przyporzadkowad punkt na wykresie funkgji
(odczytujemy na osi X).

| Zbiér wartosci (odczytujemy na osi ¥) to te wszystkie wartosci y, ktérym mozemy przyporzadkowac
punkt na wykresie funkcji.

| Miejsce zerowe jest rowne wspétrzednej x punktu przeciecia wykresu funkgji z osig X.

Przyktad
Na podstawie wykresu funkcji okres| jej dziedzine, zbidr wartosci | miejsce zerowe.
; o :
H 4..
? y = fix)
: .2.._

el |

5 4 B D —'1'53’/- N\ 3 4 5

Odpowiedz: D, = (—6, 3), ZW = (—2, 3), miejsca zerowe x; =—1,x, =2.

Monotonicznos¢ funkcji

| Funkcje nazywamy rosnaca, gdy dla dowolnych x,,x, € X takich, Zze x, < x,, spetniony jest warunek
Flx)<f(x)

| Funkcje nazywamy malejaca, gdy dla dowolnych x,, x, € X takich, ze x, < x,, spetniony jest warunek
fx)> 7 (xa).

| Funkcje nazywamy statq, gdy dla dowolnych x,.x, € X spetniona jest réwnosc f(x,)= f(x,).

| Funkcje nazywamy niemalejaca, gdy dla dowolnych x,, x, € X takich, ze x, < x,, spetniony jest waru-
nek fﬁx,l) < f(x,).

| Funkcje nazywamy nierosnaca, gdy dla dowolnych x,, x, € X takich, ze x, < x,, spetniony jest warunek

fx)= f(x)



> | Funkcjami monotonicznymi nazywamy funkcje, ktére sg rosngce, malejgce, nierosnace, niemalejgce
i state.

Przyktad
Wykaz, ze funkcja f (x) =::ﬁ jest rosnaca w przedziale (—oo, —3).

Rozwigzanie:

Niech x,,x, € (=00, —3)ix, <X, Wowczas f(x;)= jié iffxs )= j‘;;
1 2
Badam znak réznicy f(x,)— f(x,)
_5=2 x-2_ (x,=2) (3 +3) = (x, = 2) (%, +3)
X +3  X+3 (x,+3)(x, +3)

Po opuszczeniu nawiasow i redukcji wyrazow podobnych otrzymujemy:
_ ke B — B — 605 301 2% 16

Otrzymujemy: f(x,)— f(x)

flx)=f(x)= (x,+3)(x, +3)
F0)=100) =T
5(3'-'1“‘)‘1)

f(x'-.)_' f(xz) = (}ﬁ +3)(Xz "|"3)

Poniewaz x,—x, <0, x,+3<0orazx,+3 <0, to f(x1)_f(x2) _ 5()(1 ”xz)

(x,+3)(x, +3)

< 0.

Wobec tego funkgja jest rosngca w tym przedziale,

Najwieksza i najmniejsza wartosc funkcji

Na podstawie wykresu mozemy rowniez odczytac argumenty, dla ktorych funkcja przyjmuje dang war-
tosc, na przyktad wartosc najwieksza lub najmniejsza, wartosci dodatnie czy ujemne, a takze wartosci
z okreslonego przedziatu liczbowego.

Przyktad
Okresl, dla jakich argumentdow wartosci funkgji przestawionej na wykresie sg wieksze od —4 | mniejsze
od 4.
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> Rozwigzanie:
Rysujemy w uktadzie wspotrzednych proste y=—4 | y = 4. Odczytujemy argumenty, dla ktérych war-

tosci funkeji naleza do przedziatu (—4, 4).

gn

- - £ O O O -
-544—3-2-1;3 1 » 3 4 5 J6 7 8 oX
o M
—t.
; yx—4

! /

Odpowiedz: Wartosci funkcji spetniajg warunek —4 < f(x) < 4 dla x € (=2, 2)u(4, 8).

Wtasnosci funkcji

Przyktad
Z wykresu funkcji odczytaj je] wtasnosci.
v A
5
44 | | 5
o 3+— t
/
= &
1 L3 &
+ i et + -
4 B8 2 Y 1.2 2 1 § 6X
| eri el | |
2
3

Rozwigzanie:

a) Dziedzina funkcji: D; = (—oo,—1)u{0}u(1, ).

b) Zbiér wartosci funkcji: ZW = (-1, 4).

c) Miejsca zerowe funkji: x € (-2, —1) oraz x =2.

d) Argumenty, dla ktérych funkcja przyjmuje wartosci dodatnie: x € (—oo, —2)U{0, 1}U(2, oo).

e} Argumenty, dla ktorych funkcja przyjmuje wartosci ujemne; x € (1, 2).
f) Maksymalne przedziaty monotonicznosci funkgji:
- funkgja rosnaca dla: x € (1, 6),
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- funkcja malejaca dla: x € {0, 1},
- funkcja stata dla: x € (—m, -2 e {—2. - 1> ixe (E,m:.).

g) Najwieksza wartosc funkgji: nie przyjmuje tej wartosci.
h) Najmniejsza wartosc funkgji: nie przyjmuje tej wartosci.
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Ztozenie funkcji
Jezeli dane sa dwie funkcje f: X =V ig:¥ — Z, to mozemy okreslic trzecig funkcje h: X — Z taka, ze
h(x)=g(f(x)). Funkcje h nazywamy superpozycjg lub ztozeniem funkcji fi g oraz oznaczamy h=gof.

Funkcje f nazywa sie funkcjg wewnetrzna, a funkcje g - funkcjg zewnetrzna. Ztozeniago f i fog sa na
0got réznymi funkcjami.

Przyktad
Dane sa funkcje f(x) =2x+1 ig(x) = x* —2. Wyznacz wzdr funkcjih=go forazm=fog.

Rozwigzanie:
Wyznaczamy ztozenie funkcji: h=geo f

h(x)=g(f (x))=(2x+1) —2=4x* +4x—1

Wyznaczamy ztozenie funkcjim=fog

m(x)=f(g(x))=2(x*-2)+1=2x*-3

Odpowiedz: Wzorem funkgji h = go f jest h(x) = 4x* +4x—1 a funkcjim = fog jest m(x)=2x* -3,
Przyktad

Furkcja h okreslona jest wzorem h(x) =log(5—3x). Funkgja ta jest ztozeniem funkcji g o f. Okres| funk-

cje fi g. Podaj dziedzine kazdej z nastepujacych funkcji: f, g i h.
Rozwigzanie:
Skoro h(x)=g (f(x)) | h(x)=log(5—3x), to funkcjg zewnetrzng jest g(y)=log y, a funkcja wewnetrzna

jest y = f(x)=5-3x.
Dziedzing funkdji f jest x € R. Dziedzing funkcji g jest: y = 0.
Wyznaczamy dziedzing funkcji h. Jest ona czescig wspding zbiordw x e Ri y > 0.

Warunek y >0 zapisujemy jako 5—3x >0, stad x < 1% (poniewaz funkcja h jest funkcja zmiennej x).

Dziedzing funkgji h(x) jest zbidr x € [—m, 1%]

5.3. Funkcja liniowa

Pojecie funkcji liniowej
| Funkcja liniowa nazywamy funkcje f okreslong wzorem f(x) =ox+bdlaxeR, gdziea,beR.
Liczbe a nazywamy wspotczynnikiem kierunkowym funkcji.
Na przyktad: fix) = 7x -3, fix)=3, f(x) =9 - x
Dziedzing funkcji liniowej jest zbior IR, a zbiorem wartosci tej funkgji jest zbior R dla g # 0.

Dla a = 0, zbiorem wartosci funkgji liniowej jest.

| Wykresem funkcji liniowej f(x) = ax + b jest prosta, ktéra przecina 0s ¥ w punkcie o wspdtrzednych
(0, b).
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Monotonicznos¢ funkcji liniowej

Monotonicznosc¢ funkgji liniowej:

1. Jezelia = O, to funkgja liniowa 2. Jezeli g < 0, to funkgja linio- 3. Jezeli @ = 0, to funkgja linio-
jest funkcjg rosnaca. wa jest funkcjg malejaca. wa jest funkcjg stata.
Vi VA Y
a=0
g0 11 11 a0 11

Przyktad

Dla jakich wartosci parametru m funkcja okreslona wzorem f (x) =
Rozwigzanie:

Wspotczynnik kierunkowyz_Tm musi byc liczbg dodatnig, aby funkcja byta rosngca.

2—m

X+ 2 jest rosngca.

2—m

Zapisujemy >0, wiec (2—m)m > 0. Nieréwnos¢ ta jest spetniona dla m € (0, 2).

Miejsca zerowe funkcji liniowej

Abywyznaczyc miejsce zerowe funkji f(x) =ox+b, przyréwnujemy jej wartosc da liczby 0: ax+ b =0,
skad ax = -b.

1. Dla @ # 0, funkcja liniowa ma 2.Dlaa=0,b=#0, funkcja 3.Dlaa =0, b=0, funkcja
jedno miejsce zerowe: liniowa nie ma miejsc liniowa ma nieskonczenie
= zerowych. wiele miejsc zerowych (kaz-

a vi da liczba rzeczywista jest jej
v ! migejscem zerowym).

1 y=bb>0 v

o
Pty
o |

T | v=bb=0

el |

| y=bb<o

Przyktad
Miejscem zerowym funkgcji jest liczba V2,2 wykres przecina 0s ¥ w punkcie o wspotrzednych (G, —ﬁ)
Napisz wzor te] funkgji.

Rozwigzanie:

Wykorzystujemy informacje o tym, ze do wykresu nalezg punkty (D, *ﬁ) i (\E, D). Zapisujemy uktad
—~B3=a.0+b _ b=—3

rownan . Otrzymujemy J6 -
O=a-2+b a=—

2
Zapisujemy wzér funkcji: y = %x ol

OdpowiedZ: Warunki zadania spetnia funkcja o wzorze y = —Zﬁux NEY




Proste réwnolegte

| Wykresy funkji liniowych o wzorach f(x)=ax+b, oraz g(x)=a,x+b, sa prostymi réwnolegtymi
wtedy, gdy funkcje majg jednakowe wspotczynniki kierunkowe (@, = a,).
Przyktad
Podaj wzor funkcji liniowej, do ktdore] wykresu nalezy punkt A = (3, —3#5), a prosta bedaca je] wykre-
sem jest réwnolegta do prostej bedacej wykresem funkgji y = (JE—-\E)X—B.

Rozwigzanie:
Okreslamy wartos¢ wspotczynnika kierunkowego funkcji: g, = a, = NN )

Zapisujemy wzdr funkcji: y = (Jé—ﬁ)x +b

Wyznaczamy wartos¢ wspdtczynnika b, korzystajgc z faktu, ze do wykresu funkcji nalezy punkt
Ao wspétrzednychx =31y =—32, Otrzymujemy —32= (Jﬁ—ﬁ)-3+tﬂ, skad b = —36.

Odpowiedz: Prosta bedaca wykresem funkcji y = (JE—\E)X—BJE spetnia warunki zadania.

Proste prostopadte
Wykresy funkcji liniowych o wzorach f(x)=ax+b, oraz g(x)=a,x+b,) sa prostymi prostopadtymi

wowczas, gdy wspotczynniki kierunkowe spetniajg warunek: a,-a, = —1.

Przyktad
Napisz wzor funkgji liniowej, do ktérej wykresu nalezy punkt A= (JE_:: - ‘1). Ponadto wiadomo, ze prosta

bedaca wykresem jest prostopadta do prostej bedacej wykresem funkcji y = —J5x+6.

Rozwigzanie:
Obliczamy wartosc wspotczynnika funkgji, ktorej wykres jest prosta prostopadta.

1 1 A5

,D',]:——z——,_,—__

a, 5 5

Zapisujemy wzor funkcji: y = —V;E—x +b
Wyznaczamy wartos¢ wspotczynnika b, wykorzystujac informacje, ze punkt A o wspotrzednych x = NG

i ¥ =—1nalezy do wykresu. Otrzymujemy —1 =—§w"§+b. wigc b =-2.

V5

Odpowiedz: Wykres funkcji y :?x —2 spetnia warunki zadania.

5.4. Funkcja kwadratowa

Pojecie funkcji kwadratowe]j

| Funkcjg kwadratowa nazywamy funkcje f okreslong wzorem f(x) =ax*+bx+c dla xR, gdzie z
a,b,c € B. Wykresem funkcji kwadratowe] jest parabola. %
=
Jezelia >0, to parabola ma ramiona skierowane do gory, a jezelia < 0, to parabola ma ramiona skiero- g
wane do dotu. Wspotczynnik ¢ wyznacza punkt przeciecia wykresu funkcji z osig Y. ™
Wyrdznik tréjmianu kwadratowego: A = b* —4ac E
=
Jezeli A >0, to funkcja ma dwa miejsca zerowe: x, = ﬂ, X, = ﬂ ]
2a 2a
Jezeli A =0, to funkcja ma jedno miejsce zerowe: x, = ;—S.

Jezeli A <0, to funkcja nie ma miejsc zerowych.,
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Wzory funkcji kwadratowe]

Funkcje kwadratowa mozemy zapisac w postaci:

a) ogolnej b) kanonicznej ¢) iloczynowe]
f(x)=ox*+bx+c, f(x]:a(x_p)j_]_qj e f(x)=a(x—x)(x—x), a=0
a=0 _=h.. A A=0

P=%a"9" 4g

f(x)=a(x=x),a=0A=0

Szkicowanie wykresow funkcji kwadratowe]

Przyktad
Naszkicuj wykres funkcji kwadratowej f(x) = —i—x;’ + —j:x -3, xeR.
Rozwigzanie:
Sprawdzamy, czy funkcja ma zniejsca zerowe,
: e 9 3 225 15
Obliczam roznike A=|=| —4.=.(-3)=— A =2
SRARE [4] A 4
Paniewaz A = 0, to funkcja ma dwa miejsca zerowe:;
_9_15 9 18
;'c._=—‘dr 4 =—-"Jr,}ag=—‘d 4=
7.2 © 22
4 4
Obliczamy wspotrzedne wierzchotka:
2 225
4 16 11
p=—>t=-3,q= s
5. 3 2 n 2 16
4 4

Zaznaczamy w uktadzie wspotrzednych miejsca zerowe funkcji oraz punkt, ktory jest wierzchotkiem
paraboli. Szkicujemy wykres funkgji:

\_ B4 /

\ 4

4 ]

8, ]
=
¥
¥
=
T
—
ok
T
o

[y

= 5

i

!

=

m

E Przyktad

-, 7

= Naszkicuj wykres funkcji kwadratowej f(x) = —Z[X —~—] +2.

£ Rozwigzanie: 2

.

= Odczytujemy ze wzoru wspoétrzedne wierzchotka paraboli: %;2]
Przeksztatcamy wzér do postaci ogélnej: f(x) = —2x* + 2x —!—%
Obliczamy wyréznik: A = 22 —4~(—2)% =4412=16

—2-4 1 _-2+4 3

Obliczamy miejsca zerowe: x, =

53 20 2[5 2
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> Szkicujemy wykres funkcji:

i = —1/;-" 1\.& 3 o4 5 X
2

; 1
jx]=—2x 1) H2
2

Najmniejsza i najwieksza wartos¢ funkcji kwadratowej w przedziale

Przyktad

Oblicz najmniejsza i najwieksza wartosc funkgji f(x): —5x? +?x—l w przedziale:
a)(-12) b) (1,4) 3
Rozwigzanie:

a) Sprawdzamy, czy wierzchotek nalezy do przedziatu:

~1,2)

:_...._..“ =—
g 2(-5) 10 (
Poniewaz a < 0, funkcja przyjmuje wartosc najwiekszg w wierzchotku:
2
7 7 7 1 7
= plfe ) g e s
f[m] [m T8 3 B0

Obliczamy wartosci funkcji na koncach przedziatu:

F(=N)==5-(=1f +7 -(—1)—% =—12% f(2)=-5-22 +?-2—%= —5%

Wartosc najwieksza w przedziale wynosi 2%, a najmniejsza to —1 2%_

b) Wierzchotek nie nalezy do przedziatu, zatem obliczamy wartosci funkeji na korficach przedziatu:

sttt Vs T R
Fll==a i+ Td-o=1 f(4)==54+74-2=-523

Wartosc najwieksza w przedziale wynosi 1%, a najmniejsza —52%.

Przyktad
Wyznacz wzor ogolny funkgji kwadratowe| na podstawie wykresu.

\ '
\ ]
bl |
1
i 1 -
-5-—3-21;3’ 1 2 3 4 §X
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3
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> Rozwigzanie:
Z wykresu odczytujemy miejsca zerowe x, =—4, x, =—11 zapisujemy wzor funkcji w postaci iloczyno-

wej f(x)=a(x+4)(x+1).
Wstawiamy do wzoru wspoétrzedne punktu przeciecia wykresu z 0sig V(D;E»)i obliczamy wartosc a:
3
0+4) 0+ =6a==
a(0+4)(0+1)=60=3

Wz6r funkgjic f(x) =§~(x+4)(x—1—’l] =§x‘2 —f—%x +6

5.5. Funkcja a zagadnienia geometryczne i fizyczne, kontekst praktyczny

Funkcje w zadaniach z kontekstem praktycznym

Funkcje liniowe | kwadratowe stosujemy do interpretacji zagadnien geometrycznych, fizycznych oraz
umieszczonych w kontekscie praktycznym.

Przyktad
Funkcja f(x) = 2x +5 przedstawia koszt przejechania x kilometréw w korporacji takséwkowe| F, a funk-

cja g(x)=3x+1-w korporacji G.

Sporzadz w jednym uktadzie wspotrzednych wykres tych funkcji i odpowiedz na pytania.
a) Po przejechaniu jakiej liczby kilometrow koszt w obu korporacjach bedzie taki sam?

b) lle kilometrow mozna przejechac w kazde| z korporacji za 50 z4?

Rozwigzanie;

'

s liczba zfotych

! ‘]5 - 1 : / I

R

1oL
- E
5
g-‘ ‘]‘] -
=
= {101
2 fix)
2 9
ey
[E}
: P
g /
2 7T
il EBix
. 6t J
=
= :
=
r
S 4
o 5 '
E : .8
al
o 2
e
g =
= liczba kilometrdw
m } + + f
& U1 0 3 4 & 6 7
o]
= a) Po przejechaniu 4 kilometrdow.
= b) Karporacja F; 2x+5=50 2x =45 x =225 km
=

_ 1
Ej—, Korporacja G: 3x+1=50 3x =49 Xi= 16g km
A
Przyktad

Firma produkcyjna sprzedaje swoje wyroby po 200 zt za sztuke. Na catkowity koszt produkcji w miesig-
cu sktadajq sig koszty state w wysokosci 10 tysiecy zti koszty wyprodukowania jednego wyrobu 50 zt,
a) Jaki jest wzor funkgji opisujgcej koszt carkowity?

b) lle trzeba sprzedac wyrobow w miesigcu, aby firma przyniosta zysk?

c) lle wyrobdw musi sprzedac firma, aby zysk byt rowny przynajmniej 2 tysigce z?
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> Rozwigzanie:
a) Wzor funkeji: K (x) = 10000+ 50x, x - liczba wyrobdw
b) 200x > 10000+ 50x
150x = 10000
2
X > 66 3
Nalezy sprzedac 67 wyrobow.
) 200x —50x = 10000+ 2000
150x = 12000
X >80
Nalezy sprzedac ponad 80 wyrobow.

Przyktad

Dana jest funkcja h(t) = —5¢% +50¢, gdzie t oznacza czas w sekundach, a h opisuje wysokosc w metrach,
jaka osiagnie ciato wyrzucone pionowo w gare.

Oblicz:

a) po jakim czasie ciato osiggneto maksymalng wysokosc i ile ona wynosi,

b) po jakim czasie od chwili wyrzucenia ciato spadnie na ziemie.

Rozwigzanie:
a) Obliczamy wspotrzedne wierzchotka paraboli:
B :
t,=——==5(s h(5})=-5.5"4+50-5=125{m
=) (s) (5) (m)

Po uptywie 5 sekund ciato osiggnie wysokos¢ 125 metrow,
b) Obliczamy miejsca zerowe funkgji:
~5t2 4+50t =0 =10t =0 t=0Ilubt=10
Po 10 sekundach od momentu wyrzucenia ciato spadnie na ziemie.

Przyktad

Jakie wymiary ma prostokatna dziatka, ktorg mozemy ogrodzic siatkg o dtugosci 100 m, zostawiajgc4 m
na brame, tak aby miata jak najwieksze pole powierzchni? lle wynosi to pole?
Rozwigzanie:

Oznaczamy boki dziatki przez a i b, wtedy:

2(a+b)=100+4

a+b=>52

b=52—a

Opisujemy pole dziatki P = a- b jako funkcje boku a:

P(a)=a(52-a)

P(a)=—a*+52a

Obliczamy wspotrzedne wierzchotka paraboli:

-52
a,=——=26[(m
W _2 [: }

P(26)=—26%+52-26 =676 (m?)
b=52—-26=26(m)
Dziatka jest kwadratowa o boku dtugosci 26 m i polu réwnym 676 m?,

5.6. Szkicowanie wykresow funkcji y = f(x —a), y = fix) + b, y = — f(x),
y =ﬂ—X), Y= I.ﬂx)l
Szkicowanie wykresow funkcji
Majgc dany wyjsciowy wykres funkgji f(x), mozemy naszkicowad wykresy funkgji:
aly= f(x)-i— b, przesuwajgc wykres funkcji f(x) wzdtuz osi OY o b jednostek
b) y = f{x—a), przesuwajac wykres funkgji f (x) wzdtuz osi OX o @ jednostek
¢) y =—f(x) odbijajac symetrycznie wykres funkgji f(x) wzgledem osi OX
d) y = f(—x), odbijajac symetrycznie wykres funkcji f(x) wzgledem osi OY
e) y= ‘f{x}| odbijajgc symetrycznie czes¢ wykresu funkcji f(x) lezacej ponizej osi X wzgledem osi OX >

[0l

Sy =

flx) + b,y =—flx).y

flx—a),y
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> Przyktad

Dany jest wykres funkcji f( )— x* + x—6. Naszkicuj w jednym uktadzie wspotrzednych wykresy funkgji

y=-f(x)oraz y = f(-x).
Rozwigzanie:
Zaznaczamy w ukladzie wspdtrzednych wykres funkgji f(x) =x*+x-6.

A=14+24=25
-1-5
i :—:'—3
: 2
—1+5
:—=2
£ 2
L=
femr s
1 1 1
___-——uﬁ_-ﬁ—
=1 3
Szkicujemy wykresy funkgji y :—f(x] oraz y = f(—x).
L
54
44
-
11
K 4 . 4 4 0

- Ift0)
—~
f

Lo

- A

2l N F

L NN

AR /R

Il

=5

- Przyktad

% Dany jest wykres funkgji f ()= x* —4. Naszkicuj w uktadzie wspétrzednych wykres funkgji y = ‘f(x)‘

> Rozwigzanie:

= Zaznaczamy w ukladzie wspditrzednych wykres funkcji f{x)=x’—4 i szkicujemy wykres funkdji

- =/ ()| o |

EX \ v b

= | | | ¢! :

E W= [ftx) \ ) :

=

3 s /

=

i i 4 1

g 5 4 B K 10 IR
133 L |

fixl=x—4
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5.7. Proporcjonalnos¢ odwrotna
Proporcjonalnos¢ odwrotna i wielkosci odwrotnie proporcjonalne

| Proporcjonalnoscia odwrotng nazywamy funkcje postaci f(x] = % x>0,a>0.

| Wielkosciami odwrotnie proporcjonalnymi nazywamy wielkosci x i y, gdy spetniona jest zaleznosc
x-y=a,a>0,

Stata o jest wspotczynnikiem proporcjonalnosci.
Wykresem proporcjonalnosci odwrotnej jest jedna gatgz hiperboli,

Przyktad

Siedmiu pracownikow wykonuje pewng prace w ciggu pieciu osmiogodzinnych dni roboczych.

W jakim czasie te sama prace wykonatoby trzech pracownikow, pracujac z ta sama wydajnoscia?
Rozwigzanie:

Obliczamy iloczyn: 7.5 =35

Zapisujemy wzor funkgji: f(x) = =
%
| y _ 35 3
Obliczamy wartos¢ dla argumentu 3: f(3) = = 1 ’Ig dnidwki

Dbliczamywartoéé%dnic’:wki: %-8=1§—_~5% h =5h 20 min

Trzech pracownikéw pracowatoby 11 dni 5 godzin i 20 minut.

Przyktad

Dane sg wszystkie prostokaty o polu powierzchni rownym 20 i bokach x i y.

a) Wyznacz wzor i narysuj wykres funkcji opisujgce] dtugosc boku y w zaleznosci od ditugosci boku x.
b) Wypisz wszystkie pary(x,y) liczb naturalnych, dla ktérych pole prostokata jest réwne 20,

Rozwigzanie:
a) Wyznaczamy proporcjonalnosc odwrotng opisujaca zaleznosc pomiedzy bokami prostokata:
K=
20
y=—; %y >0
X
Szkicujemy wykres:
vk
EN \
15
A
- &
il
Gl M
C ™
N £
(=]
i S
el
3l &
- e :
™
1 K “‘-""'--—- -.5-.
. | g..
-1 4 2 3 4 5 6 7 8 9 1p A £
'1I 3
~
[%a

b) Pary liczb {(1,20),(2,10),(4,5).(5.4),(10,2),(20,1)}
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5.8. Funkcja wyktadnicza i logarytmiczna

Funkcja wyktadnicza i logarytmiczna w zadaniach

| Funkcja wyktadnicza opisana jest wzorem f(x): a*, gdziea > 0.
Wykresem funkcji wyktadniczej jest krzywa, ktora zawsze przecina os OY w punkcie 1.
Przyktad

Naszkicuj w jednym uktadzie wspétrzednych wykresy funkgji f(x) =2 oraz g(x) = I—;-] :

Rozwigzanie:
Rysujemy tabelke dla obu funkgji:

X -2 -1 0 1 Z
1 1
1 1

Szkicujemy wykresy:

=1
|
=
d

g0 = (

L

|

]

|

=

o
Lo
£ =

=Y

i -

Przyktad

Stwierdzono, ze liczba bakterii w pewnym doswiadczeniu podwaja sie w ciggu godziny.
Wiedzac, ze na poczatku byto 200 bakterii:

a) napisz wzor funkcji opisujacej liczbe bakterii po uptywie czasu f,

b) oblicz liczbe bakterii po uptywie 4 godzin od poczatku doswiadczenia,

¢) oblicz, po jakim czasie liczba bakterii wyniesie 204 800.

Rozwigzanie:

a) Wzor funkgji: f (t) = 200.2"

b) Obliczamy wartos¢ funkji dla argumentu 4: f(4)=200.-2* =200-16 = 3200

¢) Obliczamy argument dla wartosci funkcji 204 800:
204800 = 200-2' 2'=1024 i =" t=10
Funkcja logarytmiczna opisana jest wzorem f (x) =log, x, gdziea>0,a=1x>0.

Wykresem tej funkcji jest krzywa, ktora zawsze przecina os OX dla argumentu x = 1.

Przyktad
Naszkicuj w jednym uktadzie wspétrzednych wykresy funkgji f{x) =log, x

oraz g(x)=log, x.
2

Rozwigzanie:
Rysujemy tabelke dla obu funkgji:

m
=
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i
4
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S
m
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=
m
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> Szkicujemy wykresy:

Ky =
-
N k|

-
=

f{x}‘ = I-:jé,_-. y
_.F.."‘...."....

2§

8lx 2 —

Przyktad
Oblicz wiek znaleziska, w ktérym zawartosc izotopu “C jest réwna 60%.

Rozwigzanie:
r
F
Korzystamy ze wzoru m:mﬂ~[;—] , gdzie m, — poczatkowa masa probki, m — koncowa masa praébki,
r — wiek znaleziska.
T =5700 lat
60% = 0,6 zatem m = 0,6m,

5700
Otrzymujemy réwnanie 0,6m, = m, [%] , ktére po skroceniu przez m, rozwiazujemy, logarytmujac
obustronnie:

1o
log(,6 = Eog{—
2
t
log0,6 =——10g0,5
Seal T
t _log06
5700 log0,5
log(,6
t=5700-———
log0,5

Wartosci log0,6 oraz log0,5 obliczamy, korzystajac z kalkulatora logarytmaow:
t = 5700.0,73 =~ 4161
Znaleziska ma ok. 4161 lat.
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5.9. Utrwalamy wiedze

sposob opisu zatozenie przeksztatcenie
funkgji funkgji wykresu

X

FUNKCIJE

v

funkcja liniowa
|

wiasnosci funkcji

funkcja kwadratowa —® dziedzina funkgji
| —@ zbiér wartosci
funkeja f(x)=3 —® miejsce zerowe
| —@ monotonicznosé
funkcja wyktadnicza —@ wartosci dodatnie
1 i wartosci ujemne
—@ wartosc najwieksza

funkcja logarytmiczna ; ey (e
J g ?' I wartosc nmmme;sza

5.9. Utrwalamy wiedze

@
p—
(¥}
=
3
=]
T
T







=
@
iy
L]
>
X
IS
@
Q
s
Pl
=
3
o
=
L
a
o
e
o
(=9
=
o

98

6.1. Pojecie ciggu. Wzor ogdlny ciggu

Pojecie ciagu

| Ciggiem nazywamy funkcje okreslong w zbiorze liczb catkowitych dodatnich. Wartosci tej funkgji dla
kolejnych liczb catkowitych dodatnich nazywamy wyrazami ciggu.

Na przyktad:
Ciag liczb naturalnych, ktdre przy dzieleniu przez 4 daja reszte 1: 1, 5, 9,13, 17, 21, ...
Ciag szescianow liczb catkowitych dodatnich: 1, 8, 27, 64, 125, ...

ool —

Cigg kolejnych poteg liczby % o wyktadniku naturalnym: 1, ! %

2

Cigg skonczony

| Jedli dziedzina ciggu jest zbidr {'i, L3 k}, to cigg jest ciggiem skonczonym k-wyrazowym. Ciag
oznaczamy wowczas nastepujaco: (ay,a,,0s,..0, ) (bybubs,...b,) (a,), gdzie ne{12,..k}; (b,), gdzie
ne{12,...k}.

Ciag nieskonczony

| Jesli dziedzing ciagu jest zbidr liczb naturalnych dodatnich, to ciag jest ciggiem nieskonczonym. Ciag
0znaczamy WGWCzas nastepujaco: (a,,,,a5,...) (b, by, bs,...) (a, ). (b,).

Trzy kolejne wyrazy ciggu {an) mozemy zapisacC: a,, @,,, @,.., gdzie neN_ lub a,_, a, a.., gdzie
neN i},

Ciag liczbowy

| Ciggiem liczbowym nazywamy ciag, ktdorego wszystkie wyrazy sa liczbami rzeczywistymi.

Sposoby okreslania ciggu

Ciag mozemy okreslic w nastepujacy sposob:
1. za pomocg opisu stownego,

2. za pomoca wykresu,

3. poprzez wypisanie jego wszystkich wyrazaw (dla ciggu skoriczonego) lub kilku poczatkowych wyra-
zOow ciggu pozwalajacych zauwazyc prawidtowosc wiasciwg dla tego ciagu,

4, za pomoca wzoru ogdlnego ciagu,

5. za pomoca wzoru rekurencyjnego ciagu.

Przyktad
Cigg liczb naturalnych mniejszych od 12, ktére przy dzieleniu przez 3 dajg reszte 2, okres| nastepujgco:

a) poprzez wypisanie jego wszystkich wyrazow,

b) za pomocg wykresu.

Rozwigzanie:

a) Szukamy liczb mniejszych od 12, ktore sg o 2 wieksze od wielokrotnosci liczby 3. Sa to liczby: 2, 5, 8,

11. Cigg jest ciggiem skonczonym i ma cztery wyrazy:a,=2,a,=50,=80,=11.

b) Rysujemy wykres ciggu w ukfadzie wspotrzednych. Pamietamy, ze pierwszy wyraz ciggu jest rowny
2. Stad wspotrzedne pierwszego punktu to ('L 2). Drugi wyraz jest rowny 5. Stad wspotrzedne punk-

tu sg rowne (2, 5)_ Trzeciwyraz to 8, a wiec wspotrzedne punktu wynosza (3, 8). Czwarty wyraz to 11.

Zaznaczamy wiec punkt o wspétrzednych (4, 11).
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Wzor ogoélny ciggu

| Wzorem ogélnym ciagu nazywamy wzdr pozwalajacy obliczyé kazdy wyraz ciggu i majacy te wia-
snosc, ze kazdy wyraz tego ciggu jest uzalezniony od numeru tego wyrazu.

Na przyktad dla ciagu liczb naturalnych, ktore przy dzieleniu przez 3 daja reszte 1, wyrazem ogolnym
jest.a, =3n-2, gdzieneN .

Przyktad

f=1
Oblicz pie¢ poczatkowych wyrazéw ciggu nieskoriczonego (a,) o wyrazie ogélnym a, = (\E) -
Rozwigzanie:

onczany (2] <10, ('~ B~V -2, () 22 ~(2] 4

Odpowiedz: PieC poczatkowych wyrazow tego ciggu to: 1, ¥2,2,242, 4.

Przyktad

Dany jest cigg nieskonczony (r:r_,,) 0 wyrazie ogolnym a._ = 13§+31. Wypisz wszystkie wyrazy dodatnie
tego ciggu.

Rozwigzanie:

3N+ 2

Kazdy wyraz tego ciggu to utamek 0 W ktorym licznik 3n+ 2 jest dodatnidlan> 1.

Aby caty utamek byt dodatni, musi by¢ dodatni mianownik tego uramka.
Wobec tego nierownosc: 10—3n > 0 jest spetniona dlan < 3%.

Stad wynika, ze dodatnie sg tylko trzy poczatkowe wyrazy ciggu, tzn. wyraz pierwszy, drugi i trzeci.

31+2 5 3:242 8 : 3-:3+2 11
= —, ..._.:2 = == —11
“Sq0-37 7 2 10-32 4 - % 033 1
T : : ; an42 - G 5
Odpowiedz: W ciggu o wyrazie ogolnyma, = T wyrazami dodatnimi sg: a, = ? = ig=1

Przyktad
Uzasadnij, ze zaden wyraz ciagu a, = (5n—8)(n+ 3) nie jest réwny 0.

Rozwigzanie:
Przypuscmy, ze ktorys z wyrazéw jest réwny 0. Zatem: g, =0, czyli (5n—8)(n+3) =0

Otrzymujemy rownania: 5n—8=0 lubn+3=0
Stad: n:’l% lubn=—

Zadna z tych réwnosci nie jest prawdziwa, poniewaz n € N, (jest numerem wyrazu ciggu). Wobec tego
w ciagu o wyrazie ogolnym a, = (5n-8)(n+3) nie ma wyrazéw réwnych zero.

>
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> Przyktad

lle wyrazow ciggu (an) 0 wyrazie ogolnym g, = n* —7n—>5 jest mniejszych od 257

Rozwigzanie:
Sprawdzamy, ktére wyrazy ciagu (a,) sa mniejsze od 25, czylia, < 25.

Otrzymujemy nierdwnosé: n* —7n—5 < 25
Rozwigzujemy nierownosé kwadratowg: n° —7n—30 <0 i obliczamy A =169

Wyznaczamy pierwiastki: n, = % =-3im= # =10

—WU X
Otrzymujemy rozwigzanie nierdwnosci: n e (—3, ’TD). Ponadtone N , bo njest numerem wyrazu ciggu.

Wobec tego otrzymujemy: n e {'1, 2,3,456,7,8, 9}

Rysujemy parabole:

Wyrazy ciggu o tych numerach sg mniejsze od 25. Jest ich 9.
Odpowiedz: Jest 9 wyrazdw ciggu (an) mniejszych od 25.

Przyktad
Oblicz sume trzech pierwszych wyrazdw ciagu (a,) o wyrazie ogélnyma, =(~1)"-(n—1).

Rozwigzanie:

Obliczamy pierwszy, drugi i trzeci wyraz ciggu: )

g =(=1)(1=-0=0,0,= (-1 -2-1)=1a=(-1 -(3-1)=-2
Obliczamy sume trzech pierwszych wyrazow ciggu;

.5\_| = G1+G'_:l +Uq

S, =0+14(-2)=-1

OdpowiedZ: Suma trzech pierwszych wyrazow tego ciggu jest réwna —1.

Przyktad
; : ; : : 24 8 16 . : 5
Wszystkie wyrazy nieskonczonego ciggu liczbowego ~35 T E wskazujg na prawidtowosc,
ktora cechuje cztery jego poczatkowe wyrazy. Podaj wzor ogolny tego ciggu.
Rozwigzanie:
o e a( g a2y & 2] 15
Zauwazamy, ze|—=| =—=, | —=| ==|—=| =——=—= 28| =| =—.
3 3 3 gl 3 27 2 81
Stad wnioskujemy, ze a_ = [—%y :
OdpowiedZ: Wzor ogélny tego ciggu to:a, = —%J

Przyktad
Oblicz roznicg a,,,—a, ciggu (c:r,,) 0 wyrazie ogoélnyma, = n’* +%n_

Rozwigzanie:
Wyznaczamy wyraz a, . Otrzymujemy: a,.,, = (n+ 1}1 + %[n +1)

Zapisujemy go w najprostszej postaci:a,,, = n* +2%n+1%

Obliczamy réznice g, ,—a,. Otrzymujemy. a.,,—a, = n’ +2%n+’l%—[nz +%n]

=
@
iy
L]
>
X
IS
@
Q
s
Pl
=
3
o
=
L
a
o
e
o
(=9
=
o

1
@, =0, =20+ ’15

Odpowiedz: Roznica a,,,—a, jest rawna 2n+ 1%,

Przyktad
Wyznacz wzar ogolny nieskoriczonego ciggu (a”), wiedzac, ze dla n > 1 spetnia on warunki:

a

n+2 +a

[ R 6n+7i an+2 _g.-'l+1 =3
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> Rozwigzanie:

Zapisujemy uktad rownan: ’

ot iy == en+7

bz = lpyy =3

Po dodaniu stronami otrzymujemy: 2a.,, =6n+10, stad: a_,, =3n+5. Wobec tego z drugiego rowna-
nia otrzymujemy: a, ,=a.,,—3. Czyli: a ., =3n+4+2. Korzystajgc z drugiego warunku, zapisujemy:
a =a ,—3iobliczamya =3n-1

N1

Odpowiedz: Wzorem ogdlnym tego ciggu jesta. =3n—1.

Ciag sum czesciowych
| Jesli(a,) jest nieskoriczonym ciagiem liczbowym, wéwczas ciag (S, ) o kolejnych wyrazach:
5,=0,5=0+0a,5=0+0,+0, .5, =0,+0,+0,+..+0, ,+0,
nazywamy ciggiem sum czesciowych ciagu(a, ).
Przyktad
n(5n+1)

Suma n poczatkowych wyrazow ciaggu (an) wyraza sie wzorem S, = 7
a) Oblicz pierwszy wyraz tego ciggu.

b) Napisz wzor na n-ty wyraz tego ciggu.

Rozwigzanie:

1(5:1+1)

a) Korzystamy z tego, ze suma S, jest rowna a,. Obliczamy: a, = 7

Stad: g, =—§~

OdpowiedzZ: Pierwszy wyraz tego ciggu jest réwny %

b) Korzystamy ze wzoru.a. =5 —5S .dlan>2

(n—1)[5(n—1)+1]
4

(n—1)(5n—4)

4
n(5n+1) - (n—1)(5n—4)

4 4
5 +n—(5n* —9n—4)
4

Wyznaczamy S,_,. Otrzymujemy: S,

Zapisujemy S, , w prostszej postaci: S, , =

Wyznaczamya . Otrzymujemy: a. =

Zapisujemy w prostszej postaci:a, =
10n+4

5n+2
2

OdpowiedZ: Wzdr na n-ty wyraz tego ciggutoa, = ¥

Otrzymujemy: a, = Stadia, =

Przyktad
Cigg (a,) okreslony jest wzorem ogdlnym a, = 2n dla n > 1. Wyprowad?z wzér na sume n poczgtkowych

wyrazow tego ciggu.
Rozwigzanie:

Obliczamy kilka poczgtkowych wyrazdw tego ciagu:
a=20,=40=60,=8,0a=10,..

Obliczamy kilka kolejnych sum tego ciggu:
5.=2,5,=2+4+4=6,5=24+44+6=125,=2+4+6+8=20,5,=24+4+64+84+10=30, ..

Zauwazamy, ze:
5=125=2.35=3:4,5,=4.515. =56, stad wnioskujemy: 5, = n(n+1)

Odpowiedz: Wzar 5, = n(n+1) jest wzorem na sume n poczatkowych wyrazow tego ciagu.

=)
o
=
L]
e
£
2
o
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=
{0s]
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6.2. Wzor rekurencyjny ciaggu

Pojecie wzoru rekurencyjnego ciggu

| Okreslenie rekurencyjne ciggu (a,) zawiera pierwszy wyraz tego ciggu oraz wzor, jak obliczy¢ n+1
Wyraz ciggu na podstawie wyrazu n-tego.

K a,=0,1
Przyktad ciggdw okreslonych wzorem rekurencyjnym: lg‘ _E 20 -1 p>1 i, =1
G =20, —1 1= A, =0,+0,. =1
Przyktad
a,=-0,3
Ciag(aﬁ) okreslony jest nastepujaco ( 1)n . Oblicz czwarty wyraz tego ciggu.
T =\—1) a,
Rozwigzanie:
Pierwszy wyraz ciggu: g, =-0,3
Obliczamy drugi wyraz ciagu: @, = (—1)-(-0,3)=0,3
Obliczamy trzeci wyraz ciggu:a; =1-0,3=0,3
Obliczamy czwarty wyraz ciggu: o, =(—1):0,3=-0,3
Odpowiedz: Czwarty wyraz tego ciggu jest rowny —0,3.
Przyktad g, =1
Oblicz sume pieciu poczatkowych wyrazow ciggu {a, =§
Qoo =0 =0y N =1
Rozwigzanie:
Wyznaczamy kolejne piec wyrazdw ciggu:a, =10, = g = ’]—E = 1 gy= = l = 1 0
3 3 3: & B 3 3
Obliczamy sume pieciu poczatkowych wyrazow ciggu: 5. =o0,+ 0, +0,+ 6, +a.
: 2 ol 1

Otrzymujemy: 5. =1+ =+=-+=4+0=2=

ymujemy: og = 1+ 373 i 3 3

Odpowiedz: Suma pieciu poczatkowych wyrazow tego ciggu jest rowna 2%.

Przyktad

£ ; i : : j
Podaj wzdr rekurencyjny ciggu (ﬂn) 0 wyrazie ogolnym a_ = —En“_

Rozwigzanie:
Wyznaczamy wyrazy @, oraz a,., ciagu (a, ). Otrzymujemy:
g 2

1 2
"r]n+1 = _E(n its 1)

. : s o & a
Clag(an) mozemy okresli¢ rekurencyjnie na podstawie roznicya, ., —a, lub na podstawie ilorazu -2,

| sposob — okreslenie na podstawie roznicy

1

1 2 1. s 1 {
ﬂ.r.+|—ﬂ.-.=—§(”+1) -[——ﬂzy=——ﬂ'—ﬂ——+—n-=—n—5, stad A e

=

&

£

= 7 2 5 5
=

= Il sposob — okreslenie na podstawie ilorazu

v 1( e 2 2
4 i n+1 n+1
-.E I".‘I|= 2 =( .?) rzateman_l=g“.( )
= a, —1n2 n n
o P

Odpowiedz: Ciag(an) mozemy okreslic rekurencyjnie jako:

1
a, — ==
2 - 2
1 oraz (ﬂ-i—q)l
gﬁ__:gn—n—i,ﬂi_“*'] 5”4_]:.:)”-—?,."?:_3'1
n
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> Przyktad

=t
Podaj wzdr ogdlny ciagu (an) 0 wyrazie rekurencyjnym —-a.+3
i = 2 , n=1
Rozwigzanie:
Wyznaczamy kilka poczatkowych wyrazow tego ciagu:a, =2, a —la —ED' el a = a "
y ¥ potiq Y y 8 qg”_r2_2'3_4“4_8’5_16’6_32'

Zauwazamy, ze mianowniki sg rowne dla kolejnych wyrazow ciagu: 1, 2, 4, 8,16, 32, ...

Mozemy mianownik zapisac wzorem jako: 27

Zauwazamy, ze licznik jest o 1 wiekszy dla wyrazdw ciggu o numerach nieparzystych albo o 1 mniejszy
od mianownika dla wyrazow ciggu o numerach parzystych.

Mozemy licznik zapisa¢ wzorem: 20~ —(~1)’

21

Otrzymujemy wzor ogolny: a, = T

(= 2 2”_1 ‘_(_ 1)l‘?

Odpowiedz: Ciag (un) okreslony rekurencyjnie g3 o ma wzor ogolnya, = ——
a n = -

1 2 i

6.3. Monotonicznosc ciaggow

Pojecie monotonicznosci ciggu

| Ciag jest monotoniczny, jezeli jest rosngcy, malejacy, nierosngcy, niemalejacy lub staty. O innych cia-
gach mowimy, ze nie sg monotoniczne.,

Cigg nazywamy rosngcym, jezeli jego kazdy wyraz, poczawszy od drugiego, jest wiekszy od wyrazu
bezposrednio go poprzedzajgcego, a wigc jezeli dla kazdego n € N, zachodzi nierownosca,,, >a,.

Na przykfad ciag: (2, 4, 6, 8, 10, ...) jest ciagiem rosnacym.

Cigg nazywamy malejacym, jezeli jego kazdy wyraz, poczawszy od drugiego, jest mniejszy od wyrazu
bezposrednio go poprzedzajgcego, a wiec jezeli dla kazdego n € N, zachodzi nierownosca,,, <a,.

1
1a e B e
2 4 8
Cigg nazywamy statym, jezeli wszystkie wyrazy tego ciggu sa sobie rowne, a wiec jezeli dla kazdego
neN, zachodzirownoséa, ,=a,

Na przyktad ciag:

.,]je5t ciggiem malejgcym.

Na przyktad ciag: (3, 3, 3, 3, ...) jest ciagiem statym.
Cigg nazywamy niemalejgcym, jezeli jego kazdy wyraz, poczawszy od drugiego, jest nie mniejszy od
wyrazu bezposrednio go poprzedzajgcego, a wiec jezeli dla kazdego ne N, zachodzi nierownosc

l":f.-'l+1 E Gn'

Na przyktad cigg: (2, 2, 2,4, 6, 8, ...) jest ciggiem niemalejgcym.

Cigg nazywamy nierosnacym, jezeli jego kazdy wyraz, poczgwszy od drugiego, jest nie wigkszy od
wyrazu bezposrednio go poprzedzajgcego, a wiec jezeli dla kazdego ne M, zachodzi nierownosc

=

]

a.r|+1 i: ﬂ”. %‘I
o

Na przyktad cigg: (1 1, 1, 1 1 1 ...| jest ciggiem nierosnacym. §
2 g 5

Przykfad ciggu niemonotonicznego; —i,l,—i,l,,,, : E
39 2781 =

Przyktad E
n+2 0

Wykaz, ze cigg (a,,) 0 wyrazie ogolnyma,_ = i jest ciggiem rosngcym.

Rozwigzanie:
n+3

Zapisujemy wzor na n+1wyraz ciagu: g, ., = ——
p .I }JI }r qg n+1 ﬂ+5

Badamy znak roznicy: a,,,—a,
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_n+3_n+2_(n+3)(n+4)—(n+2)(n+5)_ 2
" n+5 n+4d (n+4)(n+5)  (n+4)(n+5)

Otrzymujemy: a..,—a.

il

lloraz jest dodatni, poniewaz licznik jest dodatni i mianownik jest dodatni (liczby n+4

(n+4)(n+5)
| n+5 sg dodatnie). Stad g, ., —a, >0, czylia, ,>a,

Whniosek: Cigg jest rosnacy.

Przyktad
Zbadaj monotoniczno$é ciggu (a,) o wyrazie ogdlnyma, =(-2)"
Rozwigzanie:

. . . 5 1+1
Zapisujemy wzor na n+1wyraz ciagu: a,,, = (-2)

Badamy znak réznicy: a,,, —a,. Otrzymujemy: @,,, -, = (—2)" —(=2)" ==3-(=2)’
lloczyn —3 -(—2)“ jest dodatni, gdy n jest nieparzyste. Ponadto iloczyn ten jest ujemny, gdy n jest parzy-

ste.

Wobec tego réznica a,,, —a, moze byc liczbg dodatnig oraz moze byc liczbg ujemna.

Wniosek: Ciag (a,) nie jest monotoniczny.

Przykiad
Zbadaj monotonicznos¢ nieskoriczonego ciggu (a, ) okreslonego wzorem rekurencyjnym:

a=2
Q.. =a,+n+7dlanz1

Rozwigzanie:
Aby okresli¢ monotonicznosc ciggu (an), badamy znak roznicy a,, ,—a,. Po przeksztatceniu wzoru:

a.,, =a,+n4+7, otrzymujemy: a,.,—a, =n+7. Suma n+7 jest dodatnia dla n = 1. Stad wynika, ze roz-

nicaa,,,—a, jest dodatnia.
Wniosek: Ciqg(ar,) jest rosngcy.

Przyktad
Nieskoriczony ciag (a, ) okreslony jest wzorem ogdlnym g, = (3,0—1)”_ Dobierz tak parametr p, aby ciag

(a,) byt staty.
Rozwigzanie:

: \ ; ’ n+1
Zapisujemy wzor na n+1wyraz ciggu: a,,, = (3p—1)

n

Zapisujerny réznice a,,, —a,. Otrzymujemy: @,.,, — 4, =(3p—”t)'r'+1 —(3p-1)
Aby ciag (an) byt staty, roinica a,.,—a, musi by¢ réwna zero. Wobec tego otrzymujemy:
(3p-1)"" =(3p=1)" =0

Przeksztaicamy réwnanie do postaci iloczynowej: (3p—1)' (3p—2) =0

Otrzymujemy: 3p—1=0Ilub3p—-2=0

2

Stad:p=~;-lubp=§

Odpowiedz: Ciqg(aﬁ) jest staty dla p =—;~ lub p = %

Jezeli wszystkie wyrazy ciggu (aﬁ) sg dodatnie, to cigg jest rosnacy, gdy dla kazdej liczby naturalnej

iona i £yt szl
ne N, spetniona jest nierdwnosé -+ > 1,

o]

Jezeli wszystkie wyrazy ciagu (an} sg dodatnie, to cigg jest malejacy, gdy dla kazdej liczby naturalne;

N gog o Gl
n €N, spetniona jest nieréwnos¢ — < 1,
a

n



> Przyktad
2.I'I

Zbadaj monotonicznosc ciggu (r:rn) 0 wyrazie ogélnyma,_ T
n!

Rozwigzanie:
.
Zapisujemy wzor na n+1wyraz ciagu: a,,, = (TT)‘
n+1)!

Wszystkie wyrazy ciggu (an) sg dodatnie. Badamy, czy iloraz %—‘ jest wiekszy od 1 czy mniejszy od 1.
gnie CEh gl al 2

n+1

o (n+1)1'ﬁz(n+1)!-§_n+1

Warunek % > 1jest spetniony dla n < 1, Otrzymalismy sprzecznos¢, poniewaz n jest numerem wyra-
zu ciggu (jest liczbg naturalng dodatnig). Stad wnioskujemy, ze ciag (a_,]) nie jest rosnacy.

\.f‘v’.arl.mel(ﬂi%_'1 < 1jest spetniony dla n > 1. Skoro dla kazdej liczby naturalnej n > 1spetniona jest nierdw-

il T ;
nosé 2t < 1, to ciag jest malejacy.

il

6.4. Cigg arytmetyczny

Pojecie ciggu arytmetycznego

| Ciggiem arytmetycznym nazywamy ciag liczbowy (a, ), jezeli istnieje taka liczba r, Ze kazdy wyraz
(oprocz pierwszego) powstaje przez dodanie tej liczby do wyrazu poprzedniego:
a,.,=a,+r dlakazdegoneN .

| Réznica ciggu (a,) nazywamy liczbe r.

Przyktad

Podaj réznice ciggu arytmetycznego: 5,1, -3,—7, ...

r=1-5=-4

Rysunek przedstawia wykres ciagu arytmetycznego (Gn) okreslonego wzorema, = —n+2 gdzieneN .
a
&t
=1 |

L 2

Wykres ciggu arytmetycznego zawsze sktada sie z punktow lezacych na prostej.

Przyktad

zasadnij, ze cigg (gn) okreglony wzorem a, = =2n+1,

|est arytmetyczny.

=
=
Pl
i
]
¥
£
et
=
ra
o
=
i
<
o

Rozwigzanie:
Sprawdzamy, czy réznica kolejnych wyrazow nie zalezy od n, czyli jest liczba naturalna.

—2(n+1)+1 _[—2n+1]_ 201 _—2n41_-2n-142n-1__ 1
4 4 | - =

G.'|+1 i Gr.' =

4 4 4 2

Odpowiedz: Cigg (a, ) jest arytmetyczny, poniewaz réznica kolejnych wyrazéw wynosi —%,

105



Wzor ogolny ciggu arytmetycznego

| Wzér ogbiny ciggu arytmetycznego (a”) okreslonego dla n > 10 pierwszym wyrazie ciggu @, i roznicy
rwyraza sie wzorem: g, =a,+(n—1)r.
Jesli znamy pierwszy wyraz ciggu arytmetycznego i jego roznice, to korzystajac ze wzoru 0golnego tego
ciggu, mozemy obliczy¢ jego dowolny wyraz.
Przyktad

Wyznacz drugi, szosty oraz trzydziesty wyraz ciggu arytmetycznego okreslonego wzorema, =

G o S
3
GFZEVE—T
f 3
3073 -1
3

v@n—1
—

Oy =

Przyktad

Wyznacz wzér 0gdlny ciggu arytmetycznego, jesli jego trzeci wyraz jest rowny 14, a jedenasty 34,
Rozwigzanie:

Wiemy, ze a, =14 oraz a,, = 34.

Ze Wzoru na wyraz ogolnego ciggu arytmetycznego mamy:
a, =g.—|—(3—'l)r
o, =a,+{11=1)r

i, =9

stad:

Czvli 14 =0,+2r
Y134 = +10r" r=g

. , . 5 5 5 510413

Zat | tac:g, =9 ~1)==94+=n—-== _
atem wzor ogélny ma postac: a, =9+(n—1) === >

Odpowiedz: Ciag arytmetyczny opisuje wzor a, = 5”;1 3,

Monotonicznosc ciggu arytmetycznego

Ciag arytmetyczny jest zawsze ciggiem monotonicznym. Jest rosnacy, gdy réznica ciggu jest dodatnia
(r >0) malejacy, gdy réznica jest ujemna (r < 0), lub staty, gdy réznica réwna jest zero (r =0).

Przyktad

Okresl monotonicznosE ciggu arytmetycznego.

a)a =5-3n b)b, = — cjcﬂ=@_—2
: 2 3

Rozwigzanie:

a) Wyznaczamy rdznice ciggu (ﬂn).
r=0,,-0,=[5-3(n+1)|-(5-3n)=5-3n-3-5+3n=-3
r <0, wiec ciag (a, ) jest malejgcy.

b) Wyznaczamy réznice ciggu (b,).

FE= 'bn+1_"hn — _'%_[_'l]:ﬁ:|
r =0, wiec ciag (b, ) jest staty.
c) Wyznaczamy roznice ciagu (c, ).
—— \E(n+1)—2 _Jﬁn—z g V3n+3-2-Bn+2 :E
i 3 3 3 3
r >0, wiec ciag (c, ) jest rosnacy.

>
£
o
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=
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Zaleznos$¢ miedzy sasiednimi wyrazami ciggu arytmetycznego
W ciggu arytmetycznym (aﬁ) kazdy wyraz, oprocz pierwszego, jest Srednig arytmetyczng wyrazow sa-
siednich:

[ JEE ot
e

n

Przyktad
Dia jakie] wartosci parametru m liczby e =4 + m, b = 6 + 2m, ¢ = 14 s3 kolejnymi wyrazami ciagu
arytmetycznego?

Rozwigzanie:

Wyznaczamy srednig arytmetyczng liczb: 4 + m i 14:
4 1

6+2m=+mT+4, skadm =2

Odpowiedz: Dla m = 2 liczby g, b, c sa kalejnymi wyrazami ciggu arytmetycznego.

Suma n poczatkowych wyrazow ciggu arytmetycznego

| Suma n poczatkowych wyrazéw ciggu arytmetycznego (aﬁ) okreslonego dla n > 1jest rowna sred-

niej arytmetyczne] wyrazow pierwszego i ostatniego pomnozaonej przez liczbe wyrazéw:
a,+a
S =-1—t.p

Przyktad

Oblicz sume, ktérej sktadniki sg kolejnymi wyrazami ciggu arytmetycznego: 2, —3,-8, .., —118,-123.
Rozwigzanie:

Wypisujemy dane:g,=2,6,=-123,r=-3-2=-5

Obliczamy liczbe wyrazow ciggu ze wzoru na wyraz ogolnego ciggu arytmetycznego:
~123=2+(n-1)-(-5)

Zatem:n= 26
Ze wzoru na sume n poczatkowych wyrazéw ciggu arytmetycznego mamy:
el S

Odpowiedz: Suma wynosi —1573.

Do abliczania sumy n poczatkowych wyrazéw ciggu arytmetycznego (o,?) okreslonego dla n=1
20, +(n—=1)r
2

0 roznicy r mozemy korzystac rowniez ze wzoru S, = n.

Przyktad
Oblicz sume osiemnastu poczatkowych wyrazdw ciggu arytmetycznego (an), jesli pierwszy wyraz tego

: = e ; 2
ciagu wynosi —=, a réznica jest rowna =

Rozwigzanie:

Wypisujemy dane: g, = —%, = %, =18

Ze wzoru na sume n poczatkowych wyrazow ciagu arytmetycznego mamy:
1

. 2-[—3]+(18—T)§

2
Odpowiedz: Suma wynosi 96.

18 =96

6.5. Cigg geometryczny

Pojecie ciggu geometrycznego
| Ciggiem geometrycznym nazywamy ciag liczbowy (c:rn), jezeli istnieje taka liczba g, ze kazdy wyraz
Ciagu, oprocz pierwszego, powstaje przez pomnozenie wyrazu poprzedniego przez te liczbe:

a,.,=0a,-qdlakazdegoneN
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> | llorazem ciggu (a”} nazywamy liczbe gq.

Przyktad
Podaj iloraz ciggu geometrycznego: a, = =2,\6.342, ..

i
_J__Jé

Clag( ) 0 wyrazach roznych od zera jest ciggiem geometrycznym, jesli dla dowolnego n=1 iloraz

dwoch kolejnych wyrazow Insr jest staty.

n

Przyktad
Uzasadnij, ze ciag (a,?) okreslony wzorema, = 5.3+ jest geometryczny.
Rozwigzanie:

Sprawdzamy, czy iloraz kolejnych wyrazow nie zalezy od n.
ﬂn” %{5.3”*2
= j — = 3
35 .30+

Odpowiedz: Ciag(an) jest geometryczny, poniewaz iloraz kolejnych wyrazow wynosi 3.

Wzor ogolny ciggu geometrycznego
| Wz6r ogélny ciggu geometrycznego (aﬂ) okreslonego dla n > 10 pierwszym wyrazie ciggu g, i ilorazie
g wyraza sie wzorem postaci:a, =a,-q"".

lesli znamy pierwszy wyraz ciggu geometrycznego i jego iloraz, to korzystajac ze wzoru ogolnego tego
ciggu, mozemy obliczy¢ jego dowolny wyraz.

Przyktad

2

10

Wyznacz trzeci, szdsty oraz dziesiaty wyraz ciggu geometrycznego okreslonego wzorema, =
Rozwigzanie:

Przyktad

Wyznacz wzor ogdlny ciggu geometrycznego, jesli wiadomo, ze jego drugi wyraz W}’F‘IDS1% a pigty —.

Rozwigzanie: 32

Wiemy, ze a —ioraza o
¢ 2 4 =} 9_"

Ze wzoru na wyraz ogolnego ciggu geometrycznego mamy:

=ty

L

4
2
5 = ,[}'1 ,qJ'

Dzielimy stronami drugie réwnanie przez pierwsze:

2

&3
a-q 3 2?
4

6.5. Ciag geometryczny
]
-r:

Stad g’ = 2—87 czylig= %

2 9 , | . 9 (2)”
Dlag= 3 mamy q, = L zatem wzdr ogolny ciggu wyraza sie wzorema, = E-[—] :

n=1

3

Odpowiedz: Ciag opisuje wzdra, = %[E
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Monotonicznosc ciggu geometrycznego

Cigg geometryczny jest monaotoniczny tylko wowczas, gdy iloraz jest liczba nieujemng g = 0. Jest rosna-
cy, gdyg>1io,>0lub0O<g<lia <0, malejgcy, gdyg>1ia,<0lub0<g<lig >0, badZ staty, gdy
g = Tlub a, = 0.

Przyktad

Okres| monotonicznosc ciggu.

a)a,=4.5" b}bnzg-}" c)c, =-0,1
Rozwigzanie:

a) Wyznaczamy pierwszy wyraz Ciggu oraz iloraz.
1 4 4.5 9
'5'124'—:—;'1?: = —
3 B 4.57" 5
Skoroa, > 010 < g <1 wiec cigg jest malejacy.
Odpowiedz: Ciag(ﬂn) jest malejacy.

b) Wyznaczamy pierwszy wyraz ciggu oraz iloraz.

T
-
1 3 2
G=—g =g =3
B e
2
Skoro b, > 0 i g > 1, wiec cigg jest rosnacy.

Odpowiedz: Cigg (b, ) jest rosnacy.

c) Wyznaczamy pierwszy wyraz ciggu oraz iloraz.

E.=—El,’1,q=_T'j]=’1

Skoro g =1, wiec cigg jest staty.
Odpowiedz: Ciag (c, ) jest staty.

Zaleznos¢ miedzy sasiednimi wyrazami ciggu geometrycznego
Cigg (r:r_,,) jest ciagiem geometrycznym wtedy i tylko wtedy, gdy kwadrat kazdego wyrazu ciggu, oprocz

pierwszego (i ewentualnie ostatniego), jest rowny iloczynowi wyrazu poprzedniego i nastepnego:
2
a; :Gn. 1'0'_,.”1.

Przyktad
Liczby 2, x, —4x —6 s kolejnymi wyrazami ciagu geometrycznego. Wyznacz wartosc x.

Rozwigzanie:

Zewzorua, =a, ,-a, ., mamy:

x* =2.(—4x—6)

Zatem x* +8x+12=0,stad x=—6lubx =-2,

OdpowiediZ: Dla x = —6 lub x = -2 liczby 2, x, —4x — 6 53 kolejnymi wyrazami ciggu geometrycznego,

Suma n poczatkowych wyrazow ciggu geometrycznego

Suma n poczatkowych wyrazéw ciggu geometrycznego (ar,) okreslonego dla n>1o0 ilorazieg =1

wyraza sie wzorem: 5. =@, - 11_ C:; ]

Przyktad

Oblicz sume pieciu poczatkowych wyrazow ciggu geometrycznego: 3, —6, 12, ...
Rozwigzanie:

Wypisujemy dane:a, =3,q = %6 ==2.

Ze wzoru na sume n poczatkowych wyrazow ciagu geometrycznego mamy.

5
fan i o1 3
=) 3

Odpowiedz: Suma wynosi 33.
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6.6. Procent sktadany

Pojecie procentu sktadanego

Jesli w banku ztozymy kapitat w wysokosci k na rok przy oprocentowaniu rocznym r, to po roku wzro-
Snie on do kwoty k(1+r).

Przyktad

Pan Jan wptacit do banku 5000 zt na lokate oprocentowana 4% w skali roku. Jaka kwote pan Jan bedzie
maogt wyptacic z banku po 3 latach?

Rozwigzanie:

Wyznaczarny kwote po roku: 5000(1+0,04) = 5200 (z})

Wyznaczamy kwote po 2 latach: 52DD(’1+D,D4) =5408 (z1)
Wyznaczamy kwote po 3 latach: 54D8(1+D,U4} =5624,32 (z1)
Odpowiedz: Po 3 latach pan Jan bedzie mogt wyptacic z banku 5624,32 zt.

| Procent sktadany to sposdb oprocentowania lokat pienieznych polegajacy na doliczaniu odsetek od
ztozonego kapitatu (kapitalizacja odsetek) i oprocentowanie go w nastepnym okresie. Zastosowanie
reguty procentu sktadanego daje szybszy wzrost wartosci kapitatu niz zastosowanie procentu proste-
g0. Im czestsza kapitalizacja, tym szybciej wzrasta kapitat.

Procent sktadany stuzy gtownie do obliczania kapitatu, jaki bedziemy miec na lokacie po okreslonym
czasie.

Procent sktadany na n lat

| Jesli w banku ztozymy kapitat k na n lat na procent sktadany przy oprocentowaniu rocznym r, to po n
latach wzroénie on do kwoty k (1+r)".

Przykiad

Kapitat w wysokosci 1000 zt zostat ztozony w banku na 5 lat. Oblicz wielkos¢ kapitatu po uptywie tego
okresu, jezeli kapitalizacja byta roczna, a oprocentowanie wynosito 3%.

Rozwigzanie:

Wypisujemy dane: k=1000zt r=3%,n=5 .

Wyznaczamy kwote po 5 latach: ’]DUG(‘I+ D,DB)"I 115927 (zi)

Odpowiedz: Wielkosc kapitatu wyniesie 1158,27 zt.

6.7. Granica ciggu

Definicja granicy ciggu
| Ciag (a”) ma granice rowng g, jesli dla kazdego e > 0 istnieje liczba naturalna k taka, ze dla wszystkich
n >k zachodzi nierdwnosc

a,—g|<=.

| Jeslicigg (a,,) ma granice rownga g, to mowimy, ze jest zbiezny do g. Liczbe g nazywamy granicg wiasci-
w3 i zapisujemy lim e =0
Na przyktad Mﬂ ”TH: 1, poniewaz Jl_i_m [HTH— 1] = Iim% =0

—o

% Granica ciggu statego (,0,0....) jest liczba a.

g Przyktad

& S e . e 30" +1
5 ykaz, ze liczba 3 jest granicq ciggu a, = T
5

Rozwigzanie:
Niech ¢ bedzie dowaolng liczbg dodatnig. Nalezy zbadac, czy dla kazdego £ wszystkie wyrazy ciggu (an),

poczawszy od pewnego numery, rdznig sie od liczby 3 o mnigj niz e.
Zapisujemy: |a. —3| <E

2
Otrzymujemy: ‘Sn + 1 3

<elnelN,
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rl

n

Oznacza to, ze w ciggu (aﬂ) kazdy wyraz o numerze wiekszym niz JE rozni sie od liczby 3 0 mniej niz e.

Na przyktad gdy £ = 0,001, to n > +/1000. Poniewaz +1000 = 31,6, to wszystkie wyrazy ciggu (an), po-
czgwszy od wyrazu 32, réznig sie o mniej niz 0,001 od liczby 3.

<e, skad n? > % czylin > \E

L

Granice ciggow

Granice ciggow:
Jeslik >0, to fim — =0

Jedlige(-1 1), to lim g" =0.
Jeliae (0, co) to lim Yo =1.

=0

Jesline N, to lim ¥n =1
M—no

Przyktad
Podaj granice ciagow:
20, = o b}a?:[iy e =g
o 6 3
Rozwigzanie:
3) lim — =0 b}nm[i] ~0 c}limqjg=1
n—mo 517 n—mc| { n—oo Y 3

Twierdzenie o granicy ciggu

| Twierdzenie o granicy ciagu (c-a,)
Jezeli ciag (a, ). okreslony dla kazdej liczby naturalnej n>1, jest zbiezny | lima, =0, to ciag (c-a,) jest

zbiezny, a lim (c-a,)=c-lima, =c-a.
A—aa0

M—oc

Twierdzenie o granicach sumy, réznicy, iloczynu i ilorazu ciggow zbieznych

| Twierdzenia o granicach sumy, réznicy, iloczynu i ilorazu ciagdéw zbieznych
Jezeli ciagi(a, ) i (b, ), okreslone dla kazdej liczby naturalnej n > 1, s zbiezne i lim a, = @ oraz lim b, = b,

to clagi (@, +b,) (a,—b,). (a,-b,) sa zbiezne, a:
lim (a,+b,)=lma, + lim b, =a+b
lim (a,—b,)= lima,=lmb,=a-b

lim (a,-b,)=lima,-limb,=a-b
ezeli ponadtob. =0dlan>10 b=0,toci e bie | —_——ll ﬁ—_—

Zell ponadt anz raz L L0 Cl L|jest zbiez i I e ;
-J 7 = d8 1]] y A bﬁ ||mbn b

A—=30

Przyktad
Oblicz granice:
- o [ U limP+=+—
2) lim =211 _ i [ +”+”‘]_ it _M[ +n+n-]_1+n+u_
i 17 — " nex e o — =
" —n+1 nz[1_l+i2] T '12 ”m[1_1+i2] 1-0+0
0 mn n—ma 0o
4" 3 4 3
st PR A S i
2574 473 50 54 [J 5 240-0_1

e e U ") m~ (3 (2 6-0+0 3
SR =

st +5” g 5
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Twierdzenie o trzech ciggach

| Twierdzenie o trzech ciggach
Jezeli wyrazy ciggéw (a,), (b,) i (c,). okredlonych dla n>1, spetniajg nieréwnos¢ a, <b, <¢, dla n>1,

aciagi(a,)i(c }qub|eznedDWSpDIHEJgramcy||rr1( ,)=limc, = g tociag(b,) jestzbieznyilim (b,)= g.

Przyktad

Oblicz:

a) lim 427+ 37 Bl —
b 17 b .']||3r.| _|_ 22.11

Rozwigzanie:
a) Rozwazmy ciagia, = 43" orazc, =v2.3" okreslone dla kazdego n € N.
Zauwazamy, ze 3" <274+ 3" < 2.3" kazdego n e M, wiec 43_ = 1”./2” +3" < 8.3,

Ponadto lim @zB oraz lim 4/2-3" = lim \E lim @=1-3=3.

== N— T—xs =+

Na podstawie twierdzenia o trzech ciggach zapiszemy lim 42" +3" =3,
—oC

b) Ogdlny wyraz ciagu (b”) zapiszmy w postaci b, = 733=4.
i " + n

: b, 3 3
Rozwazmy Ciggia = ——=0razc, =
g2.an a0

Zauwazamy, ze kazdego n € N zachodzi nierownosc 2 < 2 < 2 ;
a:r‘z 4" T Y3 +4" T {g
. 3 , 3 3 3 3
Ponadto lim ——== lim ———=-—==oraz lim =
A= I?||'2 .47 R B | 1.4 Fil n—aoa JfAR

—o0

Na podstawie twierdzenia o trzech ciggach zapiszemy lim % =%
il 3” 2/.|':'

6.8. Szeregi geometryczne

Pojecie szeregu geometrycznego
| Szeregiem geometrycznym nazywamy wyrazenie o, +0g+ag’ +ag° +.. o wyrazach a, ag, 0g°, ag’,
.. 1 ilorazie g.
| SumeS, =a,+ag+ag’+..+0g" ' nazywamy n-tg suma czesciowa tego szeregu. Tak wiec:
S=a,5=0+0ag, S, =0+ag+ag’, ..

| Jesli istnieje granica wtasciwa S = lim S, to granice te nazywamy suma szeregu, a szereg nazywamy

=

zbieznym (5 =g,+ag+0g° +) W przeciwnym przypadku szereg nazywamy rozbieznym.

Przyktad

Wyznacz n-tg sume czesciowg szeregu geometrycznego — 1 i L
tego szeregu. 2 4
Rozwigzanie:

L nastepnie oblicz sume
g8 16

T 1 1
Wypisujemy dane:a, =5, q =5



>

Wyznaczamy wzor na n-tg sume czesciowa, korzystajgc ze wzoru S, =g, 1,1_—@
1) i
1 1*[2] i
S,==" =1-|=
S
Z
Obliczamy sume szeregu:
S=limS, = lim 1—[1] =1
A=l — i 2
Ciag geometryczny zbiezny i rozbiezny
Szereg geometryczny o pierwszym wyrazie a, =0 i ilorazie g jest:
- zbiezny, gdy, ]ql sl
- rozbiezny, gdy|g > 1.
Jeslia, =0, to szereg ma postac 0 + 0 + 0 +... Jego suma jest rowna 0.
| Suma szeregu geometrycznego zbieznego wyraza sie wzorem S = ‘|ﬂ—1q'
Przyktad
Wyznacz wartosci x, dla ktorych szereg geometryczny 16 +8x +4x% + 2x7 + ... jest zbiezny.
Rozwigzanie:

, 1
Wyznaczamy iloraz g. g :Ex
Wyznaczamy wartosc x, korzystajgc z warunku zbieznosci szeregu geometrycznego:

%x <lstad—-2<x<2

Zatem: x € (~2,2).

Przyktad
Rozwigz rownanie 1+ x+ x> 4+ x> +... = 4x.

Rozwigzanie:
Lewa strona réwnania jest szeregiem geometrycznym o pierwszym wyrazie g, = 1i ilorazie g = x. Sze-

reg ten jest zbiezny, gdy |¥| <1, czyli dla x € (=11).
Rozwigzujemy rdwnanie, korzystajac ze wzoru na sume szeregu geometrycznego:

1

1=4dx—4x’
Ax? —4x+1=0, stad x:—;—

6.8. Szeregi geometryczne
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6.9. Utrwalamy wiedze

—@ Ciag niemonotoniczny

—® Cigg niemalejacy
—@ Cigg sum czesciowych @ Cigg nierosnacy
—@ wz6r ogdlny ciggu —® cigg staly
—@® wz0r rekurencyjny ciggu @ ciag malejacy
—® wykres ciggu —@ Cigg rosnacy
ckreslenie ciggu ‘ monotonicznosc ciggu

4 5

T —

v v

cigg arytmetyczny cigg geometyczny
—@ WZOr na n-ty wyraz —@ WZOr na n-ty wyraz
—@® WZzOr na sume n ——@ WzOr na sume n
poczatkowych wyrazow ciagu poczatkowych wyrazow ciggu
—@ zaleznosc pomiedzy trzema —@ zaleznosc pomiedzy trzema
kolejnymi wyrazami ciggu kolejnymi wyrazami ciggu
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71. Funkcje trygonometryczne kata ostrego
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1.1. Funkcje trygonometryczne kata ostrego

Funkcje trygonometryczne kata ostrego

| Funkcje trygonometryczne kata ostrego wyrazaja stosunki dtugosci odpowiednich bokdw tréjkata
prostokatnego, ktérego jednym z katow jest kat a.

| Sinusem kata ostrego nazywamy stosunek diugosci przyprostokatne;
lezacej naprzeciwko kata do dtugosci przeciwprostokatnej.
&
Siﬂrr = E o
C ‘\

4]

| Cosinusem kata ostrego nazywamy stosunek diugosci przyprostokat-
nej lezgcej przy kacie do diugosci przeciwprostokatne,

b
CoSa =—
c

| Tangensem kata ostrego nazywamy stosunek diugosci przyprostokat-
nej lezacej naprzeciwko kata do diugosci przyprostokatnej lezgcej przy

kacie.
tgn=9
=7 ) .
\\\ >

Przyktad ?

W trojkacie prostokatnym ABC przyprostokatna AC ma diugosc 8 cm, a przeciwprostokatna BC ma
dtugosc 12 cm. Oblicz wartosci funkgji trygonometrycznych kata ABC.

Rozwigzanie:

Wykonujemy rysunek pomocniczy. c

Miare kata ABC oznaczamy jako «, diugosc boku AB - jako b.
Wyznaczamy dtugosc boku b z twierdzenia Pitagorasa;
824+ b =122 stgd b=445 5 am
Wyznacéamy wartosci funkgji trygonometrycznych kata ABC: S e
SiN = ~i B x
. o] B

| pa

Zastosowanie funkcji trygonometrycznych kata ostrego

Funkcje trygonometryczne mozemy wykorzystywac do obliczania dtugosci bokow trojkatow prosto-
katnych.

Przyktad
Ditugosc przeciwprostokatne] w pewnym trojkacie prostokatnym jest rowna 12 c¢m. Oblicz diugosc

przyprostokatnej lezacej naprzeciw kata, ktorego sinus jest rowny %

Rozwigzanie:

Wykonujemy rysunek pomocniczy.

Dtugosci szukane] przyprostokatne] oznaczamy jako a, miare kata -

jako e 12
Wyznaczamy diugosc przyprostokatnej z definicji funkgji sinus: o &

d a

: a
SNy = —
12




22 a M2 82

Poniewaz sinee = ——, zatem — =——, stada=—— cm.
*“=73 12 g >4 3

Zaleznosci miedzy funkcjami trygonometrycznymi

Z definicji funkcji trygonometrycznych zauwazamy, ze w trajkacie prostokatnym o katach ostrych a i 8:

: . _— 1
Sinee =Cos 3, COSae =5siNF 0raz tga = —
gt

Poniewaz w trojkacie prostokatnym suma miar katéw ostrych wynosi 90° zatem 3 =90° —a.
Wynika stad, ze;
sine = cos(90° —a)
€osa = sin(90° — a)
-
tg(90° — )
Przyktad

Wiedzac, ze cos21° =0,9336, oblicz wartos< sin69°.

Rozwigzanie:
Zauwazamy, ze 21° 4+ 69° = 90°.
Obliczamy wartosc sinusa ze zwigzku cosa = sin(90° —a) | otrzymujemy:

£0s21°=sin(90°—21°) =sin69° =10,9336

[ger

71.2. Tablice wartosci funkcji trygonometrycznych

Odczytywanie wartosci funkcji trygonometrycznych kata ostrego

Wartoscisine, Cosev, tga zalezg wytacznie od miary kata «, a nie zaleza od wielkosci trojkata. Jesli znamy

miare kata, to wartosci funkgji trygonometrycznych tego kata mozemy obliczyc za pomoca kalkulatora
lub odczytac z tablic trygonometrycznych. | na odwrot - jesli znamy wartosc dowaolnej funkgji trygono-
metrycznej danego kata, mozemy znalezc jego miare.

Z fragmentu tablic zamieszczonych ponize] mozemy odczytac przyblizone wartosci funkcji sinus, co-
sinus, tangens.

2
al°] ir;‘; tge | A | | el i’;‘; tga | ALY | | ol i’;; tga | AL E
0 0,0000 | 0,0000 | 90 32 0,5299 | 0,6249 | 58 45 0,7071 | 1,0000 | 45 %
] 0.0175 | 0,0175 | 89 33 (0,5446 | 0,6494 | 57 &0 0,8660 | 1,7321 | 30 %
2 0,0349 | 0,0349 | 88 il 0,5592 | 0.6745 | 56 61 0,8746 | 1,8040 | 29 E-
= 0,0523 | 0,0524 | &7 35 0,5736 | 0,7002 | 55 62 0,8829 | 1,8807 | 28 E
4 |0,0698 | 0,0699 | 86 36 |0,5878 | 0,7265 | 54 63 | 0,8910 | 19626 |27 2
5 0,0872 | 0,0875 | 85 37 0,6018 | 0,7536 | 53 64 (0,8988 | 2,0503 | 26 E
6 01045 | 01051 | 84 38 0,6157 | 0,7813 | 52 &5 0,9063 | 2,1445 | 25 %
7 01219 | 01228 | 83 39 0,6293 | 0,8098 | 51 66 (0,9135 | 2,2460 | 24 f,
8 01392 | 01405 | 82 40 06428 | 08391 | 50 67 0,9205 | 2,3559 | 23 s
9 01564 | 01584 | 81 41 06561 | 08693 | 49 58 09272 | 24751 | 22 L
10 01736 | 01763 | 80 42 0,6691 | 09004 | 48 69 0,9336 | 2,6051 | 21 'E
30 0.5000 | 05774 | 60 43 0,6520 | 09325 | 47 70 69397 | 2475 | 20 E
e 0,5150 | 0,6009 | 59 44 0,6947 | 09657 | 46 &

=

-

sin33° = 0,5446, cos9°=0,9877, 1g65° = 2,1445

n7



> Przyktad

Korzystajac z tablic wartosci funkgji trygonometrycznych, oblicz sin41° +cos23° — tg55°,

Rozwigzanie;

Odczytujemy wartosci funkcji trygonometrycznych w tablicach:
sind1® =0,6561, cos23°=0,9205, tg55° = 1, 4281

Obliczamy wartos¢ wyrazenia:

sind1°4+c0s23°—tg55° = 0,6561+0,9205-1,4281= 10,1485

Za pomoca tablic mozemy rowniez znalezZ¢ miare kata, jesli znamy przyblizona wartosc jednej z funkgji
trygonometrycznych tego kata.

Przyktad
Karzystajac z tablic wartosci funkgji trygonometrycznych, podaj przyblizong miare kata « z dokfadno-
scig do 0,00071, dla ktdrego:

E:ISiﬂrr=Ez- bjcos‘rz:% C) tgoc:ﬁ

Rozwigzanie:

V2

a) Znajdujemy rozwiniecie dziesietne utamka 3@ z doktadnoscig do 0,001 — = 0,4714
Zatem: sina ~0,4714 3 3
Odczytujemy w tablicach miare kata: « ~ 28°

35 35
0

b) Znajdujemy rozwiniecie dziesietne utamka —— z dokladnaoscia do 0,0001: =— = 0,6708
Zatem cosa = 0,6708 10 1
Odczytujemy w tablicach miare kgta: v = 48°

¢) Znajdujemy rozwiniecie dziesietne liczby J10 2 doktadnoscig do 0,0001: J10 ~3,1623
Zatem: tga = 3,1623
Odczytujemy w tablicach miare kata: a = 72°

Zastosowanie funkcji trygonometrycznych w zadaniach z kontekstem praktycznym

Funkcje trygonometryczne mozemy wykorzystywac rowniez do obliczania wielu rzeczywistych wielko-
SCi, kKtore sg trudne do zmierzenia w inny, bezposredni sposab.

Przyktad
Oblicz wysokosé budynku, ktdorego ciert ma diugosc 22 m, wiedzac, ze kat padania promieni stonecz-
nych wynosi 37°. Wynik podaj z doktadnoscia do 0,01 m.
Rozwigzanie:

Wykonujemy rysunek pomocniczy.

Wysokosc budynku oznaczamy jako h.

Wyznaczamy wysokosc z funkgji tangens:

h
tg37°=—, h=22-1g37°
2 55 g

Zatem: h = 16,58 (m) p 22m B

Wartosci funkcji trygonometrycznych katow 30°, 45°, 60°

Dla wiekszosci katdw wartosci funkcji trygonometrycznych, ktére mozna odczytac z tablic trygonome-
trycznych, podane sg w przyblizeniu. Dla niektdrych katéw, np. 30°, 45° 60°, mozna podac dokfadne
wartosci funkcji trygonometrycznych. Wartosci te zapisane sg w ponizszej tabeli;

7.2. Tablice wartosci funkeji trygonometrycznych

Funkcja Kat o = 30° Kat o = 45° Kat a = 60°

= 1
-E sin o E Q é
E 2 .
£ 1
g‘ COS e E ﬂ =
2 2 2 2
[l
~

(Ea —é_% 1 \IIE
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> Przyktad

Oblicz, korzystajac z danych w tabeli.

;o g tg60° —1230° sin45° —cos30°
a) 2sin60° +cos-30 b C
) ) st 45° ) g60°

Rozwigzanie:

2

NERPNE]
. tgﬁ:j“—tg3&°:‘j§"3 _ 3 _2B_\B

4sin? 45° [ﬁ]z 2 3.2 3
4.

NE [J??]} :@+%: 34443

a)2sinb0°+cos?30°=2.- =
) 25l G 5 en 7

2
V2 3
sin45°—c0s30° 5 " 5 N2—-43  J6-3

C) = = —
tg60° el W3 6

7.3. Funkcje trygonometryczne dowolnego kata

Funkcje trygonometryczne kata wypuktego

Jezeli kat e €(0°,180°) umiescimy w ukladzie wspot-

v A
rzednych (tak jak na rysunku obok) i na ramieniu kon- 5
cowym tego kata obierzemy punkt P = (x,y), réozny od "
({],D)r to mozemy zapisac funkcje trygonometryczne P=(x)) .
Kata « Za pomocg wspotrzednych punktu P (tzn. liczb
x 1 ¥) oraz dtugosci r odcinka OP. T | 27
| Sinusem kata o nazywamy stosunek rzednej punktu N
P do odlegtosci tego punktu od poczatku uktadu — R\: ——
wspotrzednych. + # £ £ 0 ] 2 3 & 5 Xi

sina = % gdzier =4[x*+ y2

| Cosinusem kata « nazywamy stosunek odciete] punktu P do odlegtosci tego punktu od poczatku

uktadu wspotrzednych.
COSar = ; gdzie r = \{x* + y*

| Tangensem kata o nazywamy stosunek rzednej punktu P do odcietej tego punktu.
tga = -ii gdziex =0

Przyktad

Oblicz wartosci funkgji trygonometrycznych kata «, jezeli do ramienia koricowego tego kata nalezy
punkt:

a)P =(15,-20) b) P = (—6,—8)

Rozwigzanie:
a) Wypisujemy dane:
x=15 y=-20
Obliczamy odlegtosc r punktu P od poczatku uktadu wspoétrzednych:
r=yx2 4y =152 4207 =625 =25
Wyznaczamy wartosci funkcji trygonometrycznych:
Skoro:

7.3. Funkcje trygonometryczne dowolnego kata

Sinn=f~,zatemsinm=—gg=—i E
r P 5 E
CGSﬂ-=i Zatem COS(?=E=§ E
e 25 § g‘
g = i, zatem tga = —g—q = —fl— E'
3 15 5 ~
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> b) Wypisujemy dane:
X=—6y=-8

Obliczamy odlegtosc r punktu P od poczatku uktadu wspotrzednych:

W—J =100 =10

Wyznaczamy wartosm funkq| trygonometrycznych:
Skoro:

sine =2 zatem sine = o
r 10 5
X —6 3
COosg=— Zalem cosn = —=——
r 10 5

y -8 4
tga ==, zatem tga = — = —
2 P B £ 3
Dla o € (0°,90°) zachodzg nieréwnosci: sina > 0, cosa >0, tga >0
Dla e € (9 1812}“) zachodzg nierdwnosci: sine > 0, cosa < 0, tga < 0
Dla e € (TBD° 2707 ) zachodzg nieréwnosci: sina < 0, cosa <0, tga >0

Dla a €(270°, 36[}“) zachodzg nierdwnosci; sina < 0, cosa >0, tga <0

Wzory redukcyjne

Aby tatwo wyznaczac wartosci funkgji trygonometrycznych dla dowolnego kata, przez sprowadzanie
do przypadku kata ostrego, mozemy korzystac ze wzordw redukcyjnych.

Wartosci funkcji trygonometrycznych dowolnego kata e« mozemy wyrazic za pomocg odpowiednig
funkgji trygonometrycznej kata ostrego, korzystajac np. z ponizszych wzorow.

Dla « € (0°,180°) zachodzg nastepujgce zaleznosci:
sin(180°—«a)=sina

cos(180°— ) = —cosa

tg(180°—a)=—tga, gdzie a =0 i = 180°

Przyktad
Oblicz wartosci funkcji trygonometrycznych kata 120°.

Rozwigzanie:
Obliczamy wartosci funkgji trygonometrycznych kata 120° za pomocg odpowiedniej funkcji trygono-

metrycznej kata ostrego:
sin120° = sin(180°—60°) = sin60° = g

cos120° = cms(lBD”—ﬁDﬂ) =—cos60°=—

tg120°=tg(180° - 60°) = —tg60°=—3

1.4. Zwiazki miedzy funkcjami trygonometrycznymi

Tozsamosci trygonometryczne

| Tozsamoscig trygonometryczng nazywamy rownosc prawdziwa dla wszystkich wartosci kata, dla
ktarych ta rownosc jest okreslona.

74. Zwigzki miedzy funkcjami trygonometrycznymi

Dla dowolnego kata ostrego e prawdziwe sg rownosci:

(]

< sina4cos’a=1
E Siney

= Ba =

5 COS

&

~
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> Przyktad

Uzasadnij prawdziwosc powyzszych rownosci.

Rozwigzanie:
Przyjmijmy oznaczenia w trojkacie prostokgtnym jak na rysunku.
| zaleznoscé:
ey : S i : , : : a
Zapisujemy twierdzenie Pitagorasa: a* 4+ b* = ¢? oraz zaleznosci na sinus i cosinus kata a: sinae =—
; b c
COSq =—
C
Zapisujemy lewg strone pierwsze] rownosci | podstawiamy ilorazy za sinus | cosinus kata:
. 3 al (b
Sifae+C0s " aa=|—] +|—
C C 3
Fa £ - PP 3 g_
Przeksztatcamy prawg strone rownoscl, Otrzymujemy: sin® a +cos* o« = -t

Podstawiamy zaleznos$c wynikajgca z twierdzenia Pitagorasa. Otrzymujemy: sin a+cos* a = 1

Il zaleznosc:
a
; : SiMer
Zapiszmy iloraz: =L
Gt cosa b
C .
: : : sine @
Po uproszczeniu prawej strony otrzymujemy: =— =18,
cosa Db
Przyktad
. . . Adsine—cose .. ;
Oblicz warto$é wyrazenia —————>% iagli kat « jest ostry, a tga = +/2.
. . 4cosa+sing
Rozwigzanie:
| sposob

. . ine o i .
Korzystajac ze zwigzku tga = il , Zapisujemy Ml — \IE stad sine = ».ECDSn-.
COS5cx COSax

Podstawiamy te zaleznosc do wyrazenia, ktorego wartosé mamy obliczyd. Otrzymujemy:

4sina—cosa  4-J2cosa—cosa CDS“’(‘I"’E_") A2 (4‘[5_1)(4_&) 1742 =12

4cosa+sina  Acosa+2cosa cosa(4+42) 4442 (4++2}(4—+2) 12

Il sposob

Licznik i mianownik wyrazenia dzielimy przez cosa, a nastepnie przeksztatcamy wyrazenie, korzystajac
Sine

ze Zwigzku tga = .
CO5 v

Asine  COSe
4sinoa—Cosa _ COSey COScy 4tgﬂr‘—1

Acosa+sSina 4C05(v+ sinee 4+ tgo
COSce CO5¢x

4_\5_1_ (4\4‘5—1)(4*\5)# 17\;’5_12
4442 (a442)(a-v2) 12

Obliczamy wartosc otrzymanego wyrazenia:

Odpowiedz; Wartosc wyrazenia

4cosa+Sina 12
Przyktad
. 3 sin INex-COS e : : 5 . :
Doprowadz wyrazenie e ol ¢ 4o najprostszej postaci, wiedzac, ze kat « jest katem
ostrym. 1+cosa  1-cosa

Rozwigzanie:
Przeksztatcamy wyrazenie, korzystajac ze zwigzkow miedzy funkcjami trygonometrycznymi.
sine sina-cosa _ sin“a-cosa _ sin’ acosa
1+cosa  1-cosa 1—cos’ a Sin’ a
SiNee SN -COSe

7.4. Zwiazki miedzy funkcjami trygonometrycznymi

= COS oy

Odpowiedz: Wyrazenie Zapisane w najprostszej postacdi to cosa. o
1+cosa  1-COsa E

Przyktad E
: : : : 1 ; : o
Wiedzac, ze dla kata ostrego « iloczyn sinacosa wynaosi > oblicz sume sina+cosa. =
Rozwigzanie: g
[ -

r~

Korzystamy ze zwigzku sin‘a+cosa =1
2

(sinn +CO5 n'} = sin’ a+ 25iNaCoSa + COS* o
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: 2 o i _
> (SLHN:—FCDSH) =(5I1‘|2 o+ Cos° n')-I—ESII"]n-CDSt.t

. ;) :
(srnn +COs rr) =1+ 2sinaCcosa

Skoro sinecosa = % otrzymujemy: (Sin v+ COS n)2 =1+2 %

: 2 ,
(sine+cosa) =2 stad sina+cosa = V2

Rozwigzanie sina+cosa =—f2 odrzucamy, poniewaz « jest katem ostrym, a sinus i cosinus kata
ostrego jest liczba dodatnig.

Odpowiedz: Dla sinacosa = % SUMa sine + CoSa Wynosi V2.

Przyktad

, 5 T o . »
Wykaz, ze dla kata ostrego a rownosé ————— = cosa —sina jest tozsamoscia.
RUZWiE}ZBI"ﬁE‘ SN+ COSer

Przeksztatcamy lewg strone tej rownosci, korzystajgc z jedynki trygonometrycznej, a nastepnie - ze
wzoru skroconego mnozenia na réznice kwadratow, L — lewa strona rownosci jest rowna:

1-2sinfa _ siffa+cosia—2sifa  cosfa—sifa (COSa+sina)(cosa—sina)
sine+cosa SiNa + COSa "~ sine+cosa Sine + CoSer
P — prawa strona rownosci jest rowna: P = cosa —sineo

o = (0Sax—SiNa

L = P, co nalezato udowodnic.

1.5. Twierdzenie sinusow, twierdzenie cosinusow oraz wzor na pole
trojkata

Twierdzenie sinusow

| Twierdzenie sinusow
W dowolnym trojkacie na ptaszczyinie stosunek diugosci boku
do sinusa przeciwlegtego kata jest wielkoscig statg | réwng sred-
nicy okregu opisanego na tym trojkacie.

& _ap
Sine
2 _ox
sin 3
Sin-y
Przyktad

W trdjkacie ABC boki g, b i ¢ lezg odpowiednio naprzeciwko kgtéw «,4,~. Oblicz diugosci bokdw b i ¢
oraz dtugosc srednicy okregu opisanego na tym tréjkacie ABC, w ktérym a =4, a=30° | 3= 45° Nie
korzysta] w obliczeniach z tablic funkcji trygonometrycznych.

Rozwigzanie:
Zauwazamy, ze mamy dana diugosc boku a i miare przeciwlegtego do niego kata.

o . b e PN : : . :
Zapisujemy z twierdzenia sinusow zaleznos¢ —— = 2R i wyznaczamy srednice okregu opisanego na

tym tréjkacie. =i
: 4 4
Otrzymujemy; 2R = =—=5
i iy i) sin30° 1
p)

7.5. Twierdzenie sinusow, twierdzenie cosinusow oraz wzor na pole trojkata

Zauwazamy, ze mamy miare kata 3. Zapisujemy z twierdzenia sinusow zaleznosc -%b; = 2R iwyznacza-
my dtugosc boku b tego trojkata. L

Otrzymujemy: =8
Ll ot 5in45°

Stad: b= a2
Wyznaczamy miare kata y: v =180°—(a+ 8) czyliy =105°

Obliczamy wartos¢ sinusa kata : sin105° = sin(180° - 75°) = sin75°

i}
=
i

)

E

=]

=

&

]
-
~

Korzystamy ze wzoru na sinus sumy katow: 5iﬂ(cr+;ﬁf) = sinaCos G+ cosasing
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>

142, 32 _Ja++6
Z Z

Otrzymujemy: sin/5" = sin(30° + 45“) =sin30°cos45° 4+ c0s307sin45° = 5

2 4
Zapisujemy z twierdzenia sinuséw zaleznosc %: 2R iwyznaczamy diugosc boku c tego trojkata.
. c 7
Otrzymujemy: =5
SRS sin75°
Stad: c = ‘EZJE -8, czylic= 2(\5—1— \fg)

Odpowiedz: Dtugosci bokdw b i ¢ tego trojkata sa odpowiednio réwne 42 i 2('\15-—!‘ V’E} a dtugosc

srednicy okregu opisanego na tym trojkacie wynosi 8.

Twierdzenie cosinusow

| Twierdzenie cosinuséw (Carnota)
W dowolnym tréjkacie kwadrat diugosci boku jest rowny sumie kwadratow diugosci dwach pozosta-
tych bokow tego trojkata pomniejszonej o podwojony iloczyn diugosci tych bokow i cosinusa kata mie-
dzy tymi bokami, .
Dla oznaczen jak na rysunku mozna teze twierdzenia cosinusow zapisac:
a* =b*+c*—2bccosa
b* =a*+c*—2accos 3

c? =g’ +b* —2abcos~y

Przyktad
Uzasadnij prawdziwosc twierdzenia cosinusow dla pierwszej z tych row-
nosci:a® = b* +c* —2bccosa.
Rozwigzanie:
Rozpatrzymy trzy przypadki, gdy kat « jest katem ostrym, gdy jest katem prostym i gdy jest katem
rozwartym.
1. Przypadek - kat « jest katem ostrym.
Gdy kat a jest katem ostrym, to jeszcze co najmniej jeden kat jest katem ostrym. Niech katem ostrym
bedzie kat v. Prowadzimy wysokos¢ z wierzchotka B (patrz rysunek) na bok AC,
Dla oznaczen jak na rysunku zapiszemy twierdzenie Pitagorasa dla
trojkatow ABD | BCD.
c?=h*+x’orazg’ = (af:l—x)':i e
Po zastosowaniu wzoru skroconego mnozenia w drugie] rownosci
otrzymamy:
o' =b’ —2bx +x* + b’
Podstawiamy z pierwszej réwnosci za h* + x? liczbe ¢? i otrzymujemy:
a® =0 — 2bx +¢*

Dla trojkata ABD zapisujemy zaleznosc: % = COS .

Wyznaczamy z niej: x = ccosa | podstawiamy do: a® = b* —2bx +¢*
Otrzymujemy: a* = b* —2bccosa 4 ¢
Po uporzadkowaniu prawej strony otrzymujemy: a* = b* +¢* — 2bccosa
Co konczy dowaod.

2. Przypadek - kat « jest katem prostym.,
Zapisujemy dla trojkata ABC twierdzenie Pitagorasa: @’ = b’ + ¢,
Twierdzenie to mozemy rownieZz zapisaC w  postaci
a’=b*+c*—2bc-0
Poniewaz kat « jest katem prostym, a wiec cosa =0.
Waobec tego twierdzenie Pitagorasa mozemy zapisac:
a* =b*+c¢* —2bc-cosa
Co koriczy dowdd.

1.5. Twierdzenie sinusow, twierdzenie cosinusow oraz wzor na pole trojkata

o
-
L
)
E
=]
=
=
=,
—_
~

123



> 3. Przypadek - kat « jest katem rozwartym
Prowadzimy wysokos¢ z wierzchotka B (patrz rysunek) na
przedtuzenie boku AC.
Dla oznaczen jak na rysunku zapiszemy twierdzenie Pitago-
rasa dla trajkatow ABD i BCD.

¢ = h*+ x* oraz o* =(b+x}3+h2

Po zastosowaniu wzoru skroconego mnozenia w drugiej
rownosci otrzymamy:

o’ =b*+2bx+x*+h’

Podstawiamy z pierwszej rdwnosci w miejsce h* + x*liczbe ¢*
i otrzymujemy:

a* = b* 4+ 2bx +¢*

Dla trojkata ABD zapisujemy zaleznosé: % = cos(180° —a)

Wyznaczamy z niej: x = ccos(180° -«

Po zastosowaniu wzoru redukcyjnego cos(‘l SD"—n] = —C0Sa Otrzymujemy: X = —CCOSe
Wyznaczong wielkos¢ podstawiamy do: @ = b* — 2bx +¢?

Otrzymujemy: a® = b* —2bccosa +c?

Po uporzadkowaniu prawej strony otrzymujemy: a* = b* +¢* —2bccosa

Co konczy dowad.

Przyktad

Dwgt}c}kf trojkata maja diugosci4 i 5, a kat miedzy nimi zawarty ma miare 45°, Oblicz diugosc trzeciego
boku tego trojkata.

Rozwigzanie:

Przyjmijmy oznaczenia.a=4,b=5~v=45%c =7

Sporzgadzamy rysunek pomocniczy. c
Zapisujemy twierdzenie cosinusow: ¢ = a° + b* — 2abcosy.

Obliczamy:

2 =42 152 _2.4.5.c0s45° 2 i
ot 41—40--\;

2 =41-2042

¢ =41—20\2

Odpowiedz: Diugosc trzeciego boku tego trojkata wynosic = J4‘t— 2042

Przyktad

Dtugosci bokow trojkata sg réwne 5, 61 7. Oblicz miare najmniejszego kata tego trojkata.
Rozwigzanie:

Przyjmijmy oznaczenia;a=5b=6c=7.

Kat 0 najmniejsze] mierze lezy naprzeciw najkrotszego boku. Wobec tego: a =7
Zapisujemy twierdzenie cosinusdw: a* = b* 4+ ¢* — 2bccosa

Otrzymujemy: 5 =6°+7°—2.6 - 7cosa

Po przeksztatceniu otrzymujemy:

84cosa=60[84 =7
=5
COSa = E
o ? i
cosa=0,7143 h=6

7.5. Twierdzenie sinusow, twierdzenie cosinusow oraz wzor na pole trojkata

Odczytujemy miare kata z tablic: « = 44°
Odpowied?Z: Najmniejszy kat tego trojkata ma 44°.

o
=
i
)
E
=]
=
&
]
-
~
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> Przyktad

W tréjkacie ABC dane s |AB|=8, [AC| =3 i |<BAC|=60°. Oblicz dtugos¢ srodkowe] poprowadzonej do

boku AB. .
Rozwigzanie: C
Sporzgdzamy rysunek pomaocniczy.

Srodkowa poprowadzong do boku AB oznaczamy przez
CD.

Zapisujemy twierdzenie cosinusow dla trojkata ADC:

lco|” =AD" +]Ac[ —2:|AD|-|AC|cos60°

2 _a2a92_5.4.3.1
[C.D| —42 43 2432

o} =73

Odpowiedz: Dtugosc tej srodkowe] wynosi J13.

Pole tréjkata

| Pole trojkata jest rowne potowie iloczynu diugosci dwdch bokdw tego trdjkata i sinusa kata zawartego
migdzy tymi bokami.

Dla oznaczen wprowadzonych na rysunku zapiszemy: ¢
H— ibE'Eiﬂﬂ:

: N
F=—ac-sing

5 /

h Ji‘

P=%ab-sin¢ A= = 8
Przyktad

Uzasadnij prawdziwos¢ wzoru P = %fJC-SiHn dla trojkata ostrokatnego.

Rozwiazanie:
W trojkacie ABC prowadzimy wysokosé na bok c. Zapisujemy wzor na pole

trojkata: P = %Lh
Dla trojkata ADC zapisujemy zaleznosc: g = sine

Wyznaczamy z niej wysokosc h i podstawiamy do wzoru na pole trojkata:
h=bsino

= 1C-b-5iﬂﬂ'
2
Co korczy dowaod.
Przyktad
W trdjkacie ABC dane sg diugosci bokdw |Br;‘] =18, |Af_“| = 6. Kat ACB ma miare 120° W trgjkacie tym na-

rysowano dwusieczng kata ACB, ktora wyznaczyta na boku AB punkt D. Oblicz dtugosc odcinka CD.
Rozwigzanie:

Sporzgdzamy rysunek pomocniczy. c 10

Obliczamy pole trojkata ADC korzystajac ze wzoru: B

P= %}AC|-|CB|-5inTED° 6

1.5. Twierdzenie sinusow, twierdzenie cosinusow oraz wzor na pole trojkata

Otrzymujemy:P=%-6-1D-5in(18ﬂ“—60“) 2

P =30.5in60° = 3&? =153

Pole trojkata ABC jest rowne sumie pol trojkatow ACD | CDB. Zapisujemy sume pol tych trojkatow:
1 ' fa) 1 i e
P =5 |AC]|cD|-sin60° +5|CB|-|D|-sin60

o
-
L
)
E
=]
=
=
=,
—_
~

] V3 1 V3 _ 343 53
Otrzymujemy: P ==+6:/CD|- ==+ 5-10-|(D|-—= = ==-|CD|+==+|C{)|
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> Po uproszczeniu otrzymujemy: P = 4J§-|CD|
Pordwnujemy pola tych trojkatow i wyznaczamy dtugosc odcinka CD:

443 cp|=153
15 -3
|CD|=E=311

Odpowiedz: Dtugosc odcinka CD wynaosi 3%_

1.6. Rozwigzywanie trojkatow
Rozwigzywanie tréjkatéw - zadania

Przyktad

W tféjkacie prostokatnym o katach ostrych « i 3 krotsza przyprostokatna lezy naprzeciwko kata .
Oblicz sinus kata «, jezeli dtugosci bokow tego trojkata sg kolejnymi wielokrotnosciami liczby 5.
Rozwigzanie:

Oznaczamy przez 5n, 5n + 5, 5n + 10 dtugosci kolejnych bokdw tréjkata, gdzien >0 in e N. Wyznacza-
my dtugosci bokow trojkata prostokatnego, korzystajac z twierdzenia Pitagorasa. Uktadamy rownanie
| je rozwigzujemy.

(5n) +(5n+5) = (5n+10)

25n* +25n° +50n—25=25n* +100n+100

25 —50n—75=0}: 25

n=2n-3=0

A=106

n, = —1<0 - nie spetnia warunkow zadania, n, =3

Obliczamy dtugosci kolejnych bokdw trojkata: 5:3=15,5-34+5=20,5-3410=25. Naprzeciwko kata o
lezy przyprostokatna o dtugosci 15 (krotsza przyprostokatna).

: . 15 i 3
Ubl : - —— | = =,
iczamy: sina = ==, czylisine =2

Odpowiedz: Sinus kata « jest rowny %

Przyktad

Jedna z przyprostakatnych trojkata prostokatnego ma diugosc 3v6 ¢m, a miara kata lezgcego przy tej
przyprostokatnej wynosi 60°, Oblicz dtugosci pozostatych bokow tego trojkata.

Rozwigzanie:

Oznaczamy przez a diugosc przyprostokatnej lezacej naprzeciw kata o mierze 60°, a przez ¢ diugosc
przeciwprostokatnej. Dlugosci pozostatych bokdw tego tréjkata obliczymy, korzystajac z funkcji trygo-

nometrycznych.

a : a
g6l = ——, cz Iw@:—, 5tada=9w@
= i eV

36 1 3J6

cosb0®=—— czyli—=— stadc =6+6
C ] P C i V6
Odpowiedz: Pozostate boki tego trojkata maja diugosci 92 emi6Vb cm.

Przyktad

Najdtuzszy bok trojkata ma diugosc 12, a dwa katy tego trdjkata majg miary 15° i 45° Oblicz promien
okregu opisanego na tym trojkacie,

Rozwigzanie:

Przyjmijmy oznaczenie: e =15°| 3 = 45°
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2 Obliczamy miare trzeciego kata tego trojkata: v =180°—(a+ 3)
g Stad: 7 =180°—(15°+45°) =120°
E Bok o dtugosci 12 jest najdtuzszym bokiem, wiec lezy naprzeciwko kata o najwiekszej mierze. Oznaczy-
o my ¢ =12. Obliczany promieri okregu opisanego na trojkacie, korzystajac z twierdzenia sinusow:
E c

: — =2R
e Sin-y

>
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> . 12
Ot : =27
rzymujemy e

3

sin120° = 5ir1(1 80° - 60“) =sin60° = =
12 :
Stad: —= = 2R, czyli R = 443
g4 \@ y
2
Odpowiedz: Promien okregu opisanego na tym trojkacie wynosiR = 443.
Przyktad
W trojkacie ABC dtugosci bokow pozostajg w stosunku 6:5: 4. Oblicz cosinus najwiekszego kata tego
trojkata.

Rozwigzanie:

Przyjmijmy oznaczenia: x - wspodlna miara, a =6x, b=>5x, c=4x oraz
o — kat lezgcy naprzeciwko boku c.

Z twierdzenia cosinusdw zapisujemy: @ = b* + ¢ —2bccosa
Otrzymujemy: (6)«*)2 = (5){)2 + (4){)2 —2.5x . 4xcosa

A40x% cosa = 5x°

C

1
CO5r = —

Odpowiedz: Cosinus tego kata wynosi %

Przyktad

Pole trojkgta rownoramiennego wynaosi ZD\E, a miara kata miedzy ramionami tego trojkata jest rowna
457 Oblicz obwod tego trojkata.

Rozwigzanie:

Przyimijmy aznaczenia: a - podstawa trojkata, b - ramiona trojkata, o - kat miedzy ramionami tréjkata.
Sporzgdzamy rysunek pomocniczy.

Ze wzoru na pole trojkata zapiszemy: P =%b~b~5in45°

‘E Stad: b* = 80, czyli b= 445 i
b

Z twierdzenia cosinuséw zapiszemy: a* = b* + b* — 2b-bcos45°
Otrzymujemy: a® = (4\-‘@)2 —I—(-itn.fr‘:':)2 —2-4@-4\f§~%
Stad: 02 = 1608042, czyli @ = 441052 ¢

Obliczamy obwad tréjkata: L =04 2b
Otrzymujemy: L = 4410 — 5y2 485

Odpowiedz: Obwad tego trojkata wynosil = 4 10—5v2 +845.

Otrzymujemy: 2032 = %bz-

Przyktad z
Diugosci dwoch sgsiednich bokdw rownolegioboku sg rowne 4 83, a miara kata miedzy tymi bokami =
jest rowna 30°. Oblicz dtugosci przekatnych rownolegroboku. B
Rozwigzanie: %
Przyjmujemy oznaczenia: a =4, b =83 i« =30° oraz |BD| = d, D C s
a; ~

i = i
i|AC| =4, . 2
Z twierdzenia cosinusow dla trojkata ABD zapisujemy: S
S fo x

0, = (8v3) +47~2.83 4cos30° A NE ’ 5

Otrzymujemy: d,2 =112, czylid, = 447

Kat przy wierzchotku B réwnolegtoboku ma miare 150°, a cos150° = cos(180°—30°) = —cos30°,
2

Z twierdzenia cosinusow dla trojkata ABC zapisujemy: df = (B\E) +42 —2.8\3 . 4c0s150°

Otrzymujemy: d.2 = 304, czylid, = 4419

Odpowiedz: Przekatne tego rownolegtoboku sa rowne 4191 447.
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1.7. Miara tukowa kata

Kat obrotu
W zyciu codziennym czesto spotykamy przyktady obrotow, np. obrot wskazowek zegara.
i | vk
B
5
. Ff——N . >

Jesli w uktadzie wspdéirzednych pdtprosta OA pokryje sie z dodatnig pdétosig uktadu, to katem obrotu
AOB nazywamy kat, o jaki nalezy obrocic potprostg OA wokot punktu O, aby pokryta sie ona z potprosta
OB. Przyjmujemy, ze miara tego kata jest dodatnia, jesli potprosta obraca sie przeciwnie do ruchu
wskazowek zegara. Gdy potprosta obraca sie zgodnie z ruchem wskazowek zegara, to zakreslony kat
ma miare ujemna.

Definicje funkgji trygonometrycznych mozna uogolnic na dowolny kat a+ k-360° gdzie a e (D“,SED"’)
orazkeZ.

Dla kazdego kata a takiego, ze a € (G",BEG") i liczby catkowite] k prawdziwe sg zwigzki:

sin{a+k-360°) = sina

cos(a+k-360°) = cosa

Ponadto, jezeli e = 90° i = 270°, to tg (e + k-360°) = tgev,

Przyktad

Oblicz wartosci funkcji trygonometrycznych kata 390°.
Rozwigzanie:

Zauwazamy, ze 390° = 30°+360°,

Wyznaczamy wartosci funkgji trygonometrycznych:

5in360° = 5in(30° + 360°) = sin30° =%

V3

C05360° = cos(30°+360°) = c0s30° =

2
1g360° = tg(ED” o+ 360”) =S g
Przyktad
Oblicz.

a) sin1500° b)cos(—1035°)  c)tg(—300°)
Rozwigzanie:
a) Zauwazamy, ze: 1500 = 4.360° + 60°

53

Zatem: sin1500° = sin(60°+ 4-360°) = sin60° = =5

77 Miara tukowa kata

b) Zauwazamy, ze: —1035° = —3-360° 4+ 45°

2

Zatem: cos(—1035°) = cos(—3-360°+ 45“) = Cc0s45° = =

c) Zauwazamy, 2ze: —300° = —360° 4+ 60°
Zatem: tg(—300°) = tg(~360° + 60°) = tg60° = 3

i}
=
i

)

E

=]

=

&

]
-
~

128



Miara tukowa kata
Czesto w zastosowaniach matematyki oprocz miary stopniowe] uzywa sie miary tukowej.

Miara tukowa kata « nazywamy stosunek diugosci tuku /, wyznaczonego na okregu przez ten kat, do
promienia r tego okregu.

/
= —
P

Jednostkag miary tukowe| jest radian (w skrocie: rad).

Miary tukowe kata petnego, potpetnego | prostego sa rowne;

- kat petny: ? = 27 (rad)

1-2??!’

- kat potpetny: 2 ; = 7 {rad)

1-2?;‘!’

- kat prosty: 2 = :12[ (rad)

Kat petny ma miare tukowg 2 radianow, zatem

~al == 57,3° (rad), natomiast1° = E rad=—"_rad.
2m 360 180

Przyktad
Podaj miare tukowa kata.
a)30° b) 765°

Rozwigzanie:
T m

a)30° =30°. =—
180° 6

b) 765° =2.360°+ 45" = 2. 27 4+ 45°

1rad =

o 17
180° 4

Przyktad

Podaj miare kata w stopniach.
5

a) = b)—m
6 10

Rozwigzanie:

_ 5x 180°
6

21r 180°

21
Bzl —378°
10" T0

a}gfr =150°

1.8. Wykresy funkcji trygonometrycznych

Funkcja sinus
| Funkcje sinus okresla wzérf(x} =sinx dlax e R.

| Sinusoidg nazywamy wykres funkcji sinus.

¥ =[5 x|

1.8. Wykresy funkcji trygonometrycznych
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7.8, Wykresy funkeji trygonometrycznych
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> Funkcja sinus jest funkcjg okresowg o okresie 2. Rysunek VA
?bok)pokazuje jeden petny okres funkcji sinus w przedziale
027},

¥ ={sinx

N

-4

N

Przyktad
Podaj wtasnosci funkeji sinus f(x): sinx w zbiorze liczb rzeczywistych.

Rozwigzanie:
Dziedzing funkgji f jest zbior liczb rzeczywistych.
Zbiorem wartosci funkdji f jest przedziat(—1,1).

Funkcja f jest funkcjg okresowa o okresie podstawowym T = 2.
Miejscami zerowymi funkgji fsg argumenty: x = kr, gdzie k e Z.

Wartosc najwiekszg rowna 1funkcja fprzyjmuje dla x = 5254— 2km, gdziek € Z.

Wartos¢ najmniejszg rowng —1funkcja f przyjmuje dla x = 3% + 2k, gdziek € Z.

Funkcja fjest rosngca w przedziatach <mg+2kw,g~+2k:¢>, gdzie k € Z.

Funkcja fjest malejaca w przedziatach <%+ 2#@*,3%-1— 2kfr>, gdzie k € Z.

Funkcja cosinus
| Funkcje cosinus okresla wzér f(x)=cosx dla x € R.

| Cosinusoida nazywamy wykres funkcji cosinus,

VA
. 8

A

Y

0

1
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5
Q |
M:|=]

™
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-

Funkcja cosinus jest funkcja okresowg o okresie 2.
Przyktad
Podaj wtasnosci funkcji cosinus f(x) = cosx.

Rozwigzanie:
Dziedzing funkdji f jest zbior liczb rzeczywistych.
Zbiorem wartosci funkgji f jest przedziat (—1,1).

Funkcja fjest funkcja okresowa o okresie podstawowym T = 2.
Miejscami zerowymi funkcji fsa argumenty: x = g+ km, gdzie k € Z.
Wartosc najwiekszg rowna 1funkcja f przyimuje dla x = 2kx, gdzie k € Z.

Wartosc najmniejsza rowna —1funkcja fprzyjmuje dla x = « + 2kw, gdzie k € Z.
Funkcja f jest rosnaca w przedziatach (—x + 2kw, 2k}, gdzie k € Z.

Funkcja f jest malejgca w przedziatach (2kx, = + 2k, gdzie k € Z.




Funkcja tanges

| Funkcje tangens okredla wzér f(x)=tgx dla x € R\ E—H{w hE E}.

| Tangensoidg nazywamy wykres funkcji tangens.
: -
|

y=1gx
A

nyaEy

/i

o

Y

et

bl

N
*Jrf
e

=1
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I

(8 2]

Funkcja tangens jest funkcjg okresowg o okresie .

Przyktad
Podaj wiasnosci funkcji tangens f(*")Z tgx.
Rozwigzanie:

Dziedzing funkcji f jest zbior D = R\{g-l— km ik e E}.
Zbiorem wartosci funkcji fjest zbidr liczb rzeczywistych.

Funkcja fjest funkcja okresowa o okresie podstawowym 7 = .
Miejscami zerowymi funkcji fsa argumenty: x = kr, gdzie k € Z.

Miejscami zerowymi funkcji fsg argumenty: x = %—E— km, gdzie k € Z.

Funkcja fjest rosnaca w kazdym z przedziatow —321-1— k?‘r,%-l—k?r ,gdziek e Z.

Proste o rownaniach x = %-Hm, gdzie k € Z, sg asymptotami pionowymi, czyli prostymi, ktére ograni-

czaja przebieg wykresu funkcji f

1.9. Przeksztatcanie wykresow funkcji trygonometrycznych

Przeksztatcanie wykresow funkcji trygonometrycznych

Wykresy funkcji trygonometrycznych mozemy przeksztatcac przez przesuniecie o wektor, odbicie sy-
metryczne wzgledem osi OX, odbicie symetryczne wzgledem osi OV, ,scisniecie” lub ,rozciggniecie”
wzdtuz osi OY, ,Scisniecie” lub ,rozciggniecie” wzdtuz osi OX, natozenie wartosci bezwzglednej.

Przyktad

Naszkicuj wykres funkgji f(x) = sln{x + E] +i. Podaj jej zbidr wartosci.
Rozwigzanie: 3) 2 —
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Wykres funkgji fotrzymujemy przez przesuniecie wy- o
kresu funkcji y = sinx o wektor —E,l. P [, | 7
o AN :

; i PRl ; Y3 LN E
Zbiorem wartosci funkgji f jest przedziat <—§-~2~> [3x \_‘ &
=
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> Przyktad

Naszkicuj wykres funkgji f(x) = —C0sx | podaj jej miejsca zerowe.,

Rozwigzanie;
Wykres funkcji fotrzymujemy przez odbicie symetryczne wzgledem osi OX wykresu funkcji y = cosx.
. S o : .

M

e
|
n
L
S

7l e [l e N i I WY Pl B N il

A IR A D

|y = -cogx

(

Miejscami zerowymi funkcji fsg argumenty: x = % +kx, gdzie k € Z.
Przyktad
Naszkicuj wykres funkgji f (x)= tg(—x)+ 1. Okresl monotonicznos¢ funkji f

Rozwigzanie:
Szkicujemy kolejno wykresy funkgji: f,(x) = tgx, f, (x) = tg(—x), f(x) =tg(—x)+1
Wykres funkcji f, (x) = tg(—x) otrzymujemy przez odbicie symetryczne wzgledem osi OY wykresu funk-

dji fi(x)=tax, a wykres funkcji f(x)=tg(—x)+1 - przez przesuniecie wykresu funkdji f,(x)=tg(-x)
o wektor [0,1].

| it
N/

g >§S¥L
/ \\E

Funkcja fjest malejaca w kazdym z przedziatow <—%—!—kw,%+ k:'r>, gdzie k e Z.

Przyktad

Naszkicuj wykres funkji f (x)=2sinx. Podaj jej zbiér wartosci,

Rozwigzanie:

Szkicujemy wykres funkgji f,l(x): sinx. ,Rozciggamy” dwukrotnie wykres funkdji f, wzgledem osi OY.

i |

= Psindk)
2 ¥ (¥

79. Przeksztatcanie wykresow funkgji trygonometrycznych
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Zbiorem wartosci funkdji fjest przedziat{—2,2).
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> Przyktad

Naszkicuj wykres funkeji f(x) = %cosx. Podaj jej zbiér wartosci.

Rozwiazanie:
Szkicujemy wykres funkgji ﬁ(x] = cosx. ,Sciesniamy” dwukrotnie wykres funkeji f, wzgledem osi OY.
VA
| ¥ =[os{ ) 1 _
ANG BN

2l i

NI 7
NV

3 N
LY

NYEN
R | “
na|

-

Zbiorem wartosci funkgji fjest przedzia+<—%,%>.
Przyktad
Naszkicuj wykres funkci f(x) = sin2x. Podaj okres podstawowy te] funkcji oraz je] miejsca zerowe.

Rozwiazanie:
Szkicujemy wykres funkgji ﬁ(x] = sinx. ,Sciesniamy” dwukrotnie wykres funkgji f, wzgledem osi OX.

ANWANE AN
SE N NEW BE\W NETD
J1 NN Y IN/INCY

L]

S

>

Okres podstawowy funkeji f(x)=sin2x jest réwny .

Miejscami zerowymi funkcji fsg argumenty; x = %r gdzie k € Z.

Przyktad

Naszkicuj wykres funkgi f(x) =c05-;-x. Podaj okres podstawowy tej funkgji oraz jej miejsca zerowe.
Rozwigzanie:

Szkicujemy wykres funkcji jg(x) = cos x. ,Rozciggamy” dwukrotnie wykres funkgji f, wzgledem osi OX.

VA

N L7 TRN i
LI\ \ /

7.9. Przeksztatcanie wykresow funkgji trygonometrycznych

L I3 0 X|
—%11' T\ — 3 ‘ -E\ T 2l
Okres podstawowy funkcji f(x) = cos%x jest rawny 4.
Miejscami zerowymi funkcji f sg argumenty; x = =+ 2k, gdzie k € Z. >
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> Przyktad

Naszkicuj wykres funkeji f(x) = [tgx|. Podaj jej zbidr wartosci.

Rozwigzanie;
Szkicujemy wykres funkcji ﬁ,(x] = tgx. Odbijamy symetrycznie wzgledem osi OX te czes¢ wykresu funk-

cji f, ktéra znajduje sie pod osig OX.

B n =<

L1}

=
= |
B
5
L
=1
e

...I’u\_J.lt&.............. o | Ve ]

e

o [ ) =Teh
-

Ny = ke x
- () [
54

Zbiorem wartosci funkgji f jest przedziat (D, m)

Przyktad
Naszkicuj wykres funkcji f (x)=tg|x|. Czy funkcja fjest okresowa?

Rozwigzanie:
Szkicujemy wykres funkgji ﬁ(x] = tgx. Odbijamy symetrycznie wzgledem asi OY te czesc wykresu funk-

cji f, ktora okreslona jestdla x = 0.

Funkcja f(x) = tg|x| nie jezf okresowa,

1.10. Wzory redukcyjne dla funkcji trygonometrycznych
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Wzory redukcyjne

| Wzory redukcyjne pozwalajg wyrazi¢ wartosci funkcji trygonometrycznych dowolnego kata za pomo-

X
.E cg funkgji trygonometrycznych kata nalezgcego do przedziatu (D, % .
E
2 Dla katow wyrazonych w mierze tukowej mamy:
o
g‘-. Sin(—ua-)=—simr Siﬂ(?r—-ﬂ):Siﬂft Siﬂ(?r-{-fk):-simr 5iﬂ(2?i-fk)= —Sinaw
r~ {:DS(—{.}:) = C0Sw CGS(’:T = ur) =—CO0Sq CGS(’:T + (‘r) = —CO5«x CGS(Eﬂ = (r) = CO5¢x
tg (—u') =—tgn tg (ﬂ' — n') =—tga tg (TT + n') = t8u tg (211' - cr) =—tga >
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>

| . [?r . [3?1‘ y . [3?1‘ y
SINf=——u | = CO5ax SNj—=a|=CO5ax SNj——a |=—CO5a SNj—4a|=—C0050
2 2 2 2
T - s : 3 : 3 ,
o5 E—rt = SIMN«x COs E-l—r.r = —5SIN« COs ——{.1' = —5SIN« COs ——|—(.r = SiMcx
s Gl 1 3?1’ | 3m 1
tg|=— gl=—ta|l=—— gl ——a tg|— -
g[ ﬂ:] e E[Z-I*ﬂr] i 8|5 n] = 8|5 +cr] &
Przyktad
Oblicz.
a)sin|—Z t::}cr;:s?—iT Q) tgz—Tr
3) 4 3
Rozwigzanie:
a)sin|—Z z_smﬁz_é
3) & 2
b k JE
b)cos|2r—=|=cosZ = X<
; I " 4] 4- 2

3 3

th—_tg[ﬂ——] —tgiz—flumg——tg[ ?f] _L:_%z_%:_\@;
3

Zasada tworzenia wzoréw redukcyjnych

Zasada tworzenia wzorow redukcyjnych dla katéw, ktorych miare mozna przedstawic w postaci %’T + o,

gdziekeNorazae(0, =
1. przed funkcja zapisujemy znak plus lub minus w zaleznosci od tego, czy wartosc funkgji wyjsciowej
dla danego kata %i o jest dodatnia czy ujemna (patrz tabelka znakowy);

2. jesli k jest liczbg parzysta, to funkcja trygonometryczna pozostaje bez zmiany;

3. jesli k jest liczba nieparzystg, to funkcja zmienia sie na cofunkcje, to znaczy funkcja sinus zmienia sie
na funkcje cosinus, funkcja cosinus zmienia sie na funkcje sinus, a funkcja tangens zmienia sie na

funkgje é (funkcje cotangens).
oy

Tabelka znakow funkcji trygonometrycznych:

| éwiartka Il éwiartka Il éwiartka IV éwiartka
.3=E—cr ﬁ=£+af A=nta i
2 2 G o
B=r—a T R
B=2r—a
sing i, N, _ _
cos /3 a s - il
g + i L —

Wzory redukcyjne dla katdw, ktdrych miara wyrazona jest w stopniach.

sin(—a)=—sina sin(180°—a)=sina sin(180°+a)=—sina  sin(360°—a)=—sina
cos(~a)=cosa cos(180°—a)=—cosee  €05(180°+a)=—cosa  €0S(360°—a)=Cosa
tg(—a)=—tga tg(180°—a) = —tga tg(180°+a)=tga tg(360°—a)=—tga
5in(90°— a) = cosa sin(90° + o) = coso sin(270°—a)=—cosa  sin(270°+a )= —cosa
cos(90°—a) =sina cos(90°+a)=—sina  €os5(270°—a)=—sina  €os(270°+a)=sina
tg(90°—a) = gL tg(90° + ) = —tgiﬁ tg(270°—a) = Eglwf tg(270°+a) = *é{{

710, Wzory redukcyjne dla funkcji trygonometrycznych
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> Przyktad

Oblicz.
a) sin240° b) cos405° C) tg135°

Rozwigzanie:
] (=] H o o (s \E 1 [a] ] [=] o H (u] J§
a) sin240° = sin(270° - 30°) = —cos30 :—?Iubsmz&{} = sin(180° + 60 ):—smﬁﬂ ==

2
b) cos405° = CD5(350° i 45“) = C0S45° = %
Gii= ( °= Y=— C=— UbIgIIF=1g(60°445)=—— =1

tg45° 1

1.11. Sinus, cosinus i tangens sumy i réznicy katow oraz funkcje trygono-
metryczne katow podwojonych

Funkcje trygonometryczne sumy i réznicy katow
Dla kazdego «, 3 € R prawdziwe sg wzory:
Sin(n: + ,.-'i) = SiNaCOS 74 CoSa Sin 3 sin(n- — ,zi) = sinaCos 3 —cosasing

cos(a+ B) =cosacosB—sinasind  cos(a— ) =cosacos B+ sinasing

2\ Ba+1g0 w Al m ; -
tg(r.\-+_¢f)—1—_-m,d|af1:ia-l—}'(?nﬁ’ii-l—kw,(n-l—ﬁ)ia-l—}'ﬁrIkEﬁ
o tBa—tgd w LT - e :
tg(ﬁ—_ﬁ)—mjdla{kIE"‘k'ﬂ',}jI5+kﬂ,((k—;i)15+kﬂ|k€z‘
Przyktad
Oblicz.
a) sin105° b:ICDS_::—;
Rozwigzanie:
a) sin105° = sin(60° + 45°) = sin60°cos 45° + cos60°sin45° = \;‘;’ ;Jr%g:@:ﬁ
ks 47 3w T » 142 32 -6
blicos——asle— g =t epel L g B L cnctionet cinlgint = 1 2= 2 —=
312 12 12 [34] 3 4 3 4 2 2 2 2 4
Przyktad

. 2 T e e

Oblicz cos— -cos—4sin—-sin—

3 6 3 6
Rozwigzanie:

CCIS*z—-COS +5II’12—~ SIFI— COs 2—TT~E =EOSE=U
3 6 3 6 3 6 2

Funkcje trygonometryczne podwojonego kata
Funkcje trygonometryczne podwojonego kata
Dla kazdego o € R prawdziwe sg wzory:
Sinda = 25N oSk

COS 2ex = COS” x — SIN° e

711.Sinus, cosinus 1 tangens sumy i roznicy katow oraz funkecje trygonometryczne katow podwojonych

Ztgﬂ
g2a = i ,dlaa iz—l—kmfrxdr—l—z ik EZ
Przyktad
Wykaz, ze dla kazdego o € R prawdziwy jest wzor cos2a = 2cos’ a—1.
Rozwigzanie:

Przeksztatcamy lewg strone rownosci, stosujgc wzor na cosinus podwojonego kata, a nastepnie korzy-
stamy z jedynki tryg@ﬂcmetryczne )
L = 0520 = Cos? a — Sin*a = C0s? a— (1-€05% ) = 2c0s* a —1=P

i}
=
i

£

=]
=

&

e
-
~

Otrzymujemy L = P, to jest cos2a = 2C0s* a—1. >
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> Przyktad

Oblicz.

a)sin15° b) tg%

Rozwigzanie:

a) Zapisujemy uktad réwnan, z ktorych pierwsze wynika z wzoru na cosinus kata podwojonego, a dru-
c0s30° = cos®15°—sin*15°

sin15°+cos?15° =1

V3

2 a i e
Po przeksztatceniu otrzymujemy: SGEESES G sl )

Sin15°4¢o0s5%15%° =1
Stad;sjn115°=¥

V2-3

gie - z jedynki trygonometrycznej:

Czyli: sin15° = 5 (pierwiastek ujemny odrzucamy, poniewaz obliczamy sinus kata ostrego).
. 2y
b) Korzystajac z tangensa kata podwojonego, zapisujemy tg— = -
T—tg? —
8

Poniewaz: tg% =1, otrzymujemy 1—tg* % = Ztgg—

Wprowadzamy pomocniczg niewiadomat = tg%—. Otrzymujemy rownanie kwadratowe: t* +2t—1=0

Rozwigzujemy ta réwnanie i otrzymujemy pierwiastki:
A=B N =20 skqd:r.=_2_—22‘5=—'r—\:’§,r =_2+TE‘E=—T+\E

Odrzucamy ujemny pierwiastek rownania, poniewaz wyznaczamy tangens kata ostrego.
Otrzymujemy: tg—g— =2 -1

Przyktad

Df-]

Oblicz sin2«, gdy sina = % o e >

Rozwigzanie:

Korzystajac z jedynki trygonometrycznej, wyznaczamy cose, pamietajac, ze dla kata e [El, % Cosinus

przyjmuje wartos$¢ dodatnig: cose = y1-sin o = 1"1—[% = %
1246 ab

Obliczamy sinZa:sinZa=2.— ——=
5 5 25

Przyktad
W trojkacie ABC miara kata /3 jest dwukrotnie wieksza od miary kata «, asine = p, gdzie p € (—1, 1). Wy

Znacz sinus kata -y.

Rozwigzanie:
Wyznaczamy miare kata v. v=1 SD"’—(u—f—,{:’)_ Poniewaz 3 = Za, to v =180° — 3. Korzystajac z wzoru

redukcyjnego, obliczamy: sin(180° —3a) = sin3a

Korzystajac z wzoru na sinus sumy katow, otrzymujemy: sin3a = Ein(cr—i— 2(&-) = SiNa COS 20 + COS v SN Zex

711. Sinus, cosinus i tangens sumy i roznicy katow oraz funkcje trygonometryczne katéw podwojonych

Korzystamy z wzorow: sin2a = 2sinaCosa | €05 2a = C0S* a—sin ee = 1—2sin’ e | otrzymujemy:

SiN3c = SiNa -(1—25ir12 (E)-l—CDS(.E*z SinCoS

Stad: sin3a = sina —2sin’ a + 2sina cos’ a. Z jedynki trygonometrycznej podstawiamy cos® e = 1—sin’ a
Otrzymujemy: sin3a = sina — 2sin’ e + 2sina(1-sin a)

Po doprowadzeniu do najprostszej postaci otrzymujemy: sin3a = 3sina —4sin’ a.

Stad: sin3a =3p—4p°.
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1.12. Rownania i nierownosci trygonometryczne

Roéwnania trygonometryczne

| Rownanie trygonometryczne jest to rownanie, w ktérym niewiadome wystepuja pod znakami funkgji
trygonometrycznych, np. sinx = 0,5, 4cos2x -cos5x = 2cos7x + 1.

Rozwigzujac rdwnanie trygonometryczne, staramy sie doprowadzic je do rédwnari elementarnych po-
staci:sinx =@, cosx = itgx = a, gdzie a jest ustalong liczbg rzeczywistg. Nastepnie wyznaczamy zbior

miar wszystkich katow spetniajacych dane rownanie.

Poniewaz dla kazdego x € R wartosci funkcji sinus i cosinus zawierajg sie w przedziale (—'1, 1), wiec
rownania sinx = 0 i cosx = a majg rozwigzania tylko wtedy, gdya € (—1, 1>.

Rozwigzania elementarnych rownan trygonometrycznych:

Réwnanie Dziedzina réwnania Rozwigzanie Przedziat
réwnania podstawowy
sinx=a,0€(-11) XER X, = Xq + 2km xﬂe<i,1>
Xy =T —Xy+ 2K 2 2
gdziekeZ
cosx=a,a€(-11) xeR X, = Xo+ 2km X, €(0, )
Xz - "“XU '+' 2k'ﬂ—
gdziekeZ
tex=0,0€R {W } X =X, +km <—:¢ ?r>
XER—{—+km kel Xy E\—, —
3R gdziek € Z BN
Przyktad
RozwigZ rownanie trygonometryczne.
a]smx=+§ixe(—2m Zfr) b) sin3x =1
1 S
¢) cos|2x+=|== d)3tg-—=1
el -

Rozwigzanie:

a) Rysujemy wykres funkeji y = sinx oraz prostg y = —

i |

1

2
T
/"_"‘\f[x] = girx /’\\ /

e
/ \

~
]
— Ao
=
L
nt

Ne

e

Zauwazamy na wykresie, ze sin —%] = —%, stad x, = —%.

(Pierwiastka x, szukamy w przedziale podstawowym <_% %>}

712. Réwnania i nierdwnosci trygonometryczne

Wobec tego rownanie sinx = -% ma nastepujace rozwigzania w zbiorze R:
a : w =
Wiz —g+2kfr | %= TT—I—E]+2J!(?T, gdziekeZ

Czyli: x, = —%—4—2#{# | 95 16{4—2}(1.-, gdzieke Z
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Wyznaczamy te pierwiastki réwnania, ktdre nalezg do zbioru <—2?r, 2?7), podstawiajac za k liczbe —1,
otrzymujemy nastepujace pierwiastki rawnania: —5%, —g-. Podstawiajac za k liczbe 1, otrzymujemy

T L
pierwiastki; zgu : __17.[_

OdpowiedZ: Rozwigzaniem rownania s3a —%, —-g-, %ﬂ i ig—ﬁ
b) Rysujemy wykres funkcji y = sinx oraz prostg y=1:
] [ v

yl=1

// No=en | TN /

SEY &
/”.2 i i

w ™
—|=1stad x, =—.
2] Vstat% =

"
i |

Lt 1

R |= A
o4

-

Wiemy, Ze sin

Wobec tego dla rownania: sin3x =1 zapiszemy: 3x = %—1—24%1:1: 3, gdziekeZ

Po wyznaczeniu x otrzymujemy: x = g-i- %E, gdziek e Z.
Odpowiedz: Rozwigzaniem rownania jest x = g—+ %TE gdziek e Z.
1
c) cos|2x+=|==
} 6] 2

Rysujemy wykres funkcji y = cosx oraz prostg y = %:

fix)|= cosx V3

L
I 13 - g O
T . %\ i 2 Il

o=
nafs

- Y

Z wykresu odczytujemy, ze 2x+%=%+2k:¢, gdy 2x +%=~g~+2kw lub 2x+g—: -~13r~+2k:¢, sdziekeZ
Stad: 2x = = — = 4 2kn lub 2x = —Z —Z 4 2k
g 3 6+ T 3 6+ b
w TI'
2x=~6~+2kw:2lub2x=—+2~+2krr:2
Dtrzyrnu}emy:x=%+k:¢lubx:—%+kw,gdz[ekez.

OdpowiedzZ: Rozwigzaniem réwnania sa x = % +km, X = —% + km, gdzie k € Z.

d} Wyznaczamy dziedzine rownania: S kw, gdziek e Z
Czyli: x = 2w + 4k7, gdzie k € Z
1 NE! x A3

2 s LB s L (= s
SkoroBtg4_1,totgd 3,&.11.r|er:tg,4 3Iu1:rtgd T

ER V3

Rysujemy wykres funkcji y =tgx oraz proste y = 3 [t —

712, Rownania i nierownosci trygonometryczne
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uUn

i o8

N

R

Moo 5
i

ol

_L._P:d|h....._ iL el o
e

8 1 1 e

:}-E
4

Otrzymujemy: o

1
— ekeZ.
i 4gdz|e €L

X m
ba——T
u4 6+?r

x=£6£+4kw |ubx=—%+4kw,gdziekez.

Stad x =2§+4kw lub x =—?§?£+4k;-r, gdzieke Z.

OdpowiedZ: Rozwigzaniem rownania sg x = %ﬂ + dkw, x = u%ﬂ + 4k, gdzie k € Z.

Przyktad

Rozwiaz rownanie.

a}‘atg){-Eﬁ‘:v@ b) 2cos? x4+ cosx =1
C)2sinxcosx —\ECDSX—i—ZSinx—\E =l d)cos2x —cos?x =—1

Rozwigzanie:
a) Wyznaczamy dziedzine réwnania: x = %+ kw, gdzieke Z

Z definicji wartosci bezwzglednej otrzymujemy: 3tgx — 2\5 = \E lub 3tgx — ZJ_ 3 ,_\E
Z kazdego rownania wyznaczamy tgx: tgx = V3 lub tgx = g
3

T

Rysujemy wykres funkgji y =tg x oraz proste y = NEY s

|

¥al

o fix) = tex

3%}

i _}f:q‘? .

JANHANH AN AN AN}
IS I e M W

W
i

o W
£ 0

=

faf=t
anf=
L
P |
=
Ll
| ]
E]
iU'E
=5
e

712. Réwnania i nieréwnosci trygonometryczne

gn

Odczytujemy z wykresu, ze x = Lt km lub x =Z 4k, gdzieke Z.

o
=
R
)
£
=]
=
&
-
-
~

Odpowiedz: Rozwigzaniem réwnania i3tgx—2 3‘ =J§sa:x =%+kn~, X =%+kw, gdziek e Z. >
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> b) Wprowadzamy pomocniczg niewiadoma: t = cosx, gdziet € (—1,1)

Otrzymujemy rownanie kwadratowe: 2t> +t—1=0

Wyznaczamy pierwiastki tego rownania: A=9,t, = %——3- =l = —t:— s — %

- : . 1
Otrzymujemy réwnania trygonometryczne: cosx = —1Iub cosx = =

Rysujemy wykres funkcji y =cosx oraz proste y=—1i y = —21

Odczytujemy z wykresu funkcji rozwigzanie pierwszego z tych rownan jest x = m+ 2k, gdziek € Z,

oraz rozwigzanie drugiego rownania x, = %-}- 2k Xy = —%+ 2k, gdzie k € Z.

Odpowiedz: Rozwiazaniem réwnania 2cos’ x+cosx =133 x = —%-[— 2k, X = %4— 2Kkw, X =mw+2km,
gdziek e Z.
C) Z rownania 2sinxcosx — J2cosx+2sinx—2 =0 wytaczamy wspolny czynnik i otrzymujemy:
CDSX(2 Sinx—\E)—I—E sinx—+2=0
Nastepnie zapisujemy w postaci iloczynowej: (2smx —Jf)(cosx +1)=0
Stad: 2sinx — V2 =0lubcosx+1=0
2

Otrzymujemy rownania: sinx = = lubcosx =—1

Rysujemy wykresy funkgji trygonometrycznych. Pierwszy z nich to wykres funkgji y = sinx i prosta

N5

y=y =3

5
flx)|= sinx ol 4
,I/H\\ " --.T T ! 4 ! ! /
7N £ 7
i
t ! 5 t -
R LI T Bar
T o 1 L anm X
5P - el o 2 2 sl

: |

Odczytujemy z wykresu rozwigzanie pierwszego rownania: x, = %-{- 2hw X = %{I +2km, gdziek e Z.

=}

Rysujemy drugi wykres. Jest to wykres funkcji y = cosx i prosta y = —1.
vk

fix) 4= cogx

-2 —%\ - A ? %\ T g 2

Odczytujemy z wykresu rozwigzanie drugiego rownania: x =« + 2k, gdziek € Z,

=y

Odpowiedz: Rozwigzaniem rownania 2sinxcosx —v2cosx +2sinx—2 =0 53, x=—%+2kw,

712, Rownania i nierownosci trygonometryczne

x=%+2kmx=w+2k¢r,gdziekez,

d) Korzystamy z wzoru na cosinus kata podwojonego: cos2a = cos’ a—sin’ o = 2cos’ a—1
Otrzymujemy: 2cos® x —1—cos? x = —1
Po doprowadzeniu do prostsze| postaci atrzymujemy: cos*x =0, czylicosx =0
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> Rysujemy drugi wykres. Jest to wykres funkcji y =cosx i prosta y =0.
— R T -

1

- \\ - ; -

Odczytujemy rozwigzanie tego réwnania jest. Jest nim: x = g-ln kw, gdzie k € Z.

=

Odpowiedz: Rozwigzaniem réwnania cos2x —cos* x = —1jest x = %+ km, gdzieke Z.

Nierownosci trygonometryczne

Przy rozwigzywaniu nierdwnosci trygonometrycznych korzystamy z umiejetnosci rozwigzywania row-
nan trygonometrycznych. Rysujemy rowniez wykres odpowiednie] funkcji trygonometrycznej.

Przyktad

Rozwigz nierownosc.

a)2sinx <1 bjﬁcasx 2% t:}ltgxi-w@
Rozwigzanie:

a) Przeksztatcamy nierownosé do postaci: sinx {%

Rozwigzujemy réwnanie trygonometryczne sinx = % W tym celu rysujemy wykres funkcji y =sinx

Qraz prostg ¥y = %

(7 _

3 VYiE=sinx

! |

=5 \\
—£ ?_I' w 3—?1- T ﬁ 3TFX-.
1 2 e 2 IR
% n_xxfl 6 \\\_//f 8/
>
T
= - - : o : 1 S . 13
= Odczytujemy, dla jakich argumentdw x wartosci funkgji y = sinx sa réwne > Sgtox, = E | X, = ETE
Q
g Zapisujemy przedziat argumentow, dla ktérych wykres funkcji y = sinx lezy ponizej wykresu funkgji
3 4,
$ 5m 13r
£ 6" 12
% Uwzgleﬁﬂiajac gkresmwos’c‘ funkcji sinus, zapisujemy zbidr rozwigzan nierdwnosci 2sinx <7
P T 137 :
z XE|—+2km, —+2km| gdziek e Z.
S [ 6 12 “}g
= e y V3
b) Przeksztatcamy nieréwnos¢ do paostaci: cosx > -
Sl . V3 : i x
Rozwigzujemy rownanie trygonometryczne cosx =— Otrzymujemy rozwigzania: x, =—— oraz
L p. 6
© 6

o
=
R
)
E
=]
=
&
]
-
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Rysujemy wykres funkcji y = cosx oraz prostg y =

m|&]

A
v
13 |
. = ol
=. ot X
T 516 1 6l= ‘i
\{msfl" ' \/

Zapisujemy przedziat argumentdw, dla ktdrych wykres funkcji ¥ = cosx lezy powyzej wykresu funkgji

=— X
Y=

6 6

5 ez, 1)

Uwzgledniajgc okresowosc funkgji cosinus, zapisujemy zbidr rozwigzan nierdownosci «E{:asx-::g:

X <—%+2kﬂ, %+2kw>, gdziekeZ

) Rozwigzujemy rownanie trygonometryczne tgx = B Otrzymujemy rozwigzanie: x = ——

Rysujemy wykres funkcji y = tgx oraz prostg y = 3.

v A
5
K=IEx
,-_"Ir
B e ]
.E 2_L .I
g 5
L !
- O 4 a—
—T I i T X
! g 1+ e 1
! |y =N3
_'{'.. 4
&
4
-

Zapisujemy przedziat argumentow, dla ktorych wykres funkcji y = tgx lezy ponizej wykresu funkcji

=N dine

Siass
Zi 3

Uwzgledniajgc okresowoscC funkcji tangens, zapisujemy zbidr rozwigzan nierownosci tgxﬂ—\E:

X€|-Z4km, —=+kn gdziekeZ
2 2
Przyktad

NG

Rozwiaz nieréwnos¢ [sinx| < =

Rozwigzanie:
2
2

Przeksztatcamy nierdwnosc do postaci: -—g'{ Sinx <

712, Rownania i nierownosci trygonometryczne
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Rysujemy wykres funkcji y = sinx oraz proste: y = ——‘22 orazy= —'22
vk .
; | 5 v Y sinx
T P S 1 e i r‘q‘

=

|4
FINE
1 N

e

e 9 5m]1w X
Lo

4 i
e

-y £ |
"hql

b |

o 1

| |
nels 4

RS

o &

5 LY
E
I

|

ol

Na osi X zapisujemy te argumenty, dla ktérych sinx = ——— orazsinx = Tz

Dléxel—— S sati::r'—EE 3% 5
2" 3 44" 4" 4
2

Zapisujemy przedziat argumentow, dla ktorych wykres funkcji y = sinx lezy powyzej proste] y = — >

i jednoczesnie ponizej prostej y =—\;§: X E<—%. %>U<%J %}

N

Uwzgledniajgc okresowosc funkgji sinus, zapisujemy zbidr rozwigzan nieréwnosci |5inx| = 7:

X € <—%+ 2k, %+ Zk?r> U<??Tﬂ+ 2k, EE- + 2k?r>
1.13. Utrwalamy wiedze
—® wzory redukcyjne
wzory na sinus, cosinus i tangens —@ funkcja sinus
SUMY RC2ni O kgt an ——® funkcja cosinus
Wzory na sinus, cosinus i tangens -
katow podwéjnych —@ funkcja tangens
~ miara fukowa
réwnania i nieréwnosci | miara stopniowa

trygonometryczne

tozsamosci
E/GOEORET e B FUNKCJE TRYGONOMETRYCZNE
wartosci funkgji
trygonometrycznych
g dla katéw 307, 457 i 60°
% zastosowanie w planimetrii
=
z
3 v v _ v v
= twierdzenia twierdzenia wzor na pole rozwigzywanie
o sinusow cosinusow trojkata trojkgtow

-
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8.1. Trojkaty

Nierownosci trojkata

| Tréjkat to figura wyznaczona przez trzy punkty nielezgce na jednej prostej. Kazdy z tych punktow jest
wierzchotkiem trojkata, a odcinki tgczgce wierzchotki nazywamy bokami.

Z trzech odcinkéw mozna zbudowad tréjkat, jesli suma diugosci kazdych dwdch
odcinkow jest wieksza od dtugosci trzeciego odcinka

a+b>cia+c>b ib+c>a

Przedstawione powyzej zaleznosci nazywamy nierédwnosciami trojkata.

o

Przyktad

Sprawdz, czy odcinki o podanych diugosciach a = 4 cm, b= 6 cm, c = 8 cm moga by¢ bokami pewnego
trojkata.

Rozwigzanie:

W praktyce sprawdzamy tylko jedng nierownosc, tzn czy suma dtugosci dwoch krotszych bokow jest
wieksza od dtugosci boku najdiuzszego.

Obliczamysumea+ b 4cm+6cm =10cm

Porownujemy a4 bzc:10cm =8 cm

Odpowiedz: Odcinki o diugosciach 4 cm, 6 cm i 8 cm moga by¢ bokami trojkata.

Suma miara katow wewnetrznych tréjkata

| Twierdzenie
Suma miar katéw wewnetrznych trojkata jest rowna 180°.
a+ 3+ =180°

Dowdod o

Na rysunku prosta / przechodzaca przez wierzchotek Ci réwnolegta do boku c
AB wyznacza katy a, i 8, naprzemianlegte wewnetrznie do odpowiednich ka-

téw wewnetrznych a i 3 trojkata ABC.

Poniewaz ., =a i 3, = 8 oraz o, + 3,4+ v = 180°, zatem a + 3+ v = 180°.

Udowodnilismy w ten sposob, Zze suma miar katow wewnetrznym w dowolnym A
trojkacie jest rowna 180°.

Przyktad

W trojkacie ABC miara kata CAB wynosi % a miara kata zewnetrznego BCD jest réwna %r Wyznacz
miary pozostatych katow trojkata ABC.
Rozwigzanie:

Wykonujemy rysunek pomocniczy.
Oznaczamy jako 3 miare kata ABC, a jako v miare kata ACB.

Wyznaczamy miary katow ABC oraz ACB.
: P . :
Katy o miarach - i ¥ sg katami przylegtymi.

2w
Zatem: Yy =m——=—
IS
= Katy o miarach 50°, 3, v sg katami wewnetrznymi tréjkata.
= m w| 5m
) Zatem: =T —|—4=|===
£ | [4+3] 12
o

| Katem zewnetrznym trojkata nazywamy kat przylegly do kata \E[
wewnetrznego tego trojkata.

A, B, C - wierzchotki trojkgta ABC
AB, BC, CA - boki trojkata ABC

katy ABC, CAB i ACB - katy wewnetrzne
Miara kata zewnetrznego trojkata jest rowna sumie miar katow
wewnetrznych trojkata nieprzylegtych do danego.

katy

ewnetrzne
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Rodzaje tréojkatow

Ze wzgledu na diugosci bokdw tréjkaty mozemy podzieli¢ na réznoboczne i nieréznoboczne (rowno-
ramienne i rownoboczne).

| Trojkatem réznobocznym nazywamy trojkat, ktory ma wszystkie boki
innej dtugosci.
|AB]| = |BC]|
BC| = |AC|
|AB| = |AC|

| Trojkatem réwnoramiennym jest trojkat, ktérego co najmniej dwa
boki maja te samg dtugosc. W tréjkacie réwnoramiennym katy przy pod-
stawie majg rowne miary.
|AC| = |BC|. |«BAC| = |<ABC]|

A B
podstawa
| Trojkatem rownobocznym nazywamy trojkat, ktérego wszystkie boki C
maja te sama dtugosc. W trojkacie rownobocznym miary katow sa row-
ne.
|48| =|BC| = |AC| |«BAC| = |<ABC| = |<BCA| = 60°
A= g

Trojkaty mozna klasyfikowac rowniez ze wzgledu na ich katy.

| Tréjkat ostrokatny ma wszystkie katy ostre.
a<90%i3<90° i~v<90°
Kat ostry to kat o mierze wieksze| od 0° i mniejszej od 90°,

| Tréjkat prostokatny ma jeden kat prosty.
7=90"Ia<90" i3 <90"
Kat prosty to kat o mierze réwnej 90°.

przyprostokatna

przyprostokatna

| Trojkat rozwartokatny ma jeden kat rozwarty.
T>90% i< 90°%i3<90°
Kat rozwarty to kat o mierze wiekszej od 90° i mniejszej od 180°.
s o

Twierdzenie Pitagorasa

Do obliczenia dtugosci trzeciego boku trojkata prostokatnego, gdy znamy diugosci dwoch pozostatych
bokow, mozemy korzystac z twierdzenia Pitagorasa.

| Twierdzenie Pitagorasa
W trgjkacie prostokatnym suma kwadratdow diugosci przyprostokat-
nych jest rowna kwadratowi dtugosci przeciwprostokatne. 2 C
a*+ b =¢
| >

8.1. Trojkaty

i
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> Przyktad

Oblicz dtugosé przyprostokatnej, jezeli dana jest dtugosé przeciwprostokgtne; c=+/15 oraz diugosc
drugiej przyprostokatnej b= J10.

Rozwigzanie:

Wyznaczamy dtugosc przyprostokatne] z twierdzenia Pitagorasa:

¢t =a"+b° )
(5] =o' +(]
15=a¢*+10

g’ =5

a0 =45

Odpowiedz: Dtugosc przyprostokatnej wynosi V5.

Twierdzenie odwrotne do twierdzenia Pitagorasa
Znajac diugosci bokow tréjkata, mozemy sprawdzic, czy dany tréjkat jest prastokatny,
Korzystamy wowczas z twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Pitagorasa.

| Twierdzenia odwrotne do twierdzenia Pitagorasa
lezeli suma kwadratow diugosci dwoch krotszych bokow trojkata jest rowna kwadratowi dtugosci naj-
diuzszego boku, to tréjkat ten jest prostokatny.

Przykiad

Sprawdz, czy trojkat o bokach dtugosci l l 1jeat trojkgtem prostokatnym.
Rozwigzanie: 345

Oznaczamy jako a, b, ¢ dtugosci bokow trdjkata.

Obliczajac sume kwadratow, bierzemy pod uwage diugosci bokow krotszych.
Wypisujemy danei:

5 4’ 3
2 x 2
i 1 T A 1 1
FER =l sl =t a=——aitt=| ==
I5] [4] 25 16 400 [3] 9

Zatem: g* + b* = ¢?
Trojkat o bokach diugosci % % % nie jest trojkgtem prostokatnym.

Znajac dtugosci bokow trojkata, mozemy ustalic, czy dany trojkat jest prostokatny, jak rowniez, czy jest
ostrokatny lub rozwartokatny.

Jezeli dtugosci bokow tréjkata oznaczamy literami a, b, ¢ w taki sposdb, zea<b <coraza’ +b* <c* to
trajkat jest rozwartokatny, jesli natomiast @ + b* > ¢, to trojkat jest ostrokatny.

Przyktad

Sprawdz, czy trojkat o bokach dtugosci 6 cm, 4 cm, 3 cm jest ostrokatny, prostokatny czy rozwarto-
katny.

Rozwigzanie:

Oznaczamy diugosci dwoch krétszych bokow jako a i b, a dlugosé najdiuzszego boku jako c.
Wypisujemy dane;a=4cm,b=3cm,c=6cm

Obliczamy sume kwadratdw diugosci bokow krotszych oraz kwadrat diugosci boku najdiuzszego:
@+ b =32 +4* =25

¢*=56*=36

Zatem: o’ +b* < c?

Odpowiedz: Trojkat jest rozwartokatny.

8.1 Trojkaty

Nalezy pamietac, ze w trojkacie naprzeciwko wiekszego kata lezy dtuzszy bok.

Przyktad
Oblicz dtugos< najdiuzszego boku trojkata, ktorego dwa krotsze boki maja dtugosci 3 cm i 33 em,
a jeden z katow ma miare 150°.

Rozwigzanie:
Oznaczamy diugosci dwoch krotszych bokow jako a i b, dtugosc najdtuzszego boku jako ¢, kat o mierze
150° jako .
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> Wypisujemy dane:a=3cm, b= 33 cm
W danym trojkacie « jest najwiekszym katem, zatem z twierdzenia cosinusow otrzymujemy:
¢? =a* + b’ —2abcosa

c? =3’+(3J§)2—2-3-3J§c0515ﬂ°
¢? =9+ 27183 cos(180°—307)
2 =36+418y3cos30°

c =36+18J§~§

¢ =63stadc= 37 (cm)

Wzory na pole tréjkata

| Pole tréjkata wyznaczamy ze wzoru P = %Dh, b ;

| Pole trojkata mozemy obliczy¢ réwniez ze wzoru P = %ab-simv.

AN D

o

Przyktad
Dany jest trojkat rownoramienny o ramionach dtugosci 5 cm i kacie miedzy tymi ramionami o mierze

120°. Oblicz pole powierzchni tego tréjkata.

Rozwigzanie:

Wypisujemy dane: dtugosci ramion a = 5 cm, kat miedzy ramionami e =120°
Obliczamy pole tréjkata:

P=_Llg.0.sina=.5.5.5n120° = 22.sin(180° — 60°) = 22-sin60° = 25V3 (cm?)
2 2 2 2 4
Tréjkat rownoboczny
| Wysokosé tréjkata rownobocznego mozemy obliczyé, jesli znamy dtugosc
boku trojkata, ze wzoru h = #. a
. : : a’\3
| Pole tréjkata rownobocznego mozemy obliczy¢ ze wzoru P = 1
Przyktad
Oblicz pole tréjkata rownobocznego o obwodzie 96 cm.
Rozwigzanie:
Obliczamy dtugosc boku trojkata:
NG

a= = 3v6 (cm)
Obliczamy pole trojkata:

» D'E.Jg (E}Jé)-” Jg _ 2?'\4@ (Crﬂ:‘)
2

P =
4 4

8.2. Czworokaty

Witasnosci czworokatow

8.2. Czworokaty

| Czworokatami nazywamy wielokaty o czterech bokach.

Punkty A, B, C, D sg wierzchotkami czworokata ABCD, a odcinki AB, BC, CD, AD
- jego bokami.

Bokiczworokata, ktdre nie majg wspolnego wierzchotka, czyli bokiABi CDoraz A Q
boki BC i AD, nazywamy bokami przeciwlegtymi.
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Odcinki ACi BD to przekatne tego czworokata. B

Kazdy czworokat ma dwie przekatne.
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Suma miar katow czworokata

| Suma miar katéw czworokata wynaosi 360°.
Dowdadd: Dzielimy czworokat przekatna na dwa trojkaty, w ktorych suma miar katow wynosi 180°, zatem
180° + 180° = 360°

Przykiad
Oblicz miary katow wewnetrznych czworokata ABCD przedsta-

wionego na rysunkdu,
Rozwigzanie:
Obliczamy miary katow wewnetrznych czworokata ABCD:

Katy o miarach 3 i132° sg przylegte.

Zatem 3 =180°-132°=48°

Katy o miarach & i 37° sg rowniez przylegte.

Zatem § =180°-37°=143°

Suma miar katow wewnetrznych czworokata wynosi 360°,
Zatem o =360°—(48°+143° 4 73°) = 96°

Prostokat i kwadrat

Prostokatem nazywamy czworokat, w ktorym wszystkie katy sa proste.

b
W prostokacie przeciwlegte boki sg rowne | réwnolegte, a przekatne maja taka
samg dtugosc i dziela sie na potowy.

Pole prostokata obliczamy ze wzoruP =a-b.

Przyktad
Dany jest prostokat o bokach diugosci a i b oraz prostokat o bokach diugosci ¢ i d. Bok o diugosci ¢
stanowi m%, m € N boku o dtugosci a, a bok o dtugosci d stanowi n%, n € M boku o dtugosci b. Oblicz,
ile procent pola prostokata o bokach diugosciach a i b stanowi pole prostokata o bokach diugosciach
cid.
Rozwigzanie:
Wyznaczamy pole prostokata o bokach dtugosciachaib:P,=a-b
Wyznaczamy pole prostokata o bokach diugosciachcid:P, =c-d
Poniewaz ¢ = m%a = 12 oraz d = n%b = n—b.
100 100
Zatem: P, =ma-nd =mn-ab
Obliczamy, ile procent pola prostokata o bokach diugosciach a i b stanowi pole prostokata o bokach

drugosciach cid:

B _mn-ab 40006 — mn.100%

R ab
Szczegdlnym przypadkiem prostokata jest kwadrat.

| Kwadrat to prostokat, ktdry ma wszystkie boki rownej dugosci.

W kwadracie przekatne sa rownej dtugosci, przecinajg sie pod katem prostym | dzielg
sie na potowy.

| Pole kwadratu obliczamy ze wzoru P = a”. =

Przyktad
Pole kwadratu, ktérego bok ma diugosc 3a—2, jest rowne 6a+4, gdzie a jest liczbg rzeczywistg wiek-

8.2. Czworokaty

szg od E Wyznacz wartosc liczby a.

Rozwigzanie:
30-2>0i6a+4>0, stad:a::-% ia::-—%
Zatem: ae[%,m]
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Wyznaczamy pole kwadratu ze wzoru na pole kwadratu:
4 4
P=(30-2) =90>-12a+4
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> Zatem:

90° -12a+4 =6a+4
9a°—18a =0
alo—2)=0,stad:a=0luba=2

PoniewaZz o e

%,m], wiec wartosc liczby a wynosi 2.

Réwnolegtobok

| Rownolegtobokiem nazywamy czworokat majacy dwie pary bokow

rownolegtych. b

W réwnolegtoboku boki réwnolegte sa réwnej dtugosci, a przekatne
przecinaja sie w potowie.

| Pole réwnolegtoboku obliczamy ze wzoru P = ah.
Pole réwnolegtoboku mozemy obliczyé réwniez ze wzoru P = absina lub ze wzoru P = Edﬁ;. siny.

Przyktad
Oblicz pole rownolegtoboku o ditugosciach kolejnych bokow 241013415 oraz kacie rozwartym 135°
Rozwigzanie:

Wypisujemy dane: g = 2410, 6 =315, 0 =135°
Obliczamy pole rownolegtoboku:

P = absine = 24103415 -sin135° = 64/150 g —tns —anf

Romb a

| Rombem nazywamy czworokat, w ktérym wszystkie boki sg rowne.

af |h q a
W rombie przekatne przecinaja sie pod katem prostym i dzielg sie na potowy. ey

| Pole rombu obliczamy ze wzaru P = %d._ .,

Pole rombu mozemy rowniez obliczac, stosujac wzor na pole rownolegtoboku:
P=ahlubP=a’sina

Przyktad
Stosunek diugosci przekatnych rombu o boku 10 cm jest rowny 4 : 3. Oblicz pole tego rombu.

Rozwigzanie:
Wypisujemy dane: g = 10 c¢m, 6 2
d, 3
W rombie przekatne przecinajg sie pod katem prostym i dzielg sie na potowy.
Zapisujemy warunki zadania:

1.7
+|=d,| =10°
2%

Z pierwszego rownania wyznaczamy d,:

8.2. Czworokaty

Oy = %dg, nastepnie podstawiamy do réwnania drugiego.

14 .Y (1.Y
Ll Rl R
552 34

2 i 1 2
—d, —d,| =100
[3 ] +[32)
%d§+%d§=mﬂ

25 -
%dz=1DD,5tqdd2=’12Iubd2=—’12
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> Poniewaz d, jest dtugoscig przekatnej, czyli liczbg dodatnia, zatem d, =12 (cm).
Wyznaczamy dtugosc drugiej przekatnej:
d, =%-12:16{cm]

Obliczamy pole rombu:

1 1
P=_d_.d1=—-16‘12=95
2 -2

Trapez b
| Trapezem nazywamy czworokat majacy co najmniej jedna pare bokdw rédwno-

legtych. cf |h d
| Pole trapezu obliczamy ze WzoruPz%b-h. -\ =

Przyktad

Oblicz pole trapezu rownoramiennego, ktorego wysokosc ma diugosc 443 cm, krétsza podstawa -

6 cm, a ramie - 32 em.

Rozwigzanie:

Wykonujemy rysunek pomocniczy. o b 5
h=4y3 cm, b=6cm,c=8v2 cm
Trojkagt AED jest prostokgtny. ol .
Wyznaczamy diugosc odcinka AE z twierdzenia Pitagorasa (dtugosc
odcinka jest liczba dodatnig): WL B X\

x? +(4J§)3 = (BV'E)E S ’ i

x* +48 =128, stad c =45 cm
Obliczamy dtugosc boku AB:

|4B| = 2x +b |A5|=2-4J§+5=[8£+5)[cm}
845 +646)-443 !
P=( ’ ; ) =8(215+3V3) (cm)
8.3. Okrag i koto
Okrag Lk ABC cieciwa

| Okregiem o Srodku O i promieniu r =0 nazywamy zbidr wszystkich
punktow ptaszczyzny, ktorych odlegtosc od punktu O jest rowna r.

| Cigciwg nazywamy kazdy odcinek fgczqcy dwa dowolne punkty okre- 5
gu. Srednica nazywamy najdtuzsza cieciwe przechodzaca przez sro-
dek okregu (dtugos€ srednicy jest dwa razy wieksza od diugosci pro-
mienia),

) srednica
srodek

| tukiem nazywamy czes¢ okregu zawartg miedzy dwoma rdznymi
pramier

punktami okregu wraz z tymi punktami.
| Diugosc okregu o promieniu r wyraza sie wzorem: [ = 2ar.

Kat, ktorego wierzchotkiem jest srodek okregu, a ramiona zawierajg promie-
nie, nazywamy katem srodkowym (na rysunku kat srodkowy AOB wyznacza
tuk ACB).

Miara kata srodkowego stanowi taka czesc miary kata petnego, jaka czescig g
dtugosci okregu jest tuk, na ktérym ten kat jest oparty.

8.3. Okrag i koto

| Diugosctukuokreguopromieniurwyznaczonego przez kat Srodkowy o mie-
rze o Wyraza sie wzorem:

b 2ar
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> Przyktad

Oblicz dtugosc tuku wyznaczonego przez kat srodkowy o mierze %ﬂ | promieniu diugosci 8 cm.

Rozwigzanie:
Wypisujemy dane: r=8cm, a = %

Obliczamy diugos¢ tuku:

o X o %"T.a — 6m (cm)

m

Wzajemne potozenie prostej i okregu

Jesli prosta i okrag potozone sg na tej samej plaszczyZnie, to te figury moga nie miec punktdw wspal-
nych, moga miec jeden punkt wspdlny albo moga mie¢ dwa punkty wspolne.

Prosta i okrag nie majg punktow wspdélnych

Odlegtosc srodka okregu od prostej jest wieksza od promienia tego
okregu: d > r. K

Prosta i okrag majg jeden punkt wspalny.

QOdlegtosc srodka okregu od prostej jest rowna promieniowi tego okre-
gu: d = r. Prosta k nazywamy wtedy styczng okregu.

Styczna do okregu jest prostopadta do promienia o koncu w punkcie
stycznosci.

Jezeli styczne do okregu w punktach A B przecinajg sie w punkcie P, to |PA| = |PB|.

[&]

Prosta i okrag maja dwa punkty wspdlne.

Odlegtosc srodka okregu od prostej jest mniejsza od promienia tego okre-
gud<r.

8.3. Okrag i koto

Prosta k nazywamy wtedy sieczng okregu.
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> Jezeli dwie sieczne poprowadzone z punktu P lezgcego na
zewnatrz okregu przecinajg okrag odpowiednio w punktach
AiBoraz CiD, to:

|PA|-|PB| = |PC]-|PD

lezeli przez punkt P przechodzi styczna do okregu w punk-
cie C oraz sieczna przecinajgca okrag w punktach A i B, to:

lPc|” = |pA|-|P8]

Przyktad

Z punktu S poprowadzono styczna i sieczng do okregu
o érodku O. Wiadomo, ze |SC| = 6 oraz |SA| = |A87{patrz rysu-
nek).

Wyznacz dtugosc cieciwy AB.

Rozwigzanie;

S| =|sA|-2[sA| = 2|54
67 =2|5A
54| = 342

Zatem: |AB| =32

Wzajemne potozenie dwoch okregow
Dwa okregi takze moga byc wzgledem siebie potozone w rézny sposob.

Okregi moga byc roztgczne. Nie majg wtedy punktow wspolnych.

00| >r+1, 100,| <|r—n,|
okregi roztgczne zewnetrznie okregi roztgczne wewnetrznie

Okregi moga by¢ styczne. Majg wowczas jeden punkt wspalny.

8.3. Okrag i koto

|r::r,o;.| =r 41, |D1D;|:|r.—r,|

okregi styczne zewnetrznie okregi styczne wewnetrznie
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> Okregi moga byC przecinajgce sie. Maja wtedy dwa punkty wspolne.

|'r1 = 'rz| < |D1DJ

<h+1,

Okregi, ktore maja wspolny srodek, nazywamy wspotsrodkowymi.

00,|=0

Koto

| Kotern o $rodku O promieniu r > 0 nazywamy zbidr wszystkich punktow plasz-
czyzny, ktorych odlegtosc od punktu O jest mniejsza lub rowna r.

Punkty nalezace do okregu ograniczajgcego koto naleza do tego kota.

| Pole kota o promieniu rwyraza sie wzorem: P = wr?,

Przyktad

Dane sg wspotsrodkowe okregi (patrz rysunek). Cieciwa AB okregu o promie- 3
niu 12 jest styczna do okregu o promieniu 8. Oblicz pole kota o srednicy AB.

Rozwigzanie:

Wykonujemy rysunek pomocniczy:

Wyznaczamy dtugosc odcinka AC z twierdzenia Pitagorasa dla trgjkata prostokgtnego ACO:
|AC]" =122 -82 =80, stad:|AC| = 445

Odcinek AC jest promieniem okregu o srednicy AB.

Wyznaczamy pole kota:

P =l|Ac| =80x

Pierscien kotowy

8.3. Okrag i koto

| Pierscieniem kotowym nazywamy czesc ptaszczyzny ograniczong przez dwa
wspotsrodkowe okregi (wraz z tymi okregami).

Opisujgc pierscier kotowy, podajemy jego promien zewnetrzny i promier we- ‘
wnetrzny. Roznice tych promieni nazywamy szerokoscig pierscienia.

| Pole pierscienia kotowego wyraza sie wzorem: P = w(ﬁ‘z —rz).
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> Przyktad

Oblicz pole pierscienia kotowego o promieniu zewnetrznym rownym 3—25- | promieniu zewnetrznym
rownym V3.
Rozwigzanie:

Promien zewnetrzny pierscienia R wynosi %, a promien wewnetrzny r jest réwnyu@.
Obliczamy pole pierscienia kotowego:

7
g 33

- clo=r)-o 2] -6 2-

Wycinek kota

| Wycinkiem kota lub wycinkiem kotowym nazywamy czesc kola zawarta mie-
dzy dwoma promieniami. A‘

| Pole wycinka kota wyznaczonego przez kat srodkowy e wyraza sie wzorem:
(83

P —
360°

-r?

Przyktad

Oblicz obwdd kota, z ktdrego wycieto wycinek kotowy o kacie sy polu 6 mcm?,
Rozwigzanie: -
Wyznaczamy promien r kota ze wzoru na pole wycinka kota:

m

6

b = - .71
2

pr=72

r jest dtugoscig promienia kota, wiec r>0
Zatem:r =642 (cm)

Obliczamy obwod kota:

f = 2ar = 27646 = 124f6m {cm)

Odcinek kota c

Odcinkiem kota lub odcinkiem kotowym nazywamy czesc kota (wraz z jej brze-
giem) ograniczong tukiem ABC | cieciwg AB.

Przyktad

Uzasadnij, ze pole odcinka kotowego o promieniu 12 i kacie srodkowym o mierze 60° wynosi 24« — 364/3.
Rozwigzanie:

Wykonujemy rysunek pomocniczy.

Pole odcinka kota obliczymy jako roznice pol wycinka kota wyznaczonego przez

kat srodkowy o mierze ¢ Oraz rownoramiennego trojkata o ramionach dtugosci

ri kacie miedzy tymi ramionami 0 mierze .

Obliczamy pole odcinka kotowego: i
P=—® imrt_ 2 .gngge

360° 2

60° A J3
P 122 ——.12%.5IN60° = 247 — 7222 = 247 — 3643

360° 2 " 2 " 3 £

Zatem pole odcinka kotowego o promieniu 12 i kacie srodkowym o mierze 60° wynasi 247 —3643.

8.3. Okrag i koto
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8.4. Katy w okregu

Kat wpisany i Srodkowy

| Katem wpisanym nazywamy kat wypukty, ktérego wierzchotek lezy na okregu,
a ramiona sg potprostymi zawierajacymi cieciwy tego okregu.

| Miara kata srodkowego w okregu jest dwa razy wieksza od miary kata wpisa-
nego opartego na tym samym fuku.

Przyktad

Oblicz miare kata srodkowego opartego na tym samym tuku, co kat wpisany
0 mierze 48°

Rozwigzanie:

Wykonujemy rysunek pomocniczy.

Oznaczamy miare kata srodkowego jako /.

Wyznaczamy miare kata srodkowego:

g =723 =0h"

Kat wpisany w okrag oparty na potokregu (na srednicy) jest katem prostym.

Na danym tuku mozna oprzec nieskonczenie wiele katow wpisanych.
Katy wpisane w okrag, oparte na tym samym tuku, majg réwne miary.

&=, =

Przyktad
Wyznacz miare kata « zaznaczonego na rysunku.

Rozwigzanie:
Kat ACE opiera sie na tym samym tuku, co kat srodkowy AOE 0 mierze 360° —240° =120°,
Zatem: a = %-1 20° = 60°. s
e
.
2
z
H 3 5 =,
Kat zawarty miedzy styczna a cieciwag okregu kat wolsany, oparty E«
; ; na tuku wyznaczanym kat miedzy styczng <t
Kat zawarty miedzy styczng a cieciwa okregu poprowadzona Srze7 Clecine S ok 2

z punktu stycznosci (kat dopisany do okregu) ma miare rowng
mierze kata wpisanego opartego na tuku wyznaczonym przez
korce tej cieciwy.
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> Przyktad

Wyznacz miary katow trojkata ABC zaznaczonego na rysunku, wiedzac, ze
prosta / jest styczna do okregu w punkcie B.
Rozwigzanie: &

Trojkat ABC jest trojkatem wpisanym w okrag, a jego bok AC jest jednocze-
snie srednicg okregu, wiec trojkat ten jest prostokatny. \
Zatem g =90°.

| L

Kat o mierze 47° jest kgtem migdzy styczna f a cieciwg AC, zatem miara kata
wpisanego « opartego na tuku wyznaczonym przez cieciwe AC réwniez ma
miare 47°.

Zatem e = 47°,

Wyznaczamy miare kata ABC:

v =1 8D“—(9D°+4?°) = 43°

8.5. Twierdzenie Talesa

Twierdzenie Talesa

| Twierdzenie Talesa
Jezeli ramiona kata przetniemy kilkoma prostymi rownole-
gtymi, to stosunek diugosci otrzymanych odcinkow na jed-
nym ramieniu kata jest rowny stosunkowi diugosci odpo-
wiednich odcinkow na drugim ramieniu kata.

Al el _ 4] 4l _ 4|
B~ el Bol ~ IEGl
Przyktad
Karzystajac z danych na rysunku, oblicz dtugos< odcinka x.
BE || CF || DG
Rozwigzanie:

Oznaczamy dtugos¢ odcinka CD jako y i zgodnie z twierdze-

niem Talesa uktadamy proporcie % = % z ktorej obliczamy y:

1
4y =25 Zifi
% Yi=87

Obliczamy dtugosc odcinka AD:

1 1
|AD|=4+5+E}E=’ISE

Zgodnie z twierdzeniem Talesa uktadamy proporgje A % z ktorej obliczamy x:

15—
4
ﬁlx=3~15l -4;(=-45g x=11l
4 4 16
Przyktad
- Kamin fabryczny rzuca cien o dtugosci 25 m. W tym samym czasie cztowiek o wysokosci 180 cm rzuca
12 cien o dtugosci 3,6 m. Oblicz wysokosc komina.
= Rozwigzanie:
= Wykonujemy rysunek pomocniczy.
o Zgodnie z twierdzeniem Talesa: X
& X .25
z e e 3,6%=125:18 i O
= 18 3,6 B 180cm
3 : =

Komin ma 12,5 m wysokosci,

Twierdzenie odwrotne do twierdzenia Talesa

| Twierdzenie odwrotne do twierdzenia Talesa
Jezeli odcinki wyznaczone przez dwie proste na jednym ramieniu kata sg proporcjonalne do odpo-
wiednich odcinkow wyznaczonych przez te proste na drugim ramieniu kata, to te praoste sa rownolegte. >
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> Przyktad

SprawdZ, czy proste ki na rysunku sg rownolegte,
Rozwigzanie:

Uktadamy proporcje é = 2—11 i sprawdzamy, czy jest prawdziwa:
o
1 Dz
26-1(]5:2143 275 =274

Zgodnie z twierdzeniem odwrotnym do twierdzenia Talesa proste ki [ sa rownolegte,

Twierdzenie o dwusiecznej kata wewnetrznego

| Twierdzenie o dwusiecznej kata wewnetrznego
Dwusieczna kata wewnetrznego w trojkgcie dzieli przeciwlegty bok pro-
porcjonalnie do dtugosci pozostatych bokow.
C;

o
¢, b

Przyktad
Oblicz diugosc odcinka AD zawartego w dwusiecznej kata ostrego trojkata prostokatnego ABC, w kto-
rym przyprostokatne AC i BC majg diugosci odpowiednio 12 i 5.
Rozwigzanie:

Wykonujemy rysunek pomocniczy.

Obliczamy, korzystajgc z twierdzenia Pitagorasa, diugosc przeciw-
prostokatne;: 5
c?=12°4+5 ? =144 +25 =159 c=13

Obliczamy, korzystajac z twierdzenia o dwusieczne] kata we-

wnetrznego, dtugosc odcinka x:

X 12 12
—_— 13x=60-12 25 = ==
&5 & 3x=60 X AR g 1 Bk E

Obliczamy, korzystajac z twierdzenia Pitagorasa, drugos< odcinka AD:

12, 2 144 > 26.144 12
Ey Aof =144+—= |an] === lAD|=€x/2T5

lA0f =122 +

8.6. Cechy przystawania i podobienstwa trojkatow

Cechy przystawania tréjkatow

Cechy przystawania trojkgtow to warunki konieczne | wystarczajgce na to, aby dwa trojkaty byty przy-
stajgce, czyli takie same. Przystawanie figur geometrycznych oznaczamy symbolem =.

| cecha przystawania trojkatow (bbb) 8

Jezeli trzy boki jednego trojkata sg od-
powiednio rowne trzem bokom drugie-
20 trojkata, to trojkaty sa przystajace.

|l cecha przystawania trojkatow (bkb)

Jezeli dwa bokiikat miedzy nimi zawarty jed-
nego trojkata sg odpowiednio rawne dwom
bokom i katowi miedzy nimi zawartemu dru-
giego trojkata, to trojkaty sg przystajace.

8.6. Cechy przystawania i podobieristwa trojkatow

Il cecha przystawania trojkatow (kbk)

Jezeli dtugos¢ boku i dwa katy do niego przy-
legte jednego trajkata sa odpowiednio raw-
ne diugosci boku i dwom katom do niego
przylegtym drugiego trojkata, to trojkaty sa
przystajace.
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8.7. Obwody 1 pola figur podobnych

8
L
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Cechy podobienstwa trojkatow

Cechy podobieristwa tréjkatéw to warunki konieczne i wystarczajace na to, aby dwa trojkaty byty po-
dobne. Podobienstwo trojkatow oznaczamy symbolem ~.

| cecha podobienstwa trajkatow (bbb) g

lezeli boki jednego trojkata sa propor-
cjonalne do odpowiednich bokéw dru-
giego trojkata, to trojkaty sa podobne.

Il cecha podobienstwa trojkatow (kkk)

lezeli miary dwoch katow jednego trojkata sa
réwne miarom odpowiednich dwéch katdw
drugiego trojkata, to trojkaty sg podobne.

lll cecha podobienstwa trojkatow (bkb)

Jezeli dwa boki jednego trojkata sa propor-
cjonalne do dwoch bokdw drugiego trojkata,
a katy miedzy nimi zawarte sg przystajace, to
trojkaty sa podobne, C

A

Jezeli trojkaty sa podobne, to skala podobienstwa jest réwna stosunkowi ich obwodow, stosunkowi
ich odpowiednich bokow, wysokosci, srodkowych.

Trojkaty przystajace sg podobne w skali 1.

Tréjkaty przystajace i podobne - zadania

Przyktad ¢
W trdjkacie ABC na boku AB obrano punkt £, a na boku BC - punkt D
D tak, ze odcinek DE jest rownolegty do boku AC (patrz rysunek),
Czy trojkaty ABC i BDE sa podobne? |ezeli tak, to w jakiej skali? 10
Rozwigzanie:
Poniewaz DE||AC, to |<BED| =|<BAC| oraz kat « jest wspdlny dla SN\
obu trojkatow, zatem na mocy cechy kkk S & L
ABDE ~AABC.

; i 15 15: 5
Obliczymy skale podobienstwa k=——=—==,

i 1543 18 6

8.7. Obwody i pola figur podobnych

Skala podobieristwa figur podobnych
Stosunek obwodow figur podobnych jest rowny skali podobienstwa.
Stosunek pal figur podobnych jest rowny kwadratowi skali podobienstwa.

Przyktad

Obwad tréjkata réwnoramiennego ABC wynosi 24. Trdjkat A'B'C' do niego podobny ma podstawe o diu-
gosci 12, a wysokosc 8. Oblicz diugosci bokow trojkata ABC.

Rozwigzanie:

Poniewaz trojkat A'B'C' jest rownoramienny, to korzystajac z twierdzenia Pitagorasa, obliczamy diugosc
ramienia araz obwod trojkata,

EF =6?+8:?

c? =100

c=10

Obw g =12+10+10=32

Obliczamy skale podobienstwa: k = % - %



> Obliczamy dtugosci bokow trojkata ABC:

125t ot g
3 4

T 0 e
3 4

Przyktad

Krotsza przekatna rombu ABCD dzieli go na dwa trojkaty rownoboczne. Diugosc drugie] przekatne]
rombu jest rowna 12. Romb EFGH o polu powierzchni réwnym 29443 jest podobny do rombu ABCD.,
Oblicz dtugosc boku rombu EFGH.

Rozwigzanie:
Oznaczmy dtugosc boku rombu ABCD przez a. Wtedy potowa diuzszej przekatnej jest rowna wysokosci

trf::/jl‘;ata rownobocznego.
3

r:rTth czyliu=4\/§

Na pole rombu sktadajg sie dwa pola trojkgtow rownobocznych o boku a.

(448) 5 15-5;@’57:24@

P=2i i
Stosunek pol figur podobnych jest rowny kwadratowi skali podobienstwa, wiec
, 29443 49 7
e = =— czylik ==
2443 4 2

Dtugoé¢ boku rombu EFGH wynosi a' = 443 ; =1443.

8.8. Punkty szczegolne w trojkacie
Punkty w trojkacie
Wyrdzniamy cztery punkty szczegolne w trojkacie:

1. srodek okregu opisanego - punkt przeciecia 2. srodek okregu wpisanego - punkt przeciecia

symetralnych bokow dwusiecznych katow wewnetrznych
of= o)

/40|80 el =|ce
|BE| =|CE]| ICF| = |AF|
ICF| = |AF|
3. srodek ciezkosci - punkt przeciecia srodko- 4. ortocentrum - punkt przeciecia wysokosci

wych :

C
E
F B

8.8. Punkty szczegolne w trojkacie
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> Przyktad

Oblicz promien okregu opisanego na trajkacie rownoramiennym o kacie przy podstawie rownym 67,5°
| podstawie dtugosci 4v2. C

Rozwigzanie:

Kat miedzy ramionami trojkata wynosi 180° — 2:67,5° = 45°,
Wykonujemy rysunek pomocniczy.

Kat AOB jest katem srodkowym opartym na tym samym tuku, co
kgt wpisany ACB, wiec ma miarg 2:45° = 90°,

2
Tréjkat AOB jest tréjkatem prostokatnym, zatem 2R* = (4@) ,czyli
R=4,

Przyktad
Oblicz promien okregu wpisanego w trojkat prostokatny o przyprostokatnych dtugosci 71 24.
Rozwigzanie:

Wykonujemy rysunek pomocniczy.

Obliczamy dtugosc przeciwprostokatnej:

c*=7"+24° c* =49+576 ¢ =625 g5
Obliczamy dtugosc¢ promienia;

24—r+7—r=25

r=3

Przyktad

Znalez¢ Srodek ciezkosci w tréjkacie o wierzchotkach A=(—4,1), B=(2,—4), C=(5,3)
Rozwigzanie:

Wykonujemy rysunek pomocniczy:

i Obliczamy wspotrzedne srodkow bokow AC i BC:
Z 5 ﬂrHleZJ E:[wrﬂ :[31_1]
s 2 2 Z Z 2 20 2
£ Wyznaczamy rownanie prostej AE:
% 1=-4a+b
g 1 7
= _E_EGH“’ u::r——l T=—=+b i:1=l y=—=X+-
= 5 5
g 3_.15
od 2. 2
” Wyznaczamy réwnanie prostej BD:
—4=2a+b
)
£ 2=totb
- =g A a=-4 2=-2+b b=4 y=—4x+4
= s
1] —_h = =
= b= 29
o
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> Wyznaczamy wspotrzedne punktu przeciecia srodkowych:

y=—4dx+4
1 1 —4x+4:—i>«:+1 —4x+1x:1—4 —3ix:— -
y=-—gx+g 5 5 5 5 5 5

ymcdied, =0
Srodek ciezkosci ma wspétrzedne S =(1,0).

Przyktad

Znalez¢ ortocentrum tréjkata o wierzchotkach A=(-2,—-2), B=(3,2), C =(-3,5).
Rozwigzanie:

Wykonujemy rysunek pomocniczy:

t -
5 U a 5 X
Wyznaczamy wspotczynnik kierunkowy prostej BC:
5=-30+b 1
2=3a+b a= —E
3=-6g
Wyznaczamy rownanie wysokosci opuszczonej z wierzchotka A:
y=2x+b —2=2.(-2)+b b=2 y=2x+2
Wyznaczamy wspotczynnik kierunkowy prostej AB:
l—2 =—20+b 3
= a=—
30+b 5
—4 =-5q
Wyznaczamy rownanie wysokosci opuszczonej z wierzchotka C:
3 5 5 Shei
=—=x+b 5=——(-3)+b b=— =——X+—
i 4( )+ 4 =%y
Wyznaczamy wspotrzedne punktu przeciecia wysokosci:
Si=2 5 .5 13 3 3
5 = 2x+2=——4—x+a— IXZ_Z x:—ﬁ
YR
3 20
=2:|-—=|+2 y=-—7
4 [13 =7
Ortocentrum ma wspotrzedne 5 = I—%%J

8.8. Punkty szczegolne w trojkacie
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8.9. Wielokaty foremne

Wielokaty foremne

| Wielokatami foremnymi nazywamy wielokaty, ktére maja wszystkie boki tej same] dtugosci i wszyst-
kie katy wewnetrzne jednakowe] miary.

Ponizsze rysunki przedstawiaja przyktady wielokatéw foremnych.

trojkat foremny czworokat foremny pieciokat fareminy szesciokat foremny
(trojkat rownoboczny) {kwadrat)

|EG| - |FG|
or| =g

(]

Na kazdym wielokacie foremnym mozna opisac okrag. Jego srodek jest punktem przeciecia symetral-
nych bokow wielokata.

Przyktad

Oblicz miare kata wewnetrznego n-kata foremnego.
Rozwigzanie:

Wykonujemy rysunek pomocniczy.

Kazdy wielokat foremny zbudowany jest z trojkatow rownoramiennych. Dwa katy przy podstawie jed-
nego z tych trojkatow, trojkata ABC, oznaczane jako 3, tworzg jeden kat wewnetrzny v wielokata.

Suma miar katow wewnetrznych trojkata wynosi 180°, wiec o+ 23 = 180° stad o = 180° - 253,

a4l fs]
= Zauwazamy, ze a = 200
e
Lg Wyznaczamy miare kata wewnetrznego wielokata foremnego:
g 30 gz
= n
- o °n—360° 180°(n—2
2 25— 1800 360° _ 180°1-360° _ (n-2)
o n n n
| - 180°(n—2)
Zatem miara kata wewnetrznego wyraza sie wzorem. v = ———

W dowolny wielokat foremny mozna wpisac okrag. Jego srodek jest punktem przeciecia dwusiecznych
katow wielokata.
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> Przyktad

Oblicz promien okregu opisanego na kwadracie o polu 82 cm.
Rozwigzanie:
Wykonujemy rysunek pomocniczy.

A [7) (&}

Dtugos¢ boku kwadratu ABCD oznaczamy jako a, promien okregu opisanego na kwadracie — jako R.
Obliczamy pole kwadratu:
P=g

ot =82

Obliczamy dtugos¢ przekatnej AC z twierdzenia Pitagorasa:

IACF =g’ + ¢

|;*!L{_’|'2 —16+2, stad |AC| = 4302 (cm) (dtugos¢ przekatne] kwadratu jest liczba dodatnia)

Promiert okregu opisanego na kwadracie jest dwa razy mniejszy od przekatnej, zatem
R=-[Ac| =242 (cm)

8.10. Utrwalamy wiedze

twierdzenie odwrotne
do twierdzenia Talesa

dwusieczna kata twierdzenie Talesa

PLANIMETRIA
okregi | kota trojkaty czwo'fnkaty wielokaty foremne
—® katy miedzy styczng —@ trojkaty podobne —@ trapezy
: -:igcrw.q & firieriians —@ rownolegtoboki
—® Katy wpisane cosinusow e romby
—® katy srodkowe —® twierdzenie Pitagorasa @ prostokaty
—@ dhugosc tuku okregu |_. wwierdzenie
—@ pole wycinka kota odwrotne do
twierdzenia
Pitagorasa

8.10. Utrwalamy wiedze
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Geometria analityczna



9.1. Rdwnanie prostej na ptaszczyznie

| Wykresem funkcji liniowej jest prosta okreslona réwnaniem: y =ax+b, gdzie a,be R. Rownanie to

nazywane jest rownaniem kierunkowym prostej, a liczba g nazywana jest wspotczynnikiem kie-
runkowym.

Rownaniem kierunkowym mozna opisac kazda prosta, ktora nie jest rownolegta do osi y

1.Dlaa=0ibe R prosta o rownaniu kierunkowym y = ax + b nachylona jest do dodatniej potosi osi OX
pod katem « takim, ze o = tga.

Prosta ta przecina o y w punkcie (0, b).

—13+ 1 Nﬁ.b}
~ % By———— 2
f L \:ﬂﬁ;b
4 A — - —t— ) 4 -
—'5-4-3-2—'1? 1 2 3 4 5 X -5-4-3-&?-1? 1\23’4 5 X
~ -2 2 \
/ I |
L —a
W szczegolnym przypadku, gdya=0i b=0, rowna- v i
nie kierunkowe prostej y =ax+b przyjmuje postac — L 4.1
pi . . = {I¥
vy =ax. Prosta o tym rownaniu przechodzi przez po- | 3] 4
czatek uktadu wspotrzednych. i
: . . s -
—5-4-3-2-11 ) 3 5 X
o 9
£ =
g 3
%
= i
m
=
T
g 2.Dla =0 | b=0 réwnanie kierunkowe prostej '\
w ¥y =ax+b przyjmuje postac y = b, a prosta opisa- 4
= } L ;
3 na tym rownaniem jest rownolegta do osi x. 5
2
: 1 G
o
1
o t i t t 1 -
R £ 4 B2 p H0 1 2 3 4 5 X
W ! ! e I ! |
=
Té 24
[ y =4
o 5
=
- 4
E
=]
o
()
o
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> Dla a=0 i b=0 rownanie kierunkowe prostej
y =ax+b przyjmuje postac y =0, a prosta opisana
tym rownaniem pokrywa sie z 0sia x.

3. Prosta prostopadta do osi OX nie jest wykresem
funkgji liniowej, a wiec nie mozna jej opisac rowna-
niem kierunkowym. Te prostg mozemy opisac na
przykiad réwnaniem x =k dlak e R.

b=
-

4

y=a

Mo

4

3 2

i |

Réwnanie ogdlne prostej

Aby opisac kazda prostg narysowana w kartezjanskim uktadzie wspotrzednych, uzywa sie rownania

ogoélnego prostej.

| Rédwnanie Ax+ By +C =0, gdzie A B,C € R oraz wspdtczynniki A i B nie sa jednoczesnie réwne 0, nazy-

wane jest réwnaniem ogélnym proste;j.

Warunek, ze wspolczynniki A | B nie sg jednoczesnie
rawne 0, mozna zapisac nastepujgco: A°+ B >0 lub
A +B =0,

1.Dla A=0 i B8=0 réwnanie Ax+By+C =0 opisuje
prostg przecinajacg obie osie uktadu w punktach

0-<|

) A e
owspmrzednych,[ A'Dll =

I |

il ;“LX+TB_V+C+%
et 1 / {

3 e

9.1. Rownanie prostej na ptaszczyinie
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> Dla A=0 i B=0 i C=0 rownanie Ax+By+C=0
przyjmuje postac Ax+ By =0 i opisuje prosta prze-
chodzgcg przez poczatek uktadu wspotrzednych.

43 B (5 5 B
-

=N
| S

--By—ﬂ

&

5 4 -3

51
2.Dla A=0 i 8=0 rownanie Ax+By+C =0 przyj- v A
muje postac By +C =0 i opisuje prostg réwnole- | P 54
C
gtg do osi OX. Inne rownanie te] prostejto y = —%, — =51 4+

=y

5 4 83 2 40 1 2 3 4 8§

-
—4-|-
3.Dla A=0 i B=0 rownanie Ax4+8By+C=0 przyj- | v
muje postac Ax+C =0 i opisuje prosta réwnole- 5
&
gtg do osi QY. Inne rdwnanie tej prostej to x = —%. - et 41
b=t |

9.1. Rownanie prostej na plaszczyinie

Przeksztatcanie rownania kierunkowego do ogélnego

Przeksztatcenie réwnania kierunkowego do ogolnego polega na przeniesieniu wszystkich skfadni-
kow rdwnania na jedna strone rownania i uporzadkowaniu ich tak, aby najpierw byt skladnik ze zmien-
na x, poznie| - sktadnik ze zmienna y, a na koncu - wyraz wolny. >
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> Jesli prosta nie jest rownolegla do osi OV, to znaczy w réwnaniu Ax + By +C = 0 wspdtczynnik B jest

rézny od 0, to rownanie ogdlne proste] mozna przeksztatci¢ do kierunkowego poprzez wyznaczenie
zmiennej y w zaleznosci od zmienngj x.

Nalezy pamietac, ze dla danej prostej (ktora nie jest rownolegia do osi OY) mozna zapisac tylko jedno
rownanie kierunkowe, ale wiele rownan ogolnych,

Przyktad
Przeksztatc¢:
a) rownanie kierunkowe prostej y = —5x — 3 do postaci ogolnej,

b) réwnanie ogdlne prostej 6x —7y —8 =0 do postaci kierunkowej.

Rozwigzanie:
a) Przenosimy wszystkie wyrazy na jedng strone. Otrzymujemy: S5x+ y+3=0lub-5x—y—3=0
b) Wyznaczamy y z rownania; =7y = —6x+8, stad y = %x _%

Potozenie prostych kartezjanskim uktadzie wspétrzednych

Proste opisane sg rawnaniami kierunkowymi y = ax + b, oraz y = a,x + b, | zadna z nich nie jest rowno-
legta do osi OY. Wzajemne potozenie tych prostych mozemy okresli¢, rozwigzujac uktad rownan:
y=ax+b,
Y=kt
Otrzymujemy wowczas rownanie: a.x + b, = a,x + b,

Stad: x(a,—a,)=b, —b,
1.Gdy a,—a, =0, to proste majg dokladnie jeden = | v [ ]
punkt wspélny (proste przecinajg sie w punkcie). 1 == / 7
]

Wspdtrzedne punktu A przeciecia tych prostych:
= Yy == 3
a,—a, a,—a, || | I

k1<

N 4
!

T e

B =

o+

i . W

N

]

P

u;:'

9.1. Rownanie prostej na ptaszczyinie

2.Gdy a,—a,=0 | b,—b =0, to proste nie majg G_:Lm v A
punktow wspolnych (proste sa rownolegte). b, b, 2 a
il A7
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> 3. Gdya,—a, =0ib,—b, =0, to proste maja nieskon- T VA
czenie wiele punktow wspélnych (proste sie po- | b, L ,t: il l
krywaja). - —1 41

(B

i

\

V= d% + b, ' ' 1
} / . i F—

5 4 2 419 1 2 3 4 54X

“n

Przyktad

Okresl, ile punktow wspolnych maja proste o réwnaniach y = —Bx+3 1 y= —%.
Rozwigzanie:

Sposab |

Zapiszemy rownanie prostej y=—f?%{3—x w postaci y=—3§1—\@x. Zauwazamy, Ze proste maja
jednakowy wspotczynnik kierunkowy a = —f3 i rozne wspotczynniki b. Proste te sa wiec réwnolegie
| nie majg punktow wspaslnych,

Sposob ||

Rozwigzujemy ukfad rownan:
y=—Bx+B

y——£—~’_x

—J§X+J_——£—J_x

y=—B3x+3
| 3~F

0 ==—=, réwnanie sprzeczne

y=—~f_x+~f§

Odpowiedz: Te proste nie majg punktu wspdlnego.

Przyktad

Sposrdd prostych k: —3x+6y+3=0,1 y= %x orazn. y = XT_1 wybierz te, ktore majg nieskonczenie
wiele punktow wspolnych,

Rozwigzanie:

Prosta k o réwnaniu ogdlnym —3x+ 6y +3 =0 zapisujemy w postaci kierunkowe] y = %x—% Prosta n

9.1. Réwnanie prostej na plaszczyinie

o rownaniu y = XT;] zapisujemy w postaci y = %x —%. Zauwazamy, ze postac kierunkowa prostej k jest

taka sama, jak proste] n. Stad wnioskujemy, ze proste k i n pokrywajg sie, a wiec majg nieskonczenie
wiele punktéw wspdlnych, Prosta | jest réwnolegta do prostych ki n.

Przyktad

Dkri-ﬂ wzajemne potozenie prostych: 2J§x—3u‘r§y—4\f§ =0i-4x+6y+8=0.

Rozwigzanie:

Zauwazamy, ze jezeli podzielimy rownanie pierwsze] prostej przez \E to otrzymamy rownanie
2x—3y—4=0. Ponadto jesli rownanie drugie] prostej podzielimy przez —2, to rowniez otrzymamy
rownanie 2x —3y—4 = 0. Stad wynika, ze proste pokrywaja sie.
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9.2. Rownanie prostej o zadanych wtasnosciach

Réwnanie kierunkowe prostej, gdy dany jest wspdétczynnik kierunkowy
| Réwnaniem kierunkowym prostej o danym wspotczynniku kierunkowym a, ktéra przechodzi przez
punkt P =(x,, ¥, ) jest: y =a(x—x,) + ye.

Przyktad
Napisz rdwnanie prostej o danym wspatczynniku kierunkowym a=2451 przechodzace| przez punkt

A=(~5,-4)

Rozwigzanie:

Sposob |

i 25x+b podstawiamy do rownania prostej y =ax + b liczbe g = 245

—if = N5 (—v’g)—i— b podstawiamy wspotrzedne punktu A= (—\@,—4) do rownia proste;
b=6 wyznaczamy wspotczynnik b

Y= Zx@c +6 Zapisujemy rownanie prostej

Sposob I

Korzystamy ze wzoru na rownanie kierunkowe prostej o danym wspaétczynniku kierunkowym a, ktdra
przechodzi przez punktP = (XD, yD): i g(x—xn)+yﬂ_

Otrzymujemy: y = E\E[x +J§)— 4

Przeksztatcamy do najprostszej postaci: y = 25x+6
Odpowiedz: Prosta o rownaniu y = 25x+6 ma wspatczynnik kierunkowy réwny 25 | przechodzi

przez punkt A o wspotrzednych (—@,—4).

Rownanie kierunkowe i ogolne prostej, ktora przechodzi przez dwa dane punkty

| Réwnaniem kierunkowym prostej, ktéra przechodzi przez dwa dane punkty A:(XA, yﬂ) oraz

B=(xz ¥s) jest: y— y, =a(x—x,) gdzie u=%, ady Xz = X,
g 2y

| Rownaniem ogélnym prostej, ktora przechodzi przez dwa dane punkty A:(xﬂ,h) oraz
B:{Xer }’a)eJESt (J’_}’A)(XB_XA)_(FB_J’A)(X_x,q):ﬂ-

Przyktad
Napisz réwnanie proste] przechodzace]j przez punkty A=(-2,-2)iB=(2—4).

Rozwigzanie:
Sposab |
—2= G-(—2)+b - podstawiamy wspotrzedne punktu A = (—2,—2) do rownia prostej y =ax+b

—4 =a-2+b - podstawiamy wspotrzedne punktu B = (2,—4) do rownia prostej y =ax+b

—2=-2a+b e ; e o
- rozwigzujemy uktad rownan z niewiadomymiaib
—-4=2a+b
b=-3
1
ag=——=
2

9.2. Rownanie prostej o zadanych wtasnosciach

1 - : : .
Y= _Ex — 3 - Zapisujemy rownanie proste;

Sposob |l
Korzystamy ze wzoru na rownanie kierunkowe prostej, ktora przechodzi przez dwa dane punkty
A=(xyy,) oraz B=(Xuys): y—y.,=a(x—x,) gdzie -:;'=i|';-f—5~_—i'f"u gdy x,=x, dla A=(-2,-2)
F A
iB=(2,-4).

i ——li'y—l—z:—v;—(x—f—Z)

Otrzymujemy: g = = =
St =% 22 2
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> Sposab I

Korzystamy ze wzoru na rownanie ogélne prostej, ktora przechodzi przez dwa dane punkty
A=(xyy,)0razB= (% ¥ ) (y—¥a)(Xs—%.) = (Vs —yu)(x=x,) =0dla A=(-2-2) i B=(2-4).
Otrzymujemy: (y +2)(2+2)—(—4+2)(x+2)=0

4(y+2)+2(x+2)=0

Stad rownanie prostej w postaci ogolne: 2x+4y+12=0

Réwnanie proste] w postaci kierunkowej: y = —%x -3

Odpowiedz: Rownanie prostej przechodzgcej przez punkty Ai Btoy = —%x -3,

Proste rownolegte
Proste rownolegte;

1. Dwie proste o rownaniach kierunkowych: y =ax+b, oraz y = a,x + b, sg rownolegte wowczas, gdy

majg jednakowe wspotczynniki kierunkowe (o, = a, ).

2. Dwie proste o rownaniach ogélnych: Ax+ By +C, =0 oraz A,x+ B,y +C, = sg rownolegte wowczas,
gdy spetniony jest warunek: A -8, —A,-B, =0.

Przyktad
Napisz rownanie prostej rownolegte] do proste] opisanej rownaniem y:—%xﬂ I przechodzacej

przez punkt A= (6,—1),
Rozwigzanie:
G —ig— e okreslamy wartosc wspotczynnika kierunkowego prostej

V= —% X + b - okreslamy rownanie prostej rownolegte| do proste;

—1= —-%-6+b - wstawiamy do rownania prostej wspotrzedne punktu A: x =61 y =1

b =3 - obliczamy wartosc wspotczynnika b

Odpowiedz: Prosta o réwnaniu y =—%x + 3 jest rownolegta do prostej o rownaniu y = —%x-H | prze-
chodzi przez punkt A= (6,~1).

Przyktad

Napisz rownanie ogolne prostej rownolegte] do prostej opisanej rownaniem: 2x —3y+7 =0 i przecina-
jacej 0 OY w punkcie o rzednej —5.

Rozwigzanie:
Korzystamy z warunku: Dwie proste o rownaniach ogolnych: Ax+ By +C,=0o0raz Ax+8,y+C, =05sg

réwnolegte wowczas, gdy spetniony jest warunek: A -8, — A, -B, =0

Skoro: 2B, +3A, =0, gdzie A, =2 | B, = -3, to najlepiej dobrat: A, =A =21i8, =8,=-3

Stad rownanie prostej rawnolegtej do danej ma postac: 2x -3y +C, =0

Punkt A= (D,—S) nalezy do prostej, wiec jego wspotrzedne spetniajg rownanie prostej, Otrzymujemy:
2:0-3:(-5)+G, =0

Stad: L, =-15

Rownanie prostej rownolegtej do danej; 2x—3y—15=0

Odpowiedz: Prosta réwnolegla do 2x—3y+ 7 =0 i przecinajgca os OY w punkcie o rzedne| —5 opisana
jest rownaniem 2x—3y—15=0.

9.2, Réwnanie prostej o zadanych wiasnosciach
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Proste prostopadte
Proste prostopadte;

1. Dwie proste o rownaniach kierunkowych: y =ax + b, oraz y = a,x + b, sg prostopadte wowczas, gdy
wspotczynniki kierunkowe spetniajg warunek a,-a, = —1.

2. Dwie proste o rownaniach ogolnych: Ax+B.y +C, =0 oraz Ax + B,y +C, =0 53 prostopadte wow-
czas, gdy spetniony jest warunek: A -A 4 B,-B, =0.

Przyktad
Napisz rownanie prostej prostopadte] do prostej opisane| rownaniem: y :—%x+2 | przechodzace)

przez punkt A=(—4,-1).

Rozwiazanie:

@y = _a_T.' = —% =% - obliczamy wartos¢ wspatczynnika kierunkowego prostej prostopadtej do pro-

. 4
stejy=——x+2
3 1y 3 =

Y= %x+ b - okreslamy rownanie prostej prostopadte| do danej prostej

—1= %-(—4)+b - wstawiamy wspotrzedne punktUA:x = —4 i y = -1

b =2 - obliczamy wartos¢ wspotczynnika b

Odpowiedz: Prosta o rownaniu: y = —i:x + 2 jest prostopadta do prostej o rownaniu y = —-% X+2iprze-
chodzi przez punkt A=(—4,-1).

Przyktad

Napisz rownanie ogdlne prostej prostopadte] do prostej opisanej rownaniem: 3x—4y+6=0 i przeci-
najacej os OX w punkcie o odcietej —2.

Rozwigzanie:

Korzystamy z warunku: Dwie proste o rownaniach ogdlnych: Ax + By +C, =0oraz Ax+B,y+C, =0s3

prostopadte wowczas, gdy spetniony jest warunek: A -A, +8,-8, =0

Skoro: 34, —4B, =0, to najlepiej dobrac: A, =—-B,=4i8,=A =3

Stad rownanie proste] prostopadte] do danej ma postac: 4x+3y+C, =0

Punkt A = (—2,0) nalezy do prostej, wiec jego wspotrzedne spetniajg rownanie prostej. Otrzymujemy:
4+(=2)4+3.04+C, =0

Stad: C, =8

Réwnanie prostej prostopadte] do danej: 4x+3y +8=0

Odpowiedz: Prosta prostopadta do3x —4y+6 =0 i przecinajaca os OXw punkcie o odciete] —2 opisa-
na jest rownaniem4dx+3y+8 =0.

Przyktad
Okresl wzajemne potozenie prostych: y = [m2 - 3]x+2 | ¥ =x+m w zaleznosci od parametru m.

Rozwigzanie:
Proste okreslone sg rownaniami kierunkowymi. Rozwazmy nastepujgce potozenie prostych:
l. Proste rownolegte
Proste sg rownolegte, gdy majg jednakowe wspatczynniki kierunkowe.
Otrzymujemy: m* —3 =1
Stad:m* =4 =0
Czylim=2 lubm=-2
1. Dla m =2 otrzymujemy rownania prostych: y =x+21iy = x+ 2. Zatem proste sie pokrywaja.
2.Dlam=—2otrzymujemy rownania prostych: y =x+2i y = x —2. Zatem proste sg rownolegte, ale

Sig nie pokrywajg.

9.2. Rownanie prostej o zadanych wtasnosciach
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> Il. Proste prostopadte
Proste s3 prostopadte, gdy wspotczynniki kierunkowe tych prostych spetniajg warunek g,-a, = —1.

Otrzymujemy: (m? —3)-1=—1
Stad:m*=2=0
Czyli:m= V2 lubm=—2
1.Dlam=+2 otrzymujemy rownania prostych: y =—x+2i y = x++2. Proste sg prostopadte.
2.Dlam=—f2 otrzymujemy rownania prostych: y =—x+2iy = X —2. Proste sg prostopadte.
lll. Proste nie sg réwnolegte ani nie sg prostopadte
DlameR —{—2,—1.5. V2, 2} otrzymujemy réwnania prostych, ktore sie przecinajg pod innym katem

niz kat prosty.

9.3. Odlegtos¢ dwoch punktow w uktadzie wspotrzednych

Dtugosc odcinka
Odlegtos¢ miedzy punktami A i B jest rdwna dtugosci odcinka AB.

| Dtugosc odcinka AB o koricach w punktach A=(x,,y,) i B=(x,, ;) jest rowna:

|AB| = \/(Xa _XAJE +(J"H_}’A)2

Przyktad
Do okregu o $rodku S = (1, —2) nalezy punkt A= (4, 1). Oblicz pole tréjkata réwnobocznego opisanego

na tym okregu.
Rozwigzanie:
Promien okregu jest odcinkiemn SA. Obliczamy dtugosc¢ promienia:

r =|5,ax|=J(4—1)‘2+(1—(—2))2 =J8+9=418=32

Skoro okrag o promieniu r jest wpisany w trojkat rownoboczny o boku g, to zachodzi zaleznosc r = %_

Zapisujemy: E}v@:%

Stad:a = 6v6

Zapisujemy wzér na pole trojkata réwnobocznego: P = E;"E
2 4

(6v6) V3

Otrzymujemy: P=-———

4
P =543
Odpowiedz: Pole tego trojkata jest rowne 544/3.

Przyktad
Punkty K =(1,4), L =(=5,1), M =(7,—3) i N =(7,2) s wierzchotkami trapezu KLMN. Oblicz dtugos¢ od-

cinka taczgcego srodki podstaw trapezu.

Rozwigzanie:

Musimy ustalic, ktore z odcinkow: KL, LM, MN czy NK sa podstawami. Poniewaz podstawy trapezu s3
rownolegte, sprawdzamy, ktore z prostych zawierajgcych boki trapezu sg rownolegte.

Wyznaczamy wspotczynniki kierunkowe prostych zawierajacych boki trapezu. Korzystamy ze wzoru

9.3. Odlegtosc dwaéch punktow w uktadzie wspotrzednych

Dt . : L R
rzymujemy:a = ———==—= =

Prosta przechodzaca przez punkty M =(7,-3), N =(7, 2);

- i %f‘_—i:” gdy x, = x, oraz dwa punkty A i B majg wspotrzedne A= (xmy,,) i B=(xﬂ,yﬁ,),
= B ==
g., Prosta przechodzaca przez punkty K =(1,4), L =(=5,1):
q . =4 3 1
Otrzymujemy. 0= ——=—=—
; SRS et e
E Prosta przechodzaca przez punkty L =(=5,1), M =(7,-3):
£ — 34—
£ S
L)
O
o
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> Zauwazamy, ze punkty te majg takie same wspotrzedne x. wobec tego rownanie proste] MN w postaci
ogolnej to: x —7 =0. Prosta nie ma rownania w postaci kierunkowej.
Prosta przechodzaca przez punkty N =(7,2) K =(1,4):

4-2 2 1

1=7 -6 3
Proste NK i LM sg rownolegte, gdyz maja taki sam wspotczynnik kierunkowy rowny —%. Wobec tego

Otrzymujemy. a =

podstawami trapezu sg odcinki NK'i LM.

XN—I_XK J”rw‘"}’x
. 2

Obliczamy wspaétrzedne punku A = (xﬁ,yﬂ). ktory jest srodkiem odcinka NK: A =[ ;

: . 7+1 2+4
Otrzymujemy: A= [T T] = (4, 3)

Obliczamy wspétrzedne punku B =(x,, ¥, ), ktéry jest srodkiem odcinka LM: A= 5 5

X, + Xy Jﬂﬂ’m]

=547 1-3)_11_y)

P

Otrzymujemy: B =[

Obliczamy dhugo$¢ odcinka AB:|AB| = J(XE - XA)E +(¥s —y,q)z

Otrzymujemy: [48| = (1= 4) +(=1=3) = y/(=3) +(-4) =5
Odpowiedz: Dtugosé odcinka taczacego Srodki podstaw tego trapezu jest rdwna 5.

Przyktad
Na prostej o rownaniu y = 2x +1wyznacz punkt B, ktory lezy najblizej punktu A =(3,1).

Rozwigzanie:
Skoro punkt B lezy na proste] o rownaniu y=2x+1, to jego wspotrzedne mozemy zapisac tak:

B = (X5, 2x5 +1)

Obliczamy dhugo$¢ odcinka AB:|AB| = J(x,? 2 XA)E +(¥e— y,,)z

Otrzymujemy: |AB| = \/(J«*Fj —3)2 + (2%, +1- 1)2

Stad: |AB| = 53 —6x5+9

Odlegtosc pomiedzy punktamiAi Bbedzie najmniejszawowczas, gdy wartosc funkgji f(x) = 5x; —6x,+9

bedzie najmniejsza. Funkcja kwadratowa o wspoétczynniku a >0 przyjmuje wartosC najmniejsza
w wierzchotku paraboli.
Wyznaczamy pierwszg wspotrzedng punktu B8 jako pierwsza wspotrzedng wierzchotka paraboli:
:__bz,izgﬁ

2a 10
Wyznaczamy drugg wspotrzedng punktu 8: y, =2-06+1=22

Odpowiedz: Wspotrzedne szukanego punktu to B= (D,E-, 2,2).

Xg

9.4. Rownanie okregu

9.4. Rownanie okregu

| Okregiem o $rodku S i promieniu r nazywamy zbidr wszystkich punktéw P ptaszczyzny, ktdrych odle-
gtos¢ od punktu S jest réwna r.

| Réwnaniem okregu jest réwnanie ( —D‘)? +(y - b) =r? o érodku S =(a, b)i promieniu r >0 w posta-
ci kanonicznej,
| Réwnaniem okregu jest réwnanie x* + y* —2ox —2by +c =0dlag, b, c e R o $rodku S = (a, b) i promie-

niu r >0 w postaci ogdélnej. Promienr tego okregu jest rowny r =+a‘ +b° —c.
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> Przyktad

Zapisz réwnanie okregu o $rodku w punkcie (—1,2) przechodzacego przez punkt A=(2, - 3).

Rozwigzanie:
Do rownania okregu (x — 0)2 + (y — b)z =r? podstawiamya =—1i b = 2. Otrzymujemy:

(x+1) +(y=2) =r2
Punkt A= (2, —3) nalezy do okregu, a wiec jego wspdtrzedne spetniajg réwnanie tego okregu. Otrzy-

mujemy: [2+'1)i +(—3—2)2 =r?

2

Wyznaczamy promier okregu: r? =37 +(-5)
Stad: r* =34
Zapisujemy réwnanie okregu: (x + ’1)2 +(y— 2)2 =34

OdpowiedZ: Okrag spetniajgcy warunki zadania ma réwnanie: (x + 1)2 + (}f - 2]Z =34,

Przyktad
Wyznacz réwnanie okregu, ktérego srednicq jest odcinek AB o korficach A=(-13)iB=(-5,7).

Rozwigzanie:

Skoro odcinek AB jest srednica okregu, to srodek tego odcinka jest srodkiem 5 okregu.
5 i odcinka AB: |

Wyznaczamy wspotrzedne srodka 5 =

Otrzymujemy: § =(-3,5)
Promien okregu jest rowny potowie srednicy AB.
Obliczamy dtugos¢ odcinka AB:|AB| = J(XB N

Otrzymujemy: |AB8| = J(—E Sk ’1)2 +(7- 3)2
Stad: |48 = 42

AB
Obliczamy promien okregu: r = %

Stad: r = 242

Zapisujemy réwnanie okregu o $rodku S =(=3,5) | promieniu r = 24/2: (x —a)z +(_:|r’—t?)1 =r?
Otrzymujemy: (x+ 3)2 +(y— 5)2 =8

Odpowiedz: Okrag opisany jest réwnaniem (x + 3)2 +(y- 5)2 =8

Przyktad

Wyznacz érodek i promien okregu o réwnaniu x* + y> —6x+4y-5=0.

Rozwigzanie:
Korzystajac z wzoru na postac 0golng okregu, zapisujemy —2a =—-6,—2b=4ic=-5.

2 Otrzymujemy @ = 3, b = —2. Zapisujemy wspotrzedne srodka okregu S =(3,-2).

E Obliczamy promien: r =+ +b*—c.Stadr = JB“’ + (—2)2 —(—5) =J18=32

C 4

§ Odpowiedz: Srodek okregu jest w punkcie S =(3,—2), a promien jest rowny r = W2,

el

i Przyktad

@ Okres|, dla jakich parametréw m réwnanie x* + y*> —m? +5m—6 =0 przedstawia okrag.
Rozwigzanie:

Korzystajac z wzoru na postac ogdlna okregu, zapisujemy —2g =0, -2b=0ic=—m*+5m—6.
Otrzymujemy @ =0, b = 0. Zapisujemy wsp6trzedne Srodka okregu S = (0,0).

Obliczamy promier’l:r:1.r‘ai+b2—r:.Stad:r:J—(—mEJer—ﬁ):Jm3—5m+6
Aby rownanie byto rownaniem okregu, musi byc spetniony warunek r > 0.
Zapisujemy §m? —=5m+6 >0, czyli:m* =5m+6>0

Obliczamy: A =(—5}; -4.1-6=1, stad: m, =5—;—1=2, m,=——=3
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Rozwigzaniem nier6wnosci jest zbior: m € (—no, 2)U(3, o)

Odpowiedz: Réwnanie to jest réwnaniem okregu dla m € (—oc, 2)U(3, 00).
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> Przyktad

Napisz réwnanie okregu zawierajacego punkty A=(-5,—3) i B=(0,2), ktérego srodek nalezy do pro-

stej o rownaniu y=—2x—2.

Rozwigzanie:
Skoro sradek S okregu nalezy do proste] o réwnaniu y =—2x—2, to jego wspatrzedne zapiszemy

S=(0,—20-2).

Zapiszemy réwnanie okregu o $rodku w punkcie S = (a, —2a—2) (x—a)z +(;,f+2a::+2)2 =’

Poniewaz punkty A=(=5—3) i B=(0,2) naleza do okregu, wobec tego wspotrzedne tych punktow
spetniaja rownanie okregu zapisane powyzej.

(—5—&)‘2 +(—3+2a+2)2 =r?

(0—a) +(2+20+2) =

(—5—@)2 +(—‘1+2mr)2 =r?

(—n:r}l +(4 —|z—24::)2 =2

Poréwnujemy lewe strony uktadu réwnan: 25+10a+0° +1—4a+4a’ =a’ +16+16a+4a°.

Obliczamy a. Otrzymujemy:
25+100+1-4a=16+16a

—100 = -10} (-10)

Otrzymujemy uktad rownan:

Zapisujemy uktad w prostszej postaci:

a=1
Obliczamy r*: (—’1)2 _1.(44_2]2 — 2
pA=137

Zapisujemy réwnanie okregu (x —a)z + (}f +Za+ 2)2 = r?, podstawiajaca=1ir? =37;

(x=1) +(y+4) =37

Odpowiedz: Okrag spetniajacy warunki zadania opisuje rownanie; (x — '1)l + (y +4)3 =57,

Przyktad

Okresl liczbe punktéw wspélnych okregdw o réwnaniach (x + 1)? +(y+ 2)'? =4i(x- 2)? +(y+ 1)'? =9

Rozwigzanie: f

Okrag o réwnaniu (x—|—1)£ —i—(y—|—2)2 =4 ma $rodek w purkcie S, =(-1—2) i promierir, = 2.
Okragg o réwnaniu (x—2)9+(y+1)? =9 ma srodek w punkcie S, = (2,—1) i promienrn =3.
Obliczamy odlegtosc srodkow tych okregow.

5:5,|= ‘j(z ~(=1) +(=1-(-2)) = \[(2 +1) +(=1+2)" =10
Wyznaczamy sume i roznice dtugosci promieni.
n+n=2+3=5

i~ faf =25~

Zapisujemy 1< 10 <5, czyl In—n|<|SsS,
Odpowiedz: Okregi majg dwa punkty wspolne,

< r,+r,. Wobec tego okregi majg dwa punkty wspalne.

9.4. Rownanie okregu
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9.5. Odlegtos¢ punktu od prostej

Odlegtos¢ punktu od prostej

| Odlegtosciag punktu P od prostej / nazywamy diugosé najkrétszego odcinka taczacego punkt P
z punktem na proste]j / (odcinek ten jest prostopadty do prostej /). Jesli punkt P lezy na proste| /, to jego
odlegtosc od tej prostej jest rowna 0.

Odlegtos¢ punktu P(x,, ¥, ) od proste] / o réwnaniu ogélnym Ax + By +C = 0 wyraza sie wzorem:

. A%, + By, +(]

A2+ B2
v
L al
> \r:‘ !
2 =
1 ]
5 4 B 2 J > 3 4 § X
= T
..«'/ !
/ 3
Przyktad
Oblicz odlegtosc punktu P(—\E, ’1) od prostejk:dx—3y+2=0.
Rozwigzanie:

Odczytujemy z rownania prostej wartosci wspatczynnikow: A=4,B=-3,(=2
Odczytujemy wspotrzedne punktu P: x, = =3, Vs
Obliczamy odlegtos¢ punktu P od prostej k;

d:}4~(~v’§)+(~3)-1+2‘ z‘—dq’ﬁql 44
J42+(-3)7 V25 >

Aby obliczy¢ odlegtosc punktu od prostej opisanej rownaniem kierunkowym, korzystajgc ze wzoru na
odlegtosc punktu od prostej, nalezy zapisac rownanie prostej w postaci ogolnej.

Przyktad
1 1

Oblicz odlegto$¢ punktu M(—2,4) od prostej k: y = =k

Rozwigzanie:
Zapisujemy rdwnanie prostej k w postaci ogaolnej:

9.5. Odlegtosc punktu od prostej

1 1
Y= — X
¥ 2X+3
3x+6y—2=0

Odczytujemy z rownania prostej wartosc wspotczynnikow: A=3,B=6,( =-2
Odczytujemy wspotrzedne punktu M: x, =—2, y, =4
Obliczamy odlegtos¢ punktu M od prostej k:
,_B(2)+64-9 |6+24-2 16 165
 B+e a5 3 15
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Odlegtos¢ miedzy dwiema prostymi rownoleglymi

Odlegtos¢ miedzy dwiema prostymi réwnolegtymi jest réwna odlegtosci dowolnego punktu jedne]
Z tych prostych od drugiej prostej.

Najkrotszy odcinek tgczacy dwa punkty prostych rownoleghtych musi by prostopadty do tych prostych.

Przyktad
Oblicz odlegtosc miedzy prostymi rownoleglymil:3x+y—4=0ik:3x+y+2=0.
Rozwigzanie:

Wyznaczamy dowolny punkt, ktory nalezy do jednej z prostych, np. do prostej /.
Do réwnania prostej [ podstawiamy x = 0 | otrzymujemy y = 4, zatem punkt P[{‘J,4) nalezy do prostej /.

Odczytujemy z rownania prostej k wartosci wspotczynnikow: A=3,8=1C=2
Odczytujemy wspoditrzedne punktu P: x, =0, y, =4

Obliczamy odlegtos¢ punktu P od prostej k;
- B0+14+2 Ea| 6 310

R+t V1o Voo 5

9.6. Punkty wspolne prostej i okregu oraz prostej i paraboli

Punkty wspdlne prostej i okregu

Liczba punktow wspolnych prostej i okregu na pfaszczyznie kartezjanskiej zalezy od odlegtosci prostej
od srodka okregu.

Oznaczmy odlegtosc srodka okregu od prostej jako vk ' [
|5P[. o |SP| r

| Sieczng okregu nazywamy prosta, ktdra moze miec \a-
dwa punkty wspolne z okregiem.

]SP| <r

I

9.6. Punkty wspdlne prostej i okregu oraz prostej i paraboli

Odlegrosc siecznej od srodka okregu jest mniejsza
od jego promienia.
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Odlegtosc stycznej od srodka okregu jest réwna jego promieniowi.
Prosta moze nie mie punktdw wspoélnych z okregiem (sa roziaczne).

— -
! ISPI> 1 k

5 /"—'_—"'*\ |
L el / S {
5 /
© 5
g < { ® K \ f/:...p_
s 3
'E‘ ol \ !
3
= | o \ .
E 1 P 1
: | ~N—1—
D + +—t —t -
% -1_? 3 4 5 6 7 |
T
UE'L
i |SP| > r
E
a Odlegtosc proste] od srodka okregu jest wieksza od jego promienia.
=
= Przyktad
= lle punktow wspdlnych z okregiem o srodku w punkcie S | promieniu 3 ma prosta /?
5 a)S(Jﬁ,3J§}f:4x—3y+8=D
o

b) S(=2,—~11). :x—4y+3=0
Q) S(=2,=3), :3x—4y —21=0

Rozwigzanie:
a) Wyznaczamy odlegtosc punktu S od prostej /:

d=l4~ﬁm3-3ﬁ_+3{: 52 +8] 85 _,

J42 +(-3Y V25 2

Odlegtosc srodka okregu jest mnigjsza od promienia okregu, wiec okrag i prosta majg dwa punkty
wspolne. >
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> b) Wyznaczamy odlegtosc punktu 5 od prostej .

i ‘1.(_2)+(—4).(_1 1)+3‘ _ |45 _ 45017 N
JP+(-4) N7 17

Odlegtos¢ srodka okregu jest wieksza od promienia okregu, wiec okrag i prosta nie maja punktow

wspolnych,
c) Wyznaczamy odlegtosc punktu S od prostej I:

e 3-(~2)+(-4)-(-3)-21 _E1 .
J3?-+(—4)2 V25

Odlegtosc srodka okregu jest rowna promieniowi okregu, wiec okrag i prosta majg jeden punkt
wspolny.

3

Liczba punktow wspolnych proste] | okregu na ptaszczyznie kartezjanskie] mozemy rowniez okreslac,
rozwigzujac odpowiednie uktady rownan.

Przyktad
Rozwiaz uktad rownan | podaj jego interpretacje geometrycznag.
2 P 2 2 £ F

3 (x=2) +(y-2) =1 ) (x+3) +(y-1) =16 0 (x=1) +(y—2) =25
Xx—y+1=0 2x+y—-6=0 W=7

Rozwigzanie:

a) Rozwigzujemy uktad réwnan metodg podstawiania.
Z drugiego rownania wyznaczamy y = x+1i podstawiamy do pierwszego rownania:
(x=2) +(x=1)" =1
x> —3x+2=0,stad: x=1lubx =2
Zatem rozwigzaniem ukfadu sg dwie pary liczb:

== Xe=2

oraz
y=1 y=3
Podajemy interpretacje geometryczna:

2

Dqug(x—2)2+(y—2) = 1i prosta x— y +1= 0 majg dwa punkty wspdine: A(1,2) i B(2,3)
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b) Rozwigzujemy uktad réwnan metoda podstawiania.
Z drugiego rownania wyznaczamy y = —2x +6 | podstawiamy do pierwszego rownania:
(x+3) +(-2x+5) =16
5x* —14x+18=0

&:(—14) —4.5.18=-164 <0
Uktad rownan jest sprzeczny, zatem prosta 2x+ y—6=0 nie ma punktow wspdlnych z okregiem

(x+3) +(y=1) =16. >
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> Podajemy interpretacje geometryczna:

—

pammavA

an

__‘
M-
i
t
—

-Ka--s, 4 B P -1? /12 A\
N /
\._..-n =

Okrag (x 4—?;)'14—[}!—1)2 =161 prosta 2x + y—6 =0 nie maja punktéw wspalnych.

€) Rozwigzujemy uktad rownan metoda podstawiania.
Z drugiego rownania y = 7 podstawiamy do pierwszego rownania:
2 | p3
(x=1) +52=25
x*—2x+1=0,stad x =1
Zatem rozwigzaniem uktadu jest pary liczb:
x=1
Ji=i
Podajemy interpretacje geometryczng:

2

Okrag (x — 1)2 +(y—2) =251 prosta y =7 maja jeden punkt wspdlny A(1,7).

=
]

I

s | el | \
j= /

od Z

o / \
)

Q 41

i .y

a1,

Pl

o 3 ! \
Q

g'l e B X & || |
o

S \ 1

-:':‘:1 . + 1

= .

- 4&2 49 1 2

= =N =

[0

= 2

0 H 4 - 4

i 8

)

et

=

o=

c

o]

('}

o
=
o]
tl
2
-
o
o
-
bl
@
E
=]
L)
L=
o

184



Punkty wspdlne prostej i paraboli

Prosta | parabola mogg miec dwa punkty wspaélne, jeden wspadlny lub nie miec punktéw wspadlnych.

1

ur A

A

n

8

5

2

..L_n-.

il |

1

T
A /
”

L\

3

| >¥

"

i |

6 /

5

. /

= /

2.

. |
t i - — =
t & 7T & 9 X

+ o=

A
/

TN

Prosta przecinajacg parabole w dwoch punktach nazywamy sieczng paraboli. Prosta, ktdra nie jest
rownolegta do osi OYi ma z parabolg doktadnie jeden punkt wspalny, nazywamy styczng do parabaoli.

Przyktad
Rozwiagz uktad rownan i podaj jego interpretacje geometryczna.
4 y=—x 5 y=x*-2x—-8 y=—x*—2x43
y==2x4+1 2x—y-8=0 y=-x+4
Rozwigzanie:
Porownujemy prawe strony réwnarn:
—x2==2x+1 o
¥ —=2x+1=0

s

(x —1)2 =0,stad: x =1

Zatem rozwigzaniem uktadu jest para liczb:
x=1
y=-1

Podajemy interpretacje geometrycznag.
Parabola y=—x* i prosta y =—2x+1 majg jeden

punkt wspdlny: A(1,—1).

9.6. Punkty wspolne prostej i ckrequ oraz prostej i paraboli
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> b) Z drugiego réwnania wyznaczamy y = 2x—8 | porownujemy prawe strony rownan:
x*—2x—8=2x-8

X2 —4x =0 v A
x(x—4)=0,stad: x=0lubx =4 i 31+ B
Zatem rozwigzaniem uktadu sa dwie pary liczb: \ 2 //

U t

= —8 jf L — | CI | | B = .
Podajemy interpretacje geometryczna: B} _:5’__ 1 2 3 M 5 X
Parabola y=x*—2x—8 | prosta 2x—y—8=0 majg dwa
punkty wspolne A(0,—8) i B(4,0). \ ; /
\.| / /|
BAN

) Pordwnujemy prawe strony rownan: vk
—x?—2X+3=—x+4 A =
X +x+1=0 A

A=1—-411=-3<0
Uktad rownan jest sprzeczny, zatem prosta

¥ =—x+4 nie ma punktéw wspdlnych z parabola L | 51 [
y=—x*—2x+3. [ | ol \

Podajemy interpretacje geometrycznag:
Parabola y=—x*—2x+3 i prosta y=—x+4 nie

— f £ -
=5 4 8 p 510 23 ANG £

maja punktdw wspalnych. /

9.7. Symetria osiowa i symetria srodkowa

| Symetria osiowa wzgledem prostej k nazywamy przeksztatcenie, ktére kazdemu punktowi ptaszczy-
zny przyporzadkowuje punkt do niego symetryczny wzgledem prostej. Prosta [ nazywamy osia syme-
tril.

9.7 Symetria osiowa i symetria srodkowa
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> Punktem symetrycznym do punktu A(x, y} wzgledem osi OX ukladu wspdtrzednych jest punkt
Allx.—y).

oL s

E U B 2 #10 1 2 3 & 5 X

Przyktad
Dane sg punkty A(=5,—3), B(2, — 1), C(~1,2). Podaj wspbtrzedne wierzchotkéw tréjkata bedacego obra-

zem trojkata ABC w symetrii wzgledem osi OX.
Rozwigzanie:
Obrazem punktu Aw symetrii wzgledem osi OX jest punkt A'(=5,3) punktu B jest punkt 8'(2, 1), punktu

Cjest punkt C'(~1,—2).
Punktem symetrycznym do punktu A(x, y ) wzgledem osi OY uktadu wspétrzednych jest punkt A'(—x, y).
. — - —

E
o

i <

e
i 5
e

L Jal

£ U B 2 #1090 1 2 3 a4 § X

9.7. Symetria osiowa i symetria srodkowa

Przyktad
Wyznacz rownanie okregu K' symetrycznego wzgledem osi OY do okregu o rownaniu:

h’;(x—l—S)z—l—(y—B)E =36

Rozwigzanie:
Srodkiem okregu K jest punktS(—E,B), a jego promieri r = 6. Zatem srodkiem okregu K' jest punkt sy-

metryczny do S wzgledem osi OY, czyli S'(5,3), a jego promieri r' = 6.
Réwnanie okregu K' ma postac (x — 5)2 +(y- 3)2 = 36.
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Symetria srodkowa

| Symetria srodkowa wzgledem punktu O nazywamy przeksztatce-
nie, ktore kazdemu punktowi ptaszczyzny przyporzadkowuje punkt
do niego symetryczny wzgledem punktu O. Punkt O nazywamy
srodkiem symetrii.

Punktem symetrycznym do punktu A(x,y) wzgledem poczatku uktadu wspotrzednych jest punkt

A'(=x—y)
| vk
. g =
yod oA
3 E
I
2 ;
|
Ir
} -
5 #4 B p U P 3 4 §5 X
Sy %
=T
|
| 2
| -
l N
-
Przyktad

Znajdz wspotrzedne wierzchotkow wielokata symetrycznego do czworokgta ABCD wzgledem poczatku

uktadu wspotrzednych, ezhA( 542, — \1’_) (—@—2@){?(6&@).0(@&)

Rozwigzanie:
Wielokatem symetrycznym do czworokata ABCD jest czworokat o wierzchotkach w punktach

A'(52,42) B'(Y3, 23} C'(-6v2, —3) D'(-3, f]

9.8. Wektory w uktadzie wspotrzednych

Wektory w uktadzie wspoétrzednych

Wektory przedstawia sie na dwa sposoby. Pierwszy to ujecie graficzne, gdzie wektor przedstawiamy
przez narysowanie strzatki na ptaszczyZnie. Drugi sposob to ujecie analityczne, wowczas wektor to
uktad dwoch liczb - wspotrzednych na plaszczyzinie.

9.8. Wektory w uktadzie wspotrzednych

| Wektor o poczatku Ai koricu B oznaczamy: AB lub matymi literami: u.
g

/ v

A =

Wektor AB mozemy okresli¢, podajac wspotrzedne poczatku A | wspotrzedne korica B.

Punkt A bedacy poczatkiemn wektora AB nazywamy tez punktem zaczepienia wektora, a o wektorze AB
mowimy, Ze jest zaczepiony w punkcie A.
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> Przyktad

Narysuj wektor AB, jesli A(4,4) i B(~7,-2). vl

Rozwigzanie:
/: .4)

Jesli punkt A(x,, y,) jest poczatkiem wektora

| punkt B(x;, y;) jest koricem tego wektora, to

vipé%rzedne wektora AB sg rowne:;
AB = [xa —Xa Ve ”J”n]

\m o Boum
Il L Il
- -

?ayfﬂ--ﬂa? ? 3 o4 X
-~ '
A! -
(-75-2)
L
Przyktad n
Podaj wspotrzedne wektora AB, jesli A(~3,5)iB(4,—6),
Rozwigzanie:

AB =[4—(-3),-6-5|=[7,-11

Aby okresli¢ wektor zaczepiony, podajemy wspotrrzedne jego poczatku i konca. Rozwazamy rowniez
wektor swobodny, dla ktérego podajemy wytacznie jego wspétrzedne [o, b].

Suma wektoréw u = la,b] | = [c. d] jest wektor: U+v— la+c,b+d]

v i

i
¥

L gl { !
o v

b e 4
! 1 T

2 19 1 2 3 4 5 6 7

\ \‘:1
B

=y

Wektor zerowy ma symbol 01 oznaczamy go: 0 = 0,0}

Wektnrya v Sg przeciwne wtedy, gdy ich suma jest wektorem zerowym. Wektor przeciwny do wekto-
rau oznaczamy —u.

R6Znica wektoréw U = la.b] i V= [c. d] jest wektor: U—v = la—c b-d|.

9.8. Wektory w uktadzie wspotrzednych
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9.9. Utrwalamy wiedze
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> lloczynem wektora u = |0, b] przez liczbe k € R nazywamy wektor: ku = |ka, kb|
| [ r#

=g L —

1

Pl

\

Lk

JE——
Sk —t i
U
-2-1? ? 3 4 5 & 71X

Wektor zerowy jest rownolegty do dowolnego wektora. Jesli niezerowe wektory sa rownolegte, to maja

ten sam kierunek.

Przyktad . B
Dane sq wektory u=[2,—5|iv=[-3,4] Oblicz:

£ e i o . iz
a) sume wektorow u iv, b) réznice wektorow v i v, c) wektor —gu.

Rozwigzanie:
a) u+v =[2+(-3),-5+4|=[-1-1
b) u—v =[2—(-3),~5-4]=[5,-9]

U [ 25
Geginm At s

| Dtugoé¢ wektora U = [uy, u, | obliczamy ze wzoru: [Erl = Jui 2.

Przyktad
Oblicz dhugos¢ wektora u =[6,— 4]

Rozwigzanie:

‘E}=J61+(~4)2 — 16 =J5 =213

9.9. Utrwalamy wiedze

‘ rownanie prostej ‘

rownanie okregu

dwdch prostych

prostej i okregu proste] punktu

prostej i paraboli

@ wektory

@ wzajemne polozenie * * —® wzajemne potozenie

dwoch okregéw

——@ wzajemne polozenie symetria wzgledem symetria wzgledem | [——® wzajemne potozenie

prostej i okregu

—@ wzajemne potozenie ! —& wzajemne potozenie

okregu i paraboli
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10.1. Wzajemne potozenie prostych w przestrzeni

Potozenie prostych w przestrzeni
W przestrzeni proste majg nastepujgce potozenia:

1. Proste rownolegte - lezg w jedne| ptaszczyZnie i nie majg punktow wspolnych lub sie pokrywaja.

Kl kllf

k
|

—

[ r

2. Proste przecinajgce sie - lezg w jedne| ptaszczyZnie i majg jeden punkt wspolny.

o Przyktad

§ Wskaz na rysunku szescianu krawedzie zawarte w prostych rownaole- f’ 5
o gtych, przecinajacych sie, skosnych. /

& Rozwiazanie: 3 : é

2‘ Krawedzie zawarte w prostych rownolegtych: AB, CD, EF, GH |ub BC, }'

< ADA, FG, EH lub EA, FB, GC, HD. |

Z Krawedzie zawarte w prostych przecinajgcych sie: AB, BC; AB, AD; AB, :

=3 AE: AB, BF itd. j

= Krawedzie zawarte w prostych skosnych: AB, HD; AB,GC; AE, GH; AE, s RS SR, ISR .
ig CD itd.

% A B

=

£ Jezeli prosta [ jest prostopadta do dwoch nierdwnolegtych prostych m i n zawartych w ptaszczyznie P,
g to jest ona prostopadta do ptaszczyzny P,

S {

Lo}
1
:
(=]
@
=
-}
A
=}
-

192



> Przyktad H G

Wskaz na rysunku szescianu krawedzie zawarte w prostych prosto- i
padtych do ptaszczyzny zawierajgce] sciane CDHG. :
Rozwigzanie: i ! F
Krawedzie prostopadte do sciany COHG to AD, BC, FG, EH. :
Rl Rt C
4l B

10.2. Kat miedzy prosta a ptaszczyzng, kat dwuscienny

Kat miedzy prosta a ptaszczyzna

| Kat miedzy prosta a ptaszczyzna to kat ostry, jaki ta
prosta tworzy ze swoim rzutem prostokatnym na te
ptaszczyzne.

Przyktad

Wyznacz kat miedzy przekatna prostopadtoscianu a jego podstawa.
Rozwigzanie:

Wykonujemy rysunek pomocniczy | zaznaczamy szukany kat.

Przyktad

Dany jest szescian ABCDEFGH. Punkt 5 jest punktem przecigcia prze-
katnych kwadratu EFGH bedacego gorna podstawa szescianu. Roz-
patrzmy ostrostup o podstawie ABCD i wierzchotku 5. Oblicz wartos¢
sinusa kata, ktory z podstawa tego ostrostupa tworzy:

a) jego krawed?z boczna,

b) wysokosc jego sciany bocznej.

Rozwigzanie:

Zaznaczamy na modelu oba szukane katy. Oznaczamy dtugosc kra-
wedzi szescianu jako g, a diugosé przekatnej kwadratu ABCD jako

av2.

10.2. Kat miedzy prosta a ptaszczyzna, kat dwuscienny

2 1 2 .3 \‘E
a)|AS[ :a3+[5a\5] IAS :Ea2 jﬂ.5|=7a
et L e
o, & V3
2 2 'E
D]th:':rz—i-1 ¥ h'2=E*ﬂ2 h=~‘[—§~a E
4 2 E
=
Sing=—— =i=& £'
! .Jg 5 9:
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10.3. Katy w graniastostupach i ostrostupach
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Kat dwuscienny

| Dwie pdtptaszczyzny o wspolne| krawedzi dzielacej przestrzen na dwie
czesci. Kazda z tych czesci, tacznie z potptaszczyznami, nazywamy katem
dwusciennym, a pdtplaszczyzny — Scianami kata dwusciennego.

| Miara kata dwusciennego nazywamy miare kata ptaskiego otrzymanego jako przekrdj kata dwu-
sciennego ptaszczyznag prostopadig do jego krawedzi.

Przyktad
Podstawa graniastostupa prostego jest trojkat prostokatny o bokach o dtugosci 3, 4, 5. Jakie miary
katow tworza ze sobg sciany tego graniastostupa? r
Rozwigzanie:

Wykonujemy rysunek pomocniczy.

Sciany ACFD oraz BCFE tworza kat prosty. D
Sciany ABED oraz ACFD tworzg kat e

Sciany ABED oraz BCFE tworza kat 4.

SiNa = % czyli e = 37°, zatem 3 =90° —37° = 53°

10.3. Katy w graniastostupach i ostrostupach

Katy w graniastostupach

W graniastostupach mozemy wyznaczac i obliczaé katy miedzy odcinkami
| miedzy scianami,

Na rysunku widzimy:
« - kat miedzy przekatng sciany bocznej a krawedzig boczna,
3 - kat miedzy przekatnymi sgsiednich scian bocznych,

v - kat miedzy przekatng graniastostupa a przekatng podstawy,

& - kat nachylenia przekatnej graniastostupa do pfaszczyzny podstawy, kat
miedzy przekatna sciany bocznej a krawedzig podstawy.




> Katy miedzy scianami bocznymi

a - kat miedzy sciang boczng a ptaszczyzng podstawy

& — kat miedzy scianami bocznymi i
i

Przyktad
Oblicz miary kata nachylenia przekatnej szescianu do pfaszczyzny podstawy oraz kata miedzy przekat-
ng szescianu a jego krawedzia.

Rozwigzanie:

Wykonujemy rysunek pomocniczy.

Oznaczamy dtugosc krawedzi szescianu przez a, wtedy dtugosc prze-
katnej kwadratu wynaosi a2, a dtugosc przekagtnej szescianu a+f3.

H G

Wyodrebniamy dwa tréjkaty:

- pierwszy z katem «
SiNe = | = ! = \@:
o3 V3 3
Odczytujemy z tablic: a = 35°
- drugi z katem v

%ﬁ:%:ﬁﬁmdiq-z a3

~ 00,5774

Odczytujemy z tablic: v =55°

0+/2

Katy w ostrostupach

Na rysunku widzimy:

o - kat miedzy wysokoscia sciany bocznej a ptaszczyzna podstawy,
3 - kat miedzy wysokoscig a krawedzig boczna,

v - kat miedzy krawedzig boczng a przekatng podstawy, kat nachylenia
krawedzi boczne| do ptaszczyzny podstawy,

& - kat miedzy wysokoscig a ptaszczyzna podstawy.

Przyktad
Dany jest ostrostup prawidtowy czworokatny o wszystkich krawedziach ditugosci .
Oblicz miare kata, jaki tworzg dwie sgsiednie sciany boczne.
Rozwigzanie:

Wykonujemy rysunek pomocniczy.

Ramiona kata « sg wysokosciami trojkgta rownobocznego, zatem
wykonujemy drugi rysunek pomocniczy.

10.3. Kty w graniastostupach i ostrostupach
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10.4. Katy miedzy odcinkami oraz katy miedzy odcinkami i ptaszczyznami w walcach i stoikach
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Obliczamy wysokosc h:
o2
g e 2 -=JE=JE'_
2 a3 3 3

2

Odczytujemy z tablic;

%m G5° zatema = 110°

~0,8165

10.4. Katy miedzy odcinkami oraz katy miedzy odcinkami i ptaszczyzna-
mi w walcach i stozkach

Katy w walcu

Na rysunku przedstawiono walec z narysowanym przekrojem osiowym. Zaznaczony na rysunku kat o
jest katem pomiedzy przekatng p przekroju osiowego a srednicg podstawy (kat nachylenia przekatnej
przekroju osiowego do podstawy walca), a kat 3 jest katem pomiedzy przekatng p przekroju osiowego

a tworzgca walca,

Przyktad
Przekroj osiowy walca jest prostokatem o przekatnej o dtugosci 16 cm, ktora tworzy z ptaszczyzng pod-
stawy kat o mierze 30° Oblicz promieri podstawy | wysokos¢ tego walca. Podaj miare kata, jaki tworzy
ta przekatna z tworzgcg walca.

Rozwigzanie:

Wykonujemy rysunek pomocniczy.

Obliczamy wysokosc¢ walca, korzystajac z definicji sinusa kata ostrego:

Otrzymujemy: sin30° = % o
Stad: 1A wiecH=8cm &
2 16 2 H

Obliczamy promien podstawy walca, korzystajgc z definicji cosinusa kata ostrego:

Otrzymujemy: cos30° = f—;

B oor

— =—,wiec.r=4+3 cm 30° s
T V3 -

Obliczamy miare kata, jaki tworzy ta przekatna z tworzgcg walca;

a=180"- (90“‘ + 3{]“) —

Odpowiedz: Wysokosc walca jest rdwna 8 cm, promien podstawy ma 443 cm dtugosci, a miara kata
nachylenia przekatnej przekroju osiowego do tworzacej walca wynosi 60°.

Stad:




Katy w stozku

Na rysunku przedstawiono stozek z narysowanym przekrojem osiowym. Zaznaczony na rysunku kat e
jest katem rozwarcia stozka, a kat 3 jest katem nachylenia tworzacej stozka do ptaszczyzny podstawy.

Przykiad
Oblicz promien podstawy | wysokosc stozka, ktorego tworzaca ma diugosc 8 cm i jest nachylona do
ptaszczyzny podstawy pod katem o mierze 60°.

Rozwigzanie:

Wykonujemy rysunek pomocniczy.

Obliczamy wysokosc stozka, korzystajagc z definicji sinusa kata ostrego,

Otrzymujemy: sin60® = 2

8
v H

—=—Wwiec:H=4+43 cm
S =g Wig V3

Obliczamy promien podstawy stozka, korzystajac z definicji cosinusa
kata ostrego.

Stad:

Otrzymujemy: cos60® = é

1 roo
Stad: —=— wiec:r=4cm
d 5~ 38 g

Odpowiedz: Wysokosc stozka jest rawna 443 cm, a promien podstawy ma 4 cm diugosci.

Przyktad

Kat rozwarcia stozka ma miare 120° a wysokosc stozka jest rowna 10 cm. Oblicz dtugos¢ tworzacej
stozka oraz miare kata nachylenia tworzacej do ptaszczyzny podstawy.

Rozwigzanie:

Wykonujemy rysunek pomocniczy.

H=10cm

Obliczamy tworzgca stozka, korzystajac z definicji cosinusa kata ostrego.
Otrzymujemy; cos60° = i

/
Stad: % = ?, wiec: /=20 cm
Obliczamy miare kata nachylenia tworzgcej stozka do ptaszczyzny podstawy:
a =180°-(90°+60°) = 30°
Odpowiedz: Tworzgca stozka ma diugosc 20 cm, a miara kata nachylenia tworzace] do ptaszczyzny
podstawy ma 30°.

10.4. Katy miedzy odcinkami oraz katy miedzy odcinkami i ptaszczyznami w walcach i stozkach
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10.5. Przekroj prostopadloscianu dang ptaszczyzna

Przekréj prostopadtoscianu dang ptaszczyzna

| Przekrojem prostopadioscianu dang ptaszczyzng nazywamy czesé wspdlng prostopadioscianu
| te] ptaszczyzny. Przekroj prostopadtoscianu ptaszczyzng majacg punkty wspolne z tym prostopadto-
scianem jest wielokgtem.

Opis sposobu poprowadzenia ptaszczy-

zny przekroju prostopadto$cianu Rysunek i nazwa figury, ktdra jest przekrojem

Przekroj ptaszczyzna prostopadta do dowol- Prostokat
nej ze scian prostopadtoscianu.

Przekroj prostopadtoscianu p+aszczyznq'
przecinajaca cztery rownolegte krawedzie.,

Przekro] ptaszczyzna przechodzaca przez
trzy krawedzie wychodzace z jednego wierz-
chotka.

Przekré] ptaszczyzng przecinajgcg dwie kra-
wedzie wychodzace z jednego wierzchotka
oraz dwie krawedzie rownolegte do nich.

Przekroj ptaszczyzng przecinajaca dwie kra-
wedzie wychodzace 7z jednego wierzchotka,
dwie krawedzie prostopadte do nich oraz
wierzchotek przeciwlegty danemu.

10.5. Przekroj prostopadioscianu dang ptaszczyzna

Przekrd] ptaszczyzng przecinajgcg dwie kra- Szesciokat
wedzie wychodzace z jednego wierzchotka,
dwie krawedzie prostopadte do nich oraz
dwie krawedzie rownolegte do krawedzi wy-
chodzgcych ze wspdlnego wierzchotka.
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> Przyktad

Prostopadtoscian ABCDEFGH przecieto ptaszczyzng prostopadts do g
Sciany ABFE i zawierajgcg krawedzie BC i EH. Jakg figurg jest ten prze- .
kroj? Narysuj prostopadtoscian wraz z przekrojem, 4 |

Rozwigzanie:
Przekrojem jest prostokat BCHE.

Lr C

Przyktad
Prostopadtoscian ABCDEFGH przecieto ptaszczyzna zawierajacg przekatng BD podstawy ABCD oraz
wierzchotek G. Okresl, jaka figura jest ten przekrgj.

: o 2 C
Rozwigzanie: :
Wykonujemy rysunek pomaocniczy. 2 :
Przekrojem jest trojkat BDG. ;
DI‘ __________ ¥ __Jr
e

10.6. Objetosci i pola powierzchni graniastostupow, ostrostupow, walca,
stozka i kuli

Objetosc i pole powierzchni graniastostupoéw

| Graniastostup to wieloscian, ktérego dwie sciany (zwane podstawami) sa przystajacymi wielokgtami
lezacymi w plaszczyznach réwnoleghych, a pozostate Sciany (zwane Scianami bocznymi) sg réwnole-
gtobokami.

10.6. Objetoscii pola powierzchni graniastostupow, ostrostupow, walca, stozka i kuli

]
B
E.

=
A
d'
—

Graniastostup prosty Graniastostup pochyty
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> | Graniastostupem prawidlowym nazywamy graniastostup pro-
sty, ktdrego podstawy sg wielokatami foremnymi. W graniastostu-
pie prawidtowym sciany boczne s3 figurami przystajacymi.

Po rozcieciu graniastostupa i roztozeniu go na ptaszczyznie otrzy-
mujemy jego siatke.

| Pole powierzchni catkowitej graniastostupa o polu podstawy P,
| polu powierzchni bocznej £, jest rowne . = 2F, +F,.

| Objetosc graniastostupa o polu podstawy P, I wysokosci H jest

rowna V:F;,-H.

Przyktad

W graniastostupie prawidtowym trojkgtnym, ktorego wysokosc jest dwa razy dtuzsza od krawedzi pod-
stawy, pole powierzchni bocznej jest réwne 36cm?®. Oblicz objetosé | pole powierzchni catkowitej tego
graniastostupa.

Rozwigzanie:

Wykonujemy rysunek pamocniczy. a 4

Otrzymujemy 36 =3.a-2a, czyli 36 = ba?, stad a = J6 em.
a*3

4

Obliczamy pole podstawy graniastostupa: P, =

("E)L 3 = 33 cm?
2

4

Otrzymujemy: B, =

Obliczamy wysokosc graniastostupa: H = 246 cm
Obliczamy objetos< graniastostupa, korzystajgc ze wzoru:V =F£ H

Otrzymujemy: V = %-N’é =318 =3\/9.2 = 9J2cm?
Obliczamy pole powierzchni catkowitej graniastostupa, korzystajac ze wzoru: P. = 2P, + P,
Otrzymujemy: P. =2. E—BE +36 = (3\.@ + 36)cm3

Odpowiedz: Objetosc tego graniastostupa jest rowna N2 e pole powierzchni catkowitej jest row-
ne (3\@ + 36) i

Objetosc i pole powierzchni ostrostupoéw

Ostrostup to wieloscian, ktdrego jedna Sciana (podstawa ostrostupa) jest dowolnym wielokatem, a po-
zostate sciany (Sciany boczne ostrostupa) sa trojkatami o wspolnym wierzchotku.

10.6. Objetosci i pola powierzchni graniastostupow, ostrostupow, walea, stozka i kuli

| Ostrostupem prawidtowym nazywamy ostrostup, gdy jego podstawg jest wielokat foremny i spodek
wysokosci ostrostupa jest srodkiem okregu opisanego na podstawie.
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Jezeli ostrostup jest prawidtowy, to wszystkie jego krawedzie boczne sg rowne, wszystkie katy nachy-
lenia krawedzi bocznych do plaszczyzny podstawy majq réwne miary i wszystkie sciany boczne sg
przystajgcymi trojkatami rdwnoramiennymi.
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> Po rozcieciu ostrostupa i roztoZeniu go na plaszczyZnie otrzymujemy jego siatke.

Siatka ostrostupa prawidtowego szesciokatnego
| Pole powierzchni catkowitej ostrostupa o polu podstawy P, i polu powierzchni bocznej B, jest réwne
f="F+h,.
| Objetosc ostrostupa o polu podstawy P, i wysokosci H jest rowna V = —;;-Pp -H.

| Czworoscian foremnym to ostrostup prawidtowy tréjkatny, ktérego
wszystkie sciany sg trojkatami rownobocznymi.

H - wysokosé czworoscianu foremnego
a - krawedz czworoscianu foremnego
Pole powierzchni catkowite] czworoscianu: P = a’\3

a2

12

| Objetosc czworoscianu foremnego: V =

Przyktad

Krawed? podstawy ostrostupa prawidtowego tréjkatnego jest rowna 12 cm, a miara kata nachylenia

sciany bocznej do pfaszczyzny podstawy wynosi 60°. Oblicz wysokosc tego ostrostupa.

Rozwigzanie:

Sporzadzamy rysunek pomocniczy.

aV3
2

Obliczamy wysokos¢ podstawy, korzystajac ze wzoru: h =

1243

Otrzymujemy: h = 5 = 673 cm
Obliczamy dtugos¢ odcinka r, korzystajac ze wzoru r = %h.

Otrzymujemy: r = %-Ew@ =23 cm

Obliczamy wysokos¢ ostrostupa, korzystajac z funkgji tangens. Otrzy-

mujemy: tg60° =$

Staa: JE= %, wiec:H=6cm

Odpowiedz: WysokosE tego ostrostupa wynosi 6 cm.

10.6. Objetosci i pola powierzchni graniastostupdw, ostrostupow, walca, stozka i kuli

Objetosc i pole powierzchni walca

| Walec to bryta powstata wskutek obrotu prostokata wokot prostej

zawierajace| jego jeden bok (os walca).

10. Stereometria

201



> | Przekro] osiowy walca to czesc wspdina walca i plaszczyzny zawierajgcej os walca. Przekrdj ten jest
prostokatem o bokach 2ri H.

| Przekrdj poprzeczny walca to przekrdj walca ptaszczyzng rownoleglta do podstawy.

o e

Przekroj osiowy walca Przekroj poprzeczny walca

Po rozcieciu walca i roztozeniu go na ptaszczyznie otrzymujemy jego siatke.

2al

Jezeli promieri podstawy walca wynosi r, wysokosc H, to:
pole powierzchni bocznej walca: B, = 2#rH

pole powierzchni catkowitej walca: P. = Zmr(r—i— H)
objetos¢ walca: V = nr?H

Przykiad

Przekrdj osiowy walca jest kwadratem, a objetosc walca jest rowna 54« cm?®. Oblicz pole przekroju
osiowego walca.

Rozwigzanie:

Z informacdji, Ze przekrogj osiowy jest kwadratem, wynika zaleznos¢: H = 2r

Karzystajac ze wzoru na objetosc walca, wyznaczamy promien podstawy walca.

V = ar’H, stad: 54x = wr? - 2r, wiec. r =3 cm

Obliczamy pole przekroju osiowego walca: P = (Zr)z =62 =36cm’
Odpowiedz: Pole przekroju osiowego walca jest rowne 36 cm?,

Objetosc i pole powierzchni stozka

10.6. Objetosci i pola powierzchni graniastostupow, ostrostupdw, walca, stozka i kuli

Stozek to bryta utworzona przez obrot trojkata prostokatnego wokot
prostej zawierajacej przyprostokatng tego trojkata (os stozka),
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| Przekrdj osiowy stozka to czes¢ wspdina stozka i plaszczyzny zawierajacej os stozka. Przekrdj ten
jest trojkatem rownoramiennym, ktérego podstawg jest odcinek o dtugosci 2r, a ramie ma dtugosc /.

| Przekro] poprzeczny stozka to przekrdj stozka ptaszczyzna réwnoleglg do podstawy.

Przekroj poprzeczny stozka Przekroj osiowy stozka

Po rozcieciu stozka i roztozeniu go na pfaszczyznie otrzymujemy jego siatke.

Inr

Jezeli promien podstawy walca wynosi r, wysokosc H, tworzgca |/, to:
pole powierzchni bocznej stozka: B, = 7l

pole powierzchni catkowitej stozka: P. = wr (r+1)
objetosc stozka: V = %wrzH

Przyktad

Oblicz objetosc stozka i jego pole powierzchni catkowitej, jezeli wiadomo, Ze tworzgca ma diugosc
5cm, a wysokosc jest rowna 4 cm.

Rozwigzanie:

Wykanujemy rysunek pomaocniczy:

Obliczamy promien podstawy z twierdzenia Pitagorasa.
Otrzymujemy: r =+25-16 =3 cm

Obliczamy pole powierzchni catkowite] stozka, korzystajac ze wzoru:
B T«TF(F-I—JI) |

Otrzymujemy: P. = x-3(3+5) = 24x cm’

10.6. Objetosci i pola powierzchni graniastostupdw, ostrostupow, walca, stozka i kuli

Obliczamy objetosc stozka, korzystajac ze wzoru: V = %?’F.I"EH

Otrzymujemy: V = %W-BE 4 =127

Odpowiedz: Pole powierzchni catkowitej stozka jest réwne 24x cm?, a objetos¢ stozka wynosi 12x cm?’.
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Objetosc i pole powierzchni kuli

Kula to bryta powstata przez obrot kota wokot osi zawarte] w ptaszczyznie
tego kota, przechodzacej przez jego srodek.

pole powierzchni kuli (sfery): P = 4xR?

Przekroj kuli to czes¢ wspolna ptaszczyzny i kuli. Przekroj kuli, do ktdrego

nalezy srodek kuli, nazywamy kotem wielkim.

Jezeli promien kuli wynaosi R, to: e
SRR

objetosc kuli: vV = —?:m?

Przyktad

W odlegtosci 12 cm od ptaszczyzny kota wielkiego poprowadzono przekrdj, ktorego pole jest rowne

256w cm?. Oblicz pole powierzchni tej kuli.

Rozwigzanie:

Wykonujemy rysunek pomocniczy.

Korzystajac ze wzaru P = wr?, obliczamy promier kota, ktére jest przekrojem

kuli.

Otrzymujemy: 256w = r?, stad: r =16 cm

Korzystajgc z twierdzenia Pitagorasa, obliczamy promien kuli.

Zapisujemy 122 +16% = R? stad: R =20 cm

Obliczamy pole powierzchni kuli; P = 4xR? = 4x-20° = 16007 cm?

Odpowiedz: Pole powierzchni te] kuli jest rowne 1600w cm?,

10.7. Zaleznos¢ miedzy polami powierzchni i objetosciami bryt podobnych

Skala podobienstwa

Dwie bryty sa podobne, jesli odlegtosci miedzy punktami jednej bryty sa proporcjonalne do odlegtosci
miedzy odpowiednimi punktami drugiej bryty.

| Stosunek odlegtosci miedzy odpowiednimi punktami bryt podobnych nazywamy skala podobien-
stwa.

Stosunek padl powierzchni bryt podobnych

| Stosunek pél powierzchni bryt podobnych
Jesli skala podobienstwa bryt podobnych jest rdwna k, to stosunek pol powierzchni tych bryt jest rowny k2.

Przyktad

Dane sa dwie kule. Pole powierzchni pierwszej kuli wynosi 25xcm?. Druga kula ma promier dwa razy
dtuzszy niz pierwsza kula. Oblicz pole powierzchni drugiej kuli.

Rozwigzanie:

Skoro promien drugiej kuli jest dwa razy wiekszy od promienia pierwszej kuli, to znaczy, ze skala podo-
bierstwa tych bryt wynosi k = 2. Zatem stosunek ich pél powierzchni wynosi k* =4,

Pole powierzchni drugiej kuli wynosi: P, = k*-P. Zatem P, = 4.25x = 100xcm?.

10.7. Zaleinosc miedzy polami powierzchni i objetosciami bryt podebnych

Odpowiedz: Pole powierzchni drugiej kuli wynosi 100xcm?,
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Stosunek objetosci bryt podobnych

| Stosunek objetosci bryt podobnych
Jesli skala podobieristwa bryt podobnych jest réwna k, to stosunek objetosci tych bryt jest rowny k.

Przyktad
Dane sg dwa prostopadtosciany podobne. Objetos¢ pierwszego prostopadtoscianu wynosi
V. = 33,75cm’, a objetos¢ drugiego V, = 10cm’. Oblicz stosunek poél powierzchni catkowitych tych pro-

stopadtoscianow.
Rozwigzanie:

Stosunek objetosci tych prostopadtoscianow jest rawny: ::—1= % =3 3275= 3%
2
3
A 27 13 vy
Poniewaz L =k stad k® = —=|[=|, czylik ==
v, : 8 [2 RS
2
. P R 9
Wiemy, ze L =k? wiec L =|=| ==
) b 2] 4
Odpowiedz: Stosunek pdl powierzchni jest réwny%,
10.8. Utrwalamy wiedze
ptaszczyzny i | proste | katy i
w przestrzeni | w przestrzeni w przestrzeni

STEREOMETRIA

bryty obrotowe

; r
walec, stozek, kula ostrostupy

graniastostupy

—@® pola powierzchni —® pola powierzchni —® pola powierzchni
—@ objetosci @ objetosci ——@ objetosci
@ przekroje —® przekroje @ przekroje

10.8. Utrwalamy wiedze
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11.7. Doswiadczenia losowe

Doswiadczenia losowe

| Doswiadczeniem losowym (eksperymentem, zjawiskiem losowym) nazywamy takie dziatanie, ktére
mozna powtarzac wiele razy w takich samych warunkach, ale jego kolejnych wynikow nie potrafimy
przewidzied, np. rzut moneta, rzut kostka do gry czy wyciggniecie karty z talii.

W doswiadczeniu losowym mozemy okreslic zbior wszystkich mozliwych wynikéw. Na przyktad przy
jednokrotnym rzucie monetg moze wypasc orzet lub reszka.

Przykiad

Doswiadczenie losowe polega na trzykrotnym rzucie moneta. Wypisz wszystkie zdarzenia elementar-
ne sprzyjajace zdarzeniu, ze wypadty co najmniej dwa orty.

Rozwigzanie:

Wyrzucenie orta oznaczamy jako O, a wyrzucenie reszki - jako R.

Przebieg tego doswiadczenia losowego przedstawiamy w postaci drzewka:

mozliwe wyniki pierwszego rzutu /D\ /R\
mozliwe wyniki drugiego rzutu /o\ /Fi‘\ /{]\ /\
mozliwe wyniki trzeciego rzutu 0 R O R 0O RO R

Odpowiedz: Wszystkie mozliwe wyniki zdarzenia sprzyjajgce zdarzeniu, ze wypadty co najmnie] dwa
orty, tworza zbior {(D,D,D),(U,O,R],(D,H,D),(R,D,D)}.

Zdarzenie elementarne

| Zdarzeniem elementarnym nazywamy kazdy mozliwy wynik doswiadczenia losowego, a ich zbidr -
przestrzenia zdarzen elementarnych, Przestrzen zdarzen elementarnych oznaczamy litera €2, a po-
jedyncze zdarzenia elementarne - literg w.

Przyktad

Z pudetka zawierajgcego trzy koperty ponumerowane: 7, 8, 9 - losujemy jedng koperte, a nastepnie
druga. Zapisane w kolejnosci losowania numery kopert twarzg liczbe dwucyfrowa,

Podaj przestrzen zdarzen elementarnych, jesli:

a) wylosowanej koperty nie zwracamy do pudetka,

b) wylosowana koperte zwracamy do pudetka.

Rozwigzanie:

a) Zapisujemy przestrzen zdarzen elementarnych, jesli wylosowane] koperty nie zwracamy do pudetka:

={78,79,87,89,97,98}

b) Zapisujemy przestrzen zdarzen elementarnych, jesli wylosowang koperte zwracamy do pudetka:
2 ={77,78,79,87,88,89,97,98,99)

11.1. Doswiadczenia losowe

Zdarzenie losowe

| Zdarzeniem losowym nazywamy dowolny podzbidr przestrzeni zdarzen elementarnych €. Zdarzenia
losowe, zwane krotko zdarzeniami, oznaczamy wielkimi literami: A, B, Citd.

Liczbe elementow zbioru A oznaczamy A (lub |Al).

Zbior 2 nazywamy zdarzeniem pewnym, natomiast zbidr pusty nazywamy zdarzeniem niemozliwym.
Elementy zdarzenia A nazywamy wynikami sprzyjajacymi zdarzeniu A.

:
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Przyktad

Rzucamy szescienng kostka do gry. Wypisz wyniki sprzyjajace zdarzeniom:
A - wypadta parzysta liczba oczek

B - wypadia liczba oczek co najmniej rowna 1

C - wypadia liczba oczek, ktdra jest liczba pierwsza wieksza od 5

Ktore ze zdarzen jest zdarzeniem pewnym, a ktare niemozliwym?
Rozwigzanie:

Przestrzeniag zdarzen elementarnych jest zbidr: Q = {1,2,3, 4,5,6}

Zdarzeniu A sprzyjaja wyniki: 2, 4, 6, zatem A= {2,4,6}.

Zdarzenie B jest zdarzeniem pewnym, zatem B = (.
Zdarzenie C jest zdarzeniem niemozliwym, zatem C = @.

Przyktad

lle réznych czteroznakowych haset mozna utworzyc ze znakdw z cyfr 011 oraz liter a i b, jesli;

a) pierwszy | ostatni znak to rozne cyfry, a dwa srodkowe znaki to rozne litery,

b) pierwszy i ostatni znak to litery, a dwa srodkowe znaki to cyfry.

Rozwigzanie:

a) Oznaczamy jako A zbior sprzyjajacy zdarzeniu, ze pierwszy | ostatni znak to rézne cyfry, a dwa srod-

kowe znaki to rdzne litery, zatem A= {(Dabi),(bb!]),(Dbm),(’ibat})},

Okreslamy liczbe mozliwych wynikow: A= 4.

b) Oznaczamy jako B zbidr sprzyjajacy zdarzeniu, ze pierwszy i ostatni znak to litery, a dwa srodkowe
znaki to cyfry, zatem:
B= {(Gabﬂ),(ﬂubﬂ,(mb[}).(‘iab‘i).({}baﬁ],(ﬂbm), (1ba0),(1bal),

(0aa0),(0aa1), (1aa0), (1aa), (06b0), (0bb1), (1660), (1bb1)}

Okreslamy liczbe mozliwych wynikow: B=16.

Zdarzenie przeciwne

Zdarzeniem przeciwnym do zdarzenia A nazywamy wszystkie zdarzenia elementarne, ktore nie
sprzyjajg zdarzeniu A, a sprzyjaja zdarzeniu A

ANA'=@ AUA'=12

Przyktad

Rzucamy trzy razy moneta. Wypisz wyniki sprzyjajace zdarzeniom;
A - co najwyzej raz wypadt orzet

B - reszka wypadta doktadnie dwa razy

C - wypadty same orty

D - wypadty co najmniej dwa orty

Wskaz pare zdarzen przeciwnych.

Rozwigzanie:

Wyrzucenie orfa oznaczamy jako O, a wyrzucenie reszki - jako R.
Przestrzenig zdarzen elementarnych jest zbidr:

2 ={(0,00).(0,0.R).(0.R,0).(.0.0).(0.R.R),(R.OR).(R.R.0).(RR.R)}.

Zdarzeniu A sprzyjaja wyniki: (O,R,R).(R,0,R),(R,R.0),(R,R,R), zatem
A={(0,R.R).(R.O.R),(R.R.0).(R.R.R)}.

Zdarzeniu B sprzyjaja wyniki: (R,R,0),(R,0,R),(O.R,R) zatem B = {(R,H,D),[H,D,R),(D,H,R]}.
Zdarzeniu C sprzyjaja wyniki: (0,0,0), zatem € = {(0,0,0)}.

Zdarzeniu D sprzyjaja wyniki: (0,0,R),(0.R,0),(R.0,0),(0,0,0), zatem

D ={(0.0.R).(0.R.0).(.0,0),(0,0,0)}

Zdarzeniami przeciwnymi sg zdarzenia Ai D.

11.1. Doswiadczenia losowe
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11.2. Reguty mnozenia i dodawania
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11.2. Reguly mnozenia i dodawania

Reguta mnozenia

Obliczajac liczbe mozliwych wynikéw doswiadczenia losowego, czesto rysujemy tabele doswiadczenia
losowego lub drzewo doswiadczenia losowego, a nastepnie zliczamy liczbe mozliwych wynikow. Gdy
jednak liczba ta jest duza, sporzadzenie tabeli lub drzewa jest kiopotliwe. Przydatna jest wowczas
znajomosc reguty mnozenia.

Reguta mnozenia dla dwdch czynnosci

Liczba wszystkich mozliwych wynikow doswiadczenia, ktore polega na wykonaniu po kolei dwach
czynnosci, z ktérych pierwsza moze zakoriczyc sie na jeden z k sposobdw, druga - na jeden z n sposo-
bow,gdzie k,n € N, jest rowna kn.

Przykilad

W urnie znajduje sie 15 kul ponumerowanych od 1do 15. Z urny losujemy dwie kule ze zwracaniem,
zapisujac numery kul w kolejnosci ich wylosowania. Oblicz liczbe mozliwych wynikéw doswiadczenia.
Rozwigzanie:

Liczbe mozliwych wynikow tego doswiadczenia obliczymy: 15.15 =225,

Odpowiedz: |est 225 wynikow tego doswiadczenia.

Reguta mnozenia dla trzech czynnosci

Liczba wszystkich mozliwych wynikow doswiadczenia, ktore polega na wykonaniu po kolei trzech czyn-
nosci, z ktorych pierwsza moze zakoriczy€ sie na jeden z k sposobdw, druga - na jeden z m sposobow,
a trzecia - na jeden z n sposobow, gdzie k,n,m € N, jest rowna kmr.

Przyktad

Doswiadczenie polega na wylosowaniu trzech osob w kolejnosci: przewodniczacy klasy, zastepca oraz
skarbnik z klasy liczacej 30 uczniow. Na ile sposobdw mozna dokonac tego wyboru?

Rozwigzanie:

Przewodniczacego klasy mozemy wybrac na 30 sposobow, zastepce - na 29 sposobow, a skarbnika
na 28 sposobow.

Wobec tego trzyosobowy samorzad klasy wybierzemy na 30.29.28 = 24 360 sposobow.

Odpowiedz: Wyboru mozna dokonac na 24 360 sposobow.

Reguta mnozenia
Liczba wszystkich mozliwych wynikdw doswiadczenia, ktére polega na wykonaniu po kolei k czynnaosci,
z ktorych pierwsza moze zakonczyc sie na jeden z n, sposobdw, druga - na jeden z n, sposobow, trzecia

- na jeden z n, sposobdw i tak dalej do k-tej czynnosci, ktdra moze zakoriczyc sie na jeden z n, sposo-
bow, gdzie n,,n,,Ny,...N, EN, jest rowna n,-n, Ny .0 N,

Przykiad

Oblicz, ile jest mozliwosci ustawienia 9 osdb w kolejce.

Rozwigzanie:

Doswiadczenie polega na dziewieciokrotnym powtdrzeniu czynnosci wyboru miejsca w kolejce, przy
czym pierwsza osoba ma do wyboru 9 miejsc, druga osoba - 8 miejsc, trzecia osoba - 7 miejsc itd.
Korzystajac z reguty mnozenia, otrzymujemy. 9.8.7.6-5.4.3.2.1=362 880.

Odpowiedz: Jest 362 880 mozliwosci.

Reguta dodawania

Jesli doswiadczenie |losowe polega na podijeciu jednej z dwoch decyzji wyboru, pochodzacych z dwoch
réznych zbiorow, ktére nie maja wspolnych elementow, przy czym pierwszg decyzje wyboru mozemy
podjac na n sposobow, a drugg na k sposobow, gdzie n, k € N, to calg czynnosc mozemy podjac nan+k
sposabow.

Taki sposob zliczania elementow o okreslonych wiasnosciach nazywamy regutg dodawania.

Przyktad

lle jest wszystkich liczb trzycyfrowych, ktarych cyfra setek jest rowna 4 lub wigksza od 67
Rozwigzanie:

Liczby trzycyfrowe z cyfra setek rowna 4 to: 400, 401, 402, ..., 499,

Liczb trzycyfrowych z cyfrg setek réwng 4 jest 100.

Liczby trzycyfrowe z cyfra setek wiekszg od 6 to: 700, 701, ...799, 800, 801, 102, ...899, 900, 901, ..., 999.
Liczb trzycyfrowych z cyfrg setek wiekszg od 6 jest 300.

Liczb trzycyfrowych z cyfra setek rowna 4 lub wieksza od 6 jest: 100+ 300 = 400,

Odpowiedz: Jest 400 takich liczb,




taczenie reguly mnozenia i dodawania

Czesto w zadaniach stosujemy regute mnozenia i regute dodawania facznie,

Przyktad
lle jest mozliwosci zapisania liczby czterocyfrowej za pomocg cyfr ze zbioru {D, 52,3, 456,78 9},

jesli wiadomo, Ze jest to liczba parzysta, a w jej zapisie wystapia doktadnie jedna cyfra 2 i doktadnie
jedna cyfra 77
Rozwigzanie:
1. Obliczamy, ile jest liczb czterocyfrowych parzystych, ktdre maja cyfre 2 jako cyfre jednosci oraz cyfre
7 na pozycji dziesiatek lub na pozycji setek, lub na pozycji jednosci tysiecy.
Przedstawimy to graficznie;

8 mozliwosci 8 mozliwosc 8 mozliwosci
(0,1,3,4,56 89) (0,1,3,4,56 89) (0,1,3.4,5,6,8,9)
71 2 7 2 7 2
7 mozliwosc 7 mozliwodc 8 mozliwosci
(1345 6.89) (1,345 6 8 3) (01,3 45689}

Obliczamy, ile jest tych liczb: 7.8+ 7-8+8.8=176

2. Obliczamy, ile jest liczb czterocyfrowych parzystych, ktére na pozycji jednosci maja cyfre parzysta
inng od cyfry 2, a cyfry 2 i 7 znajduja sie na pozyc|i dziesigtek i setek.
Przedstawimy to graficznie;

4 mozliwosc 4 mozliwosc
(04, 6 8) (0 4 6, 8)
] (e 7 7
7 mozliwosc 7 mozliwosci
{1,345 6,89) (1,3,4,5,68 9

Obliczamy, ile jest tych liczb: 7-4+7-4 =56

3. Obliczamy, ile jest liczb czterocyfrowych parzystych, ktore na pozycji jednosci majg cyfre parzysta
inng od cyfry 2, a jedna z cyfr 2 lub 7 znajduje sie na pozycji jednosci tysiecy.
Przedstawimy to graficznie:

4 mozliwosci 4 mozliwosci 4 mozliwosc 4 mozliwosc
(0,4, 6, 8) (0,4, 6, 8) (D, 4, 6, 8) (0,4, 6,8)
Z .7 Tl 2 2 7 7 2
8 mozliwosc 8 mozliwasci 8 mo#liwodc 8 mosliwoic
(0,1,3,4,5,6, 8 9) (0,1,3.4,5,6,8,9) lub  (0,1,3,4,56,89) (0,1,3,4,5,6,8 9)

Obliczamy, ile jest tych liczb:8.44-8.44+8.4+8.4 =128
4. Obliczamy, ile jest liczb spetniajgcych warunki zadania; 176 456 4+ 128 = 360
Odpowiedz: Jest 360 liczb spetniajacych warunki zadania.

Silnia
1=1

Niech ne N. Symbol n!l(n silnia) okreslamy nast jaco :
IN y sl Y NeStSPURCO oy 1.2.3. .ndlan>1

Przyktad
Obliczmy5!=1-2-3-4-5=120.

11.2. Reguty mnozenia i dodawania

=
a
2
5
5
E

M



11.2. Reguty mnozenia i dodawania
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Wspétczynnik dwumianowy Newtona

n!

NiechnkeN in>k. Symbolem Newtona nazywamy wyrazenie £
k| ki(n—k)!

Symbol E] czytamy ,n nad k"
Przyktad
: 5 51 3L4.5 4.5
Obliczm = = = =
y[a] 3:5-3) 3t2l 12

Wtasnosci symbolu Newtona

Witasnosci symbolu Newtona

[ y_1 B, ;]: zmk]gdzien,keﬁingk
(n] (n n+1
2. = 6. dzienkeNin>k+1
;J kk]*’[ﬁuﬁl [k 1) 8 g
n (n+1 n+1
Al =n 7. dzienkeNin=k
j] k+1] k+‘i[k]g
4, i =1
n—1
Przyktad
Uzasadnij wtasnosci zapisane w podpunktach 1, 2, 3, 4.
(n n! n!
a) == = =
0] 0ln-0)t 1.n!
n n' n!
t|' = — =1
: n] nl{n—n) nkO!
) | n—="1%4n
of))-72 (o=t

1(n 1)!
d}[ —1] (= (n=(n=0) (=110~

Wz6r dwumianowy Newtona

Kazdg naturalng potege dwumianu g+ b mozna wyrazic za pomocg wzoru dwumianowego Newtona:

(a+b I]a+]”— b+[2 a2+ +[ a-bt []b”
Przyktad
Na podstawie wzoru Newtona zapisz (a+b]4.
Rozwigzanie:
4 |4 4 4 4 4
1.la+b) =|_ |- a*:b {a* b qa b’ -b*
e Aot

2. Z wtasnosci symbolu Newtona wiemy, Ze:

4 1 3
4! ;3= ,
3. Ohhczamy ; =2'3 4=3 4=6.
T2n(a=2) 2121~ 2
PO podstawaemu do WZOru zZapisanego w punkcie 1 otrzymujemy:
(a+b)’ =0 +40°b +60°b” + 4ab® + b*




11.2. Permutacje, wariacje i kombinacje

Permutacja

| Permutacja n-elementowego zbioru A nazywamy kazdy n-wyrazowy cigg utworzony ze wszystkich
elementow tego zbioru.

O permutacji mowimy wowczas, gdy porzadkujemny elementy danego zbioru. Permutacja to kazde
ustawienie wszystkich elementow zbioru w dowolnej kolejnosci.

| Liczbe permutacji zbioru n-elementowego mozemy obliczy¢ ze wzoru: P = n!

Przyktad
Na ile sposobdw moze ustawic pieciu klientow w kolejce do kasy?

Rozwigzanie:
Kazda z mozliwosci zajecia kolejnych miejsc przez klientdw jest permutacja zbioru piecioelementowego.

Permutacji takich jest: 5!=5.4.3.2.1=120.
Odpowiedz: Klienci w kolejce mogg ustawic sie na 120 sposobow.

Wariacja bez powtdrzen

| Wariacja bez powtdrzen zbioru A nazywamy kazdy k-wyrazowy cigg utworzony z réznych elementdw
n-elementowego zbioru A, gdzie k < n.

Z k-wyrazowymi wariacjami bez powtdrzen zbioru ztozonego z n elementdw mamy do czynienia, gdy k
razy wybieramy bez zwracania po jednym elemencie z danego zbioru.

Kazda n-elementowa wariacja bez powtorzen zbioru n-elementowego jest permutacia.

| Liczba k-wyrazowych wariacji bez powtdrzen zbioru n-elementowego wyraza sie wzorem:
n!

Vi=——" _dlak<n
" (n—k)!
Przyktad
lle jest liczb trzycyfrowych, w ktorych zapisie wystepuja tylko cyfry 2, 3, 5, 6, 9 oraz zadna cyfra sie nie
powtarza?
Rozwigzanie:

Istotna jest kolejnos¢ losowania. Mamy do czynienia z wariacjg bez powtorzen.

5! 5/ 5.4.3.21
(5—3)1. 2! 2!

Odpowiedz: Istnieje 60 takich liczb.

Zatem V2 =

Wariacja z powtdérzeniami

| Wariacja z powtérzeniami zbioru A nazywamy kazdy k-wyrazowy cigg utworzony z elementdw zbioru
A.

Z k-wyrazowymi wariacjami z powtorzeniami zbioru n-elementowego mamy do czZynienia wowczas,
gdy k razy wybieramy po jednym elemencie ze zwracaniem z danego zbioru.

| Liczba k-wyrazowych wariacji z powtdérzeniami zbioru n-elementowego wyraza sie wzorem: Ws = n*.

Przyktad

lle jest liczb trzycyfrowych, w ktdrych zapisie wystepuja tylko cyfry 2, 4, 5, 7, 8, 97 Cyfry moga sie po-
wtarzac,

Rozwigzanie:

Cyfry w liczhie moga sie powtarzad. Mamy do czynienia z wariacjg z powtdrzeniami.

ZatemW? =6’ =216.

Odpowiedz: Istnieje 216 takich liczb.

11.3. Permutacje, wariacje i kombinacje
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Kombinacja

| Kazdy k-elementowy podzbidr zbioru n-elementowego A, gdzie 0 <k <n, nazywamy k-elementowa
kombinacja zbioru A.

Przy podawaniu elementdw kombinacji nie jest wazna kolejnosc, w jakiej sg wymieniane.

| Liczba k-elementowych kombinacji zbioru n-elementowego wyraza sie wzorem:

L
| C [k] —k!(n—k]! dlak <n.
Przyktad
Na ile sposobow mozemy wybrac 3-osobowa delegacje grupy 8 osob?
Rozwigzanie:
Wybierajgc delegacje, tworzymy podzbidr, czyli nie jest wazne, w jakie] kalejnosci wybierzemy poszcze-
gdlne osoby do delegacii.
Zatem tworzymy 3-elementowa kombinacje zbioru n = 8 elementow.
i 8|__ 8 _ 8 8765 336 _sg
® 3} 3(8-3)! 315 35 6

Odpowiedz: Taka delegacje mozemy wybrac na 56 sposobow.

11.4. Utrwalamy wiedze
KOMBINATORYKA
doswiadczenie losowe silnia symbol Newtona
l 1 |
: wzor dwumianowy
zdarzenie elementarne Maicina
przestrzen

zdarzen elementarnych

I

zdarzenie losowe

zdarzenia liczba elementow

zdarzenia pewne : 28 zdarzenia przeciwne .
K niemozliwe P zdarzenia losowego

11.4. Utrwalamy wiedze

—@ regufa mnozenia

—® regufa dodawania

—@ permutacje

——@ wariacje bez powtorzen

—@ wariacje z powtorzeniami

—@ kombinacje
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Rachunek prawdopodobienstwa
i statystyka



12.7. Prawdopodobienstwo klasyczne

Prawdopodobienstwo klasyczne

Pa przeprowadzeniu doswiadczenia losowego mozemy obliczyé czestosé wystepowania poszczegol-
nych wynikow., |ezeli wszystkie wyniki s3 jednakowo prawdopodobne (zdarzajg sie rownie czesto), mo-
wimny, ze mamy do czynienia z prawdopodobienistwem klasycznym.

| Jesli 2 jest zbiorem skoriczonym i niepustym, to prawdopodobienstwem zajscia zdarzenia AC 2 na-

zywamy liczbe: P(A) = 2

Q)
Z klasycznej definicji prawdopodobieristwa wynika wiec, ze prawdopodobieristwo zajscia zdarzenia
AcC € jest rowne ilorazowi liczby zdarzen elementarnych sprzyjajacych zdarzeniu A do liczby wszyst-
kich zdarzen elementarnych nalezacych do zbioru €.

Przyktad

Oblicz prawdopodobienstwo otrzymania nieparzystej liczby oczek przy jednokrotnym rzucie szescien-
ng kostka do gry.

Rozwigzanie:

Okreslamy zbidr wszystkich zdarzen elementarnych doswiadczenia losowego polegajacego na jedno-
krotnym rzucie szescienng kostkg do gry: 2 = {1,2,3,4,5,6}

Okreslamy liczbe wszystkich zdarzen elementarnych: Q=6
Wypisujemf wszystkie zdarzenia elementarne sprzyjajgce zdarzeniu A, ze wypadta nieparzysta liczba
oczek: A=1{13,5

Okreslamy liczbe wszystkich zdarzen sprzyjajgcych zdarzeniu A: A3
Obliczamy prawdopodobieristwo zdarzenia A: P(A) =% — %

Przyktad

Ze zbioru liczb naturalnych dwucyfrowych losowo wybieramy jedng liczbe. Oblicz prawdopodaobien-
stwo zdarzenia polegajacego na tym, ze otrzymamy liczbe, ktora jest podzielna przez 15 i nie jest po-
dzielna przez 10.

Rozwigzanie:

Okreslamy liczbe wszystkich zdarzen elementarnych: 0=99-9=90

Wypisujemy wszystkie zdarzenia elementarne sprzyjajace zdarzeniu A, ze otrzymamy liczbe, ktora jest
podzielna przez 15 i nie jest podzielna przez 10:

A={15,45,75}
Okreslamy liczbe wszystkich zdarzen sprzyjajacych zdarzeniu A: A=1
Obliczamy prawdopodobienstwo zdarzenia A: P(A) = g_?:;}' = -31—0

12.1. Prawdopodobienstwo klasyczne

Przyktad
W bebnie maszyny losujgce] sg kule biate | 0 5 wiecej kul czarnych. Oblicz, ile jest kul biatych, jesli praw-
dopodobienstwo wylosowania jej wynosi 0,4.
Rozwigzanie;
Oznaczamy, przez x liczbe kul biatych, a przez 2x + 5 - liczbe wszystkich kul w bebnie maszyny losu-
Jacej.
Wyznaczamy liczbe kul biatych:
X _ 0,4, stadx=10
2X+5

Odpowiedz: W tym bebnie jest 10 kul biatych.
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12.2. Wiasnosci prawdopodobienstwa

Witasnosci prawdopodobienstwa

Prawdopodobierstwo mozemy rowniez definiowad, gdy zdarzenia nie sa jednakowo prawdopodobne.,

Prawdopodobienstwem nazywamy funkcje P okreslong na skonczonym zbiorze zdarzen elementar-
nych © o wartosciach rzeczywistych spetniajgcych warunki:
1.0<P(A)<1dla dowolnego Ac %,

2.P(2)=0iP(82)=1

3. P(AUB) = P(A)+P(B) dla dowolnych zdarzen roztgcznych A, B C (.
Liczbe P(A) nazywamy prawdopodobienstwem zdarzenia A.

Z powyzej definicji wynikajg wiasnosci prawdopodobienstwa.

Jezeli (2 jest zbiorem wszystkich zdarzen elementarnych pewnego doswiadczenia losowego, a P praw-
dopodabienstwem okreslonym na zdarzeniach losowych zawartych w €, to:

1. jezeli A, BcS2oraz AC B, to P(A) < P(B),

2.jezeliACQ, to P(A')=1-P(A),

3.jezeli A Bc O, to jezeli P(A\B)=P(A)-P(ANB),

4.jezeli A, BC O, to P(AUB)=P(A)+P(B)—P(ANB).

Przyktad

Ze zbioru liczb naturalnych dwucyfrowych losujemy jedng liczbe. Oblicz prawdopodobienstwo wylo-

sawania liczby podzielnej przez 3 lub przez 4.
Rozwigzanie:

Okreslamy liczbe zdarzen elementarnych: Q=99-9=90

Obliczamy prawdopodobienstwo zdarzenia A - wypadta liczba podzielna przez 3 lub przez 4.
Zdarzenie A jest sumg zdarzen A i A, gdzie A 0znacza, ze zostata wylosowana liczba podzielna przez 3,

A,- zostata wylosowana liczba podzielna przez 4.
Wtedy:

- 30 1
A={121518,..,99}, A _3D,P(;y)_ﬁ-§
o 22 11
A ={1216,20,..,96}, A, =22,P(A,)= e
Wyznaczamy A NA: ANA, ={12,24,36,..,96}, stad ANA =8, P(ANA)= 980 jS

Obliczamy prawdopodobienstwo wylosowania liczby podzielnej przez 3 lub przez 4:
P(ALA) =P 7(8)P(A04)

1t 4 15 11 4 22
e

Odpowiedz: Prawdopodabienstwo wylosowania liczby podzielnej przez 3 lub przez 4 jest rowne i—é

Przyktad

Rzucamy czterokrotnie moneta. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze przynajmniej raz wypadnie
orzet.

Rozwigzanie:

Okreslamy liczbe zdarzen elementarnych: ot
Oznaczamy jako A zdarzenie polegajgce na otrzymaniu przynajmniej jednego orta w czterech rzutach.
Zdarzenie A' przeciwne do zdarzenia A polega na wyrzuceniu samych reszek, czyli A'= {(r,r,r,r)}. Za-

tem A'=1 czyliP(A'):%.

Obliczamy prawdopodobienstwo tego, ze przynajmniej raz wypadnie orzet:
P(A) = 1-P(H)=1- 7= 12

12.2. Wthasnosci prawdopodobienstwa
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12.3. Prawdopodobienstwo warunkowe, prawdopodobienstwo catkowite

Prawdopodobienstwo warunkowe

Bardzo czesto zajscie jednego ze zdarzer losowych zwigzanych z pewnym doswiadczeniem ma wplyw
na prawdopodobienstwo zajscia innego zdarzenia.

| Jezeli 2 jest zbiorem zdarzeri elementarnych pewnego doswiadczenia losowego oraz A, BC $), przy
czZym P(B):} 0, to prawdopodobienstwem zajscia zdarzenia A pod warunkiem zajscia zdarzenia B

P(ANB)
P(E)
Przyktad

W urnie jest 7 kul: 3 biate i 4 czarne. Oblicz prawdopodobienstwo, ze druga wylosowana kula bedzie
biata, jezeli pierwsza wylosowana bedzie czarna.

Rozwigzanie:

Oznaczamy A - wylosowanie biatej kuli, B - wylosowanie czarnej kuli, AnB - wylosowanie najpierw
czarnej kuli, a potem biatej.

nazywamy liczbe: P(A|B) =

Wyznaczamy prawdopodobienstwo wylosowania kuli czarnej: P(B) =—

Jesli za pierwszym razem wyciggnelismy kule czarng, to w urnie pozostaty 3 kule biate i 3 kule czarne,

zatem prawdopodobienstwo wylosowania kuli biate] wynosi: P(A) = % m%

Obliczamy prawdopodobieristwo wylosowania najpierw czarnej kuli, a potem biate;; F(Aﬂ B] = =

4
727
Obliczamy prawdopodobienstwo, ze druga wylosowana kula bedzie biata, jezeli pierwsza wylosowana
bedzie czarna kula:
p(,q | 5) =M —_
P(8)

L
2

2
4

~d | ]
PO =

Zdarzenia niezalezne i zalezne

Zdarzenia A BCQ nazywamy niezaleznymi (takimi, ktore nie majg na siebie wptywu), jesli
P(ANB)=P(A)-P(B). Zdarzenia, ktére nie s3 niezalezne, sa zdarzeniami zaleznymi.

12.3. Prawdopodobieristwo warunkowe, prawdopodobieristwo catkowite

Przyktad
Losujemy z talii 52 kart jedna karte. Czy zdarzenia A — wylosowana karta to pik, B — wylosowana karta
to dama sa niezalezne?
Rozwigzanie:
Sprawdzamy, czy zachodzi réwnos¢: P(ANB)=P(A)-P(B):
Q=52
% 4=13
ol B=4
s ANB=1
it 13 1
PlA)=—==—
3 W=z3=3
ko &
& Bl
2 (6) 52 13
C 1
- P(ANB)=—
E_ ( ) 52
W P()2(E)- 155 = PlAne)
m 413 52
:- Odpowiedz: Zdarzenia Ai B sg niezalezne.
@
=
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%
o
=
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Prawdopodobienstwo catkowite

| W obliczaniu prawdopodobieristwa zdarzen w dodwiadczeniach losowych wieloetapowych pomocny
jest wzér na prawdopodobienstwo catkowite.

Jezeli Q jest zbiorem zdarzen elementarnych pewnego doswiadczenia losowego oraz zdarzenia
B, 8.....B, spetniajg nastepujace warunki:

zawsze zachodzi przynajmniej jedno z nich (Ef;uEZ’ELF.,,LJE:?n =ﬂ),
prawdopodobienstwo kazdego z nich jest dodatnie,

zdarzenia parami sie wykluczaja,

to prawdopodobieristwo dowalnego zdarzenia A € £ opisuje wzar:
P(A)=P(B)-P(A|B)+P(B,)-P(A|B,)+..+P(B,)-P(A|B,)

Przyktad

Producent samochodow zlecit wyprodukowanie 70% zarowek do lamp przednich podwykonawcy |,
a pozostate 30% - podwykonawcy Il. Wady ma 0,2% zardwek od podwykonawcy | i 0,5% zaréwek od
padwykonawcy |l. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze losowo wybrana zarowka jest wadliwa.
Rozwigzanie:

Oznaczamy przez A zdarzenie, ze wybrana zarowka jest wadliwa, przez B, ze pochodzi od podwyko-

nawcy |, a przez B,, ze pochodzi od podwykonawcy Il.

Woéwczas: A=(ANBJU(ANB,)

Zdarzenia (AnB,) i (ANB,) wykluczajq sie, wiec: P(A)=P(ANB,)+P(ANB,)

Stad: P(A)=P(8,)-P(A|B,)+P(B,)-P(A|B,)

Poniewaz P(B,)=0,7,P(A|B,)= 0,002, P(B,)=0,3, P(A| B,) = 0,005,

wigc: P(A)=0,7-0,002+0,3-0,005 =0,0029

Odpowiedz: Prawdopodobienstwo wylosowania wadliwe] zarowki wynasi 0,0029.

Doswiadczenie losowe kilkuetapowe

Doswiadczenie losowe kilkuetapowe wygodnie jest zilustrowac za pomoca drzewa doswiadczenia
losowego (drzewa stochastycznego). Mozemy w ten sposob graficznie przedstawic przebieg i wyniki
doswiadczenia.

Przyktad

Wurnie | sg 2 kule biate i 3 czarne. W urnie |l jest 1 kula biata i 2 czarne. Rzucamy szescienng kostka do
ary. Jesli wypadnie szostka, losujemy jedng kule z urny |, w przeciwnym razie losujemy kule z urny 1.
Oblicz prawdopodobienistwo wylosowania kuli biatej.

Rozwigzanie:

Przedstawiamy na drzewie ilustracje tego doswiadczenia.

12.3. Prawdopodobienstwo warunkowe, prawdopodobienstwo catkowite

rzut kastka

2 wurnie |l sa:
3 1 kula biata i 2 kule czarne

w urnie | sg; 2
2 kule biate i 2 kule czarne 5
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Zdarzeniu A polegajagcemu na wylosowaniu kuli biatej sprzyja wyrzucenie 6 oczek i wylosowaniu kuli
biatej z urny | oraz wyrzucenie liczby oczek mniejszej od 6 i wylosowanie kuli biatej z urny Il.

Zatem: P(A) = 12,51 _231

Odpowiedz: Prawdopodobienstwo wylosowania kuli biate] jest rowne S’—;
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Wzor Bayesa

Czesto spotykamy sie z zagadnieniami, w ktorych znamy wynik doswiadczenia | pytamy o jego prze-
bieg. Mozemy wowczas stosowad wzor Bayesa.
| Jezeli Q jest zbiorem zdarzen elementarnych pewnego doswiadczenia losowego, a B, i B, zdarzeniami
0 dodatnich prawdopodobienstwach takimi, ze B,UB, = {2 oraz B,nB, = @, to dla dowolnego zdarzenia
A € o dodatnim prawdopodobienstwie prawdziwy jest wzor:
P(B)-P(A|8,)
P(B)):P(A|B)+P(B,)-P(AlB,)

P(B,|A)=

Przyktad

W rozgrywkach sportowych startuja reprezentanci tylko dwdéch szkét. Zawodnicy z liceum stanowia
40% wszystkich uczestnikow rozgrywek, a pozostali zawodnicy sa z technikum. Wérod zawodnikow
z liceum jest potowa dziewczat, a wsrdd zawodnikow z technikum tylko 10% to dziewczeta. W sposob
losowy ze wszystkich zawodnikow wybrano jedna osobe. Okazato sie, ze jest to dziewczyna. Oblicz
prawdopodobieristwo, ze jest ana reprezentantka liceum.

Rozwigzanie:

Oznaczmy przez A, ze wybrana osoba to dziewczyna, przez B, ze wybrana osoba jest z liceum, a przez
B., ze wybrana osoba jest z technikum.

Na podstawie tresci zadania mamy:
P(B,)=0.4,P(B,)=1-0,4=0,6,P(A|B,)=0,5P(A|B,)=0,1
P(B,)-P(A|B,)
P(B,)-P(A|B)+P(B,)-P(A|B,)
0405 02
0,4.0,5+0,6-:0,1 0,26

OdpowiedZ: Prawdopodobienstwo, ze wylosowana dziewczyna jest reprezentantkg liceum, wynosi
ok. 0,77.

Ze wzoru Bayesa mamy: F‘(BI | A) =

Zatem: P(B,| A)= ~0,77

Wartosc oczekiwana

| Jesli rozwazymy gre, w ktorej mozliwe jest n wynikow liczbowych: x,,x,,...x, | prawdopodobienstwo
otrzymania wyniku x, jest rowne p, dlai=1,...n, to wartoscig oczekiwang gry nazywamy liczbe:

Xﬂﬂﬁ + XzF'z '+' - + ann

Gre nazywamy sprawiedliwg, jesli jej wartosc oczekiwana jest rowna 0,

Przyktad

Rzucamy dwiema szesciennymi kostkami do gry. Jezeli suma oczek jest rowna 5, otrzymujemy 8 zi,
jesli wieksza od 9, otrzymujemy 6 zt, jesli rowna 3 lub 7, otrzymujemy 1 zt. W pozostatych przypadkach
tracimy 5 zt. Oblicz wartosc oczekiwang wygranej. Czy ta gra jest sprawiedliwa?

Rozwigzanie:

Prawdopodaobieristwo otrzymania sumy oczek rownej 5 w rzucie dwiema szesciennymi kostkami wy-

12.3. Prawdopodobieristwo warunkowe, prawdopodobieristwo catkowite

nosi i, sumy oczek wiekszejod 9 - i sumy oczek rownej 3 lub 7 —i, pozostatych sum oczek —E.
36 36 36 36

Obliczamy wartosc oczekiwang wygranej:

a6 9 a7 g
8.2 g2 3 g7 8 2
%23 % 3% 3 9

Odpowiedz: Ta gra nie jest sprawiedliwa.

Schemat Bernoulliego

Wsrod doswiadczen wieloetapowych na szczegdlng uwage zastuguja te, ktore polegaja na wielokrot-
nym powtorzeniu tego samego doswiadczenia losowego majgcego dwa mozliwe wyniki o dodatnich
prawdopodobieristwach,

Kazde powtorzenie doswiadczenia nazywamy proba Bernoulliego, jeden z wynikéw nazywamy sulk-
cesem, a drugi - porazka,
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Na przyktad, jesli préba polega kupnie losu na loterii, za sukces mozemy przyjac kupno losu wygrane-
20, a za porazke - kupno losu przegranego.
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> Wielokrotne powtdrzenie proby nazwiemy niezaleznymi, jesli pojawienie sie dowolnych wynikow
w jedne| probie nie zmienia prawdopodobienstwa pojawienia sie wynikow przy pozostatych probach,

| Jezeli przeprowadzimy n niezaleznych i identycznych doswiadczen, w ktérych sa tylko dwa mozliwe
wyniki, to taki cigg powtérzen tego samego doswiadczenia nazywamy schematem Bernoulliego.

W schemacie n prob Bernoulliego prawdopodobienstwo otrzymania k sukcesow wyraza sie wzorem:
7
LS = fi= ‘g dlak=0,1...n
(S, =k) [k]p g
%dzie p o)znacza prawdopodobienstwo sukcesu w jednej probie, a ¢ - prawdopodobienstwo porazki
g=1-p).

Przyktad
Oblicz prawdopodobieristwo otrzymania trzech ortow w pieciokrotnym rzucie moneta.

Rozwiazanie:
Skorzystamy ze wzoru Bernoulliego. Prawdopodobieristwo sukcesu w jednej prébie (wyrzucenie orta)

p:% a prawdopodobienstwo porazki q:%. Zatem prawdopodobienstwo otrzymania trzech ortow

w pieciokrotnym rzucie monetg jest réwne:

3 53
pls=3)= [g][%] [%] = %%% = %: 0,3125

12.4. Skala centylowa

Skala centylowa
| Skala centylowa to skala pozycyjna wynikéw uporzadkowanych rosngco. Zawiera 99 centyli.

Centyl to jedna ze 100 réwnych czesci, na ktére mozna podzieli¢ zakres wartosci zestawu danych,
aby pokazac rozktad tych wartosci.

Wyniki, jakie uczen uzyskuje z kazdego przedmiotu podczas egzaminu osmoklasisty oraz egzaminu
maturalnego, sg wyrazone w procentach oraz za pomoca skali centylowej. Skala ta pokazuje miejsce
kazdego ucznia na tle innych oséb, ktére napisaty egzamin z danego przedmiotu nie tylko w danym
roku, lecz takze na przestrzeni lat. Skala centylowa pozwala wiec pordwnac poziom wiedzy i umie-
jetnosci uczniow prezentowany podczas egzaminow. | tak na przyktad wynik ucznia podany w skal
centylowej, ktdry wynosi na przyktad 57, oznacza, ze 57% wszystkich ucznidow piszacych dany egzamin
uzyskato wynik taki sam jak on lub nizszy (a 43% uczniow uzyskato wynik lepszy niz dany uczen).

Skale centylowg tworzy sie dla wynikow wszystkich uczniow w kraju, osobno dla kazdego zakresu
egzaminu. Skala ta jest skalg pozycyjng wynikow uporzadkowanych rosngco i zawiera 99 centyli. Aby
ustali¢ wartosci poszczegdlnych centyli, wyniki egzaminu wszystkich ucznidw piszacych egzamin z da-
nego przedmiotu nalezy uporzgdkowac niemalejgco i podzielic ich zbidr na 100 rownych czesci. Na-
stepnie trzeba okresli¢ potozenie granic miedzy tymi czesciami na skali wynikdw.

12.4. Skala centylowa

Przyktad

Karol uzyskat nastepujgce wyniki egzaminu maturalnego na poziomie rozszerzonym:

jezyk polski - 85% pkt; wynik taki sam lub nizszy uzyskato 73% zdajgcych;

jezyk angielski — 90% pkt; wynik taki sam lub nizszy uzyskato 81% zdajacych;

matematyka - 78% pkt; wynik taki sam |ub nizszy uzyskato 90% zdajgcych.

a) Podaj, jaki procent maturzystdw piszacych egzamin z matematyki ma wynik taki sam lub nizszy niz
Karol.

b) Podaj, jaki procent maturzystow piszacych egzamin z jezyka angielskiego ma wynik lepszy niz Karol.

c) Z ilu egzamindw Karaol uzyskat wynik ponizej 50 centyla?

Rozwigzanie:

a) Odczytujemy, jaki procent ucznidw ma taki sam lub nizszy wynik z egzaminu z matematyki; 73%
Odpowiedz: Wynik taki sam lub nizszy niz Karol z egzaminu z matematyki uzyskato 73% maturzy-
Stow.

b) Odczytujemy, jaki procent ucznidw ma taki sam lub nizszy wynik z egzaminu z jezyka angielskiego:
81%

Obliczamy, jaki procent uczniow piszacych egzamin z jezyka angielskiego ma wynik lepszy niz Karol:
100% - 81% = 19%
Odpowiedz: 19% maturzystow uzyskato wynik lepszy niz Karol z egzaminu z jezyka angielskiego. >
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> ¢} Odczytujemy wyniki Karola z kolejnych egzamindow wyrazone w skali centylowej: 73%, 81% i 90%.
Odpowiedz: Ze wszystkich egzamindw Karol uzyskat wynik powyzej 50 centyla.

Przyktad

W tabeli przedstawiono skale centylowa z matematyki dla egzaminu maturalnego przeprowadzonego
w 2016 r. (cke.gov.pl).

Matematyka — poziom rozszerzony

Wynik Wartosc Wynik Wartosc Wynik Wartos¢
procentowy centyla procentowy centyla procentowy centyla
v 2 34 bl ___©8 -
2 | 7 36 66 70 91
4 13 38 68 72 93
6 19 40 | 70 74 94
8 24 42 71 76 95
10 29 44 73 78 95
12 33 46 15 80 96
14 37 48 76 82 97
16 41 50 78 84 98
18 44 52 80 86 98
20 47 54 81 88 99
Y - 56 | 8 9 | 99
24 _ 53 58 84 92 100
26 55 60 85 94 100
28 5 62 87 96 100
30 60 64 88 98 100
32 62 66 89 100 100

Odpowiedz na pytania.
a) lle procent uczniow napisato egzamin lepiej niz Dominika, ktdry uzyskata z egzaminu 64% punktow?
b) lle procent punktow maogt uzyskac Bartosz, jesli jego wynik to 75 centyl?

[

E Rozwigzanie:

= a) Odszukujemy w tabeli wynik 64% i odczytujemy odpowiadajacg mu wartosc centyla: 88. Oznacza
s to, ze 88% uczniow uzyskato wynik taki sam |ub nizszy niz Dominika, a 12% ucznidw uzyskato lepszy
= wynik.

3}

@ Odpowiedz: Wynik lepszy niz Dominika z egzaminu maturalnego z matematyki uzyskato 12%
= uczniow.

b) Odszukujemy w tabeli wynik 75 centyl i odczytujemy odpowiadajacy mu wynik procentowy: 46%.
OdpowiedZ: Bartosz mogt uzyskac 46% punktow z egzaminu maturalnego z matematyki.

Siatka centylowa

Innym miejscem wykorzystania skali centylowej sg tak zwane siatki centylowe, ktorymi postugujg
sie lekarze, a takze rodzice. Siatki centylowe sg jedng z metod obiektywnej oceny rozwoju fizycznego
dzieci wwieku od 1. do 18. roku zycia. Siatki te pozwalajg sprawdzic, czy waga lub wzrost dziecka znajdu-
ja sie w normie dla danej populacji. Norma jest dos¢ szeroka, bo znajduje sie miedzy 3 a 97 centylem,

Na siatce centylowej zaznaczone sg dwie osie. Na poziomej osi oznaczony jest wiek dziecka (w miesia-
cach lub w latach), a na drugiej - wzrost lub waga. Ponadto narysowanych jest tez kilka linii oznaczo-
nych liczbami 3, 10, 25, 50, 75, 90, 97. Te liczby na siatkach centylowych to wiasnie centyle. Z naniesio-
nych na siatke centylowa danych wzrostu i wagi dziecka w kolejnych miesigcach jego zycia mozemy sie
dowiedziec, czy dziecko rozwija sie proporcjonalne do wieku.

| Siatka centylowa (wagi lub wzrostu dziewczat lub chiopcdw) jest rodzajem skali centylowej, ktéra
pozwala na ocene przebiegu wzrostu | przyboru masy ciata konkretnego dziecka na tle mieszkancow
danego kraju.

B
=
=
>
!
w
-
o
=
k.
ol
B
2
b=
o
=9
o
E
o
A
[
3
'E
I
.

222



> Przyktad

Na siatce centylowej zaznaczono wyniki pomiaru wagi Martyny w pierwszych 7 miesigcach zycia.

kg

1 1] 1] [o]e7
nH EREmmEREEEL
100 I 1 = ""’,4-*""723
8 . “"“‘;j’;.'f:#']aﬂ
6| L2

4:.;5*,: B
N

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

wiek (miesigce)

a) Podaj wage Martyny w pierwszym miesigcu zycia.

b) W ktorym miesigcu waga Martyny byta 0 3250 g wieksza od jej wagi w pierwszym miesigcu zycia?

c) W jakim centylu znajdowata sie waga Martyny w siddmym miesiacu zycia?

Rozwigzanie:

a) Odczytujemy wage Martyny odpowiadajaca dla pierwszego miesigca: 3,75 kg
Odpowiedz: W pierwszym miesigcu zycia Martyna wazyta 3,75 kg.

b) W pierwszym miesigcu Martyna wazyta 3,75 kg, Odczytujemy ze skali, w ktorym miesigcu waga Mar-
tyny byta o wieksza 0 3250 g = 3,25 kg, tzn. wynosita 7 kg. Byto to w szdstym miesiacu.
Odpowiedz: W szdstym miesigcu zycia waga Martyny byta wyzsza 0 3250 g od je] wagi w pierwszym
miesigcu.

c) Waga Martyny w siocdmym miesigcu zycia to ok. 7,25 kg. Punkt ten znajduje sie pomiedzy liniami
odpowiadajacymi 10 i 25 centylowi.

Odpowiedz: W sidédmym miesigcu zycia waga Martyny znajdowata sie pomiedzy 10 a 25 centylem.

12.5. Wartosci srednie, mediana i dominanta

Srednia arytmetyczna

Statystyka zajmuje sie metodami pozyskiwania i prezentacji, a przede wszystkim analizy danych opisu-
jacych rozne zjawiska. Dla kazdego zbioru danych statystycznych mozna okresli¢ pewne liczby charak-
teryzujace ten zbior. Sg nimi srednia arytmetyczna i srednia wazona.

, : : : = 4tntatx
| Srednig arytmetyczna liczb: x,, ;... X, nazywamy liczbe: x = ot 2:?' X

Przyktad
Jaka Srednig ocen uzyskata na swiadectwie Amelia, jesli na swiadectwie miata cztery oceny celujace,
trzy bardzo dobre, piec dobrych i trzy dostateczne?
Rozwigzanie:
Obliczamy Srednig arytmetyczng wszystkich ocen na swiadectwie Amelii:
4.643.545-443.3
~453

15

Odpowiedz: Srednia ocen Amelii wynosita 4,53.

Srednia wazona

Gdy obliczamy srednig arytmetyczna liczb, wszystkie te liczby traktujemy jednakowo. Czasami jednak
do niektdrych danych przywigzujemy wiekszg wage | chcemy to uwzglednic przy obliczaniu Srednigj
wartosci,

| Srednig wazona liczb x,X,,...x, z odpowiednimi wagami n,,n,,...n, bedacymi liczbami dodatnimi,
okreglamy wzorem: x, = XL Xe M ¥ X, 20y

a,+a,+..+a,

Gdy wszystkie wagi sg rowne, srednia wazona jest rowna sredniej arytmetyczne].

>

12.5. Wartosci srednie, mediana i dominanta
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12.5. Wartosci srednie, mediana i dominanta
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Przyktad

Do pierwsze] klasy profilowanego technikum geodezyjnego przyjmuje sie kandydatow na podstawie
sredniej wazone] oceny na swiadectwie ukonczenia szkoty podstawowej z nastepujacych przedmio-
tow: jezyk polski, jezyk angielski, matematyka, informatyka. Oceny bedg przeliczane na punkty wedtug
zasady: celujacy - 4 punkty, bardzo dobry - 3 punkty, dobry - 2 punkty, dostateczny - 1 punkt, dopusz-
czajacy - 0 punktow.

Jakie rezultaty osiggneli kandydaci, ktorych oceny podano w tabeli? Kto uzyskat najwyzsza srednia
wazong?

Kandydat | Jezyk polski Jezyk angielski Matematyka Informatyka fvr:idunni:
Leon Drabik 3 5 6
Paulina Kowalik 5 4 4 3
Michat Wrona 4 ] 5
Rozwigzanie:

Obliczamy srednig wazong Leona Drabika:
3-145-3+6-444.2 :

143+4+2
Obliczamy srednig wazong Pauliny Kowalik:
53+4-2+4.2+3.1

=4 25

3424241
Obliczamy srednig wazong Michata Wrony:
4:-243.145-345:3 456

2+ 14343 '
Odpowiedz: Najwyzszg srednig wazong ocen uzyskat Leon Drabik.

Mediana

Innymi wielkosciami charakteryzujgcymi zbidr danych sa mediana | dominanta.
Mediana to srodkowy wynik w danym zbiorze uporzadkowanym niemalejaco.

Aby wyznaczy¢ mediane danego zbioru liczb, nalezy najpierw uporzadkowac te liczby niemalejaco,
a nastepnie wsrod tak uporzadkowanych liczb odczytac wynik srodkowy,

Jesli liczba elementow zbioru danych jest rowna n i jest to liczba nieparzysta, to mediana jest liczba
0 numerze HT'H

Jezeli liczba elementdw w zbiorze jest rdwna n i jest to liczba parzysta, to mediana jest réwna sredniej
arytmetyczne| dwdch srodkowych liczb (liczbami srodkowymi sa liczby o numerach g i g+1}.

Przyktad

Wyznacz mediane danych:

a) 16, 28, 14,15, 14

b)Y 21,73, 81,23, 21,7748, 21

Rozwigzanie:

a) Porzadkujemy zbidr danych w kolejnosci niemalejacej: 14, 14, 15, 16, 28
Liczba elementow tego zbioru danych jest liczbg nieparzystg i wynosin = 5.

Mediang jest liczba o numerze trzecim [? = 3} czyli liczba 15.

Odpowiedz: Mediana tego zestawu danych jest rowna 15.
b) Porzadkujemy zbidr danych w kolejnosci niemalejgcej: 21, 21, 21, 22, 40, 73, 77, 81.
Liczba elementdw tego zbioru danych jest liczba parzyStT wynosi n = 8, Zatem znajdqumﬁ dwie

srodkowe liczby, Sa to liczby o numerze czwartym [§=§ i 0 numerze pigtym [g+1=-§-+1 , czyli

dane: 22 i 40.

Mediana jest $rednia arytmetyczna tych dwéch danych, czyli liezba 2242 =

31

OdpowiedzZ: Mediana tego zestawu danych jest rowna 31,




Dominanta
| Dominanta to liczba, ktdra w zbiorze danych wystepuje najczesciej.

Jesli w zbiorze danych jest kilka wartosci, ktdre wystepuja z taka sama liczebnoscia i wiekszg niz po-
zostate wartosci, to kazda z tych wartosci jest dominanta. Jesli natomiast w zbiorze danych wszystkie
wartosci wystepuja z taka sama liczebnoscia, to mowimy, ze w tym zbiorze danych nie ma dominanty.

Przyktad

Okresl dominante wsrod ocen uczniow ze sprawdzianu z fizyki: 4, 5,1, 2,3, 4,1, 3,6, 3,1, 3, 4.
Rozwigzanie:

Odczytujemy ocene, ktdra w tym zestawie danych wystepuje najczesciej. Jest to ocena dostateczna
(ocena powtdrzyta sie 4 razy).

Odpowiedz: Dominantg tego zestawu danych jest ocena dostateczna.

12.6. Odchylenie standardowe

Odchylenie standardowe

Srednia arytmetyczna danych liczbowych nie zawsze w petni charakteryzuje te dane. Moze sie zdarzy¢,
ze dwa zestawy danych maja taka sama lub zblizong srednig, ale ich uktady sa rézne. Jako miare rozpro-
szenia danych wokdtich sredniej przyjmuje sie odchylenie standardowe.

| Odchyleniem standardowym liczb x,, x,,....x, nazywamy liczbe o okreslong za pomocg wzoru:

g:J(xi_z)z+(xz_;)2+m+(xn_;)z

n

Wariancja (X; ";)2 N (Xz _;)2 x ..,+(xn _;)2

| Wariancja liczb x,,X,,... X, nazywamy liczbe: , gdzie ;jest srednig aryt-

n
metyczng liczb x, x,,.. X,
Przyktad
Oblicz wariancje liczb: 16, -10, 6.
Rozwigzanie:
16+(-10)+6

Obliczamy Srednig arytmetyczna liczb 16, -10 i &: =4

3
Obliczamy wariancje zestawu danych:
2 2 2
(16—4) +(-10-4) +(6-4) 144+196+4
| =
Odpowiedz: Wariancja zestawu danych wynosi ok. 144,7.

~144,7

Przyktad
W tabeli przedstawiono dane dotyczgce wagi (z dokiadnoscig do 2 kg) dwoch grup uczniow. Oblicz
odchylenie standardowe wagi w kazdej z grup. Ocen, w ktdrej grupie zréznicowanie wagi jest mnigjsze.

Waga (wkg) 58 60 62 | 64
Grupa A |
Liczba osob ® i : 4 | £
Grupa B
Liczba osob i w 1 ! :
Rozwigzanie:

Obliczamy srednig wage w grupie A:
6-58+8.-60+4.62+2-64 1204 602

6+8+4+2 20
Obliczamy wariancje w grupie A, wykorzystujemy pogrupowanie danych:
6-(58—60,2) +8-(60-60,2) +4-(62-60,2) +2-(64-60,2)° 29,04+0,32+12,96+ 28,88
20 - 20

= 3,56

12.6. Odchylenie standardowe
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> Obliczamy odchylenie standardowe: o, = ¥3.56 ~ 19
Obliczamy Srednia wage w grupie B:

4:58+10-60+1-62+4564 1214 _

44104145 20
Obliczamy wariancje w grupie B, wykorzystujemy pogrupowanie danych;
4.(58-60,7) +10-(60-60,7)" +1-(62—60,7) +5-(64-60,7)° 29,16+ 4,9+ 169 +54,45
20 B 20
Obliczamy odchylenie standardowe: o, = 44,512 2,12

Odpowied?Z: Mniejsze zréznicowanie wagi jest w grupie A,

=4,51

12.7. Utrwalamy wiedze

PRAWDOPODOBIENSTWO STATYSTYKA

—® prawdopodobierstwo klasyczne —@® mediana

—@ wartosc oczekiwana ——@ dominanta
——@ wzOr Bayesa ——@® odchylenie standartowe
—@ schemet Bernoulliego —® skala centylowa

@ prawdopodobienstwo warunkowe @ srednia arytmetyczna

——® prawdopodobienstwo catkowite —® srednia wazona

@ wilasnosci prawdopodobieristwa

127, Utrwalamy wiedze
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Rachunek rozniczkowy



13.1. Obliczanie granic funkcji

Granice funkgji
| Liczba g jest granica funkcji f w punkcie x, (Iim Iix)= g), jesli dla kazdego ciagu (x,) zbieznego do x,,
o wyrazach nalezacych do dziedziny funkgji fi réznych od x,, ciag (f(xn)]jest zbiezny do g.

Przyktad

Dana jest funkcja f(x) = x* —3. Uzasadnij, ze lim flx)=86.

I

Rozwigzanie:
Niech (xn) bedzie dowolnym ciggiem o wyrazach roznych od 3 i takim, ze Jl{h:n_x” =3

Wtedy gﬂf(x,?} = m(xg -3)= m(xn X,—3)=3.3-3=6.
Zgodnie z definicjg U_Qr;f{x]z

Granice funkcji - twierdzenia
Przyjmujemy bez dowodu nastepujgce twierdzenie:

Jezeli lim f(x):a lim g(x)= b, gdzie a,b € R, to:

—I|m( )—cl@f x)=c-a, ceR
—J@ﬂ(f x)+g(x))= Jim n f(x)+ limg(x)=a+b
Al B-al)= oLy sl =a b
- lim (f (x)-8(x))= lim f(X)JETJ g(x)=ab

i) ()
i~ g(x) lim g g(x) b’

Przyktad
Oblicz granice.

a)lim(x* =22 +5x=7) ) lim ((x*=2)(x+5)

H—=—1

b=0

c) lim
x—=-3x3 47

) X —x
Rozwigzanie:

a)lim{x* —2x* +5x = 7) = limx
b) Irm,(( —2)(x—|—5)) lim (x

H—— —=1

B lim(x"’—x]_*(_g)z_(_3)_ 12 3
)

= lim2x* +limSx —lim7=4%-2.42+5.4 -7 =64 -32-7 = 25

2) lim (x+5) = (( 1)1_2).(_1_;_5)__._

PG|

wi]

Rozwigzanie:

[0
e Q) lim ——= === ==
= P ||r‘r‘| (x 7 (_3)' Ty =20 5
e
o Przyktad
f=]| i .
L Oblicz granice.
32 Bl
g a;nrn]""?# b) lim £
= x— K = e ]
=

-

2

2

[+ b) lim = |im

: LS

2 Przyktad

s Oblicz granice:

- Dor2

£ a) lim X2 b) lim ——=
3 =2 x—3 =411
eq

228



i 2= 2 2 1

a}HmJ_ 2” J_ 2 N2x+2 im = lim =
w2 x—2 [0] ¥ Dl >=2 ox+2 X—EM(\EH] 2 ox+2 a+2 2

X(MH)

. x (9] X Ax41+1] (‘“"HH)_ _. 3
b}hr"ﬁ\’,_1 1[0] L afx+1—1«fx+1+1 L'”S — _U_r% X _Er_"_ra(y"x+1+1)_

Granice prawostronne | lewostronne funkcji

1. Niech f bedzie funkcjg okreslong w przedziale (x;;b).
Liczba g jest granicg prawostronng funkdji f w punkcie x, [Iim f g] esli dla kazdego ciggu [ 1)

zbieznego do x,, gdzie x, € (x,:b), ciag (f (x,)) Jest zbiezny do g
2. Niech f bedzie funkcjg okreslong w przedziale (a;x, ).

Liczba g jest granica lewostronna funkgji fw punkcie x, [hm flx)= ],_|t’:“5|l dla kazdego ciggu (x, ) zbiez-

nego do x,, gdzie x, € (a;x, ), ciag (f (x,)) jest zbiezny do g

Przyktad
Oblicz granice.

X T4 K= ) 1 X+3
R b) lim c) lim d) lim
=1 ¥c 4 Xt .,||'x o b .-,33“_3: +1 =3 J¥2 _Q
Rozwigzanie:

Jx-l—H—‘I J=14+1+1

: 1
a) lim 2 = : —
==t xe 41 (_1)~+»[ 2

exfol_, [ e

2 X (x=1)x
B i i v J—_JTQ—_LX—Q—XziLT-((""“1)“’1;):(‘3‘1)“‘!6=U
J@Jﬁﬁ JTBH:T

x+3 [0] x+3 Jx2-9
Tl [ l WXz -9 wa%?

i M ¥ =0 ' ¥2—Q (—3)2—9
= b (X'_3)M S g =3 =

Iim

d} |'

Granice niewtasciwe

Niech f bedzie funkcjg okreslong w sasiedztwie punktu x,. Funkcja f ma w punkcie x, granice niewta-
éciwg no (Mﬂ flx)= m), jesli dla kazdego ciggu x, ) zbieznego do x,, o wyrazach nalezacych do dziedzi-
ny funkji fi réznych od x,, cigg (f(xn))jest rozbiezny do no.

Przyktad
Oblicz granice.

e =] =4 X x=7 . 1 2
a)lim b) lim ¢) im ———— d) lim _—
iy vy om%E amlh

ST
e
=
=
it
i
=
r
b=
o
o
=
m
Pl
B
=
[
b
-

x2—1 x41
_—
Rozwigzanie: E
. —1 = =
a}nr‘r; = o
“(x-2f O -
4 4 |5
b) ||rﬂ = —00 =
v :
o ¥y A4 1 v
[ ||m —_— = — = — (]
s g e =

. 1 2 . 1—2[;«’—1)_1—2(—1—‘[)_
d) F|rn[ ——] xllﬂ i (_1)3_1 =

o] en

e Ty

K== T

229



13.2. Zastosowanie wtasnosci Darboux

Twierdzenie Darboux

| Twierdzenie Darboux:
Jesli funkcja f: {a, b) — R jest ciagta oraz jezeli f(a)- f(b) <0, to istnieje taki punkt c € (a, b), ze f(c)=0.

Przyktad

Sprawdz, czy funkcja f(x) = x® — x* —10x* —8 ma miejsca zerowe nalezace do przedziatu (—4, 4).
Rozwigzanie:

Funkcja jest wielomianem, zatem jest ciggta w catym zbiorze liczb rzeczywistych,

Obliczamy wartosci funkcji na koncach przedziatu.

f(~4)=(-4) —(~4)' =10-(-4) -8 = 4096 — 256 160~ 8 = 3672

f(4)=45-4£ —10.-4* -8 =4096—-256-160 -8 =3672

f(a)-f(b)> 0, zatem nie mozemy zastosowac twierdzenia Darboux, lecz obliczajgc f (0} otrzymujemy
1(0)=-
Zatem f(—4)-f
Réwniez f(0)- f

Funkcja f(x) = x% —x*—10x’ —8 ma w przedziale (—4, 4) przynajmniej dwa miejsca zerowe.

(0) <0, czyli w przedziale (—4, 0), funkcja ma miejsce zerowe,
(4) < 0, czyli w przedziale (D, 4)1 funkcja ma miejsce zerowe.

Przyktad
Sprawdz, czy funkcja f(x} = 8" — x* ma miejsca zerowe nalezace do przedziatu (—2, 2)_

Rozwigzanie:
Funkcja jest roznicg funkeji wyktadniczej | wielomianu, zatem jest ciggta w catym zbiorze liczb rzeczy-

wistych.
Obliczamy wartosci funkgji na koncach przedziatu.
1 63
2)=82-(-2) =——16=—152
fra=gsla) = 4

f(2)=8"-2*=64-16=48

f(—-2)-f(2] < 0, zatem na mocy twierdzenia Darboux funkcja ma w przedziale (—2, 2) miejsce zerowe.,
Przyktad

Wykaz, ze rownanie x* = x + 1w przedziale (1, 2) ma dokfadnie jeden pierwiastek. Wyznacz przyblizong

wartosc tego pierwiastka.

Rozwigzanie:
Przeksztatcamy réwnanie do postaci x* —x—1=0 i okreslamy funkcje f(x) = x" —x—1 na przedziale

(12).

Fun)kcja jako wielomian jest ciggta, wiec obliczamy wartosci na koncach przedziatu:
f(T =P-1-1=~1

f(z)z 24 —-2-1=13
f(’l)if(Z) < 0, zatem na mocy twierdzenia Darboux funkcja w przedziale (‘I, 2> Mma migjsce zerowe,

Aby wykazad, ze jest to jedyne miejsce zerowe, nalezy wykazad, ze funkcja jest w tym przedziale ro-
snaca.
Obieramy dowolne x, i x, z przedziatu (1, 2) takie, ze x, < X, i wykazujerny, ze f(x,)—f(x,)>0.

W szczegblnosci mozemy przyjac x, =1, x, = 2, wtedy f(x,)=—1, f(x,) =13, zatem
f(x:)—f{x)=13—(=1)=14 >0, czyli funkcja jest rosnaca.

Wykazalismy, ze w przedziale (1,2) funkcja f(x) = x* —x—1ma dokitadnie jedno miejsce zerowe.

13.2. Zastosowanie wlasnosci Darboux

Wyznaczajgc przyblizong wartosc tego miejsca zerowego, postugujemy sie metodg rdwnego podziatu
(bisekcja).

Sprawdzamy, czy X, = % =t %jest miejscem zerowym:

¥il
3) (3 3 . 81 24 16 41
—_— == ———1=—————=-—
f[z] [2] > =16 16 16 16"
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135
Sprawdzamy, Czy x, =

P
P | L

=% jest miejscem zerowym:

4. 966 756 756 D%

5
1+
4

=Y oy 5 624 320 256 49
Nal= 1z =556 256 256

e . _
Sprawdzamy, czy x, = =§JE"S'[ migjscem zerowym:

f _g_ 6561_8?[}4__2143{
4096 4096 4096

58
Sprawdzamy, czy x, = 4 > 4 8 _ T — jest miejscem zerowym.
’13039
55536
Mozna w ten sposcob obliczad dalej, ale my juz zakanczymy.
5 .19
2776 39 .7
Przyblizong wartoscig miejsca zerowego jest x, = === ‘IE.

13.3. Zastosowanie definicji pochodnej funkcji

Pochodna funkcji

f(x)=1(x)

| Pochodna funkcji fw punkcie x, nazywamy granice ilorazu réznicowego lim ————=i oznaczamy

£k X=X
e Fle)-11) |
, x1=fx
fr(xn):l”,?: X — X, .
Przyktad
Oblicz pochodng funkcji:

a) f(x)=3x b) f ()= x* A flx)=x

w punkcie x, =5. %
Rozwigzanie: pas
Korzystamy z definicji pochodnej: 5
7l 3 =

3 £(5) =M= = I~ s =3 :
; L K= (X+5) =

b) £'(5) = lIm=—— Zy'@hﬁi =lim(x+5)=10 S
=

P x> +5x+25 i
C]f‘(5)=limx—5_= ij( )=Fim(x?+5x+25)=5?+5-5+25=?5 §
x=5 X_§  x=5 =5 K5 8

~

Interpretacja geometryczna pochodnej i

Pochodna f'(x,) funkeji f w punkcie x, jest réwna tangensowi kata, 11

jaki styczna do wykresu funkgji fw punkcie A, (xn;f(xﬁ}) tworzy z 0sig

ox.
f’(xﬂ) = {8

.
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> Przyktad

Oblicz miare kata, jaki styczna do wykresu funkji f(x) = x> w punkcie (1, 1) tworzy z osig OX.

Rozwigzanie:
Obliczamy pochodna funkcji w punkcie 1:

3P N(x2+x+1)

f1(1)=lim=—-=Iim s =lim(x* +x+1)=3
tga =3 am=72°
Przyktad
Oblicz wspotczynnik kierunkowy stycznej do wykresu funkgji f(x) . w punkcie [2, l]
Rozwigzanie; & E
Obliczamy pochodnag funkcji w punkcie 2;
o 2—X 2

f‘(2)=nmé’—ll=|im——2x—=nm£’$—=—l

=2 X—2 =2 y—2 XQEXM 4
a=F1(2)=tga=—=

Interpretacja fizyczna pochodnej
Wyobrazmy sobie punkt materialny poruszajacy sie wzdtuz linii prostej ze zmienng predkoscia.

Az

; { ] -
0 s(ty) 5(t) X

Jesli funkcja s opisuje jego potozenie w chwili t, to Srednia predkosc w przedziale <rn, r) bedzie rowna:
_As _s(t)=s()
At t—t,
Na te] podstawie predkosc w chwilit, wyrazamy jako granice ilorazu roznicowego przy t dgzacym dot,.

v(ty)= lim M co jest pochodng drogi wzgledem czasu, czyliv(t,) =s'(t).
L :

Przykiad
Droge przebyta przez spadajace swobodnie ciato opisuje funkcja 5(t)=4,9t2, gdzie droga mierzona

jest w metrach, a czas - w sekundach. Oblicz predkosc ciata w czasiet, =2 orazt, = 4.

E Rozwigzanie:

T Obliczamy pochodng funkcji s(r) w drugie] | czwartej sekundzie;

b

- oy 40r—49.2  49(7-4)  490Q)(t+2)

% 5(2):!@; — :!-}_FQTQ,D;' = =|r|D;|4,9(t+2)=4,9(2+2)=4,9-4=
= =19,6 N

2 .  AO2_A9.42 4,9({2—16) - 49(0=4)(t+4)

§ s (4)=L|m = =irr£|;1—ET—=lﬂ i :L'ﬂ4*9(r+d)=4‘9(4+4)=4'9'8=
@ =39,2

13.4. Obliczanie pochodnej funkcji

Pochodna funkcji potegowej
Pochodna statej jest réwna zero (c)' =0.
| Dla dowolnej liczby catkowite] n prawdziwy jest wzor (x")' = nx"", gdzie x € R\ {0}.
Przyktad
Wyznacz pochodne funkeji f(x) = x", gdzie xe R\{0}in e {—1,%,‘[,2,3}.
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Rozwigzanie:
Obliczamy pochodne, stosujgc wzor {Xn). — o=t

(x")‘=1x""‘=1-x”=']

- S o i 1
(x 1)_ = 'lx?ﬁ—}?
o foimst o] e 1
2| = J; =¥ = .y =
[ y ) 2 2 o 24‘—
| Pochodna funkcji potegowej f(x) = x°, a e R\{0}, x > 0 wyraza sie wzorem f'(x) = ax*"".
Przyktad
Wyznacz pochodng funkji: a}f(x)=§i’;, b]f(x)= U,
Rozwigzanie:

a) Przeksztatcamy funkcje do postaci potegowe:
1
flx) =3 =x°
Obliczamy pochodng, stosujgc wzor f'(x)=ax*"
o B 1

Fi(x )_gxa =X 5 5J_

5. x5
b) Przeksztatcamy funkcje do postaci potegowey:

2
fl)=3x =3
Obliczamy pochodna, stosujac wzor f'(x)=ax""

i e B 3
Fiixj=—x3 =—:x 3= =
W=3% =3 3. 3J‘

Obliczanie pochodnych funkcji
Jeslifunkcje fig rﬂajq pochodng w punkcie x, ¢ jest dowolng stata, to prawdziwe sg wzory:

( ) =C: f - wytgczanie state] przed pochodna
(F()+&(0)=
(
(

) (
f(x)—g(x))'=f'(x)- &'(x) - pochodna réznicy funkji
x)-8(x)) = £'(x)-8(x)

(

( (x
[f(x)l= f'(x)-8(x)-f
&) (8(x)

Przyktad
Wyznacz pochodna podanych funkcji.

£

a) f(x)=5x*+3x2—8x+7 b}fax)=(1—4x2)(x3-—2x) c}f(x)=(x3+x2+x+’l)(x2—x-—1)

Rozwiazanie:

a) Stosujemy wzory na pochodna sumy i roznicy funkeji:
flix)= (5){“)’4— (3x%)—(8x)'+ (%' =20x° +6x—8

b) Stosujemy wzor na pochodng iloczynu funkcji:
f'(x):(’t—zlx’-)ﬂ(x“'—2x)+(1—4x3)~(x3—2x)‘=(—8x}-(x3—2x)+(1—4x;')-(3x5"—2)=
=—8x* +16x% +3x2 —=2—12x* +8x> = —-20x* +27x> -2

c) Stosujemy wzér na pochodng iloczynu funkdji:
F(x) =0+ 4 x+1) (= x =)+ (307 +x41) (30 —x=1) =(3x°+ 20 +1) (x> —x—1)+
(XX x 1) (2= T) =35 =37 = 3x? + 2% = 2% =20+ X7 —x =1+ 2 =P+ 2 — X7 +
+2x% —x+2x—1=5x* =35> -2

x)+ g'(x) - pochodna sumy funkdji

I f{x)-g'(x) - pochodna iloczynu funkdji

EXJ-E’(X)

. &(x)=0 - pochodna ilorazu funkgji

13.4. Obliczanie pochodnej funkgeji
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> Przyktad

Wyznacz pochodna podanych funkgji.

X241 2 —x+1
aj’f(x)_zx—B b}f(x)— 5t =1
Rozwigzanie:

a) Stosujemy wzor na pochodng ilorazu funkcji;

f,(x)z(xz+1)'.(2x—3)~{xz+1)-(2x—3) 2:(2x=3)=(C+1):2 a4 —6x-2x2=2 _ 26 —6x-2

(2x—3) - (2x-3) (2x—3Y (2x—3Y
b) Stosujemy wzdr na pochodng ilarazu funkcji:

R CLi ) N Gt Coit b G ~1) _ (@x=1)-(=1)-(2-x+1)-2x
f(x) =: ),

AT —Ax— P 1-40 4 207 = 2% XP—BX+1

) (-1

Pochodne funkcji trygonometrycznych

| Kazda z funkcji trygonometrycznych ma pochodng we wszystkich punktach swojej dziedziny.,
(sinx)' =cosx, xeR

(cosx) =—sinx, xeR

(tex)'= , xe\EJrkmkezl

COS* X
Przyktad
Wyznacz pochodng podanych funkgji.
a) f(x)=sinx-cosx b) f (x) = x-tgx

Rozwigzanie:
a) Stosujemy wzdr na pochodng iloczynu:

f'(x)=(sinx) -cosx+sinx-(cosx) = cosx-cosx+sinx-(—sinx) = cos’ x —sin’ x

b) Stosujemy wzor na pochodng iloczynu:

f’(x):x‘-tgx+x-(tgx)'=1-tgx+x- !

Cos® x

_Ssinx  x _ sinX-COSX—X
COSX COS™ X Cos’ X

Pochodna funkcji ztozonej
| Jezeli funkcja fma pochodng w punkcie x,, a funkcja g ma pochodng w punkcie f(x, ), to funkcjah=go f
ma pochodng w punkcie x, oraz h'(x,) = (g(f(xﬁ)))' =g'(f (%)) (%)

Przyktad
Wyznacz pochodng podanych funkgji.

a) h(x)=(2x* +1) 0) h(x) =4 ++x
Rozwigzanie: .
) (x) = (20 +1) ) (20 +1) =2(20 +1)-6x = 246 4122

13.5. Zastosowanie pochodnej do badania monotonicznosci funkgji

o) ' (x) = [JJTJEJ (4+4) =

1

1 1
2Q4+J§.2\‘{;_4J4x+x/;

13.5. Zastosowanie pochodnej do badania monotonicznosci funkcji

Znak pochodnej a monotonicznosc funkgji

Jezeli pochodna funkdji f jest dodatnia (ujemna) w przedziale (G, b), z wyjatkiem co najwyzej skonczonegj
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liczby punktdw, w ktorych przyjmuje ona wartosc 0, to funkcja fjest w tym przedziale rosngca (malejaca).
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> Przyktad

Wyznacz przedziaty monotonicznosci funkcji f(x) = lxg + x* —3x.
Rozwigzanie: 3
Wyznaczamy pochodna funkcji:

P =330+ 2ix=3= 4 2=

Rozwigzujemy rownanie kwadratowe x? +2x -3 =0:
A=2-41(-3)=16 JA =4
—-2-4 —24+4
x] = —= —3 x:_, == =i
2 2
Szkicujemy wykres pochodnej i odczytujemy przedziaty monotonicznosci funkdji:

1

f'(x)>0 dia xe(——ou,—B)u(Ler), f'(x)<0 dla xe(-3,1), zatem funkcja f(x) jest rosnaca dla

X € (—00,~3), malejgcadla x (—-3,1) oraz rosngca dla x € (1,+oc).

Przyktad

Wyznacz przedziaty monotonicznosci funkeji f(x) =

Rozwigzanie:
Wyznaczamy pochodna funkgji:

2%y 2 2N

Fie]= (20):(x+3) =20 (43 ) ax(x437 —20-2(x+3)1 Ax(x+3)x+3-x) 12x(x+3)
= 3 — 4 = 4 S 4

((x+3)2) (x+3) (x+3) (x+3)

Poniewaz mianownik jest zawsze dodatni, znak pochodnej zalezy od licznika.

Rozwigzujemy rownanie kwadratowe:

12x(x —t—BS =0

Xy ==3 Mo =D

Szkicujemy wykres licznika pochodnej i odczytujemy przedziaty monotonicznosci funkgji:

f'(x)>0dlaxe (—m, —B)U(E}, +00), f'(x) <0 dlax E(—B, 0), zatem f(x) jest rosnaca dla x (—m, -3),

malejaca dla x € (—3,0) oraz rosngca dla x € (0, +0c).

13.6. Rozwigzywanie zadan optymalizacyjnych z zastosowaniem po-
chodnej

Zadania optymalizacyjne

|
|
|
|
L
sy
13.6. Rozwiazywanie zadan optymalizacyjnych z zastosowaniem pochodnej

Przyktad
Wyznacz dtugosci krawedzi graniastostupa prawidtowego tréjkatnego, ktérego suma krawedzi wynosi
24, tak aby miat on najwieksza objetosc. Oblicz te objetosc.
Rozwigzanie:

Wykonujemy rysunek pomocniczy.

Piszemy wzor na objetosc graniastostupa:

a’\3 -

4 i

V=

Przyjmujemy zatozeniaa>0,h>0
Z sumy dtugosci krawedzi wyznaczamy h:

]
=
2
[ ]
-
=
;-
- |
i~
[
s
m
—

ba+3h =24 ot e
20+h=38
h=8-2a a
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> Uzupetniamy zatozenia8—2a>0,a<4
Wstawiamy do wzoru na objetosé, przyjmujac ot\n}gtosﬁi jako funkcje zmiennej a:

a’y3 a*\3 3
V(a)= . -(8—2(1):2{13@—7:2@0’-——&5
Obliczamy pochodna tej funkji:
vn(g)z(z@az)'_i] -2 = oft-24

V'(a):D-i:HJ:D lub a=§
3

Szkicujemy wykres pochodnej:

Najwiekszg objetosc bedzie miat graniastostup dlaa = %

Obliczamy wysokosc graniastostupa: h=8-—2. % = % —% =%

Obliczamy objetosc¢ graniastostupa:

DR

V . 4 e
4 3 2

max

8
3
Przyktad
Wyznacz promien podstawy, wysokosc | tworzaca stozka, ktérego przekrojem osiowym jest trojkat
0 obwodzie 12, tak aby objetosc stozka byta najwieksza.
Rozwigzanie:

Wykonujemy rysunek pomocniczy.

Zapisujemy warunki zadania;

2r+2=12

r+{=6

[=6-r

Przyjmujemy zatozenia:

r>0

[=>0

et

6=r>0

B—r>r

r<6

s

Zatemr €(0;3).

Wyznaczamy wysokosc w zaleznosci od promienia:
W+ri=/
W 4r?=(6-r)
h* =36—12r
=+36-12r

Objetosc stozka obliczamy ze wzoru:
i

V =—mr?h
3 Fix

13.6. Rozwigzywanie zadan optymalizacyjnych z zastosowaniem pochodnej

Zapisujemy objetosc jako funkcje promienia:
V(r)=5nr 36=12r = S Bor =12

Tworzymy nowa funkcje z wyrazenia pod pierwiastkiem:
f(ry=36rt—12r°

Wyznaczamy pochodng funkgji f:

f(r)=(36r") —(12*) = 144r* —60r* = 12r*(12—5r)

Wyznaczamy miejsca zerowe pochodnej:
T2 =0 =0 r =0 - nie nalezy do dziedziny funkcji
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> 12—5r=0 Br=12 r=2,4 - nalezy do dziedziny funkcji
Szkicujemy wykres pochodnej;

Funkcja f(r) przyjmuje wartos¢ najwiekszg w punkcie 2,4, zatem funkcja V(r) tez przyjmuje warto$¢

najwiekszag w tym punkcie.
Podsumowanie:

r=24

|=6-24=36

h=J35_12,E= 180_144 36 _ 6 _6V5
5 5 5 5 5 5

13.7. Utrwalamy wiedze

——@ prawostronne
—® lewostronne

witasciwe l ’ niewtasciwe

% ¥

Granice

wartosci

RACHUNEK ROZNICZKOWY Darboux

Pochodne

v v

: : , obliczanie pochodnej

zastosowanie interpretacja (funkcji potegowej)
ok
Pl
—@ badanie —@ geometryczna —@ sumy T
monotonicznosci S
—@ zadania —® fizyczna —@ roznicy £l
optymalizacyjne =
—® iloczynu =
=
—® ilorazu ;_2

—@ funkcji
ztozonej

]
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WYBRANE WZORY MATEMATYCZNE
NA EGZAMIN MATURALNY Z MATEMATYKI

1. WARTOSC BEZWZGLEDNA LICZBY

Wartos¢ bezwzgledna liczby rzeczywiste] x definiujemy wzorem:

|x|={x dla x=0
x dla x<0

Liczba |x| jestto odlegtos¢ na osi liczbowej punktu x od punktu 0.

Dla dowolnej liczby x mamy:

|x] = 0 |x] = 0 wtedy itylkowtedy, gdy x =0 | —x| = |x|

Dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y mamy:

|x + y| < |x| + |yl lx —y| < |x| + |y |x - ¥l = x| - |y

Ponadto, jesli y # 0, to:

|x|_lx|
y b4

Dla dowolnych liczb rzeczywistych a oraz r = 0 mamy:

lx —a]l| <r wtedyitylkowtedy, gdy a—r<x<a+r
lx —al=r wtedyitylkkowtedy,gdy x<a—r lub x=a+r

2. POTEGI I PIERWIASTKI

Niech n bedzie liczbg catkowitg dodatnig. Dla dowolnej liczby rzeczywistej a definiujemy
je] n-tg potege:

a=a-a-..-a
B —
n razy

Pierwiastkiem arytmetycznym Va stopnia n zliczby a = 0 nazywamy liczbe b = 0
taka, ze b" = a.

W szczegolnosci, dla kazdej liczby rzeczywiste] a prawdziwa jest rownosé:

Vaz = |af




Jezeli a <0 oraz liczba n jest nieparzysta, to Va oznacza liczbe b <0 taka, ze
b=,

W zbiorze liczb rzeczywistych pierwiastki stopni parzystych z liczb ujemnych nie istnieja.

Niech m, n bedg liczbami catkowitymi dodatnimi. Definiujemy:

_ 1
- dla a #0; a”=a—n oraz a’=1

i

- dlaa=0 an="4Yam

- 1
n

:W

- dlaa>0 a

Niech r, s bedg dowolnymi liczbami rzeczywistymi. Jesli a > 0 i b > 0, to:

r
a

a’ - a’ = ar+s (arjs =q’s — =g’ s
as
a\™ a’
(@ -b) =a’-b" (5) =+
b br

Jezeli wyktadniki r, s sg liczbami catkowitymi, to powyzsze wzory obowigzujg dla
wszystkich liczb a =0 i b # 0.

Niech x, y beda dowolnymi liczbami rzeczywistymi.
Jezeli a € (0,1), to nieréwno$¢ a* < a” jest rownowazna nieréwnosci x > y.
Jezeli a € (1, +0), to nierownos¢ a* < a” jest rownowazna nierownosci x < y.

3. LOGARYTMY

Niech a > 0 i a # 1. Logarytmem log, b liczby b > 0 przy podstawie a nazywamy
wyktadnik ¢ potegi, do ktérej nalezy podnies¢ a, aby otrzymac b:

log,b=c wtedy i tylko wtedy, gdy at =5

Rownowaznie:

lﬁlﬂgﬁ_ L h

Dla dowolnych liczb rzeczywistych x > 0, y > 0 oraz r prawdziwe sg rownosci:

log,(x-y) =log, x +log, ¥ log, x" =71-log, x

X

log, (;) = logg x —log, y
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Wz6r na zamiane podstawy logarytmu:

jezeli a>0,a#1,b>0,b%1 oraz c > 0, to

1 _log,c
%50 ¢ T og. b
W szczegolnosci:
log, b -
0 =
B logy, a

Zapisy logx oraz lgx oznaczajg logq, x.

4. SILNIA. WSPOLCZYNNIK DWUMIANOWY

¢ Silnig liczby catkowite] dodatniej n nazywamy iloczyn kolejnych liczb catkowitych od 1
do n wiacznie:

Ponadto przyjmujemy umowe, ze 0! = 1.

Dla dowolnej liczby catkowitej n = 0 prawdziwa jest rownosc:

n+D!=n'-(n+1)

e Dila liczb catkowitych n, k spetniajacych warunki 0 < k < n definiujemy wspoétczynnik

dwumianowy G:) (symbol Newtona):

G;) ~ k! (nn_- i)!

Prawdziwe sg rownosci:

(n):n{n—l)(n—Z)»...-{n—k+1)
k!

@=1  O=n ()= ()=
D=6 O6I)=C
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5. W2zOR DWUMIANOWY NEWTONA

Dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej n oraz dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b mamy:

@+b)" = (g)a™+(})a" b+ .+ () a b+ .+ (" Jabmt+ ()b

Dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej n oraz dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b:

n

(a—b)" = (U) a" — Gl) avlh+ ..+ (-1 (E) arkpk 4+ |+ (-1)" (D i

6. WZORY SKROCONEGO MNOZENIA

Dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b:

(a+ b)* = a? + 2ab + b? (a+b)3 =a®+ 3a%b + 3ab® + b3

(a — b)? = a? — 2ab + b? (a—b)? =a®—3a’bh + 3ab® - b3

Dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej n oraz dowolnych liczb rzeczywistych a, b mamy:

a® =bhr=(a=b)a" 1t +a" b+ ..+a"*kpFr ¢ L +ab? i+ pv Y

W szczegolnosci:

a’ —b?=(a—b)(a+b) a?-1=(a—1)(a+1)

a® — b3 = (a — b)(a? + ab + b?) a*—1=(a—-1(@a*+a+1)

a® + b3 = (a+ b)(a?— ab + b?) ad+1=(@+1)(a*—a+1)
a"—1l=(@-1)@"*+a" %+ .+a+1)

7. FUNKCJA KWADRATOWA

e Wyroznikiem A tréjmianu kwadratowego ax? + bx +c¢ (a # 0, b, ¢ € R) zmiennej
rzeczywiste] x nazywamy liczbe

A = b? — 4ac

e Posta¢ ogélna funkcji kwadratowej: f(x) =ax*+bx+c, a#0, b,ceR, xeR.
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Wykresem funkcji kwadratowej jest parabola o wierzchotku w punkcie

b A

W=(pq) gdzie p=---, g=-=

Gdy a < 0, to ramiona paraboli skierowane sa ku dotowi. Gdy a > 0, to ramiona paraboli
skierowane sg ku gorze.

a<?0 V=R a>0 V=qax
y 4

=V
=v

Liczba miejsc zerowych funkcji kwadratowej f(x) = ax? + bx + ¢

(liczba pierwiastkow tréjmianu kwadratowego, liczba rzeczywistych rozwigzan réwnania
kwadratowego ax?® + bx + ¢ = 0) zalezy od wyrdznika A:

1. jezeli A > 0, to funkcja kwadratowa ma dwa miejsca zerowe (tréjmian kwadratowy ma
dwa rozne pierwiastki rzeczywiste, rownanie kwadratowe ma dwa rozwigzania
rzeczywiste):

—b -4 _—b+Va

X2 2a

2. jezeli A =0, to funkcja kwadratowa ma doktadnie jedno miejsce zerowe (tréjmian
kwadratowy ma jeden pierwiastek, réwnanie kwadratowe ma dokiadnie jedno
rozwigzanie rzeczywiste):

b
I1=x2=—g

3. jezeli A < 0, to funkcja kwadratowa nie ma miejsc zerowych (tréjmian kwadratowy nie
ma pierwiastkow rzeczywistych, rownanie kwadratowe nie ma rozwigzan rzeczywistych).

Postac kanoniczna funkcji kwadratowej:

f(x) =alx—p)*+q




e Jezeli A = 0, to funkcje kwadratowa mozna przestawi¢ w postaci iloczynowej

f(x) =alx —x)(x — x3)

¢ \Wzory Viéte'a

Jezeli A = 0, to

Tl e

x1+x2=—— Xy Xy =
a

8. CIAGI

e Wzér na n-ty wyraz ciagu arytmetycznego (a,), okreslonego dla n = 1, o pierwszym
wyrazie a, Iréznicy r:

a,=a;+(n—Lr

¢ Wozory na sume S, poczatkowych n wyrazow ciaqu arytmetyczneqo:

a; +a 2a + (n— 1)r
Sn=%-n S, = — (2 i

n

« Dla sasiednich wyrazow ciggu arytmetycznego (a,) prawdziwa jest rownosc:

R s
a, = >

da n=2

e Wozor na n-ty wyraz ciagu geometrycznego (a,), okreslonego dla n = 1, o pierwszym
wyrazie a, iilorazie g:

a,=a,-q" ' dla n=2

¢ Wzory na sume S,, poczatkowych n wyrazow ciagu geometrycznego:

da g#1 S, =n-a; da g=1
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Dla sgsiednich wyrazow ciggu geometrycznego (a,) prawdziwa jest rownosc:

(0. )% =t i "y dla w2

Suma wyrazow nieskonczonego ciagu geometrycznego

Dany jest nieskoriczony ciag geometryczny (a,), okreslony dla n = 1, o ilorazie q.
Niech (§,) oznacza cigg sum poczatkowych wyrazow ciggu (a,), to znaczy ciag
okreslony wzorem S, =a; +a, + ..+ a, da n= 1.

Jezeli |g| < 1,tociag (S,,) ma granice rowng

a,

Szrlp,]j[r;losnzl—q

Granice te nazywamy sumg wszystkich wyrazéw ciggu (a,,).

Twierdzenie o granicy sumy, roznicy, iloczynu i ilorazu ciagéw zbieznych

Jezeli ciggi (a,) i
i lim a, =a oraz lim b, = b,tociagi (a, + b,), (a, —b,), (a,-b,) sazbiezne,

n—00 n—oo

(by), okreslone dla kazdej liczby naturalnej n = 1, sg zbiezne

a ponadto

iim(ﬂn‘an):ﬂ"‘b Tltingo{an—bnjza—b r{ingo(an'bn)za-b

Jezeliponadto b, # 0 dla n =1 oraz b # 0, to ciag (g—”) jest zbiezny i
n

li (ﬂn) _a
ol b,) b

Twierdzenie o trzech ciagach

Jezeli wyrazy ciagéw (a,), (b,) i (cy,), okreslonych dla n = 1, spelniaja nierownosé
a, <b,<c, dla n=1,aciagi (a,) i (¢,) sq zbiezne do wspolnej granicy
lim a, = lim ¢, = g,to ciag (b,) jestzbiezny, a ponadto lim b, = g.

n—oo n—ea

n—oo

Procent sktadany

Jezeli kapitat poczatkowy K, ztozymy na okres n lat na lokacie bankowej, ktorej
oprocentowanie wynosi p% w skali rocznej, a kapitalizacja odsetek nastepuje po uptywie
kazdego roku trwania lokaty, to kapitat koncowy K,, jest okreslony wzorem:

n

KH=KG+(1+1%G)




Wybrane granice

1 n
lim (1 + —) =e
n—oo n

lim YVn=1

=0

lim Ya=1  dla kazdego a > 0

Hn—oo

lim g™ =0 dla kazdego g € (—1,1)
N=02

1
lim — =20 dla kazdego k > 0

n—co nk

lim n* = +c0  dla kazdego k > 0

n—oo

9. TRYGONOMETRIA

Definicje funkciji trygonometrycznych kata ostrego w tréjkacie prostokatnym

. a
51N = —
i

b
COosd = —
C

‘ o
i =—
§¢=7

B

Definicje funkciji trygonometrycznych dowolnego kata

: X

sina ==

r

X

cosa = —

r
tga=£1 oile x # 0

X

gdzie

r=|0M|=x2+y2>0
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Whykresy funkcji trygonometrycznych

y = sinx

y = COSX

y=tgx

=
S . )
=

Zwigzki miedzy funkcjami trygonometrycznymi tego samego kata

2m

sin® @ + cos
sina

toea =

& cos @

2a=1

1
dla a¢§n+kn'. keZ




o Wartosci funkcii trygonometrycznych dla wybranych katow

0° 30° 45° 60° 9Q°
a 0 1 1 1 1
: i i 3
1
sin & 0 — E E 1
2 2 2
1
COS o 1 ﬁ E 5 0
2 2 2
tga 0 E 1 V3 nie istnieje
3

e Funkcje trygonometryczne sumy i roznicy katow

Dla dowolnych katow « oraz ff prawdziwe sg rownosci:

sin(a + f8) = sina cos f + cos a sin f§
sin(e¢ — 8) = sina cos § — cosa sin f§
cos(ax + ) = cosacosff —sinasinf

cos(a — ) = cosacosf + sinasinf

Ponadto
tgea +tgf T
tg(a+‘8}=1—tga-tg,8 gdy a.ﬁ,a+,8¢§+k:r, kel
tg(a— f) = 22— 85 . #otkm, kET
gla—p T l4tga-tgf ody @ p.a—f#5+km

» Funkcje trygonometryczne podwojonego kata

sin2a = 2sina cosa
cos 2a = cos? a — sin‘ a
cos2a = 2cos’a—1
cos2a =1—2sina

2tga

————  oile tga istniejei te?a =1
g g jei tg

tgla =
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 \Wybrane wzory redukcyjne

sin(90° — a) = cos « c0s(90° — a) = sina
sin(90° + a) = cos «a cos(90° + @) = —sina
sin(180° — a) = sina cos(180° —a) = —cosa tg(180° —a) = —tga

sin(180° 4+ a) = —sina  cos(180°+ @) = —cosa tg(180° + ) =tga

e Sumy, roznice i iloczyny funkcji trygonometrycznych

¢ S ¢ ¥ =

sina + sinff§ = 2sin ’Bms 4 cosa + cosff = 2cos '8{:05 B
2 2 2 2

& o — e =

sina —sinf§ = 2 cos zﬁsin 2'8 cosa —cos ff = —2sin zﬁsin 2'8

sina - sinf§ = —% [cos(a + B) — cos(a — B)]
cosa - cosf = %[cos(a + B) + cos(a — )]

sina - cosf = %[sin(a + B) + sin(a — B)]

o QOkresowosc funkcji trygonometrycznych

Dla kazdego kata a i liczby catkowite] k prawdziwe sg zwigzki:

sin(a + k - 360°) = sina cos(a + k - 360°) = cosa

Ponadto jezeli a # 90° + m - 180° (gdzie m € Z), to:

tg(a + k- 180°) = tga
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10. PLANIMETRIA

Przyjmujemy nastepujace oznaczenia w trojkacie ABC:

a.:h,c — diugosci bokow w trojkacie ABC

a, B,y — miary katow wewnetrznych trojkata lezgcych
— odpowiednio — przy wierzchotkach A, B
oraz C

R, r — diugosci promieni okregéw opisanego

T - A c B
i wpisanego w trojkat ABC

hg, hy, h, —wysokosci trojkata opuszczone — odpowiednio — z wierzchotkow A, B i C.

p — potowa obwodu tréjkata ABC, tj.
_a+b+c
B=s
C
e Twierdzenie Pitagorasa (wraz z twierdzeniem odwrotnym do niego)
b
a
Jezeli w trojkacie ABC kat y jest katem prostym, to
A c B

a* +b* =c*

Jezeli w trojkacie ABC dlugosci bokéw spetniaja rownosé a® + b? = ¢?, to kat y jest
katem prostym.

¢ Twierdzenie sinusow

sina sin f§ siny

e Twierdzenie cosinusow

a? =b%+c%2—-2bc -cosa
b? = a? 4+ ¢* — 2ac - cos

c?=a*+b?*—2ab - cosy

=
]
E
L
)]
B
~
]
=
L
=
i)
(1]
E
£
g
[ ]
[=3]
(7]
i ]
=
1]
=
[
=
b
3
b
]
£
o
=]
il
2
=
(1]
T
-
=

249



e Wzory na pole trojkata ABC':

1 1 1
; 1 ; 1 ;
Papagc = Eab -siny = Ebc -sina =Eca -sin 8
abc
PMEC:E Pappc =p -7

Passc =Vp(@ —a)(p —b)(p —¢)

1 , sinf-siny 1

siny-sina 1
Pﬁ.ABE:Ea ' e

)2 _ Ez‘sma-smﬁ
sina 2 sin 8 2 siny

Paape = 2R? - sina - sinf8 - siny

e Zwigzki miarowe w trojkacie prostokatnym

Przyjmijmy, ze w trojkacie ABC kat przy wierzchotku C jest katem prostym. Niech D
bedzie spodkiem wysokosci opuszczonej z wierzchotka € na podstawe AFB trojkata.

Woéwczas:
ab
hc=ﬂ.i'|AD||DB| hc.':?
@l 7 1

r=— ==c
= 2 2
-
© _ 1
E azc-smu=c~c05,8=b+tgcr=b~tg—ﬁ A D
I C
=
L]
3
® » Zwigzki miarowe w trojkgcie rownobocznym
|
E a — dtugosc boku trojkata rownobocznego
£ h — wysokos¢ trojkata rownobocznego
5
N C
@
o av3 a*\3
- A== b=
i a/ h a
o

r==h R==h

A
£ A a B
2
@
s
=
=
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Cechy przystawania tréjkatow
G M

A B K L

a) cecha przystawania ,bok—bok-bok” dla trojkatow ABC i KLM:

dlugosci bokdéw tréjkata ABC sg rowne odpowiednim diugosciom bokow tréjkata
KLM, np.: |AB| = |KL|, |BC| = |KM|, |CA| = |[ML|.

b) cecha przystawania ,bok-kat-bok” dla trojkatow ABC | KLM:

dtugosci dwoch bokow trojkata ABC sa rowne odpowiednim dtugosciom dwoch bokow
trojkata KLM i katy miedzy tymi parami bokow sg przystajace, np.: |AB| = |KL|,
|BC| = |[KM| i |4ABC| = |4LKM|.

c) cecha przystawania ,kat—-bok—kat” dla trojkatow ABC i KLM:

dlugosc¢ jednego boku tréjkata ABC jest rowna diugosci jednego boku trojkata KLM
I katy przylegte do tego boku trojkata ABC sa przystajace do odpowiednich katow
przylegtych do odpowiedniego boku trojkata KLM, np.:

|#BAC| = |4KLM| i |4ABC| = |ALKM| i |AB| = |KL]|.

Cechy podobienstwa trojkatow
C

A B K L

a) cecha podobienstwa ,bok-bok-bok" dla trojkatow ABC i KLM:

dlugosci bokow tréjkata ABC sg proporcjonalne do odpowiednich diugosci bokow

trojkata KLM, np.: llKLI - ||LMI| _ ||MK||'

b) cecha podobienstwa ,bok—kat-bok” dla trojkatow ABC i KLM:
diugosci dwoéch bokéw trojkata ABC sg proporcjonalne do odpowiednich diugosci
dwoch bokow trojkata KLM i katy miedzy tymi parami bokow sg przystajace, np.:

AB AC| .
||KL|' - ||KM'| i |4BAC| = |ALKM].

c) cecha podobienstwa ,kat-kat-kat" dla trojkatow ABC | KLM:

katy trojkata ABC sg przystajgce do odpowiednich katow trojkata KLM, np.:
|ABAC| = |4LKM| i |4ABC| = |4KLM| i |4ACB| = |4KML)|.
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Twierdzenie Talesa (wraz z twierdzeniem odwrotnym do niego)

Rézne proste AB | CD przecinaja sie w punkcie P, przy czym spefniony jest jeden
z warunkow:

—punkt A lezy wewnatrz odcinka PB oraz punkt C lezy wewnatrz odcinka PD
LUB
—punkt A lezy na zewnatrz odcinka PB oraz punkt C lezy na zewnatrz odcinka FPD.

|AB| _ |CD|

Jezeli 1PA] = |PC| * to proste AC | BD sag rownolegte.
Jezeli proste AC i BD sarownolegte, to %=%

Twierdzenie o dwusiecznej kata

Jezeli dwusieczna kata wewnetrznego (zewnetrznego) trojkata ABC poprowadzona
z wierzchotka € przecina prostg zawierajgca odcinek AB w punkcie D, to

|AD|  |AC|
|BD| ~ |BC]|

Koto

Pole P kota o promieniu r jest rowne:

Po=igr®

Obwoéd L kota o promieniu r jest rowny:

L=




e Wycinek kota

Pole P wycinka kota o promieniu r i kacie srodkowym «
wyrazonym w stopniach jest rowne:

- 2
=360°

Diugosc L tuku AB wycinka kota o promieniu r i kacie srodkowym
a wyrazonym w stopniach jest rowna:

(4

L=350°

2nr

e Katy w okregu

Miara kata wpisanego w okrag o srodku O jest rowna potowie
miary kata srodkowego, opartego na tym samym fuku.

W szczegolnosci kat wpisany oparty na poétokregu jest katem
prostym.

Miary katow wpisanych w okrag o srodku O, opartych na tym
samym tuku, sa rowne.

» Twierdzenie o kacie miedzy styczng i cieciwg

Dany jest okrag o srodku w punkcie O icieciva AEB tego okregu. Prosta AC jest styczna
do tego okregu w punkcie A, natomiast punkt P lezy na tym okregu i nie nalezy do
kata CAB. Wtedy

|4APB| = |4CAB| i |4AOB|=2-|4CAB]|

przy czym wybieramy ten z katow srodkowych AOB, ktory jest oparty na fuku znajdujacym
sie wewnatrz kata CAB.
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» Twierdzenie o odcinkach stycznych

Jezeli styczne do okregu w punkiach A i B przecinajg sie w punkcie P, to

A

|PA| = |PB|

e Twierdzenie o odcinkach siecznej i stycznej

Dane s3: prosta przecinajgca okrag w punktach A i B oraz prosta styczna do tego okregu
w punkcie €. Jezeli proste te przecinajg sie w punkcie P, to

|PA| - |PB| = |PC|?

B
-
‘a-u
o
£ A
@
o
E
L]
_E‘ P
™
E c B
o
E
£
§ e Czworokaty
(=21
E Trapez — czworokat, ktéry ma co najmniej jedng pare bokow rownolegtych. b
@ Wzoér na pole P trapezu:
‘E‘ a+b
£ P = -h
- 2
o
E
2
@
s
=
=
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Rownolegtobok — czworokat, ktory ma dwie pary bokow réwnolegtych.
Wzory na pole P réwnolegtoboku:

P = ah P=a-b- sina

T
P=E-|AC|-|BD|*5in}f

Romb — czworokat, ktéry ma wszystkie boki jednakowej diugosci.
Wzory na pole P rombu:

P = ah P=qa? sina

1
P =-|AC| - |BD|

Deltoid — czworokat wypukty, ktory ma o$ symetrii zawierajaca jedng z przekatnych.
Wz6r na pole P deltoidu:

1

¢ (kraqg opisany na czworokacie

Na czworokgacie mozna opisa¢c okrag wtedy i tylko wtedy, gdy sumy miar jego
przeciwlegtych katow wewnetrznych sg rowne 180°.

a+y=f+46

a+y=180° B+6=180°
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e Okrag wpisany w czworokat
W czworokat wypukly mozna wpisa¢ okrag
wtedy i tylko witedy, gdy sumy dlugosci jego
przeciwlegtych bokéw sg réwne.

a+c=b+d

¢ Pola fiqur podobnych

Jezeli figura B o polu Py jest podobna do figury <A o polu P4 (roznym od zera) w skali k,
to stosunek pol tych figur jest rowny kwadratowi skali podobienstwa.

Pp

g2
Pa

11. GEOMETRIA ANALITYCZNA NA PLASZCZYZNIE KARTEZJANSKIEJ

*» Diugos€ odcinka

Dlugos¢ odcinka AB o koncach w punktach A = (x4, y4) y, B(xg,Vs)
oraz B = (xg,y5) jest rowna:
S(xs,¥s)
|AB| = /(xp — x4)? + (V5 — Ya)?
e Wspdirzedne $rodka odcinka A(x4, ¥a) .
X

Wspoitrzedne srodka S = (x5, ys) odcinka AB o koncach
w punktach A = (x4,y4) oraz B = (xg,y5) sa rowne:

_ Xyt Xp _YatYs
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e Rownanie kierunkowe prostej
Va

Jezeli prosta nie jest rownolegta do osi Oy, to mozna
opisac ja rownaniem kierunkowym:
y=ax+b\|,

y=ax+b
e

>
Liczba a to wspotczynnik kierunkowy proste;. 0 \ X

a=tga

Prosta o réwnaniu v = ax + b przecina os Oy w punkcie (0,b).

» Rownanie kierunkowe prostej o danym wspotczynniku Kierunkowym a, ktora przechodzi
przez punkt P = (x,, Vp):

y = alx —x9) + ¥o

e Rownanie kierunkowe prostej, ktéra przechodzi przez dwa dane punkty A = (x4, y4) oraz
B = ('xBJ yﬂ}:

Y —Ya=alx —x,)
gdzie
_Ys "V
R_IB—XA gdy xp ¥ x4

+ Rownanie ogolne prostej

Ax+By+C=0, gdzie ABCeERiA*+B*+0

Jezeli A = 0, to prosta jest rownolegta do osi Ox; jezeli B = 0, to prosta jest réwnolegta
do osi Oy, jezeli C = 0, to prosta przechodzi przez poczatek uktadu wspétrzednych.

* Rownanie ogodlne prostej, ktéra przechodzi przez dwa dane punkty A = (x,,v,) oraz
B — ('xBJyB}:

(¥ —ya)(xg —x4) — (Vg —ya)(x —x4) =0
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 Proste rownoleate

Dwie proste o rownaniach kierunkowych y=a,x+b; oraz y=a,x+b, s3a
rownolegte wtedy i tylko wtedy, gdy:

a1={12

Dwie proste o réwnaniach ogélnych A;x+ B,y +C; =0 oraz A,x+B,y+(, =0 s3
rownolegte wtedy i tylko wtedy, gdy:

Al'Bz_Az'Blz{]

» Proste prostopadte

Dwie proste o réwnaniach kierunkowych y=a;x+b;, oraz y=a,x+b, sa
prostopadte wtedy i tylko wtedy, gdy:

al'ﬂ2=_1

Dwie proste o réwnaniach ogélnych A;x+ B,y + C, =0 oraz A,x+ B,y +(C, =0 s3
prostopadte wtedy i tylko wtedy, gdy:

Ai'Az‘I‘B]'Bz:ﬂ

 Odlegtos¢ punkiu od prostej

Odlegtos¢ d punktu P(xg, yy) od prostej o rownaniu ogélnym Ax + By + € =0 jest
rowna:

d=|A*x{]+B*}fﬂ+C|
Ny

e Rownanie okrequ

Rownanie okregu o srodku S = (a, b) ipromieniu r > 0 w postaci kanonicznej:

(x—a)’+(y—b)=r?

Réwnanie okregu o $rodku S = (a,b) i promieniu r > 0 w postaci ogolnej:

x2+y?—2ax—2by+c=0

gdzie ¢ = a® + b? —r?,
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Wspotrzedne wektora, diugosc¢ wektora, dziatania na wektorach

Dane sa punkty A = (x4,vs) oraz B = (xp ys). Wspolrzedne wektora AB
w kartezjanskim uktadzie wspéirzednych zaczepionego w punkcie A:

AB = [Xp — X4, ¥8 — ¥al

Jezeli U = [uy,u,] oraz v = [vy,v,] sgwektoramioraz a € R, to:

U+v=[u; +vy,u, + v, a-u=[a- -u,a-u,

Dlugoscia |u]| wektora u = [uy,u,] nazywamy liczbe

] = v/ (uy)? + (up)?

Przeksztalcenia geometryczne

Przesuniecie o wektor u = [a,b] przeksztalca punkt P = (x,y) na punkt
PP=(x+ ay+b).

Symetria osiowa S;,, wzgledem osi Ox przeksztaica punkt P = (x,y) na punkt
P = (x,~y).

Symetria osiowa Sy, wzgledem osi Oy przeksztalca punkt P = (x,y) na punkt
P'= (—x,5).

Symetria srodkowa S; wzgledem punktu K = (a,b) przeksztaica punkt P = (x,y) na
punkt P' = (2a — x,2b — y).

W szczegolnosci symetria $Srodkowa wzgledem poczatku uktadu wspoétrzednych
przeksztatca punkt P = (x,y) napunkt P' = (—x,—y).

Pole trojkata

Pole trojkata ABC o wierzchotkach A = (x4,V4), B = (x5, yg) oraz C = (xc, yc) jest
rowne:

1
Pyppe = =t |(xp = 2) (Ve — ¥a) — Vg — Va) (xc — x4)|
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» \Wspotrzedne srodka masy trojkata

Wspotrzedne srodka masy S = (xg,ys) trojkata ABC o wierzchotkach A = (x4, v4),
B = (xg,vyp) oraz C = (x., v¢), czyli punktu przeciecia jego $rodkowych:

Xq +xp + Xx¢ Yat¥Ys+Yc
Xg = 3 Ys = 3

12. STEREOMETRIA

e Twierdzenie o trzech prostych prostopadtych

Prosta k przebija ptaszczyzne w punkcie P pod katem ostrym. Prosta [ jest rzutem
prostokatnym prostej k nate ptaszczyzne. Prosta m lezy na tej ptaszczyznie i przechodzi
przez punkt P.

Wowczas prosta m jest prostopadia do prostej k wtedy i tylko wtedy, gdy m jest
prostopadta do prostej [.

Przyjmujemy oznaczenia:

P. — pole powierzchni catkowitej P,, — pole powierzchni bocznej
P, — pole podstawy IV — objetosc

e Prostopaditoscian

H.- G
E[] F
P. = 2(ab + bc + ca)
! c
V = abc
Di____ Jc
gdzie a, b, ¢ sgdlugosciami krawedzi prostopadtoscianu 5
A a B
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e Graniastostup prosty

] !
: H
P,=0b-h
'L G
= Pp - h i . h
gdzie Ob jest obwodem podstawy graniastostupa, EJD*
natomiast h — wysokoscig graniastostupa. ¢
A B
e Ostrostup
|
V= 3 Py=h

gdzie h jest wysokoscig ostrostupa.

A B

P.=2nr(r+h)

P, = 21rh N
o

V =nr?h ;
|

gdzie h jest wysokoscig walca, O - srodkiem symetrii

gdzie r jest promieniem podstawy stozka, h — jego wysokoscig, natomiast [ — tworzaca
stozka. Punkt O jest srodkiem symetrii podstawy stozka.

%-.
™
=

E o

podstawy walca, r — promieniem podstawy walca. e Bl E
>

L

o

e Stozek g
n
E
£
£

P, = nrl a
5

P.=mr(r+1) ;
N

: >

V =—nr?h d
3 mr E

"

=

E

a

=

£

=
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P. = 4nr?

gdzie r jest promieniem kuli, natomiast 0 - srodkiem symetrii kuli.

13. KOMBINATORYKA

e Permutacje

Liczba wszystkich sposobow, na kiore n roznych elementow mozna ustawi€ w cigg, jest
rowna nl.

» Kombinacje

Liczba wszystkich sposobdw, na ktore sposréd n réznych elementéw mozna wybraé k
elementow (0 < k < n), jest rowna (7).

¢ \Wariacje z powtorzeniami

Liczba wszystkich sposobdéw, na ktére z n roznych elementéw mozna utworzy¢ ciag,
skladajacy sie z k (niekoniecznie réznych) wyrazow, jest rowna n.

o \Wariacje bez powtorzen

Liczba wszystkich sposobdw, na ktore z n réznych elementdw mozna utworzy¢ ciag,
skiadajacy sie z k roznych wyrazéw (1 < k < n), jest rowna

1!

m:n.(n—1)-...-(n—k+1)
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14. RACHUNEK PRAWDOPODOBIENSTWA

Wiasnosci prawdopodobienstwa

0<PA)<1 dla kazdego zdarzenia A c ()

P(@)=0

P(Q) =1

P(A) < P(B) dla kazdych zdarzern A oraz B takich,ze A Cc B c ()
P(A) =1-P(A) gdzie A’ oznacza zdarzenie przeciwne do zdarzenia A c )
P(AUB)=P(A)+ P(B)—P(ANnB) dla dowolnych zdarzen A, B c ()
P(AUB) < P(A) + P(B) dla dowolnych zdarzerh A, B c ()

Twierdzenie (klasyczna definicia prawdopodobienstwa)

Niech (1 bedzie skoriczonym zbiorem wszystkich zdarzen elementarnych do$wiadczenia
losowego. Jezeli wszystkie zdarzenia jednoelementowe sg jednakowo prawdopodobne, to
prawdopodobienstwo zdarzenia losowego A jest rowne

A
P(A) = H

gdzie |A| oznacza liczbe zdarzen elementarnych sprzyjajacych zdarzeniu losowemu A,
natomiast |(1]| — liczbe elementow zbioru ().

Schemat Bernoullego

Probg Bernoullego nazywamy doswiadczenie losowe, w ktorym otrzymujemy jeden
z dwoch mozliwych wynikow. Jeden z nich nazywamy sukcesem, a drugi — porazka. Jezeli
prawdopodobienstwo sukcesu jest rowne p, to prawdopodobieristwo porazki jest rowne

q=1-—p.
Schematem Bernoullego nazywamy ciag niezaleznych powtorzen prob Bernoullego.

W schemacie Bernoullego prawdopodobienstwo P, (k) uzyskaniaw n probach doktadnie
k sukcesow (0 < k < n) jest rowne

P (k) = (:) AT A
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Prawdopodobienstwo warunkowe

Niech A, B bedg zdarzeniami losowymi zawartymiw (1, przy czym P(B) > 0.
Prawdopodobienstwem warunkowym P(A|B) zdarzenia A pod warunkiem zaistnienia
zdarzenia B nazywamy liczbe

P(AN B)

P(A|B) = P(B)

Twierdzenie o prawdopodobienstwie catkowitym

Jezeli zdarzenia losowe By, B, ..., B, zawarte w {1 spelniajg warunki:

1. By, By, ..., By sgparamirozigczne, tzn. BiNB; =@ dlai#j,1<i<n, 1<j<n
2.BiUB,U ..UB, =}

3.P(B))>0dlal<i<n

to dla kazdego zdarzenia losowego A < () prawdziwa jest rownoscé

P(A) = P(A|B,) - P(By) + P(A|B,) - P(B,) + ...+ P(A|By,) - P(B,)

Twierdzenie Bayesa

Jezeli zdarzenia losowe A, By, B», ..., B,, zawarte w (1 spetniajg warunki:

1. By, By, ..., B, saparamirozigczne, tzn. B;NB;=0 dla i#j,1<i<n 1<j<n
2.BiUB,U..UB, =0

3.P(Bj)>0dlal<is<n

4. P(A) >0

to dla kazdego k (1 < k < n) prawdziwa jest rownosc

P(By) - P(A|By)

PBA) = paatB) - Py + PAIBy - P(B,) + .+ P(AIB,) - P(By)

Wartosé oczekiwana zmiennej losowej

Niech X bedzie zmienng losowg o wartosciach x,, x,, ..., x,, € IR, okreslong na zbiorze (1,
przy czym P({w:w € Q oraz X(w) = x;} ) = p; dla 1 < i < n. Wartoscig oczekiwang
zmiennej losowe] X nazywamy liczbe

E(X)=x1-p1+x3-pa+- + X5 Pn




15. PARAMETRY DANYCH STATYSTYCZNYCH

Srednia arytmetyczna

Srednia arytmetyczna a zliczb a,, a,. ..., a,, jest rowna:

Gttt sitay
n

a=

Srednia geometryczna

Srednia geometryczna § z liczb nieujemnych a4, a,, ..., a, jestréwna:

g=4a,-a;..-a,

Srednia kwadratowa

Srednia kwadratowa k zliczb aq, a,, ..., a, jestrowna

n

_ J(al)z + (@) + (a)’

Nierownosci miedzy srednimi liczbowymi

Niech a4, a,, ..., a,, beda liczbami nieujemnymi. Wtedy (przy powyzszych oznaczeniach)
prawdziwe sg nierownosci:

k=a=g

Ponadto réwnos¢ pomiedzy tymi srednimi liczbowymi zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy
Ay = g = ... = 0y,

Srednia wazona

Srednia wazona § zliczb a,, a,, ..., a,, ktérym przypisano dodatnie wagi — odpowiednio:
Wy, Wa, ..., Wy, jest rowna:

Wyay +wy-a; + ..+ wya,

5 =
witws+ . +w,
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¢ Mediana

Mediang uporzadkowanego w kolejnosci niemalejgcej zbioru n danych liczbowych
Ly B5s 1vin By JOBE

—dla n nieparzystych: dn+1 (Srodkowy wyraz ciggu)

2
—dla n parzystych: % : (al +an +1) (Srednia arytmetyczna dwoch srodkowych
F 2

wyrazow ciggu)

« Wariancja i odchylenie standardowe

Wariancja o2 danych liczbowych a4, a,, ..., a, o $redniej arytmetycznej a jest rowna:

(a, —a)* + (a, —a)* + ..+ (a, —a)?
n

0% =

Prawdziwa jest tez rownosc:

(@) +(ar)? + .. +(an)®
n

a2

— (@)?

Odchylenie standardowe o jest pierwiastkiem kwadratowym z wariancji:

n

o ‘]({h — AR 4y~ ot~ )

16. POCHODNA FUNKCJI

¢ Pochodna sumy, roznicy, iloczynu i ilorazu funkcji. Pochodna funkcji ztozonej

[c-f(x)]'=c-f'(x) dlaceR

[FC) + 9] = f'(x) + g'(x)

F(x) —g()] = f'(x) —g'(x)

G- g =f"(x)- g+ f(x) - g'(x)

f(x)]' 1) g) - f0) - g'(x)
g [g(x)]?
[9(F@)] = g'(f@) - f'()

gdy g(x) # 0
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* Pochodne wybranych funkcji

Niech a, b, ¢, r beda dowolnymi liczbami rzeczywistymi.

f(x)=c fiix)=0
f(x) =ax+b fi(x) = a
f(x)=ax*+bx+c f'(x)=2ax+b
flx) =x" ') =r-x"1
o)== F=-=
fx) =& ==
f(x) = sinx f(x) = cos x
f(x) = cosx f(x) = —sinx
F) = tgx F) =
fx) =¢* fix) =e*

gdzie e jestliczbg Eulera; e = 2,72

¢ Rownanie stycznej

Jezeli funkcja f ma pochodng w punkcie x,, to rownanie stycznej do wykresu funkgji f
w punkcie (xﬂ, f (xu)) dane jest wzorem

y =a(x —xp) + f(x0)
gdzie

a = f'(xo)
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17. TABLICA WARTOSCI FUNKCJI TRYGONOMETRYCZNYCH

a[?] sin cosa tga
0 0, 0000 1,0000 0,0000
1 0,0175 0,9998 0,0175
2 0,0349 0,9994 0,0349
3 0,0523 0,9986 0,0524
8! 0,0698 0,9976 0,0699
5 0,0872 0,9962 0,0875
6 0,1045 0,9945 0,1051
7 0,1219 0,9925 0,1228
8 0,1392 0,9903 0,1405
9 0,1564 0,9877 0,1584
10 0,1736 0,9848 0,1763
11 0,1908 0,9816 0,1944
12 0,2079 0,9781 02126
13 0,2250 0,9744 0,2309
14 0,2419 0,9703 0,2493
15 0,2588 0,9659 0,2679
16 0,2756 0,9613 0,2867
17 0,2924 0,9563 0,3057
18 0,3090 09511 0,3249
19 0,3256 0,9455 0,3443

20 0,3420 0,9397 0,3640
21 0,3584 0,9336 0,3839
22 0,3746 09272 0,4040
23 0,3907 0,9205 0,4245
24 0,4067 0,9135 0,4452
25 0,4226 0,9063 0,4663
26 0,4384 0,8988 0,4877
27 0,4540 0,8910 0,5095
28 0,4695 0,8829 0,5317
29 0,4848 0,8746 0,5543
30 0,5000 0,8660 0,5774
31 0,5150 0,8572 0,6009
32 0,5299 0,8480 0,6249
33 0,5446 0,8387 0,6494
34 0,5592 0,8290 0,6745
35 0,5736 0,8192 0,7002
36 0,5878 0,8090 0,7265
37 0,6018 0,7986 0,7536
38 0,6157 0,7880 0,7813
39 0,6293 07771 0,8098
40 0,6428 0,7660 0,8391
41 0,6561 0,7547 0,8693
42 0,6691 0,7431 0,9004
43 0,6820 0,7314 0,9325
44 0,6947 0,7193 0,9657
45 0,7071 0,7071 1,0000
Zrédto:

a[°] sin o COS O tg o
45 0,7071 07071 1, 0000
46 0,7193 0,6947 1,0355
47 00,7314 0,6820 1,0724
48 0,7431 0,6691 1,1106
49 0,7547 0,6561 1,1504
50 0,7660 0, 6428 1,1918
51 0,7771 0,6293 1,2349
52 0,7880 0,6157 1,2799
53 0,7986 0,6018 1,3270
54 0,8090 0,5878 1,3764
55 0,8192 0,5736 1,4281
56 0,8290 0,5592 1,4826
57 0,8387 0,5446 1,5399
58 0,8480 0,5299 1,6003
59 0,8572 0,5150 1,6643
60 0,8660 0,5000 1,7321
61 0,8746 00,4848 1,8040
62 0,8829 0,4695 1,8807
63 00,8910 0,4540 1,9626
64 0,8988 0,4384 2,0503
65 0,9063 04226 2,1445
66 0,9135 0,4067 2,2460
67 0,9205 0,3907 2,3559
68 0,9272 0,3746 24751
69 0,9336 00,3584 2,6051
70 0,9397 0,3420 2,7475
71 (0,9455 0,3256 2,9042
72 0,9511 0,3090 3,0777
73 0,9563 0,2924 3,2709
74 0,9613 0,2756 34874
75 0,9659 0, 2588 3,7321
76 0,9703 0,2419 4,0108
77 0,9744 0,2250 4,3315
78 0,9781 0,2079 4,7046
79 0,9816 0,1908 51446
80 0,9848 0,1736 56713
81 0,9877 0,1564 6,3138
82 0,9903 0,1392 7,1154
83 0,9925 0,1219 8,1443
B4 (0,9945 0,1045 95144
85 0,9962 0,0872 11,4301
86 0,9976 0,0698 14,3007
87 (,9986 0,0523 19,0811
88 0,9994 0,0349 28,6363
89 0,9998 0,0175 57,2900
90 1,0000 0, 0000 -

Centralna Komisja Edukacyjna, Wybrane wzory matematyczne na egzamin maturalny z matematyki,
cke.gov.pl, czerwiec 2022,




WYBRANE OZNACZENIA | SYMBOLE MATEMATYCZNE

W zadaniach z matematyki na poziomie podstawowym mogg by¢ stosowane nastepujgce
oznaczenia i symbole matematyczne:

e N — zbior liczb naturalnych

e 7 —zbiodr liczb catkowitych

e () — zbiér liczb wymiernych

e [R — zbior liczb rzeczywistych

e AUB-suma zbiorow A oraz B

e AnNB-iloczyn zbioréw A | B (czesc wspodlna zbiorow A i B)

e A\B —rbdznica zbioru A i zbioru B.

e A c B —zbiér A jest podzbiorem zbioru B

e x € A - element x nalezy do zbioru 4

e [a, b] — zbiér wszystkich liczb rzeczywistych x takich, zea < x < b
[a, b) — zbiér wszystkich liczb rzeczywistych x takich, ze a < x < b
(a, b] — zbidr wszystkich liczb rzeczywistych x takich,zea < x < b
(a, b) — zbiér wszystkich liczb rzeczywistych x takich,zea < x < b

Krance przedziatow domknietych zdajacy moze oznaczac takze — odpowiednio:
(a,b}, {a,b), (a,b).

Zrédio: Centralna Komisja Edukacyjna, informator o egzaminie maturalnym z matematyki, cke.gov.pl,
czerwiec 2022 r,

>
[}
£
L
"
£
L]
)
L
[}
-
- |
i)
[}
E
E
5
M
(=71
Q
L]
=
@
=
M
>
™
£
3
[}
E
ol
o
T
E
=
"
=
=
=

269



270

Indeks
A

argument funkcji 80

C
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