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Rok maturzysty

Zdasz, tylko pamietaj o...

optymalizacji nauki pod katem wybranej dla siebie
drogi rozwoju; ucz sie tych przedmiotéw, ktére bedg Ci
potrzebne podczas rekrutacji na studia

systematycznosci w nauce; zacznij od planu
na poczatku roku szkolnego i go realizuj

'

stopniowym zwiekszaniu intensywnosci nauki;
nie tylko Ty przyépieszasz po studnidwce (&)

higienie czasu; wysypiaj sie

higienie psychiki; nie rezygnuj ze wszystkich swoich .
przyjemnosci | zajeC dodatkowych




Wybierz przedmioty na mature, a zacznij od...

WYTYPOWANIA
tych kierunki studiéw, ktére sg

dla Ciebie wymarzonymi

SPRAWDZENIA

na poszczegdlnych uczelniach,
jakie sg kryteria przyjec

na te kierunki

UPEWNIENIA SIE,
ze dobrze rozumiesz

5 zawod, ktory Cie interesuje;
porozmawiaj z kims, kto go
wykonuje

DOWIEDZENIA SIE,

jako kto i gdzie mozesz
pracowac po rozpatrywanym
kierunku studiow

WYTYPOWANIA
[5 alternatywnych kierunkdw

studiow
ROZWAZENIA

stacjonarnego
@ I niestacjonarnego trybu
nauki oraz mozliwych po nim

tytutow zawodowych

ZAPOZNANIA SIE
7 z listami uczelni publicznych

| niepublicznych



W nauce pomoze Ci...




Miej plan B na przysztosg¢, czyli...

wiedz, ze sg

inne opcje rozwoju
niz studia O odwiedz

biura karier

X
X

poszukaj stazy
i praktyk w duzych

firmach i organizacjach , -
zainteresu;j sie

wolontariatem

zaangazuj sie w dziatalnos¢
organizacji pozarzadowych

O

X O

ucz sie jezykow obcych
| decyduj, jak je wykorzystasz

znajdZ w swoim otoczeniu
programy z serii
,Work & Travel”

X

a moze... zechcesz poprawic wyniki
Q z matury dzieki udziatowi w kursach






Liczby rzeczywiste



1.1. Liczby naturalne

Liczby naturalne
| Zbiorem liczb naturalnych nazywamy zbidr liczb {0, 1, 2, 3, 4, ..} i oznaczamy przez N.

Liczb naturalnych jest nieskonczenie wiele, Kazda nastepna liczba naturalna jest o jeden wieksza od
poprzednie|. Pomiedzy dwoma kolejnymi liczbami naturalnymi nie ma innej liczby naturalnej. Zbidr
liczb naturalnych ma element najmniejszy rowny 0, ale nie ma elementu najwiekszego.

Dziatanie jest wykonalne w zbiorze wtedy, gdy elementami dziatania sa liczby tego zbioru oraz otrzy-
many wynik jest liczba tego zbioru. W zbiorze liczb naturalnych wykonalne sg dziatania: dodawanie
oraz mnozenie.

Liczby pierwsze i ztoZzone

| Zbiér liczb pierwszych jest jednym z podzbioréw zbioru liczb naturalnych.
Liczbami pierwszymisanp.: 2,3,5,7 11,13,17,19, 23, ... itd. Liczby pierwsze maja doktadnie dwa dzielni-
ki: jedynke | samg siebie. Liczby majace wiecej niz dwa dzielniki nazywamy liczbami ztoZzonymi.

Liczby Q11 nie sg ani pierwsze, ani ztozone.

Liczba naturalna n rézna od zera dzieli liczbe naturalng m, jesli istnigje liczba naturalna k, dla ktorej
zachodzi rownosé¢ m=n- k.

Wtedy mowimy, ze n jest dzielnikiem liczby m lub ze liczba m jest podzielna przez liczbe n.

Zapis symboliczny: n|m - liczba naturalna n dzieli liczbe naturalng m. Liczbe m nazywamy wielokrot-
noscig liczby n,

Przyktad

Sprawdz, czy prawdziwe sg zapisy 3|18, 5]200, 7|50.
Rozwigzanie:

Zapis 3|18 jest prawdziwy, poniewaz 18 = 3 - 6.

Zapis 5200 jest prawdziwy, poniewaz 200 =5 - 40,
Zapis 7|50 nie jest prawdziwy, poniewaz 50 =77 + 1.

Przyktad

Wykaz, ze:

a) jezeli 4|16 oraz 4|44, to 4|(16 + 44)

Rozwigzanie:

a) Zapisujemy liczby 16 i 44 jako iloczyny o jednym z czynnikow rownym 4:
16=4-4
44 =41
Dodajemy liczby 16 1 44 i wynik zapisujemy jako iloczyn o jednym z czynnikow rownym 4
16+44=4-4+4-MN=4-4+11=4-15
Whniosek: Liczba 4 - 15 jest podzielna przez 4.

b) jezelia|bialc to a|(b + c), gdzie a, b, ¢ 53 liczbami naturalnymi oraza =0

Rozwigzanie:

Dodajemy liczby b i ci zapisujemy wynik jako iloczyn o jednym z czynnikow rownym a.
b+c=a-k+a-f=a-k+l)=a-m
Whniosek: Liczba ¢ - m jest podzielna przez a.

£ Niech k, /i m beda liczbami naturalnymi, wtedy zapisujemy liczby b i ¢ jako iloczyny © jednym z czyn-
g nikéw réwnym a:

= b=a-k

) c=0a-/
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Dzielenie z reszta

Dzielenie nie zawsze jest wykonalne w zbiorze liczb naturalnych, zatem wykonujac dzielenie, mozemy
otrzymywac reszte. Reszta z dzielenia jest zawsze mniejsza od dzielnika.

| Twierdzenie
Dla dowolnejliczby naturalnej a i dowolnej liczby naturalnej b istnieje tylko jedna para liczb naturalnych
kirtaka, zea=k-b+rgdzieQ<r<pb,

Z twierdzenia tego wnioskujemy, ze przy danej liczbie b kazdg liczbe naturalna a mozna zapisa w po-
stacia=k-b+r, gdzie r jest liczbg naturalng mniejsza od b. Mowimy wéwczas, ze liczba a daje reszte r
przy dzieleniu przez b. W szczegoinosci, jesli r = 0, to mowimy, ze liczba o jest podzielna przez b.

Przyktad

Wyznacz reszte z dzielenia przez 5 kwadratu liczby naturalnej g, jesli reszta z dzielenia liczby a przez 5
jest rowna: a) 1, b) 2, €13,

Rozwigzanie:

a) Niech ne N, wtedy liczbe g dajacg przy dzieleniu przez 5 reszte 1zapisujemy jako a=5n+1
Wyznaczamy kwadrat liczby a.
a* =(5n+1)? = 25n3+1Gn+1=5(5n2+2n)+1=5k+1 gdzie k e N reszta 1

Odpowiedz: Reszta wynosi 1.

b) Niech n € M, wtedy liczbe a dajacg przy dzieleniu przez 5 reszte 2 zapisujemy jako a =5n+ 2.
Wyznaczamy kwadrat liczby a.
a* =(5n+2) =250 +20n+4 =5(5n"+4n)+4 =5k +4, gdzie k € N reszta 4

Odpowiedz: Reszta wynosi 4.

) Niech ne N, wtedy liczbe a dajgcg przy dzieleniu przez 5 reszte 3 zapisujemy jako 5n+ 3.
Wyznaczamy kwadrat liczby a.
a® =(5n+ 3)2 =25 +30n+9= 5(5:?2 +6n+1)+4 = Sk + 4, gdzie k € N reszta 4

Odpowiedz: Reszta wynosi 4.

Przyktad

Reszta z dzielenia liczby naturalnej a przez 4 wynosi 3, a reszta z dzielenia liczby naturalnej b przez 4
WynNosi 2.

Wykaz, ze reszta z dzielenia liczby a + b przez 4 wynosi 1.

Rozwigzanie:

Niech n,m e N. Wtedy liczbe a dajaca przy dzieleniu przez 4 reszte 3 zapisujemy jakoa = 4n+ 3, a liczbe
b dajgcg przy dzieleniu przez 4 reszte 2 zapisujemy jako b=4m+ 2,

Zatem sumaa+b=4n+3+4m+2=4n+4m+4+1=4(n+m+1)+1=4k+1 keN

Wniosek: Reszta z dzielenia liczby a + b przez 4 wynosi 1.

Przyktad

lle jest wszystkich liczb naturalnych mniejszych od 86 podzielnych przez 37
Rozwigzanie:

Dzielimy 86 przez 3 i otrzymujemy 28 i reszty 2.

Odpowiedz: Tych liczb jest 28.

Dowodzenie podzielnosci liczb
| Twierdzenie jest to zdanie wyrazajace fakty, czyli zdanie, ktdre mozna udowodnic.

| Dowdd jest to rozumowanie uzasadniajace, dlaczego dane zdanie jest prawdziwe. Dowdd nie polega
na sprawdzeniu, czy dane zdanie jest prawdziwe w jednym |ub kilku konkretnych przypadkach, nie
prowadzimy wiec dowodu, przyjmujac konkretne liczby. Musimy udowodnic, ze zdanie jest prawdziwe
zawsze (we wszystkich nieskonczenie wielu przypadkach).

Przyktad

Wykaz, ze suma trzech kolejnych liczb naturalnych jest podzielna przez 3.

Rozwigzanie:

Niech ne M. Wtedy n, n + 1, n + 2 sg trzema kolejnymi liczbami naturalnymi. Sume tych liczb mozemy
zapisac jakon+n+1+n+2=3n+3 =3(n+1) =3k, keN.Zatem jest ona podzielna przez 3.

Wniosek; Suma trzech kolejnych liczb naturalnych jest podzielna przez 3.

1.1. Liczby naturalne
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> Przyktad

Wykaz, ze iloczyn trzech kolejnych liczb naturalnych jest podzielny przez 6.

Rozwigzanie:

NiechneN. Wtedy n, n + 1, n 4+ 2 sg trzema kolejnymi liczbami naturalnymi.

lloczyn n(n+‘l)(n+2)jest podzielny przez 2, poniewaz przynajmniej jedna z tych liczb jest parzysta.

lloczyn ten jest jednoczesnie podzielny przez 3, poniewaz wsrdd trzech kolejnych liczb naturalnych
jedna jest podzielna przez 3. Zatem iloczyn trzech kolejnych liczb naturalnych jest podzielny przez
P e

Wniosek: lloczyn trzech kolejnych liczb naturalnych jest podzielny przez 6.

Przyktad

Wykaz, ze suma kwadratow trzech kolejnych liczb parzystych przy dzieleniu przez 12 daje reszte 8.
Rozwigzanie:

Niech ne N. Wtedy liczbe parzystg zapisujemy jako 2n.

Trzy kolejne liczby parzyste to 2n, 2n+2, 2n+4.

Wyznaczamy kwadraty tych liczb: (zr?)2 =4r’, (2n+2) =4n" +8n+4, (2n+ 4)2 =4 +16n+16
Obliczamy sume kwadratow:

40’ +4n° +8n+4+4n° +16n+16=12n" +24n+ 20

Whytaczajac liczbe 12 przed nawias, otrzymujemy: 1 Z(r:rl +2n+ 1)+ 8=12k+8, keN, zatem suma kwa-

dratéw trzech kolejnych liczb parzystych przy dzieleniu przez 12 daje reszte 8.
Whniosek: Suma kwadratow trzech kolejnych liczb parzystych przy dzieleniu przez 12 daje reszte 8.

1.2. Liczby catkowite i liczby wymierne

Liczby catkowite
| Zbiorem liczb catkowitych nazywamy zbidr liczb {...,—3,—2,—1, D,’T,E,B,...} i oznaczamy jako Z.

Liczb catkowitych jest nieskonczenie wiele. Zbior liczb catkowitych nie ma elementu najmniejszego i nie
ma elementu najwiekszego. Kazda nastepna liczba catkowita jest o jeden wieksza od poprzednig|. Po-
miedzy dwoma kolejnymi liczbami catkowitymi nie ma innej liczby catkowitej. W zbiorze liczb catkowi-
tych wykonalne sg dziatania: dodawanie, odejmowanie, mnozenie. Wykonujac dzielenie w zbiorze liczb
catkowitych, nie zawsze otrzymamy liczbe catkowita, np. 10:3 & Z. Zbidr liczb catkowitych zawiera

zbidr liczb naturalnych.

Liczby wymierne

| Liczby wymierne to liczby, ktdre mozna zapisac jako iloraz —, gdzie m i n sa liczbami catkowitymi.
n

Zbior liczb wymiernych mozemy zapisacw postaciQ=1{x:x = r_nn nmez, n=0;.
n

Liczb wymiernych jest nieskoriczenie wiele. Zbior liczb wymiernych nie ma elementu najmniejszego
i nie ma elementu najwiekszego. Pomiedzy dwiema kolejnymi liczbami wymiernymi nie ma innej liczby
wymiernej. W zbiorze liczb wymiernych wykonalne sa dziatania: dodawanie, odejmowanie, mnozenie
| dzielenie,

Mnozac lub dzielac dwie liczby o jednakowych znakach, w wyniku otrzymujemy liczbe dodatnia.

Mnozac lub dzielgc dwie liczby o réznych znakach, w wyniku otrzymujemy liczbe ujemna.

1.2. Liczby catkowite i liczby wymierne

Prawo dziatan

Przy wykaonywaniu obliczer warto korzystac z prawa dziatan:

- przemiennosci dodawania.a+b=b+a,

- przemiennosci mnozenia:a-b =b-a,

- tacznosci dodawania: a+(b+¢) = (a + b+,

- tacznosci mnozenia: a-(b-c)=(a-b)-c,

- rozdzielnosci mnozenia wzgledem dodawania: a-(b+c)=a-b+a-c,

- rozdzielnosci mnozenia wzgledem odejmowania: a-(b—c)=a-b—a-c.
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> Liczba 0O jest elementem neutralnym dodawania: a+0 = q.

Liczba 1 jest elementem neutralnym mnozenia: ¢-1=a.

Przyktad
Wykonaj dziatania na liczbach catkowitych,
a)—21-11+23—(-5)=28-32=—4

b) —25+45-(~2)+99=99-115=—16

l:]l15—{—60}-[—%]—3—:15—15:&

Przyktad
Wykonaj dziatania na utamkach zwyktych.
a) Dodajac utamki zwykte, musimy sprowadzic je do wspolnego mianownika, a nastepnie dodac liczniki,

mianownik pozostawiajgc bez zmian:
pilip S _gliisee ot
HSi= 2k 75 75 75
b) Odejmujac utamki zwykte, musimy sprowadzic je do wspolnego mianownika, a nastepnie odjac licz-
niki, mianownik pozostawiajgc bez zmian:
2 2 8
—l=—=1——1==—=
t IO (e
C) Mnozgc utamki zwykte, mnozymy licznik przez licznik i mianownik przez mianownik, a takze skraca-

my, jezeli to mozliwe:

4 1_E\1INI

d) Dzielenie utamkow zwyktych zastepujemy mnozeniem pierwszego utamka przez odwrotnos¢ dru-

giego utamka:
0.5 (1177 [ ™| 9 g
5= 8==|-—|i—=]|- —— = ——
2) 79 7, 14

Dziatania na utamkach zwyktych i dziesietnych

2] 9 T

Jezeli w obliczeniach wystepujg utamki zwykte | dziesietne, to utamki dziesietne zamieniamy na utamki
zwykte lub (w miare mozliwosci) zamieniamy utamki zwykte na dziesietne i wykonujemy dziatania.

Przyktad
Oblicz wartosci wyrazen.

2 1., 3N 1 K19 2_17_2
8 % 31 511 J’dﬁ 5 5 5 5

D) 2,73: g—i—%ﬂﬁ =2,73:0,375+0,4.05=7,284+0,2=7,48
Przyktad

Do iloczynu liczb 4,25 i{~2,7) dodaj iloraz liczb 33,176 i 6,38.
Rozwigzanie:

4,25:(~2,7)+33,176:6,38 =—11475+5,2 = —6,275

1.2. Liczby catkowite i liczby wymierne

Rozwigzanie:
Wykonujemy obliczenia.

g 22=3-(-9N+(-5) 22-3491-5_105_
- —3—(=5)+7-6 —3+5+7-6 3

Dziatania z reszta =
Przyktad 3 2 §
o 22-3—(~91)+(-5) | 35+23 9

Wyznacz reszte z dzielenia liczbya = przez liczcbe b= ———L. b
~3—(-5)+7-6 32 N

14 7 e

..:.;

35




1.3. Rozwinigcie dziesietne i liczby rzeczywiste
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3 2 5 40

3425 5= —

7 T ? ﬁj} }‘L
.2 1

Sl B oo 1=
1477 14+14 14
Wykonujemy dzielenie 35:16 = 2 reszty 3.

Odpowiedz: Reszta z dzielenia liczby a przez liczbe b wynosi 3.

D= =16

1.3. Rozwiniecie dziesietne i liczby rzeczywiste

Rozwiniecie dziesietne

| Rozwinieciem dziesietnym nazywamy zapis utamka zwyktego w postaci dziesietnej.

Kazdy utamek zwykty mozna przedstawic w postaci dziesietnej. Mozna to zrobic, rozszerzajac utamek
zwykly (jezeli jest to mozliwe) do mianownika 10, 100, 1000, ... itp. lub tez wykonujac dzielenie licznika
przez mianownik.

| Utamki dziesietne skoficzone otrzymujemy przy rozszerzaniu ulamkow zwyktych do utamkow o mia-

nownikach 10, 100, 1000, ... itd.

Przyktad

Znajdz rozwiniecia dziesietne podanych utamkow.
3 7 11

a)— b) — C)3—
4 8 25

Rozwigzanie:

a) Rozszerzamy utamek do mianownika 100:

S _aae
4 100

b) Rozszerzamy utamek do mianownika 1000:

1 8l B3 naye

8 1000

¢) Rozszerzamy utamek do mianownika 100:
BH = 3£ =T
25 100
Przy dzieleniu licznika przez mianownik mozemy otrzymac rozwiniecie dziesietne skonczone lub roz-
winiecie dziesietne nieskonczone liczby wymiernej. Cyfre lub grupe cyfr w rozwinieciu dziesietnym
nieskonczonym nazywamy okresem i zapisujemy w nawiasie,

Przyktad
Znajdz rozwiniecia dziesietne podanych utamkow,
a) = D) 7 C) 5~1—5
50 12 21
Rozwigzanie:
Wykonujemy dzielenie licznika przez mianownik.
9 7 15 .5
3)z5=018 0)-5=058(3) 557 =55=5(714285)

Zamieniajac utamek dziesietny skonczony na utamek zwykty, zapisujemy go jako utamek o mianowniku
10, 100, 1000, ... i odpowiednio skracamy.

Przyktad
Zamien utamki dziesietne na zwykte | doprowad? je do postaci nieskracalnej.
5)0,35 = 32 35 7
100 20

o) IZ?J,3445=£=E

1000 500
s p L BE—El

1000 8

Utamek okresowy ma nieskonczone rozwiniecie, ale mozna go rowniez przedstawic w postaci utamka
zwyktego.



> Przyktad

Zamien utamki dziesietne na zwykte,
a) 0,(3) b) 0,(36) c) 11,21(18)
Rozwigzanie:
a) Niech x =0,333...
wtedy 10x =3,333...
zatem 10x —x =3,333..—-0,333...

Ox =3
3
==
9
b) Niech x =0,3636...

wtedy 100x = 36,3636...
zatemn 100x —x = 36,3636...—0,3636...

| =

99x = 36
36 4

e
99 1

c) Niechx=11211818...
wtedy 100x =11211818...0raz 10000x =112118,1818...
zatem 10000x —100x =112118,1818..—1121,1818...
9900x = 110997
=HD99?=1’12D9?=11 233
9900 9900 1100

Liczby niewymierne

| Liczbami niewymiernymi nazywamy liczby majace rozwiniecie dziesietne nieskoriczone nieokresowe.
Zbidr wszystkich liczb niewymiernych oznaczamy przez 1.
Liczbami niewymiernymi sa np. V2,403,357

Zbiory liczb wymiernych i niewymiernych sg roztaczne.

Liczby rzeczywiste

| Zbiorem liczb rzeczywistych nazywamy zbidr wszystkich liczb wymiernych i niewymiernych oraz
oznaczamy litera .
Zbidr liczb rzeczywistych zawiera zbidr liczb naturalnych, zbidr liczb catkowitych, zbidr liczb wymier-
nych, zbidr liczb niewymiernych.
W zbiorze liczb rzeczywistych rowniez mozemy wykonywac dziatania na liczbach,

Przyktad
Wykonaj dziatania.

HIT=3-528 - 1=1113
b}JE(B—2J§)—5(J§—2)=3J§—1U—5J§+m=3J§

O (V6 V7 )(V7 +f6) = V42 +6 -7 42 =1

1.4. Potega

1.4. Potega

Potega o wyktadniku catkowitym

Kazda liczba rzeczywista, rézna od zera, podniesiona do potegi 0 jest réwna 1.

a"=1dlaa=0

a
ko
L 5]
-
=
-y
]
(¥
a
o]
=
-
=]
[
B
-
-

Kazda liczba rzeczywista podniesiona do potegi 1jest ta sama liczba.

o' =a
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> Potega liczby rzeczywiste| a o wyktadniku naturalnym n = 2 jestiloczynem n czynnikdw, z ktorych kazdy
rowny jest liczbie a.

a-g-g-..a=a", dlan>2
n czynnikow
| Liczbe a nazywamy podstawa potegi, a liczbe b - wyktadnikiem potegi.

Przyktad
1
0 2 7
a)(8,64) =1 b)|3=| =3=
)(8.64) }[ 3] :
c) —'l‘l§ IR Y B 131]E d) P =1
7 7 7) 49 49

Dla liczby naturalnejn > 1i dla liczby a = 0 przyjmujemy, zea™" =

Przyktad

et UC L &

e dei sy leﬂ “ ” 729
[‘2] 16

Prawa dziatan na potegach

Przy obliczeniach wartosci wyrazen, w ktorych wystepuja potegi, mozemy wykorzystywac prawa dzia-
tan na potegach.
Dla m, n catkowitych ia, b=0 mamy:

a®.a®=ag

e T
( ) = g™m
(0-b)' =a"-br
bl b
Przyktad

Zapisz w postaci jednej potegi.
2.2t =07

& ! K41
2| |2 2
o) (-
O} 5% (B =5 =P
7
d) i— ==l

&) (7?)" =4 = 4-¢
5]3 (-5}{-3) 15
a2l =2
13

13 E
g)18-°:9°° =(18:9) " =2

2t [21]‘ _

1.4. Potega
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> Przyktad

Porownaj potegi o tych samych podstawach.

p & g 41 16
a)32 (3" B 172 7R C) i [ [i d) i i L
115 15 19 19
Rozwigzanie:
4 4B 4 L) ’ ? 41 .? {3
a)3 <3’ BT =1 G =] o s gl Sl
|15 15 19 19

Notacja wyktadnicza
| Notacjag wyktadnicza nazywamy zapis liczby w postacia- 10", gdziene Zoraz 1<a<10ice R

Przyktad

Zapisz liczby w notacji wyktadniczej.
a) 7 000 000 000 =7-10°

b) 15 000 000 000 =1,5-10"

¢) 0,0000563 =5,63-10

d) 0,0000000000000312 =3,12-10°™

Potega o wyktadniku wymiernym

Dlane N, n>1prawdziwy jest wzdr g” = QA"E.JEZ'EII n jest parzyste, toa > 0.

Przyktad

Dt}hcz 1 1

242 =2 =2 b}(—Z?)ﬁ—JE—Z?——Er cﬂr.—f-—%/—:z
d) 243 — §323 = 3 e) 64% — 64 = £)1024° 5 = — 91024

m

Dla dowolnej liczby a = 0, liczby naturalnej n > 11 liczby catkowite] m mamy: g = (Q‘E)m

Przyktad
Zar.nsz w postaci p|erW|astka .

827 =2 075 =37 06° =6’ d)43° =437

Przyktad
Zapusz W postam u+amka Zwyktego.
1 = 1 5 1
a}72 b)15 q:— £] 269 = _ d)4 5 =
J_ 159 {26° Jar

Prawa dziatar na potegach o wykfadniku wymiernym sa analogiczne do praw dziatan na potegach
0 wyktadniku catkowitym.

Przy wykonywaniu dziatan na pierwiastkach mozemy zamienic pierwiastki na potegi i stosowac dzia-
tania na potegach.

Przyktad

Wykonaj dziatania. Wynik zaEisz w postaci potegi o catkowite] podstawie,
1 1

1 1
a}ﬂ,ﬁzzi-zq :2?-E =2E

1 1 2

\[_.;f/_=3§r.9'3 35 3?’ ;_+; — 36

1.4. Potega

ks

a)

3 .
= 13 g

d}wJ_J_ 473163 164% = 473 .45 1 4% = 472 :
[}

Przyktad ;
Oblicz. g
N

..3:

[—%]2 AT~

1 (1 1 {1 1 26 26 2
e e (LTS | [ R (T
e falgso-lm-o-Fe -5 -5
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> 4 (1", 49 7
Ba-l3| 45 2o 7.
R [3] 5-9as 1o

[8—3.2 ;]I_ :”- - [8—3%]'(—3) ~ (8-7)-(-3)

o
=
—

Usuwanie niewymiernosci z mianownika

| W mianowniku utamka moze byc¢ pierwiastek bedacy liczba niewymierna. Usuwanie niewymiernosci
z mianownika polega na usunieciu pierwiastkow z mianownika takiego utamka.

Przyktad
Usun niewymiernosc z mianownika,
2) = i g
V2 V6 3
Rozwigzanie:
a) Mnozymy licznik i mianownik utamka przez V2.
1 1 2 2

2 B2
b) Mnozymy licznik | mianownik utamka przez J6.

4 _4 J6_al6_2V6
o b 6 3 |

¢) Mnozymy licznik i mianownik przez(%@) :

33 ‘ﬁ@)z:%@:{@
273

B B ({@)'

1.5. Przedziaty liczbowe

Przedziaty liczbowe

| W zbiorze liczb rzeczywistych wyrdzniamy podzbiory zwane przedziatami liczbowymi. Przedziaty
liczbowe dzielimy na przedziaty ograniczone i nieograniczone (nieskonczone).

Przedziaty ograniczone

Przedziatem otwartym o koncach g,b € R (@ < b) nazywamy zbidr wszystkich liczb rzeczywistych,
ktore sg wieksze od a i jednoczesnie mniejsze od b. Przedziat otwarty o koncach a, b zapisujemy (a, b).
Liczba x nalezy do przedziatu (o, b) wtedy, gdy spetnia podwadjng nierdwnosc a < x < b,

Przedziat otwarty (g, b) czesto oznacza sie na osi liczbowe] nastepujgco:

I NSNS =
a h X

Przedziatem domknietym o koricach a,b € R (g < b) nazywamy zbidr wszystkich liczb rzeczywistych,
ktére sg nie mniejsze od a (mogg byc¢ rowne) i jednoczesnie nie wieksze od b (mogg by¢ rowne). Prze-
dziat domkniety o koncach a, b zapisujemy (G,b). Liczba x nalezy do przedziatu (u, b) wtedy, gdy spetnia

1.5. Przedziaty liczbowe

podwojnag nierownosca< x < b.

Przedziat domkniety (a,b) mozemy oznaczy< na osi liczbowej nastepujaco:

SSSSSSSSSSH, -
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> Przedziat lewostronnie domkniety (g, b) to zbior wszystkich liczb rzeczywistych x spetniajgcych po-
dwadjng nierdwnosc a < x < b, Przedziat lewostronnie domkniety {a, b) mozemy oznaczyc na osi liczbo-
we| nastepujgco:

NsSSeSSNNSNSS
a b X

Przedziat prawostronnie domkniety (g, b) to zbior wszystkich liczb rzeczywistych x spetniajgcych
podwdjng nierownost a < x < b. Przedziat prawostronnie domkniety (G,f}) mozemy oznaczy¢ na osi

liczbowej w taki oto sposob:

D SSNNNNNNNNN .
o b X
Przyktad
Zaznacz na osi liczbowej przedziaty.
a) (-1, 6) c){2.,5)
OERSSSSSSSSS L CSSsSsSsSsSsSsSs..
i 6 X g . -
B d)(~15; 3,5)
i 4 X R
15 35 X

Przedziaty nieograniczone

Przedziat otwarty nieograniczony (-—r\u, a) to zbior wszystkich liczb rzeczywistych x spetniajacych
nierdwnosc x < a.

Hlustracja graficzna:

UG

i X

Przedziat prawostronnie domkniety nieograniczony (—oc, a) to zbior wszystkich liczb rzeczywi-
stych x spetniajacych nierownosc x < a.

llustracja graficzna:

Sy =
o X

Przedziat otwarty nieograniczony (a, oc)to zbior wszystkich liczb rzeczywistych x spetniajgcych nie-
rownosc x > a.

llustracja graficzna:

D SN

o X

Przedziat lewostronnie domkniety nieograniczony {a, ~) to zbidr wszystkich liczb rzeczywistych x
spetniajacych nieréwnosc x = a.

:
o
i
I~
i
e
e
Pl
~
AF]
rd
!
o
i
e

llustracja graficzna:

SsSSSSSSSSS L]

X -

” :

Przyktad E
Zaznacz na osi liczbowej przedziaty. -
a)(—3, o) b) (—m, JE) Fy
SN 2
. - =ssSsSSaaasy =

-
b5 X
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1.6. Wartosc bezwzgledna
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Suma, iloczyn i réznica zbiorow

Sumg zbioréw A i B (przedziatow A | B) nazywamy zbior tych elementow, ktore nalezg do zbioru A lub
nalezag do zbioru B. Sume zbiordw A i B oznaczamy AUB,

AuB:{x:xeAlubxeB}

lloczynem zbiorow A i B (przedziatow A i B) nazywamy zbior tych elementdw, ktére nalezg jednocze-
snie do zbioru A i do zbioru B. lloczyn zbiordw A i B oznaczamy AN B.

AHB:{X:XEAFXEB}

Roznica zbioréw A | B (przedziatow A | B) nazywamy zbior tych elementow, ktdre nalezg do zbioru
A i nie naleza do zbioru B. Roznice zbiorow A i B oznaczamy: A\ B,

AB={x:xeAixgB}

Przyktad

Wyznacz sume, iloczyn oraz réznice przedziatéw A=(-12) i 8=(0,9).
Rozwigzanie:

Zaznaczamy przedziaty Ai B na osi liczbowej.

A

[ —

04 23 456789 4
Wyznaczamy sume przedziatow A i B: AUB =(—12)u(0,9) =(~19)
Wyznaczamy iloczyn przedziatéw A i B: AnB =(-1,2)N(0,9) =(0,2)

Wyznaczamy réznice przedziatow A i B: A\B =(-10)
Odpowiedz: Suma jest przedziat(—1,9), iloczynem - przedziat(0,2), a réznicg - przedziat (—1,0).

lloczyn przedziatow moze nie zawierac ani jednej liczby. Mowimy wowczas o zbiorze pustym i oznacza-
my @, na przyktad (=2, 0)n (0, T=2.

lloczyn przedziatéw moze tez by¢ zbiorem jednoelementowym, na przykfad (0, 3}n(3,00) = {3}.

1.6. Wartosc bezwzgledna

Wartosc bezwzgledna
Jednym z wazniejszych terminow dotyczacych liczb rzeczywistych jest pojecie wartosci bezwzglednej.
| Wartoscia bezwzgledna liczby rzeczywistej a nazywamy liczbe |(:r| okreslong za pomocg wzoru:

agdya=0

|a|= —a gdya<0

Liczba |o| jest zawsze liczba nieujemna: |o| > 0 dla dowolnego a € R.
Przyktad

1.5 =15

d=(5)=s

y’E—’]‘ =v’3—’1, poniewazﬁ—’]}ﬂ

v@—2‘=2—v’§. DDNEWE?\E~2{D

Rownania i nierdwnosci z wartoscia bezwzgledna

Wartos¢ bezwzgledna interpretujemy jako odlegtosE punktu odpowiadajgcego danej liczbie na osi licz-
bowej od punktu odpowiadajacego liczbie zero.

|| | x|




> Wiemy, ze wartoscia bezwzgledng liczby nieujemnnej jest ta sama liczba, a wartoscia bezwzgledna licz-
by ujemnej jest przeciwna do nie] liczba dodatnia. Wynika stad wiec, ze |a| =0l

Korzystajgc z interpretacji geometrycznej, mozemy rozwiazywac niektore rownania i nierdwnosci
Z wartoscig bezwzgledna,

Przyktad
Wyznacz liczby spetniajace réwnanie x| =5.
Rozwigzanie
Zaznaczamy na osi liczbowej wszystkie liczby, ktorych odlegtosc od 0 jest rédwna 5.
X X
s 0 5 X

Odpowiedz: Jedynymi liczbami spetniajgcymi réwnanie x| = 5 53 liczby 5 5.

Przyktad
Rozwigz nierownosc:
a}]xl w2
Rozwigzanie
Zaznaczamy na osi liczbowej zbior tych liczb x, ktorych odlegtosc od 0 jest mniejsza od 2.

S .

-2 Pk X

OdpowiedZ: Nierdwnosc |x| < 2 jestspetniona dla -2 < x < 2, zatem x € (-2, 2).
b) |xl:_=-6

Rozwigzanie
Zaznaczamy na osi liczbowej zbidr tych liczb x, ktorych odlegtosc od 0 jest wieksza od 6 badz rowna

6.
=

i 0 6 X

Odpowiedz: Nierownosc |x| =6 jestspetniona dlax < —6 lub x> 6, zatem x € {—m,—ﬁ)U(E,m)_

1.7. Procenty w obliczeniach

Pojecie procenta
Umiejetnos< operowania procentami jest bardzo potrzebna przede wszystkim w codziennym zyciu.
Procenty zawsze odnosza sie do jakiejs catosci (wielkosci ustalonej, np. k € R),

0. 19k = ——k = 0,01k, 25%k = 2=k = 0, 25k.
100 100

=

8

=
Obliczanie procentu danej liczby 5
Obliczanie procentu danej liczby wigze sie z obliczaniem utamka tej liczby. Nalezy pamietac, do jakie] B
wielkosci odnosi sie podany procent, poniewaz taka sama liczba procentow roznych wielkosci bedzie i
0znaczata rozng wartosc, E
Przyktad E
Cene butdw wynoszaca 260 zt obnizono o 30%. lle wynosi cena butdw po obnizce? =
Rozwigzanie:

Cena butow po obnizce stanowi 100% - 30%, czyli 70% poczatkowej ceny butow.
Obliczamy cene butow po obnizce: 0,7-260 =182 (z1).
Odpowiedz: Cena butdw po obnizce wynosi 182 zt.

Przyktad
Cene roweru w wysokosci 3240 zt obnizono o 10%, a po miesigcu o kolejne 159.
a) Oblicz koncowa cene roweru.
Rozwigzanie:
Cena roweru po pierwszej obnizce stanowi 100% - 10%, czyli 90% pierwotnej ceny.
Cena roweru po drugiej obnizce stanowi 100% - 15%, czyli 85% ceny po pierwszej obnizce.

a
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1.7. Procenty w obliczeniach
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Obliczamy cene roweru po obu obnizkach: 0,85-(0,9-3240) = 2478,6 (1),

Odpowiedz: Cena roweru po obnizkach wynaosi 2478,60 z1.

b) lle kosztowatby ten rower, gdyby jego cene od razu obnizono o 25%?7
Rozwigzanie:

Cena roweru po obnizce stanowi 100% — 25%, czyli 75% pierwotnej ceny.
Obliczamy cene roweru po obnizce: 0,75-3240 = 2430 (zt).

Odpowiedz: Cena roweru wynosi 2430 zt.

Wielokrotnej zmiany wartosci o pewien procent nie mozna zastapic jednorazowg zmiang o0 Sume pro-
centow kazdej ze zmian.

Jakim procentem jednej liczby jest druga liczba

Obliczenie, jakim procentem jednej liczby jest druga liczba, zaczynamy od ustalenia, jakim utamkiem
jednej liczby jest druga, a nastepnie zamieniamy ten utamek na procent.

Przyktad

Pracownik w styczniu otrzymat 5460 zt brutto, a w lutym po padwyzce dostat 6279 zt. Oblicz, o ile
procent wzrosta pensja pracownika.

Rozwigzanie:

Obliczamy wartosc podwyzki pensji pracownika: 6279 zt - 5460 zt = 819 zt.

Obliczamy, jakim procentem liczby 5460 jest liczba 819; %-mm% = T55.

Odpowiedz: Pensja pracownika wzrosta o 15%.

Przyktad
Cene pewnego towaru podwyzszono o 10%, a nastepnie nowa cene obnizono o 20%. Jakim procentem

ceny poczatkowe] byta cena koricowa?

Rozwigzanie:

Niech x oznacza pierwotng cene towaru. Wtedy cena towaru po podwyzce wyniesie x +0,1x, czyli 1,1x,
Zatem cene towaru po obnizce opisuje wyrazenie 1,1x—0,2.(1,1x), czyli 0,88x. Stad 0,88x = 88%x.

OdpowiedzZ: Cena koncowa towaru stanowita 88% ceny poczatkowe] towaru,

Wyznaczanie liczby, gdy dany jest jej procent

Aby znalei€ liczbe, gdy znany byt jej procent, mozemy wykorzystac jeden z trzech sposobdw;
- obliczyc 1% szukanej liczby, a nastepnie znalezc jej 100%,

- zamieni¢ procent na utamek i obliczy¢ catose,

- przyjac za niewiadoma szukana liczbe i rozwiazac odpowiednie rownanie.

W praktyce najczesciej znajdujerny liczbe na podstawie danego jej procentu, wykorzystujgc proporcje.

Przykiad
Cene towaru podniesiono o 132 zi, co stanowi 25% ceny poczatkowe|. Jaka byta cena towaru przed

podwyzka?

Rozwigzanie:

Niech x oznacza pierwotng cene towaru. Podwyzka stanowi 25% ceny towaru, czyli0,25x =132,
Stad x = 528,

Odpowiedz: Cena towaru wynosita 528 zt.

Przyktad
Cena telewizora z 18-procentowym rabatem wynosi 3985,20 zt. Jaka jest cena telewizora bez rabatu?

Rozwigzanie:
Niech x oznacza pierwotng cene telewizora. Obecna cena stanowi 100% - 18%, czyli 82% pierwotnej

ceny. Zatem 0,82x = 3985,2, Stad x = 4860.
Odpowiedz: Cena telewizora wynosi 4860 zi.




Punkty procentowe

Roznice miedzy dwiema podanymi w procentach wartosciami jednej wielkosci okreslamy za pomocg
punktow procentowych.

Przyktad
Bank podnidst oprocentowanie kredytu z 6% na 7,5%.
a) O ile punktow procentowych wzrosto oprocentowanie kredytu?
Odpowiedz: Zmiana oprocentowania z 6% na 7,5% oznacza wzrost 0 7,5 - 6, czyli 1,5 punktu pro-
centowego.
b) O ile procent wzrosto oprocentowanie kredytu?
Oprocentowanie wzrosto 0 1,5 punktu procentowego.
Bl

Zatem procentowy wzrost oprocentowania wynaosi %-TGD% = 1504,

100
Odpowiedz: Oprocentowanie kredytu wzrosto o 25%.

Kredyty i lokaty bankowe

Coraz czesciej korzystamy z ustug bankow, ktére udzielajg kredytow lub przyjmuja pienigdze na lokaty
pieniezne.

Lokata bankowa to umowa zawarta miedzy klientem a bankiem, na mocy ktorej klient powierza ban-
kowi okreslona kwote na ustalony termin. W zamian za to, po uptywie tego terminu, bank wyptaca
klientowi wptacona kwote powiekszong o odsetki, ktore zostaty naliczone zgodnie z warunkami zapi-
sanymiw umowie.

Kredyt to umowa z bankiem na pozyczenie pewnej kwoty pieniedzy na okreslonych warunkach. Za
udzielenie kredytu banki pobieraja optaty zwane oprocentowaniem kredytu.

Przyktad

Pan Tomasz zaciggnat w banku kredyt na rok. Odsetki od kredytu wynosity 9,6% w skali roku. Po roku
pan Tomasz wptacit do banku 13 152 zt. Na jaka kwote pan Tomasz zaciggnat pozyczke?

Rozwiazanie:

Kwota 13 152 zf jest sumg zaciggniete] pozyczki | odsetek, stanowi wiec ona 100% + 9,6% = 109,6%
kredytu.

Uktadamy i rozwigzujemy odpowiednie rownanie.

Oznaczamy jako x wartosc¢ szukanej kwoty w ztotych.

1,096x =13 152

x =12 000 (z})

Odpowiedz: Pan Tomasz zaciggnat kredyt w wysokosci 12 000 zt.

Przyktad

Kapitat w wysokosci 7500 zt zostat ztozony w banku na rok przy oprocentowaniu 3,2% w stosunku
rocznym. Oblicz wielkosC kapitatu po roku.

Rozwigzanie:

Kapitat w wysokosci k ztoZzony na rok przy oprocentowaniu rocznym w wysokosci p% wynosi po roku

P
K|+ —]|.
[ 100

Skoro k= 7500 zt oraz p = 3,2, czyli wielkosc kapitatu po roku wyniesie TSDD-[H—%J = 7740 (zf).

Odpowiedz: Po roku wielkosc kapitatu wyniesie 7740 zt.

1.7. Procenty w obliczeniach
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1.8. Logarytm i jego wiasnosci
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1.8. Logarytm i jego wlasnosci

Pojecie logarytmu

Logarytmem liczby dodatniej b przy podstawie g, dodatniejiréznej od jednosci, nazywamy liczbe x, do
ktorej nalezy podniesc podstawe a, aby otrzymac liczbe b.

log, b=x,gdya" =b
Liczba a nazywa sie podstawa logarytmu, a liczba b - liczba logarytmowana.

Przyktad
log,8 =3, poniewaz 2° =8
1 1

log, 27 = % poniewaz 37 — (3*)E =272=+7

log; 16 = —2, poniewaz [H =42=16
4

Wazng role w matematyce i naukach matematyczno-przyrodniczych odgrywa m.in. logarytm o pod-
stawie 10.

| Logarytmem o podstawie 10 (logarytmem dziesietnym) z liczby b nazywamy liczbe x taka, ze
10" = b. Logarytm dziesietny liczby b oznaczamylogb.

Przyktad
log 100 = 2, poniewaz 10° =100

v
log0,0001= -4, poniewaz 10™* =[%] =0,0001

1
log /1 =%, poniewaz 105 =10

Dla dowolne| liczby dodatniej a réznej od 1,log,1=00razlog,a =1

Przyktad
log,1= b, stad 3° =1, czyli 3° = 3", zatem b=0

log.5=b, stad 5" =5, czyli5° =5 zatem b =1

W obliczeniach czesto wykorzystywane sg wtasnosci logarytmow.

Wtasnosci logarytmow

| Twierdzenie
Jezeli liczba a jest dodatnia i rézna od 1, to dla dowolnych dodatnich liczb b i ¢ oraz p prawdziwe s3

nastepujace wiasnosci:
logarytm iloczynu: log, (bc)=log, b+log, c

logarytm ilorazu: Iogng =log, b—log, ¢

logarytm potegi:log, b” = plog, b

Dowéd

Powyzsze wzory wynikajg bezposrednio z wiasnosci dziatan na potegach.

Niech x =log, bi y =log, c. Wtedy korzystajgc z definicji logarytmu, mamy: @ =b oraza =c.

Zatem log, (bc) =log, (0" -0 ) =log, 0"+ = x+ y =log, b+log, c.

X

Podobnie Iogagz IogﬂgT =log, 0" =x—y=log, b—log_c

orazlog, b® =log, [c;r‘)‘ﬂ =log,0°* = p.x = plog, b.



> Przyktad

log,(32:512)=log,32+log,512=5+9 =14
16

log, ——
55,95

IDgg(JE_?]B=8|Dg3@=B§=12

We wszystkich powyzszych przyktadach w wyniku logarytmowania otrzymalismy liczby wymierne. Ist-
niejg jednak logarytmy, ktdre s3 liczbami niewymiernymi.

=log, 1 Eu—lcrgE% =4—(-2)=6

Przyktad
Uzasadnij, ze liczba log, 4 jest niewymierna.

Dowad przeprowadzimy metodg nie wprost.
Zaktadamy, ze liczbalog, 4 jest liczbg wymierng, czyli mozna jg zapisa¢ w postaci utamka nieskracalne-

g0 % gdzie m i n sa dowolnymi liczbami catkowitymi, przy czym n = 0.

Zatemlog, 4 = %?-, stad mamy 31 =4,

Podnoszac obie strony réwnosci 37 = 4 do potegi n, otrzymujemy 37 = 47,

Lewa strona jest iloczynem trojek, wiec liczbg nieparzysta, a prawa strona - iloczynem czwaorek, czyli
liczbg parzysta. Stad 37 = 4",

Zatozenie, ze liczba log, 4 jest liczba wymierng, doprowadzito do sprzecznosci, zatem log, 4 nie moze
byc liczbg wymierna, czylilog, 4 jest liczbg niewymierna.

Whniosek: Liczba log, 4 jest liczbg niewymierna.

1.9. Utrwalamy wiedze
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Wyrazenia algebraiczne



2.1. Wzory skroconego mnozenia
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2.7. Wzory skroconego mnozenia

W dziataniach na wyrazeniach algebraicznych stosujemy wzory skroconego mnozenia.
Kwadrat sumy dwoch wyrazen

(a+b) = a®+2ab+b?
Dowdd: (a+b)" =(a+b)(a+b)=0a>+ab+ab+b* =a’ +2ab+ b’

Przyktad
Oblicz wartosci wyrazen.

£ s

a)(5+\5) b)(\@+ﬁ)

Obliczajac wartosci tych wyrazen, stosujemy powyzszy wzor skroconego mnozenia:
2 2

a)(5+v2) =5 +2:5:V2+(J2) =25+10v2+2=27+10V2

b}(@+~ﬁ)2 (£)3+2-J§-ﬁ+(ﬁ]l=3+2J§+?=10+2J2_1

Kwadrat réznicy dwéch wyrazen
(u—b)2 = g® —2ab+b?
Dowéd: (a—b)’ =(a—b)(a—b)=a2—ab—ab+b? = a>—2ab+ b2

Przyktad
Oblicz wartosci wyrazen.

a) (ﬁ -8)2 b) [2J6 —BJE:)E

Obliczajac wartosci tych wyrazen, stosujemy powyzszy wzor skréconego mnozenia:

a)(ﬁ—s)‘E:(ﬁf—z-@-mSE =3-16\34+64=67-163
b) (2\/6—3‘4’5)2 =(2\/§)2—2-2~.1’é.3J§+(3J§)2 =24_12{30 + 45 =69—12y30

Réznica kwadratow dwaéch wyrazen
a*—b* =(a—b)(a+b)

Dowéd: (a—b)(a+b) = a® Pak b — b = a? - b?

Przykiad
Zapisz wyrazenie w postaci iloczynowej.
a)x? =16 b)o*—5 Q121-4m? d) 3x* —5y?

Obliczajac wartosci tych wyrazen, stosujemy powyzszy wzor skroconego mnozenia:
a)x*—16=x2-4? =(x~4{(x+4)

b)a* -5 =a* —ng = (G—Jg)(a+\"§]

L

) 121—4m* =17 —(2m) = (11-2m}(11+2m)

d)3x* —5y% = (@X)z - (ng]z = (ﬁx - v@y)(ﬁx + Jﬁy]

Szescian sumy dwoéch wyrazen

(a+b) =0®+3a°b+3ab> + b

Dowod:

(a+b) =(a+b) (a+b)=(a’+2ab+b?)-(a+b) =0’ +a*b+20°b+ 2ab> +ab’ + b* =
=@’ +30°b+3ab* + b°



> Przyktad

Oblicz wartosci wyrazen.
A i o
2)(1++2) b)(v3+2) a(2V2+3V3)
Obliczajgc wartosci tych wyrazen, stosujemy powyzszy wzor skréconego mnozenia:

a}(1+\f2')g CE T = R W T O I T S S T e
D}(*J@+2)3=J§3+3~J§2-2+3-~f§-22+23sz@+18+12J§+8=26+15J§

0) (2JE+3J§)3 =(24’5)3+3-(2JE)1~3J§+3.2J§-(3J§)2+(3J§)3 =
= 1682 + 7243 +16242 + 813 = 17842 +1533

Szescian réznicy dwoéch wyrazen

(a-b)’ =a*~30%+3ab? - b’

Dowdd:

(a—bf = (a—:‘:a)1 (a—b)=(a”—2ab+b*)-(a—b)= 0> —a’b—2a’b+2ab* + ab* —b* =

=g° —3a’b+ 3ab’ - b?

Przyktad
Oblicz wartosci wyrazen.

3 3 3
a)(1-42) b) (v3-2) 0242 -345)
Obliczajac wartosci tych wyrazen, stosujemy powyzszy wzor skroconego mnozenia:

a}("xﬁ)g BT RR3AND =D = 1= 6 -2 =T-5
b}(v@—2)3=J—3~3-J§2-2+3-J§-22-23=3J§~13+124§—8=15u’§-26

0) (2J§-3J§)3 =(2Ji]3~3-(2~@)2 -3J§+3-2J§-(34§]2~(3J§)3 -
=16v2 — 7243 +16242 —813 =178J2 1533

Réznica szescianow dwoch wyrazen
o' —b* = (0—b)(a*+ab+b?)

Dowdd: (a—b)(a? +ab+b?) = a* Toll bat’ ~o¥ a8 —b* =0* — b’
Przyktad

Zapisz wyrazenie w postaci iloczynowe;.

a)x* -8 byg® -9 )64 —-27m’ d) 343x* —125y°

Obliczajac wartosci tych wyrazen, stosujemy powyzszy wzor skroconego mnozenia:
X3 —8=)3-2 =(X—2)@/(2+2X+4)

bya?—9=0>-Y9= (a—%@)(az +iﬁa+@)
Q)64 —27m° = 4~ (3m)’ = (4-3m)(16+12m+9m?)
d)343x* —125y° = (7x) —(5y)" = (7x—5y)(49x* 4 35xy + 252)

2.1. Wzory skroconego mnozenia

Réznica n-tych poteg dwdch wyrazen
0"—b" =(a—b)(a""'+a"? -b+0a"? b +..+0* 0" +a-b" + b

Dowod indukcyjny pomijamy.
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> Przyktad

Zapisz wyrazenie w postaci iloczynowej.
a) x*—256 b)g® —243 c) 64 —m" d)128x" —2187y’

Obliczajac wartosci tych wyrazen, stosujemy powyzszy wzar skroconego mnozenia:
a) x* =256 = x* —4% = (x—4)(x* +4x’ +16x+64)

b)a® —243=0a"-3° =(a—-3)(0* +3a’ +90° + 270 + 81)
€)64—mP =2° —mP =(2—m)(32+16m+8m* + 4m’ + 2m* +m°)
d)128x" —2187y" = (2x) —(3y) =
= (2x—3y)(64x° +96x°y +144x" y? +216x7y" +324x°y* + 486xy° +729)° |

Zastosowanie wzorow skréconego mnozenia

Przyktad
Zastosuj odpowiednie wzory skroconego mnozenia | doprowadz wyrazenia do najprostszej postaci.
¥ 2
1 -4 ’ 1
a) E+\5J b)[ V@ ] c)(x—\@](wr@] d)a _G+Z
Rozwigzanie:

a) Stosujerg:y wzor na kwadrat sumy dwoch wyrazen:
gﬂﬁ] i Vir2=214

b) Stosujemy wzor na kwadrat réznicy dwoch wyrazen:

2

2—~.5]3 V2] 4_azi2 6-af2

c) Stosujemy wzor na roznice kwadratdw dwoch wyrazen:
(x=B){x+\B) = x:—B = x-3

d) Stosujemy wzor na kwadrat roznicy dwoch wyrazen:

¢

)
,G'_._.

2 2

2

1 1 1
P—a+—=0*-2—a+|=| =
1 +[] !

2.2. Dodawanie, odejmowanie i mnozenie wielomianow

Stopien i wspotczynniki wielomianu

| Jednomianem stopnia n nazywamy funkcje y = ax”", gdzie a jest dowolng liczbg rzeczywista rozng od
zera oraz n jest naturalng liczba dodatnia.
Wielomiany W(x) = 3x, W(x) = =5x%, W(x)=10, W(x) = %x“ sq przyktadami jednomianow jednej zmien-
nej.
Wielomian staty y =g, gdzie a = 0 jest jednomianem stopnia 0, a wielomian W(x) = 0 jest jednomianem
zerowym, ktorego stopnia nie okreslamy.

2.2. Dodawanie, odejmowanie | mnozenie wislomianow

| Wielomianem stopnia n zmiennej rzeczywistej x nazywamy funkcje postaci:
Wix)=ax"+a,_x""+..+ax’ +ax+a,

gdziea,, @, ... 9, Oy, G, 53 ustalonymi liczbami rzeczywistymi, n jest naturalng liczbg dodatnig oraz a,
jestrozne od zera.

| Wyrazami nazywamy jednomiany wystepujgce w wielomianie.
| Wspétczynnikami wielomianu nazywamy liczby: a., a._,, ... 0., 0, Q.

| Wyrazem wolnym nazywamy wspotczynnik a,.
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| Wielomianem zerowym nazywamy jednomian o wartosci réwniej 0.
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> Wielomiany najczesciej zapisujemy w uporzadkowane] postaci tak, by wystepujace w nim jednomiany
byty zapisane w kolejnosci od stopnia najwyzszego do najnizszego. Stopien wielomianu W oznaczamy
przez st (W).

Wielomian uporzadkowany sktadajgcy sie z dwoch wyrazdw, np. W(x) = x* —1 nazywamy dwumianem,
a wielomian uporzadkowany sktadajacy sie z trzech wyrazow, W(x) = —2x* +3x —1, nazywamy tréjmia-
nem.

Przyktad

Uporzadkuj wielomian w i okres| jego stopien.

AW = —3x2 4+ 14+ x* —5Sx+x* —4x*

b) W(x) = -;-xf* +x2 =0,2%" --§-+2x“ —x"+0,1x

Rozwigzanie:
a)Wx)=x"+x*—4x> —3x* —5x+1st(W)=5

b) W(x)=—x"—0,2x" +%x5 +2x* +x* 40,1 ——g-, st(W)=7

Przyktad

Wypisz wspotczynniki wielomianu w.

aAWx)=6x"=3x* - x4 2x+1

b) W(x)=5x* —4x + x°

Rozwigzanie:

Ao, =6,0,=-3,0,=-10,=00,=20,=1

b) parzadkujemy wielomian w: W(x) = x° +5x* —4x
g=lg=a, =0 =g, =00 =50=—4

Obliczanie wartosci wielomianu

Obliczanie wartosci wielomianu polega na podstawieniu danej liczby w miejsce zmiennej wielomianu
i wykonaniu wskazanych dziatan.

Przyktad

Oblicz wartos¢ wielomianu W(x)=2x> =3x* —x+5dla x = -2
Rozwigzanie:

W(-2)=2.(=2) —3-(-2)’ ~(~2)+5=-33

Odpowiedz: Wartos< wielomianu wynosi —33.

Suma i réznica wielomiandéw
Wielomiany mozna dodawac i odejmowac.

Aby wyznaczy¢ sume wielomiandw, nalezy dodac wyrazy podobne wystepujace w tych wielomianach.
Suma wielomianow jest tez wielomianem.

Przyktad
Wyznacz sume wielomiandw u i w. Podaj stopien wielomianu w, wielomianu u oraz stopien ich sumy.
AU =33 +x2 =5x+ 1 W)= x> —x>+5x+3

b) U(x) = %xﬁ _xt Lt B Wi = x5 —3x —%x‘? 4okt

2.2. Dodawanie, odejmowanie i mnozenie wielomianow

2 3 £

Rozwigzanie: -
UM+ W) = (3% +x* =5x = 1)+ (x* = x> +5x+3) =3 + X ABX =1+ X° =X #5K +3 = 8
=x° 427 + 22 42 =
st(U+ W)=5 'E
B) U)W = | 258 — x4 4 ox? —6x |+ |2 38 —3%% = Lx? 4 2x—5| = &
3 5 3 6 g

L TR 1.5 a1 2 2 6,14 a b =
=— X=X —x =B+ =X =3 —— 2k S ==— "+ —x" 4y ——x —4x -5 :
3" —'2"— '3 —/ & — 37 '3 3 ~N

st(U+W)=6




> Stopien sumy wielomiandw jest nie wiekszy od najwyzszego ze stopni skladnikow tej sumy.

Aby wyznaczyc roznice wielomiandw, od wyrazow pierwszego wielomianu nalezy odja¢ odpowiednie
wyrazy podobne drugiego wielomianu. Roznica wielomiandw jest tez wielomianem.

Przykiad
Wyznacz réznice wielomianow Ui W.
a) Ux)=2x* +5x° =3, W{x) = 2x° +5x° = x* +1
T el N
b)U(x)_gx —2x +Ex—2,5,W{x}_D,2x —xt—x _EH_E
Rozwigzanie:
a) UX)—W(x) = (2x* +5x7 —3)— (2x° + 5% — x* +1)=2x4;95’§{—_3—2x575ff—!—x2—_1=

=2 +2x +x* -4
1 S | 3 1
B Wi =lca® sy g | I el gt el e LOl=
) U(x) —=W(x) [5 2 ] [ e

=%—2x3+%xw+x4 +x2+§x—%= X =200+ %7 +x =3

Stopien raznicy wielomianow jest nie wiekszy od najwyzszego ze stopni sktadnikow tej roznicy.

Mnozenie wielomiandow

Mnozenie wielomianu przez jednomian polega na pomnozeniu kazdego wyrazu wielomianu przez ten
jednomian.

Przyktad

5)5[;&:3—2}(—!—%]:5)(3—1[]){—!—1

b) X% (—x* 4 2x% = 3) = —x° 4 2x* - 3x?

c}—%x(ﬁﬁ oy —‘!2x+9) = —2x* 4+ 3?4+ 4x* -3x

Przyktad

Dane sg wielomiany U(x) = —x* +4x* —2x* 4+ x i W(x) = x® + x* —4x?. Wyznacz wielomian

H(x) = 2W{x) —3U(x).

Rozwigzanie:
Hix) = 2W(x)—3U(x) = Z(Xﬁ +x% —A4x’ ] — 3(—x5 +4x* —2x7 + x) =2x°42x* —8x? +3x°=12x"+6x° —3x =

= —2x°+3x" —10x* —2x" —3x

Aby wyznaczyc iloczyn wielomiandw, nalezy pomnozyc kazdy wyraz pierwszego wielomianu przez
kazdy wyraz drugiego wielomianu. lloczyn wielomianow jest wielomianem,

Przyktad

Wyzynacz iloczyn wielomianow Wi U. Podaj stopien otrzymanego wielomianu.

A Ux)=x*=1iWk)=x+2

b) U(x) = x* +2x =11 W(x) = —x7 + x

Rozwigzanie:

a)ulx)-Wix) = [f 1) (x4+2) = x4+ 2-1x=12=%+2x* —=x -2
st (U{x}-W{x}) =3

b) U0x)-Wx) = (%% +2x=1)- (= + x) = x* (= )+ 12 x+ 20 (=0 )+ 20 X =1 (=X )= T-x =
=X =2 2004 xT —x =t = 2k 2T 4 20— X
st [U{x}-W{x}) =5

2.2. Dodawanie, odejmowanie | mnozenie wislomianow

lloczyn wielomianow stopnia m i stopnia n jest wielomianem stopnia m + n.

Za pomoca wielomianu mozemy opisywac na przyktad objetosc prostopadtoscianu. Nalezy wowczas
pamietac o okresleniu dziedziny tego wielomianu.
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> Przyktad

Wyznacz wielomian zmiennej x opisujacy objetos¢ prostopadioscianu o krawedziach a=x-3,
b=2x+4,c=10-x

Rozwigzanie:

Diugosci krawedzi prostopadtoscianu sg liczbami dodatnimi, czylix—3>0i2x+4 >0i10—-x > 0. Stad
3<x <10, czylix €(3,10)

Korzystajgc ze wzoru na objetosc V = abc, otrzymujemy:

V(x)=(x—3)(2x +4)(10—x) = (2x* + 4x—6x—12)(10 - x) = (2x* —=2x = 12)(10—x) =

=20x% —2x7 = 20x +2x* =120+ 120x = =2x° + 22x* +100x — 120

Odpowiedz: Objetoé¢ prostopadtoscianu opisuje wielomian V(x)=—2x*4+22x*4+100x—120 dla
X €(3,10)

Dziatania na wielomianach wielu zmiennych

Wyrazenia algebraiczne moga by¢ wyrazeniami algebraicznymi jednej zmiennej, jak rowniez wyraze-
niami algebraicznymi wielu zmiennych, np..

WX, y) = xy? = 2X202 + x2y =1, W(x, ¥, 2) = 2X2y°2 + 4x%7 = 3y* 72 + xyz

Aby wyznaczyc sume (roznice) wyrazen algebraicznych wielu zmiennych, nalezy dodac (odjac) wyra-
zy podobne tych wielomianow.

Przyktad

Wyznacz sume | roznice wielomianow u i w, gdy:

a)Ulx, y) = %2y —xy? 4+ 2xy, W(x, y) = 3x*y —xy* —3xy +1

bYU(x, v, 2) = 2X3 Y22 + 3xy* 2 + xy — xz, W(x, y,2) = —x*y?2 = 2xy* 2% 4 xy — 2x2

Rozwigzanie:

a) Ulx, y)+Wix, y) = (xzy —xy* + 2){}»’)—;— (3){2}# — Xy —3xy+ ’1] = x2y—xy 4 2xy4 33 y—xy —3xy + 1=

=dx'y —2xy* —xy +1
Ux, y)—Wi(x, y) = (xzy —xy? +2xy )= (3x%y —xy? =30y +1) =
= x?y7xff+2xy—3xzyw+3xy—1 =—2x*y +5xy—1
YUK, ¥, 2) +W(x, y,2) = (2 Y2+ 3xy°2° + xy — x2) + (=X*y?2 = 2xy?2° + xy — 2x2) =
= 20V 243Xy ANy =XZ—XC Y =20y P Xy =202 = XY’z + xy?ZP + 2xy — 3xz

UX, ¥, 2)—w(X, y,2) = (2CY°2 + 3xy°2 + xy — xz2)— (- X2 = 2xy°2* + xy — 2x2) =
= 2x3ylz—i—BXy"-z?‘j;Xf—_iz-—i—xgyzz+2xy2237xf—i—2xz =3y 7+ 5522 + xz

Mnozenie wielomianow wielu zmiennych wykonujemy podobnie jak mnozenie jednej zmiennej.

Przyktad

Wyznacz iloczyn wielomianow U(x, y) = x* + 27 iW(x, y) = y* = 2x* =3.
Rozwigzanie:

Ulx, Y)W (x.y) = (x* +2y)(y* —2¢* -3) =

= X2 y? 4 X2 -(—2,!<2)-|—}<2 -(—3)—1—2}*2 LR 2R -(—2x2)+2y2 -(—3):

= x2y? =2x* =3x2 4+ 2y =4x2y? =6y = =3ty =2t 4 2y = 3x* —6y?

2.3. Rozktad wielomianu na czynniki

2.3. Rozktad wielomianu na czynniki

Sposoby rozktad wielomianu na czynniki

| Rozktadem wielomianu na czynniki nazywamy przedstawienie go w postaci iloczynu wielomianow
najnizszych stopni.

Jedng z metod rozktadu wielomianu na czynniki jest wytgczanie wspélnego czynnika przed nawias. >
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> Przyktad

Roztoz wielomian w na czynniki.

a)W(x) = 6x* —5x° b) W(x) = —2x* —8x*

Rozwigzanie:

a) Wytaczamy wspoliny czynnik x* przed nawias:
Wix)=6x* —=5x7 =6x-%x> =5.x% = x3(6x —5)

b) Wylgczamy wspdlny czynnik —2x* przed nawias:
Wix)=—2x" —8x* = —2x*(x +4)

Wielomiany mozna przedstawiac w postaci iloczynu, stosujgc wzory skroconego mnozenia.

Przyktad

Roztoz wielomian W na czynniki,

aWix)=16x"—x° b)Y W(x)=2x> —12x* +18x
Rozwigzanie:

a) Wytaczamy wspdlny czynnik x° przed nawias, a nastepnie rozktadamy dwumian kwadratowy 16x* —1
na czynniki, korzystajgc ze wzoru skréconego mnozenia o —b* = (a - b)(a + b).

W) =16x" —x° =16-x7 x* —x* 1= x> (1667 = 1) = x* (4x = 1) (4x +1)
b) Wylaczamy wspolny czynnik 2x przed nawias, a nastepnie rozkladamy trdjmian kwadratowy
x*—6x+9 na czynniki, korzystajac ze wzoru skréconego mnozenia @’ — 2ab+b* = (c;--—b)z.

Wix)=2x3—12xz+18x:2x-x2—2x-6x+2x-9=2x(x2—ﬁx+9)=2x(x—3]2

W przypadku rozktadu na czynniki wielomianu drugiego stopnia mozemy zastosowac postac iloczyno-
wa trojmianu kwadratowego (o ile istnieje).

Przyktad

Roztdz wielomian w na czynniki.

a)W(x) = 25x" — x* b) W(x)= 2x* +5x% — 3x*

Rozwigzanie:

a) Wytaczamy wspdiny czynnik x? przed nawias, rozktadamy wielomian 25x* —1na czynniki, korzystajac
ze wzoru skréconego mnozenia a* —b* = (a—b)(a+b), nastepnie rozktadamy wielomian 5x* —1na

czynniki liniowe, ponownie korzystajgc ze wzoru skroconego mnozenia.
W(x)=25x" = x* = x* (25x* 1) = 22 (5x2 1) (5% + 1) = »° (ng—T)(x/gx+1)(5x2 +1)

Wielomianu stopnia drugiego 5x*+1 nie mozemy przedstawi¢ w postaci iloczynowej, poniewaz
A=0-20=-20<0.

b) Wytaczamy wspolny czynnik x* przed nawias, a nastepnie przedstawiamy tréjmian kwadratowy
2x*+5x —3 w postaci iloczynowej,
Wi{x)=2x* +5x> —3x% = x* (2){2 +5x—3) = x*(x+3)(2x 1)

Kazdy niezerowy wielomian mozna roztozyé na czynniki co najwyzej drugiego stopnia.
Niekiedy wielomian mozemy roztozy¢ na czynniki, grupujac jego wyrazy.

Przyktad

Roztoz wielomian w na czynniki, grupujac jego wyrazy.

W) =2x— x> +4x-2

D)W (x)= x* +3x* —4x-12

Rozwigzanie:

a) Wytaczamy przed nawias wspélny czynnik x* z dwéch pierwszych wyrazow, a nastepnie wspdlny
czynnik 2 z trzeciego | czwartego wyrazu. W obu nawiasach otrzymujemy ten sam wielomian 2x —1,
wiec mozemy wytaczy¢ go przed nawias. Dwumianu x* + 2 nie mozemy przedstawi¢ w postaci iloczy-
nowej.

W(x)=2x" —x? +4x =2 = x* (2x = 1)+ 2(2x = 1) = (2x = 1)(x* + 2)

b) Wytaczamy przed nawias wspolny czynnik x* z dwoch pierwszych wyrazow, a nastepnie wspdlny
czynnik —4 z trzeciego i czwartego wyrazu., W obu nawiasach otrzymujemy ten sam wielomian x + 3,
zatermn mozemy wytaczy¢ go przed nawias. Dwumian x° —4 mozemy przedstawic w postaci iloczyno-
wej (x—2)(x+2).

W) = 5 +3x° —4x =12 = x* (x +3) =4 (x +3) = (x+3)(x* —4) = (x+3)(x - 2)(x +2)

2.3. Rozktad wielomianu na czynniki
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2.4. Pierwiastki catkowite wielomianu o wspotczynnikach catkowitych

Sposéb znajdywania pierwiastkow catkowitych wielomianu o wspétczynniku catkowitym

| Pierwiastkiem wielomianu W(x) nazywamy liczbe rzeczywistq x, dla ktérej wielomian ten przyjmuje
wartosc 0.
| Szukajac pierwiastkow catkowitych wielomianu o wspotczynnikach catkowitych, karzystamy z twier-

dzenia:
Jezeli wielomian W(X)r- a.x"+a0,_x"'+..+0x+a, a,=0 0 wspdiczynnikach catkowitych ma pier-

wiastek catkowity, to jest on dzielnikiem wyrazu wolnego a,.

Przyktad
Znajdz pierwiastki catkowite wielormianu W(x) =2x34+3x* —18x+8.

Rozwigzanie:
Wypisujemy dzielniki wyrazu wolnego, czyli 8.
D, ={-11-22-4,4,-838}

Obliczamy wartos¢ wielomianu dla kazdego z dzielnikdw:

W(-1)=-2+3+18+8=0 nie jest pierwiastkiem
W(1)=2+3-18+8=0 nie jest pierwiastkiem
W(-2)=-16+12+36+48=0 nie jest pierwiastkiem
W(2)=16+12-36+8=0 jest pierwiastkiem
W(-4)=-128+48+72+8=0 jest pierwiastkiem
W(4)=128+48-72+8=0 nie jest pierwiastkiem
W(—8)=—-1024+192+144+8=0 nie jest pierwiastkiem
W(8)=1024+192-144+8=0 nie jest pierwiastkiem
Przyktad

Wypisz wszystkie dzielniki wyrazu wolnego i sprawdz, ktdre z nich sg pierwiastkami wielomianu.
AW (x)=x*+x*+x+1 YW (x)=x" = x" + x* -2
Rozwigzanie:

a) Wypisujemy dzielniki wyrazu wolnego, czyli 1.
D,={-11}

Obliczamy wartos¢ wielomianu dla kazdego z dzielnikow;

W(=T)=—-1+1-1+1=0 jest pierwiastkiem
W(l)=1+1=1+1=0 nie jest pierwiastkiem
b) Wypisujemy dzielniki wyrazu wolnego, czyli 2.

Dy ={-11-2.2}

Obliczamy wartos¢é wielomianu dla kazdego z dzielnikdw:
W(=Tj==1+1-1-2=0 nie jest pierwiastkiem
w(1)=1-f1+1—2 =0 nie jest pierwiastkiem
W(-2)=-128+32-8-2=0 nie jest pierwiastkiem
W(2)=128-3248-2=0 nie jest pierwiastkiem

2.5, Dzielenie wielomianow

Dzielenie wielomianéw sposobem pisemnym

| Wiemy, ze liczba catkowita a jest podzielna przez liczbe catkowita b, przy czym b = 0, jesli istnieje liczba
catkowita k taka, zea=k-b.

| Podobnie mowimy, ze wielomian W jest podzielny przez wielomian niezerowy Q, jesli istnieje wielomian
Ptaki, ze W =P.Q,

Na przyktad (x* +4x2 +2x—1): (x +1)= x? + 3x — 1, poniewaz x* + 4x? + 2x — 1= (x +1)-(x* +-3x = 1).

Dzielenie wielomianow wykonujemy podobne jak dzielenie liczb naturalnych.

)

2.5. Dzielenie wielomianow
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> Przyktad

Wykonaj dzielenie wielomianu U (x) = 2x* + x — 3 przez wielomian W(x) = x —1 Sprawdz otrzymany wynik.
Rozwigzanie:
(2 4+ x-3):(x—1=2x
—2x% +2x
3x—3
Dzielimy 2x* przez pierwszy wyraz dzielnika x. Otrzymany iloraz 2x mnozymy przez dzielnik x —1. Tak
otrzymany iloczyn ze zmienionym znakiem wpisujemy pod wyrazami tego samego stopnia w dzielnej.
Dodajemy.
(22 4 x—3):(x=10=2x43
—2X° 4+ 2%
3x-3
—3x+3
0

Dzielimy 3x przez pierwszy wyraz dzielnika. Otrzymany iloraz 3 mnozymy przez dzielnik x — 1. Tak otrzy-
many iloczyn ze zmienionym znakiem wpisujemy pod wyrazami tego samego stopnia w dzielnej. Doda-
jemy.

Otrzymalismy reszte zero.

Sprawdzenie: (2x +3)(x —1) = 2x* = 2x+3x 3= 2>+ x -3

lloraz liczb naturalnych nie zawsze jest liczba naturalng. Rdwniez w wyniku dzielenia wielomianow
mozemy otrzymac resztg.,

Przyktad
Wykonaj dzielenie wielomianu U(x) = —3x* —x +5 przez dwumian x + 1. Sprawdz otrzymany wynik.

Rozwigzanie:
(—3x2—x+5):(x+1)=-3x+2

3x* +3x
 2X+5
—2x—=2
3

W wyniku dzielenia otrzymujemy iloraz rowny —3x+ 2 i reszte 3.
Zatem 3x* —x+5 = (x+1)(-3x+2)+3.

Sprawdzenie: (x +1)(=3x +2)+3 = —3x* + 2x—3x+2+3= -3¢’ —x +5

Dzielenie wielomianéw - schemat Hornera

Wygodnym sposobem na dzielenie wielomianu U(x) przez dwumian W(x): x —a jest schemat Horne-
ra, powigzany z nazwiskiem brytyjskiego matematyka zyjacego na przetomie XVIII i XIX wieku,
Przyktad

Zastosuj schemat Hornera | przedstaw wielomian U(x) =x*=2x*-3x*+7x+4 w postaci
U(x) = (x—2)-W(x)+R(x), gdzie (R(x)) < 1.

Rozwigzanie:
W pierwszym wierszu wpisujemy wspotczynniki dzielnej, czyli wielomianu u. Wspotczynnik przy naj-

2.5, Dzielenie wielomiandw

wyZszej potedze przepisujemy w ostatnim wierszu.
1 £ 3 7 4
h 5 + - .
: 2 0 B 2
3 e o N S O g
5 G
1

Drugi wspatczynnik wiersza ostatniego otrzymujemy, mnozac poprzedni wspotczynnik tego wiersza,
tzn. 1, przez a=2 i dodajac do drugiego wspotczynnika wiersza pierwszego, tzn. do —2, zatem
1.2—-2=0.
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> Trzeci wspotczynnik wiersza ostatniego otrzymujemy, mnozgc poprzedni wspotczynnik tego wiersza,
tzn. 0, przez a=2 i dodajac do trzeciego wspotczynnika wiersza pierwszego, tzn. do -3, zatem
0.2-3=-3.
Czwarty wspotczynnik wiersza ostatniego otrzymujemy, mnozac poprzedni wspatczynnik tego wier-
sza, tzn. —3, przez o = 2 | dodajac do czwartego wspotczynnika wiersza pierwszego, tzn. do 7, zatem
— Bl g ="
Kolejng liczbe wiersza ostatniego, czyli 6, otrzymujemy w podobny sposob.
Wynikiem dzielenia jest wielomian o stopien nizszy niz wielomian U, czyli stopnia 3.
W ostatnim wierszu otrzymujemy jego wspotczynniki: 1, 0, =3, 1i reszte 6.
Stad W(x)= x> —3x+1oraz R(x) = 6.
Zatem x* —2x* =35 + Tx+4 = (x* = 3x+1)(x—=2)+6

1.6. Mnozenie i dzielenie wyrazen wymiernych

Wyznaczanie dziedziny wyrazen wymiernych

| Wyrazeniem wymiernym nazywamy utamek, ktéry w liczniku i mianowniku ma wielomian, przy czym
stopien wielomianu w mianowniku musi wynosi¢ co najmniegj 1.

7 2x=3 X345x2—=9x+12
Przyktady: —, ; ]
e X x+4 T

Dla dowolnego wyrazenia wymiernego nalezy zrobic zatozenie, ktdre eliminuje liczby zerujgce mianow-
nik. Taka czynnosc nazywana jest okreslaniem dziedziny wyrazenia wymiernego.

Przyktad
Okresl| dziedzine wyrazenia.

12 X+ Kot ¥ Jris
a)— b +: T
) X ) %1 }x"—‘l X +2x—3

Rozwigzanie:
a) przyrownujemy mianownik do zera
x=0czyli D =]RE{D}
b) przyrownujemy mianownik do zera
x=1=0x=1, czyli D=R\{1}
C) przyrownujemy mianownik do zera
x2=1=0
(x=1)(x+1)=0
x=1 lubx =—1
czyli D=R\{-11}
d) rozwigzujemy rownanie kwadratowe z mianownika
¥ +2x-3=0
A=2-4.1.(-3)=16
JA =4
—-2—4
Moo= =
2
%, = S Bl
2
i zapisujemy x = —3 lub x = 1, czyll D =R \{-3;1}
e) mianownik nie przyjmuje wartosci zero, w liczniku jest wyrazenie pod pierwiastkiem, zatem2x—-62=0
x >3, czyliD=(3,00)

f)y przyréownujemy mianownik do zera, w mianowniku jest wyrazenie pod pierwiastkiem, zatem x +5>0
x> =5, czyli D = (=5,00)

g} przyrownujemy mianownik do zera, w mianowniku jest wyrazenie pod pierwiastkiem, zatem
¥+1>0
X =—1
i w liczniku jest wyrazenie pod pierwiastkiem, zatem 1—x >0, czyliD = (—1,1)

-3

1

2.6. Mnozenie i dzielenie wyrazen wymiernych

a
E
®
%
o
E
:
2

39



2.6. Mnozenie i dzielenie wyrazen wymiernych
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MnozZenie wyrazen wymiernych

Paniewaz wyrazenia wymierne sg w postaci utamkow, zatem obowigzuja je takie same wiasnosci dzia-
tan, jak na utamkach.

Wyrazenia wymierne mozemy skracac, dzielac licznik i mianownik przez to samo wyrazenie rozne od
erd.

Pl'Z}u’klﬁid
Skrac wyrazenia wymierne,
25 x2—4 X411 x3—4x =21
b C d)————
j5}( ) x—2 jx2—12'l X +2x -3
Rozwigzanie:

a) okreslamy dziedzine D = R\ {0}
2% 5
\J-W‘f

b) okreslamy dziedzine D =R\ {2}

"(x+2
x2_4:(x\2j\(x+ )=x+2
x—2 W2,

¢) okreslamy dziedzine D =R\ {1111}
411 T
x4 =121 (X_H)M x=11

d) okreslamy dziedzing D= R\{-3;1}
x3—4x—21zm](x'?)=x—?

x> +2x—3 M](X_»i) x=1

Mnozgc dwa wyrazenia wymierne, mnozymy licznik przez licznik, a mianownik przez mianownik.

Pamietajmy o okresleniu dziedziny kazdego z wyrazen.

Przyktad
Doprowadz wyrazenie do najprostszej postaci.
2 M b) x*=4 x*=25 4 3x+12 x-12 X =5 +12x x*+5x=14
Sx 24 XS5 x4? x*—144 x+4 C et X3
Rozwigzanie:

a) okreslamy dziedzine D= R\{0}
X1 3eX 3«
Ex A, A 11 0

b) okreslamy dziedzine D = R\ {~5-2}

x—4 x2—25 [(x= 2)\+‘2J\ (x—5) N >
: = ; =(x=2)(x—5)=x"-7x+10
X+5 x+2 XF5, 247,

c) okreslamy dziedzing D =R\ {-12;-4;12}

I+12 x=12 _ 3Pred) =2 _ 3
¥ -144 x4 4 X—+12
(x-17) (x+12) x+7,
d) okreslamy dziedzine

Przyrownujemy mianowniki do zera:
x*=7x+10=0

A=(-7)-4.110=9

JA =3
(

o= _(_?)+3 =5
2



x21—2x=0

x(x-2)=0
x=0lubx=2
D=R\{0;2;5}

Karzystajac z powyzszych obliczen, zapisujemy oba mianowniki w postaci iloczynowej:
X —5x24+12x X*+5x—14 X (K2'5X+12) X2 +5x—14

X—T7x+10  x2-3x (x—2)(x—5) ' )(1(;(—3)
Sprawdzamy, czy trojmiany kwadratowe mozna zapisac w postaci iloczynowej.
By L12=0

A=(-5)-4112=-23<0

nie da sie zapisac w postaci iloczynowe)
x*+5x—14=0
A 53—4~1-(—14)=81

JA =9

-5-9
xi=—=——jlI|I
2
-5+49
Xi= =2
: 2

Zapisujemy drugi licznik w postaci iloczynowej i skracamy:
1
—5x412 (XHAT)2) (¥ =5x+12)(x+7) x*4242—23x+84

(2 (x=5) x=3  (x5)(x-3) X -8x+is

x3—5x2+12x_x3+5x—14 X +2%7—23x+84
¥ =Tx+10  x*=3x  x2—8x+15

czyli

Dzielenie wyrazen wymiernych

Dzielenie wyrazen wymiernych, tak jak utamkow, zastepujemy mnozeniem pierwszego wyrazenia
przez odwrotnosc drugiego wyrazenia. W zwigzku z tym nalezy uzupetnic dziedzine o miejsca zerowe
drugiego licznika.

Przyktad
Wykonaj dzielenie wyrazen wymiernych.
3 - x> +8x+16
RO 3x—15 x-5 27—x  x— 6x—0
a}x—4'2x—8 b) x¢ 2 Cx2—2x+'i'x—’1 9 x?—16x
6x —4x*
Rozwigzanie:

a) okreslamy dziedzine D=R\ {4}

9 | 32N
x42x8}41 A,

b) okreslamy dziedzine D=R\ {0'5}

3x—’15x 5 3M 2
e

2.6. Mnozenie i dzielenie wyrazen wymiernych

o
e
c) Gkreétamy dzledzme D=R\ {13} o
e
przeksztatcamy pierwszy mianownik i licznik, stosujac wzaory skréconego mnozenia: é
1

27-x3 x=3  (3=x)(9+3x+x?) x-'i_M(gHHXE) 1  +3x+9 =

X2—2x+1 x=1 : x=3 _ . T 1—x
+ (- I ] £
C+8x+16 : ®
o i : : = 8x+16 x"—16x e

d) zapisujemy wyrazenie bez kreski utamkowej —8x=9 _ _ X * : -

Fzapisujemy WY 7% Tex 6x—9  6x—4x’ E

6x — 4x°




D

okreslamy dziedzine D:R\l—d;ﬂ;%;fs} przeksztatcamy wyrazenie, stosujgc wzory skraconego

mnozenia:

1 1
x2+8x+16tx3-15x_(x+4)m\41‘ —25‘\](2"“\31 _ 2x+8
L g T 2_ o =2
6x—9 6x—4x 3!;;,41 )(1(}{_4)M1 3x—12

Mnozenie i dzielenie na wyrazeniach wymiernych

Przyktad

Wykonaj dziatania.

5 X +TDx+25136—x2
x2—12x4+36 x*-25

x+1  x*—1
(M-{-Z)2 x*—4

b)

Rozwigzanie:
a) Stosujemy wzory skroconego mnozenia do przeksztarcenia wyrazenia:
2
X +10x+25 36-x° _ (x+5) (6-x)(6+x)

.

XE—12xE36 x4-—05 (x—a)"' (x=5)(x+5)

okreslamy dziedzing D =R\{-5;5,6} i wykonujerny mnozenie:

() (6=r)(e+x)_(r+5)00rg) Tomg (64)  (x45)(6+4)_ x4110430

(x=6) (x=5)(x+5)  (x—6)(x~6) (x—5)(x+5) (x=6)(x=5)  ¥*—11x+30
b) okreslamy dziedzing D =R\ {-2;—112}

Stosujemy wzory skroconego mnozenia do przeksztatcenia wyrazenia:

e () e (D) aea

(x+2)(x+2)‘(x—z)(x+z)_(x+z)M] (x=1) (1) Cxix=2

2.7. Dodawanie i odejmowanie wyrazen wymiernych

Dodawanie wyrazen wymiernych

Dodajgc i odejmujac utamki zwykte, sprowadzamy je do wspolnego mianownika. Tak samo postepu-
jemy przy dodawaniu i odejmowaniu wyrazen wymiernych, pamietajgc o okresleniu dziedziny wszyst-
kich wyrazen bioracych udziat w dziataniach.

Przyktad
Wykonaj dodawanie wyrazen wymiernych.

1 1 1 1 2 3—2x x—2 x+5
a)—+— b) —+—— C d
jx+x2 }x+x—|—1 }x+2+ Xx— }x+3+x3—9
Rozwigzanie:

a) okreslamy dziedzine D = R\ {0}
11 x 1 x4

X X 22 X
b) okreslamy dziedzine D =R\ {—-’1;[!}
1 1 x+1 X x+1+x  2x+1
x O x+1 x(x+1) x(x+1) x(x+1)  x*+x
¢) okreslamy dziedzine D =R\ {—2;2}

2 3-2x_ 2(x=2) | (3-2x)(x+2) 2x—4+43x+6-20—dx _ 2 +x+2

2.7. Dodawanie i odejmowanie wyrazen wymiernych

g.
2
:
§
=

x+2 x-2  (x+2)(x=2)  (x=2)(x+2) -4 -4
d) okreslamy dziedzine D =R\ {—3;3}

x—2 x+5_(x—2)(X—3)+ X45  x?—3x—2x464x+5 x?—4x411

Xx+3 =9 (x+3)(x=3) (x+3)(x-3) X =9 T x¥=9
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Dodawanie wyrazen wymiernych

Przyktad
Wykonaj odejmowanie wyrazen wymiernych,
a}E_ = b) X 3 1:})c-|—‘l_)\<—i—£’r d) 22x 33X 4
X x=3 x =1 x+4 x+1 x*=16 x—-4 x+4
Rozwigzanie:

a) okreslamy dziedzine D =R\{0;3}

3 3 3(x-3) 3x _3x-9-3x___ 9

6 =3 x{x=3) X[x-3] x—3x x* —3x

b) okreslamy dziedzine D =R\ {“I}
X 5 X 3(x=1)  x—3x+3  —2x+3

L =1 x=1 x =1 x=1
¢) okreslamy dziedzine D =R \{—4;-1}
x+1 x+4 (x+1)(x+1)  (x+4)(x+4) R 42x41-x2-8x—=16 _ —6x=15 __ 6x+15
x+4 x+1 (x+d)(x+1)  (x+4)(x+1) X +5x+4 C X'45x+4 X +5x+4
d) okreslamy dziedzine D =R\ {-4;4}
2x  3x  4x  2x  3x(x+4)  Ax(x-4) =3¢ —12x—4x’+16x _
) N ) ) N ) ) R
_ —Tx*+6x
x*—16

Dodawanie i odejmowanie wyrazen wymiernych

Przyktad
Wykonaj dziatania.

4 x—-3 x*+25 1 x+1  2x
a + = b = =
}x-S Xx+5 x*-25 }X-H x*=1 x-1
Rozwigzanie:

a) okreslamy dziedzine D = R\ {-5;5}
4 x—=3 x*425  4(x+5) (X—3](X—5]_x3+25_4x+20+x1—8x+15—x2—25

x=5 x+5_x2-25'(x—5)(x+5)+(x—5)(x+5) =25 x2 =25 N
_ =4x+10

T x2-25
b) okreslamy dziedzine D =R\{-1,1}

e N s x+1  2(x+1)  x—1-x—1-2¢-2x _ 2(¥*+x+2)
x+1_x2-1_x—‘l_(x—’l](x+1)_x2—1_(x—1)(x+‘l)_ = T X2

2.1. Dodawanie i odejmowanie wyrazen wymiernych
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2.8, Utrwalamy wiedze

kwadrat kwadrat réznica roznica szescian szescian
sumy roznicy kwadratow szescianow sumy roznicy

wzory skroconego mnozenia

WYRAZENIA ALGEBRAICZNE

wielomian jednej zmienne]

pierwiastki
: ; dzielenie : wylgczanie rozktad catkowite
dziatania na . : wyrazenie . . { . ;
Kislomianach wielomianu wymierne czynnika wielomianu wielomianu o
przez dwumian poza nawias na czynniki  ||wspoétczynnikach

catkowitych

—@& dodawanie —® dodawanie —& metoda grupowania

—® odejmowanie —® odejmowanie ——® metoda wylaczenia wspdlnego

—® mnozenie —@ mnozenie Czyniild posd fomas

—® dzielenie

2.8, Utrwalamy wiedze
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Rownania i nierownosci



3.1. Rdwnania i nierdwnosci liniowe z jedna niewiadoma

Réwnania z jedna niewiadoma

| Réwnaniem z jedna niewiadoma nazywamy rownosé dwoch wyrazen algebraicznych, w ktarych wy-
stepuje doktadnie jedna niewiadoma.

| Rozwigzaniem réwnania lub pierwiastkiem réwnania nazywamy liczbe spetniajaca dane row-
nanie, jezeli po podstawieniu jej w miejsce niewiadome] i wykonaniu dziatan po obu stronach rowna-
nia, otrzymamy prawdziwa rownosc arytmetyczna,

Na przyktad pierwiastkiem rdwnania 2x —3 =5 jest liczba 4, bo L — lewa strona rdwnania jest rowna:
L=2.4—-3 =5, |lewa strona rownania jest rowna P — prawe| stronie réwnania: L = P.

| Dziedzing réwnania z jedng niewiadoma nazywamy zbidr tych wszystkich liczb rzeczywistych, dla
ktdrych wyrazenia tworzace réwnanie majg sens liczbowy.

Na przykiad dziedzing rownania x —7 =3x +5 jest zbi6r R, a dziedzing rownania Z—X?=3 jest zbidr
R—{7} -~

| Réwnania z tymi samymi niewiadomymi sa rownowazne wowczas, gdy maja takg sama dziedzine
| taki sam zbior rozwigzan.

Na przyktad réwnanie x? =x(x+2)—4 jest rownowazne réwnaniu x* = x*+2x—4 graz rownaniu
2x—4=0.

| Rozwigzac réwnanie z jedna niewiadoma oznacza znalez¢ wszystkie liczby, ktére spetniaja to row-
nanie, lub wykazac, ze rownanie to nie ma rozwigzania.

Aby rozwigzad rownanie, zapisujemy roéwnania réwnowaznie danemu, pamietajac o tym, ze:
- do obu stron réwnania mozemy dodac lub od obu stron rownania odjac te sama liczbe lub wyrazenie,
- obie strony réwnania mozemy pomnozyc lub podzieli¢ przez te samag liczbe rozng od zera.

Przyktad
Rozwigz rownania metodg rdwnan rownowaznych.
4x—3 x+1 1
a) — =—
3 & 6
Rozwigzanie:
Po pomnozeniu obu stron rownania przez liczbe bedacg wspoinym mianownikiem otrzymujemy:
2(4x—3)-3(x+1)=1

8x—6—-3x-3=1

5k =10
=

b) x4+ :x+2
¥ RT3

Rozwigzanie:

Ustalamy dziedzine réwnania: x+2=0ix-3=0

Stad x = —=2ix=3

Otrzymujemy: x € R\{-2, 3}

Korzystamy z wiasnosci proporgji. Otrzymujerny (x +1)(x—3) = (x + 2}

¥ —2x—3=x"4+2x+4
—Ax=7

x=~1§
A

-

3.1. Réwnania i nierownosci liniowe z jedna niewiadoma

Rownanie sprzeczne i tozsamosciowe

Rownanie pierwszego stopnia z jedng niewiadomg moze:
- nie miec rozwigzania,

- mieC doktadnie jedno rozwigzanie,

- miec nieskonczenie wiele rozwigzan.

L7
i
Q
=
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Q
=
-
=
R
=
[0
=
S
Q
e
5]

| Rownaniem sprzecznym nazywamy rownanie, ktére nie ma rozwigzania.

| Rownaniem tozsamosciowym nazywamy rownanie, ktore jest spetnione przez kazda liczbe rzeczy-
wista.
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> Przyktad

Rozwigz ponizsze rownania, Wskaz rownanie sprzeczne i rownanie tozsamaosciowe,
— 2
2 2

a) x—7 = X" — X2

Rozwigzanie;
Po zastosowaniu wzoru skroconego mnozenia otrzymujemy:

XE—X\IIE'F%:XE—X\‘IE

1
)
2
s

Odpowiedz: Jest to réwnanie sprzeczne, x € @.
b) (14 x) —2x =1+
Rozwigzanie: _
Po zastosowaniu wzoru skroconego mnozenia otrzymujemy: 14+ 2x +x* —2x = 1+ x
0=0
[=p
OdpowiedZ: Jest to rownanie tozsamosciowe, x € R,

2

Przyktad

Za 16 lat ojciec bedzie dwa razy starszy od syna. lle lat ma teraz kazdy z nich, jesli 4 lata temu ojciec byt
6 razy starszy od syna?

Rozwigzanie:

Wprowadzamy niewiadomg x - wiek syna 4 lata temu.

Informacje zawarte w zadaniu przedstawimy w tabeli,

4 lata temu Obecnie Za 16 lat
Ojciec bx 6x + 4 6x + 20
Syn X x+4 x4+ 20

Uktadamy rdwnanie, wykorzystujgc informacje, ze za 16 lat ojciec bedzie dwa razy starszy od syna;
6x+20=2(x+20)

Rozwigzujemy rownanie: 6x +20 = 2x + 40
4x =20

x =5-wiek syna przed 4 laty

6:5=30 - wiek ojca przed 4 |aty

5+4 =9 - obecny wiek syna

30+ 4 =34 - obecny wiek ojca
Sprawdzenie:

9+16=25-wiek syna za 16 lat

34416 =50 - wiek ojca za 16 lat
50=2-25

Odpowiedz: Ojciec ma obecnie 34 lata, a syn 9 lat.

Nierownosci z jedng niewiadoma

Nierownoscia liniowg nazywamy nierownosc, ktora mozna zastgpic nierownoscig rownowazng ma-
jacg postaC:ax+b <0 alboax+b>0,alboax+b<0,alboax+b6>0, gdzie ai b sa ustalonymi liczbami
rzeczywistymi, a x jest niewiadoma.

Liczba spetnia dang nieréwnosc z jedng niewiadoma, jezeli po podstawieniu jej w migejsce niewia-
domej i wykonaniu dziatarh po obu stronach nierdwnosci otrzymamy prawdziwg nierownosé arytme-
tyczna.

| Dziedzing nieréwnosci z jedng niewiadoma nazywamy zbidr tych wszystkich liczb rzeczywistych, dla
ktarych wyrazenia tworzace nierdwnosé maja sens liczbowy. Na przyklad dziedzing nierdwnosci

gEjes;tzbiérR\l%},

5(x—1)<2x+3 jest zbiér R, a dziedzing nieréwnosci T
X_

31. Réwnania i nierownosci liniowe z jedna niewiadoma
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> | Nieréwnosci z tymi samymi niewiadomymi nazywamy réwnowaznymi, gdy maja taka sama dziedzine
| taki sam zbior rozwigzan.

| Rozwigzac nieréwnos€ z jedna niewiadoma oznacza wyznaczyc zbidr wszystkich liczb, ktdre spetnia-
ja te nierdwnosc, lub wykazacd, ze nie istniejg liczby spetniajgce te nieréwnosc,

Aby rozwigzac nierownosd, zapisujemy nierownosci rownowazne danej, pamietajac o tym, ze:

- do obu stron nierdwnosci mozemy dodac lub odjac te samg liczbe lub wyrazenie algebraiczne,

- obie strony nierownosci mozemy pomnozyc lub podzielic przez te sama liczbe dodatnig, pozostawia-
jac zwrot nierdwnosci bez zmiany,

- obie strony nierownosci mozemy pomnozy¢ lub podzieli€ przez te samg liczbe ujemna, zmieniajac
jednoczesnie zwrot nierdwnosci na przeciwny,

Przyktad
Rozwiaz nierownosci podane ponize|. Zbior rozwigzan zapisz w postaci przedziatu liczbowego.
a)12(2x +1)+1> ~2(1+3x)

Rozwigzanie:

Po opuszczeniu nawiasow otrzymujemy: 24x +12+1> -2 —6x

24x+6x>-2-1-12

30x > —15/:30

1

M
)

Odpowiedz: x € I—% m]
4x 43

o) —x<2x—1

Rozwigzanie:
Po pomnozeniu obu stron nierownosci przez liczbe 2:

4x+3—x§2x—’1|-2

otrzymujemy: dx +3—-2x <4x -2
~2x < -5} (-2)
xgEl

2

Odpowiedz: x € <2 % o)

Nierownosci sprzeczne i tozsamosciowe

| Nierownoscia sprzeczng nazywamy nierdwnosc, ktérej nie spetnia zadna liczba nalezaca do dziedzi-
ny tej nierdwnosci.

| Nierownosciag tozsamosciowg nazywamy nieréwnos¢, ktéra jest spetniona przez kazda liczbe nale-
23cg do dziedziny tej nierownosci.

Przyktad
Rozwiaz podane nierownosci. Wskaz nierownosc sprzeczng i tozsamosciowa.
a) 3x(x —2)— 2x(4x—3) > 5(1-x)(1+x)

3.1. Réwnania i nierownosci liniowe z jedna niewiadoma

Rozwigzanie:
K Po opuszczeniu nawiasow otrzymujemy: 3x* —6x —8x* +6x > 5—5x2
e 0=5
‘g Odpowiedz: |est to nierownosc sprzeczna x € @.
- £
2 py2X=1 1e15%-_05
-E Rozwiazanie:
g Obie strony nieréwnosci mnozymy przez liczbe 2: S —1<15x-0,52
‘n?f otrzymujemy: 3x—1—2 < 3x—1
m

—2<0
Odpowiedz: |est to nierdwnosc tozsamosciowa x € R
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> Przyktad

O iii K 1
Rozwigz nierownosc —— =
)
nalezy do zbioru rozwigzan tej nieréwnosci?
Rozwigzanie:

2
E—[— H Zaznacz zbiér rozwigzan na osi liczbowej, Czy liczba —v2

ANSNNNNNNSS - —
4 3 2.1 0 1X
X 1 1
— 4 —<——|32
16+32_ 16
2x+1<-2
x':_i—’ll
2

Poniewaz 2 ~ 1,41 mozemy zapisac zaleznosc: —1% w=y3 A wiec liczba —f2 & [—m,—%),

Odpowiedz: Liczba —2 nie nalezy do zbioru rozwigzan tej nieréwnosci.

Nierownosci podwojna

| Nierownosc¢ podwdjna z jedna niewiadoma to nieréwnosc, ktérg mozna zapisac za pomoca uktadu

=
dwideh Plerawnotel. Na praykiad —7<ax 1 5 ez 12 123
2x—=1<4
Przyktad
Wymien wszystkie liczby catkowite spetniajace nierownosc: —7 < 2x+1< 3.
Rozwigzanie:

Odejmujemy liczbe 1od kazdej strony nierdwnosci. Otrzymujemy: —8 < 2x < 2.
Po podzieleniu kazdej strony nierownosci przez liczbe 2 otrzymujemy: —4 < x < 1.
Zaznaczamy zbior rozwigzan nierownosci i odczytujemy liczby catkowite nalezgce do tego zbioru.

_SSSSsSS .
5 4 3 2 1 4] 1 L |

Odpowiedz: Zbidr liczb catkowitych spetniajgcych te nieréwnos¢ podwdjna to {~4,~3,-2,—1, 0}.

Przyktad

W liczbie dwucyfrowej cyfra dziesigtek jest dwa razy wieksza od cyfry jednosci. Ponadto wiadomo o te]
liczbie, ze suma jej cyfr jest wieksza od 7. lle jest liczb spetniajacych warunki zadania?

Rozwigzanie:

Oznaczamy niewiadoma;

x — cyfra jednosci

2x - cyfra dziesigtek

Ustalamy dziedzing wynikajaca z oznaczenia niewiadomych.,

Poniewaz x jest cyfra, wobec tegox€{0, 1 2, 3, 4, 5,6, 7, 8,9},

Poniewaz 2x jest cyfra dziesigtek, a w liczbie dwucyfrowej cyfra dziesigtek nie moze byc zerem, zapi-
szemy, ze: 1< 2x <9. Czyli0,5<x <45,

Otrzymujemy dziedzine: x € {1, 23 4}

31. Réwnania i nierownosci liniowe z jedna niewiadoma

Zapisujemy nierownos¢ wynikajaca z warunkow zadania: x +2x > 7
1
Stad: x> 2—
? 3

W tabelce wypisujemy liczby spetniajace warunki zadania (cyfry tych liczb naleza do dziedziny i spet-
niaja nierownosc):

Cyfra jednosci
Cyfra dziesiagtek 6 8
Liczba 63 84

Odpowiedz: Sg dwie takie liczby.
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3.2 Rownania i nierownosci kwadratowe
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3.2. Rbwnania i nierownosci kwadratowe

Rownanie kwadratowe

| Rownanie kwadratowe z niewiadoma x jest to réwnanie postaci ax’ + bx +c =0, gdzie g, b, ¢ s do-

wolnymi liczbami rzeczywistymi oraz @ = 0, Postac ax® + bx +¢ = 0, gdy a = 0, nazywamy postacia ogdl-
ng rownania kwadratowego.

W rozwigzywaniu niektarych rownan kwadratowych korzystamy z takich sposobdw rozktadu sumy
algebraicznej na czynniki, jak wytaczanie wspolnego czynnika przed nawias oraz stosowanie wzorow
skroconego mnozenia. Nastepnie stosujemy twierdzenie;

Dla dowolnych a,be R: a.b=0 wtedy i tylko wtedy, gdya=0Ilub b =0,

Przyktad
Rozwigz rownania.
a)—2x*+7x=0
Rozwigzanie:
Wytaczamy wspdlny czynnik przed nawias. Otrzymujemy: x~(—2x+?) =0
Stad: x=0lub—-2x+7=0
Czylix=0lubx=3.5.
b)x2=7=0
Rozwigzanie:
Stosujemy wzor skréconego mnozenia na réznice kwadratéw: o —b? = (a—b)(a+b).

Otrzymujemy: (x - wﬁ)(x + \E) =0

Stqd:x—ﬁ:[ﬁ lub x++7 =0
Czyli)f:ﬁlubx:—ﬁ_
Q) x*—=12x+36=0
Rozwigzanie:
Stosujemy wzér skréconego mnozenia na kwadrat roznicy: a® —2ab+b* = (a—b)

)

Otrzymujemy: (x — 6)3 =0

Stad: x—6=0
Czyli x = 6.

Twierdzenie o liczbie pierwiastkéw réwnania kwadratowego

Rozwazmy réwnanie kwadratowe ax* +bx+c =0, gdzie a,b,c € R, a = 0 oraz A to wyrdznik tréjmianu
kwadratowego okreslony wzorem A = b* —4ac.
247 . : - R : : —b—+A —b++A
1. Jesli A > 0, to rownanie ma dwa rozne pierwiastki rzeczywiste: x, = 2—J_ X = ;_—J_
a a
2. Jesli A =0, to rownanie ma jeden pierwiastek rzeczywisty nazywany podwojnym: x, = ;—
a
3. Jesli A <0, to rownanie nie ma pierwiastkow rzeczywistych.

Przyktad
Rozwiaz rownania.
a)3x’+13x-10=0
Rozwigzanie:
Obliczamy: A =13?-4.3.(-10) =289,
A >0, réwnanie ma dwa rozne pierwiastki rzeczywiste: x, — 1
b) 2x* +1=—x
Rozwigzanie:
Przenosimy wyrazy na jedna strone i porzadkujemy od najwyzsze] potegi niewiadomej;
Otrzymujemy: 2x* +x+1=0
Obliczamy: A=1-4.2-1=-7,
A <0, réwnanie nie ma pierwiastkow.



c]xi——l x+l
T3 12

Rozwigzanie:
Przenosimy wyrazy na jedna strone i opuszczamy nawias.

- i o] 1
Otrzymujemy: x“+—x+—=0
ymujemy 3 36

rl
Obliczamy: A = 0 —4~'l-i=D,
3 36

| =

A =0, rownanie ma jeden pierwiastek: x, =

)

s
I
|
|

d)(3x+2) —=7(3x+2)=0
Rozwigzanie:
Przeksztatcamy rownanie do prostszej postaci.
Otrzymujemy: 9x* +12x+4-21x =14 =0
Stad: 9x° ~-9x-10=0
Obliczamy: A = (-9} —4.9.(-10) =441
—21 2 9421

A >0, réwnanie ma dwa rdzne pierwiastki: x, = % = -3 X,

1
18 3 3
Przyktad
Kazdy uczestnik pewnego spotkania przywitat sie z kazdym z pozostatych i w ten sposob wymieniono
45 usciskow dtoni. Oblicz, ile osdb uczestniczyto w tym spotkaniu.
Rozwigzanie:
Wprowadzamy niewiadome:
x - liczba 0séb uczestniczgcych w spotkaniu, x e N
x—1-liczba usciskdw dtoni, jakie wykonat kazdy jeden uczestnik
45 - liczba wszystkich usciskow dtoni

x[x=1
(—) - liczba wszystkich usciskow dtoni (uscisk osoby A i osoby B liczymy tylko raz)
x(x—1) 4

2

Przeksztatcamy rownanie do postaci: x* —x—90=0
Rozwigzujemy rownanie:
Obliczamy: A = (=1)° —4.1-(=90) = 361,

19 1419

A >0, rownanie ma dwa rézne pierwiastki: x, ZT_T:_Q g0 x, = 10

Odpowiedz: W spotkaniu brato udziat 10 osob.

Nieréwnosci kwadratowe

Nierownoscig kwadratowa z niewiadoma x nazywamy kazdag nierownosc postaci ax® +bx +c¢ >0 lub
ax* +bx +c¢ >0, lubax? +bx +c¢ <0, lub ax* + bx +¢ <0, gdzie g, b, ¢ sg dowolnymi liczbami rzeczywisty-
mioraza = 0.

3.2, Rownania i nierownosci kwadratowe

W rozwigzywaniu nierownosci kwadratowych wykorzystujemy umiejetnos¢ rozwigzywania réwnan
kwadratowych, umiejetnosé rysowania wykresu funkcji kwadratowej i odczytywania wiasnosci tej
funkeji z wykresu.
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> Potozenie paraboli wzgledem osi X, w zaleznosci od wspotczynnikaai A

A=>0 A=0 A<O

=
=
o |
(]
=Y

a<0 vk VF A

==y

Przyktad
Rozwigz nierdwnosc.
x> =3x=10>0
Rozwigzanie:
Znajdujermny pierwiastki rownania: x* =3x-10=0

Dbliczamy:&=(—3)2—4-1-(—1D)=49,
A >0, rownanie ma dwa rozne pierwiastki: x, :3%?: —2, %, =——=5

Na osi liczbowej zaznaczamy pierwiastki rdwnania oraz szkicujemy parabole f(x) = x*=3x—10. Pa-
mietamy, ze ramiona paraboli sg skierowane do gory, poniewaz wspotczynnik a jest dodatni.

Z wykresu odczytujemy rozwigzanie nierdwnosci: x € (—m, —E)U(E, m)

b) =x?=2x-1<0
Rozwigzanie:
Znajdujemy pierwiastki rownania: —x* —2x—1=0

Stosujemy wzor skroconego mnozenia na kwadrat sumy dwoch wyrazen a’ +2ab+b° = (a—i—b)

3.2 Rownania i nierownosci kwadratowe

2

Otrzymujemy: —(x+ 1)2 =0,stgd x =-1
Na osi liczbowe] zaznaczamy pierwiastek rownania oraz szkicujemy parabole f(x) =—x?—2x-1, Pa-
mietamy, ze ramiona paraboli sg skierowane do dotu, poniewaz wspotczynnik a jest ujemny.
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Z wykresu odczytujemy rozwigzanie nieréwnosci: x € R\ {—1}.

5



O)3xt4+4x+4<0

Rozwigzanie:

Znajdujemy pierwiastki réwnania: 3x> +4x+4 =0

Obliczamy: A=4°-4.3.4 =-32,

A <0, réwnanie nie ma pierwiastkow.

Szkicujemy parabole f x)=3x2+4x+4. Pamietamy, ze ramiona paraboli sg skierowane do gory,

poniewaz wspotczynnik @ jest dodatni, a parabola nie ma punktéw wspoélnych z osig X.

=

Nierownosc [est sprzeczna. Zapisujemy x € @,

Przyktad
Wyznacz dziedzine funkgji f(x)= Vxt—14+5-x2.
Rozwigzanie:
Zapisujemy zatozenia: x> =1>0i5-x*>0
1. Rozwigzujemy rownanie: x* —1=0
Otrzymujemy: (x —1)(x+1)=0
Zapisujemy pierwiastki tego rownania: x =1lub x =—1
Szkicujemy parabole,

Odczytujemy rozwigzanie: xe(—m, —’1)1_.!(’1, ~)
2. Rozwigzujemy rownanie: 5—x* =0

Otrzymujemy: (v‘g - x)(si’g + x) =

Zapisujemy pierwiastki tego réwnania: x = V5 lub x = —f5
Szkicujemy parabole.

Odczytujemy rozwigzanie: x € <—v’§ ﬁ.@)

Zaznaczamy na osi liczbowej otrzymane przedziaty liczbowe: x € (—m. —1) ( ) i X E( J5, J_>

D WD WD SE—

V5 -1 1 J5 X
Znajdujemy czesc wspolng przedziatow liczbowych: x E( -1 u( >

Odpowiedz: Dziedzing funkgi () VX = 1445—x2 estzbmr( J5, - > < 1 J_>

3.3. Rownania wielomianowe. Rownania wymierne

3.3. Rownania wielomianowe. Rownania wymierne

Metody rozwigzywania réwnan wielomianowych

Rownania wielomianowe drugiego stopnia (czyli tzw. rownania kwadratowe) rozwiazujemy metodami
opisanymi w poprzednich tematach.

Metoda rozwigzywania bardzie] skomplikowanych rownan wielomianowych (stopnia trzeciego i wyz-
szych) jest nastepujaca:

a) przenosimy wszystkie wyrazenia na lewa strone rownania, tak aby po prawej stronie zostato zero,

b) rozktadamy lewa strone na iloczyn czynnikow,

L]
A
=]
3
Q
[ =
.
=
8
=
n
=
3
“Q
o
M

C) przyrownujemy kazdy czynnik do zera,

d) rozwigzujemy kilka prostych rownan, otrzymujgc w rezultacie rozwigzania poczgtkowego réwnania
wielomianowego.




> Przyktad

Rozwigz rownanie: x° +7x% = 3x + 21.

Rozwigzanie:

Przenosimy wszystkie wyrazy na lewg strone réwnania:

¥ gxe—3x—71=0

Rozktadamy lewg strone na iloczyn czynnikéw (np. metoda grupowania wyrazow):
X (x+7)-3(x+7)=0

(x+7)(x*=3)=0

(x+7)(x=B)(x+3)=0

Przyrownujemy kazdy nawias do zera:
x+7=0lubx—v3=0lubx++3=0
x=-7 lubx=+3lubx=—3
Odpowiedz: x, = J§ X —\E, Mr=—7

Przyktad
Rozwigz réwnanie; 2x° + 3x = 5x7,

Rozwigzanie:

Przenosimy wszystkie wyrazy na lewa strone rownania;

234 3x 5Byt =10

2x° =5x*+3x=0

Wytaczamy x przed nawias:

X 2x2—5x+3T={J

Zapisujemy jako dwa rownaniea:

x=0lub2x’-5x+3=0

Réwnanie kwadratowe rozwigzujemy, obliczajac wyrdznik tréjmianu;
A=(-5)-4.2.3=25-24=1

Poniewaz A >0, to rownanie to ma dwa rozwigzania:
~(-5)-1_5-1_4

K= =1
qa2 4 4
¢ 20 4 & 2 '3

Odpowiedz: Rozwigzaniami réwnania 2x” 4+ 3x = 5x* s3 liczby 0, 1, 1%.

Przyktad

Rozwigz rdwnanie: x* =16.

Rozwigzanie:

Przenosimy wszystkie wyrazy na lewa strone rownania:
x*=16=0

Stosujemy wzor na roznice kwadratow:

(x2=4)(x2 +4)=0

(x=2)(c+2)(c+4)=0

Przyrownujemy kazdy nawias do zera:
x—2=0lubx+2=0Ilubx*+4=0

x=2lub x ==2wyrazenie x* +4 =0

Odpowiedz: Rozwigzaniami réwnania x* = 16 sa liczby 2, -2,

Przyktad
Rozwigz rownanie dwukwadratowe: x* =3x* +2 =0,

Rozwigzanie:
Wykonujemy podstawienie x* =t,t > 0i rozwigzujemy rownanie kwadratowe: t* =3t +2=0

A=(-3)-412=9-8=1
Poniewaz A > 0, to rdiwnanie to ma dwa rozwigzania:
~=8)-1 31 3

3.3. Réwnania wielomianowe. Rownania wymierne
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> Wracamy do podstawienia i otrzymujemy dwa réwnania kwadratowe:
x> =1oraz x* =2, ktére rozwigzujemy, stosujgc wzor na roznice kwadratdw dwaoch wyrazen:
X2 —-1=0
(x=1)(x+1)=0

x=1lubx=-1

x2=2=0
(x=42)(x+42) =0
X =2 lubx =—2

Odpowiedz: Rozwigzaniami réwnania x* —3x2 +2 = 0 s3 liczby —2,—1, 1 i /2.

Przyktad
Rozwigz rownanie dwukwadratowe: x* —x* =6 =0,

Rozwigzanie:

Wykonujemy podstawienie x* =t, t = 01 rozwigzujemy réwnanie kwadratowe t* =t -6 =0:
A=(=1) =4.1(-6)=1+24=25 JA=5

Poniewaz A >0, to réwnanie to ma dwa rozwigzania:

== s -4

e -2
241 2 2
—(-1+5 145 6
f:’: = =—_=3
241 2 2

Wracamy do podstawienia | otrzymujemy dwa rownania kwadratowe;

x* =—2 oraz x* =3, pierwsze z nich jest sprzeczne, a drugie rozwigzujemy, stosujac wzor na roznice
kwadratéw dwdch wyrazen:

x*—3=0

(x—v'@)(x—i-v@):{]
x=+3lubx==3

Odpowiedz: Rozwigzaniami rownania x* —x* —6 =0 sa liczby B
Przyktad

e X' —x-6
Rozwigz rownanie: ——=10.

x<=3x =10

Rozwigzanie:
Przyrownujemy mianownik do zera, ustalajac dziedzine wyrazenia wymiernego:
x*=3x=10=0
Rownanie kwadratowe rozwiazujemy, obliczajac wyroznik trojmianu:
A=(-3) —4.1(=10)=9+40=49

JR=7

Poniewaz A >0, to réwnanie ma dwa rozwigzania:
~(=3)-7_3-7_-4

= — 2
21 T
L _—(3+7 347 _10 .
Az 22

Zatem D =R\ {-2;5}, a mianownik zapisujemy w postaci iloczynowej: (x +2)(x —5).

3.3. Rownania wielomianowe. Rownania wymierne

Przyréownujemy licznik do zera:

X2 —x—6=0

Réwnanie kwadratowe rozwigzujemy, obliczajgc wyroznik trojmianu:
A=(-1 -4-1(-6)=1+24=25

JA =5

Poniewaz A > 0, to rownanie to ma dwa rozwigzania:
~=1)=5 =5 4
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Xy = =2
2.1 2 2
—{=1
. ()+5=H5=§=3
- 2-1 2 2

Zatem licznik zapisujemy w postaci iloczynowej: (x + 2)(x —3)




x+2)x-3
(+2)(x=3)_,
(x+2)(x-5)
Po skréceniu otrzymujemy: % =0

Utamek jest rowny zero tylko wtedy, kiedy licznik jest rowny zero, zatem:
x—=3=0

x=3

Odpowiedz: Rozwigzaniem rownania

Rownanie ma postacd:

P=X=5

m ={jest liczba 3.

Przyktad

L i
Rozwigz rownanie:

=g

2

Rozwigzanie:
Przyrownujemy mianownik do zera, ustalajac dziedzine wyrazenia wymiernego:

x*—=1=0
Stosujemy wzor na roznice kwadratow dwoch wyrazen:
(x=1)(x+1)=0
x=1lubx=—1
Zatem D =R\ {-11}
Rozktadamy licznik na iloczyn wyrazen | otrzymujemy:
(x=1)(x -|—13/(}c2 i 1)
(x=1)(x+1)
Po skrdceniu otrzymujemy: x* +1=0
Jest to rownanie sprzeczne.,

4
OdpowiedzZ: Rodwnanie ’;z _1 =0 nie ma rozwigzania.
3.4. Utrwalamy wiedze

dziedzina

ROWNANIA | NIEROWNOSCI

wymierne wielomianowe kwadratowe liniowe

3.4, Utrwalamy wiedze
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4.1. Uktady rownan liniowych z dwiema niewiadomymi

Pojecie uktadu réwnan

| Ukladem rownan liniowych nazywamy dwa réwnania z dwiema niewiadomymi, dla ktérych poszu-
kujemy wspalnych rozwigzan.

| Rozwigzaniem uktadu dwéch réwnan liniowych z dwiema niewiadomymi nazywamy pare liczb,
ktara spetnia obydwa rownania.

Do metod rozwigzywania uktadow rownan naleza m.in.:
- metoda podstawiania,

- metoda przeciwnych wspotczynnikow,

- metoda graficzna.

Rozwigzywanie uktadow réwnan metoda podstawiania

| Metoda podstawiania polega na wyznaczeniu z ktéregos rownania jednej niewiadomej i podstawie-
niu jej do drugiego rownania.

Przyktad

Rozwiaz uktad rownan metoda podstawiania.
2x—y=3
3x+2y =29

Rozwigzanie:
Wyznaczamy z pierwszego rownania niewiadoma y, drugie przepisujac bez zmian;

y=2x-3
3x+2y =29

Wstawiamy do drugiego réwnania w miejsce y wyznaczone wyrazenie:
y=2x—3

|3x+2(2x-3)=29

Rozwigzujemy drugie réwnanie z jedna niewiadoma x, pierwsze przepisujac bez zmian:

y=2x—3 y=2x—3 y=2x—3

‘3x+4x—~6=29 |?x=35 |:7r =5

Wstawiamy obliczong wartosc x do pierwszego rownania i obliczamy y:

y=dosd y=10-3 y=7

lx=5 Ix:S L=5
2x—y=3

Odpowiedz: Rozwigzaniem uktadu rownan jest para liczb (5;?).

3x+2y =29

Rozwigzywanie uktadow rownan metoda przeciwnych wspétczynnikow

| Metoda przeciwnych wspalczynnikow polega na dodawaniu rownan stronami w sytuacji, gdy przy
tej samej niewiadome] w dwoch réwnaniach mamy przeciwne wspatczynniki,

Przyktad
Rozwiaz uktad rownan metoda przeciwnych wspotczynnikow.
2x—3y=4
3x+2y=19
Rozwigzanie:
Zauwazamy, ze przed niewiadomg y mamy wspotczynniki o przeciwnych znakach. Trzeba pomnozyc
oba rownania przez takie liczby, aby otrzymac przeciwne wspotczynniki.

2x—3y =4 |2
3x+2y =19 |3

4dx—by =8
9%+ 6y =57

4.1, Uktady rownan liniowych z dwiema niewiadomymi
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> Dodajemy réwnania stronami i otrzymujemy:

Ax—6by=28

9x+6y =57

13x=65 |13

=

Wstawiamy wartos€ x do jednego z réwnan i obliczamy y:

3.5+2y=19 2y =412 y=2

2x—3y=4

jest para liczb {5;2).
342y =191 P (5:2)

Odpowiedz: Rozwigzaniem uktadu rownan

Rozwigzywanie uktadéw réwnan metoda graficzna

| Metoda graficzna polega na narysowaniu prostych w uktadzie wspdtrzednych i odczytaniu wspét-
rzednych punktu przeciecia prostych, ktére sg rozwigzaniem uktadu réwnan.

Rysunek prostych w uktadzie wspotrzednych nazywamy interpretacjg geometryczng ukiadu réwnan.

Proste na plaszczyZnie mogg sie przecinac¢ w jednym punkcie, moga byé rownoleglymi niemajacymi
punktow wspaélnych | mogg sie pokrywad, majac nieskonczenie wiele punktow wspdélnych.

Zatem uktad rownan liniowych moze:

miec jedno rozwigzanie (para liczb) - uktad oznaczony
miec nieskornczenie wiele rozwigzan - uktad nieoznaczony
nie mie¢ zadnego rozwigzania - uktad sprzeczny

Przyktad
Rozwiaz uktady réwnan iwskaz, ktéry z nich jest oznaczony, nieoznaczony i sprzeczny. Przedstaw inter-
pretacje geometryczng kazdego z nich.
a) 2Xx—y=3 b) 3x+2y=2

4x -2y =0

2x4+y=—1

c) 1
2x—y=6 x+§y=1

Rozwigzanie:
Rozwigzemy ukiady rownan metoda przeciwnych wspotczynnikdow:
2x—y=3

4x—2y =6 ‘: (-2)

2x—y=3
-2X4+y=-3

=10

Uktad nieoznaczony

Wyznaczamy y z pierwszego rownania i zaznacza- - - -
my w uktadzie wspdtrzednych prosta o réwnaniu v /
y=2x—3 przechodzaca przez punkty ([J,—B)

a)

un

I

i (15i0). Z przeksztatcenia drugiego réwnania
otrzymamy prosta o tym samym réwnaniu. L— 34
z

4. Uktady rownan liniowych z dwiema niewiadomymi
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4.1. Uktady rownan liniowych z dwiema niewiadomymi
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c)

IX+2y=2
2x—y =6 |2
Ix+2y=2
|4x—2y=12
Tx=14|:2
=2
3:242y=2
6+2y =2
2y=-4 |2
y==2
=g
y==2

Uktad oznaczaony
Wyznaczamy y z obu rownan i zaznaczamy
w uktadzie wspotrzednych proste o réwnaniach

y=2x-6 mazy:—-;lxﬂ.

2x+y=—1

1
x+=—y=1H-2
gt [(-2)
2x+y=-1

—2x—y=-2
0=-3

Uktad nieoznaczony

Wyznaczamy y z obu rdwnanl i zaznaczamy
w uktadzie wspotrzednych proste o rownaniach
y=—2x—lorazy=-2x+1

=
4 = = - 3....
3 |
i.]"ll: 5-" | ] 4
:_ —t : / -
—;5——3—?4{] 23455}{.
J: I i {2 —"fj " |
2 /N
1/
ol N\
=25 B
5 [
': -

Rozwigzywanie uktadéw réownan wybranymi metodami

Przyktad
Rozwigz uktady réwnan:

a)

3(x—y)-2(y—x)=15

_4(x+y]+?=5(}f+x)
HHS  phe
i 2 "2 4

[—3x—y =5

-lx+l —

2 T3Y g
——x+l = +3
Ll e

[0.2(x+2y)-03(2x—y) =35
2(x+y)—(x—=2)=2y+2



> Rozwigzanie:
Rozwigzemy uktady rownan dowolng metoda.

. l3x~3y—2y+2x=15 L
Ax+4y+7=5y+5x C}Z 4 4
‘5x—5y=15 5 ,%x %yzéﬁg -4
A=y 2X+y=x—4
‘x—y=3 |=x+y=12
e [+ y=—4
—2y=-4 ‘fx+y=12
y=2 ay—ala
T 2y =82
x=5 o
il X+4=-4
ly=2 Sf:f;

02 "3 1
—3x—y=5 i 0,2(x+2y)-0,3(2x—y)=35 |10
2(x+5)+2y =y +8 2(x+y)—(x-2)=2y+2
=3y =5 2(x+2y)-3(2x—y)=35
[2X+10+2y =y +8 [2(x+y)-(x=2) =2y +2
=dk= o= (2x+4y—6x+3y =35
2X+y=-2 |2x+2y —x+2=2y+2
el [~4x+7y =35
-X=3 x=0
x=-3 :
2{—3}HF=—Q |7y=35 |7
—b+y=—2 ,XzD
y=4 x=0
x=-3 [¥=>
Lfﬂt

4.2. Zastosowanie uktadow rownan do rozwigzywania zadan teksto-
wych

Zastosowanie uktadow rownan do rozwigzywania zadan tekstowych w praktyce

Zadania tekstowe z wykorzystaniem ukiadow rownan bedziemy rozwiazywac w nastepujacych eta-
pach:

- analiza zadania,

- zapisanie ukfadu rownan i jego rozwigzanie,

- sprawdzenie rozwiazania uktadu rownan z warunkami zadania,

- zapisanie odpowiedzi.

4.2. Zastosowanie uktadow rownan do rozwigzywania zadarn tekstowych

Przyktad
Suma dwdch liczb wynosi 120. Jesli pierwszg liczbe zwiekszymy o 20%, a drugg zmniejszymy o 60%, to
ich réznica wzrosnie dwukrotnie, Wyznacz te liczby.
Rozwigzanie:
Wprowadzamy niewiadome i zapisujemy uktad rownan odzwierciedlajgcy zaleznosci przedstawione
w Zadaniu.
X — pierwsza liczba
y - druga liczba
X+ y=120

12x=0,4y =2(x—y)

5
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> Przeksztatcamy uktad do prostszej postaci i wyznaczamy niewiadome.
x+y=120
-0,8x+16y =0

Stad ‘X L
y=40

Sprawdzenie: 80+40=120,80-40=40,12-80-0,4-40=80=2.40
Odpowiedz: Szukane liczby to 80 i 40.

Przyktad

Stosunek dwoch liczb wynosi 2: 7. Jesli mniejsza z tych liczb zwiekszymy 1,6 razy, a wiekszg zmniejszy-
my 0 22, to stosunek tych liczb wyniesie 2: 3. Oblicz te liczby.

Rozwigzanie:

Wprowadzamy niewiadome i zapisujemy uktad rownan opisujacy zaleznosci przedstawione w zadaniu.
x - mniejsza liczba

y - wieksza liczba

x 2
v 7
16x 2
y—22 3
Przeksztatcamy uktad do postaci =2y ,a nastepnie wyznaczamy niewiadome.
4,8x=2y—-44
Stad x =20
y=70

Sprawdzenie:-@=g, $6:20 32 2
70 7 70-22 48 3

Odpowiedz: Szukane liczby to 201 70,

Przykiad
W dwdch pudetkach znajduje sie 138 sztuk jednakowych cukierkow. Jezeli z jednego pudetka przetozy-
my 4 cukierki do drugiego, to w obu pudetkach bedzie tyle samo cukierkow.
lle cukierkéw znajduje sie w kazdym z pudetek?
Rozwigzanie;
Wprowadzamy niewiadome i zapisujemy ukiad réwnan przedstawiajacy zaleznosci wystepujgce w za-
daniu.
x - liczba cukierkéw w pierwszym pudetku
y = liczba cukierkow w drugim pudetku
X+y=138
X=4=y+4
Przeksztatcamy uktad do prostszej postaci i wyznaczamy niewiadome.
X+y =138
x—y =28

Stad ‘X =
P=E55

Sprawdzenie: 73+65 =138, 73—-4 =65+4
OdpowiedZ: W pierwszym pudetku byty 73 cukierki, a w drugim byto 65 cukierkdw.

Przyktad
lle kilogramow roztwordw solnych o stezeniach odpowiednio 10% i 15% nalezy zmieszad, aby otrzymad
10 kg roztworu solnego o stezeniu 12%?
Rozwigzanie:
Wprowadzamy niewiadome:;
x - waga w kilogramach roztworu o stezeniu 10%
v -waga w kilogramach roztworu o stezeniu 15%
Zapisujemy ukiad rownan i wyznaczamy niewiadome.
x+y=10
0,1x+0,15y=0,12.10

4.2 Zastosowanie uktadéw rownan do rozwigzywania zadan tekstowych

:
3
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x=06

=4

Sprawdzenie: x+ y=10,0,1.64+0,15-4 =12

Odpowiedz: Nalezy zmieszac 6 kg roztworu o stezeniu 10% i 4 kg roztworu o stezeniu 15%.

Stad [

Przyktad
Ojciec i syn majg razem 56 lat. Za 5 lat ojciec bedzie 2 razy starszy od syna. lle lat ma obecnie kazdy
z nich?
Rozwigzanie:
Wprowadzamy niewiadome i zapisujemy uktad réwnan.
x — obecny wiek ojca
¥ - obecny wiek syna
x4y =56
X+5=2(y+5)

Przeksztatcamy ukiad do prostszej postaci i wyznaczamy niewiadome.
X+ y=>56

L’ —2y=5

x=39

y=17

Sprawdzenie: 39+17 =56,39+5=2-(17+5)

Odpowiedz: Ojciec ma 39 lat, a syn ma 17.

Stad l

Przyktad

Z miast A B oddalonych od siebie o 70 km wyruszajg jednoczesnie naprzeciw siebie dwa pociagi i spo-
tykaja sie po 20 minutach. Gdyby pociag, ktdéry wyjechat z miasta A, jechat z predkoscig o 50% wiekszg,
a pociag, ktdry wyruszyt z miasta B, jechat z predkoscia 0 45 km/h mniejszg, to pociggi rowniez spotka-
tyby sie po 20 minutach. Oblicz, z jakimi predkosciami srednimi poruszaty sie pociagi.

Rozwigzanie:

Wprowadzamy niewiadome i zapisujemy uktad réwnan.

x - predkos¢ pociggu jadacego z miasta Aw km/h

y - predkosc pociggu jadgcego z miasta B w km/h

. 1
20 min==h
3

(x+y)=70

Lo — | =

(15x+y—45)=70

Zapisujemy uktad rownan w prostszej postaci i wyznaczamy niewiadome,
‘x +y =210

15x+ y =255
Stad x=90
y=120

Sprawdzenie; %-(%M 20) =70, %-(1,5-90+ 120-45)=70

Odpowiedz: Pociag z miasta A jechat z predkoscig 90 km/h, a z miasta B z predkoscia 120 km/h.

Przyktad

Gd}.—f dtugosci bokdw prostokata zwiekszymy o 2 cm i 5 cm, to jego pole zwiekszy sie o 65 cm?, Nato-
miast, gdy dtugosci bokdw odpowiednio zmniejszymy o 5 cm i 2 cm, to jego pole zmniejszy sie 054 cm?,
Oblicz dtugosci bokdw tego prostokata.

Rozwigzanie:

Wprowadzamy niewiadome i zapisujemy uktad rownan przedstawiajgcy zaleznosci okreslone w tresci
zadania.

x — dtugosc pierwszego boku prostokata w centymetrach

y - diugosc drugiego boku prostokata w centymetrach

(x+2)-(y+5)=xy +65
(x=5)(y—2)=xy—54

4.2. Zastosowanie uktadow rownan do rozwigzywania zadarn tekstowych
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4.3. Rozwiazywanie metoda podstawiania uktadow rownan, z ktérych jedno jest liniowe, a drugie kwadratowe

: -E
2
.
s

64

Przeksztatcamy uktad do prostszej postaci.
Sx+2y =55

2x+5y =064
X=7

Stad ‘y=m

Sprawdzenie: 7-10 =70, (7+2)-(10+5)=9-15=135,70+65=135
(?—5}-(1[)—2): 2:8=16,70-54=16

Odpowiedz: Diugosci bokdw prostokata wynoszg 7 cm i 10 cm.

4.2. Rozwigzywanie metoda podstawiania uktadow réownan, z ktérych
jedno jest liniowe, a drugie kwadratowe

Rozwigzywanie uktadow réownan drugiego stopnia

| Uktadem drugiego stopnia z dwiema niewiadomymi nazywamy uktad dwoch rownan z dwiema
niewiadomymi, z ktdrych przynajmniej jedno jest drugiego stopnia. W szczegdlnosci uktadem rdwnar
drugiego stopnia jest ukfad sktadajacy sie z réwnania liniowego oraz kwadratowego,

4 2-0 [4x E_ o
Naprzyk#adl X+ y+ Di[élx x4y’ —y+2=0

: —2X+y—-5=0

Takie uktady bedziemy rozwigzywali metoda podstawiania.

Przyktad

Rozwiaz uktad rownan.

X+y—2=0

¥ —2x+2y =0

Wyznaczamy y z pierwszego rownania i podstawiamy do drugiego. Otrzymujemy:
S R
02— 2x+2(-x+2)=0

Drugie rownanie jest rownaniem kwadratowym z niewiadomga x. Rozwigzujemy je.

x? —4x+4 =0 stad (x—Z)‘2 =0, czylix=2

5 y=—x+2 y=0
Zapisujemy: . stad .
pIsuj }’Ix d L,zz

25 —4x+y—2=0
[2x+y-9=0

Wyznaczamy y z drugiego rownania | podstawiamy do pierwszego. Otrzymujemy:
2% —dx+y—-2=0

b)

1_;,.*:—2)(—{—9

2x* —4x—-2x+9-2=0
*_y=-2x+9
2x*—6x+7=0
[y=—~2x+9

Pierwsze rownanie jest rownaniem kwadratowym z niewiadoma x. Rozwigzujemy je.
2x*—6x+7=0

A=(-6)-4.2.7=-20

Poniewaz A <0, to réwnanie 2x*—6x+7=0 nie ma rozwigzania. Wobec tego uktad réwnan
'2x2-4x+y—2 =]

jest sprzeczny.
2x+y—-9=0 J b y



> 0 l—x+zy—4=n

x*+4y—-16=0
Wyznaczamy y z pierwszego rownania i podstawiamy do drugiego. Otrzymujemy:
_x+4
-2
i -%ﬁi-— 16=0
- __ &d
-2
X +2x—-8=0
Rozwigzujemy drugie réwnanie, ktore jest réwnaniem kwadratowym z niewiadoma x.
x> +2x—-8=0
A=2-4.1(-8)=36VA =6
i=$z_4f){2 =_22—i_6 =2
Otrzymujemy dwa uktady réwnan: ,
X, =—4 X, =2
—-44+4 ; 2+4
1= :Jf’z -
X, =—=4 |X2=2
y;=0 Ly, =3

Uktady réwnan drugiego stopnia w zadaniach z trescia

Umiejetnosc rozwigzywania ukiadow rownan wykorzystujemy w rozwigzywaniu zadan z trescia.

Przyktad
Liczbe 25 przedstaw w postaci sumy dwaoch sktadnikow, tak aby suma ich kwadratéw byta réwna 313.

Rozwigzanie:

Wprowadzamy niewiadome i zapisujemy uktad rownan przedstawiajacy zaleznosci okreslone w zada-
ni.

x — pierwszy sktadnik

y - drugi skladnik

X+y=25

x*+y*=313

Wyznaczamy y z pierwszego rownania i podstawiamy do drugiego. Otrzymujemy:
y=25—x

C+(25-x) =313

y=25—x

2x*=50x+312=0

ly =25—x

x'—25x+156 =0
Rozwiazujemy drugie rownanie,
A=(-25)-4.1156=1A =1

4.3, Rozwigzywanie metoda podstawiania uktadow rownan, z ktorych jedno jest liniowe, a drugie kwadratowe

Pomimo ze rozwigzaniem uktadu sa dwie pary liczb, to rozwigzaniem zadania jest tylko para liczb. Licz-

be 25 przedstawimy w postaci sumy liczb 12 i 13 (ze wzgledu na przemiennos<¢ dodawania).

Sprawdzenie: 12° +13* =313

Odpowiedz: Szukane sktadniki liczby 25 to 12 1 13. >

25-1 254
X, =——=12, %, = =
2 SO
Zapisujemy dwa uklady rownan i wyznaczamy niewiadoma y.
¥i=25-x |y, =25-x, -
X =12 r X, =13 ;
y=13.  [y=12 e
Stad lub :

3 {}(:12 : |x=13 ]
=
=
<
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> Przyktad

Oblicz obwaod trojkata rownoramiennego o polu rownym 54, kiérego podstawa jest trzy razy dtuzsza
od wysokosci,

Rozwigzanie:
Wprowadzamy niewiadome | zapisujemy ukfad réwnar przedstawiajgcy zaleznosci okreslone w zada-

niu.
x - dtugosc podstawy trojkata
¥ - wysokosc trojkata
X=3y
IX_54
2
X =3y i X=3
3y? =108 y?=36
Zapisujemy dwa uklady rownan, poniewaz rozwigzaniem drugiego rownania sa liczby 6 i —6.
¥i=06 |y,=-6
X, =18 |x, =—18
Sposrad tych dwoch rozwigzan uktadu rownan odrzucamy drugie rozwiazanie, poniewaz x i y sa dtugo-
$ciami odcinkdw, wiec muszg by¢ liczbami dodatnimi.

Otrzymujemy: [

Sprawdzenie: ? =54

Z twierdzenia Pitagorasa wyznaczamy ramie tego trojkata rowno-

ramiennego. " 3
b =9 + 6 stad b=3413 6
Obliczamy obwadd trojkata:

[=18+2.3/13=18+6\13 - -

OdpowiedZ: Obwad tego trojkata wynosi 18 + 6v13.

Przyktad
Pewne wydawnictwao miato wystac do sklepu 2800 ksiazek do kolorowania. Ksigzki planowano wysfac
w jednakowych paczkach, przy czym w kazde] paczce miata byc taka sama liczba ksigzek. Okazato sie
jednak, ze gdyby do kazdej paczki wtozono po 5 ksigzek wiecej, wowczas liczba paczek zmniejszytaby
sie 0 10. Oblicz, ile paczek planowano wystac i ile ksigzek byto w jednej takiej paczce.
Rozwigzanie:
Wprowadzamy niewiadome i zapisujemy uktad rownarn przedstawiajgcy zaleznosci okreslone w zada-
niu.
x - planowana liczba paczek, x >0 ix e M
¥ - planowana liczba ksigzek, y >0iyeN
x =10 - liczba paczek, gdyby wtozono wiecej ksigzek do paczki
¥+5 - zwiekszona liczba ksigzek w paczce
xy = 2800
(x—10)(y+5)=2800
Rozwigzujemy uktad rownan
xy = 2800
xy+5x—10y —50 = 2800
xy = 2800
2800+ 5x —10y—50 = 2800
Wyznaczamy x z drugiego rownania i podstawiamy do pierwszego.
| xy = 2800
(x=2y+10
[(2y+10)y = 2800
(x=2y+10
Rozwigzujemy pierwsze rownanie 2y°+10y—2800=0, ktdre zapisujemy w prostszej postaci
y245y—1400=0
A =5 —4.1.(=1400)=5625,JA = 75

—5-75 —5+475
== ——— ——

4.3. Rozwiazywanie metoda podstawiania uktadow rownan, z ktérych jedno jest liniowe, a drugie kwadratowe

§
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> Zapisujemy uktad rownan i wyznaczamy niewiadoma x:

P=35
|x=2-35+10
[y =35
|x=380

Sprawdzenie: 80-35 = 2800
Odpowiedz: Planowano wystac 80 paczek i w kazdej miato byc po 35 ksigzek.

4.4, Utrwalamy wiedze

UKEAD ROWNAN Z DWIEMA NIEWIADOMYMI

wielomian jednej zmienngj

metody rozwigzywania zadania z trescig uktad rownan liniowych ltjviaddr;f;”wr;ac%
—@® metoda podstawiania —® ukfad rownan oznaczonych
—® metoda przeciwnych wspotczynnikow —® uktad réwnan nieoznaczonych
—® uktad rownan sprzecznych

4.4 Utrwalamy wiedze
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Funkcje



5.1. Funkcja i jej wtasnosci

Pojecie funkcji

| Funkcja f ze zbioru X w zbidr ¥ nazywamy przyporzadkowanie, w ktérym kazdemu elementowi zbioru
X odpowiada doktadnie jeden element zbioru Y.
| Zbidr X nazywamy dziedzing funkcji, a kazdy element x zbioru X nazywamy argumentem funkcji.

| Zbidr ¥ nazywamy przeciwdziedzing funkcji. Kazdy element y zbioru ¥, ktéry zostat przyporzadkowa-
ny okreslonemu argumentowi x, nazywamy wartoscia funkcji fdla argumentu x | zapisujemy y = f(x).
Zbidr ZW tych elementdw y nazywamy zbiorem wartosci funkcji.

Przyktad
Pewne przyporzadkowania przedstawiono w postaci grafu. Okres|, ktére z nich nie jest funkcja | wyja-
snij dlaczego.

A B.

X *' ¥ X ' ¥ X > * ¥
‘J N W

a

Odpowiedz: Przyporzadkowanie B nie jest funkcjg, poniewaz nie kazdemu elementowi zbioru X zostat
przyporzgdkowany jeden element zbioru Y (liczbie 3 nie przyporzadkowano zadnej liczby). Przypo-
rzgdkowanie C nie jest funkcjg, poniewaz jednemu elementowi zbioru X (liczbie 0) zostaty przyporzad-
kowane dwa element zbioru Y {liczby —4 i =2).

Przyktad
Dane sg dwa zbiory X={-2, —1,0, 1, 2} i¥={0, 1 2, 3, 4}. Funkdja f ze zbioru X przyporzgdkowuje

kazdej liczbie jej kwadrat w zbior Y. Przedstaw za pomocg grafu funkcje f Okresl dziedzine i zbidr war-

tosci funkcji. Podaj wartosc funkcji dla argumentu —2. Okresl argumenty, dla ktorych wartosc funkgji
jestréwna 1.

Rozwigzanie:

Dziedzing funkcji jest X ={-2, —1.0, 1, 2}, a zbiorem wartosci funkgji jest
Zw ={0, 1 4}.

W(artrjnsic’: funkgji dla argumentu -2 jest rowna 4, co zapiszemy symbolicznie
f(-2)=4.

Wartosc funkcji jest rowna 1 dla argumentow 11 —1. Zapiszemy to ‘l=f('l]

1= f(=).

Sposoby okreslania funkcji
Funkcje okreslamy za pomoca opisu stownego, tabelki, grafu, a takze wzoru lub wykresu,

| Wykres funkeji f: X — Y to zbiér wszystkich punktéw (x, y) takich, ze x € X i y = f(x). Zapis f: X —¥

§ czytamy: funkgja f ze zbioru X w zbidr Y.

)

3 Przyktad

= Funkcje przedstawiono w postaci tabeli.

=

-§ X 0 1 2 3 4
- fix) 1 2 3 4

Okresl dziedzine i zbior wartosci te] funkeji. Przestaw te funkcje za pomoca:

a) opisu stownego, b) grafu, C) WZOoru, d) wykresu.
Rozwigzanie:

D={0,123 4,5},2w={123, 4,5, 6}

a) Kazdej liczbie ze zbioru {D. 12 3 4 5} przyporzadkowano liczbe o jeden wieksza.
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o f(x)=x+1daxe{0, 1 2 3, 4, 5}

Przyktad
Oblicz:

a) wartosc funkeji f(x) = 3x? —5x dla argumentdow —11i %

Rozwigzanie:
f(=1)=3(-1) =5-(=1)=3+5=8

3
1 i .1 5 5 3 3
] e £ P R s e B L
f[ y [ ] 4 2
X+6

b) argument, dla ktérego wartosc funkgji f(x) = Wynosi %
Rozwigzanie;
x+6 2

Poniewaz f(x):%, otrzymujemy >

2
Stad:x =—4=
¢ 3

Przyktad
—2x+1 xe(—ng, —1)

Narysuj wykres funkcji okreslonej wzorem f(x)m 2 xe{=1 T
—x+7, x€(2, o)

Rozwiazanie:
Rysujemy wykresy trzech funkgjic f(x)=—2x+1, f(x) =21 f(x)=—x+7 w podanych przedziatach.
' |
6+
Wl

.

—0
) TR %]
-]

45
4
T

e

i
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=
7
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£
=
=
=
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=
=
o
L
=
i

[k

| Dziedzing funkcji jest zbidr wszystkich argumentow x, dla ktorych funkcja jest okreslona.

7



Okreslanie dziedziny funkcji
Przyktad

Okresl dziedzine funkgji.

a) f(x)= —%x +1

Rozwigzanie:
xelR

tf}lf()(): x2_1

Rozwigzanie:

Wartosci funkgji nie sg okreslone, gdy mianownik jest rowny 0. Wobec tego zapisujemy zatozenie
x2=1=0.Stad x = 1ix = -1

Zapisujemy dziedzine: x € R\ {-1, 1}

o) f(x)=+x-1
Rozwigzanie:

Wartosci funkcji sg okreslone, gdy liczba podpierwiastkowa jest nieujemna. Wobec tego zapisujemy
zatozenie: x—=1>0.Stad x > 1.

Zapisujemy dziedzine: x € (1, o).

Miejsce zerowe funkcji

| Miejscem zerowym funkcji nazywamy kazdy argument, dla ktdrego wartosc¢ funkcji liczbowe| jest
rowna 0. Funkcja moze miec wiele miejsc zerowych, ale moze rowniez nie miec ich wcale.

Przyktad
Oblicz miejsce zerowe funkcji danej wzorem.

a) f(x)=2x+7, dlaxe <—3%, )

Rozwigzanie:
Wyznaczamy argument, dla ktorego wartosc funkgji fjest rowna 0.
f(x)=0, czyliy2x+7 =0, wiec 2x+7 =0

Otrzymujemy x = —3%_

Sprawdzamy, czy obliczony argument x nalezy do dziedziny funkcji:

1 1
e
2El: 5 na)

OdpowiedzZ: Miejscem zerowym funkcji f(x) =J2x+7 jest argument x = —3%.

3x-5 x<-2
b = -
jf(x) —4x+7, x>-2
Rozwigzanie:

Wyznaczamy argument, dla ktorego wartosc funkeji f jest rowna 0. Poniewaz funkcja jest okreslona
dwoma wzoramiw dwoch roznych przedziatach, wiec zapisujemy dwa rownania.

:E’ 1. Otrzymujemy: 3x —5=0

=

:,g o= ’l%, ale ’l% & (—oc, —2), dlatego liczba T%— nie jest miejscern zerowym funkcji f.

= 2. Otrzymujemy: —4x+7 =0

o K

g x=1=,1=€e(-2, ~)

= 4 4

1% - < —

= Odpowiedz: Miejscem zerowym funkgji f(x)= S ¥=k jest liczba i
—4x+7, X>=2 4
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5.2. Odczytywanie wlasnosci funkcji z wykresu

Dziedzina, zbiér wartosci i miejsce zerowe funkgji
Dziedzine, zbidr wartosci i miejsce zerowe funkcji mozna odczytac z wykresu.

| Dziedzina to zbidr wszystkich wartosci x, ktérym mozna przyporzadkowad punkt na wykresie funkgcji
(odczytujemy na osi X).

| Zbiér wartosci (odczytujemy na osi ¥) 53 to te wszystkie wartosci y, ktéorym mozemy przyporzgadkowac
punkt na wykresie funkcji.

| Miejsce zerowe jest rowne wspotrzedne] x punktu przeciecia wykresu funkgji z osig X.

Przyktad
Na podstawie wykresu funkcji okres| jej dziedzine, zbior wartosci | miejsce zerowe,
a)

— T

~
=

— — -
4 5 ¢4 3 2 E 2 X
\ 1\

N LA LT
NA T

45

Odpowiedz: D, = (—5, 2), ZW = <—4, D), miejsce zerowe x = 0.

b)

v

7

bt w

51 4

4 ®
L =) ®

L B -

1&

} } 4 +——
-2—1?';1345{5??(

OdpowiedZ: D, ={-2, -1,0, 1 2, 3, 4, 5}, ZW={ 1, 2, 3, 4, 5, 6}, funkcja nie ma miejsc zerowych.

Monotonicznos¢ funkgji

| Funkcje nazywamy rosnaca, gdy dla dowolnych x,,x, € X, takich ze x, < x,, spetniony jest warunek
fx) < f(x).

| Funkcje nazywamy malejaca, gdy dla dowolnych x,, x, € X, takich ze x, < x,, spetniony jest warunek
f(x)> £ (%)

| Funkcje nazywamy stata, gdy dla dowolnych x,,x, € X spetniona jest réwnos¢ f(x,) = f(x,).
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| Funkcje nazywamy niemalejaca, gdy dla dowolnych x,,x, € X, takich ze x, < x,, spetniony jest waru-

nek f(x,)< f(x,)-
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> | Funkcje nazywamy nierosnaca, gdy dla dowolnych x,, x, € X, takich ze x, < x,, spetniony jest warunek
f(x)z f(x)

| Funkcjami monotonicznymi nazywamy funkcje, ktére s3 rosnace, malejgce, nierosnace, niemalejace
i state.

Przyktad
Na podstawie wykresu funkcji ustal maksymalne przedziaty monotonicznosci tej funkcji,

v

on

5 4 B

Odpowiedz: Funkcja jest malejgca w przedziale [—3,—1), rosngcaw przedziale (—1, 2) i malejgca w prze-
dziale (2, 3).

Najwieksza i najmniejsza wartosc funkcji

Na podstawie wykresu mozemy rowniez odczytac argumenty, dla ktorych funkcja przyjmuje dang war-
tos¢, na przyktad wartosc najwieksza lub najmniejsza, a takze wartosci dodatnie i ujemne,

Przyktad
Odczytaj z wykresu najwieksza i najmniejsza wartosc funkcji oraz argumenty, dla ktérych te wartosci
sg przyjmowane. Okresl, dla jakich argumentow funkcja przyjmuje wartosci dodatnie, a dla jakich -
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Odpowiedz: Najwiekszg wartoscig funkgji jest y .. =5 dla x =6. Najmniejszg wartoscig jest y,,, ==5
dla x =2,
Funkcja przyjmuje wartosci dodatnie dla x €(-5, —3}u(—-1,1)u(4, 6). Funkcja przyjmuje wartosci

ujemne dla x € (-3, —1)u(1, 4).
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Przyktad
QOkresl, dla jakich argumentow wartosci funkcji przestawionej na wykresie sg co najwyzej rowne —2,
v A

|
=

T 7

Il

/

A L
A J 1 NEA

Rozwigzanie:
Rysujemy w uktadzie wspotrzednych prosta y =—2 i odczytujemy argumenty, dla ktérych wartosci

funkcji s mniejsze badz réwne —2.
Odpowiedz: f(x) < —2 dla x € (—c0, —4}U(3, 5).

Wiasnosci funkcji

Przyktad

Z wykresu funkcji odczytaj jej wtasnosci.
Rozwigzanie:

a) Dziedzina funkcji D, = (-6, 6).

b) Zbiér wartosci funkcji ZW = (-4, 6).

¢) Miejsca zerowe funkgji: x = -5 ix = -1. [ 3 {
d) Argumenty, dla ktérych funkcja przyjmuje /

R

gn

[

wartosci dodatnie: x E(-El, —E)U(m’!, 6]_
e) Argumenty, dla ktérych funkcja przyjmuje \ / j
wartosci ujemne: x € (=5, —1). - : L»

f) Maksymalne przedziaty monotonicznosci g e =
funkcji:

—h
(]
Pz
o
P
o
e

~funkcja rosnaca dla: x € (—4, -3),
xe(-2, ixe(3 4)

- funkcja malejaca dla: x <—5, — 4),
xe(t 3)ixe(5, 6)
- funkcja stata dla: x E(-3. -2)ixe (4, 5).

2) Najwieksza wartosc funkgji: y =6 dlax =1.
h) Najmniejsza wartosc funkcji: y = -4 dla x = -4.
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5.3. Funkcja liniowa

Pojecie funkcji liniowej
| Funkcja liniowa nazywamy funkcje fokreslong wzorem f(x)=ox+b dla x € R, gdzie
a,beRr.
Liczbe g nazywamy wspotczynnikiem kierunkowym funkcji.
Na przyktad: fix)=7x -3, fix) =3, flx) =9 -x
Dziedzing funkcji liniowej jest zbidr R, a zbiorem wartosci te] funkgji jest zbior R dla a # 0.

| Wykresem funkcji liniowej f(x) = ax + b jest prosta, ktéra przecina 05 ¥ w punkcie o wspotrzednych
(0, b).

Monotonicznosc funkcji liniowej
1. Jezeli @ = 0, to funkcja liniowa jest rosnaca.
2. Jezeli a < 0, to funkcja liniowa jest malejaca.

3. Jezeli a = 0, to funkgja liniowa jest stata.
'

ag>0 1

Przyktad
Okresl monotonicznosé funkgji f (x) = (‘I—- \5)% - 3.

Rozwigzanie:
Wspotczynnik kierunkowy g =1— 2 jest liczba ujemng, wiec funkcja jest malejgca.

Miejsca zerowe funkcji liniowej
Abywyznaczyc miejsce zerowe funkcji f(x) =ax+b, przyrownujemy jejwartosc doliczby 0: ax+ b =0,

stad ax =-b.

1. Dla a # 0 funkcja liniowa ma jedno miejsce zerowe rowne: x = ——,
a

2.Dla a =0, b # 0 funkcja liniowa nie ma miejsc zerowych.

3.Dla a =0, b = 0 funkgja liniowa ma nieskonczenie wiele miejsc zerowych (kazda liczba rzeczywista
jest jej miejscem zerowym).
') ¥ A '

>/{f;+b 1 y=bb>0
(0: b) 1

wo /™| | y=bb<o
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> Przyktad

Miejscem zerowym funkgji jest liczba 3, a wykres przecina os Y w punkcie o wspoirzednych (D, —2).

Napisz wzor tej funkgji.

Rozwigzanie:
Wykorzystujemy informacje o tym, ze do wykresu nalezg punkty (D, —2) i (3. D). Zapisujemy uktad
iwnan |2~ 20t oroumigen =

D = ﬂ-3—|—b " }.’ .I: }( G Z% '

Zapisujemy wzdr funkcji: y = %x -2

Odpowiedz: Warunki zadania spetnia funkcja o wzorze y = %x - 2.

Proste rownolegte

| Wykresy funkcji liniowych o wzorach f(x)=ax+b, oraz g(x)=a,x +b, 53 prostymi réwnolegtymi
wtedy, gdy funkcje maja jednakowe wspotczynniki kierunkowe (g, = a,).
Przyktad
Podaj wzor funkdji liniowe], do ktore] wykresu nalezy punkt A = (3, - 3), a prosta bedaca je] wykresem
jest rawnolegta do prostej bedacej wykresem funkcji y = —%x -3

Rozwigzanie:

Okreslamy wartosc wspotczynnika kierunkowego funkcjio, =a, = —%.

Zapisujemy wzor funkcji: y = —%x—i—b
Wyznaczamy wartos¢ wspotczynnika b, korzystajgc z faktu, ze do wykresu funkcji nalezy punkt

A o wspotrzednych x = 3 i y = =3. Otrzymujemy -3 = — % 3+ b stad b= -1

Odpowiedz: Prosta bedgca wykresem funkcji y = —%x —1 spetnia warunki zadania.

Proste prostopadte

| Wykresy funkgji liniowych o wzorach f(x)=ax+b, oraz g(x)=a,x +b,) sa prostymi prostopadtymi
wowczas, gdy wspotczynniki kierunkowe spetniajg warunek; a,-a, = —1.
Przyktad
Napisz wzor funkgji liniowej, do ktore] wykresu nalezy punkt A = (2, 3). Ponadto wiadomo, ze prosta
bedaca jej wykresem jest prostopadta do prostej bedgce] wykresem funkgji y = ~—%x +6.

Rozwigzanie:
Obliczamy wartosc wspotczynnika funkgji, ktorej wykres jest prosta prostopadta.
1 N5
=—————
Ty 2n 2

5
Wyznaczamy wartos¢ wspotczynnika b, wykorzystujac informacje, ze punkt A 0 wspétrzednych x = 2

i v =3 nalezy do wykresu, Otrzymujemy 3 = %-2+b, wiecb =- 2.

™
2
2
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3,
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=
e
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Odpowiedz: Wykres funkcji y = % x — 2 spetnia warunki zadania.
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5.4. Funkcja kwadratowa

Postac ogdlna funkcji kwadratowej
| Funkcja kwadratowa nazywamy funkcje f okreslong wzorem f[x}:r:rx3+bx+r: dla xeR, gdzie
a,b,c € R. Wzér ten nazywamy postacig ogélng funkcji kwadratowej.

Wykresem funkcji kwadratowe| jest parabola. Kierunek ramion paraboli okresla wspotczynnik a. Jezeli
a >0, to parabola ma ramiona skierowane do gory, a jezeli a <0, to parabola ma ramiona skierowane

do dotu. Wspotczynnik ¢ wyznacza wspotrzedne punktu przeciecia wykresu funkcji z osig OY.

Przyktad
Naszkicuj wykres funkcji kwadratowe] f(x)=x* -2 x e R.
Rozwigzanie:
Szkicujemy wykres funkcji g(x): x* i przesuwamy go w dét o 2.
X -2 -1 0 1 2
glx) 4 1 0 1 4
¥ &
I i
-

glx) = Y\ \ f / /

8]
=
LiF
[
iy
o
S
(==}
Py
i

un

| Wyréznikiem tréjmianu kwadratowego nazywamy zapis A = b*> —4ac, gdzie a,b,¢ sa wspotczynnika-
mi postaci ogdlnej funkeji kwadratowe]. Od wyrdznika zalezy liczba miejsc zerowych funkgji kwadrato-

wej.

Jezeli A > 0, to funkcja ma dwa miejsca zerowe: x, =ﬂ Xy = ﬂ
2a Za

Jezeli A =0, to funkcja ma jedno miejsce zerowe: x, = ;—S_

Jezeli A < 0, to funkcja nie ma miejsc zerowych.

Wspotrzedne wierzchotka paraboli obliczamy ze wzordw: x, = ;—j i =%,

Przyktad
Naszkicuj wykres funkcji kwadratowej f(x)=x*+x -6, x € R.

Rozwigzanie:
Sprawdzamy, czy funkcja ma miejsca zerowe, Mozemy wypisac wspotczynnikia=1 b=1, ¢ =—6. Obli-
czamy wyroznik A =¥ —4.1.(—6) = 1424 = 25.

Poniewaz A >0, to funkcja ma dwa miejsca zerowe:

x,l:L_E:—B,xj =iy
21 G 21
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> Obliczamy wspotrzedne wierzchotka:

—1 1 —25 1
Xl-'r' == —— }fw =—=_6_
21 7 4-1 4
Szkicujemy wykres funkgji:
v A
34
szl
T 4 +—————
5 4 8| El} 1 3 5 X
=

i /,l)f:l=?("—?(—El

Postac¢ kanoniczna funkcji kwadratowej

| Postac kanoniczna funkcji kwadratowej opisana jest wzorem f(x) = a(x—pf +qg, a=0,gdziepigsa
wspotrzednymi wierzchotka paraboli.

Przyktad
Naszkicuj wykres funkcji kwadratowej f (x)

(x+1) 4.

Rozwigzanie:
Odczytujemy ze wzoru wspotrzedne wierzchotka paraboli: (—1, —4).

Przeksztatcamy wzér do postaci ogélnej: f(x)=(x+ ’1)2 —4=x*42x-3
Obliczamy wyréznik A =22 —4.1.(-3)=4+12=16

Obliczamy miejsca zerowe: x, =% =-3X = _i*f =1
Szkicujemy wykres funkcji:
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Postac iloczynowa funkcji kwadratowej

Postac iloczynowa funkcji kwadratowej istnieje tylko wtedy, gdy A = 0.
Jezeli A>0, to f(x)=a(x—x)(x—x,).

Jezeli A=0,to f(x)=a(x—x,)"

Przyktad

Naszkicuj wykres funkcji kwadratowej f(x)=—2(x+1)(x—2).

Rozwigzanie:

Odczytujemy ze wzoru miejsca zerowe: x,==1 x, =2,

Przeksztatcamy wzdr do postaci ogdlnej: f(x)=—2(x+4)(x+2)=-2x*-12x-16
12

2-(-2)

Obliczamy wspotrzedne wierzchotka: p = =-3,g9=f(-3)=-2- (—3]2 —12-(-3)-16=2

Szkicujemy wykres funkcji:

L

I

fix) ==2(x + Dk + 2

o1
' /\ 2
: / \ : =
i & ¥ - 1‘] - T R
ol

Najmniejsza i najwieksza wartosc¢ funkcji kwadratowej w przedziale

Przyktad

Oblicz najmniejsza i najwieksza wartosc funkcji f(x) = x> —2x—3 w przedziale:
a)(0;4) b) (-2,0)

Rozwigzanie:

a) Sprawdzamy, czy wierzchotek nalezy do przedziatu:
2 :
Poniewaz a > 0, funkcja przyjmuje wartos¢ najmniejszg w wierzchotku:
fl=t-21-3=-4
Obliczamy wartosci funkcji na koricach przedziatu:
f(0)=0"-2.0-3=-3
f(4)=4>‘-—2-4—3 =5
Wartosc najwieksza w przedziale wynosi 5, a najmniejsza wynosi —4.

b) Sprawdzamy, czy wierzchotek nalezy do przedziatu:
2

p=—==1¢(-20)
Obliczamy wartosci funkcji na koncach przedziatu:
F(2)=(2) ~2(-)-3=
f(0)=0"-2.0-3=-3

Wartosc najwieksza w przedziale wynosi 5, a najmniejsza wynosi —3.
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Wyznaczanie wzoru funkcji kwadratowej

Przyktad
Wyznacz wzor funkcji kwadratowej na podstawie wykresu.
Rozwigzanie:
Sposob |
Z wykresu odczytujemy miejsca zerowe
X, =-—3, x, =11 zapisujermy wzor funkcji w postaci

4
loczynowe] f(x)=a(x+3)(x—1). || A
Wstawiamy do wzoru wspotrzedne wierzchotka | | 2>
(—14) 1 obliczamy warto$¢ a:

a(-1+3)(-1-1)=4 / | \

i - —-
a=—1 5 4 3 2 10 » 3 4 § X
Wzér funkgji: f (x) ==1-(x+3)(x— 1) =—x*—2x+3 —H 34— 1
Sposab |l | g 2l
Z wykresu odczytujemy wspotrzedne wierzchotka y
(—1.4) i zapisujemy wzor funkcji w postaci kano- l i \

Wstawiamy do wzoru wspofrzedne jednego
z miejsc zerowych (1,0} i obliczamy wartos¢ a:
2
a(1+1) +4=0
g=—1
Wz6r funkgjiz f (x) = =1-(x + 1)’ +4 = —x* — 2x+3

nicznejf(x):u(x+1)2+4_ /

5.5. Funkcja a zagadnienia geometryczne, fizyczne, kontekst praktyczny

Funkcje w zadaniach z kontekstem praktycznym

Funkcje liniowe i kwadratowe stosujemy do interpretacji zagadnieri geometrycznych, fizycznych oraz

umieszczonych w kontekscie praktycznym. &
S
Przyktad b
Funkcja ,f(x} = 2x+5 przedstawia koszt przejechania x kilometréw w korporacji taksowkowej F, a funk- EL
cja g(x)=3x+1-w korporacji G. 5 0 g
SporzadZ w jednym ukfadzie wspdtrzednych wykres tych et =
funkcji i odpowiedz na pytania: L lesd | y | =
a) Po przejechaniu jakiej liczby kilometrdw koszt w obu kor- S
poracjach bedzie taki sam? L &
b) lle kilometréw mozna przejechac w kazdej z korporacji za 13 =
20 zt? %
Rozwigzanie: T o
a) Po przejechaniu 4 kilometrow. H S
b) Korporacja F: 2x+5 =50 7 S
2x =45 i £
=25 9 E
Korporacja G: 3x+1=50 . 8l S
3x =49 9
1 ¥ . o
X = 1 65 -———-6-—/—— _“~=' : _\g
A4
N H
liczba kilometrow

0% 2 3 4 % & 7




> Przyktad

Firma produkcyjna sprzedaje swoje wyroby po 200 zt za sztuke, Na catkowity koszt produkcji w miesig-
cu sktadaja sie koszty state w wysokosci 10 tysiecy zt i koszty wyprodukowania jednego wyrobu - 50 zt.
a) Jaki jest wzor funkcji opisujgcej koszt catkowity?

b) lle trzeba sprzedad wyrobdw w miesigcu, aby firma przyniosta zysk?

c) lle wyrobow musi sprzedac firma, aby zysk byt rowny przynajmniej 2 tysigce ztotych?

Rozwigzanie:
a) Wzér funkgji: K (x) = 10000+ 50x, x - liczba wyrobéw
0) 200x > 10000 4 50x
150x = 10000
2
X >0bb—
3
¢) 200x —50x > 10000+ 2000
150x = 12000
x >80
Przykiad

Dana jest funkcja h(r) = —5t? +50t, gdzie t oznacza czas w sekundach, opisujgca wysokosé w metrach,

jaka osiggnie ciato wyrzucone pionowo w gore.

Oblicz:

a) po jakim czasie ciato osiggneto maksymalng wysokosc i ile ona wynosi,
b) po jakim czasie ad chwili wyrzucenia ciato spadnie na ziemie,

Rozwigzanie:

a) Obliczamy wspotrzedne wierzchotka paraboli:
t,=——=5(5
w =3 .(u.5) (s)

h(5)=-5-5*+50.5=125 (m)

Po uptywie 5 s ciato osiggnie wysokosc¢ 125 m,
b) Obliczamy miejsca zerowe funkcji:

—5t? 4+ 50t =0
t2—=10t=0
t=01lubt=10

Ciato spadnie na ziemie po 10 s od momentu wyrzutu.

Przyktad
Jakie wymiary ma prostokatna dziatka, ktéra mozemy ogrodzic siatkg o dtugosci 100 m, zostawiajgc 4 m
na brame, tak aby miata jak najwieksze pole powierzchni? lle wynosi to pole?
Rozwigzanie:
Oznaczamy boki dziatki przez a i b, wtedy:
2(a+b)=100+4
a+b=>52
b=52-a
Opisujemy pole dziatki P = a- b jako funkcje boku a:
P(a)=a(52-a)
P(a)=—a*+520
Obliczamy wspotrzedne wierzchotka parabali;
—52
o o 26 (m)
P(ZB) =—26°+52.-26 =676 (M)
b=52-26=26(m)
Dziatka jest kwadratowa o boku dtugosci 26 m i polu rownym 676 m?,
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5.6. Szkicowanie wykresow funkcji y = fix — a), y = f(x) + b, y = —f(x),
y=fl—x)
Szkicowanie wykresow funkcji
Majgc dany wyjsciowy wykres funkcji f(x), mozemy naszkicowac wykresy funkgji:
a) y = f(x)+b, przesuwajac wykres funkcji f(x) wzdtuz osi OY o b jednostek,
b) y = f{x—a), przesuwajac wykres funkeji f (x) wzdtuz osi OX o @ jednostek,
c) y = —f (x), odbijajac symetrycznie wykres funkdji f (x) wzgledem osi OX,
d) y = f(—x), odbijajac symetrycznie wykres funkcji f(x) wzgledem osi OY.

Przyktad
Dany jest wykres funkgji f(x)=x+2. Naszkicu] w jednym uktadzie wspotrzednych wykresy funkcji

y=-f(x)oraz y = f(-x).

Rozwigzanie: . B T
Zaznaczamy w uktadzie wspotrzednych wykres funk- \ .
cji f(x) = x+2 i szkicujemy wykresy funkeji y = —f (x) \ i

oraz y = f(—x) \\ | \ i ERIRE

f=fl—x) = —H+ 2

L/ ! —

P+ 2 —15’ 1 2N\3E 4 5 X
Y= A= —x12 n
) >
e I ' I
-
Przyktad 2
Dany jest wykres funkgji f(x):x-{ Naszkicuj w jednym ukiadzie wspotrzednych wykresy funkgji |:|‘\
y=f(x)—4orazy=f(x—4). -
Rozwigzanie: %

Zaznaczamy w uktadzie wspotrzednych wykres funkgji f(x)=x2 i szkicujemy wykresy funkgji
y=f(x)-4 orazy=f(x—4)

|

-
=

=

-""""l-.
=flx—a)y

—y
““'-.
S
5.6. Szkicowanie wykresow funkeji y

/!.r' 2 fix - 4) &= (% + 47
3
y’—.llrl:}:' — A= x4 /
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5.7. Proporcjonalnosc odwrotna
Proporcjonalnos¢ odwrotna i wielkosci odwrotnie proporcjonalne

| Proporcjonalnoscig odwrotna nazywamy funkcje postaci f(x): g, x>0,a>0.

| Wielkosciami odwrotnie proporcjonalnymi nazywamy wielkosci x i y, gdy spelniona jest zaleznos¢
Xe=.

Stata a jest wspotczynnikiem proporcjonalnosci.
Wykresem proporcjonalnosci odwrotnej jest jedna gataz hiperbali,

Przyktad
Wykres przedstawia zaleznosc miedzy cena x ztotych za kilogram pewnego towaru a liczba kilogramow
¥, ktore mozemy kupic za pewng statg kwote k.

\
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a) Oblicz wartosc k.
b) lle kg tego towaru mozna kupic za kwote k, jezeli 1 kg bedzie kosztowat 3 zt?
Rozwigzanie:

a) Obliczamy iloczyn 6.4 = 24. Kwota k = 24 zi.

b) Zapisujemy wzér funkeji f (x) = %

Obliczamy warto$¢ dla argumentu 3: f(3) = 24 8

4
Mozna kupic 8 kg tego towaru.

Przyktad

Dwoch pracownikow wykonuje pewng prace w ciggu czterech osmiogodzinnych dni roboczych. W ja-
kim czasie te sama prace wykonatoby trzech pracownikow, pracujac z ta sama wydajnoscig?
Rozwigzanie:

Obliczamy iloczyn: 2.4 =8

Zapisujemy wzor funkcji: f(x) =§
Obliczamy warto$¢ dla argumentu 3: f(3) =% = 2% dnidwki
Obliczamy wartosc & dnidwki: 2--8 L 5—1- h =5h 20 min

Trzech pracownikow pracowatoby 2 dni 5 godzin i 20 minut.




5.8. Funkcja wyktadnicza i logarytmiczna

Funkcja wyktadnicza
| Funkcja wyktadnicza opisana jest wzorem f(x)=a", gdzie @ > 0.

Wykresem funkgcji wyktadniczej jest krzywa, ktora zawsze przecina os QY w punkcie 1.

Przyktad 1
Naszkicuj w jednym ukfadzie wspétrzednych wykresy funkcji f (x)=2* oraz g(x) = [i] ;

Rozwigzanie:
Rysujemy tabelke dla obu funkgji:

X -2 —1 0 1 2
1 1
f(x) Z *2“ 1 2z 4
1 1
g(x) 4 2 1 = -

Szkicujemy wykresy:

'_,,-"‘
=8
T

glx] = (% ) \ 3 [ | fixil=2 _
Il 24 |

Przyktad

Stwierdzono, ze liczba bakterii w pewnym doswiadczeniu podwaja sie w ciggu godziny.
Wiedzac, ze na poczatku byto 200 bakterii:

a) napisz wzor funkcji opisujacej liczbe bakterii po uptywie czasu t,

b) oblicz liczbe bakterii po uptywie 4 godzin od poczatku doswiadczenia,

c) oblicz, po jakim czasie liczba bakterii osiggnie 204 800.

Rozwigzanie:

a) Wzér funkgji: f(t)=200.2"

b) Obliczamy wartos¢ funkgji dla argumentu 4: f(4) = 200-2* =200-16 = 3200

c) Obliczamy argument dla wartosci funkcji 204 800:
204800 = 200.2°

2'=1024
2r=21[ﬁ
t=10

Funkcja logarytmiczna

Funkcja logarytmiczna opisana jest wzorem f (x)=log, x, gdziea>0,0=1,x>0.

Wykresem tej funkgji jest krzywa, ktdra zawsze przecina os OX dla argumentu x = 1.

Przyktad
Naszkicuj w jednym ukladzie wspétrzednych wykresy funkeji f(x) =log, x oraz g(x) =log, x.
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Rozwigzanie:
Rysujemy tabelke dla obu funkgji;

1 2 4

h | —

x| 0 1 2




> Szkicujemy wykresy:

) = e~

Przyktad

Oblicz wiek znaleziska, w ktdrym zawartosc izotopu " C jest réwna 60%.

Rozwigzanie:

Wprowadzamy oznaczenia: m,— poczatkowa masa prébki, m — koricowa masa probki, t — wiek znale-
ziska.

2
Korzystamy ze wzorum = m, [%] , gdzie T =5700 lat.
60% = 0,6 zatem m = 0,6m,

Otrzymujemy rownanie 0,6m, = m, - 5| ktére po skroceniu przez m, rozwigzujemy, logarytmujac

obustronnie:
:

1 7o
log0,6 =log|—=
2
t
log0,6 =——log0,5
& 5700 e
t log06
5700 log0,5
log0,6
t=5700-
log0,5

t=5700.0,73=4161
Znalezisko ma okoto 4161 lat.

5.9. Utrwalamy wiedze
sposob opisu funkgji przeksztatcenie wykresu
F ¥

hwoe

v

funkcja liniowa

funkcja kwadratowa wiasnosci funkgji

| —@ dziedzina funkcji

funkcja flx)=+ —@ zbiér wartosci
|

funkcja wyktadnicza

funkcja logarytmiczna
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—® miejsce zerowe

—@ monotonicznosc

| —@ wartosci dodatnie i wartosci ujemne
I —@ wartosc najwieksza i wartosc najmniejsza
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6.1. Pojecie ciggu. Wzor ogdlny ciggu

Pojecie ciagu

| Ciggiem nazywamy funkcje okreslong w zbiorze liczb catkowitych dodatnich. Wartosci tej funkgji dla
kolejnych liczb catkowitych dodatnich nazywamy wyrazami ciggu.

Na przyktad:
Ciag kwadratow liczb catkowitych dodatnich: 1, 4, 9, 16, 25, ...

Ciag skonczony

| Jesli dziedzing ciggu jest zbior {‘I, 2,3 . k}, to ciag jest ciagiem skoniczonym kwyrazowym. Ciag
oznaczamy wowczas nastepujaco: (a,0,,0,,..0, ) (bybybs,...b,} (a,), gdzie ne{12,..k}; (b,), gdzie
ne{12..k}

Ciag nieskonczony

| Jesli dziedzing ciagu jest zbidr liczb naturalnych dodatnich, to ciag jest ciggiem nieskonczonym. Ciag
oznaczamy wowczas nastepujaco: (a, s, as,...), (b, b, bs,...) (a, ). (b,):

O nieskonczonym ciagu liczb naturalnych parzystych: 0, 2, 4, 6, 8, 10, ... mozemy powiedziec, ze:
pierwszy wyraz tego ciggu jest rowny 0, tzn. a, =0, drugi wyraz tego ciggu jest rowny 2, tzn. a, = 2,
pigty wyraz tego ciggu jest rowny 8, tzn. g, = 8.

Zapis g, czytamy: n-ty wyraz ciagu (a, ). Trzy kolejne wyrazy ciggu (a,) mozemy zapisac: @,, @, Gy,
gdzieneN, luba,_, a,, a,,,gdzieneN, \{1}.

Ciag liczbowy

| Ciggiem liczbowym nazywamy ciag, ktorego wszystkie wyrazy sg liczbami rzeczywistymi.

Sposoby okreslania ciggu

Ciag mozemy okreslic w nastepujacy sposob:

1. za pomocg opisu stownego,

2. za pomoca wykresu,

3. poprzez wypisanie jego wszystkich wyrazow (dla ciggu skonczonego) lub kilku poczatkowych wyra-
zOW clggu pozwalajgcych zauwazy¢ prawidtowosc wiasciwg dla tego ciggu,

4. Za pomocg wzoru ogolnego ciagu,

5. za pomocg wzoru rekurencyjnego ciggu.

Przyktad

Cigg liczb naturalnych mniejszych od 12, ktore przy dzieleniu przez 3 dajg reszte 1, okresl nastepujgco:

a) poprzez wypisanie jego wszystkich wyrazow,

b) za pomocg wykresu,

Rozwigzanie:

a) Szukamy liczb mniejszych od 12, ktére sa o 1wieksze od wielokrotnosci liczby 3. 53 to liczby: 1, 4, 7,
10. Cigg jest ciggiem skonczonym i ma cztery wyrazy:a, =la, =4, 0, =7,a, =10.

b) Rysujemy wykres ciggu w uktadzie wspatrzednych. Pamietamy, ze pierwszy wyraz ciggu jest rowny 1.
Stad wspotrzedne pierwszego punktu to (’L 1). Drugi wyraz jest rowny 4. Stad wspdtrzedne punktu

sg rowne (2, 4). Trzeci wyraz to 7, a wiec wspotrzedne punkiu wynoszg (3, 7’). Czwarty wyraz to 10.
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Zaznaczamy wiec punkt o wspéirzednych (4, 10), >
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Wzor ogélny ciggu

| Wzorem ogélnym ciggu nazywamy wzdr pozwalajacy obliczyé kazdy wyraz ciagu i majacy te wia-
snosc, ze kazdy wyraz tego ciggu jest uzalezniony od numeru tego wyrazu.

Na przykfad dla ciggu liczb naturalnych, ktore przy dzieleniu przez 3 dajg reszte 1, wyrazem ogolnym
jest:a,=3n—-2,gdzieneN,.

Przyktad
Oblicz pie¢ poczatkowych wyrazéw ciggu nieskoriczonego (an) o wyrazie ogélnyma_=2""

Rozwigzanie:
Db”czam}‘: G'] = 21 i s Tr Gg =0 22- o= 2.- GB e 23--1 e 41 Uﬂ i 24. i 8. ﬂﬂ = 25 === 1 6

Odpowiedz: Piec poczatkowych wyrazow tego cigguto: 1, 2, 4, 8, 16.

Przyktad

Dany jest ciag nieskonczony (r:rn) 0 wyrazie ogdlnym ag_= ;”H. Wypisz wszystkie wyrazy dodatnie
tego ciggu.

Rozwiazanie:

Kazdy wyraz tego ciggu to utamek ;ﬂ +;, w ktorym licznik 2n+1jest dodatni dla n = 1. Aby caty utamek

byt dodatni, musi by¢ dodatni mianownik tego utamka. Wobec tego nierownosc: 8—3n > 0 jest spetnio-

2
nadlan<2—.
3

Stad wynika, ze dodatnie s3 tylko dwa poczatkowe wyrazy ciggu, tzn. wyraz pierwszy | wyraz drugi.
O s e

h=839 5 ¢ 8-39 >
e : : ; 2n+1 ; e 3 5
Odpowiedz: W ciggu o wyrazie ogolnyma, = T wyrazami dodatnimi sa: a, =gl = 5

Przyktad )
Cigg nieskoriczony (a, ) okreélony jest wzorem g, = (3n—2). Oblicz: a, i ;.

Rozwigzanie: )
Obliczamy: a, = (3-5-2) =169, 0, =(3-10-2) =784

Odpowiedz: W ciggu okreslonym wzorem a, = (3n—2)2 mamy:a. =169 ia,, = 784.

6.1. Pojecie ciggu. Wzor ogolny ciagu
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> Przyktad

Uzasadnij, ze zaden wyraz ciagu g, = (2n—7)(n+6) nie jest réwny 0.

Rozwigzanie:

Przypuscmy, ze ktérys z wyrazow jest réwny 0. Zatem: a, =0, czyli (2n—7)(n+6)= 0.
Otrzymujemy rownania: 2n—7 =0 lubn+6=0

Stad:n=35Ilubn=-6

Zadna z tych réwnosci nie jest prawdziwa, bon € N, (jest numerem wyrazu ciggu). Wobec tego w ciggu
0 wyrazie ogolnym a, = (Zn —?)(n+6) nie ma wyrazow rownych zerao.

Przyktad

lle wyrazow ciggu (q,,) o wyrazie ogdlnym a, = n* —7n—10 jest mnigjszych od 20?
Rozwigzanie:

Sprawdzamy, ktdre wyrazy ciagu (a,?) sg mniejsze od 20, czylia, < 20

Otrzymujemy nierownosc: n’ —=7n—10 < 20

Rozwiazujemy nierownos¢ kwadratowa: n* —7n—30<0 A =169
Wyznaczamy pierwiastki: n, = =t =3 iy s el 10
Rysujemy parabole: ! 2

N
e Y

Otrzymujemy rozwiazanie nierownosci: n e (—3, m). Ponadton e N, poniewaz n jest numerem wyrazu

ciagu. Wobec tego otrzymujemy: ne {1, 2,3,4,5,6, 7, 8, 9}.

Wyrazy ciggu o tych numerach sa mnigjsze od 20. Jest ich 9.

Odpowiedz: Jest 9 wyrazdw ciagu (GF) 0 wyrazie ogdlnym a. = n* —7n—10 mniejszych od 20.
Przyktad

Oblicz sume trzech pierwszych wyrazéw ciagu (a,) o wyrazie oglnyma, =(=1)"-(n—2).

Rozwigzanie:
Obliczamy pierwszy, drugi i trzeci wyraz ciggu:

a,=(-1)-(1-2)=10,= (-1 -(2-2)=0,0, =(-1)-(3-2) = -
Obliczamy sume trzech pierwszych wyrazéw ciggu:
5, =a,+a,+a,

S3=1+0+(-1)=0

Odpowiedz: Suma trzech pierwszych wyrazow tego ciagu jest rowna zero.

Przyktad
Wszystkie wyrazy nieskonczonego ciggu liczbowego —%%—%%] wskazuja na prawidtowosc,
ktora cechuje cztery jego poczatkowe wyrazy. Podaj wzor ogolny tego ciggu,

Rozwigzanie:

wssmyaaled [T A
: 3 3 3 9'l 3 i 3 81

Stad wnioskujemy, ze g, = [—%y :
ol
3|
Przyktad

Oblicz réznicea,,,—a, ciagu (an) o wyrazie ogélnyma_=n’ + 2.

Odpowiedz: Wzdr ogdlny tego ciggu to:a, =

Rozwigzanie:
Wyznaczamy a,,, Wyraz: @,,, = (n+1) +2
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Zapisujemy go w najprostszej postaci:a,,, = n° +2n+3
Obliczamy réznice a,,, —a,. Otrzymujemy: a,.., —a, = n* + 2n+3—(n* + 2

B — G, =20+
OdpowiedZ: Roznicaa,,,—a, jest rowna 2n+1
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Ciag sum czesciowych
| Jesli(a, ) jest nieskoriczonym ciagiem liczbowym, wéwczas ciag (S, ) o kolejnych wyrazach:
5 =0,
52 = G] + GE
-53 =G]+a2+03

S,=th+o+a.+..+a,_,+0,
nazywamy ciggiem sum czesciowych ciagu (a, ).

Przyktad
o - n(3n+2)

Suma n poczatkowych wyrazow ciggu (an) wyraza sie wzorem S, = — 5
a) Oblicz pierwszy wyraz tego ciggu.
b) Napisz wzor na n-ty wyraz tego ciggu.
Rozwigzanie:

, o , 1314 2)
a) Korzystamy z tego, ze sumas, jest rowna a,. Obliczamy: a, = =

Stad: g, = 2

Odpowiedz: Pierwszy wyraz tego ciggu jest rowny g

b) Korzystamy z zaleznosci:a, =5, -5, ,dlan>2
(n=1)[3(n-1)+2|

2
o : _ (n—1)(3n—1)
Zapisujemy 5, w prostszej postaci: S, , = -

n(3n+2) (n- )(:-m 1)
2

Wyznaczamy S,_: S,y =

Wyznaczamya,. g, =

3n- +2n—(3n>‘—4n+1)
2

Zapisujemy w prostszej postaci:a, =

Br—1

Otrzymujemy: a_ =

Bri—1

Odpowiedz: Wzor na n-ty wyraz tego ciggutoa, =

6.2. Wzor rekurencyjny ciggu

Pojecie wzoru rekurencyjnego ciggu
| Okreslenie rekurencyjne ciggu (a”) zawiera pierwszy wyraz tego ciggu oraz wzor, jak obliczyc n+1-

-WSZy Wyraz ciggu na podstawie wyrazu n-tego.

a,=0,1
Przyktad ciggow okreslonych wzorem rekurencyjnym: [ A 5 1 iy a, =01
L -
. ! B IE}r:u+2 = 'jn s 'jr?*‘f n E 1

Przyktad
a,=-—3

;i . Oblicz czwarty wyraz tego ciggu.
I[’?r.l+‘l = (_1) 'an n= 1

Ciag (a,) okreslany jest nastepujaco

Rozwigzanie:
Plerwszy wyraz ciggu: a, = —3

Obliczamy drugi wyraz ciggu: a,,, = (—1)‘ -0,
Otrzymujemy: o, = (—1).(—=3) =3
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Obliczamy trzeci wyraz ciggu: a,,, = (—’l)}' -0,

Otrzymujemy:a, =1.3=3
Obliczamy czwarty wyraz ciggu: a, , = (—1)3 10y




> Otrzymujemy: a, = (—1)-3 =—3
Odpowiedz: Czwarty wyraz tego ciggu jest rowny —3.

Przyktad
Dbl?fcz sume trzech poczatkowych wyrazow ciggu (an) okreslonego wzorem rekurencyjnym.
=1
ool
2z
Opyy =0, =0,y N2
Rozwigzanie:

Plerwszy wyraz ciggu. a, =1
Drugi wyraz ciagu: a, =%

Obliczamy trzeci wyraz ciggu: a,,, = 0,—a,,,
. LI
Otrzymujemy: g, = T——=—
ymujemy: a, 5=3
Obliczamy sume trzech poczatkowych wyrazow ciggu: S; =0,4a, + 0,
Otrzymujemy: 5, = 14 % + % =2

Odpowiedz: Suma trzech poczatkowych wyrazow tego ciggu jest rowna 2.

Przyktad
Podaj wzor rekurencyjny ciggu (an) o wyrazie ogdlnyma_ = —2n".

Rozwigzanie:
Wyznaczamy wyrazy a, oraz a,, ciggu (an). Otrzymujemy a,=-2.7" =-2, stagd a,,, = —2(n+1)', czyli
a.=a,—4n-2.

: . i o b s o a,
Ciag(a,) mozemy okresli¢ rekurencyjnie na podstawie réznicya,,, —a, lub na podstawie ilorazu -2+,

n

=0, ==2(n+ ‘I)"J —(—2n2) =-2n"—4n-2+2n* =-4n-2,stadq,,,=a,—4n—2
2 2 2
. =2(n41 n+1 n+1
ﬂn4| i ( ) :( ) ,ZE]tEI"I'l an+':Gn,u
a, -2 n’ n’
a,=—2
Odpowiedz: Ciag(a ; kresli¢ rek inie jako: { '
p qg( n) mozemy okresli¢ rekurencyjnie jako 5 e oraz
a,=—2
2
n+1
a.. =an-( +j ) 21
=

Przyktad
Q=2

Podaj wzér ogdlny ciagu (a,) o wyrazie rekurencyjnym -0,+3 _,
Q. =—2— Nz

Rozwiazanie: z

Wyznaczamy kilka poczgtkowych wyrazow tego ciggu: a, = 2,0, = 1, 0y = E, 0, = z, .= E, a —ﬁ,
: R AT R T

Zauwazamy, ze mianowniki sg rowne dla kolejnych wyrazow ciggu: 1, 2, 4, 8, 16, 32,

Mozemy mianownik zapisac wzorem jako: 2™
Zauwazamy, ze licznik jest o 1wiekszy dla wyrazow ciggu o numerach nieparzystych albo o T mniejszy
od mianownika dla wyrazow ciggu o numerach parzystych.

Mozemy licznik zapisa¢ wzorem; 2"~ —(=1)°
20 —(=1)
2_]1 -1
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Otrzymujemy wzor ogolny: g, =

ﬁH =7 2n—1 —{—1 h
Odpowiedz: Ciag(an] okreslony rekurencyjnie —0,+3 : ma wzor ogolny a, = %
= f n > n
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6.3. Monotonicznosc ciggow

Pojecie monotonicznosci ciggu

| Ciag jest monotoniczny, jezeli cigg jest rosnacy, malejgcy, nierosnacy, niemalejacy lub staty. O innych
ciggach mowimy, ze nie sg monotoniczne,

Cigg nazywamy rosnacym, jezeli jego kazdy wyraz, poczgwszy od drugiego, jest wiekszy od wyrazu
bezposrednio go poprzedzajgcego, a wigc jezeli dla ne N, zachodzi nierdwnosca,,, > a,.

Na przyktad cigg: (2. 4, 6, 8, 10, ...) jest ciggiem rosngcym.

Cigg nazywamy malejacym, jezeli jego kazdy wyraz, poczawszy od drugiego, jest mniejszy od wyrazu
bezposrednio go poprzedzajgcego, a wiec jezeli dlane N, zachodzi nieréwnosca,, <a,.

Na przyktad ciag: [’l, % % é ...]jest ciagiern malejgcym.

Cigg nazywamy statym, jezeli wszystkie wyrazy tego ciggu sa sobie réwne, a wiec jezelidlaneN, za-

chodzi rownosca, , =a,.

Na przyktad ciag: (3, 3, 3, 3, ...) jest ciagiem statym.

Cigg nazywamy niemalejgcym, jezeli jego kazdy wyraz, poczawszy od drugiego, jest nie mniejszy od
wyrazu bezposrednio go poprzedzajacego, a wiec jezeli dlane N, zachodzi nierdwnosca, . > a,.

Na przyktad ciag: (2, 2, 2,4, 6, 8, ...) jest ciagiem niemalejgcym.

Cigg nazywamy nierosngcym, jezell jego kazdy wyraz, poczawszy od drugiego, jest nie wiekszy od
wyrazu bezposrednio go poprzedzajgcego, a wiec jezeli dlane N, zachodzi nierdwnos€a_ , <a..

Na przyktad cigg: 1, 1, 1, Ll

, —, —, ...|]iest ciggiem nierasnacym.
5' 24’8 yJ 498 gy

: : : 1 1 1
Przyktad c niemonotonicznego; |— —,—.—,...|.
5f aBH l & [ g9 27 81 ]

w| =

Przyktad
Wykaz, ze cigg (a_,,) 0 wyrazie ogélnyma_ =2 = jest ciggiem rosngcym,

Rozwigzanie:
Zapisujemy wzar na n+1-wszy wyraz ciggu: a,, , = 2— %
N+

Badamy znak réznicy: .., —a.. Otrzymujemy:

141

3 I 3] 3 3 3(n+1)-3n -
Qi =0y 2= | 2= = = = =
n+1 n) n n+1 n(n+1)  n(n+1)
lloraz ﬁ jest dodatni, poniewaz licznik jest dodatni i mianownik jest dodatni (liczby nin+1sa
nin
dodatnie).
Stad:a,.,—a,>0, czyli:a,., >0,
Whniosek: Ciag jest rosnacy.
Przyktad 2
e - a3, . . : g
Wykaz, ze cigg (aﬁ) 0 wyrazie ogolnyma, = —ZJESE ciagiem malejacym. G
. . =+ %
Rozwigzanie: =
- ) , n+1)+3 e
Zapisujemy wzor na n+1-wszy wyraz ciggu: g, , = +———— S
(n+1)+2 5
=]
. n+4 =
Otrzymujemy. g, =—— B
}" J y n+1 ﬁ'+3 (Vo]
Badamy znak réznicy: g, ., —a,. Otrzymujemy:
2 =
G g D4 043 (n+4)(n+2)~(n+3) _n’+6n+8-n’—6n-9_ -1
T 43 n42 (n+3)(n+2) (n+3)(n+2) (n+3)(n+2)
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lloraz jest ujemny, poniewaz licznik jest ujemny, a mianownik jest dodatni.

(7+3)(n+2)
Stad: a,,,—a, <0, czyli:g, ., <,

Wniosek: Cigg o wyrazie ogolnyma, = Ejest malejgcy.

Przyktad

Zbadaj monotonicznosc ciggu (an) 0 wyrazie ogélnyma, = n* —6n.
Rozwigzanie:

Zapisujemy wzér na n+1-wszy wyraz ciggu: a,,, = (n+ ) 6(n+1)

Po doprowadzeniu go do najprostszej postaci otrzymujemy: @,,, =n*—4n->5

Badamy znak réznicy: a,,, —a,. Otrzymujemy: a,,,—a, =n* —4n—5 —(n2 —6n]=2n—5
Réznica 2n—5 jest dodatnia dla n > 2,5. Ponadto réznica 2n—5 jest ujemna dla n < 2,5.
Roznica a,,,—a, moze byc dla pewnych wyrazow ciggu dodatnia oraz dla pewnych wyrazow ciggu

41
ujemna.
Wniosek: Cia:g(a,,) nie jest monotoniczny.

Przyktad

Wykaz, ze ciag (a,) o wyrazie ogélnym a, = (~1)° +(—1)”+1 jest ciggiem statym,
Rozwigzanie:

Zapisujemy wzdr na n+1-wszy wyraz ciagu: a,, = {—’1)“1 -|—(—‘t)n*2

Badamy Znak réim—C}":GnH —d. Dtrz}‘m UjEmY:ﬂn*l =il =('_¢)n+] + ('_ﬁl)”-i-z -

(1 + - -

Dla n bedacego liczbg parzysta otrzymujemy: 1-1=0
Dla n bedacego liczbg nieparzystg otrzymujemy: —1+1=0

Stad wynika, ze roznica a,,, —a, zawsze rowna jest zero. Oznacza to, zea, , =a,.

Wniosek: {ng( ) jest ciggiem statym.

Przyktad _
Na rysunku przedstawiono wykres pewnego ciggu skonczo- vy
nego. Na podstawie wykresu okresl monaotonicznosc ciggu, S
a nastepnie odczytaj wszystkie wyrazy ciggu. | gt
Rozwigzanie:
Ciag jest ciggiem niemalejacym, poniewaz kazdy wyraz, po- = Bl t
czawszy od drugiego, jest nie mniejszy od wyrazu bezpo- 4 - o
srednio go poprzedzajacego.
Wyrazy ciagu:a,=1a,=2,0,=3,0,=4,0. =4,a, =5. = ?
=l .
-
| ? 2 3 4 5 6 7 X

6.4. Cigg arytmetyczny

Pojecie ciggu arytmetycznego
| Ciagiem arytmetycznym nazywamy ciag liczbowy (a,,), jezeli istnieje taka liczba r, ze kazdy wyraz

(oprocz pierwszego) powstaje przez dodanie tej liczby do wyrazu poprzedniego:
a,..,=0a,+r dlakazdegoneN,.

=,
=
o
=
—
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£
e
o
s
o
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| Réznica ciagu (a,) nazywamy liczbe r.
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> Przyktad

Podaj roznice ciggu arytmetycznego: 2, 6,10, 14, ...

r=6-2=4
Rysunek przedstawia wykres ciggu arytmetycznego (an) okreslonego wzorema, =n—4, gozienen,.
o S R
P L
3 E S -»
24 *

i
L

= 4 -
-1 0] 2 4 5 6 T 8 9n
b ',
= .

Wykres ciggu arytmetycznego zawsze sktada sie z punktow lezgcych na prostej.

Przyktad

Uzasadnij, ze ciag (an) okreslony wzorem a. = 2n+ 3 jest arytmetyczny.
Rozwigzanie:

Sprawdzamy, czy réznica kolejnych wyrazow jest liczbg rzeczywista.
0,1—0, =[2(n+1)+3]-(2n+3)=21+2+3-21-3=2

=1 n

Odpowiedz: Ciag (un) jest arytmetyczny, poniewaz roznica kolejnych wyrazow wynosi 3.

Wzdr ogdlny ciggu arytmetycznego

| Wzor ogdlny ciggu arytmetycznego (G’n) okreslonego dlan =1, pierwszym wyrazie ciggu a, i roznicy r
wyraza sie wzorem: a, = o, +(n—1)r.
Jesliznamy pierwszy wyraz ciggu arytmetycznego i jego roznice, to korzystajac ze wzoru ogolnego tego
ciagu, mozemy obliczyc jego dowolny wyraz.

Przyktad
Wyznacz trzeci, pigty oraz dwudziesty wyraz ciggu arytmetycznego okreslonegowzorema, = —3n+10.

Rozwigzanie:
e E i e |

g. =—3:5+10=-5

0, =—3:204+10=-50

Przyktad

Wyznacz wzor ogolny ciggu arytmetycznego, jesli jego szosty wyraz wynosi 4, a dziewietnasty to 30.
Rozwigzanie:

Wiemy, zea, =4 oraz g,, = 30.

Ze wzoru na wyraz ogolnego ciggu arytmetycznego mamy:
0, =0, +(6—1)r

as=0,+(19-1)r

4 =a,+5r a,=—6
. stad
30=a,+18r ==t
Zatem wzor ogdlny ma postac: a, = —6+(n—1)-2=2n-8,

czyli'

6.4. Cigg arytmetyczny

Odpowiedz: Cigg arytmetyczny opisuje wzor a, = 2n—8.
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Monotonicznosc¢ ciggu arytmetycznego

Cigg arytmetyczny jest zawsze ciggiem monotonicznym. Jest rosnacy, gdy roznica ciggu jest dodatnia
(r> EJ], malejacy, gdy rdznica jest ujemna (r < D), lub staty, gdy réznica réwna jest zero (r = {]).

Przyktad

Okresl monotonicznosc ciggu arytmetycznego.

ala,=1-n

b) b, = 2

c)c, =5n-1

Rozwigzanie:

a) Wyznaczamy réznice ciggu (a, ).
r=0,,,—0,=[1=(n+1)]|-(1-n)=1-n-1-14+n=—1
r <0, wiec ciag(a,) jest malejacy.

b) Wyznaczamy réznice ciagu (b, ).
f=ly p=hi=0—0 =)
r =0, wiec ciag (b, ) jest staty.

c) Wyznaczamy réznice ciagu (c, ).
F=Cpy=C,=|5(n+1)=1|~(5n=1)=5n+5-1-5n+1=5

r >0, wiec ciag (c,) jest rosnacy.

Zaleznos¢ miedzy sasiednimi wyrazami ciggu arytmetycznego

W ciggu arytmetycznym (an) kazdy wyraz, oprocz pierwszego, jest srednig arytmetyczng wyrazow sg-
siednich:

"

Przyktad
Wyznacz wartosc x, jesli liczby: —2,x,14 tworzg cigg arytmetyczny.
Rozwigzanie:
Wyznaczamy srednia arytmetyczng liczb: -2, 14,
—2+14
e —— 6
Odpowiedz: Liczba x jest rowna 6.

Suma n poczatkowych wyrazow ciggu arytmetycznego

| Suma n poczatkowych wyrazéw ciggu arytmetycznego ({:r”) okreslonego dla n = 1jest rowna sred-

niej arytmetycznej wyrazow pierwszego i ostatniego pomnozonej przez liczbe wyrazow:

T B
' o4

Przyktad

Oblicz sume, ktérej sktadniki sg kolejnymi wyrazami ciggu arytmetycznego. 2, 5, 8, ..., 47, 50.
Rozwigzanie:

Wypisujemy dane:a,=2,0,=50,r=5-2=3

Obliczamy liczbe wyrazow ciggu ze wzoru na wyraz 0golnego ciggu arytmetycznego.
50=2+(n-1)-3

zatemn =17
Ze Wzoru na sume n poczatkowych wyrazow ciagu arytmetycznego mamy:
§5,=2t0 40 445

Odpowied?Z: Suma wynosi 442,



>| Do abliczania sumy n poczatkowych wyrazow ciggu arytmetycznego (an) okreslonego dla n=>1,
2a,+(n—1)r
- :

0 réznicy r mozemy wykorzystacé réwniez wzor S = n.

Przyktad

Oblicz sume dwudziestu poczagtkowych wyrazow ciggu arytmetycznego (an),jeéli pierwszy wyraz tego

Ciggu wynaosi —b, a réznica jest rowna 4.

Rozwigzanie:

Wypisujemy dane:a,=—-6,r=4,n= 20

Ze wzoru na sume n poczatkowych wyrazow ciggu arytmetycznego mamy:

2.(—6)+(20-1)-4
2

Odpowiedz; Suma wynosi 640.

§p = 20 =640

6.5. Cigg geometryczny

Pojecie ciggu geometrycznego
| Ciggiem geometrycznym nazywamy ciag liczbowy (aﬂ), jezeli istnigje taka liczba g, ze kazdy wyraz

ciagu, oprocz pierwszego, powstaje przez pomnozenie wyrazu poprzedniego przez te liczbe:
a,.,=4a,-gdla kazdegoneN..

| llorazem ciggu (a,) nazywamy liczbe g.

Przyktad
Podaj iloraz ciggu geometrycznego; 2, —%, é,
=
g
=5 =

Ciag (c:r;,) o wyrazach réznych od zera jest ciggiem geometrycznym, jesli dla dowolnego n>1iloraz

. : e g
dwaoch kolejnych wyrazdw —=L jest staty,
g."l

Przyktad
Uzasadnij, ze ciag (ﬂn) okreslony wzorema, = 25" jest geometryczny.

Rozwigzanie:

Sprawdzamy, czy iloraz kolejnych wyrazow nie zalezy od n.
Ony. 25 _ o
a 2.57

n

Odpowiedz: Cigg (an) jest geometryczny, poniewaz iloraz kolejnych wyrazow wynosi 5.

Wzor ogolny ciagu geometrycznego
| Wzor ogdlny ciggu geometrycznego ({:r,,) okreslonego dlan =1, 0 pierwszym wyrazie ciagu g, | ilorazie
g wyraza sie wzorem postaci:a, = 0,-g"".

Jesliznamy pierwszy wyraz ciggu geometrycznego arytmetycznego i jego iloraz, to korzystajac ze wzo-
ru ogolnego tego ciagu, mozemy obliczycC jego dowolny wyraz.

Przyktad
Wyznacz drugi, czwarty oraz dziewigty wyraz ciggu geometrycznego okreslonego wzorema, = 3- (—2]”.

==
=
P
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e
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Rozwigzanie:
a, :3*(—2)' =Tl 2= 12

0, =3-(~2) =3-16=48
0y =3-(~2) =3-(-512)=-1536




> Przyktad

Wyznacz wzor ogolny ciggu geometrycznego, jesli wiadomo, ze jego drugi wyraz wynosi —4, a piaty to
—32.

Rozwigzanie:

Wiemy, ze a, = —4 oraza, = —32.

Ze wzoru na wyraz ogolnego ciggu geometrycznego mamy:

-4 =09
‘—32 =
Dzielimy stronami drugie rownanie przez pierwsze;
a-q° _-32_g
a-g -4
Stad: g’ =8, czyli.g=2
Dla g =2 mamy a, = —2, zatem wzdr ogdlny ciggu wyraza sie wzorema, =—2.2""'=-2",

Odpowiedz: Cigg jest opisany wzorema, = —2",

Monotonicznosc ciggu geometrycznego

Cigg geometryczny jest monotoniczny tylko wowczas, gdy iloraz jest liczbg nieujemng g > 0. Jest rosna-
cy, gdyg>1iag,>0Ilub0<g<lia, <0, malejgcy, gdyg>1ia,<0lub0<g<lia, >0, badzZ staty, gdy

g="1luba, =0.

Przyktad

Okresl monotonicznosc ciggu.

ala, = [% b)b, =5" cc,=-2

Rozwigzanie:
Wyznaczamy pierwszy wyraz ciggu oraz iloraz.

iy
a)a, = 1 = : = .
2 17 2
g
Skoroa, > 010 <g <1 ciag jest malejgcy.
Odpowiedz: Ciag (g, ) jest malejacy.
b) Wyznaczamy pierwszy wyraz ciggu oraz iloraz.

5n+‘-
bi=5a= =5
1 q 5.1-
Skoro b, >0 ig >1, cigg jest rosnacy.
Odpowiedz: Cigg (b, ) jest rosnacy.

¢) Wyznaczamy pierwszy wyraz ciggu oraz iloraz.

(=-29= :—2 =1
Skorog =1, cigg jest staty.

Odpowiedz: Cigg c,) jest staty.

25
T
% Zaleznosc¢ miedzy sasiednimi wyrazami ciggu geometrycznego
% Ciag(an) jest ciagiem geometrycznym wtedy i tylko wtedy, gdy kwadrat kazdego wyrazu ciggu, oprocz
ﬂ: pierwszego (i ewentualnie ostatniego), jest rowny iloczynowi wyrazu poprzedniego i nastepnego:
e B =G, 4 Oy
Przyktad
Liczby: x, 3x, 27 sa kolejnymi wyrazami rosnacego ciggu geometrycznego. Wyznacz wartosc x.
Rozwigzanie:
Ze wzoru g; =a,_,-0,,, mamy:
(3x)2 — 27x
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> Zatem 9x* —27x =0, zatem Qx(x —3) =0, stad x =0lub x = 3. Skoro cigg jest rosngcy, tox = 3,
Odpowiedz: Dla x = 3 liczby x, 3x, 27 sa kolejnymi wyrazami ciggu geometrycznego.

Suma n poczatkowych wyrazow ciggu geometrycznego
| Suma n poczatkowych wyrazéw ciagu geometrycznego (an) okreslonego dlanz1, o ilorazieg =1

1—g"°
{1

wyraza sig wzorem; 5, = @, -

Przyktad
Oblicz sume osmiu poczatkowych wyrazéw ciggu geometrycznego: 4, 8, 16, ..,

Rozwigzanie:

Wypisujemy dane:g,=4,g= % =

Ze wWzoru na sume n poczatkowych wyrazow ciggu geometrycznego mamy:

a— E —
S =4. = =420 21020

Odpowiedz: Suma wynosi 1020.

6.6. Procent sktadany

Pojecie procentu sktadanego

Jesliw banku ztozymy kapitat w wysokosci k na rok przy oprocentowaniu rocznym 7, to wzrosnie on po
roku do kwoty k(1+7).

Przyktad
Pani Maria wptacita do banku 10 000 zt na lokate oprocentowana 3,5% w skali roku. Jaka kwote bedzie
mogta wyptacic z banku po 4 latach?

Rozwigzanie:
Wyznaczamy kwote po roku: 10 DUG(H D,GBS) =10 350 (z1)

Wyznaczamy kwote po 2 latach: 10 35D(1+G,D35) =10 712,25 (z1)
Wyznaczamy kwote po 3 latach: 10 71 2,25(1+EJ,D35) =~ 11087,18(zh)
Wyznaczamy kwote po 4 latach: 11087, 1 8(T+D,D35)m 11475,23(z1)
Odpowiedz: Pani Maria bedzie mogta wyptacic 11 475,23 zt

Procent sktadany to sposéb oprocentowania lokat pienieznych polegajacy na doliczaniu odsetek od
Ztozonego kapitatu (kapitalizacja odsetek) | oprocentowanie go w nastepnym okresie. Zastosowanie
reguty procentu sktadanego daje szybszy wzrost wartosci kapitatu niz zastosowanie procentu proste-
£20. Im czestsza kapitalizacja, tym szybciej wzrasta kapitat.

Procent skfadany stuzy gtownie do abliczania kapitatu, jaki bedziemy miec na lokacie po okreslonym
czasie.

Procent sktadany na n lat

| Jesli w banku ztozymy kapitat k na n lat na procent sktadany przy oprocentowaniu rocznym r, to po n
latach wzrosnie on do kwoty k(147"

Przyktad

Kapitat w wysokosci 5000 zt zostat ztozony w banku na 5 lat. Oblicz wielkosc kapitatu po uptywie tego
okresu, jezeli kapitalizacja byta roczna, a oprocentowanie wynosito 4%.

Rozwigzanie:

Wypisujemy dane: k=5000zt, r=4%,n=5 ;

Wyznaczamy kwote po 5 latach: SDDD(HD,{M}} ~ 6083,26 (z1)

Odpowiedz: Wielkosc kapitatu wyniesie 6083,26 zt.
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6.7. Utrwalamy wiedze

—@ Ciag niemonotoniczny

—® Cigg niemalejacy
—@ Cigg sum czesciowych @ Cigg nierosnacy
—@ wz6r ogdlny ciggu —® cigg staly
—@® wz0r rekurencyjny ciggu @ ciag malejacy
—® wykres ciggu —@ Cigg rosnacy
ckreslenie ciggu ‘ monotonicznosc ciggu

4 5

T —

v v

cigg arytmetyczny cigg geometyczny
—@ WZOr na n-ty wyraz —@ WZOr na n-ty wyraz
@ WZOr na sume n @ WZOr Na sume n
poczatokowych wyrazéw ciagu poczatokowych wyrazow ciagu
—@ zaleznosc pomiedzy trzema ——@ zaleznosc pomiedzy trzema
kolejnymi wyrazami ciggu kolejnymi wyrazami ciggu
—@ procent sktadany
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Trygonometria



1.1. Funkcje trygonometryczne kata ostrego

Funkcje trygonometryczne kata ostrego

| Funkcje trygonometryczne kata ostrego wyrazaja stosunki dtugosci odpowiednich bokdw tréjkata
prostokatnego, ktérego jednym z katow jest kat a.

Sinusem kata ostrego nazywamy stosunek ditugosci przyprostokatne]
lezacej naprzeciwko kata do dtugosci przeciwprostokatnej.

: ]
SiNa = —
B \
Przyktad

W trdjkacie prostokatnym ABC przyprostokatna AC ma diugosc 4 cm, a przeciwprostokgtna BC =10 cm.
Oblicz sinus kata ABC.

Rozwigzanie:

Wykonujemy rysunek pomocniczy.

4em 10cm

Miare kata ABC oznaczamy jako e.
Wyznaczamy sinus kata ABC:
2

ﬂﬂn—-jL—-—
10 5

Cosinusem kata ostrego nazywamy stosunek diugosci przyprosto-
katnej lezacej przy kacie do dtugosci przeciwprostokatne;.

b
COSa = —
G

Przyktad
W trojkacie prostokatnym ABC przyprostokgtna AB ma dtugoscE 8 cm, a przeciwprostokatna BC=12 cm.
Oblicz cosinus kata ABC.
Rozwigzanie:
Wykonujemy rysunek pomocniczy.
C

12 cm

Baom
Miare kata ABC oznaczamy jako a.
Wyznaczamy cosinus kata ABC:

2

COSa= E = §
Tangensem kata ostrego nazywamy stosunek dtugosci przyprostokat-
nej lezgcej naprzeciwko kata do dtugosci przyprostokatnej lezacej przy

kacie.
a
tgo=—
5C=% ‘;\‘\

71. Funkcje trygonometryczne kata ostrego
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> Przyktad

W trojkacie prostokatnym ABC przyprostokatna AC ma diugosc 6 cm, a przyprostokatna A8 = 14 cm.
Oblicz tangens kata ABC.

Rozwigzanie:

Wykonujemy rysunek pomocniczy.

& am

14 cm
Miare kata ABC oznaczamy jako a.
Wyznaczamy tangens kata ABC:
2

Hioy e
BY=1477

Zastosowanie funkcji trygonometrycznych kata ostrego

Funkcje trygonometryczne mozemy wykorzystywac¢ do obliczania dtugosci bokow trojkatow prosto-
katnych.

Przyktad
Diugosc przeciwprostokatne] w pewnym trojkgcie prostokatnym jest rowna 15 cm. Oblicz dtugosc

przyprostokatnej lezgcej naprzeciw kata, ktérego sinus jest rowny -3—.
Rozwigzanie: 5
Wykonujemy rysunek pomaocniczy:

: A

Dtugosci szukanej przyprostokatnej oznaczamy jako a, miare kata jako a.
Wyznaczamy diugosc przyprostokatne| z definicji funkgji sinus:

Sil!'flr1».=i

15
Poniewaz sina = % Zatem:
¢ 3
—==,stada=9cm
TRl

Zaleznosci miedzy funkcjami trygonometrycznymi

Z definicji funkcji trygonometrycznych z tatwoscia zauwazamy, ze w trajkacie prastokatnym o katach
ostrych e i 3:

; ; 1
SiNex =COS5, COSey =5SIN3 Oraz tgee = ——.
tg3

Poniewaz w trojkgcie prostokatnym suma miar katow ostrych wynosi 90° zatem 3 =90°—a.

7. Funkcje trygonometryczne kata ostrego

Wynika stad, ze;
sine = cos(90° —a)

cosa = sin{90° —a)

B =
B = e90° —a)
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> Przyktad

Wiedzac, ze cos64° = 0,4384, oblicz wartosc sin26°,

Rozwigzanie:

Zauwazamy, Ze 64° + 26° = 90",

Obliczamy wartos¢ sinusa ze zwiazku cosa = sin(90° —«) | otrzymujemy:

C0s64° = sin(90° —64°) = sin26° = 0,4384

7.2. Tablice wartosci funkcji trygonometrycznych

Odczytywanie wartosci funkcji trygonometrycznych kata ostrego

Wartoscisine, cosa, tge zalezg wytacznie od miary kata o, a nie zaleza od wielkosci trojkata. Jesli znamy

miare kata, to wartosci funkcji trygonometrycznych tego kata mozemy obliczyc za pomoca kalkulatora
lub odczytac z tablic trygonometrycznych. | na odwrot - jesli znamy wartosc dowolnej funkcji trygono-
metrycznej danego kata, mozemy znalezc jego miare.

Z fragmentu tablic zamieszczonycizej] mozemy odczytac przyblizone wartosci funkgji sinus, cosinus

| tangens.
ol | cons tga | A ol | coss tga | A[°]
0 | 0,0000 0,0000 90 38 | 0,6157 0,7813 52
1 | 00175 0,0175 89 39 | 06293 0,8098 51
2 | 0,0349 0,0349 88 40 | 0,6428 0,8391 50
3 | 00523 0,0524 87 4 | 0,656 0,8693 49
4 | 0,0698 0,0699 86 42 | 0,6691 0,9004 48
5 | 00872 0,0875 85 43 | 0,6820 0,9325 47
6 | 01045 0,1051 84 44 | 0,6947 09657 46
7 0,1219 01228 83 45 0,7071 10000 45
g 0,1392 0,1405 82 60 | 0,8660 17327 30
g 0,1564 0,1584 81 61 0,8746 1,8040 29
10 | 01736 01763 80 62 | 0,8829 1,8807 28
2 30 | 0,5000 0,5774 60 63 | 08910 19626 27
% 31 | 0,5150 0,6009 59 64 | 08988 2,0503 26
% 32 | 05299 06249 58 65 | 09063 21445 25
& 33 | 0,5446 0,6494 57 66 | 09135 2,2460 24
= 34 | 0,5592 0,6745 56 67 | 09205 2,3559 23
f;j 35 | 05736 0,7002 55 68 | 09272 24751 22
2 36 | 05878 0,7265 54 69 | 09336 2,6051 21
§ 37 | 06018 0,7536 53 70 | 0939/ 2,7475 20
%
7 sin33° = 0,5446, c059° = 0,9877, tg65° = 2,1445

Przyktad

Karzystajac z tablic wartosci funkcji trygonometrycznych, oblicz sin5°+ cos67° — tg35°.
Rozwigzanie;

Odczytujemy wartosci funkcji trygonometrycznych w tablicach:

sin5®=0,0872 cos67° =0,3907 tg35° =0,7002
Obliczamy wartos¢ wyrazenia:

Sin5°+cos67° —tg35° =0,0872+0,3907 -0,7002 = -0,2223

o
=
i
)
E
=]
=
&
]
-
~

Za pomoca tablic mozemy rowniez znalez¢ miare kata, gdy znamy przyblizong wartosc jedne| z funkgji
trygonometrycznych tego kata. >
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> Przyktad

Korzystajgc z tablic wartosci funkcji trygonometrycznych, podaj przyblizona miare kata a z doktadno-
scig do 0,00071, dla ktorego:

a)sinag = E b)cosa = i C)tga=2
3 7

Rozwigzanie:
a) Znajdujemy rozwiniecie dziesietne utamka = z doktadnoscig do 0,0001. To w przyblizeniu 0,6667.
Zatem: sina = 0,6667 3
Odczytujemy w tablicach miare kata: a ~ 42°
b) Znajdujemy rozwiniecie dziesietne utamka = z doktadnoscig do 0,0007: - ~0,5714
Zatem: cosa ~=0,5714 7 /
Odczytujemy w tablicach miare kata: er &= 55°
) Odczytujemy w tablicach miare kata: e ~ 63°

Zastosowanie funkcji trygonometrycznych w zadaniach z kontekstem praktycznym

Funkcje trygonometryczne mozemy wykorzystywac rowniez do obliczania wielu rzeczywistych wielko-
SCi, ktére sg trudne do zmierzenia w inny, bezposredni sposob.

Przyktad
Drzewo majace 18 m wysokosci rzuca cien o diugosci 26 m, Wyznacz kat padania promieni stonecz-
nych.

Rozwigzanie:

Wykonujemy rysunek pomocniczy.
Wyznaczamy kat padania e z funkcji tan-

gens:
18

e —
5508
t2a == 0,6923
Zatem:
o =~ 35°

26m .

Przyktad

Oblicz wysokos¢ budynku, ktorego ciert ma diugosc 25 m, wiedzac, ze kat padania promieni stonecz-
nych wynosi 40°. Wynik podaj z dokfadnoscig do 0,01 m.

Rozwigzanie:

Wykonujemy rysunek pomocniczy:

4'::]\'.'!

7.2 Tablice wartosci funkcji trygonometrycznych

Wyznaczamy wysokosc budynku b z funkcji tangens:

h
tg40° = —
B =os

h
0,8391=—
25

h=2098m
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7.3. Funkcje trygonometryczne kata wypuktego
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Wartosci funkcji trygonometrycznych katéw 30°, 45°, 60°

Dla wiekszosci katow wartosci funkcji trygonometrycznych, ktore mozna odczytac z tablic trygonome-
trycznych, podane sa w przyblizeniu. Dla niektorych katow, np. 30°, 45° 60° mozna podac doktadne
wartosci funkgji trygonometrycznych, Wartosci te zapisane sg w ponizsze]j tabeli;

Kat «
Funkcja
30° 45° 60°
1
Sine o —\@ ir:B—
/ 2 2
1
COScx ﬁ E =
2 2 B
2o E 1 J§
%
Przyktad
Oblicz, korzystajac z danych w tabeli.
a) tg30° + sin30° b) cos30° ; tgb0° c) sin? 45° — cos? 30°
Rozwigzanie: 5 r 5
. 3.1 243 3 24343
tg30° +5in30° = —4—=—+—=
Slis = 5% 6 6 b
2 =
b)cos30°:tgh0° = —:J3=—F=—
:' B0 =3 =T =3
: B [BY 2 3 1
L] o _ 2 L | ol = P O Sl B
€} sin- 45 —cos® 30 I > > P 1

7.3. Funkcje trygonometryczne kata wypukiego

Funkcje trygonometryczne kata wypuktego

Jezelikat w e (D“,TSD“) umiescimy w uktadzie wspotrzednych (tak jak na rysunku) i na ramieniu konco-
wym tego kata obierzemy punkt P = (x,y), rézny od (U,D), to mozemy zapisac funkcje trygonometrycz-
ne kata o za pomocg wspotrzednych punktu P (tzn. liczb x | y) oraz dtugosci r odcinka OP.

v A
| { o1

/

|

-
3

| =

SR VR -

+ t + $ 1

_-l-
5 4 3 2 n0 ? 3 4 5 X

| Sinusem kata e nazywamy stosunek rzedne] punktu P do odlegtosci tego punktu od poczatku uktadu

wspotrzednych.
sina =%, gdzie r = x>+ y*

| Cosinusem kata o nazywamy stosunek odciete] punktu P do odleglosci tego punktu od poczatku

uktadu wspaotrzednych.
COSa = % gdzie r = \[x* + y?

| Tangensem kata o nazywamy stosunek rzednej punktu P do odcietej tego punktu.
tga = { gdziex =0



> Przyktad

Oblicz wartosci funkcji trygonometrycznych kata «, jezeli do ramienia koncowego tego kata nalezy

punkt:

3)P=(34) b) P =(~512)

Rozwigzanie:

a) Wypisujemy dane:
x=3y=4

Obliczamy odlegtosc r punktu P od poczatku ukfadu wspotrzednych:
r=x2+y? =3 +4 =25=5

Wyznaczamy wartosci funkcji trygonometrycznych:
Skoro:

: : 4
SN = i, Zatemsinoe = —
r 5
X 3
COsa =—, Zatem cosa = E
F

2= ir zatem tga =
A

w|

b) Wypisujemy dane;
W==8 =12
Obliczamy odlegtosc r punktu P od poczatku uktadu wspotrzednych:

r=i 4yt =[(-5) +12* =169 =13

Wyznaczamy wartosci funkgji trygonometrycznych:

Skoro:
Sinee = w}i, zatem sing = E
r 13

X 5
CoSa=— Zalem cosSo = ——
r 13

% 1
f == Zatemiga=——
Bex 5 Box :

Dlaa e (D“,QD”) zachodzg nierownosci: sine >0, cosa >0, tga > 0.

Dla o €(90°,180°) zachodza nieréwnosci: sina > 0, cose < 0, tga < 0.

Wzory redukcyjne

Aby tatwo wyznaczac wartosci funkcji trygonometrycznych dla dowolnego kata mozemy korzystac ze
wzorow redukcyjnych.

Wartosci funkcji trygonometrycznych dowolnego kata e mozemy wyrazi¢ za pomocg odpowiedniegj
funkgcji trygonometrycznej kata ostrego, korzystajgc np. z ponizszych wzorow.

Dla « € (0°,180°) zachodzg nastepujace zaleznosci:
sin(180°—a)=sina

cos(180°— ) = —cosa

tg(’f 807 — r_r) =—tga, gdziea =0 =180°

Przyktad
Oblicz wartosci funkgji trygonometrycznych kata 150°.

Rozwigzanie:
Obliczamy wartosci funkgji trygonometrycznych kata 150° za pomoca odpowiedniej funkgji trygono-

metryczne| kgta ostrego:

o
o
a
E
B
==
=
0
e
o
o
=
-
o
2
4
=
(=}
=
&
e
Rt
&,
L=
oy
=
=
L
eri
P

o

5in150° = sin(180° —30°) = sin30° = = e
2

£

L&) 0 0 o Jg E

€05150° = c05(180°—30°) = —0s30° = —— S

X 2

.

tg150°=tg(180° ~30°) = ~tg30°= —i;% 7
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1.4. Zwiazki miedzy funkcjami trygonometrycznymi

Tozsamosci trygonometryczne

| Tozsamoscig trygonometryczng nazywamy rownosé prawdziwg dla wszystkich wartosci kata, dla
ktarych ta rownosc jest okreslona.

Dla dowolnego kata ostrego a prawdziwe 53 rownosci:

sinfa+cos’a=1

tga = SiNa
COS o
G
a
[\ )

b
Przyktad
Uzasadnij prawdziwosc powyzszych rownosci.
Rozwigzanie:

Przyjmijmy oznaczenia w trojkacie prostokatnym jak na rysunku.
| zaleznosc (jedynka trygonometryczna):

- . . 5 . . . . . : a
Zapisujemy twierdzenie Pitagorasa: a® +b? = ¢* oraz zaleznosci na sinus i cosinus kata o: sina =—
C

: b
| COSex=—,
22

Zapisujemy lewg strong pierwszej rownosci i podstawiamy ilorazy za sinus i cosinus kata:

2 2
wareosta=(e] +[
S+ Ccos a=|—| +|—

C

C
; i s ! o’ +b?
Przeksztatcamy prawa strone rownosci. Otrzymujemy: sin® e+ Cos® a = =
Podstawiamy zaleznos¢ wynikajaca z twierdzenia Pitagorasa. Otrzymujemy: sin a 4-cos*a =1
Il zaleznosc:
a
o : sinev
Zapisujemy iloraz; =X
e cosa b
E 8 :
= : ; :  Sine @
N Po uproszczeniu prawej strony otrzymujemy: =—=1lgao.
s, cosa b
E Przyktad
: . 4sine—3co o .
e Oblicz wartos¢ wyrazenia s ,S“ . jesli kat e jest ostry, a tga = 2.
% 4cosa+3sina
= Rozwigzanie:
£ Sposab |
o . Sina . .
= Skoro tga = 2 to znaczy, ze =2 AWeC:siNne =2¢C05n
3 COSa
= Podstawiamy te zaleznos¢ w wyrazeniu.
T St NTIETY 4.2cose—3c0sa _ 5cosa 1
= Acosa+3-2cosa 10cosa 2
= Sposaéb ||
3 Licznik i mianownik wyrazenia dzielimy przez cosa, a nastepnie przeksztatcamy wyrazenie, korzystajac
=, . Sine
= ze zwigzku tga = :
COSav

4sinee  3cCoSw
4Sil’1(v—3CG5w _ COSa COSey 4tg{}:—3

4cosa+3sina 4cosa n 3sina 4+ 3tga
COSex COSex

A4.2_3 _i_i
443.2 10 2
4sinae—3cCosa

Odpowiedz: Wartosd wyrazenia — dla tga = 2 wynosi l.
4cosa+3sina 2

Obliczamy wartos< otrzymanego wyrazenia:

i}
=
i
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E
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=

&

]
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> Przyktad
SiNc 1

Doprowadz wyrazenie 3 do najprostsze] postaci, wiedzac, ze kat « jest ostry.
Rozwiazanie: 1+cosa 1ga
Przeksztatcamy wyrazenie, korzystajac ze zwigzkow miedzy funkcjami trygonometrycznymi.

Sine . 1 B Sinee (1—CG5{1:) i COS ry - Siﬂ(.r.("[—EDE-rr) i COSor B 1=COS a4+ C0Sa » 1

T+cosa tge  1—cosia sina sin’ o sina sine  sina
Sine 1 1
14+cosa fga Sina
L i b SiMex 1 : : ; : 1
Odpowiedz: Wyrazenie +—— zapisane w najprostszej postaci to ——.
1+cosa (2o sino

Przyktad
Wiedzac, ze dla kata ostrego « iloczyn Sina CoSa WYNOSi 3 oblicz sume sina + cos .

Rozwigzanie:
Korzystamy z jedynki trygonometrycznej sin® a4+ cos? a = 1.

z 3 . -
(sinn- +C05ﬁ') = sinfa+ 25iNacosa +cos? a
(smn+r:r::5n)‘ - (siﬂ2 o+ cos? n-)+2 SinaCosa

_ 2 _
(5|rm +CO5S u-) = 14 2sinacos o

=

Skoro sinacosa = % otrzymujemy: (sine+cosa) = 1+2 %
: 2 9 : 3
(sina+cosa) = E stagd sina+cosa = =

Rozwigzanie sina+Cosa = = odrzucamy, poniewaz « jest katem ostrym, a sinus i cosinus kata ostre-

go jest liczbg dodatnia.
Odpowiedz: Dla sinacosa = % suUma sina + CoSa WYNosi %

Przyktad
.. . . 1=2cos’a . . -
Wykaz, ze dla kata ostrego a rownos¢ ————— = sina — o5« jest tozsamoscia.
SINa 4+ COSax
Rozwigzanie:

Prawa strona tej rownosci jest rowna P = sina —Ccosa.

Przeksztatcamy lewg strone tej rownosci, korzystajac z jedynki trygonometrycznej, a nastepnie ze
wzoru skroconego mnozenia na roznice kwadratow:

| = 1-2cos’a _ siffa+cosla—2cos*a _ sinfa—cos?a _ (Sina+cosa)(sine—cosa)
SiNa+CoSa SiNee+ COSax SiNa+ COS SN+ COS e
L =P, conalezato udowodnic.

= SiNoe—COSa

1.5. Twierdzenie sinusow, twierdzenie cosinusow oraz wzor na pole
trojkata
Twierdzenie sinuséw

| Twierdzenie sinuséw
W dowolnym tréjkacie na ptaszczyZnie stosunek diugosci boku do
sinusa przeciwlegtego kata jest wielkoscig statg i réwng Srednicy

1.5. Twierdzenie sinusow, twierdzenie cosinusow oraz wzor na pole trojkata

okregu opisanego na tym trojkacie, C
L |- o —
SiNex sing Sinqy

o
-
L
)
E
=]
=
o
3
—_
~
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> Przyktad

W trojkacie ABC boki a, b | ¢ lezg odpowiednio naprzeciwko katow «, 3 i~. Oblicz dtugos¢ bokow b ic
w trojkacie ABC, w ktoryma =8, e =30°1 3 = 45°.

Rozwigzanie:

Zauwazamy, ze mamy dang dtugosc¢ boku a i miare przeciwlegtego do niego kata.

Zapisujemy z twierdzenia sinusow zaleznosd s,i% = 2R | wyznaczamy srednice okregu opisanego na
(&

tym trojkacie.

Otrzymujemy: 2R = ===16

sin30°

5 _8
i

2
Mamy miare kata 3 i srednice okregu opisanego na tym trojkacie. Zapisujemy z twierdzenia sinusow

zaleznosc i = 2R i wyznaczamy diugosc boku b tego trojkata.

singg
Otrzymujemy: =16
AR sinds®
Stad:bzﬁxﬁ

Wyznaczamy miare kata . Otrzymujemy: v = 180° —(n—!—,{j’), czyline =105
Obliczamy przyblizong wartosc sinusa kata v (odczytujemy z tablicy wartosci sinusow):
sin105° = sin(180° — 75°) = sin75° = 0,97

Zapisujemy z twierdzenia sinusow zaleznosc L = 2R i wyznaczamy dtugosc boku ¢ tego trojkata.
Sir-y

: 5
Otrzymuijemy:; =16
SEREES, 5in75°

S5tad: c = 0,97-16, czyli: c = 15,5
Odpowiedz: Diugosci bokdw b i c tego trojkata sa odpowiednio rowne b = 8v2 i 15,5.

Przyktad
W trojkacie ABC, w ktorym boki a, b i ¢ lezg odpowiednio naprzeciwko katow «, g1+, danesga=3=8,

b =5 oraz kat o = 30°. Oblicz dtugosc boku c oraz miary katow 3 i .

Rozwigzanie:

Wyznaczamy miare kata 3. Zapisujemy z twierdzenia sinusow zaleznosc: ,a = —b—
Sinee sing

: 8 5
Otrzymujemy: =
ymujemy sin30°  sing
siig=22020. _ 3 _gatoc
16

Odczytujemy z tablic miare kata 3: 3, = 18° oraz 3, = 180° - 18° = 162", Jednak kat 8, nie spetnia warun-
kow zadania, gdyz 162° +30° > 180°

Obliczamy miare trzeciego kata trojkata ABC: v = 180° —(f.r - ,ﬁ']

Stad: y ~180° —(30° +18°) = 132°

Zapisujemy z twierdzenia sinusow zaleznosc 51'2 = ;;— i wyznaczamy dtugosc boku ¢ tego trojkata.
Ck oy

. c . . .

Otrzymujemy: = , przy czymsin132° =sin(180° —48° ) = sin48°

LIRS sin30°  sin132° RIZY SRS | ( ) |

8sin132°

Stadic=—=115

; 5in30°

7.5. Twierdzenie sinusow, twierdzenie cosinusow oraz wzor na pole trojkata

Odpowiedz: Dtugosc trzeciego boku wynosi 11,9, a miary katow to 3~ 18%1 v = 132°.
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Twierdzenie cosinusow

| Twierdzenie cosinuséw (Carnota)
W dowolnym trojkacie kwadrat dtugosci boku jest rowny sumie kwa-
dratow dtugosci dwoch pozostatych bokow tego trojkata pomniejszonej
0 podwojony iloczyn diugosci tych bokow i cosinusa kata miedzy tymi
bokami,

Dla oznaczen jak na rysunku mozna teze twierdzenia cosinusow zapisac:
0 = b* +¢* - 2bccosa b* =a*+c’ —2accosj € =0* +b* - 2abcos~y

Przyktad
Uza};adnjj prawdziwosc¢ twierdzenia cosinuséw dla pierwszej z tych rownosci: @* = b® + ¢ — 2bccose,
gdy kat «r jest kgtem prostym.

Rozwigzanie:

Zapisujemy dla trojkata ABC twierdzenie Pitagorasa: o’ =b’ +c’.
Twierdzenie to mozemy réwniez zapisac w postaci:a® = b* +¢* — 2bc 0.
Poniewaz kat « jest katem prostym, a wiec cosa = 0.

Wobec tego twierdzenie Pitagorasa mozemy zapisac:

g’ = b* +c? —2bc.cosa

Co konczy dowod.

C

A B
Przyktad

Dwa boki tréjkata majg dhugosci 415, a kat miedzy nimi zawarty ma miare 45°. Oblicz dtugosc trzeciego
boku tego trojkata.

Rozwigzanie:

Przyjmujemy oznaczenia:a=4,b=5vy=45,¢c=7

Zapisujemy twierdzenie cosinuséw: ¢ =g + b° —2abcosy

Obliczamy: ¢? =4? +5*—-2.4.5.cos45°

= 412042

c=41-20:2

Odpowiedz: Dtugosc trzeciego boku tego trojkata wynosic = \1'41—20\5.

Przyktad

D’fugoéci bokdw tréjkata sa rowne 5, 61 7. Oblicz miare najmniejszego kata tego trojkata.
Rozwigzanie:

Przyjmujemy oznaczenia:a=5b=6,c=7

Kat o najmniejsze] mierze lezy naprzeciw najkrotszego boku. Wobec tego:

=7 it

, =5
Zapisujemy twierdzenie cosinusow; a* = b* 4+ ¢? —2bccosa ’
Otrzymujemy: 5> =6*+7>-2.6-7c0sa
Po przeksztatceniu otrzymujemy: 84 cosa =60 84 — i
COScx = Em 0,7143
7
Odczytujemy miare kata z tablic: « = 44°
Odpowiedz: Najmniejszy kat tego trojkata ma 44°.
Przyktad
W tréjkacie ABC dane sg [AB| =8, |AC| = 3 i |«BAC| = 60°. Oblicz dtugos¢ $rodkowej poprowadzonej do
boku AB.
Rozwigzanie:

Sporzgdzamy rysunek pomocniczy.
Srodkowa poprowadzona do boku AB oznaczamy przez CD.
Zapisujemy twierdzenie cosinusow dla trojkata ADC.

Otrzymujemy: |CD|‘2 = IAD[A + |331{'|E —2:|AD|-|AC| cos60°
Stad: |cD| = 13
Odpowiedz: Dtugosc tej srodkowe] wynosi J13.

1.5. Twierdzenie sinusow, twierdzenie cosinusow oraz wzor na pole trojkata
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7.5. Twierdzenie sinusow, twierdzenie cosinusow oraz wzor na pole trojkata
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Pole trojkata

Pole trojkata jest rowne potowie iloczynu dtugosci dwach bokdw tego tréjkata i sinusa kata zawartego
miedzy tymi bokami.
Dla oznaczen wprowadzonych na rysunku zapiszemy:

= %bﬁ-siﬂrr
1
P=—=0c-sing
3 /
1 :
P=—ab-sin
3
Przyktad

Uzasadnij prawdziwosc wzoru P —_—%bc-Sfr‘m dla trojkata ostrokatnego.

Rozwigzanie:
W trojkacie ABC prowadzimy wysokosc na bok c.

Zapisujemy wzor na pole trojkata: P = %r:-h.

Dla trojkata ADC zapisujemy zaleznosc: g = SiNe.

Wyznaczamy z niej wysokosc h i podstawiamy do wzoru na pole trojkata:
h=bsina

H= lr: B-sine
Co konczy dowad.

Przyktad
W trojkgcie ABC dane sa diugosci bokow |BC| =10, |AC| = 6. Kgt ACB ma miare 120°. W trojkacie tym na-

rysowano dwusieczng kata ACB, ktora na boku AB wyznaczyta punkt D. Oblicz dtugosc odcinka CD.

Rozwigzanie:
Sporzadzamy rysunek pomocniczy.

A
Obliczamy pole trojkata ABC, korzystajac ze wzoru:
1 .
P = —|AC|-|CB|-sin120°.
act ca

Otrzymujemy: P = ;—-6 10 -Sin(’l 80° —6D°)

P=30 i;'i —15V3
Pole trojkata ABC jest rowne sumie pol trojkatow ACD | CDB. Zapisujemy sume pol tych trojkatow:
P = |Ac|co]-sin6o" + 7[cal|co]-sin6or

B3
2

53
=

| 1 YE
Otrzymujemy: P = —.6-|CD|-—+—=-10-|CD|-
ymujemy: P ==:6-|CD|-==+-10-|D)
Po uproszczeniu otrzymujemy: P = 4J§-|C.D|
Porownujemy pola tych trojkatow i wyznaczamy dtugosc odcinka CD: 4@-{CD| =153
s 3
(Dj=—=3=
O=% =23

Odpowied?: Dtugosc odcinka CD wynasi Té,




1.6. Rozwigzywanie trojkatow
Rozwigzywanie tréjkatow - zadania

Przyktad
W tréjkacie prostokatnym o katach ostrych « i @ krotsza przyprostokatna lezy naprzeciwko kata .

Oblicz sinus kata «, jezeli dtugosci bokow tego trojkata sa kolejnymi wielokrotnosciami liczby 5.
Rozwigzanie:
Oznaczamy przez 5n, 5n+ 5, 5n + 10 diugosci kolejnych bokow trojkata, gdzien >0 in e N. Wyznacza-

my diugosci bokdw trojkata prostokatnego, korzystajac z twierdzenia Pitagorasa. Ukladamy rownanie
i je rozwigzujemy.

(5n) +(5n+5) = (5n+10)

25n* =50n-75=0

"’ —2n—-3=0

N=16

n, =—1<0 - nie spetnia warunkow zadania, n, =3

Kolejne boki tréjkata maja dtugosci; 15, 20, 25. Naprzeciwko kata « lezy przyprostokatna o diugosci 15
(krotsza przyprostokatna).

Obliczamy: sine = E, czyli sinee = 3
25 e
Odpowiedz: Sinus kata a jest rawny %

Przyktad

Najdtuzszy bok trojkata ma diugosc 12, a dwa katy tego trojkata majg miary 15° i 45° Oblicz promien
okregu opisanego na tym trojkacie,

Rozwigzanie:

Przyjmujemy oznaczenie:a =151 g =45°

Obliczamy miare trzeciego kata tego trojkata: v =180° —(n—l—p’)

Stad: v =180° —(15° +45°) =120°

Bok o diugosci 12 jest najdtuzszym bokiem, wiec lezy naprzeciw kata o najwieksze] mierze. Oznaczymy
¢ = 12.Obliczamy promien okregu opisanego na trojkacie, korzystajgc z twierdzenia sinusow: —C— =2R

B sin-y

= 2R, gdzie sin120° = sin(180° - 60°) = sin60° = =

Otrzymujemy:

12
3

2
Odpowiedz: Promien okregu opisanego na tym trojkacie wynosi R =43,

sin120°

Stad: —= = 2R, czyli: R = 443

Przyktad
W tréjkacie ABC diugosci bokdw pozostajg w stosunku 6:5: 4. Oblicz cosinus najwiekszego kata tego

trojkata.
Rozwigzanie:
Przyjmujemy oznaczenia: x - wspolna miara, a = 6x, b =5x, ¢ = 4x oraz « - kat lezacy naprzeciw boku c.
Z twierdzenia cosinusow zapisujemy: a’ = b’ + ¢ = 2bccosa
Otrzymujemy: (6)()2 = (5){)3 —I—(éhlf)z —2.5x-4xcosa

A0x° cosa = 5x°

C

1.6. Rozwigzywanie trojkatow

1
COSqx = —
g

Odpowiedz: Cosinus tego kata wynaosi é

Przyktad
Pole tréjkata rownoramiennego wynosi 202, a miara kata miedzy ramionami tego trojkata jest rowna
45°, Oblicz obwaod tego trojkata.

Rozwigzanie:
Przyjmujemy oznaczenia: a - podstawa trojkata, b - ramiona trojkata, e« — kat miedzy ramionami trojkata.
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Ze wzoru na pole trojkata zapiszemy: P = %b-b-sin%“
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5

Otrzymujemy; 2032 = %bz Tz Stad: b* =80, czyli: b =45
Z twierdzenia cosinusow zapisujemy: a° = b* + b* —2b. bcos45°

Otrzymujemy: o® = (-flv’g)2 +(4J§)2 —2.445.45 %

Stad: a2 =160 —80v2, czyli:a = 4410—5v2
Obliczamy obwad trojkata: L=a+2b
Otrzymujemy: L = 4410 - 5v2 + 85
OdpowiedZ: Obwadd tego trojkata wynosi L= 4410 — 542 4845,
Przyktad
Dtugosci dwdch sasiednich bokow réwnolegtoboku sa réwne 4 | 83, a miara kata miedzy tymi bokami
jest réwna 30°. Oblicz dtugosci przekatnych réwnolegtoboku.
Rozwigzanie:
Przyjmujemy oznaczenia:a =4, b= 83 ia=30°
oraz|BD|=d, I|AC|=d,
Z twierdzenia cosinusow dla trojkata ABD zapisujemy;

2]
d;? =(83) +42~2:83-4cos30

Otrzymujemy: d,* =112, czyli: d, = a7
Kat przy wierzchotku B réwnolegtoboku ma miare 150° a cos150° = cos(lBD" —3[)”): —c0os30°

2
Z twierdzenia cosinuséw dla trojkata ABC zapisujemy: d = (ng) +42=2. 8@ -4 cos150°

Otrzymujemy: d2 = 304, czyli:d, = 4419
Odpowiedz: Przekatne tego rownolegtoboku sa rowne 4191447

1.7. Utrwalamy wiedze

77 Utrwalamy wiedze
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funkcja sinus @
funkcja cosinus @—

funkcja tangens @—

@ tozsamosci trygonometryczne

—@ wartosci funkgji trygonometrycznych
dla katéw 30°, 45° i 60°

FUNKCJE TRYGONOMETRYCZNE

zastosowanie w planimetrii

twierdzenia twierdzenia
sinusow cosinusow

wzor na pole rozwigzywanie
trojkata trojkatow
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8.1. Trojkaty

Nierownosci trojkata

| Tréjkat to figura wyznaczona przez trzy punkty nielezgce na jednej prostej. Kazdy z tych punktow jest
wierzchotkiem trojkata, a odcinki tgczace wierzchotki nazywamy bokami.

Z trzech odcinkow mozna zbudowacd trajkat, jesli suma dtugosci kazdych dwoch c
odcinkdw jest wieksza od dtugosci trzeciego odcinka.

a+b>ciag+c>bib+c>a

Przedstawione powyzej zaleznosci nazywamy nierédwnosciami trojkata.

Przyktad

Sprawdz, czy odcinki o podanych dtugosciacha=4cm, b=6cm, c= 8 cm moga
by¢ bokami pewnego trojkata.

Rozwigzanie:

Obliczamysumea+ b:4cm+6cm=10cm

Pordwnujemya+ bzc:10cm >8cm
Obliczamysumea+c:4cm+8cm=12cm
Pordwnujemya+czb:12cm>6cm

Obliczamysume b +c:6cm+6cm=14cm

Porownujemy b+ cza: 14 cm >4 cm

Odpowiedz: Odcinki o dtugosciach 4 cm, 6 cm i 8 cm mogg byc bokami trojkata.

Kat zewnetrzny trojkata \C

| Katem zewnetrznym trojkata nazywamy kat przylegly do kata
wewnetrznego tego trojkata.

A, B, C - wierzchotki trojkata ABC
AB, BC, CA - boki trojkata ABC
katy ABC, CAB i ACB - katy wewnetrzne Al

katy

Zewnetrzne

Suma miara katow wewnetrznych tréjkata

| Twierdzenie
Suma miar katow wewnetrznych trojkata jest rowna 180°.

}‘t\\

a+3+~+=180°

Dowod

Na rysunku prosta / przechodzaca przez wierzchotek Cirownolegta do boku AB
wyznacza katy e, i g, naprzemianlegte wewnetrznie do odpowiednich katdw we-

wnetrznych a i 3 tréjkata ABC,

Poniewaz o, =« | 3, = 8 oraz e, + 3, +~ =180° zatem a+ 3+~ =180°,

Udowodnilismy w ten sposob, ze suma miar katow wewnetrznym w dowolnym
tréjkacie jest réwna 180°,

Przyktad
W trojkacie ABC miara kata CAB wynosi 50°, a miara kata zewnetrznego BCD jest rdwna 110° Wyznacz
miary pozostatych katow trojkata ABC.



Rozwigzanie:
Wykonujemy rysunek pomocniczy:

A
Oznaczamy jako 3 miare kata ACB, a jako + miare kata ACB.

Wyznaczamy miary katéw ACB oraz ACB.
Katy o miarach 110%1 y sg katami przylegtymi.

Zatem+=180°-110°=70°
Katy o miarach 50°, 3, v sa katami wewnetrznymi tréjkata.
Zatem j3=180°—(50°+ 70°) = 60°

Rodzaje trojkatow

Ze wzgledu na diugosci bokow trajkaty mozemy podzielic na réznoboczne i nieréznoboczne (rowno-

ramienne i rownaobhoczne).
£

Tréjkatem réznobocznym nazywamy trojkat, ktory ma wszystkie boki innej
dtugosci.
|AB| = [Bc].|BC| = |AC] |AB| = |AC]

Tréjkatem rownoramiennym jest trojkat, ktorego co najmniej dwa boki
majg te sama diugosé. W trojkacie réwnoramiennym katy przy podsta-
wie maja rowne miary.

|AC| = |BC], |«BAC| = |<ABC]|

A podstawa :
Trojkatem réwnobocznym nazywamy trojkat, ktdrego wszystkie boki c
maja te sama dtugosc. W trojkacie rownobocznym miary katow sa rowne.
|AB| = |BC| = |AC|, |«tBAC| = |<ABC| = |<BCA| = 60°
f-'l iy K B

Trojkaty mozna klasyfikowac rowniez ze wzgledu na ich katy.
| Trojkat ostrokatny ma wszystkie katy ostre.
a<90° 3<90% iy <90°

Kat ostry to kat o mierze wiksze] od 0° | mniejszej od 90°.

8.1. Trojkaty

| Trojkat prostokatny ma jeden kat prosty.
1=90%1a<90%i 3 <90°

Kat prosty to kat o mierze réwnej 90°.

prayprostokatna
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przyprostokatna
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> | Trojkat rozwartokatny ma jeden kat rozwarty.
7>90° i< 90°%i 8 <90°

Kat rozwarty to kat o mierze wiekszej od 90° i mniejszej od 180°.

Twierdzenie Pitagorasa

Do obliczenia dtugosci trzeciego boku trdjkata prostokatnego, gdy znamy diugosci dwdch pozostatych
bokdw, mozemy korzystac z twierdzenia Pitagorasa.

| Twierdzenie Pitagorasa
W trojkacie prostokatnym suma kwadratow diugosci przyprostokat-

nych jest rowna kwadratowi dtugosci przeciwprostokatne;. c
d
a’+b*=¢’
b
Przyktad
Oblicz dtugosc przyprostokatnej, jezeli dana jest dtugos¢ przeciwprostokatne;
¢ =20 cm oraz diugosc drugiej przyprostokatnej b = 445 cm.
Rozwigzanie:
Wyznaczamy diugosc przyprostokatnej z twierdzenia Pitagorasa;
c? =0°+b?
20° = 0* +(45)
a’=400-80
0’ =320
a=28y5

Odpowiedz: Dtugosc przyprostokatne] wynosi 85 cm.

Twierdzenie odwrotne do twierdzenia Pitagorasa
Znajgc dtugosci bokow trojkata, mozemy sprawdzic, czy dany trojkat jest prostokatny.
Korzystamy wowczas z twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Pitagorasa.

| Twierdzenia odwrotne do twierdzenia Pitagorasa
Jezeli suma dtugosci dwoch krotszych bokow trojkata jest rowna kwadratowi diugosci najdtuzszego

boku, to trojkat ten jest prostokatny.

Przyktad

SprawdZ, czy trojkat o bokach o dtugosci 1,5 cm, 1,2 cm, 0,9 cm jest trojkatem prostokgtnym.
Rozwigzanie:

Oznaczamy jako a, b, ¢ dtugosci bokdw tréjkata.

Obliczamy sume kwadratow, bierzemy pod uwage dtugosci bokow krotszych.

Wypisujemy dane:

a=09cm,b=12cm,c=15cm ]

o +b*=(0,9) +(12) =0,81+144=2,251> = (15) =2,25

Zatem g’ +b* =¢?
Trojkat o bokach o dtugosci 1,5 ¢cm, 1,2 cm, 0,9 cm jest trojkatem prostokatnym.

8.1, Trojkaty

Znajac dtugosci bokdw trojkata, mozemy ustali¢, czy dany tréjkat jest prostokatny, a takze, czy jest
ostrakatny lub rozwartokatny.

Jezeli dtugosci bokdw tréjkata oznaczamy literami a, b, ¢ w taki sposdb, zea< b <corazg’+b* <c? to
trojkat jest rozwartokatny, jeslia < b <c oraz o’ +b* > ¢, to trojkat jest ostrokatny. >
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> Przyktad

SprawdZ, czy trojkat o bokach o dtugosci 8 cm, 4 cm, 7 cm jest ostrokatny, prostokgtny czy rozwarto-
katny.

Rozwigzanie:

Oznaczamy diugosci dwdch krotszych bokow jako a i b, diugos¢ najdiuzszego boku jako c.
Wypisujemy dane:ga=4cm, b=7cm,c=8cm

Obliczajac sume kwadratéw diugosci bokow krotszych oraz kwadrat diugosci boku najdiuzszego:
@+ =4 +7° =16+49=65

2 =82=h4

Zatema*+b* > ¢*

Odpowiedz: Trojkat jest ostrokatny.

Nalezy pamietac, ze w trdjkacie naprzeciwko wiekszego kata lezy dtuzszy bok.

Przyktad

Oblicz dtugosc trzeciego boku trojkata, ktdrego dwa boki maja diugosci 2 cm i 4 cm, a kat miedzy nimi
zawarty ma miare 60°.

Rozwigzanie:

Oznaczamy dtugosci dwoch bokow jako a i b, dtugosc trzeciego boku jako ¢, kat o mierze 60° jako «.
Wypisujemy dane:a=2cm, b =4cm

Z twierdzenia cosinusow otrzymujemy:

c* =0° +b* - 2accos o

2 =2+4>-2.2.4cos60°

1
CE=4+16-16.—
T 2

¢? =12, stad c = 243 (cm)

Wzory na pole trojkata

| Pole trojkata wyznaczamy ze wzoru P = %ﬂ'h. b :

| Pole tréjkata mozemy obliczy¢ réwniez ze wzoru P = %ﬂ'b-siﬂn.

a

0 x
Przyktad
Dany jest trojkat rownoramienny o ramionach o diugosci 4 cm i kgcie miedzy tymi ramionami o mierze
30° Oblicz pole powierzchni tego trojkata.
Rozwigzanie:
Wypisujemy dane; dtugosci ramion a = 4 cm, kat miedzy ramionami o = 30°
Obliczamy pole trojkata:

P = lﬂ-ﬂ-SiF‘lu =1~4-4-5in3D“ =8.—=4 (cmz)
2 2

A
2

Trojkat rownoboczny

| Wysokos¢ tréjkata rownobocznego mozemy obliczyd, znajac diugosé boku

trojkata, ze wzoruh = @.

a3
—

| Pole tréjkata rownobocznego mozemy obliczyc ze wzoru P =

Przyktad
Oblicz pole trojkata rownobocznego o ocbwodzie 1243 cm.
Rozwigzanie:

8.1. Trojkaty

Obliczamy dtugos¢ boku trojkata:
2= % =43 (cm)

Obliczamy pole tréjkata:

» a3 " (4“5) 3 _ 123 (sz)

4 4
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8.2. Czworokaty

Boki w czworokacie b
| Czworokatami nazywamy wielokaty o czterech bokach.

Punkty A, B, C, D sg wierzchotkami czworokata ABCD, a odcinki AB, BC, CD, AD c
- jego bokami,

Boki czworokata, ktére nie maja wspdlnego wierzchotka, czyli boki ABi CD oraz 4
boki BC i AD, nazywamy bokami przeciwlegtymi.

Odcinki ACi BD to przekatne tego czworokagta.

Kazdy czworokat ma dwie przekatne.

Suma miar katow czworokata
| Suma miar katoéw czworokata wynosi 360°,

Dowad: Czworokat dzielimy przekatna na dwa trojkaty, zatem 180°+180° = 360°,

Przyktad
Oblicz miary katow wewnetrznych czworokgta ABCD przedstawionego na rysunku.
Rozwigzanie:

Obliczamy miary katow wewnetrznych czworokata ABCD:
Katy o miarach 3 i132° sg przylegte.

Zatem 3 =180°—-132°=48°

Katy o miarach & i 37° sg rowniez przylegte.

Zatem 6§ =180°-37°=143°

Suma miar katow wewnetrznych czworokata wynosi 360°.
Zatem o = 360°—(48°+143°+73°) = 96°

Prostokat i kwadrat

| Prostokatem nazywamy czworokat, w ktorym wszystkie katy sg proste.

W prostokacie przeciwlegte boki sa rowne i rownolegte, a przekatne maja taka
samg diugosc i dziela sie na potowy.

| Pole prostokata obliczamy ze wzoruP =a-b.

Przyktad

Dany jest prostokat o bokach dtugosciach @i b oraz prostokat o bokach o dtugosciach ¢ i d. Bok o diu-
gosci ¢ stanowi 80% boku o diugosci g, a bok o dtugosci d stanowi 120% boku o dtugosci b. Oblicz, ile
procent pola prostokata o bokach o dtugosciach a i b stanowi pole prostokata o bokach o dtugosciach
cid.

Rozwigzanie:

Wyznaczamy pole prostokata o bokach o dtugosciacha i b:F=a-b

Wyznaczamy pole prostokata o bokach o dtugosciachcid: P, =c-d

=
'g Poniewaz c =80%a =0,8a orazd = 120%b =12b. Zatem P, = 0,8a-1,2d = 0,96ab
% Obliczamy, ile procent pola prostokata o bokach o diugosciach a i b stanowi pole prostokata o bokach
o o dtugosciach ci d:
& B 0,968 1600 g6t
P, ab

Szczegolnym przypadkiem prostokagta jest kwadrat.

| Kwadrat to prostokat, ktéry ma wszystkie boki réwne] dtugosci.

W kwadracie przekatne sa rownej dtugosci, przecinaja sie pod katem prostym i dzielg
sie na potowy. 3
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| Pole kwadratu obliczamy ze wzoru P = @*.
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> Przyktad

Pole kwadratu jest réwne 18 cm?. Oblicz obwdd tego kwadratu,

Rozwigzanie:

Diugosc boku kwadratu oznaczamy jako a.

Wyznaczamy diugosc¢ boku kwadratu ze wzoru na pole kwadratu:

o> =18 stad o =32 luba=-32

Wartosci ujemne pomijamy, poniewaz dtugosc boku jest liczbg dodatnia.
Obliczamy obwdd kwadratu; 4.3\2 =122 {cm)

Rownolegtobok 4
| Réwnolegtobokiem nazywamy czworokat majacy dwie pary bokow g, —"
rownolegtych. i b
a;
W réwnolegtoboku boki rownolegte sg rownej diugosci, a przekatne o

przecinaja sie w potowie.

Pole rownolegtoboku obliczamy ze wzoru P = ah.
Pole rownolegtoboku mozemy obliczyc réwniez ze wzoru P = absina

1 .
lub ze wzoru P = Edﬁg sinqy.

Przyktad
Oblicz pole rownaolegtoboku o diugosciach kolejnych bokdow 3v6 1843 oraz kacie ostrym 45°,

Rozwigzanie:
Wypisujemy dane: g = 3J6, b =83, a =45°
Obliczamy pole rownolegtoboku:

P = obsina = 3v6 -8v/3 :5in45° = 24»‘?&% =i

Romb
| Rombem nazywamy czworokat, w ktérym wszystkie boki sg rowne.

W rombie przekatne przecinaja sie pod katem prostym i dzielg sie na potowy.

| Pole rombu obliczamy ze wzoru P = %d. o,

Pole rombu mozemy réwniez obliczad, stosujac wzér na pole rownolegtoboku:

P=ahlubP=a’sina

Przyktad

Pole rombu jest réwne 42 cm?, a jedna z jego przekatnych ma dtugosc 14 cm. Oblicz diugosc drugie
przekatnej.

Rozwigzanie: _
Wypisujemy dane: P =42 cm?, d, =14 cm.

Dtugosc drugiej przeciwprostokatnej oznaczamy jako d..
Wyznaczamy dtugosc drugiej przekatnej ze wzoru na pole rombu:

42:—;;-’]4-9'2, stadd, =6 cm

8.2. Czworokaty

Trapez

| Trapezem nazywamy czworokat majacy co najmniej jedna pare bokdw réwno-
legtych.

| Pole trapezu obliczamy ze wzoru P = %-ﬁ.
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> Przyktad

W trapezie rownoramiennym krotsza podstawa | wysokos¢ majg diugosc 8 cm, a diugosc przekatnej
jest rowna 17 cm, Oblicz obwod i pole tego trapezu.

Rozwigzanie:

Wykonujemy rysunek pomocniczy. 0 .
Trojkat DEB jest prostokatny.

Wyznaczamy diugosc odcinka EB z twierdzenia Pitagorasa (dtugos¢ odcinka
jest liczbg dodatnia):

e[ + e8| =8O}
8 +|£8]" =17 stad |8 =15 (cm)

Obliczamy dtugosc odcinka FB:
|FB| =|EB|—|EF| =15—8 =7 (cm)

Obliczamy dtugos¢ podstawy AB;
48| = |EB[+|FEF= 1547 =22 (cm)

Trojkat AED jest prostokatny.

Obliczamy dtugosc ramienia AD z twierdzenia Pitagorasa (dtugosc odcinka jest liczbg dodatnig).
40| = |Ag|" +|eD|

|AD|" = 72+ 87, stad [AD| =113

Obliczamy obwod trapezu ABCD:

5=(22+8+2:113) cm=(30+2113) cm

Obliczamy pole trapezu ABCD:

p=2215 8. 120 (em

8.3. Okrag i koto

Okrag o
T e

N

| Okregiem o srodku O i promieniu r >0 nazywamy zbior wszystkich
punktow ptaszczyzny, ktdrych odlegtosc od punktu O jest rdwna r.

| Cieciwa nazywamy kazdy odcinek tgczacy dwa dowolne punkty okre-
gu. A

| Srednicg nazywamy najdtuzsza cieciwe przechodzacg przez srodek
okregu (diugosc srednicy jest dwa razy wieksza od dtugosci promie-

niaj. srodek
promien

Srednica

| tukiem nazywamy czes¢ okregu zawartg miedzy dwoma réznymi
punktami okregu wraz z tymi punktami.

| Diugosc okregu o promieniu r wyraza sie wzorem: [ = 2ar.

Kat, ktdrego wierzchotkiem jest srodek okregu, a ramiona zawierajg promie-
nie, nazywamy katem srodkowym (na rysunku kat srodkowy AOB wyznacza
tuk ACB).

Miara kata srodkowego stanowi taka czesc miary kata petnego, jakg czescig
dtugosci okregu jest tuk, na ktorym kat ten jest oparty.

| Diugosc tuku okregu o promieniu r wyznaczonego przez kat Srodkowy
0 mierze a Wyraza sig wzorem:

L

8.3, Okrag i koto

53

~ 360°

2mr

Przyktad
Oblicz diugosc tuku wyznaczonego przez kat srodkowy o mierze 120° i promieniu o dtugosci 9 cm.

Rozwigzanie:
Wypisujemy dane: r=9cm, a =120°

Obliczamy dtugosc tuku:

o 120°
= 2ar = 27-9 =67
£ 360° i g =600 -9 = 6x {cm)
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Wzajemne potozenie prostej i okregu

Jesli prosta | okrag potozone sg na tej samej ptaszczyinie, to te figury moga nie miec punktow wspal-
nych, mogg miec jeden punkt wspolny albo moga miec dwa punkty wspolne.

Prosta i okragg moga nie mie¢ punktéw wspélnych

Odlegtosc d srodka okregu od prostej k jest wieksza od promienia
tego okregu: d > r.

Prosta i okrag moga miec jeden punkt wspalny

Odlegtos¢ d srodka okregu od prostej k jest rowna promieniowi tego
okregu: d = r. Prosta k nazywamy wtedy styczng okregu.

| Styczna do okregu jest prostopadia do promienia o koricu w punk-
cie stycznosci.

Prosta i okrgg mogg miec dwa punkty wspolne

Odlegtosc d srodka okregu od prostej k jest mniejsza od promienia
tego okregu: d < r.

Prostg k nazywamy wtedy sieczng okregu.

Przyktad
Na okregu o srodku O leza punkty A i B. Przez punkt C, lezacy poza okregiem, poprowadzono styczne
do okregu: jedng w punkcie A i druga w punkcie B. Wyznacz miare kata ABC, wiedzac, ze kat AOB ma
miare 130°.

Rozwigzanie:

Wykonujemy rysunek pomocniczy.

Proste ACi BC sa styczne do okregu, zatem |£0AC| = [£0BC| = 90°.
Wyznaczamy miare kata ACB:

|£ACB| = 360°—(90°+90°+130°) = 50°

Trojkat ABC jest rownoramienny.
Wyznaczamy miare kata ABC:
|£ABC| = (180°—50°):2 = 65°

Wzajemne potozenie dwoch okregow
Dwa okregi takze mogg byc wzgledem siebie potozone w rozny sposob.

Okregi moga byc roztaczne. Nie majg wtedy punktéw wspalnych.

8.3. Okrag i koto
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00,|>r+1, 00,|<|r -1,

okregi roztaczne zewnetrznie okregi roztaczne wewnetrznie
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8.3. Okrag i koto
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> Okregi moga byc styczne. Majg wowczas jeden punkt wspalny.

=|n=1r

00;| =1+, 00,

okregi styczne zewnetrznie okregi styczne wewnegtrznie

Okregi moga byc przecinajgce sie. Majg wtedy dwa punkty wspolne.

Ir—n| <[00,

<h+0h

Okregi, ktore maja wspolny srodek, nazywamy wspotsrodkowymi.

N

00| =0

Przyktad

Wiedzac, ze okregi przedstawione na rysunku sg pa-
rami styczne zewnetrznie, oblicz dtugosc odcinka
AB.

Rozwigzanie:

Obliczamy dtugosc odcinka AB:
|AB|=2,5+2:15+2=75

Koto

Kotem o sradku O i promieniu r > 0 nazywamy zhidr wszystkich punktow plasz-
czyzny, ktorych odlegtosc od punktu O jest mniejsza lub réwna .

Punkty nalezace do okregu ograniczajgcego koto nalezg do tego kota.
Pole kota o promieniu rwyraza sie wzorem: P = mr?.

Przyktad

Oblicz obwad i pole kofa o srednicy &6 cm. Wyniki podaj z doktadnoscig do jednego miejsca po prze-
cinku.

Rozwigzanie:

Wyznaczamy promien r:

e Se AT

Obliczamy obwod kota:

[=2nr=27-3=6m =188 (cm)



> Obliczamy pole kota:
P=m-r?=m-32 =97 283 (cm?)

| Pierscieniem kotowym nazywamy czes¢ plaszczyzny ograniczong przez dwa
wspotsrodkowe okregi (wraz z tymi okregami).

Opisujgc pierscien kotowy, podajemy jego promien zewnetrzny i promien we-
wnetrzny. Réznice tych promieni nazywamy szerokoscig pierscienia.

| Pole pierscienia kotowego wyraza sie wzorem; P = w(ﬁﬂ —rj)

Przyktad

Oblicz pole pierscienia kotowego przedstawionego na rysunku.

Rozwigzanie: A‘
Promieri zewnetrzny pierscienia R wynaosi 7, a promieri wewnetrzny r jest réwny 4.

Obliczamy pole pierscienia kotowego: ‘

P=n(R*—r’)=mn(7"—4%)=33x

| Wycinkiem kota lub wycinkiem kotowym nazywamy czesc kota zawartg mie-
dzy dwoma promieniami,

| Pole wycinka kota wyznaczonego przez kat srodkowy o wyraza sie wzorem:

ik 3

P=36Da-?rr.

Przyktad

Oblicz obwdd kota, z ktérego wycieto wycinek kotowy o kacie 60° i polu 367 cmy’,
Rozwigzanie:

Wyznaczamy promien r kota:

P=——.qr’
360°
367 = of L7
360°

r2=216

r jest dtugoscig promienia kota, wiec r> 0
zatemr = Ew'{é {cm)
Obliczamy obwod kota:

| = 277 = 21 -6v6 = 1267 (cm) ; ,
Odcinkiem kota lub odcinkiem kotowym nazywamy czesc kota (wraz z jej brze- ,
giem) ograniczong tukiem ABC i cieciwg AB. A

Przyktad

Oblicz pole odcinka kotowego o promieniu 4 ¢m i kacie srodkowym o mierze 90°,

Rozwigzanie:

Wykonujemy rysunek pomocniczy.
Pole odcinka kofa obliczymy jako réznice pdl wycinka kota wyznaczonego

przez kat srodkowy o mierze 90° oraz trojkgta rownoramiennego prostokatne- -]
20 0 ramionach o dtugosci 4 cm.
Obliczamy pole odcinka kotowego:
L 1
A

= 36[}{:.?1—.43_5.4.4:4??_8 (CI'T’IZ)

8.3. Okrag i koto
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8.4. Katy w okregu

Kat wpisany

| Katem wpisanym a nazywamy kat wypukty, ktérego wierzchotek lezy na okre-
gU, @ ramiona sg potprostymi zawierajgcymi cieciwy tego okregu.

Miara kata sSrodkowego w okregu jest dwa razy wieksza od miary kata wpisane-
g0 opartego na tym samym tuku.

Przyktad
Oblicz miare kata srodkowego opartego na tym samym tuku, co kat wpisany o mierze 54°,

Rozwigzanie:
Wykonujemy rysunek pomocniczy.
Oznaczamy miare kata srodkowego jako 3.

Wyznaczamy miare kata srodkowego:

A =2.54° = 108° l.
o
0

Kat wpisany w okrag oparty na potokregu (na srednicy) jest katem prostym.

Na danym tuku mozna oprzec nieskonczenie wiele katow wpisanych,

Katy wpisane w okrgg, oparte na tym samym tuku, majg réwne miary.

="~ =
Przyktad
Wyznacz miary katow e i @ zaznaczonych na rysunku. &
Rozwigzanie:
Tréjkat OBC jest réwnoboczny, zatem |£OCB| = 60°,
Poniewaz kat ACB wyznacza potokrag, wiec trojkat ABC jest prostokatny. 4 o 60° g
Wyznaczamy miarg kata 3. o
90°—-60°=30°

Kat AOC opiera sie na tym samym tuku, co kat wpisany ABC, zatem:
a=2-60°=120°

Kat zawarty miedzy styczng a cieciwa okregu

=

E_: Kat zawarty miedzy styczna a cieciwg okregu poprowadzong z punktu stycznosci (kat dopisany do okre-
g gu) ma miare rowna mierze kata wpisanego opartego na fuku wyznaczonym przez konce tej cieciwy.

=) kat wpisany, oparty

w na tuku wyznaczonym kat miedzy styczng

; przez cieciwe a cleciwg

-
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> Przyktad

Wyznacz miare kata srodkowego a zaznaczonego na rysunku, wiedzac, ze
prosta p jest styczna do okregu w punkcie A.

Rozwigzanie:

Kat o mierze 40° jest kgtem migdzy styczng a cigciwg, zatem miara kata 7
wpisanego opartego na tuku wyznaczonym przez cieciwe AB rowniez ma

miare 40°, Kat srodkowy AOB jest tez oparty na tuku wyznaczonym przez ﬂ
cieciwe AB, zatem « = 2-40° = B0°.

8.5. Twierdzenie Talesa

Twierdzenia Talesa

| Twierdzenie Talesa
Jezeli ramiona kata przetniemy kilkoma prostymi rownolegtymi,
to stosunek dtugosci otrzymanych odcinkéw na jednym ramieniu
kata jest rowny stosunkowi dtugosci odpowiednich odcinkow na  Ae
drugim ramieniu kata,

48| _ |AE] 4Dl _ |AG|
lacl — IeFl 1ol |eal
Przyktad
Ramiona kata przecieto dwiema prostymi réwnolegtymi ki [ (rysunek). Oblicz diugosc odcinka x,
Rozwigzanie:

Zgodnie z twierdzeniem Talesa uktadamy proporcje %: % i obliczamy x:

Przyktad
Ramiona katow wierzchotkowych przecieto dwiema prostymi réwnoleglymi ki / (rysunek).
Oblicz dtugos¢ odcinka x.
Rozwigzanie:

Zgodnie z twierdzeniem Talesa uktadamy proporcje i oblicza-
my X:
dx=7-3

x=1525

W b
3 |~

Przyktad
Drzewo rzuca cien o dtugosci 15 m. W tym samym czasie pionowo wbity palik o wysokosci 1,5 m rzuca
cien dtugosci 2,25 m. Jakg wysokos< ma drzewo?
Rozwigzanie:

Wykonujemy rysunek pomocniczy:

Zgodnie z twierdzeniem Talesa:

X _ 5

5 225

2Bk =115.15

2,25x =225

x=10

Drzewo ma 10 m wysokosci.

8.5 Twierdzenie Talesa

Twierdzenia odwrotne do twierdzenia Talesa

| Twierdzenie odwrotne do twierdzenia Talesa
Jezeli odcinki wyznaczone przez dwie proste na jednym ramieniu kata sg proporcjonalne do odpo-
wiednich odcinkéw wyznaczonych przez te proste na drugim ramieniu kata, to te proste sg réwnolegte. >
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> Przyktad

Sprawdz, czy proste k i/ na rysunku sa rownolegte.

Rozwigzanie
Uktadamy proporcje % = 2—11 | sprawdzamy, czy jest prawdziwa; 10,5 2
10=
2
1 21
26-1[}5:21’13 k
273=273

Zgodnie z twierdzeniem odwrotnym do twierdzenia Talesa proste k
|/ sa rownolegte.

Twierdzenia o dwusiecznej kata wewnetrznego

| Twierdzenie o dwusiecznej kata wewnetrznego
Dwusieczna kata wewnetrznego w tréjkacie dzieli przeciwlegly bok pro-
porcjonalnie do dtugosci pozostatych bokow.

£ 2
Gy
Przyktad
Oblicz dtugosc odcinka x, korzystajgc z danych na rysunkach.
a) b)
3 4 5 7
7 o B X 1
- i -

Rozwigzanie
a) Uktadamy proporcje % = % | obliczamy x =2 %

b) Uktadamy proporcje TDT—;{ = % | obliczamy 5x = 70-7x.

e =171)
5
x—56
Przyktad
Oblicz dtugosc odcinka BD zawartego w dwusieczne] kata ostrego trojkata prostokatnego ABC, w kto-
rym przyprostokatne AC i BC majg dtugosci odpowiednio 4 3.
Rozwigzanie
Wykonujemy rysunek pomocniczy.

- Obliczamy, korzystajgc z twierdzenia Pitagorasa, dtugosc przeciw-
k+ prostokatnej:
& =344
£ c?=9+16
= 2
o =25
§ c=Fh
= Obliczamy, korzystajac z twierdzenia o dwusiecznej kata wewnetrz-
o nego, dtugosc odcinka x:
x _3 5x =12 -3x Bx—12 o
o 4-x 5 2
E Obliczamy, korzystajac z twierdzenia Pitagorasa, dtugosc¢ odcinka BD:
E . 2 2 9 : 45 3
: |BD|.&:33+[§] jBof =9+~ ol == Bo]==+5
o
o
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Twierdzenia o kacie miedzy styczng a cieciwa

| Twierdzenie o kacie miedzy styczna a cieciwg
Kat miedzy styczng do okregu a jego cieciwg wychodzacg z punktu stycznosci rowny jest kgtowi wpi-
sanemu w ten okrag, opartemu na tuku, ktory ta cieciwa wyznacza.,

Qp/)
Przyktad

Kat miedzy styczna a cieciwg ma miare 35° Wyznacz miare kata srodkowego opartego na fuku wyzna-
czanym przez te cieciwe.

Rozwigzanie:

Wykonujemy rysunek pomocniczy.

Zgodnie z twierdzeniem o kacie miedzy styczna a cieciwa, kat 3 ma taka sama
miare jak kat 35°,

Kat e jest katem Srodkowym opartym na tym samym tuku, co kat wpisany /3,

zatem ma miare dwa razy wieksza, czyli a =70°,

Przyktad
W okregu o promieniu r =9 cm poprowadzono cieciwe AB, ktora wyznaczyta na okregu tuk o dtugosci
2w cm,

Wyznacz miare kata rozwartego & miedzy cieciwg AB a styczng do okregu w punkcie B.

Rozwigzanie:

Wykonujemy rysunek pomocniczy.

Obliczamy miare kata srodkowego 3 opartego na tuku dtugosci 2 cm:

2T _ 1 _
2n-9 9
SE0% S =l ‘4
8= -11{:] - | - | - A \“"-_‘b-
Zgodnie z twierdzeniem o kacie miedzy styczng a cieciwg kat 8 = 2a, zatem B
o — A

Kat rozwarty 6 ma miare § = 180° - 20° = 160°.

8.6. Cechy przystawania i podobienstwa trojkatow

Cechy przystawania trojkatéow

| Cechy przystawania tréjkatow to warunki konieczne i wystarczajace na to, aby dwa trojkaty byty
przystajace, czyli takie same. Przystawanie figur geometrycznych oznaczamy symbolem =.

| cecha przystawania trojkatow (bbb) g

lezeli trzy boki jednego trojkata sa od-
powiednio réwne trzem bokom drugie-
g0 trojkata, to trojkaty sa przystajace.

8.6. Cechy przystawania i podobienstwa trojkatow

Il cecha przystawania trojkgtow (bkb)

Jezeli dwa boki i kat miedzy nimi zawarty
jednego trojkata sa odpowiednio rowne
dwom bokom i katowi miedzy nimi zawar-
temu drugiego trojkata, to trojkaty sa przy-
stajace.
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> Il cecha przystawania tréjkatow (kbk)

Jezeli dtugos¢ boku i dwa katy do niego przy-
legte jednego trojkata sg odpowiednio row-
ne dtugosci boku i dwém katom do niego
przylegtym drugiego trojkata, to trdjkaty sa
przystajgce.

Cechy podobienstwa trojkatow

| Cechy podobienstwa tréjkatéw to warunki konieczne | wystarczajgce na to, aby dwa trojkaty byhy
podobne. Podobienstwo trdjkatow oznaczamy symbolem ~.

| cecha podobienstwa trojkatow (bbb) B

lezeli boki jednego trojkata sg propor-
cjonalne do odpowiednich bokdw dru-
giego trojkata, to trojkaty sa podobne.

Il cecha podobienstwa trojkatow (kkk)

Jezeli miary dwaoch kgtow jednego trojkata sa
rowne miarom odpowiednich dwdch katow
drugiego trdjkata, to trdjkaty sa podobne,

lll cecha podobienstwa trojkatow (bkb)

Jezeli dwa boki jednego trojkata sg propor-
cjonalne do dwodch bokdw drugiego trojkata,
a katy miedzy nimi zawarte sg przystajace,
to trojkaty sa podobne.

lezeli trojkaty sg podobne, to skala podobienstwa jest rowna stosunkowi ich obwodow, stosunkowi
ich odpowiednich bokow, wysokosci, srodkowych.

Trojkaty przystajace sg podobne w skali 1.

z
=
% Trojkaty przystajace i podobne - zadania
E Przyktad
§ Czy trojkaty na rysunkach sa przystajace? Jezeli tak, to na podstawie ktorej cechy przystawania?
8 a) b)
~§ 10
j=H
=
E
E " 10 10
&
a
£ @
S 80° 30° 70°
= c) 5
12 5
5

12
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> Rozwigzanie:

a) sg przystajace na podstawie cechy bkb
b) po obliczeniu trzeciego kata sa przystajgce na podstawie cechy kbk
¢) po obliczeniu diugosci przeciwprostokatne] sg przystajace na podstawie cechy bbb

Przyktad
W trojkacie ABC na boku AB obrano punkt D, a na boku AC punkt £ tak, ze odcinek DE jest rownolegty
do boku BC (patrz rysunek). Czy trojkaty ABC i ADE sg podobne? Jezeli tak, to w jakiej skali?
Rozwigzanie:

Poniewaz DE||BC, to |<1ADE] =|<1ABC| oraz kat o jest wspolny dla

obu trojkatow, zatem na mocy cechy kkk

AADE ~AABC.

Obliczymy skale podobienistwa:
6 & 2
" 6+2 8 4

8.7. Obwody i pola figur podobnych

Skala podobienstwa figur podobnych
Stosunek obwodow figur podobnych jest rowny skali podobienstwa.

Stosunek pdl figur podobnych jest rowny kwadratowi skali podobieristwa.

Przyktad

W trojkacie prostokatnym ABC diugosci przyprostokatnych wynosza 3 i 4. Trojkat A'B°C’ do niego po-
dobny ma obwaod diugosci 60. Oblicz dtugosci bokow trojkata A'B'C.

Rozwigzanie:

Poniewaz trojkat ABC jest prostokatny, to korzystajac z twierdzenia Pitagorasa, obliczamy diugosc
przeciwprostokatnej oraz obwod trojkata.

=3 +4° c* =25 c=5

ObW o =3+44+5=12

Obliczamy skale podobienstwa: k = -?—g =5

Obliczamy dtugosci bokow trojkata AB'C:

F:h5=15 4:5=21 Saby =5

Przyktad

Przekatna prostokata ABCD ma diugosc 13, Obwod kazdego z trojkatow, na jakie prostokat podzielita ta
przekatna, jest rowny 30. Prostokat EFGH o polu powierzchni rdwnym 960 jest podobny do prostokata
ABCD.

Oblicz dtugosci bokow prostokata EFGH.

Rozwigzanie:

Oznaczmy dtugosci bokow prostokata ABCD przez ai b, Wtedya+b+13=30, czylia+b=17.

Wyznaczamy a =17 —b i wstawiamy do réwnania a* + b* = 132
(17-b) +b* =169

289-34b+b* +b° =169

2b° —=34b+120=0

8.7. Obwody i pola figur podobnych

bd—17b+6|:|=|:| . (B
=(-17) —4.1.60 =49
i & =1/—=5=712
R Lt B =
J!:1}_:1?+?=,I2 B
2 b

Boki prostokata ABCD majg dtugosci 121 5, zatem: P=12-5=60

Stosunek pdl figur podobnych jest rdwny kwadratowi skali podobienstwa, wiec k* =%=16, czyli
k=4,
Dtugosci bokow prostokata EFGH wynoszga'=12-4=48ib'=5.4 =20,

=
-
)
E
-
=
=
o
0

131



8.8. Punkty szczegolne w trojkacie
Punkty w trojkacie
Wyrdzniamy cztery punkty szczegolne w trojkacie:

1. srodek okregu opisanego - punkt przeciecia 2. srodek okregu wpisanego - punkt przeciecia

symetralnych bokow dwusiecznych katow wewnetrznych
0} (60
e~ e
ICF| = |AF]
3. srodek ciezkosci - punkt przeciecia srodko- 4. ortocentrum - punkt przeciecia wysokosci

wych

Przyktad

Oblicz promien okregu opisanego na trojkacie rownaramiennym o kacie przy podstawie rownym 75°
| podstawie diugosci 4.

Rozwigzanie:

Kat miedzy ramionami trojkgta wynosi: 180° — 2.75° = 30°

Wykonujemy rysunek pomocniczy:

8.8. Punkty szczegolne w trojkacie

A g
Kat AOB jest katem srodkowym opartym na tym samym tuku, co kat wpisany ACB, wiec ma miare 2-:30°
=H0%
Trojkat AOB jest trojkatem réwnobocznym, zatem: R = |AQ| = |BO| =4 >
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> Przyktad

Oblicz promien okregu wpisanego w trojkat prostokatny o przyprostokatnych dtugosci 9 112.
Rozwigzanie:
Wykonujemy rysunek pomocniczy:

Obliczamy dtugosc przeciwprostokgtne:

¢ =924+12°
' =81+144
c2 =225

& =135

Obliczamy dtugosc promienia:
12=r4+9-r=15

—2r=-—6

r=3

Przyktad
Znajdz srodek ciezkosci w tréjkacie o wierzchotkach A=(4,3), B=(2,5), C =(-4,-1).

Rozwigzanie:
Wykanujemy rysunek pomaocniczy: )
i I | | |

an

B

L
|
{1
T

| |

2l [ |
;W&? IT? iézs-ﬁék’r
i | |

Obliczamy wspotrzedne srodkow bokow AC i BC,

Eﬂ'

2—4 5-1 =)

D=|— —|=(-12 E

S e 3

a

A4 Jo £

E=|——|=10,1 ©

45229 :

Wyznaczamy rownanie prostej AD: >

3=4a+b =

=

2=—0+b =

T=Dbd o

Gt

> s

1 -

2=——+b @

5 E

1 £

b=2— i

> h:

1 1 L
=—x+2—
F g s
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> Wyznaczamy rownanie proste] BE:
5=2a+b
s
B=1
5=2a+1
g=2
y=2x41
Wyznaczamy wspotrzedne punktu przeciecia srodkowych:
y=2x+1

11
=—x+2—
LR

Srodek ciezkosci ma wspdtrzedne S = [% 2%]

Przyktad
Znajd? ortocentrum tréjkata o wierzchotkach A=(-4,-2), B=(6,-2), C=(16).

Rozwigzanie:
Wykonujemy rysunek pomocniczy:

\\
N

A

Wyznaczamy wspotczynnik kierunkowy prostej BC:

8.8. Punkty szczegolne w trojkacie

6=0+b
—2=6a+b
8 =-50
8
]=——
5
Wyznaczamy rownanie wysokosci opuszczone] z wierzchotka A:
5
,g y—§x+b
. 5
E —2==-(-4)+b
® (-a)
= -
a f gy gt i
o0 +2
fd
2
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D 1
yzéx+_

8 7
Rownanie wysokosci opuszczonej z wierzchotka Cto x =1
Wstawiamy do rownania —E)H—iiotrz mujem —E+1_§
Y s e e Sl Lds i

Ortocentrum ma wspotrzedne S = [‘L 1%]

8.9. Wielokaty foremne

Wielokaty foremne

| Wielokatami foremnymi nazywamy wielokaty, ktére maja wszystkie boki tej samej dtugosci i wszyst-
kie katy wewnetrzne jednakowe] miary.

Ponizsze rysunki przedstawiajg przyktady wielokatow foremnych.

tréjkat foremny czworokat foremny pieciokat faremny szesciokat foremny
(trojkat rownaboczny) (lowadrat)

Na kazdym wielokacie foremnym mozna opisac okrag. Jego srodek jest punktem przeciecia symetral-
nych bokow wielokata.

IEG| = |FG|
ok = [e#

Przyktad

Oblicz miare kata wewnetrznego pieciokgta foremnego.
Rozwigzanie:

Wykonujemy rysunek pomocniczy:

Wyznaczamy miare kata srodkowego «:
=380 5=72"

Wyznaczamy miare kata 3:

8= (1 80° — ?2“) : 2 =54°

Zatem miara kata wewnetrznego trojkata foremnego wynosi 2-54° = 108°.

8.9. Wielokaty foremne

W dowolny wielokat foremny mozna wpisac okrag. Jego srodek jest punktem przeciecia dwusiecznych
katow wielokata. >
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> Przyktad

Oblicz promien okregu opisanego na kwadracie o polu 64 ¢cm?.

Rozwigzanie:
Wykonujemy rysunek pomocniczy:

A o a8

Diugosc boku kwadratu ABCD oznaczamy jako g, promien okregu opisanego na kwadracie - jako R.
Wyznaczamy dtugosc boku kwadratu ze wzoru na pole kwadratu;

P=g’

a’ =64, stad a = 8 (cm) (dtugosc boku kwadratu jest liczba dodatnia)

Obliczamy diugosc przekatnej AC z twierdzenia Pitagorasa:

|ACT = 0 + 0

|AC|1 =128, stad |AC| =8V2 (cm) (dtugosc przekatnej kwadratu jest liczbg dodatnia)

Promien okregu opisanego na kwadracie jest dwa razy mniejszy od przekatnej, zatem:

1 1
R=—|AC|= 5842 =442 (cm)

8.10. Utrwalamy wiedze

twierdzenie odwrotne

ieczna k ier i | : :
dwusieczna kata ‘ twierdzenie Talesa Ao ardseRis Taldsa

PLANIMETRIA
—@ katy miedzy styczna @ trojkaty podobne —@ trapezy
a cieciwa ) . —@ rownolegtoboki
: @ twierdzenie

—® kityupisane cosinus6éw | romby
—® katy érodkowe —e twierdzenie Pitagorasa & prostokaty
—® diugosc tuku okregu |_. AGraiE
—@ pole wycinka kofa odwrotne do

twierdzenia

Pitagorasa

8.10. Utrwalamy wiedze
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9.1. Rownanie prostej na ptaszczyznie, w postaci kierunkowej i ogdlnej.
Wzajemne potozenie prostych na ptaszczyznie

Rownanie kierunkowe prostej

| Wykresem funkgji liniowej jest prosta okreslona réwnaniem: y = ax + b, gdzie a,b € R. Rdwnanie to jest
nazywane rownaniem kierunkowym prostej, a liczba @ - wspotczynnikiem kierunkowym.

Rownaniem kierunkowym mozna opisac kazda prostg, ktora nie jest rownolegta do osi OY.

1. Dlaa=0ibe R prosta o réwnaniu kierunkowym y = ax + b jest nachylona do dodatniej potosi osi OX
pod katem «, takim ze a = tga.

Prosta ta przecina oé OY w punkcie (0, b).

v A /
=agx+ b
a4l ‘V. !

(18]

(8]
5
T

W szczegdlnym przypadku, gdy e =01 b=0, rowna-
nie kierunkowe proste] y =ax+b przyjmuje postac
y =ax. Prosta o tym rownaniu przechodzi przez po-
czatek uktadu wspotrzednych.

(4

9.1. Réwnanie prostej na plaszczyinie, w postaci kierunkowej i ogolnej. Wzajemne polozenie prostych na plaszczyinie

2.Dla a=0 i b=0 rdwnanie kierunkowe proste] ] v b
¥y =ox+b przyjmuje postac y = b, a prosta opisa- e L4l
na tym rownaniem jest rownolegta do osi OX. 3
2
o =Gl
=
S -
= 5 4 B3 2 409 3 4 5 X
= ]
=
o
g 2
Yz y=b
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o
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> Dla a=0 i b=0 rownanie kierunkowe proste] [ v A

Réwnanie ogdlne prostej
Aby opisac kazda prosta narysowana w kartezjanskim uktadzie wspotrzednych, uzywa sie rownania
ogoélnego prostej.

| Rownanie Ax+ By +C =0, gdzie A B,C € R oraz wspotczynniki A i B nie s3 jednoczesnie rowne 0, jest
nazywane rownaniem ogolnym prostej.

Warunek, ze wspotczynniki A i B nie sg jednoczesnie

rowne 0, zapisujemy nastepujgco A*+B8*>0 lub

A2 +B% =0.

1.Dla A=0 i B=0 réwnanie Ax+ By +C =0 opisuje
prosta przecinajaca obie osie ukiadu w punktach

o wspotrzednych: [—-i- D]i[[], ——E]

¥ =ax+b przyjmuje postac y =0, a prosta opisana 5
tym rownaniem pokrywa sie z osig OX. 4
-3
en it b
1
y=10
— ! ? =
-5-.4—3-2-15'3J 1 2 3 4 5 X
=il K
a
“Pd
4 g
2
= =
™
=
o
3. Prosta prostopadta do osi OX nie jest wykresem i =
funkcji liniowej, a wiec nie mozna jej opisac réwna- il 8
niem kierunkowym. Te prostg mozemy opisac na S
przykiad rownaniem x =k, dla k € R. - ! 41 =
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> Dla A=0 i B=0 i C=0 rownanie Ax+By+C=0 v

przyjmuje posta¢ Ax+ By =0 i opisuje prosta prze- | —1 51
chodzgcg przez poczatek uktadu wspotrzednych.
5 4 3 -p A 5 X
2
:g -Z4
=, 4]
5 .
2 /1.
=8 )
: /
s )
g 2.Dla A=0 i B=0 réwnanie Ax+By+C =0 przyj- ;
= muje postac By+C =0 | opisuje prostg rownole- c 1
i Y=l 4
§ gl do osi OX. Inne rownanie te] prostejto y = —%. g
=
£ el
[a 8
L ! 2 o+
=
.E". 3+
= 5 H B a9 9 2 3 § 5&X
= 1
‘O
S 2
T
= =iy
2
= £
e
T c
it =
E
§ 3.Dla A=0 i 8=0 réwnanie Ax+By+C =0 przyj- vk
o muje postac Ax+C =0 i opisuje prosta rownole- 5
E C
=, gt3 do osi OY. Inne rownanie tej prostejto x = _%. =g 4
g 3
5 2
=
z 1
S
a + + + =
= 5 ¥ B2 a0 » 3 4 5 X
= .
s
i =
= 3
gl
e =

Przeksztatcanie réwnania kierunkowego do ogélnego

Przeksztatcenie rownania kierunkowego do ogoélnego polega na przeniesieniu wszystkich sktadni-
kow réwnania na jedna strone rownania i uporzadkowaniu ich tak, aby najpierw byt sktadnik ze zmien- >
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ng x, pozniej - sktadnik ze zmienng y, a na koncu - wyraz wolny.
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> Jesli prosta nie jest rownolegla do osi OV, to znaczy w réwnaniu Ax + By +C = 0 wspdtczynnik B jest

rézny od 0, to rownanie ogdlne proste] mozna przeksztatci¢ do kierunkowego poprzez wyznaczenie
zmiennej y w zaleznosci od zmiennegj x.

Nalezy pamietac, ze dla danej prostej (ktéra nie jest réwnolegta do osi OY) mozna zapisac tylko jedno
rownanie kierunkowe, ale wiele rownan ogolnych.

Przyktad
Przeksztat(:
a) rownanie kierunkowe prostej y = —2x + 1do postaci ogolnej,

b) rdwnanie ogdlne proste] 3x+ 4y —5=0 do postaci kierunkowej,

Rozwigzanie:
a) Przenosimy wszystkie wyrazy na jedna strone. Otrzymujemy: —2x — y+1=0lub2x+4+ y-1=0

b) Wyznaczamy y z réwnania.
4y =—3x+5| 4, stad: y=—§x+§_

Potozenie prostych kartezjanskim uktadzie wspétrzednych

Proste opisane sa rownaniami kierunkowymi y = a.x + b, oraz y = a,x + b, i zadna z nich nie jest rowno-
legta do osi OY. Wzajemne potozenie tych prostych mozemy okresli¢, rozwigzujac uktad rownan:
y=ax+b
Y=kt
Otrzymujemy wowczas rownanie: a.x + b, = a,x + b,

Stad: x(a,—a,)=b, —b,

1. Gdy 0,—a, =0, to proste majg doktadnie jeden o %0
punkt wspolny (proste przecinajg sie w punkcie).

Wspdtrzedne punktu A przeciecia tych prostych:
b,—b  _ab,—ba,

= 3 —
a,—a, a,—a,
¥=1
L V
/ ’ 5
2.Gdy a,—a, =0 i b,—b,=0, to proste nie majg [t - i“
punktow wspalnych (proste sg rownolegte). by = b, 2 //

9.1. Rownanie prostej na ptaszczyinie, w postaci kierunkowej i ogolnej. Wzajemne potozenie prostych na ptaszczyinie

9. Geometria analityczna
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> 3. Gdya,—a, =01ib, —b, =0, to proste majg nieskon- | : 7K

Ay =0,
czenie wiele punktéw wspalnych (proste sie po- eSS 51 | — 7
krywajg). ' i | s
M N 3“'—/
y=ax+b,
2 [ il

/ g
| |
— : =z
I -
Przyktad
Okresl, ile punktow wspdlnych majg proste o rdwnaniach y=—x+3ix+ y+3=0.
Rozwigzanie:
Sposob |

Przeksztatcamy rownanie ogdlne prostej x+ y+3 =0 do postaci kierunkowej y = —x —3. Zauwaza-
my, ze proste maja jednakowy wspatczynnik kierunkowy a = —11 rozne wspotczynniki b. Proste te sg
wiec rownolegte i nie majg punktow wspolnych.

Sposaéb ||
Rozwiazujemy uktad rownan:

y=—-x+3

x+y+3=0

[y =—x+3

|x+(=x+3)+3=0

[y =—x+3

1_6 =0 réwnanie sprzeczne

Odpowiedz: Te proste nie maja punktu wspolnego.

Przyktad

Okres! wzajemne potozenie prostych: 2x—3y—4 =0i—-4x+6y+8=0.

Rozwigzanie:

Zauwazamy, Ze jezeli pomnozymy rownanie pierwszej prostej przez —2, to otrzymamy rownanie dru-
giej proste]. Stad wynika, ze proste sie pokrywaja.

9.2. Rownanie prostej o zadanych wlasnosciach

Roéwnanie kierunkowe prostej, gdy dany jest wspotczynnik kierunkowy

| Réwnaniem kierunkowym prostej o danym wspétczynniku kierunkowym a, ktéra przechodzi przez
punkt P = (x;, ¥, ) jest: y = a(x—x; )+ ¥,
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e
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e
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=
=
2
(=75
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= Przyktad

li Napisz rownanie prostej o danym wspotczynniku kierunkowym a =3 | przechodzgce] przez punkt
= A= (T, 2).

M - .

5 Rozwigzanie:

.g Sposob |

- y=3x+b podstawiamy do rownania prostej y =ax+b liczbea =3

E 2=3.14b podstawiamy wspotrzedne punktu A= (1, 2) do réwnania proste;

v =—1 wyznaczamy wspotczynnik b

o y=3x—1 zapisujemy rownanie proste]
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> Sposob |l

Korzystamy ze wzoru na rownanie kierunkowe prostej o danym wspoétczynniku kierunkowym a, ktora
przechodzi przez punkt P = [xﬂ, yﬂ)z = a(x—xn)+ ¥,. Podstawiamy liczbe a = 3 | wspotrzedne punktu

A=(12).

Otrzymujemy: y = 3(x—1)+2

Przeksztatcamy do najprostszej postaci. y =3x—1

OdpowiedzZ: Prosta o réwnaniu y = 3x —1 ma wspotczynnik kierunkowy réwny 3 i przechodzi przez
punkt A o wspotrzednych (1, 2).

Réwnanie kierunkowe i ogélne prostej, ktéra przechodzi przez dwa dane punkty

| Réwnaniem kierunkowym prostej, ktéra przechodzi przez dwa dane punkty A= (XA, y,,) oraz
Yg }’;.

B=(xz ys) jest: y—y, =a(x—x,) gdziea = ,gdy X, = x,.
g-=
| Réwnaniem ogélnym prostej, ktoéra przechodzl przez dwa dane punkty A ( i y,*) oraz
B =(xg ¥s) iest:(y =y, )(Xs = %4) = (Ve = ¥a)(x = %,) =0.
Przyktad
Napisz réwnanie prostej przechodzace] przez punkty A= (-1, 2) i B=(2.—4).
Rozwigzanie:
Sposob |

2=a-(-1)+b podstawiamy wspdirzedne punktu A=(-1 2) do réwnania prostej y =ax+b
-4 =g-2+b podstawiamy wspotrzedne punkiu B = (2, —4] do rownania proste] y =ax+b

‘2 = e rozwigzujemy ukfad réwnan z niewiadomymi a i b
-4 =2a+b

a=—2

LJ =4

y=-2x Zapisujemy rownanie prostej
Sposab ||

Korzystamy ze wzoru na rownanie kierunkowe prostej, ktora przechodzi przez dwa dane punkty
A=(x, ys)orazB=(Xz yp )y — ¥, =0(x—x,) gdziea = yH y*’* gdyxﬂ =x,dlaA=(-12)iB=(2,-4)

: _ Va—V —4-2 :
Otrzymujemy: a = xi—x: = ) ==2jy—-2= —2(x+1)

Stad: y =—

Sposob |1l
Korzystamy ze wzoru na rownanie ogolne prostej, ktora przechodzi {JFZEE dwa dane punkty

A=(Xy ¥s) 0raz B=(xg Y5 ) (Y= ¥a)(xa = %)= (Vs =¥} (x—x,) =0 dla A=(-12)iB=(2,-4)
Otrzymujemy: (y —2)(2+1)— (=4 -2)(x+1)=0
3(y—2)+6(x+1)=0
Stad: y = —2x
Odpowiedz: Rownanie prostej przechodzacej przez punkty Ai Bto y = —2x.

9.2. Rownanie prostej o zadanych wtasnosciach

Proste réwnolegte

Proste rownolegte:

1. Dwie proste o rownaniach kierunkowych: y =ax+b, oraz y = a,x+ b, sg rownolegte wowczas, gdy
majg jednakowe wspdtczynniki kierunkowe (@, = a.).

2. Dwie proste o rownaniach ogolnych: Ax+ B,y +C, =0oraz A x + B,y + C, = 053 rownolegte wowczas,
gdy spetniony jest warunek: A .8, —A,-B, =0.
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> Przyktad

Napisz rownanie prostej rownolegrej do prostej opisangj réwnaniem: y = —ix+4 | przechodzace]
przez punkt A=(2,—6). At

Rozwigzanie:
Okreslamy wartosé wspotczynnika kierunkowego prostej i zapisujemy rdwnanie prostej rownolegle

do danej prostej.a, =a, = —%, stagd: y = —%x +b
Wstawiamy do réwnania proste] wspotrzedne punktu A: x =21 y = —6 i obliczamy wartosc wspotczyn-

nika b. Otrzymujemy: —6 = —%-2+ b, stad: b= —5%

OdpowiedZ: Prosta o réwnaniu y:—%xa-S%jest rownolegta do prostej o réwnaniu y:—%m-d
i przechodzi przez punkt A= (2,—6).

Przyktad

Napisz rownanie ogdlne prostej rdwnolegiej do prostej opisanej rownaniem: 4x -3y +6 =0 i przecina-
jacej 0 OY w punkcie o rzednej 1.

Rozwigzanie:
Korzystamy z warunku: Dwie proste o réwnaniach ogolnych: Ax+By+C,=0oraz Ax+8B,y+C, =0

sg rownolegte wowczas, gdy spetniony jest warunek: A -8,—A,-B,=0

Skoro: 4B, 4+ 3A, =0, to najlepiej dobrat: A, = A =4 B, =8 =-3

Stad réwnanie prostej rownolegtej do danej ma postac: 4x -3y +C, =0

Punkt A=(D, ’1) nalezy do prostej, wiec jego wspotrzedne spetniajg rownanie prostej. Otrzymujemy:
4.0-314C,=0

Stad: (, =3

Rownanie prostej rownolegtej do danej: 4x -3y +3=0

Odpowiedz: Prosta rownolegta do 4x—3y+6=0 i przecinajaca 05 OY w punkcie o rzednej 1 opisana
jestrownaniemdx —3y+3=0.

Proste prostopadte

Proste prostopadte:

1. Dwie proste o rownaniach kierunkowych: y =ax + b, oraz y = a,x + b, sg prostopadte wowczas, gdy
wspotczynniki kierunkowe spetniajg warunek a,-a, =—1.

2. Dwie proste o rownaniach ogolnych: Ax+By+C, =0 oraz Ax+8,y+C, =0 s3 prostopadte wow-
czas, gdy spetniony jest warunek: A-A, +8,-8, =0.

Przyktad

Napisz rownanie prostej prostopadte] do prostej opisanej rownaniem: y = —gx+4 i przechodzacej
przez punkt A=(4,1). 3

9.2, Réwnanie prostej o zadanych wiasnosciach

Rozwigzanie:
Obliczamy wartosé wspotczynnika kierunkowego prostej prostopadtej do proste] y = —%x +4 | zapi-
sujemy rownanie proste] prostopadte] do danej prostej. Otrzymujemy: a, =_(:fl =—L2=§, stad
2 =i
3

y= %x +b. Wstawiamy wspotrzedne punktuA: x =4 i y =1 a nastepnie obliczamy wartos¢ wspotczyn-
nika b. Otrzymujemy: 1= %-44—&}, stad: b= -5,

Odpowiedz: Prosta o rawnaniu; y = %x—Sjest prostopadta do prostej o rownaniu y = ~%x+ 4 | prze-

chodzi przez punkt A=(4,1).
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> Przyktad

Napisz rownanie ogolne prostej prostopadte] do proste] opisane] rownaniem: 2x—3y+1=0 1 przeci-
najgcej os OX w punkcie o odcietej 2.

Rozwigzanie:

Korzystamy z warunku: Dwie proste o rownaniach ogolnych; Ax+8y+C, =0o0raz Ax+8yv+C =0

sg prostopadte wowczas, gdy spetniony jest warunek: A -A, +B,-B, =0

Skoro: 24, — 3B, =0, to najlepiej dobrac: A, =-8,=318,=A =2

Stad rownanie proste] prostopadtej do danej ma postad: 3x+2y+C, =0

Punkt A=(2,D) nalezy do prostej, wiec jego wspétrzedne spetniaja rownanie prostej. Otrzymujemy:
3:242.04C, =0

Stad: C, =—6

Rownanie prostej prostopadte] do danej: 3x+2y—-6=0

Odpowiedz: Prosta prostopadia do 2x —3y+1=01 przecinajgca 0s OX w punkcie o odcietej 2 opisana
jest rownaniem 3x+2y —6=0.

9.3. Odlegtosc dwoch punktow w uktadzie wspotrzednych

Dtugosc odcinka
Odlegtos¢ miedzy punktami A i B jest réwna dtugosci odcinka AB.

| Dtugosc odcinka AB o koricach w punktach A= (x,,y,) i B = (X, y; ) jest rowna:

48| = (s =) + (Y-}

Przyktad

Oblicz obwéd tréjkgta ABC o wierzchotkach w punktach A= (—3,—2), 8=(5,-2),C =(4,5).
Rozwigzanie:

Obliczamy dtugos¢ odcinka AB:

8= (5~(-3)] +(-2~(-2)) =640 =
Obliczamy dtugos¢ odcinka BC:

BC| = \/(-:11—5)2 +(5—(-2)) = V1445 =50 =52
Obliczamy dtugosc odcinka AC:

|AC|= J(4 —(-3)) +(5-(-2)) =Va9+49 =\BB =72

Obliczamy obwéd tréjkata ABG 8+5v2 + 742 =8+ 1242
Odpowiedz: Obwod trojkata ABC wynosi 8+ 1 22,

Przyktad
Oblicz odlegtosc punktu A, ktory jest punktem przeciecia prostych k: y =x+5im: y =—2x+2 od po-

czatku ukfadu wspotrzednych.
Rozwigzanie:
Wyznaczamy wspotrzedne punktuA, ktéry jest punktem przeciecia prostychk: y = x+5im: y = —2x 4 2.
Rozwigzujemy uktad rownan:
Y=x+5
y=—2x+2

‘x+5=—2x+2

9.3. Odlegtosc dwaoch punktow w uktadzie wspotrzednych

¥=X+25
X=—1
L«’ =
Wspotrzedne punktu A: (—1,4)
Obliczamy odlegtosc punktu A od poczatku uktadu wspotrzednych: |DA| — 1}(—’1)2 +4° = m =17
Odpowiedz: Odlegtosc punktu A, ktory jest punktem przeciecia prostych k. y =x+5im: y=—2x+2,
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> Przyktad

Na prostej o rownaniu y = x —3 wyznacz punkt B, ktory lezy najblizej punktu A= (—1,2)_

Rozwigzanie:
Skoro punkt Blezy na prostejorownaniu y = x — 3, to jego wspoétrzedne mozemy zapisacB = (XH. Xy — 3).

Obliczamy dtugos¢ odcinka AB:|AB| = J(xﬁ, —xﬂ)‘]’ + (Vs — Y )2

Otrzymujemy:|AB| = J(xﬂ + 1)2 +(%,—3- 2)':i

Stad: |AB| = 2xZ —8x, +26
Odlegtos¢ pomigdzy punktami A i B bedzie najmniejsza wowczas, gdy wartos¢ funkcji

f(x): 2x2 —8x,+ 26 bedzie najmniejsza. Funkcja kwadratowa o wspodtczynniku a >0 przyjmuje war-

tos¢ najmniejsza w wierzchotku paraboli.
Wyznaczamy pierwszg wspotrzedng punktu B jako pierwszg wspotrzedng wierzchotka paraboli:

¥ A —=——
" 20 4
Wyznaczamy druga wspotrzedng punktu B: y, =2-3=-1

Odpowiedz: Wspotrzedne szukanego punktu to: B = (2,—1),

9.4. Rownanie okregu

Réwnanie okregu

| Okregiem o Srodku S i promieniu r nazywamy zbior wszystkich punktdw P plaszczyzny, ktorych odle-
gtos¢ od punktu S jest réwna r.

| Réwnaniem okregu jest réwnanie (x —u:;r)E +(y—b)? = r? 0 $rodku S =(a, b) i promieniu r >0 w posta-
ci kanoniczne].
Przyktad
Na ptaszczyZnie, w kartezjanskim uktadzie wspaétrzednych (x, y), dany jest okrag okreslony réwnaniem:

2

(x-i—B)z -|—(y—2) = 20. Podaj wspoirzedne srodka okregu oraz dtugosc promienia.

Rozwigzanie:

Wyznaczamy wspotrzedne Srodka okregu: x—a=x+3iy—-b=y-2

Stagd:a=-3ib=2

Zapisujemy: S =(-3, 2)

Wyznaczamy diugos¢ promienia okregu: r* = 20

Stad: r = 245

Odpowied?: Srodkiem tego okregu jest punkt S o wspotrzednych (—3,2), a promien jest rowny 5.

Przykiad
Zapisz réwnanie okregu o srodku w punkcie (2,—1) przechodzacego przez punkt A= (5,3).

Rozwigzanie:

Do réwnania okregu (x — 9)2 +(y— t:]z — r? podstawiamy a =2 i b=—1. Otrzymujemy:

(x=2) +(y+1) =12

Punkt A= (5,3) nalezy do okregu, a wiec jego wspotrzedne spetniajg rownanie tego okregu. Otrzymu-
jermny: (5-2) +(3+1) =12

Wyznaczamy promier okregu: r* = 3% + 42

Stad: r* =25

Zapisujemy réwnanie okregu: (x — 2)3 +(y+1) =25

9.4. Rownanie okregu

2

Odpowiedz: Okrag spetniajacy warunki zadania ma réwnanie: (x—2) +(y + ’1)2 =25,
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> Przyktad

Oblicz wspétrzedne y punktéw przeciecia okregu ()H—Z]2 +(y- 1)2 =16z osig O,

Rozwigzanie:
Zapisujemy uktad dwoch rownan, w ktorym jedno jest rownaniem danego okregu, a drugie rownaniem

osi OY. Kazdy punkt nalezacy do osi Oy ma wspotrzedne (G,y), zatem x = 0 jest rownaniem tej osi,
(x+2)1+(y—1)2 =16

x=14

Rozwigzujemy ten ukiad, wyznaczajgc wspotrzedna y:

(0+2) +(y=1) =16

(y-1) =12

y-1=243

¥ =23 +1 |uby=1—2u"§

Odpowiedz; Wspotrzedne y punktéw przeciecia okregu (x+2)j +(y—1)? =16 z osig OY sg réwne

23 £ =243

Przyktad
Napisz rownanie okregu zawierajgcego punkty A = (—5,—1 2) 8= (?,4), ktérego Srodek nalezy do pro-

stej o réwnaniu y = x—5.

Rozwigzanie:
Skoro srodek 5 okregu nalezy do proste] o rownaniu y =x—5, to jego wspotrzedne zapiszemy

S=(a a-5)

Zapiszemy réwnanie okregu o $rodku w punkcie S =(a, a—5); (x—a)l Jr(j.f—tHS)‘2 =2

Poniewaz punkty A=(—5—12)i B=(7,4) naleza do okregu, wobec tego wspdirzedne tych punktéw
spetniaja rownanie okregu zapisane pﬁowyiej.

(~5—a) +(-12—a+5) =12

Otrzymujemy uktad rawnan: . ;
(7—0) +(4—a+5) =r?
(—5—.:3)2 +(—?’—e:1)2 =r?
(7-a) +(9-a) =12

Porawnujemy lewe strony ukfadu réwnan;
25+10a+0°+49+140+0* =49-140+0° +81-18a+0°

Obliczamy a: 56a = 56

Zapisujemy uktad w prostszej postaci:

a=1
Obliczamy r% (~5—1) +(—12—1+5) =12
r =100

-
£

Zapisujemy réwnanie okregu ()c—J:;r)3 +(y—a+5) =r? podstawiajgca=1ir* =100:
(x=1) +(y+4) =100
OdpowiedZ: Okrag spetniajacy warunki zadania jest opisany réwnaniem: (x —1)3 4—(,1,'*4*-4)2 = 100.

9.5. Odlegtosc punktu od prostej

9.5. Odlegtos¢ punktu od prostej

Odlegtosc punktu od prostej

| Odlegtoscig punktu P od prostej | nazywamy diugosc najkrdtszego odcinka taczacego punkt P
z punktem na prostej / (odcinek ten jest prostopadty do prostej /). Jesli punkt P lezy na prostej /, to jego
odlegtosc od tej prostej jest rowna zero. >
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> Odlegtosé punktu P(xn,yn) od proste| [ o rownaniu v A
ogbinym Ax + By +C =0 wyraza sie za pomocg wzo- | || i
ru; 4
= P
d: |’qx.3 +Ey|:|+{‘._| X d II'
,JA? + B | - 18 U |
EEET S EEEREX
// 2}
/‘/ 3
Przyktad
Oblicz odlegto$¢ punktu P(-2,1) od prostej k :5x —12y +3=0.
Rozwigzanie:

Odczytujemy z rownania prostej wartosci wspotczynnikow: A=58=-12,C=3
Odczytujermy wspdtrzedne punktu P x, = =2, y, =1

Obliczamy odlegtosc punktu P od prostej k:
. 5(=2)+(-12)1+3] _10-12+43 19
5 +(=12) V169 13

Aby obliczy¢ odlegtosc punktu od prostej opisanej rdwnaniem kierunkowym, korzystajgc ze wzoru na
odleglosc punktu od prostej, nalezy zapisac rownanie prostej w postaci ogolnej.

Przyktad
Oblicz odlegtos¢ punktu M(3,—4) od prostej k: y =—2x+1.

Rozwigzanie:

Zapisujemy rownanie prostej k w postaci ogolnej:

y=—2x+1

2x+y-1=0

Odczytujemy z rownania prostej wartosci wspotczynnikow: A=2,8=1C=-1
Odczytujemy wspotrzedne punktu M: x, =3, y, =—4

Obliczamy odlegtos¢ punktu M od prostej k:

- 2:3+1.(-4)—1 B 641 1 5

N2 4T V5 BS

9.5. Odlegtosc punktu od prostej

Odlegtosé miedzy dwiema prostymi réwnolegltymi 78

Odlegtos¢ miedzy dwiema prostymi rownolegty- g I
mi jest rowna odleglosci dowolnego punktu jedne; { L )| /
z tych prostych od drugiej prostej. -

Najkrdtszy odcinek taczacy dwa punkty prostych Wl | i" ' ]
réwnoleghtych musi by¢ prostopadty do tych pro- ;

stych. _./"/(; 5
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> Przyktad

Oblicz odlegtos< miedzy prostymi rownolegtymi/;3x—y—-2=0ik:3x—y+4=0.

Rozwigzanie:

Wyznaczamy dowolny punkt, ktory nalezy do jedne| z prostych, np. do prostej /:

Do rownania prostej / podstawiamy x = 0 i otrzymujemy y = —2, zatem punktP(D,—Z) nalezy do proste| /.
Odczytujemy z réwnania prostej k wartosci wspotczynnikow: A=3,8=-1C=4

Odczytujemy wspotrzedne punktu P:x, =0, y, =—2

Obliczamy odlegtos¢ punktu P od prostej k:

" 3:0+(-1)-(~2)+4 6 6 3vio

9.6. Punkty wspoélne prostej i okregu oraz prostej i paraboli

Punkty wspolne prostej i okregu

Liczba punktéw wspdlnych prostej i okregu na pfaszczyZnie kartezjanskiej zalezy od odlegtosci prostej
od srodka okregu.

Oznaczmy odlegto$c srodka okregu od prostej jako |SP|.

| Sieczna okregu nazywamy prosta, ktéra moze miec v T
dwa punkty wspdlne z okregiem. o Bl
[SF‘| o b
Odlegtos¢ siecznej od srodka okregu jest mniejsza | =l
od jego promienia. .
¢ 5
2 &
]
s
s il B T
;
o
o
0
| A g
&
et
=
T
| Styczng do okregu nazywamy prostg, ktéra moze vk z
miec jeden punkt wspolny z okregiem. ?@,‘:K Ll il a
%)
|SP|=r 8 S — _E_
G : 2 E <
F}dleg’roéci styczne od srodka okregu jest rowna 7 xS ;
jego promieniowi. ; il <
/ X [RE] E
5 O
o

W
.\Q\
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> Prosta moze nie miec punktow wspolnych z okregiem (sg roztgczne).

BZ

0
=3

ISP K

4 a)

N
D4

Sy
i

i

Lad 4
P ol I
L iy

1 o o
\.“"-l——-—-"'"f
— -
-1? ? 3 4 5 & 7 8 ¢ X
[5F‘|>r

Odlegtosc prostej od srodka okregu jest wieksza od jego promienia.

Przyktad
lle punktow wspolnych z okregiem o srodku w punkcie S i promieniu 3 ma prosta /?
a)5(2-5),/:3x—4y—6=0
h)S(—B,?), [1x+2y+6=0
Q)S(1—4)/:12x=5y+7=0
Rozwigzanie:
a) Wyznaczamy odlegtos¢ punktu S od prostej f;
d:]3-2+(—4)-(+5]—6[ _ o] 20
ey V8
Odlegtosc srodka okregu jest wieksza od promienia okregu, wiec okrag i prosta nie majg punktéw
wspolnych.
b) Wyznaczamy odlegtosc punktu S od prostej /:
1{=3)+2-1+6] |5
d=| ( ) 1=u=5v@=\g{3
B +22 V5 5
Odlegtosc srodka okregu jest mniejsza od promienia okregu, wiec okrag i prosta majg dwa punkty
wspolne.
c) Wyznaczamy odlegtosc punktu S od proste] /:
" ‘12-1+(—5)-(—4)+?‘ _ 39 39

J122 +(“5)2 \h &9 a 13 N

Odlegtosc srodka okregu jest rowna promieniowi okregu, wiec okrag i prosta majg jeden punkt
wspalny.

=43

Liczbe punktow wspolnych prostej i okregu na ptaszczyinie kartezjanskie] mozemy rowniez okreslac,
rozwigzujac odpowiednie uktady réwnan,

9.6. Punkty wspolne proste] i okregu oraz prostej i paraboli

Przyktad
Rozwiaz uktad rownan i podaj jego interpretacje geometryczna.

X2+ y* =8
=il
(x—2)2+(y—1)2=9
Xx—y+4=0

a)

b)
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Rozwigzanie:

a) Rozwigzujemy uktad réwnan metodg podstawiania.
Z drugiego rownania wyznaczamy y = x | podstawiamy do pierwszego rownania:
x*+x? =8 —_— v .
2)(2 =8 c
x*=4,stadx==2lubx =2
Zatem rozwigzaniem ukfadu sg dwie pary liczb:

L
‘x =2 ‘x =2 Il 3] |
araz =] B
= T - . ><
Podajemy interpretacje geometryczna. 3 |

Okrag x*+ y* =8 i prosta y = x majg dwa punkty
wspoine A(-2,-2)iB(2,2).

B

,4
L L

ZEEEEN

b) Rozwigzujemy ukiad rownan metoda podstawiania.
Z drugiego rownania wyznaczamy y = x+ 4 | podstawiamy do pierwszego rownania:

(x=2) +(x+3) =9 a
X2 —4X+ 44X +6X+9=9 &
X2+ x+2=0 4 e
A=P—_452=-7<0 AVt |
Uktad rownan jest sprzeczny, zatem prosta /
¥ =x+4 nie ma punktow wspalnych z okregiem {-’* \
2 2 4 =
(=2 +(y=1) =9 \ ! | 2
F i ' i : + + + - o
odajemy mttzarpretaq? geometrycznq A & b \Q T -
Okrag (x—2) —t—(y—’l} =9 | prosta x—y+4=0 ! - —1\ z
nie majg punktéw wspdinych. A R g
& ﬁ
= 3]
=
| 41 @j
o S
=
S
C) Rozwigzujemy uktad rownan metodg podstawiania. e
Z drugiego rownania y = —5 podstawiamy do pierwszego rownania; £
X2 +(=5) =25 | DR g
x*=0,stadx=0 ' ‘ =a) g
Zatem rozwigzaniem uktadu jest para liczb: 4 =z
X=H //3 \\ 2

y=-5

Podajemy interpretacje geometryczna:
Okrag x*+y*=25 | prosta y=-5 maja jeden

™~
1 Lt

punkt wspalny A(0,—5). ; AR 3
E :
|
N 5 /
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9.6. Punkty wspolne proste] i okregu oraz prostej i paraboli
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Punkty wspélne prosteji paraboli

Prosta i parabola mogg miec dwa punkty wspdlne, jeden wspolny lub zadnych punktdw wspalnych.

‘ 2 | \ fﬁﬁ/

=] =<

g

L I ] o
+ £ 1

\

i

- ; — - _ s : ;
5 4 B P 4 fli' 2 ?\a A 5 4 B 2 A D/z 3 4 5
. | =i . | . | | i 2 S | | .

v Ak

71

&1

5

24

5]

4

i t ; - —=-
49 B 2;1/5 6 7 8 9 X
| v

| Sieczng paraboli nazywamy prosta przecinajgca parabole w dwdch punktach.

| Styczna do paraboli nazywamy prosta, ktéra nie jest rownolegta do osi OY i ma z parabolg doktadnie
jeden punkt wspdiny.

Przyktad
Rozwiaz uktad rownan i podaj jego interpretacje geometryczna.
S | B — 32
a;l}"” o’ =" c}[y s
y=2x—1 y=x—2 =y —1

Rozwigzanie:
a) Pordwnujemy prawe strony rownarn:
¥°=2x—1
x*=2x+1=0
(x—1) =0,stad x =1
Zatem rozwigzaniem uktadu jest para liczb:
=i
Y=
Podajemy interpretacje geometryczna.
Parabola y=x | prosta y=2x-—1 maja jeden
punkt wspainy A(1,1).

T
m S
=y




> b) Poréwnujemy prawe strony rownan: vk

—xi=x -2 3
X 4x-2=0
(x=1)(x+2)=0,stad x=-2lubx =1
Zatem rozwigzaniem uktadu sa dwie pary liczb:
X==2 ¥ : ; =
yiig e oy 5 4 B 2 5 X
Podajemy interpretacje geometrycznag.
Parabala y=-x? | prosta y=x-2 maja dwa
punkty wspélne A(—2,—4)iB(1—1).
A
: R
/ e
c) Pordwnujemy prawe strony réwnarn: [ ] \ [ vE /
Xr=—x— 7
Xz '+' X + 1 = D \ & /
A=F-4.11=-3<0
Uktad réwnan jest sprzeczny, zatem prosta 1 i '
¥y =—x—1nie ma punktow wspolnych z parabola | L 44 |
y=x \ 5 /
Podajemy interpretacje geometryczna. \ : /
Parabola y = x* i prosta y = —x — 1nie majg punk- % /
tow wspolnych. —1 \&/
5 4os o N 1 2 3 o4 5 X
2 \

9.7. Symetria osiowa i symetria srodkowa

Symetria osiowa

| Symetria osiowa wzgledem prostej k nazywamy przeksztatcenie, ktdre kazdemu punktowi ptaszczy-
zny przyporzgdkowuje punkt do niego symetryczny wzgledem proste|. Prosta  nazywamy osig syme-
trii.

9.7. Symetria osiowa i symetria srodkowa
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> Punktem symetrycznym do punktu ﬂu(x,y)wzgiadem 0si OX uktadu wspdtrzednych jest punkt A'(x, —y).

T |
5
_'r' 4 ‘r"'i
||
|
1
— ; — -
—'5--—.1-3-2-1? P 3 4 5 X
5
3
—4 *4
il

Przyktad
Dane s3 punkty A(—B,—’l} 8(4,2], C(—’LE). Podaj wspotrzedne wierzchotkdw trojkata bedacego obra-

zem trojkata ABC w symetrii wzgledem osi OX.
Rozwigzanie:
Obrazem punktu A w symetrii wzgledem osi OX jest punkt A'(—3,1), punktu Bjest punkt 8'(4,—2), punk-

tu C jest punkt C'(—1,-6).
Punktem symetrycznym do punktu A(x,y] wzgledem osi OY uktadu wspotrzednych jest punkt A'(——x,y].

Przyktad

Wyznacz rownanie okregu K' symetrycznego wzgledem osi Q¥ do okregu o rownaniu
K:(x—4) +(y+2) =9.

Rozwigzanie:

Srodkiem okregu K jest punkt 5(4,—-2). a jego promien r = 3, Zatem srodkiem okregu K' jest punkt sy-

A |
! .5......
i A"'--_-_-r-ﬂ._---..----_-?.ﬂ' |
3 E
= i
i
2 1
= ]
t
g ] :
3 ; + t -
= -'5—4-3-2-1? 3 4 § X
i I | ¥
j‘!‘j - X
o ]
E =
> 31
o
S
& 5
A3
e
T
E
&
=
fa

metryczny do S wzgledem osi OY, czyli S'(~4,-2), a jego promien to r'= 3.
Réwnanie okregu K' ma postac (x + 4)'1 +(y+ 2)'I =9,
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Symetria sSrodkowa

| Symetria srodkowa wzgledem punktu O nazywamy przeksztatcenie,
ktore kazdemu punktowi ptaszczyzny przyporzadkowuje punkt do
niego symetryczny wzgledem punktu O. Punkt O nazywamy Srod-
kiem symetrii.

Punktem symetrycznym do punktu A(x,y) wzgledem poczatku ukladu wspotrzednych jest punkt
A=x—y)

Przyktad
Znajdz wspotrzedne wierzchotkow wielokata symetrycznego do czworokata ABCD wzgledem poczatku
uktadu wspétrzednych, jesli A(-4,0), B(—1-6), s:(s,zg, D(3,7).

Rozwigzanie:
Wielokatem symetrycznym do czworokata ABCD jest czworokat o wierzchotkach w punktach A'(-ﬁt,ﬂ),

8'(16), C(~8,-2), D(~3,-7)

9.8. Utrwalamy wiedze

‘ rownanie prostej ’ rownanie okregu

9.8. Utrwalamy wiedze

o

| £

—@ wzajemne polozenie + * —® wzajemne potozenie a
dwoch prostych - - dwdch okregéw %

—@ wzajemne polozenie |symetria wzgledem ‘ symetria wzgledem | =@ wzajemne polozenie 5
prostej i okregu prostej ‘ punktu prostej i okregu ]

—® wzajemne polozenie | . —@ wzajemne potozenie =
prostej i paraboli okregu i paraboli E

5

o
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10.1. Wzajemne potozenie prostych w przestrzeni

Potozenie prostych w przestrzeni
W przestrzeni proste majg nastepujgce potozenia:

1. Proste rownolegte - lezg w jednej ptaszczyznie i nie majg punktow wspolnych lub pokrywaja sie.

kel klll

P P

Jezeli prosta / jest prostopadia do dwéch nierdwnoleghych prostych m i n zawartych w plaszczyZnie P,
to jest ona prostopadta do ptaszczyzny P.

P
= Przyktad H G
§ Wskaz na rysunku szescianu krawedzie zawarte w prostych rownole- ,
= gtych, przecinajacych sie, skosnych. £ : £
;’i‘ Rozwigzanie: :
< Krawedzie zawarte w prostych rownolegtych: AB, CD, EF, GH lub BC, AD, ;
= FG, EH lub AE, BF, (G, DH. l
g Krawedzie zawarte w prostych przecinajacych sie: AB, B AB, AD; AB, i
= AE; AB, BF itd. et e C
;‘E Krawedzie zawarte w prostych skosnych: AB, DH; AB, (G; AE, GH; AE,
2 CDitd. . B
z
5
=
o
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1
:
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@
=
-}
A
=}
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> Przyktad H G

Wskaz na rysunku szescianu krawedzie zawarte w prostych prosto-
padtych do ptaszczyzny zawierajgcej sciane CDHG. E ' E
Rozwigzanie: .
Krawedzie prostopadte do sciany COHG ta AD, BC, FG, EH. i
s e C
A= B

10.2. Kat miedzy prosta a ptaszczyzng, kat dwuscienny

Kat miedzy prosta a ptaszczyzna

| Kat miedzy prosta a plaszczyzna to kat ostry, jaki ta prosta tworzy ze swoim rzutem prostokatnym
na te ptaszczyzne.

Przyktad
Wyznacz kat miedzy przekatng prostopadtoscianu a jego podstawa.
Rozwigzanie:

Wykonujemy rysunek pomocniczy i zaznaczamy szukany kat.
G

Przyktad

Dany jest szescian ABCDEFGH. Punkt 5 jest punktem przeciecia prze-
katnych kwadratu EFGH bedgcego gdrna podstawg szescianu. Rozpa-
trzmy ostrostup o podstawie ABCD i wierzchotku S. Oblicz sinus kata, £
ktory z podstawa tego ostrostupa tworzy:

a) jego krawedz boczna,

b) wysokos< jego sciany bocznej.

10.2. Kat miedzy prosta a ptaszczyzna, kat dwuscienny
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> Rozwigzanie:
Zaznaczamy na modelu oba szukane katy, Oznaczamy diugosc krawedzi szescianu jako a, a diugosc

przekatnej kwadratu ABCD jako a2

2

a) |.45|2 =g +[%av’§

=t =15,

2 2

| a 2 2b ¥
ﬁa J6 6 3
2

bjhzza?—kiaz

hz-:éa;’
4

h=i§ua

Siﬂ_ﬁ—imi—g

Dwie péiptaszczyzny o wspdlnej krawedzi dziela przestrzen na dwie cze-
scl. Kazdg z tych czesci, fgcznie z potptaszczyznami, nazywamy katem
dwusciennym, a potplaszczyzny - Scianami kata dwusciennego.

Kat dwusieczny

Miara kata dwusciennego nazywamy miare kata
ptaskiego otrzymanego jako przekro] kata dwu-
sciennego ptaszczyzng prostopadig do jego kra-

wedzi.

Przyktad

Podstawg graniastostupa prostego jest trojkat prostokatny o bokach o dtugosci 3, 4, 5. Jakie miary
katow tworzg ze sobg sciany tego graniastostupa? r
Rozwigzanie:

Wykonujemy rysunek pomocniczy.
Sciany ACFD oraz BCFE tworza kat prosty.

10.2. Kat miedzy prosta a ptaszczyzng, kat dwuscienny

Sciany ABED oraz ACFD tworza kat . £ : D
Sciany ABED oraz BCFE tworza kat 3. ]
Sine = % czylia = 37°, zatem # =90°-37° = 53° :
- ':
£ :
aQ [:
: -
~ 4,7 ‘3
3 /
UE :"{JL ;;‘1
E A “l 5 B
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10.2. Katy w graniastostupach i ostrostupach

Katy w graniastostupach

W graniastostupach mozemy wyznaczac i obliczac katy miedzy odcinkami i miedzy scianami.

Na rysunku widzimy:

o — kat miedzy przekatna sciany bocznej a krawedzig boczna,
3 - kat miedzy przekatnymi sgsiednich scian bocznych,

v - kat miedzy przekatng graniastostupa a przekatng podstawy,
kat nachylenia przekatnej graniastostupa do ptaszczyzny podstawy,

& - kat miedzy przekatna sciany boczne| a krawedzig podstawy.

Katy miedzy scianami bocznymi

o - kgt miedzy sciang boczng a plaszczyzng podstawy

§ — kat miedzy scianami bocznymi

a3

Przyktad

Oblicz miary kata nachylenia przekatnej szescianu do ptaszczyzny podstawy oraz kata miedzy przekat-

na szescianu a jego krawedzig.

Rozwigzanie:

Wykonujemy rysunek pomocniczy.

Oznaczamy dtugosc krawedzi szescianu przez a, wtedy dtugosc przekatnej

kwadratu wynosi a2, a diugosc przekatnej szescianu av/3.

Wyodrebniamy dwa trojkaty:

Pierwszy z katem «
e

: o
sinee = = = TR BN S

a3 3 3 ,}
Odczytujemy z tablic e« = 35°
Drugi z katem ~ & ay3 ., aV3
tgy =ﬂ=~5 ~ 14142

a | [ 2 )
Odczytujemy z tablic v = 55° a2 a?

Katy w ostrostupach

Na rysunku widzimy:

o — kat miedzy wysokoscig sciany bocznej a ptaszczyzng podstawy,
3 - kgt migedzy wysokoscig a krawedzia boczng,

v - kat miedzy krawedzig boczng a przekatng podstawy,

10.3. Kty w graniastostupach i ostrostupach

kgt nachylenia krawedzi boczne| do ptaszczyzny podstawy,

8 - kat miedzy wysokoscig a ptaszczyzng podstawy.
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> Przyktad

Dany jest ostrostup prawidtowy czworokatny o wszystkich krawedziach dtugosci a.
Oblicz miare kata, jaki tworza dwie sgsiednie Sciany boczne.
Rozwigzanie:

Wykonujemy rysunek pomocniczy.

Ramiona kata « sa wysokosciami trojkata rownobocznego, za-
tem wykonujemy drugi rysunek pomocniczy:

CAE
2
ay2
2
Obliczamy:;
av?2
sine = —2 =J§=—{6—ﬁﬁ,8165
2 a3 33
2

Odczytujemy z tablic: % =55° zatema =110°

10.4. Kat miedzy odcinkami i kat miedzy odcinkami i ptaszczyznami
w walcach i stozkach

Katy w walcu

Na rysunku przedstawiono walec z narysowanym przekrojem osiowym. Za- ¢
Znaczony na rysunku kat « jest katem pomiedzy przekatng p przekroju osio- '
wego a srednicg podstawy (kat nachylenia przekatnej przekroju osiowego do
podstawy walca), a kat 3 jest katem pomiedzy przekatng p przekroju osiowego o H

atworzaca walca.

Przyktad
Przekroj osiowy walca jest prostokatem o przekatnej o dtugosci 16 cm, ktora tworzy z ptaszczyzna pod-
stawy kat 0 mierze 30° Oblicz promien podstawy i wysokosc tego walca. Podaj miare kata, jaki tworzy
ta przekatna z tworzgcg walca.

Rozwigzanie:

Wykonujemy rysunek pomocniczy.

Obliczamy wysokosc walca, korzystajac z definigji sinusa kata ostrego.

Otrzymujemy: sin30° = %

Stad: 1 —fj— wiec: H =8 cm
2 6

Obliczamy promien podstawy walca, korzystajac z definicji cosinusa

kata ostrego.

Otrzymujemy: cos30° = 0

16
Stad: l‘g = 12—; wiec: r = 443 cm
Obliczamy miare kata, jaki tworzy ta przekatna z tworzgcg walca.
a=180°—(90° +30°) = 60°
Odpowiedz: Wysokosc walca jest rowna 8 cm, promier) podstawy ma 443 cm dtugosci, a miara kata
nachylenia przekatnej przekroju osiowego do tworzace] walca wynosi 60°,

10.4. Kat miedzy odcinkami i kat miedzy odcinkami i ptaszezyznami w walcach i stoikach
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Katy w stozku

Na rysunku przedstawiono stozek z narysowanym przekrojem osiowym. Zaznaczony na rysunku kat e
jest katem rozwarcia stozka, a kat 3 jest katem nachylenia tworzacej stozka do ptaszczyzny podstawy.

Przykiad
Oblicz promien podstawy | wysokosc stozka, ktorego tworzaca ma diugosc 8 cm i jest nachylona do
ptaszczyzny podstawy pod katem o mierze 60°,

Rozwigzanie:

Wykonujemy rysunek pomocniczy.

Obliczamy wysokosc stozka, korzystajac z definicji sinusa kata ostrego.

Otrzymujemy: sin60° :%

V3

Stad: o g wiec: H = 443 cm

Obliczamy promien podstawy stozka, korzystajgc z definicji cosinusa
kata ostrego.

Otrzymujemy: cos60° =%

IS
Stgd: —=—, wiec:r=4cm
d 5= 8 =
Odpowiedz: Wysokosc stozka jest rawna 43 cm, promien podstawy ma 4 cm diugosci.

Przykitad

Kat rozwarcia stozka ma miare 120° a wysokosc stozka jest rowna 10 cm. Oblicz diugos¢ tworzace)
stozka oraz miare kgta nachylenia tworzace| do ptaszczyzny podstawy.

Rozwigzanie:

Wykonujemy rysunek pomocniczy:

Obliczamy tworzaca stozka, korzystajac z definicji cosinusa kata ostrego.
Otrzymujemy: cos60° = ?

Stad % = ? wiec /=20 cm
Obliczamy miare kata nachylenia tworzgcej stozka do ptaszczyzny podstawy.
«=180"—(90°+60°) = 30°

Odpowiedz: Tworzaca stozka ma diugosc 20 cm, a miara kata nachylenia tworzgce] do plaszczyzny
podstawy 30°.

10.4. Kat miedzy odcinkami i kat miedzy odcinkami i ptaszczyznami w walcach i stozkach
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10.5. Przekroj prostopadloscianu dang ptaszczyzna

Przekréj prostopadtoscianu dang ptaszczyzna

| Przekrojem prostopadioscianu dang ptaszczyzng nazywamy czesé wspdlng prostopadioscianu
| te] ptaszczyzny. Przekroj prostopadtoscianu ptaszczyzng majacg punkty wspolne z tym prostopadto-
scianem jest wielokgtem.

Opis sposobu poprowadzenia

plaszczyzny przekroju prostopadioscianu Rysunek i nazwa figury, ktdra jest przekrojem

Przekrd ptaszczyzng prostopadta do dowol- Prostokat
nej ze scian prostopadtosciand.

Przekré] prostopadtoscianu  ptaszczyzng
przecinajaca cztery rownolegte krawedzie.

Przekro] ptaszczyzna przechodzacg przez
trzy krawedzie wychodzgace z jednego wierz-
chotka.

Przekroj ptaszczyzng przecinajacg dwie kra-
wedzie wychodzace z jednego wierzchotka
oraz dwie krawedzie réwnolegte do nich.

Przekrd| ptaszczyzng przecinajgcy dwie kra-
wedzie wychodzace z jednego wierzchotka,
dwie krawedzie prostopadte do nich oraz
wierzchotek przeciwlegty danemu,

I

Przekroj ptaszczyzng przecinajaca dwie kra- Szesciokat
wedzie wychodzace z jednego wierzchotka,
dwie krawedzie prostopadte do nich oraz
dwie krawedzie rownolegte do krawedzi wy-
chodzgcych ze wspolnego wierzchotka.

10.5. Przekroj prostopadioscianu dang ptaszczyzna
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> Przyktad

2] &
Prostopadioscian ABCDAB.C.D, przecieto ptaszczyzng prostopadtg do sciany . )
ABB.A i zawierajgcg krawedzie BC i AD, Jaka figurg jest ten przekr6j? Narysuj , .
prostopadtoscian wraz z przekrojem.
Rozwigzanie:
Wykonujemy rysunek pomaocniczy: -
’ ek
A B

A
Przekrojem jest prostokat BCD.A.

Przyktad
Prostopadtoscian ABCDAB.C.D, przecieto ptaszczyzng zawierajaca przekatng BD podstawy ABCD oraz
wierzchotek C,. Okresl, jakg figura jest ten przekrgj.

Rozwigzanie:
Wykonujemy rysunek pomocniczy:

3
™

Przekrojem jest trojkat BC.D.

10.6. Objetosci i pola powierzchni graniastostupow, ostrostupow, walca,
stozka i kuli

Objetosc i pole powierzchni graniastostupow

| Graniastostup to wieloscian, ktdrego dwie Sciany (zwane podstawami) sg przystajacymi wielokatami
lezgcymi w ptaszczyznach rownolegtych, a pozostate sciany (zwane scianami bocznymi) sa réwnole-
gtobokami.

10.6. Objetoscii pola powierzchni graniastostupow, ostrostupow, walca, stozka i kuli

Graniastostup pochyty

Graniastostup prosty
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| Graniastostupem prawidtowym nazywamy graniastostup prosty, ktérego podstawy sg wielokgtami
foremnymi. W graniastostupie prawidtowym Sciany boczne sa figurami przystajacymi. >
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10.6. Objetosci i pola powierzchni graniastostupow, ostrostupdw, walca, stozka i kuli

o
&
a
E
Q
o
B
-
Wi
S
-

166

> Po rozcieciu graniastostupa i roztozeniu go na plaszczyZnie otrzymujemy jego siatke.

| Pole powierzchni catkowite] graniastostupa o polu podstawy P, i polu powierzchni bocznej A, jest

rowne:
P.=2°,+P,

| Objetosc graniastostupa o polu podstawy £, i wysokosci H jest rowna:
V=P H

Przyktad

W graniastostupie prawidtowym trojkatnym, ktorego wysokosc jest dwa razy diuzsza od krawedzi pod-
stawy, pole powierzchni bocznej jest réwne 36 cm?. Oblicz objetosc i pole powierzchni catkowitej tego
graniastostupa.

Rozwigzanie:

Wykonujemy rysunek pomocniczy. a a

Korzystajgc z wzoru B, = 3aH na pole powierzchni bocznej graniasto- a
stupa, wyznaczamy dtugosc krawedzi podstawy graniastostupa.

Otrzymujemy: 36=3-0-2a,stada = J6 cm H =2
Obliczamy pole podstawy graniastostupa, korzystajac ze wzoru:
P GEJBE
) =

4

BB a5
4 2

Obliczamy wysokosc graniastostupa: H= 26 cm
Obliczamy objetosc graniastostupa korzystajgc ze wzoru:V =F,.H

5

Otrzymujemy; X = %-2J€= 318 =349.2 = 9J2cm®

Otrzymujemy: P, =

Obliczamy pole powierzchni catkowite] graniastostupa, korzystajgc ze wzoru: P = 2P +F,
Otrzymujemy: P. = 2 -%-i- 36 =(3~J'§+ 35) cm?

OdpowiedZ: Objetosc tego graniastostupa wynosi 9v2cm?, a pole powierzchni catkowite] tego grania-
stostupa jest rowne (3\.@ i+ 36) cm?,




Objetosc i pole powierzchni ostrostupow

| Ostrostup towieloscian, ktorego jedna sciana (podstawa ostrostupa) jest dowolnym wielokatem, a po-
zostate Sciany (Sciany boczne ostrostupa) sg trojkatami o wspolnym wierzchotku.

| Ostrostupem prawidtowym nazywamy ostrostup, gdy jego podstawg jest wielokat foremny
i spodek wysokosci ostrostupa jest srodkiem okregu opisanego na podstawie,

Jezeli ostrostup jest prawidtowy, to wszystkie jego krawedzie boczne sa rowne, wszystkie katy nachy-
lenia krawedzi bocznych do ptaszczyzny podstawy majg rowne miary i wszystkie sciany boczne sg
przystajacymi trojkatami rownoramiennymi.

Po rozcieciu ostrostupa i roztozeniu go na ptaszczyznie otrzymujemy jego siatke.

Siatka ostrostupa prawidtowego szesciokatnego
| Pole powierzchni catkowite] ostrostupa o polu podstawy P, i polu powierzchni bocznej A, jest réwne
R=R+h
| Objetosc ostrostupa o polu podstawy P, | wysokosci H jest rownaV = §-Pp H.

| Czworoscian foremny to ostrostup prawidtowy tréjkatny, ktdrego wszystkie Sciany sg tréjkatami rdw-
nobocznymi.

H - wysokos¢ czworoscianu foremnego
o - krawedZ czworoscianu foremnego

Pole powierzchni catkowite] czworoscianu: P. = a*\3

a2

12

10.6. Objetosci i pola powierzchni graniastostupow, ostrostupow, walca, stozka i kuli

Objetos¢ czworoscianu foremnego: V =
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> Przyktad

KrawedZ podstawy ostrostupa prawidtowego tréjkatnego jest réwna 12 ¢m, a miara kata nachylenia

Sciany bocznej do ptaszczyzny podstawy wynosi 60° Oblicz wysokosc tego ostrostupa.

Rozwigzanie:

Wykonujemy rysunek pomocniczy.

a3
Z

Obliczamy wysokosc podstawy, korzystajac ze wzoru: h=
Otrzymujemy; h = %@ — 63 cm
Obliczamy dtugosc odcinka r, korzystajac ze wzaru: r = %h

Otrzymujemy: r = % 6v3 =23 cm

Obliczamy wysokosc¢ ostrostupa, korzystajac z funkgji tangens.

Otrzymujemy: tgb0° =$

Stad: NE. ,wiec: H=6 cm
J‘

OdpowiedzZ: Wysokosc tego ostrostupa jest réwna 6 cm,

Objetosc i pole powierzchni walca

| Walec to bryta powstata wskutek obrotu prostokata wokdt proste] zawierajgcej jego jeden bok (os
walca).

\/

| Przekroj osiowy walca to czesé wspdina walca i plaszczyzny zawierajgcej os walca. Przekrdj ten jest
y p yany Jece] ] ]
prostokatem o bokach 2ri H.

| Przekroj poprzeczny walca to przekrdj walca ptaszczyzng rownolegta do podstawy.

i e N

7 S A

Przekroj osiowy walca Przekroj poprzeczny walca

10.6. Objetosci i pola powierzchni graniastostupow, ostrostupdw, walca, stozka i kuli
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> Po rozcieciu walca i roztozeniu go na ptaszczyznie otrzymujemy jego siatke.

Jezeli promien podstawy walca wynosi r, wysokosc H, to:;
pole powierzchni bocznej walca: B, = 2xrH

pole powierzchni catkowitej walca: P. = Z:r.-r(r -f—H)
objetosc walca: V = wr*H

Przyktad
Przekrdj osiowy walca jest kwadratem, a objetos¢ walca jest réwna 54x cm®. Oblicz pole przekroju
osiowego walca.

Rozwigzanie: A
Wykonujemy rysunek pomocniczy.

Z informacji, ze przekrdj osiowy jest kwadratem, wynika zaleznosc: H = 2r
Korzystajgc ze wzoru na objetos¢ walca, wyznaczamy promieri podstawy

walca. i
V =nrH, stad 547w = - 2r, wiec r =3 cm |
Obliczamy pole przekroju osiowego walca: P = (2r) =62 =36 cm? lgene

Odpowiedz; Pole przekroju osiowego walca jest rowne 36 cm”.

Objetosc i pole powierzchni stozka

| Stozek to bryta utworzona przez obrot tréjkata prostokatnego wokdt prostej zawierajacej przyprosto-
katna tego trojkata (os stozka).

10.6. Objetosci i pola powierzchni graniastostupdw, ostrostupow, walca, stozka i kuli
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> | Przekro] osiowy stozka to cze$¢ wspdlna stozka i ptaszczyzny zawierajgcej os stozka. Przekrdj ten
jest trojkatem réwnoramiennym, ktorego podstawa jest odcinek o dtugosci 2r, a ramie ma dtugosc /.

| Przekrdj poprzeczny stozka to przekrdj stozka ptaszczyzng réwnoleglg do podstawy.

Przekroj poprzeczny stozka Przekrdj osiowy stozka

Po rozcieciu stozka i roztozeniu go na ptaszczyZnie otrzymujemy jego siatke.

Jezeli promien podstawy walca wynosi r, wysokosc H, tworzgca |/, to;
- pole powierzchni bocznej stozka: B, = wr,

- pole powierzchni catkowite] stozka: P. = :frr(r—t—.f),
- objetos¢ stozka: V = %erH.

Przyktad

Oblicz objetosé stozka i jego pole powierzchni catkowite], jezeli wiadomo, ze tworzgca ma diugosc
5 cm, a wysokosc jest rowna 4 cm,

Rozwigzanie:

Obliczamy promien podstawy z twierdzenia Pitagorasa.

Otrzymujemy: r =+25-16 =3 cm

Obliczamy pole powierzchni catkowite] stozka, karzystajac ze wzoru: P. = m’(r + #)

Otrzymujemy: P. = w-3(3+5) = 24w cm?

Obliczamy objetosc stozka, korzystajgc ze wzoru, V = %wrﬁ'h’

Otrzymujemy: V = %?r 324 =127 cm?

10.6. Objetosci i pola powierzchni graniastostupow, ostrostupdw, walca, stozka i kuli

OdpowiedZ: Pole powierzchni catkowite] stozka jest rowne 24« cm?, a objetosc stozka ma 127 cm?.
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Objetosc i pole powierzchni kuli

| Kula to bryta powstata przez obrét kota wokot osi zawarte] w ptaszczyznie
tego kota, przechodzacej przez jego srodek.

| Przekroj kuli to czes¢ wspdlna ptaszczyzny i kuli. Przekrdj kuli, do ktérego
nalezy srodek kuli, nazywamy kotem wielkim.

Jezeli promien kuli wynosi R, to:

pole powierzchni kuli (sfery): P = 4xR?

objetost kuli: V = %«nﬁ?

Przyktad

W odlegtosci 12 cm od ptaszczyzny kota wielkiego poprowadzono przekrdj, ktorego pole jest rowne
256m cm?. Oblicz pole powierzchni tej kuli.

Rozwigzanie:

Wykonujemy rysunek pomocniczy.

Korzystajac ze wzoru P = wr?, obliczamy promien kota, ktdre jest przekrojem
Kuli.

Qtrzymujemy: 256x = ar?, stgd: r =16 cm

Korzystajgc z twierdzenia Pitagorasa, obliczamy promien kuli.

Zapisujemy 122 416> = R? stagd: R =20 cm

Obliczamy pole powierzchni kuli: P = 47R? = 47 . 20? = 1600x cm?
OdpowiedZ: Pole powierzchni tej kuli jest réwne 1600x cm?,

i

10.7. Zaleznos¢ miedzy polami powierzchni i objetosciami bryt podob-
nych

Skala podobienstwa

Dwie bryty sg podobne, jesli odlegtosci miedzy punktami jednej bryty sg proporcjonalne do odlegtosci
miedzy odpowiednimi punktami drugiej bryty.

Stosunek odlegtosci miedzy odpowiednimi punktami bryt podobnych nazywamy skalg podobieristwa.

Stosunek pol powierzchni bryt podobnych

| Stosunek pél powierzchni bryt podobnych
Jesli skala podobienstwa bryt podobnych jest réwna k, to stosunek pol powierzchni tych brytjest rowny
k?;

Przyktad
Dane sa dwie kule. Pole powierzchni pierwszej kuli wynosi P, = 25 ¢cm?. Druga kula ma promien dwa

razy dtuzszy niz pierwsza kula. Oblicz pole powierzchni drugiej kuli.

Rozwigzanie:

Skoro promien drugiej kuli jest dwa razy wiekszy od promienia pierwszej kuli, tzn. ze skala podaobien-
stwa tych brytwynosi k = 2. Zatem stosunek ich pol powierzchni wynosi k* = 4.

Pole powierzchni drugiej kuli wynosi: A, = k? -P,, wiec £, = 4.25x = 100x cm”.

Odpowiedz: Pole powierzchni drugiej kuli wynosi 100x cm?,

10.7. Zaleznos¢ miedzy polami powierzchni i objetosciami bryt podobnych
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Stosunek objetosci bryt podobnych

| Stosunek objetosci bryt podobnych
Jesli skala podobienstwa bryt podobnych jest réwna k, to stosunek objetosci tych bryt jest rowny k2.

Przyktad
Dane s3 dwa prostopadiosciany podobne. Objetos¢ pierwszego prostopadtoscianu  wynosi
V,=33,75 cm?, a objetosc drugiego to V, =10 cm®. Oblicz stosunek pdl powierzchni catkowitych tych

prostopadtoscianow.
Rozwigzanie:
: : : : , L 3
Stosunek objetosci tych prostopadtosciandw jest rowny.F= o =3,3T«'5=3g
3
: N 27 13 : =
Poniewaz - = k3 stad: k* = —=|=|, czyli: k ==
ewazy 3 8 [2] Hif=s
2
_ . P O S 9
Wiemy, ze: = = k% wiec: L =|=| ==
et g 2] 4

Odpowiedz: Stosunek pol powierzchni catkowitych tych prostopadtoscianow jest réawny %

10.8. Utrwalamy wiedze
ptaszczyzny | proste katy
w przestrzeni w przestrzen| w przestrzeni

STEREOMETRIA

bryty obrotowe

; ostrost
walec, stozek, kula RSIRY

graniastostupy

——@ pola powierzchni |—@ pola powierzchni ——® pola powierzchni
@ objetosci @ objetosci @ objetosci
—® przekroje —® przekroje @ przekroje

10.8. Utrwalamy wiedze
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11.7. Doswiadczenia losowe

Doswiadczenia losowego

| Doswiadczeniem losowym (eksperymentem, zjawiskiem losowym) nazywamy takie dziatanie, ktére
mozna powtarzac wiele razy w takich samych warunkach, ale jego kolejnych wynikow nie potrafimy
przewidzied, np. rzut moneta, rzut kostka do gry czy wyciggniecie karty z talii.

W doswiadczeniu losowym mozemy okreslic zbior wszystkich mozliwych wynikéw. Na przyktad przy
jednokrotnym rzucie monetg moze wypasc orzet lub reszka.

Przykiad

Doswiadczenie losowe polega na trzykrotnym rzucie moneta. Wypisz wszystkie zdarzenia elementar-
ne sprzyjajace zdarzeniu, ze wypadty co najmniej dwa orty.

Rozwigzanie:

Wyrzucenie orta oznaczamy jako O, a wyrzucenie reszki jako R.

Przebieg tego doswiadczenia losowego przedstawiamy w postaci drzewka:

mozliwe wyniki pierwszego rzutu /G\ /R\
mozliwe wyniki drugiego rzutu /o\ /F;‘\ /o\ /}?\
mozliwe wyniki trzeciego rzutu 0 R 0O R 0O R0 R

OdpowiedZ: Wszystkie mozliwe wyniki zdarzenia, ze wypadty co najmniej dwa orty, tworzg zbior
{(0,0,0).(0,0.R),(0.,R.0).(r.0,0)}.

Zdarzenie elementarne

| Zdarzeniem elementarnym nazywamy kazdy mozliwy wynik doswiadczenia losowego, a ich zbidr -
przestrzenig zdarzen elementarnych. Przestrzen zdarzer elementarnych oznaczamy literg €2, a po-
jedyncze zdarzenia elementarne - literg w.

Przyktad

Z urny zawierajacej trzy kule ponumerowane: 1, 2, 3 losujemy jedng kule, a nastepnie drugg. Zapisane
w kolejnosc losowania numery kul tworzg liczbe dwucyfrowa. Podaj przestrzen zdarzen elementar-
nych, jesli:

a) wylosowane]j kuli nie zwracamy do urny,

b) wylosowana kule zwracamy do urny.

Rozwigzanie:

a) Zapisujemy przestrzen zdarzen elementarnych, jesli wylosowanej kuli nie zwracamy do urny:

0={1213,21233132}

b) Zapisujemy przestrzen zdarzen elementarnych, jesli wylosowana kule zwracamy do urny:
0 ={1112,13,2122,23,3132,33}

11.1. Doswiadczenia losowe

Zdarzenie losowe

| Zdarzeniem losowym nazywamy dowolny podzbidr przestrzeni zdarzen elementarnych €. Zdarzenia
losowe, zwane krotko zdarzeniami, 0znaczamy wielkimi literami: A, B, Citd.
Liczbe elementdw zbioru A oznaczamy A (lub |A]).

Zbidr Q@ nazywamy zdarzeniem pewnym, natomiast zbidr pusty nazywamy zdarzeniem niemozliwym.
Elementy zdarzenia A nazywamy wynikami sprzyjajacymi zdarzeniu A. >
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Przyktad

Rzucamy szescienng kostkg do gry. Wypisz wyniki sprzyjajace zdarzeniom;
A - wypadty co najmniej cztery oczka,

B - wypadta liczba oczek co najwyzej rowna 6,

C - wypadta liczba oczek wieksza niz 6,

Ktdre ze zdarzen jest zdarzeniem pewnym, a ktore niemozliwym?
Rozwigzanie:

Przestrzeniag zdarzen elementarnych jest zbior: Q = {1,2,3,4,5,6}.

Zdarzeniu A sprzyjajg wyniki: 4, 5, 6, zatem A ={4,5,6}.

Zdarzenie B jest zdarzeniem pewnym, zatem B = 1.
Zdarzenie C jest zdarzeniem niemozliwym, zatem € = @.

Przyktad

lle réznych czteroznakowych koddw mozna utworzye z liter Ki L oraz cyfr 01, jesli;

a) pierwsze dwa znaki to rézne litery, a kolejne dwa znaki to rézne cyfry,

b) pierwsze dwa znaki to litery, a kolejne dwa znaki to cyfry.

Rozwigzanie:

a) Oznaczamy jako A zbidr sprZyja{'acy zdarzeniu, Ze pierwsze dwa znaki to rozne litery, a kolejne dwa

znaki to rézne cyfry, zatem A= (KLm),(KHD),(LKDT),(LK?D)}_

Okreslamy liczbe mozliwych wynikow: A= 4.

b) Oznaczamy jako B zbior sprzyjajacy zdarzeniu, ze pierwsze dwa znaki to litery, a kolejne dwa znaki
to cyfry, zatem:
B = {(KL00),(KL01).(KL10),(KL11),(LK0O),(LKOT),(LK10).(LKT1),

(kK00),(KKkO1),(KK10),(KK11).(LL0O),(LLO1),{LL10).(LL11)}.

Okreslamy liczbe mozliwych wynikow: B=16.

Zdarzenie przeciwne

Zdarzeniem przeciwnym do zdarzenia A nazywamy wszystkie zdarzenia elementarne, ktore nie
sprzyjaja zdarzeniu A, a sprzyjaja zdarzeniu A
ANA'=@, AUA' =

Przyktad

Rzucamy kostkg dwa razy monetg. Wypisz wyniki sprzyjajgce zdarzeniom:;

A - co najmniej raz wypadt orzet,

B - orzet wypadt doktadnie raz,

C - wypadty same reszki,

D - wypadto wiecej ortow niz reszek.

Wskaz pare zdarzen przeciwnych.

Rozwigzanie:

Wyrzucenie orta oznaczamy jako O, a wyrzucenie reszki - jako R.
Przestrzenig zdarzer elementarnych jest zbiér: Q = {(D.D),(D, R),(R,D),(R,R)}.

Zdarzeniu A sprzyjaja wyniki: (O,R),(R,0),(0,0) zatem A= {(O,R),(R,D],(O,D)
Zdarzeniu B sprzyjajg wyniki: (O,R),(R,0), zatem 8 = {(O, E’),(E’,D)}.
Zdarzeniu C sprzyjaja wyniki: (R,R), zatem € = {(E‘H)}

Zdarzeniu D sprzyjaja wyniki: (0,0), zatem D = {(DD)}

s

Zdarzeniami przeciwnymi sg zdarzenia Ai C.

11.1. Doswiadczenia losowe
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11.2. Reguty mnozenia i dodawania
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11.2. Reguty mnozenia i dodawania

Reguta mnozenia

Obliczajac liczbe mozliwych wynikéw doswiadczenia losowego, czesto rysujemy tabele doswiadczenia
losowego |lub drzewo doswiadczenia losowego, a nastepnie zliczamy wszystkie mozliwe wyniki. Gdy
jednak liczba ta jest duza, sporzadzenie tabeli lub drzewa jest kliopotliwe. Przydatna jest wowczas
znajomosc reguty mnozenia.

Reguta mnozenia dla dwdch czynnosci

Liczba wszystkich mozliwych wynikow doswiadczenia, ktore polega na wykonaniu po kolei dwach
czynnosci, z ktarych pierwsza moze zakoriczyc sie na jeden z k sposobdw, druga - na jeden z n sposo-
bow, jest rowna kn.

Przykiad

W urnie znajduje sie 7 kul ponumerowanych od 1do 7. Z urny losujemy dwie kule ze zwracaniem, zapi-
sujac numery kul w kolejnosci ich wylosowania. Sporzad? tabele tego doswiadczenia losowego | okres!
liczbe wynikow. Zastanow sie, ile bytoby wynikéw doswiadczenia, gdyby w unie byto 19 ponumerowa-
nych kul, a ile - w przypadku 85 ponumerowanych kul, Oblicz liczbe mozliwych wynikdw doswiadczenia
bez sporzgdzania tabeli doswiadczenia losowego.

Rozwigzanie:
Il losowanie
| losowanie : _ T
1 z | = | 4 5 | & | 7
1 (1) (1; 2) (1 3) (1, 4) (1, 5) (1; 6) (1, 7)
2 (2;1) (2;2) (2; 3) (2; 4) e85 | e | &
3 a1 (3:2) [:3::3) (3; 4) (3;5) | (3; 6) (3:7)
4 @n | w2 | @43 | @9 5 | @6 | @47
5 (5: 1) 52 | &3 | G | 55 | 58 | 6 ?}
6 &) | 6 2} &3 | ©4 | &5 | 66 | 6
Z (D (7 (3 (7; 4) (7; 5) (7, 6) (7

Obliczymy liczbe mozliwych wynikdw tego doswiadczenia: 7.7 = 49.

Padobnie obliczymy liczbe wynikdw, gdy w urnie bedzie 19 kul. Otrzymamy 19-19 = 361 wynikdw, Jesli
w urnie znajduje sie 85 kul, to otrzymamy 85-85 = 7225 wynikdw,

Odpowiedz: Przy losowaniu kul, gdy jest ich w urnie 7, mamy 49 mozliwych wynikéw, gdy jest 19 kul,
mamy 361 wynikow, a gdy jest 85 kul, mamy 7225 wynikow.

Reguta mnozenia dla trzech czynnosci

Liczba wszystkich mozliwych wynikdw doswiadczenia, ktdre polega na wykonaniu po kolei trzech czyn-
nasci, z ktarych pierwsza moze zakonczyc sie na jeden z k sposobdw, druga - na jeden z m sposobdw,
a trzecia - na jeden z n sposobdw, jest rowna kmn.

Przyktad

Doswiadczenie polega na wylosowaniu trzech osob w kolejnosci: przewodniczacy klasy, zastepca oraz
skarbnik z klasy liczace] 28 uczniow. Na ile sposobdéw mozna dokonad tego wyboru?

Rozwigzanie:

Przewodniczacego klasy mozemy wybrac na 28 sposobow, zastepce - na 27 sposobow, a skarbnika
na 26 sposobdw.

Stosujgc regute mnozenia do obliczenia, na ile sposobdw mozemy wybrac przewodniczacego klasy
i zastepce, otrzymujemy: 28.27 = 756 sposobodw.

Skoro przewodniczgcego i jego zastepce wybierzemy na 765 sposobdw, a skarbnika na 26 sposobodw,
to trzyosobowy samorzad klasy wybierzemy na 756-26 =19 656 sposobow.

Wobec tego przy losowaniu kolejno trzech oséb z klasy liczacej 28 ucznidw mamy 28-27-26 =19 656
sposobaw.

OdpowiedZ: Wyboru mozna dokonac na 19 656 sposobow.,

Reguta mnozenia

Liczba wszystkich mozliwych wynikow doswiadczenia, ktdre polega na wykonaniu po kolei k czynnosci,
z ktdrych pierwsza moze zakonczyc sie na jeden z n, sposobdw, druga - na jeden z n, sposobdw, trze-
cia - na jeden z n, sposobdw i tak dalej do k-tej czynnosci, ktdra moze zakonczyc sie na jeden z n,
sposobow, jest rowna n,-n, Ny -..- A,




Reguta dodawania

Jesli doswiadczenie losowe polega na podijeciu jednej z dwdéch decyzji wyboru, pochodzacych z dwdch
roznych zbiordw, ktore nie majg wspolnych elementdw, przy czym pierwszg decyzje wyboru mozemy
podjgc na n sposobow, a druga na k sposobaw, to catg czynnosc mozemy podjgc na n+ k sposobow.

Taki sposdb zliczania elementdw o okreslanych wiasnosciach nazywamy regutg dodawania.

Przyktad

lle jest wszystkich liczb trzycyfrowych, ktorych cyfra setek jest rowna 1 lub wieksza od 7.
Rozwiazanie:

Liczby trzycyfrowe z cyfrg setek réwna 1to: 100, 101,102, ..., 199.

Liczb trzycyfrowych z cyfra setek rowna 1jest 100.

Liczby trzycyfrowe z cyfrg setek wiekszg od 7 to: 800, 801, 802, ..., 899, 900, 901, ..., 999
Liczb trzycyfrowych z cyfrg setek wiekszg od 7 jest 200.

Liczb trzycyfrowych z cyfra setek rowna 1 lub wiekszg od 7 jest: 100+ 200 = 300.

Odpowiedz: Jest 300 takich liczh.

Czesto w zadaniach stosujemy regute mnozenia i regute dodawania fgcznie.

Przyktad

W ofercie pewnego sklepu znajdujg sie nastepujace rozne stoty ogrodowe: 4 drewniane, 2 rattanowe
oraz 3 plastikowe. Ponadto w tym sklepie sg 4 modele krzeset drewnianych, 3 modele krzeset rattano-
wych i 6 modeli krzeset plastikowych. Na ile sposobow mozna zakupic komplet mebli ogrodowych (stot
i krzesto), tak aby byt on wykonany z tego samego materiatu?

Rozwigzanie:

Wybdr mebli drewnianych: 4 rozne stoty i 4 rézne modele krzeset

Obliczamy liczbe zestawow, jakie mozemy utworzyc przy wyborze mebli drewnianych (reguta mnoze-
nia): 4.4 =16

Wybor mebli rattanowych: 2 rozne stoty i 3 rozne modele krzeset

Obliczamy liczbe zestawodw, jakie mozemy utworzy¢ przy wyborze mebli rattanowych (reguta mnoze-
nia:.2-3==6

Wybdr mebli plastikowych: 3 rozne stoty | 6 réznych modeli krzeset

Obliczamy liczbe zestawodw, jakie mozemy utworzyc przy wyborze mebli plastikowych (reguta mnoze-
nia:3-6 =18

Obliczamy liczbe sposobodw zakupu zestawu mebli wykonanego z tego samego materiatu (reguta do-
dawania): 16 +6+18 =40

Odpowiedz: Jest 40 sposobdw zakupu zestawow mebli ogrodowych.

Przyktad
lle jest mozliwosci zapisania liczby czterocyfrowej za pomoca cyfr ze zbioru {D, 12,3,456,7 8, 9},
jesli wiadomo, ze jest to liczba parzysta, a w jej zapisie wystapig doktadnie jedna cyfra 2 i doktadnie
jedna cyfra 77
Rozwigzanie:
1. Obliczamy, ile jest liczb czterocyfrowych parzystych, ktdre majg cyfre 2 jako cyfre jednosci oraz cyfre
7 na pozycji dziesiatek lub na pozycji setek, lub na pozycji jednosci tysiecy.
Przedstawimy to graficznie:

8 mozliwosci B mozliwosc 8 maozliwosc
{0.1,3.4 56,8 9) {0,1,3,4,5.689) (0,1,3,45689)
Tl 2 i 2 i 2
7 mozliwosc 7 mozliwasc 8 mozliwosc
(1,3.4. 56,8 9) (1,3.4,5,6 8 9) {0,1,345689)

Obliczamy, ile jest tych liczb: 7-8+7-84+8.8=176

11.2. Reguty mnozenia i dodawania
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> 2. Obliczamy, ile jest liczb czterocyfrowych parzystych, ktére na pozycji jednosci maja cyfre parzysta
inng od cyfry 2, a cyfry 217 znajdujg sie na pozycji dziesigtek i setek.
Przedstawimy to graficznie:

4 mazliwesc 4 mozliwosc
{0, 4,86 8) (0, 4,6, 8)
Z |7 712
7 mozliwosa 7 mozliwosc
{1,3,4.56,8 9) (1,3,4,5,6,8,9)

Obliczamy, ile jest tych liczh; 7-4+7-4 =56

3. Obliczamy, ile jest liczb czterocyfrowych parzystych, ktdre na pozycji jednosci maja cyfre parzystg
inng od cyfry 2, a jedna z cyfr 2 lub 7 znajduje sie na pozycji jednosci tysiecy.
Przedstawimy to graficznie;

4 mozliwosc 4 mozliwosci 4 mozliwosc 4 mozliwasc
(0, 4,6, 8) (0,4, 6,8) (0,4, 6,8) (0.4, 6, 8)
rhgl = vl 2 Z 7 2
8 mozliwosci 8 mozliwosc 8 mozliwosc 8 mozliwosci
(0,1,3,4,56,89) {0,1,3,4,5,6,8,9) lub (0,1,3.4,5,6,89) (0,1,3,4,5,6,89)

Obliczamy, ile jest tych liczb: 8.4 +8.44+-8-4+ 8.4 =128
4. Obliczamy, ile jest liczb spetniajgcych warunki zadania: 176 +56+ 128 = 360
Odpowiedz: |est 360 liczb spetniajgcych warunki zadania.

11.3. Utrwalamy wiedze

KOMBINATORYKA

doswiadczenie losowe
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12.7. Prawdopodobienstwo klasyczne

Prawdopodobienstwo klasyczne

Pa przeprowadzeniu doswiadczenia losowego mozemy obliczyé czestosé wystepowania poszczegol-
nych wynikow., |ezeli wszystkie wyniki s3 jednakowo prawdopodobne (zdarzajg sie rownie czesto), mo-
wimny, ze mamy do czynienia z prawdopodobienistwem klasycznym.

| Jesli§2 jest zbiorem skoriczonym i niepustym, to prawdopodobienstwem zajscia zdarzenia AC €2 na-

zywamy liczbe: P(A) = 2

Q)
Z klasycznej definicji prawdopodobieristwa wynika wiec, ze prawdopodobieristwo zajscia zdarzenia
AC € jest rowne ilorazowi liczby zdarzen elementarnych sprzyjajgcych zdarzeniu A do liczby wszyst-
kich zdarzen elementarnych nalezgcych do zbioru €L

Przyktad

Oblicz prawdopodobienstwo otrzymania parzyste| liczby oczek przy jednokrotnym rzucie szescienng
kostka da gry.

Rozwigzanie:

Okreslamy zbidr wszystkich zdarzen elementarnych doswiadczenia losowego polegajgcego na jedno-
krotnym rzucie szescienng kostkg do gry: (1 = {1,2,3,4,5,6}

Okreslamy liczbe wszystkich zdarzen elementarnych: Q=6

Wypisujemy wszystkie zdarzenia elementarne sprzyjajace zdarzeniu A, ze wypadia parzysta liczba
oczek: A= 2,4,6?

Okreslamy liczbe wszystkich zdarzen sprzyjajacych zdarzeniu A: A=3

Obliczamy prawdopodobienstwo zdarzenia A; P(A) = g- =

Przyktad

Ze zbioru liczb naturalnych dwucyfrowych losowo wybieramy jedng liczbe. Oblicz prawdopodobien-
stwo zdarzenia polegajacego na tym, ze otrzymamy liczbe, ktdra jest wielokrotnoscia liczby 9 i nie jest
wielokrotnoscig liczby 10.

Rozwigzanie: _

Okreslamy liczbe wszystkich zdarzen elementarnych: 2 =99-9 =90

Wypisujemy wszystkie zdarzenia elementarne sprzyjajgce zdarzeniu A, ze otrzymamy liczbe, ktdra jest

wielokrotnoscig liczby 9 i nie jest wielokrotnoscig liczby 10:
A= {1 8,27,36,45,54,63, ?2,81,99}

Okredlamy liczbe wszystkich zdarzen sprzyjajacych zdarzeniu A: A=9
9 1

Obliczamy prawdopodobiefistwo zdarzenia A: P(A) = 1

12.1. Prawdopodobienstwo klasyczne

Przyktad

W bebnie maszyny losujacej sg kule biate i 12 kul czarnych. Oblicz, ile jest kul biatych, jesli prawdopo-
dobienstwo wylosowania jej wynosi 0,6.

Rozwigzanie:

Oznaczamy, przez x liczbe kul biatych, a przez x + 12 - liczbe wszystkich kul w bebnie maszyny losujacej.
Wyznaczamy liczbe kul biatych:

=0,6 stad x =18

Xx+12
Odpowiedz: W tym bebnie jest 18 kul biatych.

Pojecie wartosci oczekiwane]

| Jesli rozwazymy gre, w ktére] mozliwe jest n wynikow liczbowych: x,,x,... x, | prawdopodobienstwo
otrzymania wyniku x, jest rowne p dlai=1...,n to wartoscig oczekiwana gry nazywamy liczbe;
X+ Koo o+ X0,

Gre nazywamy sprawiedliwg, jesli jej wartos¢ oczekiwana jest rowna 0.
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Rzucamy dwiema szesciennymi kostkami do gry. Jezeli suma oczek jest rowna 2, otrzymujemy 36 z,
jesli wieksza od 10, otrzymujemy 10 zi, a jesli réwna 7, otrzymujemy 2 zt. W pozostatych przypadkach
tracimy 3 zt. Oblicz wartosc oczekiwang wygranej. Czy ta gra jest sprawiedliwa?

Rozwigzanie:

Prawdopodobienstwo otrzymania sumy oczek rownej 2 w rzucie dwiema szesciennymi kostkami wy-

nosi l sumy oczek wiekszej od 10 wynosi 33_6 sumy oczek rownej 7 wynosi % pozostatych sum oczek
. 26
wWynosi —.
36

Obliczamy wartosc oczekiwang wygranej:

1 3 5] 26
36-—+10.—+42.-——3-—=0
35+ 36+ 36 36

Odpowiedz: Ta gra jest sprawiedliwa.

. Skala centylowa

Skala centylowa
to skala pozycyjna wynikow uporzadkowanych rosngco i zawiera 99 centyli.

Centyl to jedna ze 100 réwnych czesci, na ktore mozna podzieli¢ zakres wartosci zestawu danych, aby
pokazac rozkiad tych wartosci.

Wyniki, jakie uczen uzyskuje z kazdego przedmiotu podczas egzaminu 6smoklasisty oraz egzaminu
maturalnego, sg wyrazone w procentach oraz za pomoca skali centylowej. Skala ta pokazuje miejsce
kazdego ucznia na tle innych osdb, ktdre napisaty egzamin z danego przedmiotu nie tylko w danym
roku, lecz takze na przestrzeni lat. Skala centylowa pozwala wiec poréwnac poziom wiedzy i umiejetno-
sci uczniow prezentowany podczas egzaminow. Na przyktad wynik ucznia podany w skali centylowej,
ktory wynosi 57, oznacza, ze 57% wszystkich uczniow piszacych dany egzamin uzyskato wynik taki sam
jak on lub nizszy (a 43% uczniow uzyskato wynik lepszy niz dany uczen).

Skale centylowa tworzy sie dla wynikow wszystkich uczniow w kraju, osobno dla kazdego zakresu
egzaminu. Skala ta jest skalg pozycyjng wynikow uporzgdkowanych rosngco i zawiera 99 centyli. Aby
ustali€¢ wartosci poszczegolnych centyli, wyniki egzaminu wszystkich uczniow piszacych egzamin z da-
nego przedmiotu nalezy uporzadkowac niemalejgco i podzieli€ ich zbior na 100 réwnych czesci. Na-
stepnie trzeba okresli¢ potozenie granic miedzy tymi czesciami na skali wynikow.

Pawet uzyskat nastepujgce wyniki egzaminu maturalnego na poziomie podstawowym:

jezyk polski — 72% pkt; wynik taki sam lub nizszy uzyskato 58% zdajgcych;

jezyk angielski — 95% pkt; wynik taki sam lub nizszy uzyskato 87% zdajacych;

matematyka — 49% pkt; wynik taki sam lub nizszy uzyskato 47% zdajgcych.

a) Podaj, jaki procent maturzystow piszacych egzamin z matematyki ma wynik taki sam lub nizszy niz

Pawet.

b) Podaj, jaki procent maturzystow piszgcych egzamin z jezyka angielskiego ma wynik lepszy niz Pawet.

) Z ilu egzaminow Pawet uzyskat wynik ponizej 50 centyla?

Rozwigzanie:

a) Odczytujemy, jaki procent uczniow ma taki sam lub nizszy wynik z egzaminu z matematyki: 47%
Odpowiedz: Wynik taki sam lub nizszy niz Pawet z egzaminu z matematyki uzyskato 47% maturzy-
stow.

b) Odczytujemy, jaki procent uczniow ma taki sam lub nizszy wynik z egzaminu z jezyka angielskiego:
87%

Obliczamy, jaki procent uczniow piszgcych egzamin z jezyka angielskiego ma wynik lepszy niz Pawet:
100% - 87% = 13%
Odpowiedz: 13% maturzystéw uzyskato wynik lepszy niz Pawet z egzaminu z jezyka angielskiego.

c) Odczytujemy wyniki Pawta z kolejnych egzaminow wyrazone w skali centylowej: 58%, 87% i 47%.
Odpowiedz: Z jednego egzaminu Pawet uzyskat wynik ponizej 50%.

12.2. Skala centylowa
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Centyl

Centyl to jedna ze 100 rownych czesci, na ktore mozna podzieli¢ zakres wartosci zestawu danych, aby
pokazac rozktad tych wartosci.

Centyl danej wartosci jest okreslony przez procent wartosci, ktore sg nie wieksze (mniejsze lub réwne)
niz ta wartosc. Na przyklad wynik testu, ktory jest mniejszy lub rdwny 68% innych wynikow tego testu,
znajduje sie w 68 centylu.

Skala centylowa zestawu danych (np. wynikow testu) to rozktad wartosci tego zestawu danych podzie-
lony na 100 centyli.

Przyktad

W tabeli przedstawiono skale centylowa z matematyki dla egzaminu maturalnego przeprowadzonego
w 2016 roku (cke.gov.pl).

Matematyka - poziom podstawowy

Wynik Wartosc Wynik Wartosc Wynik Wartosc
procentowy centyla procentowy centyla procentowy centyla
0 1 34 25 68 67
2 1 36 28 70 68
4 1 38 30 72 71
6 1 40 33 74 73
8 1 42 35 76 75
10 2 44 38 78 17
12 3 46 40 80 79
14 5 48 43 82 81
16 6 50 45 84 83
18 8 52 48 86 85
20 10 54 50 88 _ 87
22 12 56 S S0 89
24 14 58 55 92 g2
26 16 60 58 94 94
28 18 62 60 56 96
30 20 64 62 _ 98 98
32 23 66 65 100 100

Odpowiedz na pytania.
a) lle procent uczniow napisato egzamin lepiej niz Mateusz, ktory uzyskat z egzaminu 76% punktow?
b) lle procent punktow mogta uzyskac Natalia, jesli jej wynik to 58 centyl?

Rozwigzanie:

a) Odszukujemy w tabeli wynik 76% i odczytujemy odpowiadajacg mu wartosé centyla: 75. Oznacza
to, ze 75% uczniow uzyskato wynik taki sam lub nizszy niz Mateusz, a 25% uczniow uzyskato lepszy
wynik.

Odpowiedz: Wynik lepszy niz Mateusz z egzaminu maturalnego z matematyki uzyskato 25% ucznidw.

b) Odszukujemy w tabeli wynik 58 centyl i odczytujemy odpowiadajacy mu wynik procentowy: 60%.
Odpowiedz: Natalia mogta uzyskac 60% punktdw z egzaminu maturalnego z matematyki.

Innym miejscem wykarzystania skali centylowe] sg tzw. siatki centylowe, ktorymi postuguija sie leka-
rze, ale takze rodzice. Siatki centylowe sg jedng z metod obiektywnej oceny rozwoju fizycznego dzieci
w wieku od 1. do 18. roku zycia. Siatki te pozwalajg sprawdzi¢, czy waga lub wzrost dziecka znajduja sie
w normie dla danej populacji. Norma jest dosc szeroka, bo znajduje sig migdzy 3 a 97 centylem,

Na siatce centylowej zaznaczone sg dwie osie. Na poziomej osi oznaczony jest wiek dziecka (w miesia-
cach lub w latach), a na drugiej - wzrost lub waga. Ponadto narysowanych jest tez kilka linii oznaczo-
nych liczbami 3, 10, 25, 50, 75, 90, 97. Te liczby na siatkach centylowych to wlasnie centyle. Z naniesio-
nych na siatke centylowg danych wzrostu | wagi dziecka w kolejnych miesigcach jego zycia mozemy sie
dowiedzied, czy dziecko rozwija sie proporcjonalne do wieku.




Siatka centylowa

| Siatka centylowa (wagi lub wzrostu dziewczat lub chtopcdw) jest rodzajem skali centylowe], ktdra
pozwala na ocene przebiegu wzrostu i przyboru masy ciata konkretnego dziecka na tle mieszkancaw
danego kraju.

Przyktad
Na siatce centylowej zaznaczono wyniki pomiaru wagi Klary w pierwszych 7 miesigcach zycia.
kg
12 97
1 et 90
10 -<75
|50
9 25
10
8 3
7
61
S ) =
45 ®
5t
1

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
wiek {miesigce)

a) Podaj wage Klary w pierwszym miesiacu zycia.

b) W ktorym miesigcu waga Klary byta 0 3250 g wieksza od je] wagi w pierwszym miesigcu zycia?

c) W jakim centylu znajdowata sie waga Klary w siodmym miesigcu zycia?

Rozwigzanie:

a) Odczytujemy wage Klary odpowiadajaca dla pierwszego miesigea: 3,75 kg
Odpowiedz: W pierwszym miesigcu zycia Klara wazyta 3,75 kg,

b) W pierwszym miesigcu Klara wazyta 3,75 kg. Odczytujemy ze skali, w ktdrym miesigcu waga Klary
byta o wieksza 0 3250 g = 3,25 kg, tzn. wynosita 7 kg. Byto to w szdstym miesigcu,
OdpowiedZ: W szdstym miesigcu 2ycia waga Klary byta wyzsza o 3250 g od je] wagi w pierwszym
miesiacu.

c) Waga Klary w siodmym miesigcu zycia to okoto 7,25 kg. Punkt ten znajduje sie pomiedzy liniami od-
powiadajacymi 10 i 25 centylowi.
Odpowiedz: W siodmym miesigcu zycia waga Klary znajdowata sie pomiedzy 10 a 25 centylem.

12.2. Wartosci srednie, mediana i dominanta

12.3. Wartosci srednie, mediana i dominanta

Srednia arytmetyczna

Statystyka zajmuje sie metodami pozyskiwania i prezentacji, a przede wszystkim analizy danych opisu-
jacych rozne zjawiska. Dla kazdego zbioru danych statystycznych mozna okreslic pewne liczby charak-
teryzujace ten zbidr. Sa nimi srednia arytmetyczna i sSrednia wazona.

: : : . T g T i he
| Srednig arytmetyczna liczb: x;, X,,..., X, nazywamy liczbe: x = - En o,

Przyktad
Jakg srednig ocen uzyskat na swiadectwie Leon, jesli na Swiadectwie miat trzy oceny celujgce, piec
bardzo dobrych, trzy dobre i cztery dostateczne?
Rozwigzanie:
Obliczamy srednig arytmetyczng wszystkich ocen na swiadectwie Leona:
3:645.543-444.3
rzd A7

15

Odpowiedz: Srednia ocen Leona wynosita 4,47.
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12.3. Wartosci srednie, mediana i dominanta
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Srednia wazona

Gdy obliczamy Srednig arytmetyczng liczb, wszystkie te liczby traktujemy jednakowo. Czasami jednak
do niektdrych danych przywiazujemy wiekszg wage i chcemy to uwzglednic przy obliczaniu sredniegj
wartosci,

Srednia wazona liczb x,x,,...x, z odpowiednimi wagami n,,n,,...n,, bedacymi liczbami dodatnimi,
okredlamy wzorem: xy = 2t Xo bt 4 X, 10,

a,+a+..+4a,

Gdy wszystkie wagi sg rowne, srednia wazona jest rowna sredniej arytmetycznej.

Przyktad

Do pierwszej klasy profilowanego technikum geodezyjnego przyjmuje sie kandydatow na podstawie
Srednie] wazone| oceny na swiadectwie ukonczenia szkoty podstawowej z nastepujgcych przedmio-
tow: jezyk polski, jezyk angielski, matematyka, informatyka. Oceny bedg przeliczane na punkty wedtug
zasady: celujgcy - 4 punkty, bardzo dobry - 3 punkty, dobry - 2 punkty, dostateczny - 1 punkt, dopusz-
czajacy - 0 punktow.

Jakie rezultaty osiaggneli kandydaci, ktérych oceny podano w tabeli? Kto uzyskat najwyzsza srednia
wazong?

kandydat Jezyk polski = Jezyk angielski Matematyka Informatyka E:::anr::
Amelia Dabek 4
Pawet Kowalski 5
Kuba Wolny 5

Rozwigzanie:
Obliczamy srednig wazong Amelii Dabek:
4.246:44+5.34+4.2 _5

2+4+342 B
Obliczamy srednig wazong Pawta Kowalskiego:
5.345.3+6:4+3-1 ~518

3434441 7
Obliczamy srednig wazong Kuby Wolnego:
5.3+3.-1+4.246:4 _c

3+1+24+4
Odpowiedz: Najwyzszg srednig wazong ocen uzyskat Pawet Kowalski.

Innymi wielkosciami charakteryzujacymi zbidr danych sg mediana i dominanta,

Mediana
Mediana to srodkawy wynik w danym zbiorze uporzadkowanym niemalejgca.

Aby wyznaczy¢ mediane danego zbioru liczb, nalezy najpierw uporzadkowac te liczby niemalejgco,
a nastepnie wsrod tak uporzadkowanych liczb odczytac wynik srodkowy.

Jesli liczba elementow zbioru danych jest rowna n i jest to liczba nieparzysta, to mediang jest liczba

n+1
O numerze -

Jezeli liczba elementow w zbiorze jest rowna n i jest to liczba parzysta, to mediana jest rdwna srednie]
arytmetycznej dwdéch srodkowych liczb (liczbami srodkowymi sa liczby o numerach —;- i gu+1}.

Przyktad
Wyznacz mediane danych:
a6, 2,524 Y1, 7.8, 21,741
Rozwigzanie:
a) Porzadkujemy zbidr danych w kolejnosci niemalejacej: 2, 2,4, 5, 6
Liczba elementow tego zbioru danych jest liczbg nieparzystg i wynasin = 5.

Mediang jest liczba o numerze trzecim [? = 3} czyliliczba 4.

Odpowiedz: Mediana tego zestawu danych jest rowna 4.



> b) Porzadkujemy zbidr danych w kolejnosci niemalejgce: 1, 1,1, 2,4, 7,7, 8
Liczba elementdw tego zbioru danych jest liczba parzyStE]i wynosi n = 8. Zatem znajdujemﬁ dwie

srodkowe liczby. Sa to liczby 0 numerze czwartym [-;I:-g- i 0 numerze piatym [-g-+1=-§-+1 . czyli

dane: 2 i 4.
Mediang jest Srednia arytmetyczna tych dwéch danych, czyli liczba _2*2'4 =3

OdpowiedZ: Mediana tego zestawu danych jest réwna 3,

Dominanta
| Dominanta to liczba, ktdra w zbiorze danych wystepuje najczescie),

Jesli w zbiorze danych jest kilka wartosci, ktére wystepujg z taka samg liczebnoscig | wiekszg niz po-
zostate wartosci, to kazda z tych wartosci jest dominanta. Jesli natomiast w zbiorze danych wszystkie
wartosci wystepujg z taka samg liczebnoscig, to mowimy, ze w tym zbiorze danych nie ma dominanty.

Przyktad

Okresl dominante wsrdd ocen ucznidw ze sprawdzianu z chemii; 3,5, 2,3,2,3,4,3,6,2,1, 2, 2.
Rozwigzanie:

Odczytujemy ocene, ktdra w tym zestawie danych wystepuje najczesciej. Jest to ocena 2 (ocena po-
wtarzyta sie 5 razy).

Odpowiedz: Dominantg tego zestawu danych jest ocena 2.

12.4. Odchylenie standardowe

Odchylenie standardowe

Srednia arytmetyczna danych liczbowych nie zawsze w petni charakteryzuje te dane. Moze sie zdarzy¢,
ze dwa zestawy danych maja taka sama lub zblizong Srednia, ale ich uktady sg rézne. Jako miare rozpro-
szenia danych wokdtich Sredniej przyjmuje sie odchylenie standardowe.

Wariancja

(xt —E)z +(}<2 —E)z +“‘+(Xn —E]z

| Wariancja liczb x;,x,,.... X, nazywamy liczbe: , gdzie x jest érednia aryt-

12.4. Odchylenie standardowe

n
metyczna liczb x,, X;,.... X,

Przyktad

Oblicz wariancje liczb:; 2, -4, 8.

Rozwigzanie: 2—|—(—4)+8

Obliczamy srednig arytmetyczng liczb 2, —4 i 8; ]

Obliczamy wariancje zestawu danych:
2 2 2
(2-2) +(-4-2) +(8-2) _ 36436 _
3 3
Odpowiedz: Wariancja zestawu danych wynosi 24,

24
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> Przyktad

W tabeli przedstawiono dane dotyczgce wzrostu (z doktadnoscig do 5 cm) dwoch grup uczniow. Oblicz
odchylenie standardowe wzrostu w kazdej z grup. Ocen, w ktdrej grupie zréznicowanie wzrostu jest
mniejsze.

Wzrost (w cm) 160 165 170 175

Grupa A
Liczba osob 3 4 1 z

Grupa B
Liczba 0s6b : ¢ 2 4

Rozwigzanie:
Obliczamy srednig wzrostu w grupie A:

3-160+4-165+1.170+2.175 1660 — 166

3444142 10
Obliczamy wariancje w grupie A, wykorzystujemy pogrupowanie danych:
3-(160—166) +4-(165—166) +(170~166) +2-(175-166) 3.3644.141642.81 _
10 B 10 B
Obliczamy odchylenie standardowe: o, = V29 5,4

Obliczamy Srednig wzrostu w grupie B;
1-1604+2:165+3.170+4.175 1700 _170

1+2+3+4 10
Obliczamy wariancje w grupie A, wykorzystujemy pogrupowanie danych:
(160—170)' +2-(165-170) +3-(170-170) +4-(175-170) 1004 2.2543.04+4.25 _
10 10
Obliczamy odchylenie standardowe: o, = J25 =5

Odpowiedz: Mnigjsze zroznicowanie wzrostu jest w grupie B,

29

25

12.5. Utrwalamy wiedze
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12.5. Utrwalamy wiedze

STATYSTYKA
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—® odchylenie standardowe
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WYBRANE WZORY MATEMATYCZNE
NA EGZAMIN MATURALNY Z MATEMATYKI

1. WARTOSC BEZWZGLEDNA LICZBY

Wartosc bezwzgledng liczby rzeczywiste] x definiujemy wzorem:

|x|={x dla x=0
x dla x<0

Liczba |x| jestto odlegtos¢ na osi liczbowej punktu x od punktu 0.

Dla dowolnej liczby x mamy:

x| = 0 |x|] = 0 wtedy itylkowtedy, gdy x =0 | —x| = |x|

Dla dowolnych liczb rzeczywistych x, y mamy:

|+ ¥| = |x| + ¥l |lx =¥ < |x] + |¥| lx-y| = Ix] - |y

Ponadto, jesli y # 0, to:

Hig=

2T

Dla dowolnych liczb rzeczywistych a oraz r = 0 mamy:

|x —a|l <r wtedyitylkowtedy,gdy a—-r<x<a+r
|x —al|=r wtedyitylkowtedy,gdy x<a-—r lub x=a+r

2. POTEGI | PIERWIASTKI

Niech n bedzie liczba catkowitg dodatnig. Dla dowolnej liczby rzeczywiste] a definiujemy
Jej n-ta potege:

a"=a-a-..-a
— —
n razy

Pierwiastkiem arytmetycznym “a stopnia n zliczby a = 0 nazywamy liczbe b = 0
takg, ze b™ = a.

W szczegolnosci, dla kazdej liczby rzeczywiste] a prawdziwa jest rownoscé:

Ja? = |
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Jezeli a <0 oraz liczba n jest nieparzysta, to Va oznacza liczbe b <0 taka, ze
=g,

W zbiorze liczb rzeczywistych pierwiastki stopni parzystych z liczb ujemnych nie istnieja.

Niech m, n bedg liczbami catkowitymi dodatnimi. Definiujemy:

- dla a=0: a'“=aln oraz a’=1
m  a

- dlaa=0 an = ya™m
_m 1

- daa>0 a HZW

@br=a-b (3) =3

Jezeli wyktadniki r, s sa liczbami catkowitymi, to powyzsze wzory obowigzujg dla
wszystkich liczb a # 0 i b # 0.

Niech x, y beda dowolnymi liczbami rzeczywistymi.
Jezeli a € (0,1), to nieréwno$¢ a* < a” jest rownowazna nieréwnosci x > y.
Jezeli a € (1, +), to nieréwno$¢ a* < a” jest rownowazna nierébwnosci x < y.

3. LOGARYTMY

Niech a > 0 i a # 1. Logarytmem log, b liczby b > 0 przy podstawie a nazywamy
wyktadnik ¢ potegi, do ktorej nalezy podnies¢ a, aby otrzymac b:

log, b =c wtedy i tylko wtedy, gdy aF=b

Rownowaznie:;

ﬂl::-rg_:1 b _ b

Dla dowolnych liczb rzeczywistych x > 0, y > 0 oraz r prawdziwe sg réwnosci:

log,(x-vy) =log,x +log, v log, x" =r+log,x

log, (E) = log, x —log, ¥




Wzor na zamiane podstawy logarytmu:

jezeli a>0,a#1,b>0,b+*1 oraz ¢ > 0, to

l _log,c
%80 € T og. b
W szczegolnosci:
log, b .
0 —t
Ba log,, a

Zapisy logx oraz lgx oznaczaja log;, x.

4. SILNIA. WSPOLCZYNNIK DWUMIANOWY

Silnig liczby catkowite] dodatniej n nazywamy iloczyn kolejnych liczb catkowitych od 1
do n wiacznie:

nl=1«2..om

Ponadto przyjmujemy umowe, ze 0! = 1.

Dla dowolnej liczby catkowite] n = 0 prawdziwa jest rownosé:

(n+1D)!=n'-(n+1)

Dla liczb catkowitych n, k spetniajacych warunki 0 < k < n definiujemy wspoétczynnik
dwumianowy (D (symbol Newtona):

n!
Gcl) "k (n—k)!

Prawdziwe sg rownosci:

n nn—-1)n-2)-....(n—k+1)
(k)z k!

@1 O=n (e @)=
O=6") O+
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5. W2zOR DWUMIANOWY NEWTONA

Dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej n oraz dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b mamy:

(a+b)t=(p)a+ (7)™ b+ .t (i) e b+ .+ (" )abm 4+ ()"

Dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej n oraz dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b:

@@=y = (V) am = (Va1 + ot (0 (P ar kbt + ot 1y ()7

6. WZORY SKROCONEGO MNOZENIA

Dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b:

(a+ b)? = a? + 2ab + b? (a + b)3 = a® + 3a?b + 3ab? + b3

(a — b)? = a® — 2ab + b? (a—b)? =a®—3a’b + 3ab?® - b3

Dla dowolnej liczby catkowitej dodatniej n oraz dowolnych liczb rzeczywistych a, b mamy:

a*—bt=(a—0)a* 1 +a* b+ ..+atFpEF ¢ L +ad™ %+ p])

W szczegolnosci:

a’?—b*=(a—b)(a+b) a?—-1=(@—-1(a+1)

a3 — b%® = (a — b)(a® + ab + b?) a®—1=(@-1@*+a+1)

a®>+b* = (a+ b)(a® —ab + b?) ad+l=((a@+1)(a’?—a+1)
a"—1=(a—-D@"*'+a" 2%+ .+a+1)

7. FUNKCJA KWADRATOWA

o Wyréznikiem A tréjmianu kwadratowego ax?+bx +c¢ (a # 0, b, ¢ € R) zmiennej
rzeczywiste] x nazywamy liczbe

A = b?%—4ac

e Posta¢ ogolna funkciji kwadratowej: f(x) = ax®*+bx+c, a#0, b,c€R, xER.




Whykresem funkcji kwadratowej jest parabola o wierzchotku w punkcie

b A

(p.q) gdzie 5 4 =

Gdy a < 0, to ramiona paraboli skierowane sg ku dotowi. Gdy a > 0, to ramiona paraboli
skierowane sg ku gorze.

a<0 Pi= gt a>0 Wi
y 4

Liczba miejsc zerowych funkcji kwadratowej f(x) = ax? + bx + ¢

(liczba pierwiastkow trojmianu kwadratowego, liczba rzeczywistych rozwigzan rownania
kwadratowego ax® + bx + ¢ = 0) zalezy od wyréznika A:

1. jezeli A > 0, to funkcja kwadratowa ma dwa miejsca zerowe (tréjmian kwadratowy ma
dwa rozne pierwiastki rzeczywiste, rownanie kwadratowe ma dwa rozwigzania
rzeczywiste):

—b—+4 _—b+vVa

X2 2a

2. jezeli A = 0, to funkcja kwadratowa ma doktadnie jedno miejsce zerowe (tréjmian
kwadratowy ma jeden pierwiastek, rownanie kwadratowe ma doktadnie jedno
rozwigzanie rzeczywiste):

b
x1=12=—£

3. jezeli A < 0, to funkcja kwadratowa nie ma miejsc zerowych (tréjmian kwadratowy nie
ma pierwiastkow rzeczywistych, rownanie kwadratowe nie ma rozwigzan rzeczywistych).

Postac kanoniczna funkcji kwadratowej:

f(x) =alx—p)*+q
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e Jezeli A = 0, to funkcje kwadratowg mozna przestawi¢ w postaci iloczynowej

f(x) = alx —x)(x — x3)

e Wzory Viete'a

Jezeli A =0, to

SN e

x1+x2=—a X)Xy =

8. ClAGl

e Wezér na n-ty wyraz ciggu arytmetycznego (a,), okreslonego dla n = 1, o pierwszym
wyrazie a, iroéznicy r:

ap,=a;+(n—r

« Wozory na sume S, poczatkowych n wyrazéw ciagu arytmetycznego:

a,+a 20+ (n— 1)r
Sn=%-n S, = — (2 L

n

« Dla sasiednich wyrazéw ciggu arytmetycznego (a,) prawdziwa jest rownosé:

_ Qpg t Apyg
A, = >

dla n= 2

e Wzér na n-ty wyraz ciggu geometrycznego (a,), okreslonego dla n = 1, o pierwszym
wyrazie a, iilorazie gq:

a,=a,-q" 1 da n=2

o« Wozory na sume S, poczatkowych n wyrazéw ciagu geometrycznego:

T

L4

Sp=ay - dla g=#1 Sp,=n-aq; dla g=1
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Dla sgsiednich wyrazow ciggu geometrycznego (a,) prawdziwa jest rownosc:

(a,)? =8, 4"t dlans2

Suma wyrazow nieskonczonego ciagu geometrycznego

Dany jest nieskoriczony ciag geometryczny (a,), okreslony dla n = 1, o ilorazie q.
Niech (S,) oznacza ciag sum poczatkowych wyrazow ciggu (a,), to znaczy cigg
okreslony wzorem S, =a; +a,+ ..+a, dla n=1.

Jezeli |g| < 1, tociag (S,) ma granice rowng

aq

S:T{Lngo5n=1_q

Granice te nazywamy sumg wszystkich wyrazoéow ciggu (a,,).

Twierdzenie o granicy sumy. roznicy, iloczynu i ilorazu ciagow zbieznych

Jezeli ciggi (a,) i (b,), okreslone dla kazdej liczby naturalnej n = 1, sg zbiezne
i lim a, =a oraz lim b, = b,tociagi (a, + b,), (a, —by), (a,-b,) sazbiezne,

n—co n—00

a ponadto

lim(ap +by) =a+b  lim(an—by)=a—b  lim(ay-by)=a-b

Jezeli ponadto b, # 0 dla n =1 oraz b # 0, to ciag (g—”) jest zbiezny i
i

Twierdzenie o trzech ciggach

Jezeli wyrazy ciagow (a,), (b,) i (c,), okreslonych dla n = 1, spetniajg nieréwnosé
an<b,<c, dla n=1,aciagi (a,) | (c,) sq zbiezne do wspdlnej granicy
lim a, = lim ¢, = g, to ciag (b,) jest zbiezny, a ponadto lim b, = g.

n—=—o0 N—rc0

n—+o0

Procent sktadany

Jezeli kapitat poczatkowy K, =zlozymy na okres n lat na lokacie bankowej, ktorej
oprocentowanie wynosi p% w skali rocznej, a kapitalizacja odsetek nastepuje po uptywie
kazdego roku trwania lokaty, to kapitat koncowy K,, jest okreslony wzorem:

T

anf{ﬂ-(1+;%ﬂ)
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 \Wybrane granice

1 n
lim (1 + —) =e
n—on n

lim Yn=1

n—»CO

limVa=1  dla kazdego a >0

fn—Co

lim: ig™=10 dla kazdego g € (—1,1)

=00
1

lim —=0 dla kazdego k > 0

n—ea nk

lim n® = +o0  dlakazdego k > 0

fl—o0

9. TRYGONOMETRIA

» Definicje funkcji trygonometrycznych kata ostrego w tréjkacie prostokatnym

B
. o
S5INgg = —
5,
b
COs & = — L
C
; )
a=-—
B =y
C

« Definicje funkcii trygonometrycznych dowolnego kata

Y 4
: i
sina ==
r
X
cosa = —
r
tgafzg, oile x #0
X
gdzie
r=|0M|=+x%2+y2>0
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onometrycznych

Wykresy funkgiji t

sin x

y:

COs X

y:

y 4

jAyewayew z Aujeanyew upwezba eu suzrfjewajyew L10zm auerqhp

sina +cos?a=1

1
dla cx;&En‘+kn, ke

sina
cos

tga

azki miedzy funkcjiami trygonometrycznymi tego samego kata

Zwi
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o Wartosci funkcii trygonometrycznych dla wybranych katdéw

0° 30° 45° 60° 90°
a 0 1 1 ;] 1
6 i 3" 5
1
sin 0 - E E 1
2 2 2
1
cosa 1 E E . 0
2 2 2
tga 0 E 1 V3 nie istnieje
3

e Funkcje trygonometryczne sumy i roznicy katow

Dla dowolnych katéw a oraz f prawdziwe sg réwnoSci:

sin(a + B) = sina cos f + cosa sin
sin(a — ) = sinacos # — cosasinf§
cos(a + ) = cosacos f —sinasinf§

cos(a — ) = cosacosff + sinasinf

Ponadto
tga +tgf m
tg(a-l-ﬁ):l—tga-tgﬁ gdy a,ﬁ,a+,8#=§+kn, k eZ
te(a — §) = —8% 8P d +Z 4k, keZ
g —p _1+tgtx-tgﬁ gy wpe=g 2 o

 Funkcije trygonometryczne podwojoneqo kata
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sinZ2a = 2sina cos a
cos2a = cos’ a —sin‘ a
cos2a =2cos’a—1
cos2a =1—2sin‘a

2tga

e = oile tga istniejei tg?a # 1

tg 2a =




e \Wvybrane wzory redukcyjne

sin(90° — a) = cos « cos(90° —a) = sina
sin(90° + «) = cos « cos(90°+ a) = —sina
sin(180° — a) = sina cos(180° —a) = —cosa tg(180° —a) = —tga

sin(180° 4+ @) = —sina  cos(180° 4+ @) = —cosa tg(180°+ a) =tga

e Sumy, roznice i iloczyny funkcji trygonometrycznych

B ¥ == o . ¢

sina + sin f = 2 sin 4 cos p cosa + cosff = 2 cos & cos B
2 2 2 2

, ; at+tf  a—p . at+p  a—-p
sina —sinff = 2 cos > sin > cosa —cosff = —2sin 5 sin 5

sing -sinf = —%[cos(a + B) —cos(a — )]
cosa -+ cosf = % [cos(a + B) + cos(a — B)]

sina - cosff = % [sin(a + B) + sin(a — B)]

e QOkresowosc funkcji trygonometrycznych

Dla kazdego kata « i liczby catkowitej k prawdziwe sa zwigzki:

sin(a + k - 360°) = sina cos(a + k - 360°) = cos

Ponadto jezeli a # 90° + m - 180° (gdzie m € Z), to:

tg(a + k- 180°) = tga
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10. PLANIMETRIA

Przyjmujemy nastepujgce oznaczenia w trojkacie ABC:

g.hc — dtugosci bokow w trojkacie ABC

a, B,y — miary katow wewnetrznych tréjkata lezgcych
— odpowiednio — przy wierzchotkach A, B
oraz C

R, r — dtugosci promieni okregdw opisanego

A
i wpisanego w trojkat ABC ¢

hg, hy, h, —wysokosci trojkata opuszczone — odpowiednio — z wierzchotkow A, B i C.

p — potowa obwodu trojkata ABC, tj.
_a+b+c
=
C
e Twierdzenie Pitagorasa (wraz z twierdzeniem odwrotnym do niego)
b
a
Jezeli w tréjkacie ABC kat y jest kagtem prostym, to -
c

a’ + b?* = c?

Jezeli w trojkacie ABC dtugosci bokéw spetniajg rownosé a® + b? = ¢?, to kat y jest
katem prostym.

e Twierdzenie sinusow

a b c
— = 2R —— = 2R —— = 2R
sina sin f§ siny

e Twierdzenie cosinusow

a® =b?+c%2—2bc-cosa
b? = a? + ¢? —2ac - cos B

c?=a?+ b*—2ab - cosy
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Wzory na pole trojkgta ABC:

1 1 1
PﬁABc:Ea‘hﬂ :Eb'hb :EC'hc
; , 1 .
Paagc =Eab-smy =Ebc-sma =Eca-51n,6’
abc
PﬂABC:E Pﬂdgc‘:p‘r

Passc =P —a)(p —b)(p —c)

1 , sinf-siny 1

siny -sina 1
PﬂABC:Ea ' ———— =

b2 _ Czlsma-smﬁ?
sin« 2 sin f§ 2 siny

Ppape = 2R? -sina - sinf - siny

Zwiazki miarowe w trojkacie prostokatnym

Przyjmijmy, ze w trojkacie ABC kat przy wierzchotku C jest katem prostym. Niech D
bedzie spodkiem wysokosci opuszczonej z wierzchotka € na podstawe AB trojkata.
Wowczas:

ab
hc= |AD||DB| hc=?
a+b-c i il
= > =3¢
a=c-sina=c-cosf=b-tga=>b+—
p 8 wp | A D
Zwigzki miarowe w trojkacie rownobocznym
a — diugosc boku tréjkata rownobocznego
h — wysokosc trojkata rownobocznego
C
a3 a*V3
= fa=—3
a/ h a
: h R - h
"73 ~3 [\
A a B
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Cechy przystawania trojkatow
£ M
; /\ i ) /\ :

a) cecha przystawania ,bok-bok-bok" dla trojkgtow ABC i KLM:

dtugosci bokow ftrojkata ABC sa rowne odpowiednim diugosciom bokow tréjkata
KLM, np.: |AB| = |KL|, |BC| = |KM|, |CA| = |ML]|.

b) cecha przystawania ,bok—kat—bok" dla trojkatow ABC | KLM:

dtugosci dwoch bokow trojkata ABC sa rowne odpowiednim diugosciom dwoch bokow
trojkgta KLM i katy miedzy tymi parami bokow sg przystajace, np.: |AB| = |KL|,
|BC| = |[KM| i |4ABC| = |4LKM|.

c) cecha przystawania ,kat-bok—kat" dla trojkatow ABC i KLM:

diugosc jednego boku trojkata ABC jest rowna diugosci jednego boku trojkata KLM
| katy przylegte do tego boku tréjkata ABC sg przystajace do odpowiednich katow
przylegtych do odpowiedniego boku trojkata KLM, np.:

|2BAC| = |4KLM| i |4ABC| = |4LKM| i |AB| = |KL]|.

Cechy podobienstwa trojkatow

£

A B K L

a) cecha podobienstwa ,bok-bok-bok” dla trojkatow ABC i KLM:

diugosci bokow trojkata ABC sag proporcjonalne do odpowiednich diugosci bokow

z: AB BC CA
trojkata KLM, np. ||K-L|| - ||LM|| - IIMK||'

b) cecha podobienstwa ,bok-kat-bok” dla trojkatéw ABC i KLM:
dtugosci dwoch bokow trojkata ABC sa proporcjonalne do odpowiednich dtugosci
dwoch bokow trojkata KLM i katy miedzy tymi parami bokow sg przystajace, np.:

AB AC| .
||KL|| - |'KM'| | |4BAC| = |ALKM|.

c) cecha podobienstwa ,kat—kat-kat" dla trojkatow ABC i KLM:

katy trojkata ABC sa przystajace do odpowiednich katow trojkata KLM, np.:
|4BAC| = |4LKM| i |4ABC| = |AKLM| i |AACB| = |4KML]|.



Twierdzenie Talesa (wraz z twierdzeniem odwrotnym do niego)

Rozne proste AB i CD przecinajg sie w punkcie P, przy czym spetniony jest jeden
z warunkow:

—punkt A lezy wewnatrz odcinka PB oraz punkt C lezy wewnatrz odcinka PD
LUB

—punkt A lezy na zewnatrz odcinka PB oraz punkt C lezy na zewnatrz odcinka PD.

seli ABl _ [CDI i ;
Jezeli PA| = |PC| , to proste AC i BD sa rownolegte.
Jezeli proste AC | BD sarownolegte, to % = %

Twierdzenie o dwusiecznej kata

Jezeli dwusieczna kata wewnetrznego (zewnetrznego) trojkata ABC poprowadzona
z wierzchotka C przecina prostg zawierajacg odcinek AB w punkcie D, to

|AD|  |AC]
|BD| ~ |BC|

Koto

Pole P kota o promieniu r jest rowne:

P =mr®

Obwod L kota o promieniu r jest rowny:

Li=29r
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4w,

Wycinek kota

Pole P wycinka kota o promieniu r i kacie srodkowym «
wyrazonym w stopniach jest rowne:

P=— :
3600

Diugos¢ L tuku AB wycinka kota o promieniu r i kacie srodkowym
« wyrazonym w stopniach jest rowna:

ct

L= 3500

- 2mr

Katy w okregu
Miara kata wpisanego w okrag o srodku O jest rowna potowie l

miary kata srodkowego, opartego na tym samym tuku.

W szczegolnosci kat wpisany oparty na potokregu jest katem ‘
prostym. ’

X

Q

Miary katow wpisanych w okrag o srodku O, opartych na tym
samym tuku, sg rowne.

Twierdzenie o kacie miedzy stycznag i cieciwa

Dany jest okrag o srodku w punkcie O icieciwva AB tego okregu. Prosta AC jest styczna
do tego okregu w punkcie A, natomiast punkt P lezy na tym okregu i nie nalezy do
kata CAB. Whedy

|#APB| = |4CAB| | |4AOB|=2-|4CAB|

przy czym wybieramy ten z katow srodkowych AOB, ktory jest oparty na tuku znajdujgcym
sie wewnatrz kgta CAB.




» Twierdzenie o odcinkach stycznych

Jezeli styczne do okregu w punktach A i B przecinajg sie w punkcie P, to

A

|PA| = |PB|

e Twierdzenie o odcinkach siecznej i stycznej

Dane s3: prosta przecinajgca okrag w punktach A | B oraz prosta styczna do tego okregu
w punkcie C. Jezeli proste te przecinajg sie w punkcie P, to

|PA| - |PB| = |PC|?

: T

e Czworokaty

Trapez — czworokat, ktéry ma co najmniej jedng pare bokéw rownolegtych. b
Wzoér na pole P trapezu:

P_a+b i
2
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Rownoleglobok — czworokat, ktory ma dwie pary bokow rownolegtych.
Wzory na pole P rownolegtoboku:

P =ah P=a-b-sina

1
P = |AC| - |BD| - siny

Romb — czworokat, ktory ma wszystkie boki jednakowej diugosci.
Wzory na pole P rombu:

P =ah P=a’ sina

1
P = - |AC| - |BD

Deltoid — czworokat wypukty, ktory ma 0§ symetrii zawierajacg jedng z przekatnych.
Wzor na pole P deltoidu:

1

e (krag opisany na czworokacie

Na czworokgcie mozna opisa¢c okrgg wtedy i tylko wtedy, gdy sumy miar jego
przeciwlegtych katow wewnetrznych sa rowne 180°.

at+ty=(+4
a+y=180° p+4é=180°
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o Okrag wpisany w czworokat
W czworokat wypukly mozna wpisa¢ okrag
wtedy i tylko witedy, gdy sumy dlugosci jego
przeciwlegtych bokow sa rowne.

at+c=b+d

¢ Pola figur podobnych

Jezeli figura B o polu Py jest podobna do figury <A o polu P4 (réznym od zera) w skali k,
to stosunek pol tych figur jest rowny kwadratowi skali podobienstwa.

Py

kz
Pa

11. GEOMETRIA ANALITYCZNA NA PLASZCZYZNIE KARTEZJANSKIEJ

* Diugosc odcinka

Dtugosc odcinka AB o koricach w punktach A = (x4,y4) ya B(xg, V5)
oraz B = (xg,vg) jestrowna:
S(xs,¥s)
|AB| = /(xg — x4)% + (¥5 — ya)?
« Wspoirzedne srodka odcinka A(x4,Ya) .
0 X

Wspéirzedne srodka S = (x5, ys) odcinka AB o koncach
w punktach A = (x4,v4) oraz B = (xg,yg) sgrowne:

_ Xyt Xxp _YatVs
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¢ Rownanie kierunkowe prostej
Va

Jezeli prosta nie jest rownolegta do osi Oy, to mozna
opisac jg rownaniem kierunkowym:
y=ax+b

y=ax+b 3
Ny

Liczba a to wspotczynnik kierunkowy proste;. 0 \

>
X

a=tga

Prosta o réwnaniu y = ax + b przecina 0§ 0y w punkcie (0,b).

« Rownanie kierunkowe proste] o danym wspofczynniku kierunkowym a, ktéra przechodzi
przez punkt P = (xg, vg):

y = alx —xp) + ¥o

e Roéwnanie kierunkowe prostej, ktéra przechodzi przez dwa dane punkty A = (x4, v4) oraz

B=(x31yﬁ'):
Yy —¥a = alx — x,)
gdzie
_Yp~Va
ﬂ——xE_IA gdy xp # xu

e Rownanie ogolne prostej

Ax+By+C=0, gdzie ABCeERiA*+B*#0

Jezeli A = 0, to prosta jest rownolegta do osi Ox; jezeli B = 0, to prosta jest rownolegta
do osi Oy;jezeli C = 0, to prosta przechodzi przez poczatek uktadu wspoétrzednych.

 Roéwnanie ogolne prostej, ktéra przechodzi przez dwa dane punkty A = (x4,y4) oraz
B = (xg,¥s):

(Y —ya)(xp —x4) — (g —ya)(x —x4) =0
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* Proste réwnolegte

Dwie proste o réwnaniach kierunkowych y=a,x+ b, oraz y=a,x+b, s3g
rownolegte wtedy i tylko wtedy, gdy:

ﬂ1={12

Dwie proste o réownaniach ogélnych A;x+ By + (=0 oraz A,x+ B,y+(C, =0 s3
réwnolegte wtedy i tylko wtedy, gdy:

AI'BQ_AE'BIZD

» Proste prostopadte

Dwie proste o réwnaniach kierunkowych y=a,x+b, oraz y=a,x+b, s3g
prostopadte wtedy i tylko wtedy, gdy:

al'a2=_1

Dwie proste o réownaniach ogélnych A;x+ By + ;=0 oraz A,x+ B,y+ (€, =0 s3
prostopadte wtedy i tylko wtedy, gdy:

Ai'iq2+81'82:0

 Odlegtos¢ punktu od prostej

Odlegtos¢ d punktu P(xg,ve) od prostej o rownaniu ogéinym Ax + By +C =0 jest
réwna:

d=|A-xﬂ+B-}'ﬂ+C|
Ny

e Rownanie okregu

Réwnanie okregu o srodku S = (a, b) ipromieniu r > 0 w postaci kanonicznej:

(x—a)*+(y—b)?=r1?

Réwnanie okregu o srodku S = (a, b) ipromieniu r > 0 w postaci ogélnej:

x?+y?—2ax—2by+c=0

gdzie ¢ = a? + b? —r?,
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Wspotrzedne wektora, diugos¢ wektora, dziatania na wektorach

Dane sg punkty A =(x4,y4) oraz B = (xg yg). Wspoirzedne wektora AB
w kartezjanskim uktadzie wspétrzednych zaczepionego w punkcie A:

AB = [Xp — X4, Y5 — Yal

Jezeli U = [u,,u,] oraz ¥ = [vy, v,] s3 wektoramioraz a € R, to:

U+v=[u +v,u +1v5] a-u=[a u,a-u,

Dilugoscig |u| wektora i = [uy,u,] nazywamy liczbe

il =y (u)? + (u)?

Przeksztatcenia geometryczne

Przesuniecie o wektor U = [a,b] przeksztalca punkt P = (x,y) na punkt
PP=(x+ ay+b).

Symetria osiowa S,, wzgledem osi Ox przeksztalca punkt P = (x,y) na punkt
P'= (x,—y).

Symetria osiowa S,, wzgledem osi Oy przeksztaica punkt P = (x,y) na punkt
P'= (—x,y).

Symetria srodkowa Sy wzgledem punktu K = (a,b) przeksztatca punkt P = (x,v) na
punkt P’ = (2a — x,2b — y).

W szczegolnosci symetria $Srodkowa wzgledem poczatku uktadu wspotrzednych
przeksztatca punkt P = (x,y) napunkt P’ = (—x,—y).

Pole trojkata

Pole trojkata ABC o wierzchotkach A = (x4,v4), B = (x5, vg) oraz C = (x¢, yc) jest
rowne:

1
Ppape = E |(xg — x4) (Ve — Va) — Y — Ya) (xc — x4)|




Wspotrzedne srodka masy trojkata

Wspotrzedne srodka masy S = (xg,ys) trojkata ABC o wierzchotkach A = (x4, v4),
B = (xp,yg) oraz C = (x., V), czyli punktu przeciecia jego srodkowych:

Jr:_q—l-xg +x(;

Xg = 3

Vs

_Yatystyc

3

12. STEREOMETRIA

Twierdzenie o trzech prostych prostopadtych

Prosta k przebija ptaszczyzne w punkcie P pod katem ostrym. Prosta [ jest rzutem
prostokatnym prostej k na te ptaszczyzne. Prosta m lezy na tej ptaszczyznie i przechodzi

przez punkt P.

Wowczas prosta m jest prostopadia do prostej k wtedy i tylko wtedy, gdy m jest

prostopadta do prostej (.

Przyjmujemy oznaczenia:

P. — pole powierzchni catkowitej
Pp — pole podstawy

Prostopadtoscian

. = 2(ab + bc + ca)

V = abc

P, — pole powierzchni bocznej
V — objetosc

gdzie a, b, ¢ sgdlugosciami krawedzi prostopadtoscianu
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e Graniastostup prosty

] I
: H
P,=0b-h
Fl— G
gdzie Ob jest obwodem podstawy graniastostupa, E,D*
natomiast h — wysokoscig graniastostupa. ¢
A B
e Ostrostup
1
V= 3 B-h

gdzie h jest wysokosciag ostrostupa.

A B

P, =2nar(r+h)

P, = 2nrh /_\
e

V =nrh

gdzie h jest wysokoscig walca, 0 - srodkiem symetrii

r‘zf' T -\-“'L‘
podstawy walca, r — promieniem podstawy walca. Q/

o Stozek
Py, = mrl
P.=mr(r+1)
1
V ==mnr?h
3 nr

gdzie r jest promieniem podstawy stozka, h — jego wysokoscia, natomiast [ — tworzaca
stozka. Punkt O jest srodkiem symetrii podstawy stozka.
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P. = 4mr?
4

g 7
37

gdzie r jest promieniem kuli, natomiast 0 - srodkiem symetrii kuli.

13. KOMBINATORYKA

Permutacje

Liczba wszystkich sposobow, na ktére n roznych elementéw mozna ustawic w ciag, jest
rowna n!.

Kombinacje

Liczba wszystkich sposobow, na ktére sposréd n roznych elementéw mozna wybraé k
elementow (0 < k < n), jest rowna (7).

Wariacje z powtorzeniami

Liczba wszystkich sposobow, na ktére z n réznych elementow mozna utworzyc ciag,

skiadajacy sie z k (niekoniecznie réznych) wyrazéw, jest rowna n*.

Wariacje bez powtdrzen

Liczba wszystkich sposobow, na ktore z n réznych elementow mozna utworzyc ciag,
sktadajacy sie z k roznych wyrazow (1 < k < n), jest réwna
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14. RACHUNEK PRAWDOPODOBIENSTWA

Wiasnosci prawdopodobienstwa

0<P(A) =<1 dla kazdego zdarzenia A € ()

P(@)=0

PiQ)=1

P(A) < P(B) dla kazdych zdarzen A oraz B takich,ze A c B c ()
P(A")=1—-P(A) gdzie A" oznacza zdarzenie przeciwne do zdarzenia A c ()
P(AUB)=P(A)+ P(B)—P(ANnB) dla dowolnych zdarzen A, B € Q1
P(AUB) < P(A) + P(B) dla dowolnych zdarzen A, B € Q

Twierdzenie (klasyczna definicja prawdopodobienstwa)

Niech () bedzie skoriczonym zbiorem wszystkich zdarzen elementarnych doswiadczenia
losowego. Jezeli wszystkie zdarzenia jednoelementowe s3a jednakowo prawdopodobne, to
prawdopodobienstwo zdarzenia losowego A jest rowne

_lal
P(A) = 00

gdzie |A| oznacza liczbe zdarzen elementarnych sprzyjajacych zdarzeniu losowemu A4,
natomiast |(1| — liczbe elementéw zbioru ().

Schemat Bernoullego

Prébg Bernoullego nazywamy doswiadczenie losowe, w ktorym otrzymujemy jeden
z dwoch mozliwych wynikow. Jeden z nich nazywamy sukcesem, a drugi — porazka. Jezeli
prawdopodobienstwo sukcesu jest rowne p, to prawdopodobienstwo porazki jest rowne

q=1-p.
Schematem Bernoullego nazywamy ciag niezaleznych powtérzen préb Bernoullego.

W schemacie Bernoullego prawdopodobienstwo P, (k) uzyskaniaw n probach doktadnie
k sukcesow (0 < k < n) jest rowne

P (k) = (D ARE




Prawdopodobienstwo warunkowe

Niech A, B bedg zdarzeniami losowymi zawartymiw (1, przy czym P(B) > 0.
Prawdopodobienstwem warunkowym P(A|B) zdarzenia A pod warunkiem zaistnienia
zdarzenia B nazywamy liczbe

P(A N B)

P(A|B) = 5

Twierdzenie o prawdopodobienstwie catkowitym

Jezeli zdarzenia losowe B,, B,, ..., B, zawarte w {1 spelniajg warunki:

1. By, By, ..., B, sgparamirozigczne, tzn. BiNB; =0 dla i#j,1<i<n,1<j<n
2.B4UB,U ...UB, =]

3.P(Bj))>0dlal1<i<n

to dla kazdego zdarzenia losowego A < ()} prawdziwa jest rownosc

P(A) = P(A|By) - P(B1) + P(A|B) - P(B;) + ...+ P(A|By) - P(By)

Twierdzenie Bayesa

Jezeli zdarzenia losowe A, By, B», ..., B,, zawarte w ()1 speiniaja warunki:

1. By, By, ..., B, sgparamiroztgczne, tzn. BiNB; =0 dla i #j,1<i<sn,1<j<n
2.BjUB,V..UB, =0

3.P(B))>0dlal<i<n

4 P(A) >0

to dla kazdego k (1 < k < n) prawdziwa jest rownos¢

P(By) - P(A|By)

PO = b By PGB + P(AIB,) - P(By) + .+ P(AIB,) - PBy)

Wartos¢ oczekiwana zmiennej losowej

Niech X bedzie zmienng losowa o wartosciach x;, x5, ..., x, € R, okreslong na zbiorze (],
przy czym P({w:w € Q oraz X(w) = x;}) = p; dla 1 < i < n. Wartoscig oczekiwang
zmiennej losowej X nazywamy liczbe

E(X)=xyp1+x2-pat+ +x Py
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15. PARAMETRY DANYCH STATYSTYCZNYCH

Srednia arytmetyczna

Srednia arytmetyczna a zliczb ay, a,. ..., a,, jest rowna:

a1 +az+ ..+ ay
n

0=

Srednia geometryczna

Srednia geometryczna g z liczb nieujemnych a,, a,, ..., a,, jest rébwna:

Srednia kwadratowa

Srednia kwadratowa k zliczb ay, a,, ..., a, jestréwna

n

E=J(a1)2+(az)2+---(an)2

Nierownosci miedzy srednimi liczbowymi

Niech a,, a,, ..., a,, bedg liczbami nieujemnymi. Wtedy (przy powyzszych oznaczeniach)
prawdziwe sg nierownosci:

k=a=>g

Ponadto rownosc pomiedzy tymi srednimi liczbowymi zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy
) =z = ... = dy.

Srednia wazona

Srednia wazona § zliczb a4, a,, ..., a,, ktérym przypisano dodatnie wagi — odpowiednio:
w‘]_: W21 shiy Wﬂ_r JESt rﬁwna

Wi +WwWs-d + ...+w,a,

g =
wy+ws, + L w,




Mediana

Mediang uporzadkowanego w kolejnosci niemalejacej zbioru n danych liczbowych
a;, d,, ..., A, jest

—dla n nieparzystych: dn+1 (Srodkowy wyraz ciagu)

2

—dla n parzystych: % (ag +an +1) (srednia arytmetyczna dwoch srodkowych
¥ 2
wyrazow ciggu)

Wariancja i odchylenie standardowe

Wariancja o? danych liczbowych ay, a,, ..., a, o $redniej arytmetycznej a jest rowna:

2 (a —a)*+(a, —a)*+ ...+ (a, —a)®

n

Prawdziwa jest tez rownosc:

(a)* + (az)* + .. +(a,)’
n

e =

- (@)

Odchylenie standardowe o jest pierwiastkiem kwadratowym z wariancji:

n

) j(al R (= BPE b [l — )2

16. POCHODNA FUNKCJI

Pochodna sumy. roznicy, iloczynu i ilorazu funkcji. Pochodna funkcji ztozonej

[c-f(x)]'=c-f'(x) dlaceR

f(x)+ 9] = f'(x) +g'(x)
f(x)—g()]' = f'(x) = g'(x)

) g =f'x)-g()+ () g'(x)

FOOT f(x) gx) —f(x) - g'(x)
g(x) [g(x)]?

[9(f@)] =g'(F)) - ')

gdy g(x) # 0
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e Pochodne wybranych funkcji

Niech a, b, ¢, r beda dowolnymi liczbami rzeczywistymi.

f(x)=c flx)=0
f(x)=ax+b flx) =a
f(x) = ax? + bx + ¢ f(x) = 2ax + b
fx) =x" flx)=r-x"1
) == fo)=-=
fx) =% F&) ==
f(x) = sinx F1(x) = cosx
F(x) = cos x F(x) = —sinx
F0O = tgx FO0) =
@) = e* Fi(x) = e

gdzie e jestliczbg Eulera; e = 2,72

e Rodwnanie stycznej

Jezeli funkcja f ma pochodng w punkcie x,, to réwnanie stycznej do wykresu funkcji f
w punkcie (xg, f(x,)) dane jest wzorem

y = alx —xq) + f(xp)
gdzie

a= f'(xo)
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17. TABLICA WARTOSCI FUNKCJI TRYGONOMETRYCZNYCH

o [°] sin CcoS o tga a ] sin cos o tga
0 0,0000 1,0000 0,0000 45 0,7071 0,7071 1,0000
1 0,0175 0,9998 0,0175 46 0,7193 0,6947 1,0355
2 0,0349 0,9994 0,0349 47 0,7314 0,6820 1,0724
3 0,0523 0,9986 0,0524 48 0,7431 0,6691 1,1106
4 0,0698 0,9976 0,0699 49 0,7547 0,6561 1,1504
5 0,0872 0,9962 0,0875 50 0,7660 0,6428 1,1918
6 0,1045 0,9945 0,1051 51 07771 0,6293 1,2349
7 0,1219 0,9925 0,1228 52 0,7880 0,6157 1,2799
8 0,1392 0,9903 0,1405 53 0,7986 0,6018 1,3270
9 0,1564 0,9877 0,1584 54 0,8090 0,5878 1,3764
10 0,1736 0,9848 0,1763 55 0,8192 0,5736 1,4281
11 0,1908 0,9816 0,1944 56 0,8290 0,5592 1,4826
12 0,2079 0,9781 0,2126 57 0,8387 0,5446 1,5399
13 0,2250 0,9744 0,2309 58 0,8480 0,5299 1,6003
14 0,2419 0,9703 0,2493 59 0,8572 0,5150 1,6643
15 0,2588 0,9659 0,2679 60 0,8660 0,5000 1,7321
16 0,2756 0,9613 0,2867 61 08746 0,4848 1,8040
17 0,2924 0,9563 0,3057 62 0,8829 0,4695 1,8807
18 0,3090 0,9511 0,3249 63 0,8910 0,4540 1,9626
19 0,3256 00,9455 0,3443 64 0,8988 0,4384 2,0503
20 0,3420 0,9397 0,3640 65 0,9063 0,4226 2,1445
21 0,3584 0,9336 0,3839 66 09135 0,4067 2,2460
2 0,3746 0,9272 0,4040 67 0,9205 0,3907 2,3559
23 0,3907 0,9205 0,4245 68 0,9272 0,3746 2,4751
24 0,4067 0,9135 0,4452 69 0,9336 0,3584 2,6051
25 0,4226 0,9063 0.4663 70 0,9397 0.3420 2,7475
26 0,4384 0,8988 04877 71 0,9455 0,3256 2,9042 ';‘;.‘
27 0,4540 0,8910 0,5095 72 0,9511 0,3090 3,0777 E
28 0,4695 0,8829 0,5317 73 0,9563 0,2924 3,2709 -E
29 0,4848 0,8746 0,5543 74 0,9613 0,2756 3,4874 E
30 0,5000 0, 8660 0,5774 75 0,9659 0,2588 3,7321 E*
31 0,5150 0,8572 0,6009 76 0,9703 0,2419 4,0108 g
32 0,5299 0,8480 0,6249 77 0,9744 0,2250 4,3315 "
33 0,5446 0,8387 0,6494 78 0,9781 0,2079 4,7046 E
34 0,5592 0,8290 0,6745 79 0,9816 0,1908 51446 'E
35 0,5736 0,8192 0,7002 80 0,9848 0,1736 5.6713 &
36 0,5878 0,8090 0,7265 81 0,9877 0,1564 6,3138 E
37 0,6018 0,7986 0,7536 82 0,9903 0,1392 7,1154 2
38 0,6157 0,7880 0,7813 83 0,9925 0,1219 8,1443 ,?,:\
39 0,6293 0,7771 0,8098 84 0,9945 0,1045 95144 E
40 0,6428 0,7660 0.8391 85 0,9962 0,0872 11,4301 ;E
41 0,6561 0,7547 0,8693 86 0,9976 0,0698 14,3007 E
42 0,6691 0,7431 0,9004 87 0,9986 0,0523 19,0811 E‘
43 0,6820 0,7314 0,9325 88 0,9994 0,0349 28,6363 z
44 0,6947 0,7193 0,9657 89 0,9998 0,0175 57,2900 %
=
45 0,7071 0,7071 1,0000 90 1,0000 0, 0000 - %

Zrédio: Centralna Komisja Edukacyjna, Wybrane wzory matematyczne na egzamin maturalny z matematyki,
cke.gov.pl, czerwiec 2022 r.
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WYBRANE OZNACZENIA | SYMBOLE MATEMATYCZNE

W zadaniach z matematyki na poziomie podstawowym mogg by¢ stosowane nastepujgce
oznaczenia i symbole matematyczne:

e [N — zbior liczb naturalnych

e 7 — zbior liczb catkowitych

e () — zbidr liczb wymiernych

e [R — zbior liczb rzeczywistych

e AUB -suma zbiorow A oraz B

e AN B-iloczyn zbiordw A i B (czesc wspolna zbioréw A i B)

e A\B —rdznica zbioru A i zbioru B.

e A c B — zbidr A jest podzbiorem zbioru B

e x € A—element x nalezy do zbioru A

e [a, b] — zbiér wszystkich liczb rzeczywistych x takich,zea <x < b
|a, b) = zbior wszystkich liczb rzeczywistych x takich,zea < x < b
(a, b] — zbior wszystkich liczb rzeczywistych x takich,zea < x < b
(a, b) — zbiér wszystkich liczb rzeczywistych x takich, zea < x < b
Krance przedziatow domknietych zdajacy moze oznaczac takze — odpowiednio:
(a,b), {a,b), (a,b).

Zrédto: Centralna Komisja Edukacyjna, Informator o egzaminie maturalnym z matematyki, cke.gov.pl,
czerwiec 2022,



Indeks

podobienstwo trojkatow 130

c postac kanoniczna 79
prawdopodobienstwo klasyczne 180
E;%tyégaz procent 23

procent sktadany 99
proporcjonalnosé odwrotna 84
przedziaty liczbowe 20

cigg arytmetyczny 94
cigg geometryczny 97

D przekrdj 164
przystawanie trojkgtow 129
dominanta 185 punkty procentowe 25
doswiadczenie losowe 174
dowad 13 R
dzleddna-Ao reguta dodawania 177
F reguta mnozenia 176
rozktad wielomianu na czynniki 35
funkcja 70 rozwiniecie dziesietne 16
funkcja kwadratowa 78 rownania wielomianowe 53
funkcje trygonometryczne 102 rownania wymierne 53
rownanie 46
G rownanie kierunkowe 138
rownanie kwadratowe 50
graniastostup 165 réznica zbiorow 22
l S
lloczyn zbiorow 22 schemat Hornera 38
siatka centylowa 183
J skala centylowa 181
jednomian 32 skal_a podobieristwa 171
stozek 169
K suma zbioréw 22
symetria osiowa 153
kgt wpisany 126 symetria srodkowa 155
kat zewnetrzny 116 -
kredyty i lokaty bankowe 25 s
kula 171 : :
srednia
L arytmetyczna 183
wazona 184
liczby niewymierne 17
liczby wymierne 14 T
AN B tozsamosci trygonometryczne 108
M twierdzenia o dwusiecznej kata wewnetrznego 128
twierdzenia Talesa 127
miejsce zerowe 73 twierdzenie 13
monotonicznose ciggu 92 twierdzenie cosinusow 111
monotonicznose funkeji 73 twierdzenie Pitagorasa 118

twierdzenie sinusow 109

nieréwnosc 47 U
nierdwnosc kwadratowa 51 uktad rownan 58
notacja wyktadnicza 19 utamki dziesietne skonczone 16
O W
odchylenie standardowe 185 walec 168
ostrostup 167 wariacja 185
wartos¢ bezwzgledna 22
P wielokaty foremne 134

wielomian 32
wielomian zerowy 32
wycinek kota 125

pierscien kotowy 125
pierwiastki wielomianu 37

219



wykres funkcji 70

wyrazenie wymierne 39

wyroznik tréjmianu kwadratowego 78
wzory skroconego mnozenia 30

wzor rekurencyjny ciggu 91

Z

zbidr liczb
catkowitych 14
naturalnych 12
pierwszych 12
rzeczywistych 17

zbidr wartosci 73

zdarzenie
elementarne 174
losowe 174
przeciwne 175

220



DiFEION

221



222



DiFEION

223



224



