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5. Wiasnoscifigur geometrycznych
na ptaszczyznie

lle katow ma kazda z figur przedstawionych na rysunku?
Jakie znasz rodzaje kgtow? Jakie znasz rodzaje trojkgtow?
Przyjrzyj sie bokom i kgtom trojkata, ktdéry jest pomalowany na czerwono. Jak nazywa sie ten tréjkat?

lle stopni wynosi suma miar kgtow trojkgta? Jak sie nazywa trojkat, ktérego dwa katy majg 30° i 60°?

I S

Przyjrzyj sie trojkgtom pomalowanym na zielono. Co zauwazasz?



51 Katyiich wiasnosci

Podejmij temat

Wskazoéwki zegara przedstawionego na
rysunku wyznaczajq dwa kqgty. Okres| rodzaj
kqta zaznaczonego na niebiesko.

Jakie miary majq kqty wyznaczone przez

wskazowki zegara o godzinie 9:007
A jakie — 0 18:007

Przypomnijmy wiadomosci o podstawowych figurach geometrycznych.

*A
C
e — 4
prosta a prosta AC
C A
4/’/ //12/‘
potprosta AC potprosta AD
C
/ 4/‘
odcinek a odcinek AC
C B
A
c B
e ST
A
O B

Punkty oznaczamy wielkimi literami alfabetu, np.: A, B, C.

Proste oznaczamy matymi literami, np.:a, b, ¢, k, I, m. Innym sposobem
oznaczenia prostej jest np. AC, co oznacza, ze prosta przechodzi przez punkty
AiC lubinaczej—ze jest wyznaczona przez punkty A i C. Przez dwa rézne
punkty mozna poprowadzi¢ doktadnie jednq prosta.

Punkt na prostej dzieli jg na dwie pétproste. Ten punkt nalezy do obu
potprostych. Nazywamy go poczagtkiem pdtproste.

Odcinek AC to czes¢ prostej, ktdra znajduje sie miedzy punktami Ai C
oraz te punkty. Punkty A i C nazywamy koncami odcinka. Odlegtosé punktu
A od punktu C nazywamy dbugoscig odcinka AC i oznaczamy |AC| lub a.

Trzy punkty A, B, C mogq leze¢ na jednej prostej. Mowimy wtedy, ze punkty A,
B, C sq wspoétliniowe. Zauwaz, ze jesli punkty A, B, C sg wspdHiniowe i punkt C
lezy miedzy punktami A i B, to |IAC| + |CBI| = |ABI.

Jesli jeden z punktéw A, B, C nie lezy na prostej wyznaczonej przez dwa
pozostate punkty, np. punkt C nie lezy na prostej AB (tak jak na rysunkul),
to moéwimy, ze punkty A, B, C nie sq wspoHiniowe.

Dwie potproste o wspdlnym poczgtku rozcinajg ptaszczyzne na dwie czesci.
Kazdgq z tych czesci, wraz z tymi potprostymi, nazywamy kgtem.

Kat to czesc¢ ptaszczyzny zawarta miedzy dwiema potprostymi o wspdlnym
poczqtku oraz te potproste.

Pdtproste OA | OB to ramiona kgta, punkt O to wierzchotek kgta.



Kat ABC to kat, ktérego wierzchotkiem jest punkt B, punkt A lezy na jednym
ramieniu, a punkt C na drugim ramieniu tego kata. Katy oznaczamy tez ma-
tymi literami alfabetu greckiego, np.: @ — alfa, 8 —beta, ¥ — gamma, 0 — delta,
€ —epsilon. W celu ustalenia, ktory z katow bedziemy rozpatrywac, zaznacza-

my go na rysunku fukiem.
-
B A
kat ABC kat ABC

Katy przedstawione na rysunkach maja t¢ sama nazwe, ale maja rozne miary.
Miare kata najczescie) wyrazamy w stopniach. Do mierzenia katow uzywamy
katomierza.

Kat BOA na rysunku ponizej ma miarg 35°,

70 80 90 100 .o

60 . 100 Wi 80 - 12u B
50 1o st gy, 80 130
40 T U, 140
30 Uy %150

L '__ 20
2015:: "' ' 2!]16&
10 oy F O € , 170

_ a : A
g 1.0 Fmid &

o] 6 8 L 9 S 14 £ A I 0

a = 35°

Przypomnijmy nazwy katow, ktore poznaliSmy w poprzednich klasach.

o m i4
L

kgt ostry kgt prosty kgt rozwarty
jest mniejszy ma miare 90° jest wiekszy od kata
od kgta prostego a=90° prostego, ale mniejszy
0° <a <90° od kgta potpetnego
90° < < 180°
/a Q a
. e -
kgt pétpeiny kgt pelny kgt zerowy
ma miare 180° ma miare 360° ma miare 0°

a = 180° @ = 360" g=

ot —L
1° to 360 kqta petnego

1°=60" 1 —jedna minuta
1'=60" 1"— jedna sekunda

Zaréwno ramiona kqgta zerowego, jak

i kgta petnego naktadajq sie na siebie,
ale do kqta zerowego nalezg tylko
punkty znajdujgce sie na ramionach,
natomiast do kqta petnego nalezqg

takze wszystkie punkty poza ramionami.



Katy dzielimy réwniez na wypukite i wkleste.

Kgtem wypuklym nazywamy kat, ktérego miara jest Kagtem wklestym nazywamy kat, ktérego miara jest
mniejsza lub rowna 180° albo réwna 360°. wieksza od 180° i mniejsza od 360°.

1. Wskazowki zegara wyznaczaja pewien kat, zaznaczony na niebiesko. Okresl rodzaj tego kata.

W poprzednich latach poznalismy rowniez katy przylegte 1 wierzchotkowe.

Katy przylegte to dwa kaqty, ktére majq jedno wspolne ramie, a pozostate ramiona tych kgtow tworza prosta.

a+ B =180°
Suma miar kgtéw przylegtych jest rowna 180°.

Przyktad 1

Obliczmy miary katow przylegtych, jeshi jeden z nich ma miare 3,5 razy wigksza od drugiego.

Oznaczmy: @ — miara mniejszego z katow.

3,5 -a+a=180°

45 - a=180°
a =180°:45
a =40°

3,5a=3,5-40° = 140°

Miary katow przylegtych sa rowne 40° 1 140°.

2.  Jeden z katow przylegtych ma miare 1,4 razy mniejsza od drugiego kata. Oblicz miary tych katow.



3.

Przyktad 2

Wyznaczmy katy przylegte, jesli jeden z nich jest o 70° mniejszy
od drugiego.

Oznaczmy: @ — miara wiekszego z katow przylegtych.

a+ a—70°=180°
2= 180"+ 70°

2-a=250°

a=250°:2

a=125°

a—70° =125°—70° = 55° a2 /a—70°

Miary katow przylegtych wynosza 125° 1 55°.

Jeden z katow przylegtych ma miare o 20° wigcksza od drugiego. Oblicz
miar¢ mniejszego z tych katow.

Kgtami wierzchotkowymi nazywamy katy, ktére majg wspdlny wierzchotek,
a przedtuzenia ramion jednego kagta sq ramionami drugiego kata.
Katy wierzchotkowe majq rowne miary.

8>
Ll

Przyktad 3

Obliczmy miary katéw: @, 3, 7. M

B = 50° katy £ i dany kat o mierze 50°
to katy wierzchotkowe
a = 180° - 50° = 130° kat & jest katem przyleglym do

danego kata o mierze 50°
Y =a=130° katy @ 1Y to katy wierzchotkowe
Katy @ 1 7 s3 rowne i maja po 130°, a kat 8 ma 50°.

Katy wierzchotkowe i kqty przylegte sq
kgtami wypuktymi.



4. Jeden z katoéw tréjkata prostokatnego ma 24°.
Wyznacz miary katéw, zaznaczonych na rysunku,
utworzonych przez proste zawierajace boki tego

trojkata.

Zadania

. Podaj miare kazdego kata zaznaczonego na rysunku kolorem niebieskim.

. Dane sa katy o miarach: 66°, 139°, 24°, 179°, 0°, 242°, 180°, 300°, 88°, 150°, 90°, 185°, 360°, 270°. Okresl,
ktore z nich sa katami:

. Oblicz, jaka miare ma kat, ktory zakresla minutowa wskazowka zegara w ciggu:
a) 5minut, b) kwadransa, c¢) 35 minut, d) g godziny.

Oblicz, w ciagu jakiego czasu godzinowa wskazoéwka zegara zakresla kat o danej mierze.

a) 30° b) 120° ¢l 270°

. Oblicz miary zaznaczonych katow.
b)

10



Suma miar dwoch katow jest rowna 220°. Jeden z katow jest trzy razy wickszy od drugiego. Oblicz miary tych
katow.
Narysuj kat ostry o mierze 40° 1 oznacz go przez @. Narysuj:

a) kat S przylegty do kata @,
b) taki kat 7, ze katy @ 1 ¥ sa katami wierzchotkowymi.

Podaj miary katow B17.
Zapisz miary katow: @, 3, 7.

a)

Dwie proste przecinajace sie wyznaczaja cztery katy wypukte: @, 8, 7, 6. Oblicz miary tych katéw, jesli:

a) kat @ jest o 28° wiekszy od kata S i katy @ oraz ¥ sa katami wierzchotkowymi,
b) kat @ ma miare 30°, kat /3 jest 5 razy wiekszy od kata @ i katy 8 oraz 6 sa katami wierzchotkowymi,
c) kat @ jest o 50° mniejszy od kata /3 i katy /3 oraz ¥ sa katami przylegtymi.

Suma miar katéw @, 817 jest rbwna 250°. Wykaz, ze 8 — a = 40°.

Kat zewnetrzny wielokata to kat przylegty do danego kata wewnetrznego wielokata. Oblicz sume miar
wszystkich katow zewnetrznych:

a) kwadratu, b) trojkata rGwnobocznego.
Co zauwazasz?

1



5.2 Wzajemne potozenie prostych na ptaszczyinie

Podejmij temat

Karol sporzqdzit kilka rysunkéw, na ktorych

zaznaczyt proste.

Pod jakim kqtem przecinajq sie proste p i 1?
Jakie jest wzajemne potozenie prostych s i £?

lle punktow wspalnych majg proste m i n?

Przypomnijmy, jakie moze by¢ wzajemne potozenie dwoch prostych na ptaszczyznie oraz ile punktéw wspolnych moga
mieC dwie proste.

Brak Jeden Nieskonczenie
punktéw wspdlnych punkt wspdlny wiele punktow wspdlnych
a
b a=b

b g
/

proste rownolegte a || b proste przecinajqce sie proste pokrywajqce sie

b a=>b

N

proste przecinajqgce sie pod kqtem
prostym (proste prostopadte)
alb

Narysujmy dwie rownolegle proste m 1 1, a nastepnie
dwie proste prostopadte do prostych m 1 7.

Oznaczmy A, B — punkty przeciecia tych prostych z pro-
sta m; oraz A, B; — punkty przeciecia z prosta .

Zauwazmy, ze dtugoéci odcinkow AA; 1 BB; sa rowne. ‘\ \ .
Odlegtos¢ miedzy prostymi réwnolegtymi m 1 1 jest row- A, B,
na dtugosci odcinkéow AA; 1 BB;.

12



Odlegtos¢ miedzy prostymi rownolegtymi jest rowna diugosci odcinka prostopadtego
do obu tych prostych i takiego, ze jego konce lezq na tych prostych.

Narysujmy dwie proste réwnoleglte a 1 b oraz prosta k
przecinajaca proste a1 b.

Proste: a, b 1 k wyznaczyly na plaszczyznie katy wypukle:
ay, @, 3, Ay, P1, B2y B3, Ba

Katy @;1 B4, @1 B,, @31 B3, @, 1 B, nazywamy katami
odpowiadajacymi.

Katy odpowiadajgce
Proste a ib sq rownolegte (a || b)

k k k k
/ b / b A p 7/ b

Bl %,/fl: \ —
a a a, "'*.I a Ir/ @y a

v A7 %

a; = 3 ay=f3> a3 = fi5 ay=f4

Katy odpowiadajgce sq rowne.

Katy @183, @1 B4, @31 B4, @41 B, nazywamy katami naprzemianleglymi.

Kgty naprzemianlegte
Proste a ib sq rownolegte (a || b)

a; = 33 @y = 4 a3 = B @ys=f3>

Katy naprzemianlegte sq rowne.

13



Przyktad 1

Prosta k przecina proste rownolegte a1 b. Kat @, ma 153°.
Obliczmy miary pozostatych katéw zaznaczonych na rysunku.

a3 =180° —153° = 27° kat @5 jest katem przylegtym do kata @,

a, = 153° katy @, 1 @, to katy wierzchotkowe
a,=q,=27° katy @, 1 &; to katy wierzchotkowe
B, =153° katy B3, 1 @, to katy naprzemianlegte
B =a;=27° katy 3, 1 @, to katy odpowiadajace
B, =153° katy 841 @, to katy odpowiadajace
Bs=a,=27° katy B35 1 @, to katy naprzemianlegte

1. Dwie proste réwnolegte przecigto trzecia prosta, wyznaczajac w ten sposéb 8 katow. Jeden z tych katéw ma

miare 69°. Wyznacz miary pozostatych katow.

Czy pamigtasz?

Odcinki nazywamy prostopadtymi,
gdy lezq na prostych prostopadiych.
Odcinki nazywamy réwnoleghymi,

gdy lezg na prostych rownolegtych.
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Zadania

o

Natalia narysowata proste a, b, c. Okresl wzajemne polozenie prostych
aic,jesh

a) allbiblle b)albiblc

Ustal, 1le punktow wspolnych moga miec:

a) dwie proste, b) trzy proste, c¢) cztery proste.

Boki prostokata naleza do prostych a, b, c, d, tak jak na rysunku.

b C

Na prostej a zaznaczono punkty M 1 K. Powiedz, na ktorej z pozostatych
prostych moga by¢ zaznaczone punkty E 1 F, jeshi wiadomo, ze odcinki
MK 1EF sa:

a) réwnolegte, b) prostopadte.



. Narysuj prosta k 1 zaznacz dwa punkty A 1 B potozone po réznych stronach prostej k. Poréwnaj diugosc
odcinka AB z suma odlegtosci tych punktow od prostej k. Rozpatrz rozne mozliwosci. W jakim przypadku
dtugos¢ odcinka AB jest rowna sumie odlegtosci tych punktow od prostej k?

. Jeden z osmiu katow otrzymanych w wyniku przecigcia dwéch prostych réwnoleglych trzecia prosta ma miare:
a) 45°, b) 90°, c) 114°,

Oblicz miary pozostatych katow.

. Proste k i1 sa réwnolegte. Oblicz miary katéw @, 5, 7.
a) b)

B. @ =30°, 8 =120°, ¥ = 150°
C. @ =50°, B8 =50°, 7 = 100°
D. & = 40°, § = 100°, 7 = 120°

* Proste a 1 b sa rownolegte. Prosta c jest prostopadta
do prostej d. Wyznacz miary katéw: @, 3, 7. 8
a

. Jezeli proste a i b sa rownolegle, to: \/
A. @ =50°, 8 =100°, ¥ = 150° | i

15



5.3 Trojkagtijego wiasnosci

ich przycinania,

moge zbudowac
trojkatng ramke?

16 cm 12 cm 18 cm

Podejmij temat Z ktorego zestawu
@ listewek, bez

e —_—— ——
_20em | 18 cm 12 cm
s == —_—

| 28 cm . 30 cm : 36 cm
_———————— e —_—

Przypomnijmy, jakie warunki spetniaja dtugosci bokow trojkata.

Suma diugosci dwoch dowolnych bokdw trojkata
jest wieksza od diugosci trzeciego boku. o b

a+b>c a+c>b b+c>a i

Przyktad 1

Uzasadniyymy, ze suma miar katow wewnetrznych trojkata jest rowna 180°.

W tréjkacie ABC zaznaczamy katy @, 3, 7, jak na
rysunku obok. Rysujemy prosta [, ktéra zawiera
bok AB tego tréjkata, oraz prosta k réwnoleglia

do prostej I, przechodzaca przez wierzchotek C.

Zaznaczamy katy 0 i €.

Zauwazmy, ze katy @ i 0 oraz katy £ i € to katy
naprzemianlegte, zatem @ = 0 oraz f§ = €.

Katy &, 7, € tworza kat pétpetny. Kat potpetny

ma miare 180°.

A
Zatem: @ + B+ 7 =180° /

1. W trojkacie najwickszy kat jest o 20° wigkszy od najmniejszego i o 4° wigkszy od sredniego kata. Oblicz miary
katow tego trojkata.

16



W tréjkqcie zachodzq nastepujqce zaleznosci:
« najkrétszy bok lezy naprzeciw najmniejszego kqta,
« najdiuzszy bok lezy naprzeciw najwiekszego kata.

Jesli znamy miary katow w trojkacie, to mozemy okresli¢ jego rodzaj.

Jesli najwiekszy kgt w tréjkgcie jest:

ostry rozwarty

przyprostokatna

przyprostokatna

to trojkat jest ostrokqtny to trojkat jest prostokagtny to tréjkat jest rozwartokgtny

Jesli w tréjkqcie:

|
J ! v

nie ma kqtdéw réwnych sq dwa katy réwne sq trzy kgty réwne

podstawa

to trojkat jest réznoboczny to tréjkat jest rdwnoramienny to tréjkat jest réwnoboczny

Nazwa trojkata informuje o rodzaju trojkata. Na przyktad: trojkat prostokat-
ny rownoramienny to trojkat, w ktorym jeden z katow jest prosty i dwa boki
sg rowne.

17



boki Ly

réznoboczny

rownoramienny

rownoboczny

Podziat trojkgtow ze wzgledu na boki i kgty

ostrokagtny prostokagtny rozwartokagtny

nie istnieje nie istnieje

18

Zadania

o

Okresl, czy mozna zbudowac tréjkatng ramke z listewek o podanych
dtugosciach. Odpowiedz uzasadnij.

a) 17 cm, 34 cm, 17 cm b) 0,7 m, 0,9 m, 15,5 dm
d) 85dm,5dm,1,2dm d) 2 m,25 dm, 91 cm

Oblicz obwod trojkata o podanych dtugosciach bokéw. Okresl rodzaj
tego trojkata ze wzgledu na boki.

a) 17 mm, 1,7 cm, 0,017 m b) 12 cm, 370 mm, 4,5 dm
c) 3,5dm, 0,6 m, 35 cm d) 5,5 cm, 49 mm, 0,3 dm

Dtugosci bokow trojkata rownoramiennego sa wyrazone liczbami
naturalnymi. Obwoéd tego trojkata jest rowny 14 cm. Jakie moga by¢
dtugosci bokow tego tréjkata? Podaj wszystkie mozliwosci.



. Oblicz obwod trojkata rownoramiennego, w ktorym:

a) dwa boki maja dtugosci 3 mi 6 m,
b) podstawa ma 8 cm, a ramie stanowi 75% dtugosci podstawy,
c) kat przy podstawie ma 60°, a podstawa jest rowna 2 dm.

. Oblicz dtugos¢ podstawy trojkata rOownoramiennego, w ktorym:

a) obwod jest réwny 31 cm, a ramig jest o 2 cm dtuzsze od podstawy;
b) obwdd jest réwny 5,4 dm, a rami¢ ma 25 cm.

. Obwaod trojkata prostokatnego jest rowny obwodowi trojkata
rownobocznego. W trojkacie prostokatnym najdiuzszy bok ma 10 cm,
a kazdy nastepny jest o 2 cm krétszy od poprzedniego boku. Wyznacz
dtugos¢ boku trojkata rownobocznego.

. Okresl rodzaj trojkata
wyznaczonego przez liny
przymocowane od topu masztu
statku do dziobu 1 rufy, ktore

nachylone sa do poktadu pod
katem 45°,

. Wyznacz miary katow trojkata rownoramiennego, wiedzac, ze:

a) kat przy podstawie trojkata jest o 15° mniejszy od kata miedzy

¢ Wiadomosci Bartek Kontakt
ramionami,
_ Kt 30° dwi Twodc: Bartek:
b) jeden z katéw ma 80° (rozpatrz dwie mozliwosci). N e

sk ; : . s g %= Zrobitem rysunek,
. W trojkacie ABC kat BAC jest prosty. Oblicz miare kata ABC, jesli: ale nie wiem, co dalej

_ o mam zrobic.
a) kat ABC jest o 12° mniejszy od kata ACB,
b) kat ACB jest 5 razy wieckszy od kata ABC.

o
. Oblicz, ile stopni ma kat @. Amznqczy{»es’,
2 b 0 katy tréjkgta ABC

| ADB? To mi pomogto
w uzasadnieniu 3)

26°

Bartek:

e_vg Masz racje, teraz
% juz wiem, co zrobic.

Dziekuje )

2 / 

* Wewnatrz trojkata ABC zaznaczono dowolny punkt D. Uzasadnij, ze
kat ACB jest mniejszy od kata ADB.
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5.4 Cechy przystawania trojkgtow

Podejmij temat

Rysunek przedstawia fragment mozaiki.

Z jakich wielokgtow zbudowana jest ta

mozaika? Poréwnaj wielkosci wielokgtow,

ktére majq ten sam ksztatt. Co zauwazasz?

Mozaiki, wzory na tapetach, witraze czg¢sto sa zbudowane z figur majacych
taki sam ksztatt 1 taka sama wielkosc. Z figurami o tej wlasnosci spotykamy sie
tez na co dzien, np. kopiujac dokumenty, ptacac banknotami. Zwykle méwi-
my, ze figury sa takie same. Matematycy nazywaja je przystajacymui.

Figury przystajgce to figury,
ktore majq taki sam ksztatt | takg sama wielkoscé.

« Dwa odcinki sq przystajgce, gdy majqg

rowne dtugosci.

Jesh narysujemy na kartce papieru dwie figury przystajace 1 wytniemy je, to

- Dwa kota taj d | . - . 5 e . g .
B o e i e o bedziemy mogli jedna z nich tak potozy¢ na drugiej, zeby si¢ pokryty. Oto

rowne promienie. ‘ ; '
« Dwa katy sqg przystajgce, gdy majq kilka przyktadow figur przystajacych.

rowne miary.

1. Wielokaty na rysunku sa przystajace. Poréwnaj dtugosci ich bokow
1 katow. Co zauwazasz?
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Dwa wielokaty sq przystajqce, jesli odpowiadajqgce sobie boki sg rownej dtugosci
| odpowiadajgce sobie katy maja réwne miary.

a=a, a=a,
b=Db, L= 5
Ey =
d=d, 0 =0,

Jeslifigury F i F, sq przystajqce, to zapisujemy: F = F,
Czytamy: figura F jest przystajgca do figury F;.

Jesh chcemy skonstruowac trojkaty przystajace lub sprawdzi¢, czy narysowane trojkaty sa przystajace, mozemy sko-
rzysta¢ z wlasnosci przystawania trojkatoéw, zwanych cechami przystawania tréjkatow. Poznamy trzy cechy przysta-
wania trojkatow.

Przyktad 1

Skonstruujmy trojkat o bokach dtugosci: 1 cm, 3,5 cm, 4 cm.

Rysujemy prosta, na ktorej zaznaczamy odcinek AB | .

o dtugosci 4 cm. A 4 cm B

Kreslimy tuk okregu o srodku w punkcie A

1 promieniu 1 cm. \
AT

Kreshmy tuk okregu o Ssrodku w punkcie B -

i promieniu 3,5 cm. Punkty przecigcia si¢ tukow

oznaczamy przez C1 C;. 1'11 y ; :
cm
C

Rysujemy dwa tréjkaty spetniajace warunki zadania:
ABC 1 ABC,.

Skonstruowane trojkaty maja boki tej samej dtugosci.
O takich trojkatach powiemy, ze sa przystajace.
Zapisujemy: AABC = AABC,




2.

Pierwsza cecha przystawania trojkgtéow (bok, bok, bok)

b,

a=a,b=b,c=c

Jezeli boki jednego tréjkata majqg takie same dtugosci jak boki drugiego
trdjkata, to trojkaty sq przystajgce.

Skonstruuj dwa trojkaty o bokach dtugosci: 2,5 cm, 4 cm, 5 cm. Czy te trojkaty sa przystajace? Dlaczego?

Przyktad 2

Skonstruujmy trojkat o bokach dtugosci 2 cm 11,5 cm oraz o kacie miedzy tymi bokami o mierze 50°.

Rysujemy dwie proste przecinajace si¢ pod katem 50°. Punkt przecigcia
sie tych prostych oznaczamy przez A. Zaznaczamy dwa powstate katy
wierzchotkowe, z ktorych kazdy ma miare 50°.

Na ramionach zaznaczonych katow wierzchotkowych, lezacych na tej
samej prostej, odmierzamy odcinki odpowiednio AB 1 AB; o dtugosci
1,5 cm kazdy. W podobny sposéb odmierzamy odcinki AC 1 AC,

o dtugosci 2 cm kazdy.

t.aczymy odcinkami punkty A, B, C oraz A, B;, C; 1 otrzymujemy trojkaty
ABC1 AB,C,.

Narysowane trojkaty maja dwa boki tej samej diugosci 1 katy miedzy
tymi bokami maja takie same miary.
Trojkaty te sa przystajace: AABC = AAB,C,
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Druga cecha przystawania tréjkgtow (bok, kat, bok)

a4

a,

b,

a=a,b=b,a=a

Jezeli dwa boki jednego trojkata majg takie same ditugosci jak dwa boki
drugiego tréjkgta oraz kgty miedzy tymi bokami majag te sama miare,
to trojkaty sq przystajgce.

Przekatne réwnolegtoboku ABCD przecinaja si¢ w punkcie E. Korzystajac z wlasnosci réwnolegtoboku oraz
cechy przystawania trojkatow bok, kat, bok, wykaz, ze trojkaty AED i BEC sa przystajace.

Przyktad 3

Skonstruujemy trojkat o boku dtugosci 4 cm 1 katach przy tym boku o miarach rownych 30° 1 50°.

Rysujemy prosta, na ktorej zaznaczamy odcinek AB

o dtugosci 4 cm. Po obu stronach prostej wyznaczamy kat

o wierzchotku w punkcie A 1 mierze 30°, ktérego jedno ramie zawiera
odcinek AB.

Po obu stronach prostej AB wyznaczamy kat o wierzchotku w punkcie B
1 mierze 50°, ktorego ramie zawiera odcinek AB.

Ramiona narysowanych katow przeciely si¢ w punktach, ktére oznaczamy

przez C1.C,.

Otrzymalismy dwa trojkaty ABC oraz ABC,. Trojkaty te sa przystajace.
Zapisujemy: AABC = AABC,




Trzecia cecha przystawania tréjkatow (kat, bok, kat)

Cq

B .

a B

E=fa=aL =8,

Jezeli bok jednego trojkata ma takg sama diugosé jak bok drugiego trojkata,
a katy lezgce przy tych bokach majq takie same miary,
to trojkaty sq przystajagce.

4. W trdjkacie prostokatnym ABC kat BAC jest prosty. W trojkacie prostokatnym EFG kat FEG jest prosty.
Uzasadnij, ze jesli przyprostokatme AB 1 EF sa rowne oraz miary katow ABC 1 EFG sa rowne, to trojkaty ABC
i EFG sa przystajace.

Zadania

G Rozstrzygnij, ktore zdanie jest prawdziwe, a ktore fatszywe.

a) Kazde dwa prostokaty o réwnych obwodach sa przystajace.
b) Kazde dwa okregi o réwnych promieniach sa przystajace.
c) Jesli obwod kwadratu K jest rowny 20, to pole kwadratu przystajacego do kwadratu K jest rowne 25.

. Skonstruuj dwa trojkaty przystajace

a) o bokach dtugosci 4 cm, 5 cm, 7 cm.
b) o bokach 5 cm 14 cm oraz kacie miedzy tymi bokami o mierze 100°.
c) o boku dlugo$ci 5 cm 1 katach przy tym boku o miarach réwnych 30° i 60°.

Q Czy narysowane tréjkaty sa przystajace? Odpowiedz uzasadnij.
a)

5cm

ik 20° =207
4 cm 3 cm 3cm




Narysuj trojkat rownoramienny ABC taki, ze |AC| = |BC|. Uzasadnij,
ze wysokos¢ poprowadzona z wierzchotka C dzieli trojkat ABC na dwa

trojkaty przystajace.

Zbadaj, czy dwa trojkaty rownoramienne sa przystajace, wiedzac, ze:

a) obwdd jednego trojkata jest rowny 10 cm, a drugiego 0,9 dm,

b) kazdy z nich ma obwd6d réwny 18 cm (rozwaz rézne przypadki),

c) w jednym tréjkacie jeden z katéw ma 50°, a w drugim trdjkacie
jeden z katow ma 65° (rozwaz roézne przypadki).

W prostokacie KLMN wyznacz przekatne. Punkt przecigcia
przekatnych oznacz litera S. Wypisz cztery pary utworzonych
trojkatow przystajacych. Z ktorej cechy przystawania trojkatow
wynika, ze trojkaty sa przystajace?

Narysuj przekatne w rombie PRST 1 oznacz litera Z punkt przecigcia si¢
tych przekatnych. Wypisz cztery pary otrzymanych trojkatow przystaja-
cych. Z ktorej cechy przystawania trojkatow wynika ich przystawanie?

Narysuj trojkat rownoboczny 1 polacz srodki bokéw tego trojkata.
Uzasadnij, ze powstate trojkaty sa przystajace. Z ktorej cechy
przystawania trojkatow wynika, ze trojkaty sa przystajace?

Korzystajac z rysunku, wypisz trzy pary trojkatéw przystajacych.
W kazdym przypadku napisz, z ktorej cechy przystawania trojkatow
wynika, ze trojkaty sa przystajace.

a) D & b) H K G
ML/
O
N o)
"
A B E ] F
|AD| = |BCl, AB || DC HJ L EJ,FK 1 GK

Narysuj tréjkaty ABC i PRS, w ktorych |AB| = |PR| i IBC| = RS
oraz katy BCA i RSP sa rowne. Czy te dwa trojkaty sa przystajace?
Odpowiedz uzasadnij. Porownaj trojkaty swoje 1 kolegi lub kolezanki.

Narysuj trojkaty ABC i DEF, w ktérych |AB| = |DE| oraz katy BAC

i EDF maja te sama miare oraz katy BCA 1 EFD maja t¢ sama miare.
Czy te dwa trojkaty sa przystajace? Odpowiedz uzasadni). Porownaj
swoje trojkaty z trojkatami kolegi lub kolezanki.

Dwa trojkaty prostokatne maja rowne przeciwprostokatne. Jeden

z katow ostrych w pierwszym trojkacie ma miare 41°, a jeden

z katow ostrych w drugim trojkacie ma miare 49°. Czy te trojkaty sa
przystajace? Odpowiedz uzasadnij.

Jesli jeden z kqtow w trojkgcie
rownoramiennym ma miare 50°, moze
on by¢ zaréwno kgtem przy podstawie,
jak i miedzy ramionami. Otrzymamy

wtedy rézne trojkaty.



5.5 Twierdzenie Pitagorasaijego zastosowanie

Podejmij temat

Il kwadrat Nl kwadrat

| kwadrat

Il kwadrat

N\

| kwadrat

Il kwadrat

Przyjrzyj sie uwaznie rysunkom. Co mozesz powiedzie¢ o polu Ill kwadratu na kazdym z rysunkow?

Twierdzenie to kazde zdanie, ktérego

prawdziwosc¢ zostata udowodniona.

Pitagoras, grecki matematyk, zyt
w VI-V w. p.n.e. Jak swiadczq zachowa-
ne tabliczki z pismem klinowym, twier-
dzenie zwane twierdzeniem Pitagorasa
znane bylo Babiloriczykom na dtugo
przed Pitagorasem. Nie byt on odkryweq
tego twierdzenia, ale najprawdopodob-
niej je udowodnit. Dzis znamy ponad
300 dowoddw twierdzenia Pitagorasa.
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Na kazdym z rysunkéw w Podegmiy temat na bokach tréjkata prostokatnego
zbudowane sa kwadraty: I, II 1 IIl. Zauwaz, ze z kwadratéw I i II (po od-
powiednim rozcieciu i utozeniu) mozna zbudowaé kwadrat III. Zatem pole
kwadratu III jest rowne sumie pol kwadratow I 1 II. Mozemy to zapisaé na-

stepujaco:

Zwiazek pomigdzy polami kwadratow zbudowanych na bokach tréjkata pro-
stokatnego opisuje twierdzenie Pitagorasa, jedno z najstarszych 1 najwazniej-
szych twierdzen geometrycznych.

Twierdzenie Pitagorasa
Jezeli trojkat jest prostokatny, to suma pdl kwadratéw zbudowanych
na przyprostokgtnych jest réwna polu kwadratu zbudowanego na
przeciwprostokatnej.

Twierdzenie Pitagorasa mozna sformutowac tez inaczej: jezeli trojkat jest
prostokgtny, to suma kwadratéw dtugosci przyprostokatnych jest réwna
kwadratowi dtugosci przeciwprostokagtne;.

2+ b2 =2

B

a, b— przyprostokatne; c — przeciwprostokgtna

a



Korzystajac z twierdzenia Pitagorasa, mozemy obliczy¢ dtugo$c jednego
z bokow tréjkata prostokatnego, gdy znamy dtugosci pozostatych bokéw.

Przyktad 1

W trojkacie prostokatnym przyprostokatne maja diugosci a 1 b. Obliczmy dtugos¢ przeciwprostokatnej, jesli:
a) =20 cm, b=21 cm, b) a=4dm, b= 6 dm.

Sporzadzmy rysunek pomocniczy.

h?\ b

a) a=20cm, b =21 cm

a’+ b=’ Trojkat jest prostokatny. Skorzystajmy z twierdzenia Pitagorasa i obliczmy
dtugosc¢ przeciwprostokatne.

200+ 2> =¢ Podstawmy w miejsce liter odpowiednie liczby 1 wykonajmy obliczenia.

400 +441 = ¢’

841 = ¢

c =841 Zauwazmy, ze 292 = 841.

c=29

Dtugos¢ przeciwprostokatnej jest rowna 29 cm.
b) a=4dm,b=6dm

@+ B = Trojkat jest prostokatny. Skorzystajmy z twierdzenia Pitagorasa.
42+ 6% = ¢?

16 + 36 = ¢

52 = ¢?

c =152

c=v4-13 Wytaczmy czynnik przed znak pierwiastka.

c=213

Dhugosé¢ przeciwprostokatnej jest rtowna 2y13 dm.

1.  Oblicz diugos¢ przeciwprostokatnej w trojkacie prostokatnym, jesh
przyprostokatne maja podane dtugosci.

a) 3dmi4 dm b) 15cm18 cm
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2.

Przyktad 2

W trojkacie prostokatnym przeciwprostokatna ma dtugosc 37 dm. Jedna z przyprostokatnych ma 35 dm diugosci.
Obliczmy dtugos¢ drugiej przyprostokatne;.

g =37 dm
=35d

g LR

e
f

e+ fi=¢° Trojkat jest prostokatny. Skorzystajmy z twierdzenia Pitagorasa.
o+ 35> =37 Podstawmy w miejsce liter odpowiednie liczby 1 wykonajmy obliczenia.
ez + 1225 = 1369
e =144
e=12

Dtugosc drugiej przyprostokatnej tréojkata wynosi 12 dm.

Oblicz dtugos¢ przyprostokatnej k w trojkacie prostokatnym, jesh druga przyprostokatna m
1 przeciwprostokatna n tego trojkata maja odpowiednio podane dtugosci.

a) m=24cm,n=25cm b) m=5dm,n =10 dm

Wiecej na temat

Znajqc diugosci bokow trojkgta, mozemy sprawdzié, czy jest on prostokagtny. Stuzy nam do tego twierdzenie
odwrotne do twierdzenia Pitagorasa.

Jesli suma kwadratéw diugosci dwoch krotszych bokow tréjkata jest rowna kwadratowi dtugosci najdiuzszego
boku, to trojkat jest prostokqtny.
Sprawdzmy, czy trojkgt o podanych dtugosciach bokow jest trojkgtem prostokqtnym.

Q)

Q)

b)

3.

9cm,12cm, 15¢cm b) 6cm,10cm,12cm

92+ 122=81 + 144 =225 Obliczmy sume kwadratow dtugosci dwdch krétszych bokdw trojkata.
152 =225 Obliczmy kwadrat dtugosci najdtuzszego boku trojkata.

92+122=15° Trojkat o bokach: 9 cm, 12 cm, 15 cm jest tréjkagtem prostokgtnym.
6>+ 102=36 + 100 =136 Obliczmy sume kwadratéw diugosci dwdch krotszych bokdw trojkgta.
122=144 Obliczmy kwadrat dtugosci najdtuzszego boku trojkagta.

6%+ 10>+ 12> Trojkqgt o bokach: 6 cm, 10 cm, 12 cm nie jest trojkgtem prostokgtnym.

Sprawdz, czy trojkat o podanych dtugosciach bokow jest trojkatem prostokatnym.

a) 7cm, 9 cm, 13 cm b) 8 cm, 15 cm, 17 cm



Przyktad 3

Korzystajac z twierdzenia Pitagorasa, wyznaczmy diugos¢ przekatnej prostokata o bokach 10 cm 112 cm.

d=10cm
b=12 cm
b

a> + b* = d? Przekatna dzieli prostokat na dwa przystajace trojkaty prostokatne.
Skorzystajmy z twierdzenia Pitagorasa.

102+ 12%2=4° Podstawmy w miejsce liter odpowiednie liczby 1 wykonajmy obliczenia.

100 + 144 = 42

244 = d?

d =244
d=+4-61
d = 2161

Przekatna prostokata ma 2461 cm.

4. Oblicz dtugos¢ przekatnej prostokata, ktérego boki maja podane dtugosci.
a) 5cmil12 cm b) 6 dmi9 dm

Przyktad 4

Oblicz dtugos$c przekatnej kwadratu o boku a =7 cm.

Przekatna dzieli kwadrat na dwa przystajace trojkaty prostokatne
d rownoramienne. Oznaczmy przekatna kwadratu litera d.

i Obliczmy jej dtugosc, korzystajac z twierdzenia Pitagorasa.
a

a* + a* = d>

72+ 7%= P

49 + 49 = 4>

d=v2-49 Korzystamy z wtasnosci pierwiastkow.

d=7\2
Przekatna kwadratu ma 7\@ cm.

Jezeli bok kwadratu ma diugosé a, to dtugosc przekqtnej d tego kwadratu okreslona jest wzorem:
d=m\2

5.  Oblicz dtugos¢ przekatnej kwadratu, ktérego bok ma dtugosé:
a) 15 cm, b) V2 dm.



Przyktad 5

W czasie burzy ztamato si¢ drzewo. Jego ztamana czes¢ ma dtugosc¢ 10 m.
Wierzchotek drzewa lezy w odlegtosci 8 m od pnia. Oblicz wysokos¢
drzewa przed ztamaniem.

8 m

Oznaczmy przez x wysokosc¢ drzewa — od ziemi do miejsca ztamania.

N\

8
x2+ 8% =107 Mamy trojkat prostokatny, ktérego przyprostokatne maja 8§ m 1 x m,
x*+ 64 =100 a przeciwprostokatna ma 10 m. Skorzystajmy z twierdzenia Pitagorasa.
x2=100- 64
x> =36
x =136
xX=6
6+10=16

Wysokos¢ drzewa przed ztamaniem wynosita 16 m.

6. Drabing o dtugosci 5 m przystawiono do Sciany, tak jak na rysunku
obok. Odlegtosc¢ jednego konca drabiny od sciany jest rowna 3 m.
Oblicz wysokosc¢, do jakiej siega drabina.

A
'\

%
A

Zadania

. Czy poprawnie zapisano zwiazek zachodzacy miedzy dtugosciami bokéw narysowanych trojkatow?
Odpowiedz uzasadnij.

El) ﬂ2+b2=ﬁz b) y2+:,1(:2=z2 C) k2+a2=h2

b % - . j
B - | &
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. Dla kazdego z trojkatow zapisz zaleznos$c zachodzaca migedzy diugosciami jego bokow, wynikajaca
z twierdzenia Pitagorasa.

a) b) c)

B

a) b) c)

. Korzystajac z twierdzenia Pitagorasa, oblicz dtugosci bokow oznaczonych literami.

a) b) C)

" 26 15 a

B

12

ﬂ'

X ' 25 12

Oblicz dtugos¢ przeciwprostokatnej trojkata prostokatnego, jeshi przyprostokatne maja podane dtugosci.
a) 10dm 124 dm b) 9mi40 m c) 16 cm1i63 cm

Oblicz dtugosc jednej z przyprostokatnych trojkata prostokatnego, jesli druga przyprostokatna ma 30 cm,
a przeciwprostokatna ma 34 cm.

Przeciwprostokatna w tréjkacie prostokatnym ma 3,7 m, a jedna z przyprostokatnych jest od niej krotsza
0 2 dm. Oblicz dtugo$¢ drugiej przyprostokatne;.

Oblicz dtugosc przekatnej prostokata, ktorego jeden z bokow ma 6 cm, a drugi jest o 2 cm
dtuzszy.

Oblicz obwéd prostokata, ktorego przekatna ma 1,3 dm, a jeden z bokow jest od niej krotszy o 1 cm.
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< Wiadomosci Ola

Ola:
"’ Dopiero teraz
&~ zauwazylam,
jak czesto na co
dzien spotykamy
sie z tréjkgtami
prostokgtnymi.

A
Ja tez to zauwazytem.

Dobrze, ze juz umiemy

stosowac¢ twierdzenie

Pitagorasa i mozemy

policzy¢ diugosci bokdw
ch tréjkgtow.

Ola:
' Doktadnie!
[ S

Wezet to jednostka predkosci rowna
1 mili morskiej na godzing. 1 mila mor-
ska jest réwna w przyblizeniu 1852 m.
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. Oblicz dtugosci odcinkéw oznaczonych na rysunkach kolorem

niebieskim.

a) b)

Pewien odcinek ulicy Kasztanowe;
wylaczono z ruchu z powodu
remontu. O 1ile dtuzsza droge musi

ul Kasztanowa -

5, Dgote

-

dom
F-—=—-——-—=—==—-———— = ~ atkola
r :

=4 _ -

[wa]

]

e

f"

[}

pokonac uczen, aby dotrze¢ z domu e
do szkoty, idac ulica Brzozowa

1 Debowa, niz gdyby szedt ulica Kasztanowa? Potrzebne dane odczytaj
z rysunku.

Odlegtos¢ z miejscowosci K do potozonej na wschéd miejscowosci L
jest rowna 12 km. Odleglo$¢ z miejscowosci L do potozonej na péinoc
miejscowosci M jest rowna 16 km. Wykonaj rysunek pomocniczy

1 oblicz odlegtos¢ w linii prostej miedzy miejscowosciami K 1 M.

Z portu wypltynely jednoczesnie dwa

statki badawcze — jeden na poéinoc,

z predkoscia 24 weztdw na godzine,

drugi na wschod, z predkoscia 18

weziow na godzing. Jaka bedzie

odlegtos¢ migedzy statkami po dwoch

godzinach zeglugi? PORT

Wielkos¢ monitora okreslamy, podajac dtugosc jego przekatne

w calach. Jakie wymiary w centymetrach ma 20-calowy monitor, jesh
stosunek jego bokow jest rowny 4 : 3? Przyjmij, ze 1 cal = 2,54 cm.

W obliczeniach mozesz uzyc¢ kalkulatora. Wynik podaj z doktadnoscia
do 0,01 cm.



5.6 Trojkaty o kgtach 90°, 45°, 45° oraz 90°, 60°, 30°

Podejmij temat Na dzisiejsza lekcje Faktycznie.
mieliSmy przynies¢ Zauwaz, ze
ekierki. Spojrz, r6znia sie
twoja wyglada nie tylko
Inaczej niz moja. kolorami.

Przyjrzyj sie obu ekierkom. Jakie miary majq

katy niebieskiej ekierki, a jakie — czerwonej?

W tréjkatach o katach 90°, 45°, 45° oraz w trojkatach o katach 90°, 60°, 30° wystarczy zna¢ dtugosc¢ jednego boku,
aby obliczy¢ dtugosci pozostatych bokow.

Przyktad 1

W trojkacie prostokatnym jeden z katéw ostrych ma miare 45°, a przyprostokatna ma diugos¢ a. Obliczmy
diugosc przeciwprostokatnej tego trojkata.

Wykonajmy rysunek pomocniczy trojkata prostokatnego. Zaznaczmy
w nim kat prosty, kat ostry o mierze 45°, a jedna z przyprostokatnych
oznaczmy litera 4.

Jeshi trojkat jest prostokatny 1 jeden z jego katow ostrych ma miare
45°, to drugi kat ostry tez musi mie¢ miar¢ 45°. Zatem trojkat jest

rOwnoramienny.

Oznaczmy przeciwprostokatna litera c. Obliczmy jej dtugosé, korzystajac
z twierdzenia Pitagorasa.

2= 2+ g

= 20

c=a\2

W tréjkqcie o kgtach 90°, 45°, 45° i przyprostokqtnej o dtugoscia
przeciwprostokgtna jest rowna 2.
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1.

Oblicz dtugos¢ przeciwprostokatnej trojkata prostokatnego, ktorego jeden z katow ma 45°, a przyprostokatna
jest rowna:

a) 6cm, b) 32 cm.

Przyktad 2

W trojkacie prostokatnym ABC kat CAB ma 60°, a przyprostokatna AB jest rowna a. Obliczmy diugos¢
przeciwprostokatnej AC 1 przyprostokatnej CB tego trojkata.

Trojkat ABC jest prostokatny i kat CAB ma miarg¢ 60°, zatem kat ACB

ma miare 30°.

Narysujmy trojkat CBD przystajacy do trojkata ABC.

Kazdy z katow tréjkata ADC ma miar¢ 60°, czyli trojkat ADC jest
rownoboczny. Bok AC ma dtugosc 2a.

Obliczmy diugos¢ przyprostokatnej CB trojkata ABC. Oznaczmy odcinek
CB litera b. Korzystajac z twierdzenia Pitagorasa, mamy:

b2+ a2 = (2g)?
b2+ g2 = 442
b%= 32
b=m3

Zauwazmy, ze przyprostokatna CB trojkata prostokatnego ABC jest jednoczesnie wysokoscia trojkata
réwnobocznego ADC.

W tréjkacie o kagtach 90°, 60°, 30°, ktérego krotsza przyprostokgtna ma diugosé a,
przeciwprostokgtna ma dhugo$éé 24, a dhuzsza przyprostokgtna ma dhugosé ay3.

Wysokosé tréjkgta réwnobocznego o boku dtugosei 2a ma dhugosé ay3.

Oblicz wysokosc trojkata rownobocznego, ktorego bok ma dtugosc:
a) 8cm, b) 5V3 cm.

W trojkacie prostokatnym ABC kat CAB ma 60°, a przyprostokatna BC jest rowna b. Oblicz diugos¢
przeciwprostokatnej AC 1 przyprostokatnej AB tego trojkata.
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Zadania

Oblicz obwéd trojkata prostokatnego, ktorego jeden z katow ostrych ma miare 45°, a przyprostokatnma ma
diugosc¢:

a) 5cm, b) 8 dm, ¢) 32 dm, d) V10 dm.

Oblicz dtugosc boku kwadratu, ktérego przekatna jest rowna:
a) 5V2 cm, b) 4 cm, ¢) V6 dm, d) 3v14 dm.

Oblicz dtugosci bokow oznaczonych literama.

' \ b) g b
y m
B

Oblicz obwody narysowanych trojkatow.

W trojkacie prostokatnym jeden z katéw ma miare 60°. Krotsza przyprostokatna ma dtugos¢ 12 cm.
Oblicz obwod tego trojkata.

W tréjkacie prostokatnym jeden z katéw ma miare 60°. Dtuzsza przyprostokatna ma dtugosé¢ 8y3 dm.
Oblicz obwod tego trojkata.

W tréjkacie prostokatnym jeden z katéw ma miare 30°, a przeciwprostokatna ma dtugos¢ 4 cm.
Oblicz dtugosci pozostatych bokow tego trojkata.
Oblicz wysokosc¢ trojkata rownobocznego, ktorego bok ma diugosc:

a) 1, b) 12, c) V6, d) 10V3,
e) a, f) 4d, o) my3, h) 2V6k.

Oblicz dtugosc boku trojkata rownobocznego, ktorego wysokosc jest rowna:

a) 43, b) 2, c) V15, d) 6,
e) ?e, f) 2b, ) kV6, h) 10v3s.



5.7 Dowodzenie w geometrii (cz. 1)

Podejmij temat U
Czy z tych trojkatow uda
mi si¢ utozy¢ trapez?

A ty jak sqdzisz?

Gdy uzasadniamy pewna wlasnos¢ figur geometrycznych, korzystajac z innych znanych juz wiasnosci, to méwimy;
ze ja udowadniamy. Czgsto dang wlasnos¢ mozna udowodnic¢ na kilka sposobow.

Przyktad 1

Punkty K i L sa odpowiednio §rodkami ramion AC i BC trojkata rownoramiennego ABC. Udowodnijmy,
ze |BK| = |ALI.

C Trojkat ABC jest rtownoramienny i |[AC| = [BC|. Punkty K i L sa
odpowiednio §rodkami ramion AC i BC, wiec |AK| = |IBL| i katy KAB
1 ABL maja rowne miary. Na mocy cechy przystawania trojkatow bkb
(bok, kat, bok) trojkaty ABK 1 ABL sa przystajace.

Zatem: |BK| = |AL|

1. Odcinki AS 1 BP sa odpowiednio wysokosciami trojkata ostrokatnego rownoramiennego ABC, w ktérym
|AC| = |IBC|. Udowodnij, ze |AS| = |BP!.

36



Przyktad 2

Katy trojkata oznaczono odpowiednio: @, 81 7. Udowodnijmy, ze suma miar katow @ i 8 jest rowna mierze
kata przylegtego do kata 7.

Sporzadzmy rysunek.

a+ B+ =180° Suma miar katéw wewnetrznych

vﬂ a+f = 180 trojkata jest rowna 180°,

-

v +0 = 180° Katy 7 1 0 sa katami przylegtymi.
Stad o + 8 = 0.

Udowodnili§my, ze suma miar katow @ i £ jest rbwna mierze kata przylegtego do kata 7.

2. Udowodnij, ze suma miar katow lezacych przy tym samym ramieniu trapezu jest rowna 180°.

Przykiad 3

W réwnolegtoboku ABCD bok AB jest dwa razy diuzszy od boku AD. Punkt E jest srodkiem boku AB.
Udowodnimy, ze trojkat DEC jest prostokatny.

Sporzadzmy rysunek. Oznaczmy kat DAB przez @, kat ABC przez 3 D C
i1 kat DEC przez 7.
|AD| = |AE| bo |IABl=2"-|ADI|i|AB| =2 - |AE| 5
a

Trojkat AED jest rownoramienny. Z wlasnosci trojkata A E B
rownoramiennego wiemy, ze katy AED 1 ADE maja jednakowe miary

, _180"—&'_900_g
rowne: ——— = >

|[EB| = |BC| bo |IAB| =2 - |EB| i |AB| =2 - |BC|

80°-B8 _ qno . B
2 =90 2

Trojkat EBC jest rownoramienny. Katy BCE 1 BEC maja jednakowe miary rowne: L
Suma miar trzech katow AED, DEC i CEB jest rowna 180°.

Zatem; 900—% o+ 90°—§ = 180°
_atp
B

W réwnolegtoboku suma miar katéw lezacych przy jednym boku jest réwna 180°, czyli @ + 5 = 180°.
Zatem kat DEC ma miar¢ 90°. Udowodnilismy, ze trojkat DEC jest prostokatny.

3. Kat ABC trapezu rownoramiennego ABCD ma miare 60°. Przekatna AC dzieli kat DAB na dwa katy
o jednakowych miarach. Udowodnij, ze trojkat ABC jest prostokatny.
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Przykiad 4

Udowodnijmy, ze suma miar katow wewnetrznych pieciokata wypuktego jest réwna 540°.

Narysujmy pieciokat ABCDE. Suma miar katéw wewnetrznych E
pieciokata jest rowna sumie miar katow: ABC, BCD, CDE, DEA i EAB.

Narysujmy przekatne AC 1 AD.

Miara kata EAB jest rowna sumie miar katow EAD, DAC 1 CAB.
Miara kata BCD jest rowna sumie miar katow BCA 1 ACD.
Miara kata CDE jest rowna sumie miar katow (DA 1 ADE.

Stad suma miar katow pieciokata jest rowna sumie miar katow: ABC,
BCA, ACD, CDA, ADE, DEA, EAD, DAC 1 CAB.

Przekatne AC 1 AD podzielily pigciokat na trzy trojkaty: ABC, ACD 1 ADE.

Katy ABC, BCA 1 CAB s3 katami trojkata ABC, czyli suma ich miar jest rowna 180°.
Katy ACD, CDA 1 DAC sg katami tréjkata ACD), czyli suma ich miar jest rowna 180°.
Katy ADE, DEA, EAD sa katami tréjkata ADE, czyli suma ich miar jest rowna 180°.

Czyli suma miar katow pieciokata jest rowna: 180° + 180° + 180° = 540°

Udowodnilismy, ze suma miar katow wewnetrznych pigciokata wypuktego jest rowna 540°.

4. Udowodnij, ze suma miar katow wewnetrznych czworokata wypuktego jest rowna 360°.

Zadania

. Punkt S jest punktem przeciecia si¢ wysokosci AL 1 BK tréjkata rownoramiennego ostrokatnego ABC,
w ktérym |AC| = |BC|. Udowodnij, ze |SK| = [SLI.

) W wapezie ABCD na ramieniu BC obrano punkt E taki, ze IBE| = |[EC|. Prosta DE przecina prosta AB
w punkcie F. Udowodnij, ze trojkaty DCE 1 EBF maja rowne obwody.

. W trojkacie rownoramiennym ABC §rodki bokow oznaczono odpowiednio przez K, L, M. Udowodnij,
ze trojkat KLM jest tez rownoramienny.



Q }T Udowodnij, ze suma katow

@, B, 7 i 0 zaznaczonych na < Wiadomogei Ola

rysunku jest réwna 360°. Ola:
' Potrafisz wykonad
~ zadanie5?

Ja: p:
Zaznacz katy —,
wierzchotkowe.

' W tréjkacie prostokatnym ABC z wierzchotka kata prostego
poprowadzono wysokos¢ BD. Udowodnij, ze w trojkatach ABC, ABD
1 BCD odpowiednie katy sa sobie rowne.

d ) W trapezie prostokatnym ABCD, w ktérym AB || CD, AD 1L CD Ola:
i |AD| = |CDI, przekatna AC tworzy z ramieniem BC kat prosty. P Dzickuje
Udowodnij, ze |ABI = 2ICDI. < zapomoc.

f Na ramionach AB i AC trojkata rownoramiennego ABC zbudowano
na zewnatrz trojkaty rownoboczne ABD 1 ACE. Wiadomo, ze kat ABC
ma miar¢ 40°. Udowodnij, ze trojkat AED jest rozwartokatny.

W tréjkacie rGwnoramiennym ABC, w ktérym |AC| = |CB|

1 kat CAB ma miare &, na boku AB obrano takie dwa punkty KiL,
ze |AK| = |[KC| = |KL| = |LBI, tak jak na rysunku obok.

Udowodnij, ze kat KLC ma miare 2¢.

C

A K L B

{ » Udowodnij, ze czworokat, ktérego wierzchotkami sa srodki bokéw
rombu, jest prostokatem.

> Narysuj pigciokat z jednym katem wewnetrznym wklestym, a potem
drugi pigciokat z dwoma katami wklestymi. Poréwnaj swoja prace

z praca kolegi lub kolezanki. Zastanow si¢, czy moze istniec taki
pieciokat, ktory ma wigcej niz dwa katy wewnetrzne wkleste.

Udowodnij, ze suma miar katow wewnetrznych szesciokata wypuktego
jest rowna 720°,

Udowodnij, ze suma miar katow wewnetrznych n-kata wypuktego jest
réwna (n —2) -+ 180°.
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Podsumowanie dzialu 5

. Wazne pojecia

katy wypukie katy odpowiadajqce katy naprzemianlegte figury przystajagce
cechy przystawania tréjkgtow twierdzenie Pitagorasa dowdd

. Katy odpowiadajace
Proste a 1 b sa rownolegle
a,= P a= P,
a;= f3; =B,

. Katy naprzemianlegle
Proste a 1 b sa rownolegte
a,=p 3 a, =P,
a5 =B, a, =,

. Cechy przystawania trojkatow

e cecha: bok, bok, bok ® cecha: bok, kat, bok ® cecha: kat, bok, kat
a
\dy/
: b / by
/a\
a a
a=a,b=b,c=¢q a=a,a=a,b=b
. Twierdzenie Pitagorasa
Jezeli trojkat jest prostokatny, to suma kwadratow diugosci . c 2R 2
przyprostokatnych jest rowna kwadratow1 diugosci
przeciwprostokatne;. “
a

@ Trojkat o katach 90°, 45°, 45°

W tréjkacie o katach 90°, 45°, 45° 1 przyprostokatnej o diugosci a
przeciwprostokatna ma dtugo$¢ ay2.




@ Trojkat o katach 90°, 60°, 30°

W trgjkacie o katach 90°, 60°, 30°, ktorego krotsza przyprostokatna
ma dtugo$¢ a, przeciwprostokatna ma dtugosc¢ 24, a dtuzsza przypro-
stokatna ma dtugosé a\/3.

Czy jui umiesz?

o Dane sa katy: @ =90°, 8 = 180°, ¥ = 270°, 0 = 360°. o Dwa katy wewnetrzne trojkata ABC maja miary

Ktory z tych katow jest katem wklestym? 74°1 32°, Zatem trojkat ABC jest trojkatem
A« B. B A. rozwartokatnym réwnoramiennym.
C. 7y D. 6 B. rozwartokatnym r6znobocznym.

_ . - C. ostrokatnym rownoramiennym.
o F%W a@ip . k_ELtaml prz?flegfyml. Miara kata D. ostrokatnym réznobocznym.
jest o 34° mniejsza od miary kata @. Kat @ ma

miare o W ktorym z przyktadow zapisano poprawnie
A. 146° B. 112° zaleznos¢ miedzy dtugosciami bokow trojkata?
C. 107° . 75° A. b B. b
o Katy @ i /8 sa katami wierzchotkowymi. Wobec tego a - a -
A. katy @ i § maja jedno ramie wspolne.
B. jesh jeden z katow jest katem wypuktym, 24 2= B2 R+R2=g2
to drugi jest katem wklestym. C . D .
C. suma miar katow @ 1 £ jest zawsze réwna 180°. ' y ' y
D. katy @ i 8 maja taka sama miare. b ’ -
b
o Ktore z ponizszych odcinkéw moga by¢ bokami
trojkata? b2+ 2= g2 P+ =2
A= u=s 050 o W tréjkacie prostokatmym przeciwprostokatna ma

B.a=2,b=3¢=5
C.a=2,b=4,c=6
D.a=2,b=4,¢c=5

dtugosc¢ 10 cm, a jedna z przyprostokatnych jest
0 4 cm krotsza od przeciwprostokatnej. Druga
przyprostokatna ma diugos¢

o Ktore z ponizszych miar moga by¢ miarami katow A. 4 cm B. 5cm
wewnetrznych trojkata? C. 6 cm ) 8o
&, 1287 328, 25° .. el .
B, 45°, 46°, 88° o Trojkat prostokatny moze miec boki o diugosciach:
C..912 10079 A. 45,8 B. 4,11,13
D. 66°% 177, 87° (.5, 12,13 D. 6,7,10
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Trojkatem prostokatnym jest trojkat, ktérego boki
maja dtugoscr:

A.5cm, 0,5dm,50mm B. 9cm,4 dm, 41 cm
C.05dm,7cm, 4l mm D. 2cm, 0,1 dm, 26 mm

Od godziny 8:00 wskazowka godzinowa obrocita
sic o kat 140°. Ktora godzine wskazuje zegar? Jaka
jest miara kata wypukiego, ktory tworza wskazowki
zegara o godzinie 19:20?

Ro6znica miar katow przylegtych stanowi 3 miary

kata prostego. Wyznacz miary tych katow.

Katy @, 3, ¥ pewnego trojkata spetniaja warunek:
2a + 23 = 3y. Wyznacz miare kata 7.

Kat @ ma miare 6,2 razy wigksza niz kat do niego
przylegly. Jaka miare ma kat @?

Podaj miary zaznaczonych katow:

a) b) \
11398\

128 A
475 ., ) a/r )
W tréjkacie ABC kat ABC jest o 20° wigkszy od

kata CAB, a kat BCA jest o 20° wigkszy od kata
ABC. Oblicz miary katow tego trojkata.

W tréjkacie prostokatnym ABC kat przy
wierzchotku C ma miare 27°. Z wierzchotka kata
prostego B tego trojkata poprowadzono wysokos¢
BD. Wyznacz miary katow trojkata ABD.

Na przeciwprostokatnej BC trojkata prostokatnego
rownoramiennego ABC obrano taki punkt D, ze
kat DAB jest rowny 50°. Ktore z ponizszych zdan
sq prawdziwe?

a) Kat ABD ma miare 45°,

bh) Kat CAD ma miare 45°,

c) Trojkat ADC jest rozwartokatny.

d) Trojkat ABD jest rownoramienny,

e) Katy ADB i ADC sa katami przylegtymi.
f) Katy DAB 1 DAC sa katami przylegtymi.
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Q Ocen prawdziwosc podanych zdan. Zapisz

w zeszycie litere P, jesh zdanie jest prawdziwe,
albo E jeshi jest fatszywe.

a) Kazdy trojkat rownoboczny jest rtwnoramienny.

b) Istnieje trojkat, ktéry ma dwa katy rozwarte.

c) W kazdym trojkacie przynajmniej dwa katy sa
ostre.

d) Kazdy trojkat rownoramienny jest
rownoboczny.

e) Istnieje trojkat prostokatny réwnoboczny.

f) W kazdym tréjkacie prostokatnym suma miar
katow ostrych jest rowna 90°.

Miara jednego kata w trojkacie ABC jest rowna

1 ; : ; :
3 miary drugiego kata, a miara trzeciego kata jest

0 25% wieksza od sumy miar tych dwoch katow.

Oblicz miary katow w tym trgjkacie.

Czy trojkat rownoboczny o obwodzie 0,33 m jest
przystajacy do trojkata rownobocznego, ktorego
bok ma dtugosc 1,1 dm? Odpowiedz uzasadnij.

W dwaéch trojkatach prostokatnych
przeciwprostokatna ma 13 cm dtugosci. Jeden

z katow w jednym trojkacie ma miare 28°,

a w drugim trojkacie jeden z katoéw ma miare 62°.
Czy te trojkaty sa przystajace? Odpowiedz uzasadnij.

Na ramionach AB i1 AC tréjkata rownoramiennego
ABC, w ktorym kat ABC ma miare 50°,
zbudowano na zewnatrz trojkaty rownoboczne
ABD i ACE. Nastepnie narysowano trojkat ADE.
Uzasadnij, ze tréjkat ADE jest rownoramienny.
Oblicz miary katéw trojkata ADE.

W tréjkacie rownoramiennym rami¢ ma 5 cm,

a kat przy podstawie jest rowny 80°. Czy trojkat
ten jest przystajacy do trojkata rownoramiennego
o boku 5 cm 1 kacie przy podstawie rownym 20°?
Odpowiedz uzasadnij.



6. Wyrazenia algebraiczne

:
':.

Fstieiiy

Pedzel kosztuje 12 z, puszka farby 57 zt, a watek 20 zt.
lle zaptaci mezczyzna za 2 pedzle? A ile ztotych zaptaci za zakup x pedzli?

lle ztotych zaptaci mezczyzna za zakup y puszek farby?
Jak zapisa¢ catkowity koszt zakupu x pedzli, y puszek farby i jednego watka?

Aow N~



6.1 Zapisywanieiodczytywanie wyrazen algebraicznych

Podejmij temat

Anita zapisata na tablicy wzory na obwody

i pola niektorych figur ptaskich. Czy potrafisz

odczytac wszystkie wyrazenia?

Literowe oznaczenia dla wielkosci nie-
wiadomych stosowat juz starozytny
mysliciel Diofantos. Za ujednolicenie
i wzbogacenie symboliki w dziedzinie
algebry Francois Viete (czytaj: fransua
wijet), zyjgey w latach 1540 1603, zyskat
okreslenie ojca wspdiczesnej algebry.
Wprowadzony przez niego rachunek li-
terowy zaczeto powszechnie stosowac,
co spowodowato znaczny rozwoj alge-
bry, ktdora stata sie jedng z najwazniej-
szych dziedzin matematyki.

Wyrazenia, w ktdrych obok liczb, znakow dziatan i nawiasow wystepuijaq litery,
nazywamy wyrazeniami algebraicznymi.

Przyktadami wyrazen algebraicznych sa:
D =6 i c:m
ab? @a—b)4—-d ct—(1+de)

Litery, ktdre wystepuja w wyrazeniu algebraicznym,
nazywamy zmiennymi.

W ponizszych wyrazeniach zmienne zaznaczone sa kolorem zielonym.
12+ x ab—7 4d — (w + 3k)
22 —8 m3 + 11(n2 - o) st2: (3r +7¢)

Wyrazenia algebraiczne maja bardzo szerokie zastosowania praktyczne. Za
ich pomoca mozna na przyktad zapisywac¢ wzory chemiczne czy fizyczne,
tworzy¢ algorytmy wykorzystywane w informatyce.



1.

Przyktad 1

Zapiszmy w postaci wyrazenia algebraicznego obwody podanych figur.

1 1 1 b) 1 1 1 1 1

1 1 1 Zauwazmy, ze figura zbudowana jest z trojkatow rownobocznych, kazdy

w o boku dtugosci 1.
Obwod tej figury jest rowny 7/ - 1 + 2.

1 | 1 1
Gdy zbudujemy w ten sam sposob figure z n tréjkatéw rownobocznych,
to jej obwod bedzie rowny n 1 + 2.
b) 1 1 1 1 1 Figura zbudowana jest z kwadratéw, kazdy o boku dtugosci 1.
1 1 Obwad tej figury jest rowny 5 - 2 + 2.
1 1 1 1 1 Gdy zbudujemy w ten sam sposob figure z n kwadratow, to jej obwod
bedzie rowny n « 2 + 2,
c) LI 1 LAJ 1 LAd Figura zbudowana jest z pieciokatow, kazdy o boku dtugosci 1.
1 1 Obwad tej figury jest rowny 5 - 3 + 2.
g el i Gdy zbudujemy w ten sam sposob figure z n pigeciokatow, to jej obwaod
bedzie rowny m + 3 + 2.
Z jakich wielokatéw zbudowana jest figura, ktérej obwdd opisany jest za pomoca wyrazenia 1 - 4 + 2 (przy

zatozeniu, ze wszystkie boki tego wielokata maja dtugo$é 1)?

Przy zapisywaniu wyrazen algebraicznych nalezy przestrzegac¢ podanych nizej zasad.

1.  Znak mnozenia (kropke) zwykle pomijamy, jezeli nie znajduje si¢ 5-x=>5x
przed liczba. 3:(7-a)=3(7-a)
2. W iloczynie liczby 1 litery (lub kilku liter) na pierwszym miejscu a-(—6)-b=—6ab
zapisujemy liczbe.
3.  Znak dzielenia (dwukropek) mozemy zastapi¢ kreska utamkowa. 4+k:(1-¢t= %f
Wyrazenia algebraiczne maja swoje nazwy, podobnie jak wyrazenia arytmetyczne,
x+y 7—a 2x ? x> Va
suma roznica loczyn loraz kwadrat plerwiastek

Nazwe wyrazenia algebraicznego okresla to dziatanie,
ktore nalezy wykonac jako ostatnie zgodnie z kolejnoscig wykonywania dziatan.



Nazywanie tych wyrazen
wydaje sie¢ skomplikowanie.
Duzo lepiej mi idzie
zapisywanie wyrazen na
podstawie nazwy.

Nie jest to takie trudne,
wystarczy opisa¢ dziatania,

tylko w odwrotnej kolejnosci.

Jak poéwiczysz, na pewno
bedzie ci lepiej szto.

Przyktad 2

Zapiszmy, jak nalezy odczytac podane wyrazenia algebraiczne.

a) 5(x—vy) b) Sx—~y c) ﬂ—;b

d) S +yp e) @1 ) @+3)b-2)

a) 5(x—y) iloczyn liczby 5 i réznicy liczb x iy

b) 3x—y réznica potrojonej liczby x 1 liczby y

c) % iloraz r6znicy liczb a1 b i liczby 8

d) %(x A potowa kwadratu sumy liczb x iy

¢l gr=h roznica sze$cianu liczby 4 1 kwadratu liczby b

) @+3)b-2) iloczyn sumy liczb a i 3 oraz r6znicy liczb b i 2

2.  Zapisz, jak nalezy odczyta¢ podane wyrazenia algebraiczne.

a) 6+ abc b) 2a—b):7 c¢) x2—2x d x—-1)x+1)

Przykiad 3

Zapiszmy w postaci wyrazenia algebraicznego.

a) iloczyn liczby 6 i roznicy liczb x 12

b) suma podwojonej liczby m 1 potrojonej liczby k
c) kwadrat réznicy liczba 17

d) iloraz sumy liczb aib i liczby 11

a) 6(x—2) b) 2m + 3k c) (@a—7)7? d @+b:11

3. Zapisz w postaci wyrazenia algebraicznego.

a) polowa liczby k b) liczba x zwigkszona o 7

c) potrojona liczba m d) kwadrat sumy liczb mik

e) kwadrat liczby z f) trzecia potega liczby x
Zadania

. Odczytaj podane wyrazenia algebraiczne.

a) m—0,5 b) a*> +2a c) %x+2 d) By)°

¢) Va+6 £ == 9 (2 h) 2+




. Zapisz za pomoca wyrazenia algebraicznego:

a) taczna liczbe noég a kur, b owiec i ¢ kaczek,

b) taczna liczbe két s samochodéw i m motocykli,

¢) warto$¢ zakupu p lizakéw po 1,2 zt za sztuke i t batonéw po 89 gr
za sztuke,

d) taczna dtugosé rurociagu ztozonego z k rur o dtugosci 2,5 mip rur
o dtugosci 175 cm,

e) taczna dtugo$é drogi przejechanej w ciagu t; godzin ze Srednia

predkoscia 60 < i £, godzin ze §rednia predkoscia 65 .

‘ Zapisz obwod kazdej figury w postaci wyrazema algebraicznego.

a) 2% b) P "
z " p ’

. Przeczytaj podane informacje, a nast¢pnie zapisz za pomoca
wyrazenia algebraicznego odpowiedzi na postawione pytania.

a) Czas pobytu ucznia w szkole to p godzin. Ile to minut?

b) Czekolada kosztuje n ztotych. Ile to groszy?

c) Stanistaw ma k cm wzrostu. Ile to metrow?

d) Litr soku w kartonie kosztuje k ztotych, a w szklanej butelce jest
o 1,50 zt drozszy. Jaka jest cena soku w szklanej butelce?

e) Agata ma X lat, a Jakub jest od niej o 4 lata starszy. Ile lat maja
razem Jakub 1 Agata?

f) Pani Jadzia kupita 2 kg jabtek w cenie n zt za kilogram oraz 3 kg
ziemniakow w cenie ¢ zt za kilogram. Ile ztotych zaptacita za
zakupy?

‘ Zapisz za pomoca wyrazen algebraicznych:
a) sume trzech kolejnych liczb naturalnych, z ktérych n jest liczba

najmniejsza, Warto zapamietad:
b) sume dwéch leejny(:h liczb parzystych, n —liczba naturalna
c¢) sume trzech kolejnych liczb nieparzystych,

e) liczbe podzielna przez 3.

2n — liczba parzysta
2n + 1 - liczba nieparzysta

* Liczba n jest liczba naturalna, r6zna od 0. Uzasadnij, ze wyrazenie:
a) 3n + 1 opisuje liczbe, ktéra po podzieleniu przez 3 daje reszte 1,
b) 10mn + 7 opisuje liczbe, ktéra po podzieleniu przez 10 daje reszte 7.

* Opisz za pomoca wyrazenia algebraicznego liczbe naturalna, ktéra po
podzieleniu przez 6 daje reszte 2.
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6.2 Obliczanie wartosci liczbowej wyrazenia algebraicznego

Podejmij temat

Czy potrafisz zapisa¢ wzdr, wedtug ktdrego
mozna obliczy¢ obwdd chodnika ztozonego
z n elementéw? Oblicz obwdd chodnika
utozonego z 10 elementdw.

Czy potrafisz zapisaé wzdr, za pomocqg
ktorego mozna obliczy¢ pole powierzchni
chodnika zbudowanego z n elementdow?
Oblicz pole powierzchni chodnika ztozonego

7 9 takich elementow.

Pan Edward uktada chodnik z jednakowej wielkosci rdznokolorowych elementdw,
tak jak na rysunku. Kazdy element jest ztozony z trzech kwadratowych plyt o boku

dtugosci 0,3 m.
1 2 3

Podczas podstawiania liczb w miejsce
zmiennych pamigtajmy o umieszczaniu
ich w nawiasie, zwtaszcza gdy

podstawiamy liczbe ujemna.

W poprzednim temacie przypomnieliSmy, w jaki sposob zapisujemy wyraze-
nia algebraiczne oraz w jaki sposob je nazywamy.

Przypomnijmy teraz, jak obliczamy wartosc¢ liczbowg wyrazenia algebraicz-
nego dla danej liczby.

Przyktad 1
Obliczmy warto$¢ liczbowa wyrazenia algebraicznego: (3a — b) + 42 dla
a=-2ib=—.

Aby obliczyc¢ wartos¢ liczbowa danego wyrazenia algebraicznego,

w miejsce litery 2 wstawiamy liczbe —2, a w miejsce litery b — liczbe —%:
_ 2 _[a. (o _[_1 A2 — 1 __r2 __12
Ba—b)+a (3 (—2) (3))+(2) (—6+3)+4 53+4 13

Wartos¢ liczbowa tego wyrazenia algebraicznego dlaga=-21b = g

: , 2
jest rowna —15 .

Wartosé liczbowa wyrazenia algebraicznego
dla danych liczb to wynik dziatania, ktére otrzymujemy,
gdy w miejsce liter wstawimy liczby, a nastepnie wykonamy obliczenia
zgodnie z zasadq kolejnosci wykonywania dziatan.

1.  Oblicz wartosci iczbowe podanych wyrazen algebraicznych.

a) x+1dlax=-1, b) y-7-x) dlax=— iy=—4



Wiecej na temat

Do danego wyrazenia algebraicznego nie zawsze mozna podstawi¢ dowolng liczbe w miejsce zmiennej.

Na przyktad dla x = 2 wyrazenie —_ hie ma sensu liczbowego.

e

Istotnie, jesli w miejsce zmiennej x podstawimy 2, to mianownik rozpatrywanego utamka bedzie réwny 0.
Wiemy jednak, ze mianownik utamka nie moze by¢ rowny 0. Zatem liczby 2 nie mozemy podstawi¢ w miejsce x.

2

- (8

Wskaz wyrazenie, ktore dla a = —4 nie ma sensu liczbowego.
A.4+a B. 4(a + 4) C.4:(a+4 D.(a+4):4
Jakie liczby trzeba wstawi¢ w miejsce X w wyrazeniu %, aby otrzymac wartosci:
a) wicksze od 1, b) dodatnie i mniejsze od 1,
¢) mniejsze od —1, d) ujemne i wieksze od —1?
Przyktad 2

Szwajcarski matematyk, Leonard Euler (czyt. ojler), podat wzér na
wyznaczanie niektorych liczb pierwszych: n? + n + 41, gdzie n jest
liczba naturalna, mniejsza od 40. Wyznaczmy, korzystajac z tego
wzoru, kilka liczb pierwszych.

n=0 0?+0+41 =41
n=1 124+ 1+ 41 =43
n=2 22+24+41 =47
n=238 382+ 38 +41 =1523
n=39 392 + 39 + 41 = 1601

Znalezione liczby pierwsze to: 41, 43, 47, ..., 1523, 1601.

4. Korzystajac ze wzoru Eulera, podanego w przykiadzie 2, znajdz trzy
liczby pierwsze wigksze od 100.

Zadania

ﬂ? Oblicz wartos¢ wyrazenia algebraicznego 100x + 10y — z dla:

a) x=3,y=2,z=75,
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Pole tréjkgta o bokach diugosci a, b, ¢
wyraza sie wzorem:

S =\plp - ap - b)p —c), gdzie p oznacza

potowe obwodu tréjkata, tj. p = %{a +b+0)
Jest to wzor Herona.

Heron z Aleksandrii (I w. n.e) to grecki
matematyk, fizyk, wynalazca i konstruk-
tor. W swoich dzielach przedstawit zna-
ne wowczas wzory matematyczne doty-
czqce pol i obwodow figur.

Czy potrafisz obliczy¢ pole trojkgta
o bokach diugosci: 3 cm, 4 cm, 5 cm,
korzystajgc ze wzoru Herona?



. Oblicz wartos¢ wyrazenia algebraicznego.

BMI (ang. Body Mass Index) jest wskaznikiem
masy ciata, ktory pozwala ocenic, czy cztowiek ma

a) 3:2—11a—-6 dlaga=-2
2 prawidiowa mase ciata. Wskaznik BMI liczymy
b} &%= dla x== m . .
3 wedtug wzoru: BMI =~ gdzie m — masa ciata

c) vaz+11 dlaa=-5 w kilogramach, w — wzrost w metrach. Korzystajac
d (1+x:x dla x = 0.75 z informacji w tabeli, ocen, czy podane osoby
0 lab dlag=24ib=-5 n"laja:. m'E{:Lr:ﬂ.ﬂuragt;,i nadwage, otytosc, czy ich masa

2 ciata jest w normie.
f) x—-ylx+y) dlax=-1liy=5

2 .
) (% xzy) dla x = —% 1y = 3% BMI Masa ciala
= 18,4 lub mniej niedowa

by 2= dla =L iym—i , o0

L “ 185249

: . norma
Michat kupﬂ 135 kg mﬂndﬂ.rYHEk PO X ghza.l kg 25-299 nudwagu
oraz 75 dag winogro tza 1 kg
5 gronpoyziza L g 30-349 | st. otytodci

a) Podaj wzor, za pOTGES k'tDI‘EgD mozna obliczy¢ 35399 ot oryloor

taczny koszt zakupow Michata.
b) Podaj wzor, za pomoca ktérego mozna obliczy¢, e iy dhyoo

ile ztotych reszty otrzymat chiopiec, ptacac
banknotem dwudziestoztotowym.

c) Oblicz warto$¢ zakupdw i reszte, przyjmujac:
x=4,80z1y=6,60z.

Na zajecia szkolnego klubu sportowego uczeszcza
d dziewczat 1 0 5 chtopcéw wigcej niz dziewczat.
Pewnego dnia na zajecia nie przyszto 3 chtopcow
12 dziewczyny. Opisz za pomoca wyrazenia
algebraicznego liczbe:

a) dziewczat obecnych tego dnia na zajeciach,
b) chtopcéw obecnych tego dnia na zajeciach.

W medycynie do obliczania pola powierzchni skory
czlowieka stosuje si¢ wzor A = 0,62 - h?, gdzie h
oznacza wysokos¢ cztowieka w metrach.

Oblicz pole powierzchni swojej skory.

Zapisz w postaci wyrazenia algebraicznego
liczbe dwucyfrowa, ktérej cyfra dziesiatek to X,

a cyfra jednosci to y. Okresl, jakie warto$ci moze
przyjmowac zmienna X, a jakie zmienna y.

a) Stefania — masa ciata 95 kg, wzrost 162 cm
b) Natalia — masa ciata 53 kg, wzrost 168 cm
c) Marek — masa ciata 89 kg, wzrost 1,94 m
d) Anna — masa ciata 45 kg, wzrost 170 cm

Q Wyznacz wszystkie liczby trzycyfrowe takie, ze:

a) suma cyfr kazdej z tych liczb jest rowna 7,
4*» cylra dziesiatek jest dwa razy wigksza od cylry

jednoscl.

* Gestosc ciala o masie m 1 objetosci V mozna

. m
wWyznaczyc za pomocg wzoru: 0 = —

V:‘

gdzie 0 — gestos¢, m — masa, V — objetosc.

Korzystajac z tego wzoru, oblicz wartosc liczbowa

gestoscl ciata:

a) dlam=75kgiV=15m3
b) dlam=1000g1V =25cm’

c) dlam = 2400 dagiV = 20 dm3

d dam=05ti1V=1dm’

Podaj wyniki w d-;'%



6.3 Jednomianisuma algebraiczna

Podejmij temat

-09ab t by-7z -392

i@ 6 134 " 8+a 2x

Na tablicy zapisano kilka wyrazen

algebraicznych. Czym sie rozniq te zapisy?

Przeanalizujmy wyrazenia z Podejmij temat. Zauwazmy, ze wigkszos¢ z nich

to wyrazenia, w ktorych wystepuje tylko liczba, litera lub iloczyn liczb 1 liter:
1 2

-09ab, t, 312, 5::13, 6, 1§y2, T o

Takie wyrazenia nazywamy jednomianami.

Wyrazenia: 8 + a (suma), 6y — 7z (r6znica) nie sa jednomianami.

Jednomianem nazywamy wyrazenie, ktore jest liczbg,
literq (zmiennq) lub iloczynem liczb i liter (zmiennych).

Jednomiany najczesciej zapisujemy w postact uporzadkowanej. Pierwszym
czynnikiem jednomianu jest liczba, a nastgpnymi czynnikami sa zmienne,

; 1
wystepujace w porzadku alfabetycznym, np.: =2ab, 7 xy°.

Przyktad 1

Zapiszmy jednomian w postaci uporzadkowane;.

a) —1,5abc? - (-3)b - 2a b) matematyka

a) =15 abc>+-3b-2~a= Mnozymy wszystkie liczby, pami¢tajac o znakach.
=—15:(8):2:a-a-b-b-c*=9a% Nastepnie porzadkujemy zmienne, zapisujac je

w kolejnosci alfabetycznej, a potem w postaci potegt.

b) matematyka=a-a-a-e-k-m-m-t-t-y=aekm*?y
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Poniewaz wynikiem iloczynu liczby 1ia

jesta, wiec nie zapisujemy 1 -a lub 1a
tylko piszemy a.

%ny 4ab o ) ~7a*bg’

3 5 il
3\7a*dg’” \2ab a*dg’ 23ab

1. Wskaz jednomiany wsrod podanych wyrazen algebraicznych.
a) z+5 b) abc?
c)2'y-9-t d 8+11)x
i
E) 25y —~3% f) P
2.  Zapisz kazdy podany jednomian w postaci uporzadkowane;.
al —1. 2%y *Bx -y b) rabarbar
Liczbe wystepujaca w uporzadkowanym jednomianie
nazywamy wspotczynnikiem liczbowym jednomianu.
Jednomian t 2x %rﬁ -09ab | -3y2 6 1%3;223
Wspéiczynnik liczbowy 1 2 % -09 -3 6 1 %
3. Uporzadkuj kazdy jednomian 1 okresl jego wspotczynnik liczbowy.
a) 5ka - (—2a) b) z-5m-3m - 52
c) 04:5-7d d) -m-(-m)-3-(-6m)
Przyktad 2
Poréwnajmy jednomiany.
2) —sabi-@b  b) 2xi2
a) —%ﬂ?b 1 —a?b Zauwazmy, ze jednomiany
roznig si¢ tylko wspotczynnikiem
liczbowym. O takich jednomianach
moéwimy, ze sa podobne.
b) 2xi2x? Te jednomiany nie s3 podobne.
Jednomianami podobnymi (wyrazami podobnymi)
nazywamy jednomiany, ktore rozniq sie tylko wspotczynnikami liczbowymi.
4. Wsréd podanych jednomianow wskaz jednomiany podobne.



Przyktad 3

Zapiszmy wyrazenie algebraiczne, ktore jest suma jednomianow:

ox, 7y 1—5¢.

B2yt -80) =bx+7y—dc Zauwazmy, ze sume jednomianow

mozna zapisac, Opuszczajac

nawiasy.

Wyrazenie, ktore powstaje przez dodawanie jednomianow,

nazywamy sumg algebraiczng.

Jednomiany, ktére dodajemy, nazywamy wyrazami sumy.

Suma algebraiczna -6+ 10ab a+ n3 - 6cd?

—abc - 2abc

Wyrazy sumy —6, 10ab a,n®, —6cd

—abe, —2abc

Wyrazy sumy algebraicznej, ktore rézniq sie tylko wspotczynnikami

liczbowymi, nazywamy wyrazami podobnymi.

Wyrazy podobne mozemy dodawacé lub odejmowacd.

Przeksztatcanie sumy algebraicznej, ktére polega na zastgpieniu
kilku wyrazéw podobnych jednym wyrazem, nazywamy

redukcjg wyrazéow podobnych.

Sume algebraiczng nazywamy rowniez

wielomianem.

Przyktad 4

Zredukujmy wyrazy podobne w kazdej podanej sumie algebraiczne;.

a) —2,3m+4p—0,7m—1%p b) 2y +5a + 2y —3ab —4a

a) 2,3m+4p-0,7m—-1 % p= W celu utatwienia redukcji podkreslamy wyrazy podobne.
=-23m—0,7m + 4p — 1%;} = Wyrazy podobne zapisujemy obok siebie.
=(-2,3-0,7m+4-1 %)p = Wykonujemy obliczenia na wspotczynnikach jednomianow.
=-3m + 2,5p

b) =2y + 5a + 2y —3ab - 4a =
=-2y+2y+5a—4a—3ab= Wspotczynniki liczbowe w jednomianach podobnych 2y 1 -2y s3 liczbami
=0+a—3ab=a-3ab przeciwnymi. Suma tych jednomianow jest rowna zero.
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Aby zapisac wyrazenie algebraiczne
w najprostszej postaci, nalezy wykonad
wszystkie mozliwe dziatania i wykonad

redukcje wyrazéw podobnych.
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5. Zredukuj wyrazy podobne w kazdej podanej sumie algebraiczne;.
a) —1,2a+2y—0,8a—%y b) 3x+T7z+y=7z—4y

Zadania

. Uporzadkuj podane jednomiany.

a) algebra b) barbakan
c¢) mama d) kajak

. Zapisz jednomiany w postaci uporzadkowanej 1 okresl ich
wspotczynniki liczbowe.

2) -4 (-5)-3 b) jxxxxxyyy - (-6)
c) (22 (-2)abab - (-1) d) 1,5mp - (~4m*pmpmp

. Dopisz do kazdego jednomianu po trzy jednomiany podobne.
a) —m b) 0,5¢® c) ab®

. Zapisz wyrazy podanych sum algebraicznych.

a) 5a+4b-11c b) 09p—r+7
Q) —x* =202+ 7x =3 d) —%—2

. Zredukuj wyrazy podobne.

a) 3a—a+45a—a—-3a b) 7b+4b—13b—4b+ 7.5b
o) —8¢c+c—5¢+79¢ d) 17d+d-17d—d + 65d
e) 0,51‘34‘1—218—2%84'%8 f) a+x+x+ta+x+a

. Kazda z sum algebraicznych zapisz w najprostszej postaci.
a) 2x—7y +3y +4x -7y
b) 2,50+ 32a% + a2~ 0,50

12 _32.03 1 152422
c) Sab—a*+37ab—15a*+ ca
_25 _q3, _1_2,

d) 1,2a 34 + 0,75 1851 5+ 57

. Zapisz kazda podana sume algebraiczng w najprostszej postaci.
Oblicz wartos¢ liczbowa otrzymanego wyrazenia algebraicznego
dla danych liczb.

a) 1-a2-3a-6+3a-16a-21 dlaa=—05

b) 7x— 2y + 2x — 4y + 2 dlax=-15iy=2;
1

c) 13ab—4b+3a+b+7a—12ab dlag=-16ib=3;



Dziadek ma obecnie y lat, a babcia jest od niego mtodsza o 5 lat.
Zapisz odpowiedzi na ponizsze pytania za pomoca odpowiednich
wyrazen algebraicznych.

a) lle lat miato kazde z nich 3 lata temu?
b) Ile lat beda mieli razem za rok?

<4 & Tle lat miata babcia wtedy, kiedy dziadek miat ich tyle, ile babcia ma

teraz?

Do szkoly zakupiono p stolikow 1 dwukrotnie wigcej krzeset. Kazdy
stolik kosztowat 250 zt, a krzesto o 90 zt mnie). Zapisz za pomoca
jednomianoéw: koszt zakupu stolikow, koszt zakupu krzeset 1taczna
wartos¢ zakupionego sprzetu.

W klasie 7a jest x chtopcow. W klasie 7b jest dwukrotnie wigce]
chtopcoéw niz w klasie 7a. W klasie 7c jest o 4 chtopcow mniej niz

w klasie 7b. Liczba chtopcow w klasie 7d to potowa liczby chtopcow
klasy 7a. Zapisz za pomoca wyrazenia algebraicznego, ilu chtopcow
tacznie jest w tych czterech klasach si6dmych.

Pomarancze sa o 30% drozsze od jabtek. Zapisz za pomoca jak
najprostszego wyrazenia algebraicznego, ile trzeba zaptaci¢ za 65 dag
jabtek w cenie k zt za 1 kg oraz za 30 dag pomaranczy.

Zapisz w postacl wyrazenia algebraicznego obwod kazdej z figur.
Pamietaj, aby wyrazenie algebraiczne zapisa¢ w najprostszej postaci.

a) 4a-b
6

3x =2 :

7xty
c) d)

6—n
51 + 3,5k
0,51
5,4k — 21 2m+3

Q Jeden z bokow szesciokata ma diugos¢ y cm, a kazdy kolejny jest

o 2 cm dtuzszy od poprzedniego. Zapisz w postacl wyrazania
algebraicznego obwod tego wielokata. Jaka wartos§¢ liczbowa moze
przyjmowac zmienna y?

Aby wyznaczy¢ liczbe wigkszg o 30%
od danej liczby, nalezy dang liczbe

pomnozyc¢ przez 1,3.



6.4 Dodawanie i odejmowanie sum algebraicznych

Podejmij temat

Dodaj wyrazenia algebraiczne zapisane na
kolorowych czesciach kota. Porownaj wynik
z wyrazeniem zapisanym na kole zotym.
Co zauwazasz?

Aby odpowiedzie¢ na pytanie zadane w Podejmij temat, zapiszmy dodawanie

wyrazen znajdujacych si¢ na kazdej z czesci kota.

Ba+1)+@—-2)+28+3)=3a+1+a—-2+23+3=
=3ag+a+2+1-2+3=6a+2

Czynnos¢ t¢ nazywamy dodawaniem sum algebraicznych.

Przyktad 1

Dodajmy sumy algebraiczne: 7a + 2b—51 6 —3b +a.

(7a+2b—5)+(6—-3b+a) = Opuszczamy nawiasy. Nie zmieniamy znakow poszczegdlnych wyrazow —
przed pierwszym nawiasem nie jest napisany zaden znak, a przed drugim
nawiasem jest znak plus.

=70+2b—-5+6—-3b+a= Redukujemy wyrazy podobne (podkreslamy wyrazy podobne
dla utatwienia obliczen).
=81—-b+1

1. Dodaj podane sumy algebraiczne.
3m+9k—8 oraz 3—7k + 4m

Jezeli przed nawiasem, w ktérym wystepuje suma algebraiczna,
wystepuje znak dodawania (lub nie wystepuje zaden znak),
to opuszczamy nawiasy, nie zmieniajgc znakdw wyrazow sumy.
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Wiemy juz, ze wyrazenie algebraiczne napisane na z6ttym kole w Podeymy temat jest suma algebraiczng wyrazen za-
pisanych na roznokolorowych czesciach kota. Sprawdzmy, czy wyrazenie algebraiczne zapisane na zielonej czgsci
kota jest rowne roznicy wyrazen algebraicznych zapisanych na niebieskiej 1 pomaranczowej czesci kota.

Ba+1)-@-2)=3a+1-a+2=3a—-a+1+2=2a+3

(Czynnosc t¢ nazywamy odejmowaniem sum algebraicznych.

Przyktad 2

Wykonajmy odejmowanie sum algebraicznych: 2x* — 3x 1 —7x + 3x*— 9.

Il

(222~ 3x)— 7x+ 3>~ 9) Opuszczamy nawiasy. Przed pierwszym nawiasem nie wystepuje zaden

znak, wiec usuwamy nawias, nie zmieniajac znakow wyrazow sumy.
Drugi nawias jest poprzedzony znakiem minus. Usuwamy nawias,
zmieniajac znak kazdego z wyrazow sumy algebraiczne) na przeciwny.

=2x ~Jxtix—3x +9= Redukujemy wyrazy podobne.
=—x2+4x+9

Jezeli przed nawiasem, w ktérym wystepuje suma algebraiczna,
wystepuje znak odejmowania, to opuszczamy nawiasy,
zmieniajgc znak kazdego z wyrazdw sumy na przeciwny.

2. Wykonaj odejmowanie sum algebraicznych.

a) Bx2—3+2xi—x+22-7
b) 8y~ +619-5y+2F

Przyktad 3
Zapiszmy w najprostszej postaci podane wyrazenie algebraiczne.

—(6m —3p) + (—% p+ 4m) — (10m —2,5p)

—(6m —3p) + (—%p + 4m) — (10m —2,5p) = Opuszczamy nawiasy.

=—6m + 3p — % p+4m—10m +2,5p = —12m + 5p Redukujemy wyrazy podobne.

3. Zapisz w najprostsze] postaci podane wyrazenia algebraiczne.

a) —7¢2+ 4¢) — (2c —7c®) + (6¢c — 4c?)

b) (S%d _ 8d2) (24 + 334 + B2 - 2P)
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Zadania

a) x+1) b) —(3a—3)
] “—Zx+2y—~8) d) —(—@a+ 3)
e) <(—(-9a—-4) £} ~i0k+2—~7y)

Kazde z podanych wyrazen algebraicznych zapisz
W najprostszej postacl.

a) 1+(6a+4) -2 b) (7,5x -3y —6) + 3y

c) 2xy + (x?— 5xy) d) 7a+ (—4a-11)+6,3
e) 5a%2+ (6 —4a? f) (5c—4)+ (11 —8¢)
Zapisz bez uzycia nawiasow 1 zredukuj wyrazy
podobne.

a) 5—(6a + 8) b) x+y) - x-y)

c) 3x—(5Bx-9) d) Gm—3)—(10m-2)

e) 4ab—(—2aq—3ab)—9a f) —(7x2—5x+4) — (—4x)

Usun nawiasy 1 wykonaj redukcj¢ wyrazow
podobnych.

a) 7a+2b)+(3a—8b)—(3a—-4)
b) 15m—-7)—(6m—9)+ (—8m —4)
¢) 5.5a—08 +[-0ba+18—-24+7

1 3 3 1
d) (—65{3 2= 31(1) - (—3153 == 7,5(3) + (id - 66)
Sprawdz, czy kazdy kwadrat jest magiczny.
a)

Ja-+3| atl [—1l—g

—3=3a| 1+a | 5a+5H

3a+3| a+l | =1—4g

x+1 |2x+1 X

2840l x—2 | ¥=—1

r—=2 | x ksl Zx 3

. Zapisz wyrazenia algebraiczne bez uzycia nawiasow. ‘ Zapisz w najprostsze] postaci wyrazenia opisujace

obwody podanych figur.
a)
- 2x +1
I+
b) x+ty+1
3x +
i 2x + 1.5y
4y -3

Czy liczby x 1 ¥ moga byc¢ dowolne? Odpowiedz
uzasadnyij.

Marcin zaptacit za lody x zt, za paczki—o 7 z
wiecej niz za lody, a za napdj — o 50% mniej niz za
lody. Zapisz za pomoca wyrazenia algebraicznego,
ile ztotych zaptacit Marcin za swoje zakupy.

Ewa zaptacita za re¢kawiczki banknotem
100-ztotowym. Otrzymata reszt¢ w postaci

x monet 5-ztotowych 1 ¥ banknotow 10-ztotowych.
Z.apisz za pomoca wyrazenia algebraicznego,

le kosztowatly rekawiczki.

W biblioteczce panstwa Czytelnikow jest k + 1
ksigzek historycznych, 2k + 6 dziet z literatury
picknej, 0,5k encyklopedii i poradnikow oraz
31k — 1 lektur szkolnych. Zapisz za pomoca
wyrazenia algebraicznego 1aczna liczbe ksiazek
panstwa Czytelnikow. Jaka liczba moze by¢ k?
Odpowiedz uzasadnij.

Katarzyna ma x lat, a Barbara jest od niej 2 razy
starsza. Marek jest o 3 lata starszy od Barbary.

a) Zapisz wyrazenie algebraiczne opisujace taczny
wiek dziecl.

b) Oblicz, ile lat majq razem dzieci, jesli wiadomo,
ze Katarzyna ma 5 lat.



6.5 Mnozenie sumy algebraicznejprzez jednomian

Podejmij temat Czy pamigtasz, jak mozna wykonaé mnozenie, np. 7 - 26? Przeanalizuj oba
sposoby obliczen, a nastepnie wyjasnij, w jaki sposéb je wykonano.

7:26=7-20+6)=7-20+7-6=140+42=182
7-26=7-30-4)=7-30-7-4=210-28=182

Zaproponuj inny sposdb utatwiajgcy obliczenie iloczynu tych liczb.

Mnozqc sume algebraiczng przez jednomian, korzystamy z rozdzielnosci mnozenia wzgledem dodawania
lub rozdzielnosci mnozenia wzgledem odejmowania.

Aby pomnozy¢ sume algebraiczng przez jednomian, mnozymy kazdy wyraz tej sumy przez ten jednomian.

ab+c)=ab+ac ab-c)=ab-ac

Przyktad 1
Wykonajmy mnozenie.
a) 7(2a + b) b) Bx—1) - (-3) 0 2afdx—y+5)

a) 72a+b) = Mnozymy kazdy wyraz sumy przez liczbe 7.
A

=72a+7 -b=14a+7b
b) Bx—y): (3)= Mnozymy kazdy wyraz sumy przez liczbe —3.

G
=8x -8~y -8 =9x+3y

c) 2xl4x—y + 1) B Mnozymy kazdy wyraz sumy przez jednomian 2x.

A 7

e . L e
=2x-4x+2x - (~y) +2x 3

= 8x?— 2xy + %x
1.  Wykonaj mnozenie.
a) 2(a—3b) b) (6¢c+ 7d)-9
c) 3a(-2a+5) d) (-9b)(2a — 3b + 4¢)
e) 3,5(dx +2y—1) f) (3x+6y=92)-(-3)
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Przyktad 2

Zapiszmy podane wyrazenia w najprostszej postaci.

a) —5(4a — 5b) — 6(=3b —qa)
—5(4a —5b) — 6(-3b—a) =
A A A
=—20a +25b + 18b + 6a = —14a + 43b

b) —3a(7 + 4a) + 1,2a(10 ” ia) _

12
g = A
=—30-7-3a-4a- 100+ 1.2 - [~ s =

=—21a-12a% + 122 - 0,1a% = —9a — 12,142

b) —3a(7 + 4g) + 1j2.a(10 - =)

Mnozymy sumy algebraiczne przez jednomiany,
redukujemy wyrazy podobne.

Mnozymy sumy algebraiczne przez jednomiany,
redukujemy wyrazy podobne.

2.  Zapisz podane wyrazenia w najprostszej postaci.
a) 7(3a—2b) + 4(8b—a) b) —8(-3m + 9p +2) — 5(6m — 6p —9)
o) 6(4p —7r)—2(8p —9r) d) 5a(2b + 6) - 3bla — 4)
e) x(7x—8)—9(x2— 3x) f) 0,1m=2p + 4m)—0,2p(3m — 5p)
Przyktad 3
Podzielmy sume algebraiczng przez liczbe.
a) 9&—:;“6 b) (162°—242% +32): 8
a) 2= ';b o % +(9a—3b+6)= Kazdy sktadnik sumy dzielimy przez 3.
_ 9 _3b,6_no _
= =g s 3a—b+2
b) (1623— 2422 + 32) : 8 = (1623 — 2422 + 32) - % =
2163 3 4
S g iy PO R R B Skracamy utambki.
El El Bl
3. Wykonaj dzielenie.
2 4q ;365 b) 14m + 2?1;0 —42r
Aby podzieli¢ sume algebraiczng przez —dgb + 1243 — 8h2 _
liczbe rézng od zera, mnozymy kazdy c) d) (épz a SPT) (=2)
sktadnik tej sumy przez odwrotnosé 5 o o A 3x—6xy +1
liczby, przez ktdrq dzielimy sume. e) W +x—1): ( 6) f) "5
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Przyktad 4 Gdy wyltaczam wspolny

czynnik przed nawias,
Zastanowmy sie, jaka liczbe nalezy wpisaé¢ w miejsce ¥d. szukam NWD wsrod
wspotczynnikoéw
? - 1) = —
(20 +b-1)=10a +5b -5 jednomianéw.

Zauwazmy, ze:
10a +5b-5=5-2a+5-b—-5-1=52a+ b— 1), bo liczba 5 jest
wspolnym czynnikiem jednomianéw: 10a, 5b oraz —5.

Zamiane sumy na iloczyn nazywamy
wylgczaniem wspolnego czynnika przed nawias.

4.  Zapisz liczbe, ktéra trzeba wpisa¢ w miejsce K.

B(Gx—5y+7) =-6x+10y—14

Przyktad 5

Zamienmy sume algebraiczna: 25x° + 30x* — 15x na iloczyn.

W sumie algebraicznej: 25x% + 30x2 — 15x dla jednomianéw: 25x3, 30x2, —15x wspélnymi czynnikami, réznymi
od 1, sa jednomiany: 5, x, 5x.

Zamieniajac te sume algebraiczng na iloczyn, mozna wytaczy¢ wspolne czynnika:

25x3 + 30x2—15x=5:5x*+5:6x2—5 - 3x =5(5x3 + 6x> — 3x)

25x% + 30x% — 15x = x - 25>+ x - 30x — x - 15 = x(25x% + 30x — 15)

25x3 + 30x2 — 15x = 5x * 5x2 + 5x * 6x — 5x * 3 =5x(5x2 + 6x — 3)

Wytaczajac wspolny czynnik przed nawias, staramy si¢ wylaczy¢ najwiekszy wspolny czynnik rozny od 1.

3. Wylacz najwigkszy wspolny czynnik przed nawias.
a) 174>+ 51a—85 b) —8b® — 16b% — 4b

Zadania

D Wykonaj mnozenie.

a) —4(6e —8f + 9) b) (145 - 21f + 492)
1

c) —0,6(-5x2—3x +7) d) |6c—7,5d +e— 5] 4

e) ((2m+4p—4,1r)-(-0,1) f) —-1,8(-p +29-0,1s—10)

61



Pomno6z sumy algebraiczne przez jednomian.
a) —4y%5,6 — 7y + 9%
1 1 1
b) (—2—6{1 == 16b =+ E) + (—6ab)
3
c) (3,5p—15r+1,25) (-2pr’)
Zapisz podane wyrazenia w najprostsze] postaci.

a) (6pg—3g9-10): (—%)
b) 4y(3a —5b) + (-2y + 1) - 3a + 18by
0) (0,8x-8) 5y - 3x(15y +3)

Wykonaj mnozenie sum algebraicznych przez
jednomiany, a nastepnie wykonaj redukcje
wyrazow podobnych.

a) 4(4a —7b)—7(3a — 5b) — 2(6b — 5a)

N

d ﬁa(—o,% +80) + 0,952 + %b)

. Jakie liczby nalezy wstawi¢ w miejsce E&?

a) B/(-7x + 4y +2) =56x— 32y — 16
b) B(B3x®—7x2+15) =-3x%+ 7x%2— 1%
c) B(-15pq + 5p> - q) =—-3pq + p* - 0,29

Wytacz wspolny czynnik przed nawias.

a) 25—>50a2+ 75a b) 48x —24y + 54z
c) —14p—20r—4s d) 4,5a2—6a+ 15

Dla pewnych liczb x 1 1 warto$¢ wyrazenia
x + 2y + 1 jest réwna 4. Oblicz dla tych samych
liczb x 1y wartos¢ podanych wyrazen.

1
b) 0,5I+y+5

d) -1,5x-3y-1,5

a) 3x+6y+3
c) Xx—2y—1
Rysunek przedstawia cztery odcinki. Pod

rysunkami zapisano za pomoca wyrazen
algebraicznych dtugosci tych odcinkow.

—

X x+2 x+3 x+6

a) Jaka jest taczna dtugo$¢ tych odcinkow?
b) Zapisz wyrazenie algebraiczne opisujace
Srednia arytmetyczna diugosci tych odcinkow.
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Puszka farby kosztuje a-ztotych netto, a pedzel
do malowania b-ztotych netto. Do kosztu zakupu
tych produktow nalezy doliczyc jeszcze podatek
VAT w wysokosci 23%.

a) Zapisz za pomoca wyrazenia algebraicznego
taczny koszt zakupu 5 takich puszek tarby
12 pedzl.

b) Czy kwota 110 zt wystarczy na te zakupy, jesli
wiadomo, ze puszka farby kosztuje 16,50 zt
netto, a pedzel 2,50 zt netto?

Zapisz za pomoca wyrazenia algebraicznego
srednia arytmetyczna trzech liczb catkowitych,
z ktorych kazda nastgpna jest o 3 wigksza

od poprzedniej, a najwigksza z nich to 7k + 5.

Ze stotowki szkolnej korzysta dziennie m uczennic
1 0 15 uczniow wiecej niz uczennic. Cena jednego
obiadu jest rowna 6 zt. W styczniu wydawano
obiady przez 20 dni. Zapisz za pomoca wyrazenia
algebraicznego, ile ztotych tacznie dzieci zaptacity
za te obiady. Zaloz, ze wszystkie dzieci korzystaty
ze stotowki.

Zmieszano 12 kg cukierkow czekoladowych
w cenie X zlotych za jeden kilogram 118 kg
cukierkow owocowych w cenie nizszej od
czekoladowych o 8 zt za kilogram. Zapisz
wyrazenie opisujace cene jednego kilograma
mieszanki tych cukierkow.

Zosia ma w swojej skarbonce k monet 5-ztotowych,
I monet 2-ztotowych oraz m ztotowek. Kasia

w swojej skarbonce ma dwa razy wigcej zlotowek,
o cztery mniej 2-ztotowki 1 o dwie 5-zlotowe
monety wiece] niz Zosla. Zapisz za pomoca
wyrazenia algebraicznego, ile pieniedzy razem
maja dziewczeta.

Zapisz w postaci wyrazenia algebraicznego $rednia
arytmetyczna trzech kolejnych liczb:

a) parzystych,
b) nieparzystych.



6.6 Mnozenie sum algebraicznych

Podejmij temat Magda chciata obliczyé pole powierzchni swojego dywanu. Zmierzyta diugosci
bokéw czterech prostokgtéw, a nastepnie zapisata pole powierzchni dywanu
dwoma sposobami.

Sposéb I: P =(3+5)2 +1)

Sposéb I: P=3(2+1)+5(2+1)

Jak myslisz: czy oba sposoby obliczania
pola powierzchni dywanu sq poprawne?
Zaproponuj inny sposob obliczania pola
powierzchni tego dywanu, a nastepnie
porownaj z tymi, ktére zapisata Magda.
Co zauwazasz?

Aby pomnozy¢ dwie sumy algebraiczne:

- nalezy kazdy sktadnik pierwszej sumy pomnozy¢ przez kazdy sktadnik drugiej sumy, a otrzymane iloczyny dodacé
AN\

@+ blc+d) =ac+ad+ bc+ bd
lub \tﬁf,//j

- nalezy kazdy sktadnik pierwszej sumy pomnozy¢ przez drugq sume, a nastepnie wykonac¢ mnozenie kazdej z sum
przez odpowiedni jednomian.

@+b)(c+d)=alc+d)+blc+d)=ac+ad+bc+bd
N S
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Przyktad 1
Wykonajmy mnozenie.

a) 3a—2b) - (-7a+4b) b) (0,5x—2y) - (6x—8y + 1)

W obu przypadkach pomnozymy kazdy sktadnik pierwszej sumy przez kazdy sktadnik drugiej sumy,
a nastepnie zredukujemy wyrazy podobne.

a) Sposo6b I

AN\
Ba—2b(-7a+4b)=3a-(-7a)+3a-4b—2b - (~7a)—2b - 4b = —214% + 12ab + 14ab — 8b*> = —21a? + 26ab — 8b>
\{’//’7’

Sposob I1
(3a—2b) - (-7a + 4b) = 3a(-7a + 4b) — 2b(-7a + 4b) =
=3a-(—7a)+ 3a-4b—2b - (~7a) — 2b - 4b = —21a* + 12ab + 14ab — 8b* = —21a? + 26ab — 8b?

R
b) (05x~2y)- (6x—8y+1)=05x-6x+05x-(8y)+0,5x-1-2y-6x—2y -8y —2y-1=
w

= 3x*—4xy + 0,5x — 12xy + 163> — 2y = 3x* — 16xy + 16> + 0,5x — 2y

Wykonaj mnozenie.

a) (x+4)2+y) b) (8a—7)1 —10b) c) (%m - 3)(9 - 3p) d) (9—5a)2b-3a)
Przyktad 2
Zapiszmy w postaci sumy algebraicznej:
a) pole kwadratu, b) pole prostokata, c) pole trapezu prostokatnego.

a+1 5e—1 a
a+1 |
a+2

a) Bb=@+1)7? Pole kwadratu jest rowne kwadratowi dtugosci jego boku.

L=E+1a+1) Zamieniamy kwadrat sumy na iloczyn sum, wykonujemy mnozenie i redukujemy

P=a+ta+ta+1 wyrazy podobne.,

Pe=a-+2a+1
b) P.=05Ba-1)a+1) Pole prostokata jest rowne iloczynowi dtugosci jego bokow.

P =542+5a—a—1  Mnozymy sumy algebraiczne i redukujemy wyrazy podobne.
P.=5a2+4a-1

64



c) Pole trapezu jest rowne potowie iloczynu wysokosci trapezu i sumy dtugosci jego podstaw.

1 1 ; SO :
B = E(E +2+g)a+1)= 5 a+2)a+1)= W pierwszym nawiasie redukujemy wyrazy podobne,
a potem mnoz sumy algebraiczne. Po nozeniu
=1(2ﬂ2+2ﬂ+2&+2)=1(2ﬂ2+4a+2)= 1% . b ELL) f y alg ‘ wym
2 = 2 redukujemy wyrazy podobne, a nast¢gpnie otrzymany
; ) 1
=%-232+%-4ﬂ+%-2=52+23+1 wymkmnc}zymyprzezi_

2.  Niech m bedzie liczba wicksza od 7. Zapisz w postaci sumy
algebraicznej pola podanych figur.

a) trojkat o podstawie dtugosci (m + 3) 1 wysokosci (m — 6)
poprowadzonej do tej podstawy

b) kwadrat o boku dtugosci (3 + 2m)

c) romb o przekatmych dtugosci 3m i (m —7)

Przykiad 3

Z danego wyrazenia (a + 3)x — 5(a + 3) wytaczmy wspolny czynnik przed nawias.

@+3x-5@a+3)=@+3)-x+@+3 (5= Zauwazmy, ze wspOlnym czynnikiem jest suma
=(@+3)x—5 algebraiczna a + 3.

3. Wylacz wspélny czynnik przed nawias.

6(m —2n) + mim — 2n)

Zadania

‘ Wykonaj mnozenie sum algebraicznych 1 uporzadkuj jednomiany.

a) (7+4p)-3q9—5) b) (5¢+2)(6d —1)
c) (1,5 —4z)(-6w +0,5) d) [~Zz~1)5—2¢

G Pomno6z sumy algebraiczne, a nastepnie zredukuj wyrazy podobne.

a) (@+3)a+11) b) (b—7)2b + 3)
c) (12+ 12¢)(4e —6) d) (0,25f-2)(1 —4f)
e) (12+p)12p-9) f) (a—2b)(5a + 3b)

‘ Zapisz w postacl sumy algebraiczne)j. Pamietaj, ze kwadrat sumy
algebraiczne) mozesz zapisa¢ w postaci 1loczynu sum.

a) (x+3)? b) (y —4) 0) (6 + 2a)?
d Zp+99? e (5-30*  f) (2d-5p
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Czy pamigtasz?

« Pole réwnolegtoboku obliczamy
Ze WZOru:
P=ah
a— dtugosc¢ podstawy

h —wysokosc¢

h

B

a

. Pole rombu obliczamy ze wzoru:

.
d 2
e, f— dtugosci przekgtnych

b
~7

N
N

™

1.1

. Wykonaj mnozenie.

a) 2+3)V3+1)

b) (2-1)3 +v2)

o) (5+2V3)3v2-2)
d) 4/6-3)3V3 +6)

. Jaki jednomian nalezy wstawi¢ w miejsce ¥d?

»*

a) 15x—30y = H(x - 2y)

b) -15a—-45b—-3c=8(a + 3b + 2¢)

c) 7pg?+ 6mp —8ps® =M (74> + 6m — 8s°)

d 0,1x*-0,2¢+ 0,3 —0,1x=H(3—-2%*>+3x-1)

Zapisz w postacl sumy algebraiczne) pole kazdej higury przedstawione;

na rysunku.
" B ° s
a+2 %y+6
B a DEa
a+3 §y+6
c) d)
x—1
E
2 il s

Wykaz, ze liczba M = (2 = 1)(1 +v2) + (3 + 1)* = 23 jest liczba
catkowita.

Dla jakich liczb m liczba K=m + (\/é = \@)(2 +\/§) jest liczba
catkowita?

Liczba naturalna dodatnia a po podzieleniu przez 3 daje reszte 1.
Liczba naturalna dodatnia b po podzieleniu przez 3 daje reszte 2.
Wykaz, ze iloczyn liczb a 1 b po podzieleniu przez 3 daje reszte 2.

W prostokacie ABCD dtugosé krotszego boku jest rowna (x + 3),

a dtuzszego boku (2x + 4). W prostokacie EFGH jeden bok jest dwa
razy dtuzszy od krétszego boku prostokata ABCD, a drugi dwa razy
krotszy od dtuzszego boku prostokata ABCD.

a) Oblicz r6znice obwoddéw tych prostokatow.
b) Oblicz réznice pol tych prostokatéw.



6.7 Przeksztalcanie wyrazen algebraicznych.
Zastosowanie wyrazen algebraicznych w zadaniach

Podejmij temat
Wiedzqgc,ze A =x2 -2x + 3,

Bex+2x +x, C=-8x"~x+1,
wykonaj dziatanie A + B + C.

xt-2lxt
tx?t At x
=Bt - x*/

x>+ Ox*-1x*

Czy potrafisz obliczy¢ wartosc otrzymane;j

sumy algebraicznej dla x = 2?

Przyktad 1
Zapiszmy wyrazenie w najprostszej postaci 1 obliczmy jego wartosc liczbowa dla podanej zmienne;.
a) 8x2—2x(x-1)-32x2+4) dlax=5 b) (—4a 4 %)(e —3a)-24(3-05a)4a+2) dlag=0,1
a) Bx®—2x{x~ 1) =322 +d)= Mnozymy jednomiany przez sumy algebraiczne,
=8xr-—21-+t2xr— G-~ 12 =2%— 12 redukujemy wyrazy podobne.
2:5-12=-2 W otrzymanym wyrazeniu za x podstawiamy 5
1 wykonujemy obliczenia.
b) (~4a + 3 )6 - 3a) - 2a(3 - 0.,50)da + 2) = i e
=240+ 124> +2—-a—-2a(12a + 6 — 24> —qa) = redukujemy wyrazy podobne.
=1242-25a+2—-2a(-2a>+11la + 6) = Mnozymy sume algebraiczna przez jednomian.
=1242—-25a+2 + 44> — 224> - 12a = Redukujemy wyrazy podobne, porzadkujemy wyrazy
=44°—10a*—-37a + 2 sumy, zaczynajac od wyrazu, w ktorym zmienna jest
w najwyzszej potedze.
4-(01P—10-0,17-37-0,1+2= Obliczamy warto§¢ liczbowa wyrazenia, podstawiajac
=0,004—01-37+2=2,004—38=-1796 sad icibe 0l
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Przyktad 3

3.

Zapisz wyrazenie (<2 — x) + 2(3 — x) — x) : 2 w najprostszej postaci
1 oblicz jego wartos¢ dla x = 4.

Przeksztat¢ wyrazenie —1,5Q20x2 — 8x + 4) — (—27x2 + 10x — 4)
do najprostszej postaci i oblicz jego wartos¢ dla x =—1.

Przyktad 2

Jak si¢ zmieni pole rombu, jesh kazdy z jego dwoch réwnolegtych
bokow o dtugosci a + 5 zmniejszymy o 1, a wysokos¢ o dtugosci a + 3
opuszczong na jeden z tych bokow zwiekszymy o 17

Pole rombu, przed zmianami, zapiszemy jako:
P,=@+3)Ja+5 =a*+5a+3a+15=a>+8a+ 15

Pole figury po zmianach:
P,=@+4a+4)=a>+4a+4a+16=0a*>+8a+ 16

Zatem: P, > P, czyli (@®> + 8a + 16)— (@®> + 8a + 15) =
=a’+8a+16-4a*—-8-15=1

Pole rombu zwigkszyto si¢ o 1.

Jak zmieni si¢ pole kwadratu o boku dtugosci x + 6, jesli dwa
rownolegte boki zwigkszymy o 2, a pozostate dwa zmniejszymy o 2?

Obliczmy sume dwoch liczb dwucyfrowych, wiedzac, ze cyfra jednosci w pierwszej liczbie jest o 3 wigksza

od cyfry dziesiatek, a druga liczba powstata z przestawienia cyfr w pierwszej liczbie.

Oznaczmy przez x cylre w rzedzie dziesigtek pierwszej liczby. Dla utatwienia zaleznosci zapiszemy w tabeli.

Cyfra Cyfra . Wyraienie
: S L 4 Liczba "
w rzedzie dziesigtek w rzedzie jednosci po uproszczeniu
Pierwsza liczba x x+3 x:10+(x+3):1 11x +3
Druga liczba X+3 x (x+3)10+x-1 11x + 30

Zauwazmy, ze cyfra x moze by¢ réwna 1, 2, 3,4, 5 lub 6.

Suma tych liczb to: 11x + 3 + 11x + 30 = 22x + 33
Suma danych liczb dwucyfrowych jest réwna 22x + 33 (x moze by¢ réwne 1, 2, 3, 4, 5 lub 6).
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Oblicz sume¢ dwoch liczb dwucytrowych, wiedzac, ze cylfra dziesiatek
pierwszej liczby jest o 2 mniejsza od jej cyfry jednosci, a druga liczba
powstala z przestawienia cylr pierwszej.



Przyktad 4

Ile lat mieli razem Marta 1 Tomek dwa lata temu, jezeli Tomek jest o 3 lata starszy od Marty, a Marta za 5 lat
bedzie miata x lat?

Zapiszmy w tabeli informacje podane w zadaniu.

Za5lat Obecnie 2 lata temu Wyraienie po uproszczeniu
Wiek Marty X X=5 (x—-5)—-2 x—7
Wiek Tomka x+3 (x+3) -5 ((x + 3)-5) -2 x—4

Zauwazmy, ze X musl by¢ wieksze od 7 lub rowne 7.
Obliczamy, ile lat mieli razem dwa lata temu Marta 1 Tomek.
x—~7+x—~4=2x~11

Dwa lata temu Marta 1 Tomek mieli razem (2x — 11) lat.

Ojciec jest obecnie 3 razy starszy od syna. Ile lat beda mie¢ razem
za 2 lata, jesh obecnie syn ma x lat?

Przykiad 5

Janek wybrat si¢ w odwiedziny do cioci mieszkajacej w innym miescie. Najpierw szedt y godzin z predkoscia x %

Potem jechat autobusem ze srednia predkoscia o 50 == wigksza 1 w czasie o pot godziny krotszym, nikzﬂf,Zﬂdi
pieszo. Nastepnie jechat jeszcze taksowka w czasie o 10 minut krotszym 1 ze srednig predkoscig o 25 -
wieksza, mz jechat autobusem. Zapiszmy za pomoca wyrazenia algebraicznego taczna dtugosc drogi, ktora
pokonat Janek.

Zwroémy uwage, ze 10 min = % h= % h. Zapiszmy w tabeli informacje podane w zadaniu.

Sposob podréiowania Predkosé I(Tm) Czas (h) Diugosc¢ drogi (km)
pieszo x (] Xy
autobusem x + 50 - (x+5{])[y—~%
taksowkaq x + 50 +25 y—% —% (x+75)£1/—§

Wyrazenie opisujace taczng dtugosc drogi pokonanej przez Janka to:
xy + (x+ 50y = o) + (x+ 75y = 3) = xy + xy — 72+ 50y = 25+ xy = 2x + 75y — 50 = xy — 1zx + 125y - 75
Janek przebyt droge o dtugosci (3xy — 1 %x + 125y — 75) km.
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6. Odlegto$¢ miedzy miastami E i F jest rowna (x + 5) km. Autobus

Aby obliczy¢ diugos¢ pokonanej drogi, ten autobus?
nalezy pomnozy¢ predkosé, z jakq sie

porusza dany obiekt, przez czas ruchu

tego obiektu.

pokonuje te trase w ciaggu 20 minut. Z jaka srednia predkoscig jedzie

Zadania

‘ Zapisz kazde wyrazenie w najprostszej postaci 1 oblicz jego wartos¢ dla podanej liczby.

a) 2aa-b+@+3)a-3)-b-3a)b+3a)—2ab dlaa=05,b=-3

b) 3@2p>+ 1) - (2p-3)2p +2) — 2p(p + 4) dlap=-1

c) —4x +y)y —4x) + (x + 4y)x - 3y) dlax=~\/2y=2v5

d) 6(a + 3b) + 3(2a — 5b) dlaa=05ib=—y

¢) Bx+y+4)-5x+z-2)+2y+z+1) dlax=—1%,y=0,212=2§
f) —4(pq+p—q) +3(gp +p) - 26 - 2p) dlap=15iq=15

Wiedzac, ze P=3a + 4, R =7 —2a, S = —4* + 2a — 3, wykonaj podane dziatania.
a) 26+P-R b) -P-R-3S ¢ P:-S+5R d R-S-2P

Zmieszano 3 kg ciastek maslanych po x zt za 1 kg oraz 2 kg ciastek czekoladowych, ktorych cena za kilogram
jest dwukrotnie wieksza niz cena ciastek maslanych. Jaka jest cena 1 kg tej mieszanki?

Pani Ania kupita (m + 2) kg winogron, ptacac po (m + 3) zt za kilogram. Nastepnego dnia kupita (m — 1) kg
winogron w cenie (m + 4) zt za kilogram. Zapisz za pomoca wyrazenia algebraicznego taczny koszt zakupu
winogron.

W bibliotece domowej panstwa Rozczytanych sg dwa regaty, a w kazdym z nich po k potek. Na kazdej potce
stoi po 3k + 5 ksiazek. Zapisz wyrazenie opisujace liczbe ksiazek stojacych na tych regatach. Jaka najmniejsza
liczbe ksiazek moga mie¢ panstwo Rozczytani? Odpowiedz uzasadnij.

Ile lat maja razem Ula 1 Marta, jesli Marta jest o 2 lata starsza od Uli, a Ula za pi¢c lat bedzie miata x lat?

Ile lat beda mie¢ razem Sta$ 1 Piotr za 8 lat, jesh trzy lata temu Sta$ byt dwa razy starszy od Piotra? Obecnie
Piotr ma w lat.
Poczatkowo ksigzka kosztowata a zt. W lutym cene ksigzki obnizono o b%, a w marcu nowa ceng obnizono o ¢%.

a) Zapisz za pomoca wyrazenia algebraicznego ceng ksiazki po dwukrotnej obnizce.
b) Pan Marcin kupit ksiazke w lutym — po pierwszej obnizce. Pani Adela kupita ksiazke w kwietniu — po
dwukrotnej obnizce. O ile ztotych mniej zaptacita pani Adela niz zaptacit pan Marcin?

Wykonaj obliczenia dla a = 150 zt, b = 20%, ¢ = 10%.
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* Telewizor przed podwyzka kosztowat ¢ zt, a po podwyzce 2000 zt. Zapisz za pomocg wyrazenia

algebraicznego, o ile procent podwyzszono ceng¢ telewizora.

* Agata 1 Bartek przez pﬂl godziny ptyneli kajakiem pod prad rzeki, a potem przez kwadrans z pradem rzeki
z predkoscia wiasna x o Z.apisz w.]:fmyraienie opisujace droge, ktora przeptyneh Agata 1 Bartek, przyjmujac,
ze predkosc pradu rzeki wynosi y 5

. Obwaod trojkata jest rowny 64. Jeden z bokoéw ma diugosc a + b. Drugi jest od niego krétszy o 1,54.
Oblicz dtugosc¢ trzeciego boku tego trojkata.

. Jeden bok prostokata ma (g + 5) cm. Drugi bok jest o 1 cm krotszy. Jak zmieni sie pole prostokata, jesli jeden
z bokow zwigkszymy, a drugl zmniejszymy dwa razy? Rozpatrz dwa przypadki.

. W kwadratowym kawatku blachy wycigto prostokatny otwor tak, x+5
jak pokazano na rysunku. Oblicz pole powierzchni pozostatej czesci
blachy. x—1

Zapisz, jakie wartoSci moze przyjmowac X.

+
x+5 42

. Z prostokatnej wyktadziny odci¢to prostokatne kawatki tak, X z
jak pokazano na rysunku. Oblicz pole powierzchni pozostatej czesci

wyktadziny.

Zapisz, jaki warunek musza spetniac liczby x 1 z. '3

. Uzasadnij, ze:

a) suma czterech kolejnych liczb naturalnych nieparzystych jest podzielna przez 8,
b) suma trzech kolejnych liczb naturalnych parzystych jest liczba podzielna przez 6,
¢) suma liczby naturalnej 1 kwadratu tej liczby jest liczba parzysta.

* Uzasadnij, ze suma dwoch kolejnych liczb nieparzystych jest podzielna przez 4.
. Uzasadnij, ze réznica kwadratu liczby naturalnej dodatniej 1 tej liczby jest liczba parzysta.

* Wykaz, ze roznica liczby trzycyfrowej 1 liczby, ktora powstanie z tej liczby po przestawieniu cylry jednosci
1 cylry setek, jest podzielna przez 9.

E_(x—4+ 3

6 | 2 ;x) kazdej liczby wymiernej x jest liczba dodatnia.

. Wykaz, ze wartos¢ wyrazenia dla
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Podsumowanie dzialu 6

. Wazne pojecia

wyrazenie algebraiczne zmienna jednomiany podobne jednomian suma algebraiczna

spotczynnik liczbowy jednomianu porzgdkowanie jednomianu redukcja wyrazow podobnych

. Nazwe wyrazenia algebraicznego okresla to 5x -+ suma 1loczynu liczb 51 x oraz liczby y
dziatanie, ktore nalezy wykonac jako ostatnie l(x —y)? potowa kwadratu réznicy liczb x i y
2

zgodnie z zasada kolejnosci wykonywania dziatan.

. Jednomianem nazywamy wyrazenie, ktore jest

liczba, literg (zmienna) lub iloczynem liczb i liter
(zmiennych).

Liczbe wystepujaca w uporzadkowanym
jednomianie nazywamy wspolczynnikiem
liczbowym jednomianu.

. Jednomianami podobnymi (wyrazami

podobnymi) nazywamy jednomiany, ktore
roznig si¢ tylko wspotczynnikami liczbowyma.

Wyrazenie, ktore powstaje przez dodawanie
jednomianéw, nazywamy suma algebraiczna.

Przeksztatcanie sumy algebraicznej, ktore polega
na zastapieniu kilku wyrazéw podobnych jednym
jednomianem, nazywamy redukcja wyrazow
podobnych.

Mnozenie sumy algebraicznej przez

jednomian
ab+c)=ab+ac
Mnozenie sum algebraicznych

@+ b)c+d) =ac+ad+ bc+ bd

Zamiane sumy algebraicznej na illoczyn nazywamy
wylaczaniem wspolnego czynnika przed nawias.

72

3x, —4ab, 0,61s>

wspotczynniki liczbowe

6
== 32 —x312

3x+2y+z
i T ™
wyrazy sumy

Ba+7b-1-5b—6+2a=—-a+2b-7

—2a(a — 3b + 0,6¢) =—2a* + 6ab —1,2ac

(x = 2y)5y + 2) = 5xy + 2x — 10y* — 4y

244%b — 16ab* + 32ab = 8ab(3a%2 — 2b + 4)



Czy jui umiesz?

Szescian liczby x zmniejszony o 6 to

A . 3x-6 B. 3(x—6)
C.x°—6 D. {x—6)°

Suma czterech liczb dodatnich, z ktérych pierwsza
to x, a kazda nastgpna jest 2 razy wigksza od
poprzedniej, jest rowna

A 4x+14 B.dx+16
C. 8 D, 15x

Katarzyna miafa x ztotych. Wydata czwarta czesc
posiadanych pieniedzy 1 jeszcze 4 z1. Ile pienigedzy
jej zostato?

A -9z B (jx-4/

4
C. (025x+4)z D. Ex - 4) 2

Ile to sekund: k godzin 1 p minut?

A. 360k +60p B. 600k +p
C. 3600k + 60p D. 60k + 360p

Za 45 dag cukierkow w cenie x zt za kilogram oraz
30 dag czekoladek o 25% drozszych zaptacimy

A. 0.0525x B. 0,0825x

C. 0,525x D. 0,825x

Wyrazenie 2(=3a + b) — (a + 4b) po przeksztatceniu
ma postac:

A.~ln—2b B. —7a + 6b

C.2-4a-3b D.2—-4a+5b

Wartosc iczbowa wyrazenia algebraicznego
2a+(3b—a)—(-b) dlaa =6, b =-2 jest rbwna

a2 B 10 CG.22 1. 26

W ktorym z przyktadoéw poprawnie przeksztatcono
wyrazenie algebraiczne?

A . 2a-3b)—Ba—-b)=—-a—-7b

B. (7m—2p) + (3p — 2m) =-9m — 5p
C.oxty—=1=3rx=y+2)=9%+9y

D. 3ab—-25a-7b)—(1—4a+2b)=3ab—6a+12b—1

©

@
o

Iloczyn dwoch kolejnych liczb naturalnych
podzielnych przez 5, z ktérych mniejsza to x — 2,
jest rowny:

A. 5x*—25 B. ¥+ 3v—10
CLa-—=12v+35 Dirka=56

Kolejne figury tworzone sa z zapatek, wedtug

pewnej reguty. Odkryj te regute, przerysuj
do zeszytu tabelke 1 ja uzupetnij.

Numer figury 1| 2|3|4|5]|6]|mn

Liczcbazapalek 4 | 7 | 10 | d | Fd | ¥ | [4

figura 1 figura 2 figura 3
Zapisz za pomoca 9
wyrazenia algebraicznego
obwad figury c

przedstawionej na . D7

rysunku. Oblicz warto$c¢
otrzymanego wyrazenia
dla c = 35.

Zapisz symbolicznie sume kwadratow liczb aib
pomniejszong o podwojony iloczyn tych liczb.
Oblicz wartos$¢ otrzymanego wyrazenia dla a = —2
1b=3.

Oblicz sume czterech kolejnych liczb naturalnych
nieparzystych, z ktérych najwigksza to 2n + 1.

Boki prostokata maja dtugosci x cm 1y cm. Jeden
z bokow zwickszono o 3 cm, a drugi zwigkszono
0 5 cm. O ile centymetrow powigkszyt si¢ obwod
tego prostokata?
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@ Wiedzac, ze pole kwadratu zamalowanego na
zOtto jest rowne 4, a pole figury zamalowane;j

pomaranczowo jest rowne b, zapisz wzory na
figur A, B, C, D.

P=a [DP=b

B

A
4k B

) 2

O
o

na

pola

D

%@

:

N
A

A4

_4

@ Wiedzac, ze pole kwadratu zamalowanego

na zotto jest rowne 4, a pole figury zamalowane;j

na pomaranczowo jest rowne b, zapisz wzory
na pola figur: A, B, C, D, E, E G.

P=a [D\P=b

0 Zapisz za pomoca wyrazenia algebraicznego

A B [} D
Ak N W
L @99 B
E F G
//\\41% 4 4 B
\ HNWHE ABRAEA

obwaod kazdego z wielokatow przedstawionych na

rysunku. Podaj konieczne zatozenia.

2
x+2y ty
x+ 2y
3x—y
S~y
2% \x
4y — x
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7

Za 0,5 kg gruszek Jacek zaptacit m ztotych. Ile
ztotych musiatby zaptacic za 3,5 kg gruszek?

Tomek ma s samochodzikow, Kuba ma ich

o potowe mniej niz Tomek. Jurek ma o 5 wigcej
samochodzikow niz Kuba, a Damian o 2 mniej niz
Jurek. Ile samochodzikow razem maja chtopcy?

Postepuj wedtug podanej instruke;.

— Pomysl dowolna liczbe.

— Dodaj 5.

— Wynik zwigksz dwukrotnie.
— Odeymy) 2.

— Podziel przez 2.

— Odejmij pomyslana liczbe.

Czy otrzymana przez ciebie liczba to 4? Wyjasnij,
dlaczego mozna bylo przewidzie¢ koncowy wynik.

Zapisz za pomoca wyrazenia algebraicznego
roznice dwoch liczb, z ktorych pierwsza przy
dzieleniu przez 5 daje reszte 2, a druga przy
dzieleniu przez 7 daje reszte 3.

Liczba A jest liczba dwucyfrowa niepodzielna
przez 10. Po przestawieniu cyfr w tej liczbie
otrzymano liczbe B. Wykaz, ze liczha C= A + B
jest podzielna przez 11.

Ile razy wzrosnie pole powierzchni, a ile razy
objetos¢ szeScianu, ktorego kazda krawedz
zwiekszono o 20%?

Z prostokatnego arkusza kartonu o wymiarach
(2x + 1) cm 1 (4x — 1) cm wycieto kwadrat o boku
dtugosci (2x — 3) cm. Ile cm? kartonu pozostalo?

Wiadomo, ze (x — 1)(x + 1) = 2. Ile jest réwne
(x —2)(x + 2)?

ﬁ» Jak zmieni si¢ obwodd, a jak pole kwadratu o boku

dtugosci a, jezeh dtugosc¢ boku zmniejszymy
o 10%?



7. Rownaniazjedng niewiadomg

Czy wiesz, co oznaczajq litery s, v, t w podanych wzorach?
Jakie przeksztatcenia trzeba wykonac, aby z pierwszego wzoru otrzymac drugi wzor?

A jakie przeksztatcenia trzeba wykonac, aby z drugiego wzoru otrzymac trzeci wzor?

AowoN o

Jakie znasz wzory, w ktorych wystepuja litery? Zapisz jeden z takich wzoréw. Co mozesz obliczy¢ za pomocg
tego wzoru? Co oznaczajq litery w tym wzorze?

5. Podaj przykiad rownania. Jakg literq jest oznaczona niewiadoma w twoim rownaniu? Wyznacz te
niewiadoma.



7.1 Przykiady rownan. Liczby spetniajgce rownania

Podejmij temat | Przyjrzyj sie rysunkom. Na szalkach wagi pozostajqcej w réwnowadze
umieszczone sq jednakowe pojemniki oraz odwazniki o masie 1 kg i 2 kg.
Sytuacje przedstawione na rysunkach opisane zostaty za pomocqg réwnan.

—_—

\

e e Ay e e e e St i e U i A i

\
i

2x+3=3x+2

Co oznacza litera x w rownaniu znajdujgeym sie pod kazdg wagg?
lle wazy jeden pojemnik? W jaki sposdb sprawdzisz, czy twoje przypuszczenia byly stuszne?

Rownaniem nazywamy réwnos¢ dwoch wyrazen algebraicznych,

Czy pamigtasz? np.3y+6=y—-2 8l:x=3 5x+x=48.

Niewiadomg w réwnaniu mozemy Litery x, y wystepujgce w réwnaniu nazywamy niewiadomymi.
oznaczac roznymi literami alfabetu, np.
x,z,a,b, lub réznymi znakami, np. ?, %, [l
Najczesciej jednak uzywamy litery x.

Przykiad 1
Opiszmy za pomoca réwnania przedstawiong ponizej sytuacje.

Maksym ma w portfelu x monet 5-ztotowych, 3 razy wigcej monet
2-ztotowych niz 5-ztotowych 1 trzy monety 1-ztotowe. Razem ma 80 zt.

Wprowadzamy oznaczenia:

x — liczba monet 5-ztotowych

3x — liczba monet 2-ztotowych

5x — kwota pienigdzy w monetach 5-ztotowych

2 - 3x — kwota pieniedzy w monetach 2-ztotowych

Uktadamy réwnanie:
oX+2 0% -F.5=50
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1. Opisz za pomoca rownania przedstawiona ponizej sytuacje.

Kilogrom jablele kosztuje y zl. Kilogrom boviomow jest
o b i droiszy vz lulogrom jablele. Kilogrom gruszele
kos2tuje L 2I. Wostele lupl > lg jablele, po lulogromie
boviomdw 1 gruszele 1 200 ws2ystleo 20placil 19 2I.

lle kosztuje lulogrom jablele?

Rownama:

x +156 = 464 35 -2 =1575

to rownania z jedna niewiadoma. W pierwszym réwnaniu niewiadoma
zostata oznaczona przez x, w drugim przez J.

W réwnaniu moze wystapi¢ wiecej niz jedna niewiadoma. Na przyktad:
k+1=10w X tY=h a+b—20=7

to rownania z dwiema niewiadomymi.

Stopien réwnania to najwiekszy wyktadnik potegi niewiadome;
w danym réwnaniu.

Przyktad 2

Okreslmy stopien rownania.

a) x+3=2x b)y-y=20 c) Zzt+2=32

a) x+3=2x réwnanie pierwszego stopnia
b) ¥~y =20 réwnanie piagtego stopnia

c) z*+2=3z rbéwnanie czwartego stopnia

2. Okresl stopien podanych rownan.

a) yY—-6y—9=0 b) a+a®—2a*=5
Q) 6=x d) k-5 =4k

Przypomnijmy, jak sprawdzamy, czy dana liczba jest rozwigzaniem réwnania.

Mowimy, ze liczba spetnia rownanie
(jest rozwigzaniem réwnania lub pierwiastkiem réwnania),
jezeli po podstawieniu jej w miejsce niewiadomej otrzymujemy rdwnosc.

Wszystkie liczby spetniajagce rdwnanie tworzq zbidr rozwigzan rownania.

Szesnastowieczny walijski lekarz, fizyk
i matematyk Robert Recorde (czyt rikord;
ok. 1510-1558), prawdopodobnie jako
pierwszy w dziejach matematyki uzyt
znaku = na oznaczenie rownosci. Jak
twierdzit, wprowadzit znak = dla uniknie-
cia ciggtego uzywania stow ,jest rowne”.
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Przykiad 3

Sprawdzmy, czy liczby: =3, 5 sa rozwigzaniami rownania:
2x—1)=x+3.

2x=ll=x+3

Lol

Ii.“t‘a'fi strona PI"EI"-;H-"EE. strona

rownania (I.) réwnania (P)

Do réwnania w miejsce x podstawiamy liczbe 5.

Lewa strona rownania: [.=2-5-1)=2-4=8 bo

Prawa strona réwnania: P=5+3 =8 } -

Lewa strona rownania jest rowna prawej stronie, zatem liczba 5 spetnia

rownanie 2(x —1) = x + 3.

Do réwnania w miejsce X podstawiamy liczbe —3.
Lewa strona rownania: .=2-(-3-1)=2-(-4) = —8}

[L=P
Prawa strona rownania: P=-3+3 =0

Lewa strona réwnania nie jest rOwna prawej stronie, zatem liczba —3
nie spelnia rownania 2(x — 1) = x + 3.

3. Sprawdz, czy liczba 1 spelnia podane rownania.

a) 10-2x=x+7
b) x—6=6—x
c) x+9):5=2

Zauwazmy, ze rownania:
10-2x=x+7i(x+9):5=2(¢wiczenie 3)
spetniata ta sama liczba — liczba 1.

O takich rownaniach mowimy, ze sq rownowazne.

4.  Zgadnij, jakie liczby spetniaja podane réwnania. Sprawdz swoje

przypuszczenia. Wskaz pare rownan rownowaznych.

a) x—7=2
b)2—-x=7
c) 7—x=-2
d 7=x-2



Dotychczas rozwazalismy rownania, ktore maja tylko jedno rozwigzanie. Jed-

nak niektére rownania moga miec¢ wigcej rozwigzan.

Przyktad 4

Sprawdzmy, ktore z liczb: =3, —1, 2, 3, 4, spetniaja podane réwnania.

2

a) ¥*=9 b) ma

a) (=3)2=9 Liczba -3 spetnia dane réwnanie.
-12=1=9 Liczba —1 nie spetnia rownania.
22=4=9 Liczba 2 nie speinia rownania.
3¥=9 Liczba 3 spetnia réwnanie.
42=16=9 Liczba 4 nie speinia rownania.

b) j2-3— +1= % %= —3 Liczba =3 nie spelnia rownania.
% +1=-1 Liczba —1 spetnia rownanie.
% +1=2 Liczba 2 spetnia rownanie.
% +1= 1% % 3 Liczba 3 nie speinia rownania.
i +1= 1% # 4 Liczba 4 nie speinia rownania.

5. Sprawdz, ktore z liczb: =2, -1, 0, 1, 2, 3 spetniaja podane rownania.

a) X2=4 b) xz?:rz:x
¢ F—2x—3=0 d) xi1=x+1
Zadania

@ Opisz za pomoca rownania kazda sytuacj¢ przedstawiona w zadaniu.

a) Za x butek w cenie 80 gr kazda i 2x rogali w cenie 2,30 zt kazdy zaptacono 32,40 zt.

b) Maty jogurt kosztuje x ztotych. Duzy jogurt jest o 1,50 zt drozszy. Za trzy duze jogurty 1 dwa mate jogurty
zaplacono 9 zt.

c) Poczatkowo plecak kosztowat x zt. Po obnizce ceny o 10% plecak kosztuje 81 zt.

d) W koszyku sa gruszki, jabtka i §liwki — razem 26 sztuk owocow. Gruszek jest a sztuk, jabtek jest 3 razy wigce;j
niz gruszek, a shwek jest o 5 wiecej niz jabtek.

e) W trzydziestoosobowej klasie jest p chtopcow i o cztery dziewczynki wiecej niz chtopcow.

f) Suma kwadratu liczby x 1 szeScianu liczby o trzy od niej mniejszej jest rowna 33.
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Na rysunku przedstawiono trapez prostokatny, prostokat 1 trojkat. Pole kazdej z tych figur jest rowne 5. Zapisz
rownania opisujace pola tych figur.

a) a b) m c)

a+1 c+1

Z podanych rownan wybierz réwnania pierwszego stopnia z jedna niewiadoma.

x=2x+x* x=2x+x x=2x+y x=x+2

Zapisz liczbe, ktora nalezy podstawi¢ w miejsce x, aby otrzymac rownosc.

a) x—7=4 b) 4x =-8 c) 2x=x d 2x-1)=6

Sprawdz, ktora z liczb spetnia podane rownanie.
a) 4a—-7=13 2;4; 5 b) 3x+1=4x-2 2, 153
c yW—-52+y)=-6 -1;0;4 d) 2mim—3)=4m —6;0; 5

Podaj przyktad rownania, ktorego rozwigzaniem jest podana liczba.

a) = b) 10 c) 0 d) 0,4

Sprawdz, czy podana liczba jest rozwigzaniem rownania.

a) —12x + 10+ 6x =-8 — 3x 6 b) 317y —9)=12(4y—1) -5
c) 12—a-5a—-6)=0 7 d —-(-5-p)-p)=5+2p -5

Rozwiazaniem kazdego z podanych rownan z niewiadoma x jest liczba 10. Zgadnij, jaka liczba jest a.

a) x+a=10 b) 2x—a =4

c) x+6):2=a d 6—x=a+2

Zapisz za pomoca rownania ponizsze zdanie. Zgadnij, jaka liczba jest rozwiazaniem zapisanego przez ciebie
roOwnania.

a) Suma pewnej liczby parzystej i liczby o 2 od niej wickszej jest rowna 34.

b) Potowa pewnej liczby zwiekszona o 4 jest rowna 5.

c) Liczba dwa razy wigcksza od pewnej liczby jest o 3 wigksza od tej liczby.

d) Réznica pewnej liczby i liczby 2 jest rowna —3.

Sprawdz, ktore z liczb catkowitych wigekszych od —4 1 mniejszych od 4 speiniaja podane rownania.
a) ¥—2=x—-2x2 b) x3—2x2-3x=0



7.2 Rozwiqzywanie rownan |l stopnia z jedng niewiadomg

Podejmij temat

Puszka brzoskwin wazy x kilogramaéw. Opisz za pomocg réwnania
sytuacje przedstawiong na rysunku.

lle puszek nalezy zdjq¢ z kazdej szalki, aby waga nadal pozostata

w rownowadze?

Opisz za pomocq réownania sytuacje po zdjeciu puszek z wagi.

|le teraz nalezy zdjg¢ odwaznikow z kazdej szalki, aby dowiedziec sig,
ile wazy puszka?

Czy wiesz, ile wazy jedna puszka?

e P eI T O N e, W P A o N S i e A i -E

§

e N e R e - S i s T L W i B e T ol e o B il S PN - i i s Do, -

Wykonajmy polecenie z Podeymiy temat 1 zapiszmy odpowiednie rownania.

Oznaczmy: x — waga puszki (w kg)

¥ F4¥] =5+l +1] Roéwnanie opisujace sytuacje przed-
stawiong na rysunku.

TEE+] =858+ 1+1=% Z kazdej szalki wagi zdejmujemy po
jednej puszce.
x+1=1+1 Na lewej szalce pozostata puszka i od-

waznik jednokilogramowy, na prawej
— dwa odwazniki jednokilogramowe.

% E | =]a] ] ey Z kazdej szalki zdeymujemy odwaz-
nik jednokilogramowy.
x=1 Na lewej szalce pozostata puszka, na

prawej] odwaznik jednokilogramowy.
Puszka wazy 1 kilogram.

Do rozwigzywania rownan czesto stosuje si¢ metode réwnan rownowaz-

nych. Polega ona na takim przeksztatcaniu danego réwnania, aby na kazdym

etaple otrzymywac rownanie prostsze, lecz rownowazne danemu. Mozemy

w tym celu:

e do obu stron réwnania doda¢ te sama liczbe (lub to samo wyrazenie alge-
braiczne),

e od obu stron réwnania odja¢ te sama liczbe (lub wyrazenie algebraiczne),

e obie strony rownania pomnozyc przez t¢ sama liczbe rozna od zera,

e obie strony rownania podzieli¢ przez t¢ sama liczbe r6zna od zera.

Zapis | + 6 oznacza, ze do kazde;

ze stron rownania dodajemy 6.

Zapis | — 9 oznacza, ze od kazdej ze stron
rownania odejmujemy 9.

Zapis | - 4 oznacza, ze kazdg ze stron
rownania mnozymy przez liczbe 4,

Zapis | : (~1) oznacza, ze kazdg ze stron

rownania dzielimy przez liczbe —1.



1.  Opisz za pomoca rownania sytuacj¢ przedstawiona na rysunku 1 wyznacz:

b) wage paczki.

a) wage arbuza,

Sposob rozwigzywania rownan metoda rownan rownowaznych przedstawimy na kilku przyktadach.

Przykitad 1

Rozwigzmy réwnania.

b) 3x—4= %x—Q

1 1. gk
3x—4 S X=X 9 S X
1 =
221: 4=-9
2ox-4+4=-9+4

1 . l:— b l
2536-22 5-22
5 2__ g
X 5= %

x==2

Sprawdzenie:

L=3-(2)-4=-6-4=-10

L=P
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a) 4—-x=5-2x b) 3x—4=%x—9

a) 4—x=5-2x
4—x+2x=5—-2x+2x Do obu stron réwnania dodajemy 2x.
4+x=5
4+x—-4=5-4 Od obu stron rownania odejmujemy 4.
x=1 Rozwigzaniem rownania jest liczba 1.
Sprawdzenie:
L=4-1=3 P=5-2-1=3
L=P

Od kazdej ze stron rownania odejmujemy %x.

Do kazdej ze stron rownania dodajemy 4.

; : : S 1
Kazda stron¢ rownania dzielimy przez 25.

Rozwigzaniem rownania jest liczba —2.

P=%-(—2)—9=—1—9=—10



2. Rozwiaz rownania 1 wykonaj sprawdzenie.

a) x+20=4 b) 10—2y=5-3y
c) m+4=0,5m d 2z+6=7z+1
Przyktad 2

Rozwiazmy réwnanie: 7 + 2(x + 1) = 3x — 4

7+2x+1)=3x—-4 Po lewej stronie rownania
7+2x+2=3x-4 mnozymy sume algebraiczna
przez liczbe 2.

9+2x=3x—4|-3x

9+ 2x—3x=3x=4~3x Od obu stron rownania
odejmujemy 3x 1 redukujemy
wyrazy podobne.

9—x=—4|-9 Od obu stron rownania
9—3—~89=~4~-9 odejmujemy 9.

—x==13|:(-1) Kazda stron¢ rownania dzielimy
przez—l.

x=13 Rozwigzaniem rownania jest
liczba 13.

Sprawdzenie:

L=7+2(13+1)=7+2:-14=7+28=35
P=3-13-4=39-4=35
L=P

3. Rozwiaz rownania.

a) 4x+2)=3x-2)
b) 4—(x+1)=201—-x)+1
c) 0,2x+ 0,3x=0,6(2 + x)

W IX wieku arabski matematyk, astro-
nom i geograf Muhammad ibn Musa Al-
Zasady postepowania przy rozwigzywaniu réwnan. -Chuwarizmi stworzyt podrecznik zatytu-

. Jezeli po jednej lub po obu stronach réwnania wykonamy wskazane towany Al-dzabr waal-mukabal bedqcy

dziatania, to otrzymamy réwnanie réwnowazne danemu. pierwszym w historii ujeciem matematy-

ki pod katem jej praktycznych zastoso-
. Jezeli do kazdej ze stron réwnania dodamy lub od kazdej ze stron rownania

odejmiemy to samo wyrazenie, to otrzymamy réwnanie rownowazne danemu.

wan, ilustrowany wieloma przyktadami
rozwiqzania rdwnan. Od wyrazu w tytule

. Jezeli kazdq ze stron rownania pomnozymy lub podzielimy przez te samg tego podrecznika, ktdry zawedrowat do

liczbe rézng od zera, to otrzymamy réwnanie réwnowazne danemu. Europy pod nazwq zawierajqeq Algebra
i Almukabala, powstata nazwa algebra.
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Przyktad 3

3x—5 2x—1

Rozwigzmy rownanie: 2x — = — + 1= 5 3.

Jx—=9 2x—~1 : ; ; ;
2= & L= |6 Kazda ze stron rownania mnozymy przez 6.
6-20-8 H2+6-1=% El16-3 Skracamy utamki,

1 1

12x ~3(38x~5)+6=22x—1)+18 Mnozymy sumy algebraiczne przez liczby.
12y —89x +1b+06=4x—2 18 Redukujemy wyrazy podobne.
3x+21=4x+16 Przeksztatcamy réwnanie tak, aby tylko po lewej
x—4x=16—-21 stronie otrzymac wyrazy z niewiadoma. Od obu stron
—x=~5|:(1) rownania odejmujemy liczbe 21 oraz od obu stron
x=5 rownania odejmujemy jednomian 4x.
Sprawdzenie:
L=2-5-22"241==10-)+1=10-5+1=6
P=22"2+3=7+3=3+3=6
L=P

4. Rozwigz rownania.

£ 3 £=1.. % _ % _3-2x _1+3«x

a)g—i—ﬂ,7x b) 4 ‘|'3—2 C)l Ty 1
Przyktad 4
Rozwigzmy réwnanie (x — 2)(x —4) + 5x = 3x — (10 — x?).
(x—2x—4)-+5x=3x~(10—2% Mnozymy sumy algebraiczne.,
x>—4x—2x+8+5x=3x—10 + x° Redukujemy wyrazy podobne.
Yo~ §=05~10 + &
yi=—gt =2+ 8 = 3 —10+x-—a Od obu stron rébwnania odejmujemy x2.
—x+8=3%—10
=3+ B—=8=—3—10—8 Od obu stron réwnania odejmujemy 3x oraz liczbe 8.
—4x=-18|:(-4) Obie strony rébwnania dzielimy przez —4.
x=45
Sprawdzenie:

L=45-245-4)+5:45=25-0,5+225=2375
P=3-45-(10-4,5%=13,5-(10-20,25) = 13,5 + 10,25 = 23,75
L=P
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3. Rozwiaz podane rownania.

a) x—Dx+2)+18=(x+4)(x+1) b) ¥*-5x+1=x+2(x-8)

Wiecej na temat

Wszystkie rozwiqzywane przez nas do tej pory rownania pierwszego stopnia z jednq niewiadoma miaty jedno roz-
wigzanie. Okazuje sig, ze takie rdwnania mogq nie mie¢ rozwigzan albo mie¢ ich nieskoniczenie wiele.

Rozwiqzmy rownanie: 6(x —1) + 2 =4 — (2 — 6x) Rozwigzmy réwnanie:2 -4 —x)=3—(5—x)
6(x—1)+2=4—-2—6x) 2—~4-X=3-O—x
6x—6+2=4-2+6x 2=4+tx=3-Htx

6x—4=2+6x x—2=2+tx

6x—6x=2+4 X=x—~2+42

0=6 0=0

Otrzymalismy sprzeczno$c, zatem rownanie nie ma  Otrzymali§my tozsamosé, zatem réwnanie spetnia

rozwigzania. Rownanie takie nazywamy rownaniem kazda liczba rzeczywista. Rdwnanie ma nieskoriczenie

sprzecznym. wiele rozwigzan. Rownanie takie nazywamy rownaniem
tozsamosciowym.

6. Ktore rownanie jest rOwnaniem sprzecznym, a ktore tozsamosciowym?

a) 34x—-2)=26x-1) b) 24-x)+2=10-2x c) 0=6x—2(5+ 3x)

Zadania

' Szalki kazdej z wag sa w rownowadze. Oblicz, ile wazy puszka 1 ile wazy worek. Zapisz 1 rozwiaz odpowiednie
rOwnania.
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. Do kazdego z rysunkow ut6z 1 rozwiaz odpowiednie rownanie.

, b , 6 : , 0,5y , 1)—x i
a) | | . b | . |
| b+5 =% ' 2y -7 ' 8-y
X6 , 2x —4 . . a . 3a
¥ 1 | L d) | | .
X | 3x—2 ' | a+6



W

Rozwiaz rownania 1 wykonaj sprawdzenie.

a) “4x+3=11 b) by—3=-18 c)
d) 6+2y=-5+3y e) 5—x—2=3+x-6 f)
Rozwiaz réwnania i1 wykonaj sprawdzenie.

a) 15(x +1)=85+ 15x b) 4y—-3=22y-1,5 c)
dz+9-22)=5 e) 2y+4)—-3=-5 f)

Rozwiaz rownania.

1 1 1 1 1 2

a) Ex+5+—1§ b) ay_'f_)_l._’_’, c)
1 X _ ol Y

d) S X 5+2*—~8 e) e 1 f)

Zapisz 1 rozwlgz roOwnania opisujace sytuacje przedstawione na rysunkach.

a) Obw. =24 b) Obw. =42 c)
3n
3n+2 3n+2
x+2 3?’1"‘1 3ﬂ+1
3n
d) Obw. =28 e) Obw.=11 f)
3y—6
I I 5 _2
i i 3y 4
y+1 i i y+1
2\ a Loy 2
46y+3

y—1 y—-1

Rozwiaz rownania. Wskaz rownania sprzeczne 1 rownania tozsamosciowe.

a) 4—x=2x+1-3x
d x-6=2x-3x-6

b) 7y+8+y=12+8y—4
e) 3z—4=05z+6

Rozwiaz rownania 1 wykonaj sprawdzenie.

x ++4 _ X +4/36
2 3

a)

Rozwiaz robwnania.

a) Gy+4y=y*+Q2y+1y-1)

b) x—-1x+1=x(x—1)

b) z4+—=222+5z+ 12 =(z2+ 1)z2-3)

rownania. Rozwiaz to r6wnanie.

. Wskaz, w ktérym miejscu Ania popeinita btad podczas rozwigzywania

c)
f)

Ustal, jaka liczba nalezy zastapic litere a, zeby rownanie:
11x — 2(5x + 1) = a(x — 3) nie mialo rozwigzania.

8é

x—(2x+5)=8
2x+3)-(2x+3)=-3

1 1__.‘_[
ZT 8T
X_E =
2 4 +2
Obw. = 52
2x—1
3x+2
Obw. = 15,75
42+ 075
3 3
0,5a
3y+5=y+6+2y
552+3=4z-1
31 —
2029 5y =g
8
L] X _
Ix-g =l-x|-12
Ox = bx = 24 - 11x
Cx = 2L -1N1x
Cx = 11x = 14
“he =24 ] (-¥
xr‘.‘_'bé
?.



7.3 Przeksztalcanie wzorow

Podajmij temat Babcia Oli robi serwete skiadajqcq sie z jednakowych motywdw w ksztalcie
kwadratéw o boku dtugosci a metra. Motywy tgczy w sposob przedstawiony
na rysunku.

lle kwadratow potgcezyta babcia, jezeli

na obszycie catej serwety zuzyta L metrow

ozdobnej tasmy?

7. rébwnaniami spotykamy si¢ nie tylko na lekcjach matematyki. Uzywamy
ich na lekcjach fizyki, chemn czy geografii do rozwigzywania réznych prob-
lemow z tych dziedzin. Bardzo przydatna jest wtedy umiejetnosc przeksztat- Przy przeksztatcaniu wzordw

cania WZorow. musimy uwazac¢ przy dzieleniu przez
niewiadome, poniewaz nie wolno dzieli¢

przez liczby rowne (. Dlatego stosujemy
Przykjrad 1 takie zatozenie jak w przyktadzie.

W trapezie przedstawionym na rysunku dtuzsza podstawa ma dtugosc¢
b, a wysoko$¢ opuszczona na te podstawe ma dtugosc h. Pole trapezu
jest rowne P. Wyznaczmy dtugosé¢ krotszej podstawy a.

Znamy pole trapezu, jego wysokosc¢ &
oraz dtugosc¢ diuzszej podstawy. Aby
wyznaczy¢ diugosc krotszej podstawy,

zapiszemy 1 odpowiednio przeksztatcimy

wzOr na pole tego trapezu. b

P=%@+whrz

2P=(@+Dbh|:h Dzielimy obie strony przez h (zauwazamy, ze h = 0,
bo h jest wysoko$cia trapezu).

2P
?=a+b|—b
2P
o4

2P

W F

. s P
Krotsza podstawa trapezu ma dtugos¢ =~ —b.

1. W trapezie krotsza podstawa ma diugosc¢ a, dtuzsza podstawa ma
dtugosc b. Pole trapezu jest rowne P. Wyznacz wysokos¢ h tego trapezu.
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Przyktad 2

Pole prostokata, ktorego jeden bok jest 9 razy dtuzszy od drugiego boku, jest rowne P. Oblicz dtugos¢ krotszego
boku tego prostokata.

Oznaczmy przez a diugosc krotszego boku prostokata. Wtedy diuzszy bok ma dtugos¢ rowna 9a.

P=g-9a
P=94]:9
P_, o "E)z _2
g =4 Wiemy, ze \/ 9 9
P2 _
(\/ 9 ) =
9 =4 Porownujemy podstawy poteg. Wiemy, ze a jest liczba dodatnig, bo jest diugoscia boku
prostokata.
|'P P . " #
:—9 =a Korzystamy z wlasnosci pierwiastkow.
VP _
3 =4
[P
_
T3
: v N
Krotszy bok tego prostokata ma diugoscé %

2.  Pole trojkata o wysokosci 8 razy dtuzszej od dtugos$ci podstawy, na ktéra

Cz\; wiesz, ze prz};ép[eszeme ziemeskie na UpuSZCZﬂﬂajESt ta WSUkﬂéé, jESt r{jWﬂe P, OthZ C]qugﬂﬁé tEJ deStaw

: e 2 " m 5 ;
biegunie jest rowne 9,83 — a na réwniku
5

wynosi 978 3? Przykk:ld o

Oblicz mase ciata, gdy znana jest wartosc sty ciezkosci dziatajace) na

to ciato.

Z fizyki wiemy, ze zaleznos¢ migdzy masa ciata a jego ciezarem wyraza

sie wWzorem:
F.=mg (¢ — przyspieszenie ziemskie)
F.=mgl:g Zauwazamy, ze g 7 0.
F,
§ = 113
F,
m=g

F,
Masa ciata jest rowna &

Cisnienie mozemy policzy¢ ze wzoru:
Wyznacz sit¢ nacisku, gdy znane jest cisnienie 1 pole powierzchni, na

p= 1—;, gdzie F oznacza site naciskuy, 3.
a S pole powierzchni oddziatywania sity. ktora DddZiahle ta sita.



3.

Przyktad 4

Dla ciata o masie m 1 predkosci v energia kinetyczna E, okreslona jest

mu? :
wzorem E; = - Wyznaczmy mase ciata m z tego wzoru.
o>

E,=—-1-2
2E, = mv? | : 02 Zaktadamy, ze v # 0.
2E, _
o

_ 2E,

=

o)

Masa ciata jest rowna —=.

Predkosc v ciata w ruchu jednostajnie przyspieszonym okreslona jest
wzorem v = v, + at, gdzie:

v, — predkosc poczatkowa ciata,
a — przyspieszenie clafa,
t — czas trwania ruchu.

Wyznacz z tego wzoru t. Zapisz konieczne zatozenia.

Przyktad 5

Oblicz mase substancji rozpuszczonej w roztworze o masie i,
jezeli stezenie procentowe tego roztworu jest rowne C,

Wiemy, Ze stezenie procentowe roztworu mozemy wyznaczyc ze Wzoru:

m, - 100% : s
Cp = ————, gdzie m,to masa substancji, a 71, to masa roztworu.
mr
m.- 100%
C,=""2 | m,

T

CP M. = 100% | : 100%

! - mr -
100% s
C..°m
= >p P
s~ 100%
S 7 C.-nL
Masa substancji jest rowna Ll[]{}% ;

Oblicz mase¢ roztworu o st¢zeniu procentowym rownym C,, jezeli masa
substancji rozpuszczonej w tym rozworze jest rGwna mi,,

89

Starozytni matematycy nie znali takich
wzorow, jakimi postugujemy sie cbecnie,
ale podawali je stownie. Wzory pojawity
sie dopiero w XVI wieku, gdy matematy-
cy nauczyli sie wyrazag liczby i inne wiel-
kosci za pomocq réwnan.



Zadania

. Wyznacz wskazang zmienng z kazdego podanego

WZOTl.
1
a) P=_pgp
L
b) p=_;m
c) I=%;R

. Wyznacz x z kazdego podanego wzoru, wiedzac,
ze wszystkie niewiadome sa liczbami r6znymi od

zera.
) = 1

a) xy =,

b) ax=b-2

c) y+6x=10

d) m—-nx=2p
x+7 _

¢l 5 =
2x _ 5y

f) 3 6

. Z podanych wzorow wyznacz y. Zapisz konieczne
zalozenia.
a) x+2y=4-y
b) p+4y=5y—-3
c) xy—2y=11+x
d) 9t+8y = ty —H

e) 3y+a)= (16y—12)
f) y—Dx-1)=x+3

. Ze wzoru na pole rombu P = %ef, gdzieeifsa
dtugo$ciami przekatnych rombu, wyznacz f.

* Wiadomo, ze pole szesciokata foremnego

N3 5

o boku dtugosci a jest rowne P = —211

Wyznacz a z tego wzoru 1 zapisz wzor na obwod
tego szesciokata.
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. Z.e wzoru na pole powierzchni prostopadtoscianu:

P = 2(ab + bc + ac), gdzie a, b, ¢ sa dtugosciami
krawedzi tego prostopadlos$cianu, wyznacz:

a) a, b) b, c) C.

Pole kwadratu o boku dtugosci x jest rowne P = x2.
Wyznacz x z tego wzoru 1 zapisz wzor na:

a) obwdd tego kwadratu,
b) przekatna tego kwadratu.

Obwod kwadratu jest rowny L. Wyznacz
w zaleznosci od L wzoér na:

a) pole tego kwadratu,
b) przekatna tego kwadratu.

Pole trojkata o podstawie k 1 wysokosci h
opuszczone] na t¢ podstawe jest rowne 2.
Wyznacz k w zaleznosci od pozostatych wielkosci.

Suma krawedzi sze$cianu jest rowna S. Wyznacz
w zaleznosci od S wzor na:

a) pole powierzchni tego sze$cianu,
b) objetosé tego szescianu.

Wzor C = S(F;?JZ)

temperatury w stopniach Celsjusza (C), jesli

stosuje si¢ do obliczania

podana jest temperatura w stopniach Fahrenheita
(F). Z tego wzoru wyznacz F w zaleznosci od C.

Wyraz temperature topnienia lodu w stopniach
Fahrenheita.

Zaleznosc litrbw benzyny w baku b od liczby
przejechanych kilometrow k wyraza si¢ wzorem
b=235- —k Przeksztal¢ wzor, wyznaczajac k

W zaleinmsm od b.

(n—2)-180°

Ze wzoru @ = na miare kata

wewnetrznego w wielokacie foremnym wyznacz 1,
gdzie n to liczba bokow wielokata foremnego.

Ile bokéw ma wielokat foremny, ktérego kat
wewnetrzny ma 160°7?



7.4 Zastosowanie rownan do rozwigzywania zadan tekstowych

Podejmij temat
: :ﬁ I!‘E - ‘_1
Ola zaprosita kolezanki do cukierni. Kazda z dziewczgt zamowita Szaleisbmo:

zestaw Stodkie Szalenstwo. Ola zamowita dla siebie jeszcze .
Porcja lodow 4,50 z{

Ciastko 3z

dodatk je lodd Krysi swita dodatk d je.
odatkowq porcje lodow, a Krysia zamoéwita dodatkowo dwa napoje Napéj 3,50 2¢

Placqc za wszystko, Ola data kelnerce 60 zt i otrzymata 4,50 zt reszty.

Oblicz, ile kolezanek Ola zaprosita do cukierni. Utdz i rozwigz

odpowiednie rownanie.

Przyktad 1

Rozwiazmy zadanie przedstawione w Podegmy temat.

Sposob 1
¢ Wykonujemy analiz¢ zadania (okre§lamy niewiadoma i zaleznosci migdzy wielko§ciami danymi w zadaniu).
X — liczba dziewczat
45(x+1) — warto$§¢ zakupionych lodow (w z1)
3x — warto$¢ zakupionych ciastek (w zt)
3.5k +2) — warto$¢ zakupionych napojoéw (w z1)
450 +1) 58+ 3 bx-+2) — warto$§¢ zakupow (w z1)
60 — 4,50 — warto$¢ zakupow (w zt)

e Uktadamy rownanie (poréwnujemy wyrazenia opisujace warto$é zakupow).
45(x+1)+3x+35x+2) =60—-45

e Rozwigzujemy rownanie.

45x+45+3x+35x+7=555 Przeprowadzamy redukcje wyrazéow podobnych.
11x+115=5551-11,5 Od obu stron réwnania odejmujemy 11,5.
11x=55,5-11,5

1lx=44[:11 Dzielimy obie strony réwnania przez 11.

x=4 — tyle dziewczat byto w cukierni

4-1=3 — tyle kolezanek Ola zaprosita do cukierni

¢ Wykonujemy sprawdzenie.

Sprawdzamy, czy liczba 4 spetnia utozone rownanie.
L=454+1)+3:4+354+2)=45:-5+12+35:6=225+12+21=55,5
P=60-4,5=555

L=P



Sprawdzamy, czy liczba 4 spetnia warunki zadania.

X — liczba dziewczat | 4

45(x+1) — warto$¢ zakupionych lodow (w z3) |452t-5=225 7

3x — warto$¢ zakupionych ciastek (wzt) |3zt -4 =12z

3.5x+2) — warto$¢ zakupionych napojow (wzt) [3,5zt-6 =21 zt
45(x+1)+3x+3.5x+ 2) — warto$¢ zakupow (w zt) |22.5 zt + 12 zt + 21 zt = 55,5 zt
60 — 4,50 — warto$¢ zakupow (w zt) | 55,5 =t

e Zapisujemy odpowiedz.

Ola zaprosita do cukierni 3 kolezanki.

Sposob 11
® Analiza zadania (okre§lenie niewiadomej i zalezno$ci miedzy wielko§ciami danymi w zadaniu)
" 5 — liczba dziewczat
45+3+3,5=11 — cena jednego zestawu (w z1)
4b+2-35=115 — warto$¢ dodatkowych lodéw i napojow (w zt)
11x +11,5 — warto$¢ zakupow (w zt)
60—-4,5=555 — warto$¢ zakupow (w z3)

e UtloZenie rébwnania (por6wnanie wyrazen opisujacych warto§¢ zakupow)
11x+11.5=555

e Rozwigzanie rObwnania

11x=55,5-11,6

1lx=441:11

x=4 — tyle dziewczat bylo w cukierni

4-1=3 — tyle kolezanek Ola zaprosita do cukierni

® Sprawdzenie

L=11-4+115 P=505
L=P

e Zapisanie odpowiedzi

Ola zaprosita do cukierni 3 kolezanki.

Etapy rozwigzywania zadania tekstowego.

1. Uwaznie przeczytaj tres¢ zadania,

2. Dokonaj analizy tresci zadania — okres| niewiadomag i zaleznosci miedzy
wielkosciami danymi w zadaniu.

Utdz rownanie.

Rozwigz rownanie.

Sprawdz poprawnos¢ rozwigzania z warunkami zadania.

Zapisz odpowiedz.

N A e
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Przyktad 2

W zagrodzie byty kroliki 1 kury. Razem zwierze¢ta miaty 35 glow 194 nogi.
Ile byto kur, a ile krolikow?

® Analiza zadania

X — liczba kur

35—x — liczba krolikow

2x — liczba nog wszystkich kur

4(35 — x) — liczba nog wszystkich krolikow
94 — liczba nég kur 1 krélikow

2x +4(35—x) —liczba ndg kur i kr6likow
e Utlozenie rownania

2x + 435 — x) = 94
¢ Rozwigzanie rownania

2x + 140 —4x =94

—2x =94 - 140

—2x=-46|:(-2)

x=23 — liczba kur
35—23=12 — liczba krolikow

e Sprawdzenie

Sprawdzamy, czy liczba 23 speinia utozone rownanie.

L=46+48=94 P=94
L=P

Sprawdzamy, czy liczba 23 spetnia warunki zadania.

X — liczba kur | 23

35—% — liczba krolikow 135—-23=12
2x — liczba nog wszystkich kur |2-23 =46
4(35 — x) — liczba nég wszystkich krolikow | 4 - 12 = 48
94 — liczba nog kur 1 krolikow | 94

2x +4(35—-x) —1aczna liczba nog kur 1 krolikéw | 46 + 48 = 94
e Zapisanie odpowiedzi

W zagrodzie byty 23 kury 112 krolikow.

W szkolnej stotowce staly stoty, a przy kazdym stole cztery krzesta.
Kazdy st6t miat trzy nogi, a kazde krzesto cztery nogi. Stolikow

1 krzeset byto tacznie 80. Stoly i krzesta mialy tacznie 304 nogi.

Ile stolikow stato w tej stotowcee?
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Wiedze o matematyce starozytnego
Egiptu mozemy czerpac¢ z papirusu
Rhinda. Jest to sporzgdzona w XVII w.
p.n.e. przez skrybe Ahmesa kopia wczes-
niejszego dokumentu. Dzieto to stanowi
dowadd wysokiej wiedzy matematycznej
Egipcjan. Zawiera 87 zadari popartych
przykiadami i rozwiqgzaniami, miedzy in-
nymi z algebry i geometrii.

94

Przeanalizujmy zadanie, ktére znajduje si¢ na papirusie Rhinda (czyt. rajnda).

Przyktad 3

Suma pewnej liczby, jej dwoch trzecich 1 jeszcze jej jednej siodmej jest
rowna 37. Jaka to liczba?

e Analiza zadania

X — szukana liczba

%x — dwie trzecie szukanej liczby

?1,:1: —jedna siodma szukanej liczby

37 — suma szukanej liczby, jej dwoéch trzecich 1jej
jednej si6dmej

x -+ %x + %x — suma szukanej liczby, jej dwoch trzecich 1 jej

jednej s10dme;j
e Ulozenie rownania

2 1
x+3x+?x~37

e Rozwiazanie rownania

14 . 3
x+21x+21x—37
17 N
15.’1‘“37'-121
11
x*—37.121
21
x=37 33
oo 777
38
1%
xHZUSS

e Sprawdzenie

17 2 15 1 1%
L~—20£+§ 20£+— 20@——20

17 2 wmP?1 peylll
- e

38 TS, 38 X, 38

=901 4 435 497 —gplb _
=20 vl 2 =385 =37

P=37
L=P

e Zapisanie odpowiedzi

Szukana liczba to 20%.



2. Zadanie ze starozytnych Indu.

Z roju pszczot trzecia czesc siadta na kwiecie katamby, piata czes¢ na kwiecie silindy, w trzykrotnej roznicy obu
losci odlecialy pszczoty do kwiecia kutaji, a jedna pozostata w powietrzu drazniona wonia jasminu. Ile byto
wszystkich pszcz6t?

Za pomoca rownan mozna rozwiazywac wiele problemow zwiazanych z predkoscia, droga 1 czasem.

Przykiad 4

Odlegtos¢ migdzy Kurowicami a Leonowem jest rowna 85 km. Samochoéd cigzarowy wyruszyt z Kurowic
o : ; . g0 km s : S, e . . : 5
1 jedzie do Leonowa ze $rednia predkoscig 70 e Dwanascie minut pozniej z Kurowic wyjechat samochod
osobowy 1 podaza do Leonowa ta sama trasa co samochéd ciezarowy. Samochéd osobowy porusza si¢

; - s km T : ; - s St oG
ze $rednia predkoscia 90 . Po jakim czasie samochod osobowy dogoni samochéd cigzarowy? W jakiej

odlegtosci od Leonowa samochod osobowy wyprzedzi samochod cigzarowy?

e Analiza zadania

t — czas jazdy samochodu osobowego do momentu wyprzedzania (w h)
12min=2h=3h - zamieniamy jednostke

Pt % — czas jazdy samochodu ci¢zarowego do momentu wyprzedzania (w h)

70 - (f + %) — dtugos¢ drogi pokonanej przez samochéd ciezarowy do momentu wyprzedzania (w km)
90 - t — dtugos¢ drogi pokonanej przez samochéd osobowy do momentu wyprzedzania (w km)

e Ulozenie réwnania
70- (t+3)=90 - ¢
70t + 14 = 90t
e Rozwigzanie rownania
20t =14
= ;—3 = 1% —samochod osobowy dogonit samochod cigzarowy po 1—?[; godziny, czyli po 42 minutach
90-0,7=63 (km) —samochdd osobowy pokonat droge réwna 63 km
85—-63=22(km) —w odlegtoici 22 km od Leonowa samochdd osobowy wyprzedzit samochéd ciezarowy

e Sprawdzenie
L=70- - +14=49 +14 = 63
= Ol
P=901,=63
L=P
e Zapisanie odpowiedzi

Samochod osobowy wyprzedzi samochod cigzarowy po 42 minutach jazdy, w odlegtosci 22 km od Leonowa.
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Schemat przygotowywania roztworu

o stezeniu 1%

1. 2. 3.

1. 1 gsoli - masa substancji rozpuszczonej (1)

2. 99 g wody — masa rozpuszczalnika (m,,)
3. 100 g roztworu — masa roztworu (m1,)

96

3. Patrycja i1 Ola mieszkaja w odlegtosci 3,5 km od siebie. Aby si¢ spotkac,
obie wyszlty w tym samym czasie, kazda ze swojego domu. Patrycja
3 km o km
szta z predkoscia 4 5,02 Ola szta ta sama droga z predkoscia 3 I
Po jakim czasie kolezanki si¢ spotkaja? Oblicz dtugos$¢ drogi pokonane;

przez Patrycje.

Roztwor to mieszanina rozpuszczalnika (najczescie] wody) 1 substancji roz-
puszczonej. Jezeli stezenie procentowe roztworu jest rowne 15%, oznacza to,
ze masa substancji rozpuszczonej stanowi 15% masy roztworu.

Stezenie procentowe okresla mase (wyrazong w gramach)
substancji rozpuszczonej w 100 g roztworu.

_ 4 {0 100%
P m,

C

C, — stezenie procentowe, m, — masa substancji rozpuszczone;,
m.— masda roztworu

Przyktad 5

W 2 1 wody rozpuszczono 0,5 kg sol.

a) Jakie jest stezenie procentowe tak otrzymanej solanki?
b) Ile litréw wody trzeba dolaé, aby stezenie solanki byto réwne 10%?

Przyjmujemy, ze 1 1 wody wazy 1 kg.

a)

® Analiza zadania
o — stezenie solanki (w %)
m,= 0,5 — masa soli (w kg)
m, =2 — masa wody (w kg)

mr = mﬁ + ml-\’
05+2=25  —masa roztworu (w kg)

® Obliczenie stezenia otrzymanej solanki

_ 0,5-100%
P 25
~100%
(o= =
CP = 200/0

® Zapisanie odpowiedzi

Stezenie procentowe otrzymanej solanki jest rowne 20%.



® Analiza zadania

m,, — masa dolanej wody (w kg)
25+m,, —masa solanki o stezeniu 10% (w kg) F
20% - 2,5 —masa soli w solance o stezeniu 20% (w kg) |
10%~25 +m.) —masa soli w solance o stezeniu 10% (w kg) . ..
. Utleniona
e Ulozenie rOwnania R oD
10% - (2,5 + m,) = 20% - 2,5
e Rozwigzanie rownania
0, 1i25+m. =02+2.5 Bardzo czesto na opakowaniach $rod-
0,25 + 0,1m,, = 0,5 kow czystosci, lekow, produktow spo-
0,1m. = 0,25 1:0.1 z';l,rwczych.ltp.. umleszczor.w.e sq informa-
_95 cje o stezeniu substancji. Na przyktad
ey = & woda utleniona to 3-procentowy roz-
e Sprawdzenie twor nadtlenku wodoru, co oznacza, ze

w 100 g roztworu znajduje sie 3 g sub-
Sprawdzamy, czy liczba 2,5 spetnia utozone rownanie. stangji

.=01-25+25=01-5=05
P=02-25=05
L=P

Sprawdzamy, czy liczba 2,5 speinia warunki zadania.

2,5 kg —masa dolanej wody (w kg)
25kg+25keg=5kg —masa solanki o stezeniu 10% (w kg)
20%-2,5kg=0,5kg  —masa soli w solance o stezeniu 20% (w kg)
10% - 5 kg = 0,5 kg —masa soli w solance o stezeniu 10% (w kg)

e Zapisanie odpowiedzi

Aby stezenie procentowe solanki wynosito 10%, nalezy dola¢ 2,5 1
wody.

4. Woda morska zawiera 5% soli. Ile kilogramow wody stodkiej trzeba

dola¢ do 24 kg wody morskiej, aby zawartosc soli byta rowna 3%?

Wiecej na temat

Jaskinia solna (grota solna) to pomieszczenie wytozone brytami soli, w ktorym panuje specyficzny mikroklimat,
wptywajgcy pozytywnie na zdrowie cztowieka. Temperatura utrzymywana jest tam na poziomie 23-24°C, wilgot-
nosc¢ nie przekracza 45%. Unoszqcey sie w powietrzu naturalny aerozol o 3-procentowym stezeniu solanki wspo-
maga leczenie roznych schorzen.



Przyktad 6

Do 3,7 kg wody wsypano cukier 1 otrzymano rozwor o stezeniu 7,5%. Oblicz mas¢ cukru wsypanego do wody.

X — masa cukru wsypanego do wody (w kg), x > 0

X +37 — masa roztworu (w kg)
x + 100% — 7:'50/0

x+ 37
s

" o s T
x =0,075(x + 3,7) Mnozymy sume algebraiczng przez liczbe.

x =0,075x + 0,075 - 3,7 | —0,075x Od obu stron réwnania odejmujemy 0,075x.
x — 0,075x = 0,2775

0,925x = 0,2775 | : 0,925 Obie strony réwnania dzielimy przez 0,925.
x=03

= 0,075 | (x + 3,7) Obie strony réwnania mnozymy przez X + 3,7.

Sprawdzenie

_ 03 _03_
L=0s+37" 1
P=0,075
L=P

0,075

Do wody wsypano 0,3 kg cukru.

5. Do wody wsypano 1,1 kg soli 1 otrzymano roztwor o stezeniu 13,75%. Ile kilogramoéow wody jest w tym roztworze?

Przyktad 7

Zmieszano 2 kilogramy 20-procentowego kwasu octowego z 1 kilogramem 35-procentowego kwasu octowego.
Jakie jest stezenie tak otrzymanego kwasu?

X — stezenie procentowe kwasu po zmieszaniu I roztwor 2 kg II roztwor 1 kg III roztwor 3 kg

202+ 1035 =3%

04+035=3-x

0375 = 3 ~ _I_ —

0,25=x ) 5

x =025 = 25% 20% 35%

Sprawdzenie . . .
masa substancji:  masa substancji: masa substancji:

L=2:-20%+1"35%= 0,4: 5 0335 = 0375 Ve sz (kg) 1 - 0335 (kg) 3.x (kg)

P=3-25%=3-0,25=0,75

L=P

Stezenie kwasu otrzymanego po zmieszaniu obu kwaséw jest rowne 25%.
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6. Zmieszano 2 kilogramy 14-procentowego syropu z 4 kilogramami 8-procentowego syropu. Jakie jest stezenie
tak otrzymanego syropu?

Przyktad 8

W naczyniu znajduje sie 250 g 40-procentowego wodnego roztworu saletry. Ile graméw wody nalezy dola¢ do
naczynia, aby otrzymac roztwor 16-procentowy?

Zauwazmy, ze woda nie zawiera saletry, zatem przyj- I roztwor saletry woda IT roztwor saletry
mujemy, ze stezenie procentowe wody jest rowne 0%.

Korzystajac z rysunku, zapisujemy 1 rozwiazujemy

odpowiednie rownanie.

250 - 0,4+ x - 0= (250 + x) - 0,16 ; 16%

250 - 0,4 = (250 + x) - 0,16 407 0%

100 =40 + 0,16x

60 = 0,16x 250 (g) x (g) 250 +x (g)

x =375

Sprawdzenie

L=250-04+375-0=100
P = (250 + 375) - 0,16 = 625 - 0,16 = 100
L=P

Nalezy dola¢ 375 g wody.

Przykiad 9

Ile kilogram6w wody nalezy odparowac z 2,4 kg solanki o stezeniu 15%, aby otrzyma¢ solanke o stezeniu 18%?

x — liczba kilogramow wody, ktora nalezy odparowac I solanka woda IT solanka

24-0,15-x-0=(24-x) 0,18
24-0,15=(24-x)-0,18

0,36 = 0,432 — 0,18x _
—0,072 = -0,18x | : (-0,18)

Il

04=x 15% 0% 18%
x=0,4
Sprawdzenie 2,4 kg) x (kg) 2.4 — x (kg)

L=24-0,15-x0=036
P=(24-04)-018=20,18 =036
L=P

Nalezy odparowac 0,4 kg wody.

7. e kilogramow wody nalezy odparowac z 3 kg solanki o stezeniu 8%, aby otrzymac solanke o stezeniu 10%?
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Zadania

. Znajdz liczbe x, wiedzac, ze

a) liczba ta zwigkszona péttora razy jest rowna b) liczba ta zmniejszona o 20% to 35,
33,3,

¢) dwukrotnos$é tej liczby zwiekszona o 1 jest d) po zwigkszeniu jej o 4, a nastepnie pomnozeniu
rowna 8, wyniku przez 5 otrzymamy liczbe 80.

. Oblicz dtugosci bokow wielokatow przedstawionych na rysunku.

a) Obw. =47 b) Obw. = 48
4x

11

x+9 X

Ignacy to najmiodszy cztonek rodziny. Jego siostra Ania jest od niego dwa razy starsza. Brat Jarek jest o 2 lata
starszy od Ani. Rodzenstwo ma tacznie 32 lata. Ile lat ma Ignacy?

Ojciec ma 36 lat, a syn jest o 26 lat od niego mtodszy. Za ile lat obaj beda mieli razem 56 lat?

Ceng butow obnizono najpierw o 10%, a nastepnie o 40 z. Cena butow po obu obnizkach wynosi 185 zt.
Ile kosztowaty buty przed obnizka?

Za 7 matych jogurtow 1 3 jogurty duze zaptacono 13,10 zt. Ile kosztowal maty, a ile duzy jogurt, jezeli cena
duzego jogurtu byta o 1,20 zt wyzsza od matego?

Dominika ma 125 zt w monetach 5-ztotowych 1 2-ztotowych. Ile Dominika ma monet 2-ztotowych,
a ile 5-ztotowych, jezeli monet 5-ztotowych ma wigcej o 4?

Obwad prostokata jest rowny 36. Diuzszy bok jest o 25% wigkszy od krotszego. Znajdz pole tego prostokata.

W tréjkacie prostokatnym jeden z katéw ostrych jest 8 razy mniejszy od drugiego kata ostrego. Znajdz miare
najmniejszego z katow tego trojkata.

Agnieszka obliczyla, ze 15% jej kolekcji figurek stanowia aniotki, 23% to stonie. Pozostale 5 figurek to pieskai.
Czy Agnieszka poprawnie wykonata obliczenia? Uzasadnij swoja odpowiedz.

. Jola, Kinga 1 Ewa zbieraja znaczki. Jola ma o trzy znaczki wiecej niz Kinga, a Ewa ma tyle znaczkéw, ile
Kinga 1 Jola maja razem. Ewa stwierdzita, ze ma dwa razy tyle znaczkow, ile ma Kinga. Czy Ewa mowi
prawde? Odpowiedz uzasadnij.

. Tomek, Michat 1 Bartek zebrali razem 28 grzybow. Tomek zebrat o 10 grzybow wiecej niz Michat, a Bartek
tyle, ile Michat 1 Tomek zebrali razem. Ile grzybow zebrat kazdy z chtopcow?
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0 Duzy stoik ma pojemnosc o 4 litry wigksza od pojemnosci matego stoika. Pojemnos¢ matego stoika jest rowna
20% pojemnosci duzego. Jaka jest faczna pojemnos¢ obu stoikow?

* Dwaj rowerzysci wyjechali naprzeciw siebie w tym samym czasie z miejscowosci odlegtych o 52,5 km. Jeden
jedzie z predkoscia 16 kTm.Jaka jest predkosc¢ drugiego, jezeli spotkaja si¢ po 1 godzinie 45 minutach jazdy?

Q Grupa mtodziezy idzie z predkoscia 4 % . Po trzech kwadransach sp6zniony Jacek wyruszyt za nimi ta sama
droga, z predkoscia 6 kfl . Po jakim czasie Jacek dogoni grupe?

Zmieszano 2 kg cukru z 3 kg wody. Jakie jest stezenie procentowe tak otrzymanego syropu? Ile kilogramow
wody nalezy dola¢, aby otrzymac syrop 25-procentowy?

. W jednym litrze wody rozpuszczono i litra soku malinowego. Oblicz st¢zenie procentowe tak otrzymanego
napoju. Ile trzeba dolac litréw wody, aby otrzymac napoj 10-procentowy?

W pojemniku jest 12 kg 25-procentowej solanki.
a) Ile kilograméw soli nalezy dosypaé, aby otrzymac roztwor o stezeniu 40%?
b) Ile kilograméw wody nalezy odparowad, aby otrzymac roztwoér o stezeniu 60%?

Zmieszano 4 kilogramy 5-procentowego roztworu cukru z 6 kilogramami 12-procentowego roztworu cukru.
Oblicz stezenie procentowe tak uzyskanego roztworu.

W naczyniu znajdowato si¢ 80 g wodnego roztworu kwasku cytrynowego. Po odparowaniu wody na dnie
naczynia pozostato 24 ¢ kwasku cytrynowego. Jakie bylo stezenie procentowe tego roztworu?

W historii matematyki jest wiele zadan, ktore rozwigzujemy za pomoca rownan. Przeczytaj zadania 21-24
1]e rozZwi1az.

O Pitagoras zapytany, 1llu ma uczniow, odpowiedziat: ,,Potowa z moich uczniow studiuje matematyke, czwarta
czes¢ przyrode, siodma czes¢ milczy, a ponadto mam jeszcze trzech uczniow”. Ilu uczniéw miat Pitagoras?

. W papirusie Rhinda (XVII w. p.n.e.) jest takie zadanie: ,,Wedrowiec policzyt, ze w stadzie, ktore pasterz pedzit
na pastwisko, jest 70 sztuk bydta. Zapytat on pasterza, jaka czes¢ swego licznego stada pedzi na pastwisko.
Pasterz odpowiedzial: «Prowadz¢ na pastwisko dwie trzecie trzeciej czesci stada, ktore powierzono moje;j
opiece»”. Oblicz, jak wielkie stado miat pasterz.

. Matematyk i filozof Alkuin (ok. 730-804) podat takie zadanie: ,,Chart ujrzal zajaca w odlegtosci 150 stop
1 rozpoczat za nim poscig. Po ilu skokach pies dogoni zajaca, jesh skok zajaca ma 7 stop, a skok charta w tym

czasie ma 9 stop?”.

. Stara legenda glosi, ze czeska krolewna Libusza obiecata oddac swa reke temu z trzech ubiegajacych sie o nig
rycerzy, ktory pierwszy rozwiaze zadanie: ,,Ile shiwek miesci sie w koszyku, z ktorego potowe catej zawartosci
1 jedna shwke oddam pierwszemu z was, drugiemu potowe reszty 1 jedna shiwke, wreszcie trzeciemu dam
potowe pozostatych i trzy shwki, przy czym kosz bedzie pusty?”.
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Podsumowanie dzialu 7

. Wazne pojecia

rownanie stopien rownania pierwiastek rownania zbidér rozwiqzan rownania

rownania rownowazne  metoda rownan rdwnowaznych  réwnanie tozsamosciowe  réwnanie sprzeczne

. Rownaniem nazywamy rownos¢ dwoch wyrazen algebraicznych. 2x+6=3x—4

. Rozwiazaniem réwnania (pierwiastkiem réwnania) nazywamy kazda liczbe, ktéra spetnia to r6wnanie.

Pierwiastkiem rownania 3x —5 = 2x — 3 jest liczba 2, bo

LL=3-2-5=1
P=2-2-3=1
L=P

. Rownania réwnowazne otrzymamy, gdy

e do obu stron rownania dodamy te sama liczbe (lub to samo wyrazenie algebraiczne),
® od obu stron réwnania odejmiemy te sama liczbe (lub wyrazenie algebraiczne),

® obie strony rownania pomnozymy przez t¢ sama liczbe r6zna od zera,

® obie strony rownania podzielimy przez t¢ sama liczbe r6zna od zera.

. Etapy rozwiazywania zadania tekstowego

e Uwaznie przeczytaj tres¢ zadania.

Dokonaj analizy treici zadania (okresl niewiadoma i zaleznosci miedzy wielko§ciami danymi w zadaniu).

U6z rownanie.

Rozwigz rownanie.

Sprawdz poprawnos¢ rozwigzania z warunkami zadania.

@

Zapisz odpowiedz.

Czy jui umiesz?

o Wskaz rownanie, ktore opisuje tresc nastepujacego stwierdzenia: Potrojona liczba m jest o 4 wigksza od
potowy liczby m.

1%3m+4=%m. B.&n=%+4 (l%m+4=3m [l%m+4=2m

o Wskaz rownanie, ktore opisuje nastepujace zadanie: Kwote 94 zt wyptacono monetami 2-ztotowymi
1 5-ztotowymi. Monet 2-ztotowych bylo x, a 5-ztotowych byto o dwie wigcej niz 2-ztotowych.

A x+(x+2) =94 B. 2x + 5x =94 C.2x+5x+2) =94 D. 2x +5(x—-2)=9%4
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o Rownanie, ktore nie jest rOownowazne rownaniu 1 — 2 =2, to

3
A1-2=% B3-y=6 C-—y=2-1 D31-%=2

o Jesh pewna liczbe zmniejszona o 4 podwoimy, to otrzymamy 8. Tq liczba jest

A. 0 B,i=9 C.2 D. 8

Rozwigzaniem réwnania 2(0,5x — 1) = 2x + 2 jest liczba

A. 4 B =2 C.0 D. 4

Liczba =13 jest rozwigzaniem réwnania

A 4x+3)-5=7 B. 2% =

C.-10-(x+2) =14 +x D. E+5=9

Wskaz rownanie sprzeczne.

Al-0-01-2)=1+@1+@x~-1) B.1+(1+(1-2)=1-(x-1)-1)
C.A-x+1): D)=+ --1+01-x) D.1+E0: 0% =1 =1~ —{—1 +11—x))

Ile itrow wody nalezy dolac¢ do pot litra 15-procentowej solanki, aby otrzymac 4-procentowg solanke?

A lzlira  B.02lra  C.0dlita D. 1,375 litra

W trojkacie ABC bok AC jest o 1 dtuzszy od boku AB. Bok BC jest o 25% dtuzszy od boku AC. Obwod tego
trojkata jest rowny 12. Pole tego trojkata jest rowne

A. 6 B, 12 C. 15 D. 20

Zapisz rOownania opisujace przedstawione sytuacje.

a) Suma dwoch liczb rézniacych sie o 4 jest réwna 20,5.

b) Suma czterech kolejnych liczb nieparzystych jest rowna 120.

c) Suma cyfr liczby trzycyfrowej jest rowna 18. Cyfra jednosci tej liczby jest dwa razy mniejsza od cyfry
dziesiatek, a cylra setek jest o trzy wigcksza od cylry dziesiatek.

Rozwiaz rownania.

o 2("’;6%1—;:2;%1 b) 5-(x—(2—4x):2) =3(1-x —4)
g =0 1 A e~ T 1)+ T= e+ =2y 4 4

W zadaniach 12-23 zapisz odpowiednie rownania 1 je rozwiaz.

Tasme o dtugosci 4 m rozcigto na trzy czesci, z ktorych pierwsza jest o 80 cm diuzsza od drugiej, a trzecia jest
dwa razy dtuzsza od pierwszej. Oblicz diugosc kazdej z tych czesci.

Szkota kupita 160 biletow do teatru za taczna kwote 1520 zt. Bilet drozszy kosztowat 11 zt, a tanszy —o 2 zt
mniej. Ile bylo biletéw tanszych?
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4
5P
Oblicz dtugosc¢ trasy przebytej przez turyste w ciagu tych trzech dni.

@ Turysta w pierwszym dniu rajdu przebyt 1—1 trasy, w drugim dniu ozostalej trasy, a w trzecim dniu 33 km.

@ 7. miasta A w kierunku miasta B wyjechat samochéd osobowy jadacy z predkoscia 70 % . W tym samym
czasie z miasta B w kierunku miasta A wyruszyt autobus jadacy z predkoscig 60 ——. Po uptywie jakiego czasu
spotkaja si¢ te pojazdy, jesh odlegto§¢ migdzy miastami A 1 B wynosi 195 km?

@ Odiegtosé micdzy dwoma miastami M i K wynosi 72 km. Bartek wyjechat z miasta M z predkoscia 35 =
i podaza do miasta K. Jakub w tym samym czasie wyjechat z miasta K i podaza (ta sama droga, co Bartek) do
miasta M, jadac z predkoscia o 10 % mniejsza niz Bartek. Po uptywie ilu minut od chwili wyjazdu chiopcy sie
spotkaja?

‘Tomek wyjechat do szkoty na rowerze, jadac ze srednia predkoscia 15 % . Gdy przejechat 5 km, z domu

=

wyjechatl za nim starszy brat Waldek, jadac skuterem ze $rednia predkoscia 20 % Po jakim czasie starszy brat
dogoni miodszego?

Kolarz w ciagu 4 sekund przejechat 35 m. Ile kilometrow przejedzie kolarz w ciggu godziny, jesh zatozymy;,
ze jedzie z ta sama Srednig predkoscia?

Obwaod prostokata jest rowny 24 cm. Jeden z bokow jest o 2 cm diuzszy od drugiego. Oblicz pole tego
prostokata.

W trojkacie kazdy nastepny kat jest mniejszy o 30° od poprzedniego. Oblicz miary katow tego trojkata.

Tata jest o 8 lat starszy od mamy. Dziesig¢ lat temu wiek mamy stanowit 75% wieku taty. Za ile lat beda mieli
razem 100 lat?

Za 3 zeszyty 17 olowkow zaptacono 18,20 zt. Jaka jest cena zeszytu, a jaka otowka, jesh otowek jest siedem
razy tanszy od zeszytu?

Ile litrow wody nalezy odparowac z dwoch litréw 25-procentowego syropu, aby otrzymac syrop o stezeniu
40-procentowym?

Masa substancji rozpuszczonej w roztworze o stezeniu procentowym réwnym 8% jest rowna .
Wyznacz mase wody, w ktorej rozpuszczono t¢ substancje.

®©O 6 06 0 060 © O

Do wody o masie m,, wsypano sol 1 otrzymano solanke o stezeniu procentowym réwnym 5%.
Wyznacz mase soli m, wsypanej do wody.
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8. Wielokagty

=7

1. Jakie wielokagty widzisz na rysunku?

2. Jak nazywamy wielokqt utworzony z pomalowanych na biato tréjkgtow rownoramiennych?

3. lle kwadratéw widzisz na rysunku? Na jaki kolor pomalowane sg kwadraty? Jakie znasz wiasnosci kwadratu?
4. Jakitrapez nazywamy trapezem rownoramiennym? lle na rysunku jest trapezow réwnoramiennych? Jakie

wiasnosci ma trapez rownoramienny?

5. Zapisz wzory na obwod i pole: tréjkata, kwadratu, prostokata, rombu, réwnolegtoboku, trapezu.



8.1 Jednostkipola. Zamiana jednostek

Podejmij temat

Z ilu kwadratéow jednostkowych sktada sie
figura 1 na rysunku?

le jest rowne pole tej figury?

Czy pole tej figury zmieni sig, jezeli za

jednostke pola przyjmiemy figure 2?

kwadrat jednostkowy figura 1l figura 2

P =1 cm? P =100 mm?

1 cm 10 mm

1 cm 10 mm

100 cm?to 1 dm?

- 100
lem?2———>1dm?
100 dm?to 1 m?

- 100
1dm2——> 1 m?

106

Wiemy juz z modszych klas, ze przed wyznaczaniem pola figury musimy usta-
li¢ jednostke, czyhl ustalic, jaka figura bedzie figura jednostkowa. Pole figury to
liczba figur jednostkowych, ktore mieszcza si¢ w danej figurze. Najczesciej za
jednostke przyjmuje si¢ kwadrat, ktéry nazywamy kwadratem jednostkowym.

Przypomnijmy jednostki stosowane przy obliczaniu pdl powierzchni.

Najczesciej stosowane jednostki pola

1 mm?to pole kwadratu o bokulmm 1 cm?to pole kwadratu o boku 1 cm
1 dm? to pole kwadratu o boku 1 dm 1 m2to pole kwadratu o boku 1 m
1 km? to pole kwadratu o boku 1 km

Pole figury mozemy wyrazac¢ w réznych jednostkach. Przypomnijmy; jak zmie-
niamy jednostki pola.

1 cm? to pole kwadratu o boku 1 cm

1 cm =10 mm, zatem 1 cm? = (1 cm)? = (10 mm)?> = 10 mm - 10 mm = 100 mm?

Podobnie mamy:

1 dm =10 cm, zatem 1 dm? = (1 dm)* = (10 cm)?* = 10 cm - 10 cm = 100 cm?
1 m =100 cm, zatem 1 m?>= (1 m)?> = (100 cm)>= 100 cm * 100 cm = 10 000 cm?
1 km = 1000 m, zatem 1 km? = (1 km)?> = (1000 m)?* = 1000 m - 1000 m =
1000000 m?

Niektdre zaleznosci miedzy jednostkami pola

1dm2=100cm?2= 10000 mm?
1 m2=100 dm2= 10000 cm2= 1000 000 mm?
1 km2=1 000 000 m? =100 000 000 dm?2 =10 000 000 000 cm?



Przyktad 1
Zamienmy na cm?,

a) 32 dm? b) 8,3 m? ) 1,7 km?

a) 32dm?=32-1dm?=232- 100 cm? = 3200 cm?
b) 83m?=83 -1m?=83 10 000 cm?= 83 000 cm?
c) 1,7km?=1,7-1km?*= 1,7 - 10 000 000 000 cm? =17 000 000 000 cm?

1. Zamien na cm?.

a) 5dm? b) 20 m? c) 1,8 km?

1mm=01cm,zatem1 mm2=(1mm?2=(01cmpP=01cm:01cm=001cm?
1em=01dm,zatem1cm?2=(1 cm?=(01dm)?=0,01 dm?
1dm=01m,zatem 1dm?=(1dm?=(0,1 m?=0,01 m?

1 m=0001km, zatem 1 m2=(1 m)?2= (0,001 km)?* = 0,000001 km?

Przyktad 2

Zamienmy na m?,

a) 45 000 mm? b) 6000 cm? c) 5,6 dm?

a) 45000 mm?2 = 45 000 - 1 mm? = 45 000 - 0,000001 m? = 0,045 m>
b) 6000 cm? = 6000 - 1 cm? = 6000 - 0,0001 m2 = 0,6 m?
¢) 56dm?=56-1dm?=5,6-0,01 m?= 0,056 m2

2. Zamieh na m?.

a) 126000 mm? b) 190 cm? c) 70 dm?

W zyciu codziennym pola powierzchni dziatek, ogrodéow, laséw 1 gruntéw
ornych wyrazamy w arach 1 hektarach.

Jeden ar (1 a) to pole kwadratu o boku 10 m, czyli:
1a=10m 10 m=(10 m)?>= 100 m?

Jeden hektar (1 ha) to pole kwadratu o boku 100 m, czyli:
1ha=100m 100 m =(100 m)2= 10 000 m?

1ha=100a

1m*=001a
1a=001 ha
1 km? =100 ha
1 ha =001 km?
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Przyktad 3

Zapiszmy w m2,

a) 16 a b) 5,3 ha ¢l 044

a) 16 a=16"-100 m?= 1600 m?
b) 5,3 ha =53 -10 000 m?= 53 000 m?
c) 04a=04"-100 m? =40 m?

Przyktad 4

Zapiszmy w arach.

a) 3,6 ha b) 0,097 km? ¢) 22,8 m?

a) 3,6ha=36-1ha=3,6-100a=360 a
b) 0,097 km?= 0,097 - 1 km?= 0,097 - 10 000 a =970 a
c) 228m?=228-1m?>=228-0,01 a=0,228 a

3. Zapisz wm? 4. Zapisz w arach.
a) 7a b) 12 ha a) 11 ha a) 0,8 ha
c) 63a d) 04 ha c) 126 m? b) 4 km?
Zadania

. Zapisz w cm?,
a) 45 mm? b) 5 dm?
c) 0,8 m? d) 0,00009 km?

. Zapisz w dm?.

a) 18 mm? b) 17 cm?
c) 1,7 m? d) 0,005 km?

. Zapisz w m2,
a) 245 mm? b) 59 cm?
c) 6 dm? d) 8 km?

Q Zapisz w arach.

a) 25 m? b) 8 ha
c) 6900 m? d) 0,006 km?

. Jakie wymiary moze mie¢ dziatka w ksztalcie
prostokata o polu powierzchni 3 a? Podaj co
najmnie] trzy mozliwosci.

. Pole powierzchni kwadratowe)j dziatki jest rowne
16 a. Ogrod zajmuje 25% powierzchni dziatki,
trawnik 10%, a sadzawka 8 m?2. Na pozostale;
czedcl dziatki znajduje si¢ plac zabaw dla dzieci.
Oblicz pole powierzchni placu zabaw dla dzieci.
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Wujek Tomka kupit dziatke o powierzchni
3,5 a i zaptacit za nig 5250 zt. Jaka byta cena 1 m?
tej dziatki?

a) Pole powierzchni dziatki rekreacyjnej jest rowne
1250 m?2. Ile to aréw?

b) Pole powierzchni stadionu jest rowne 10 800 m?.
Ile to km??

c) Pole powierzchni obrazu wiszacego w pokoju
Jozka jest réwne 2470 cm?. Tle to dm??

Narysuj figury o podanych polach.

a) 7 cm? b) 3,5 cm?
c) 2 dm? d) 0,4 dm?

Wieza Eiffla zbudowana jest na dziatce w ksztalcie
kwadratu o boku 125 m. Ile hektarow ma ta
dziatka? Wynik podaj z doktadnoscia do 0,1 ha.

Na planie miasta, sporzadzonym w skali 1 : 1500,
pole powierzchni boiska jest rowne 50 cm?. Oblicz
rzeczywiste pole powierzchni boiska. Wynik zapisz
w arach.



8.2 Trojkqty

Podejmij temat

Jakie rodzaje trojkgtow uzyta Julka do

wykonania drzewka?

Zilu i jakiego rodzaju trojkgtéw Adam
zbudowat drzewko?

Podaj, jakg wysokos¢ ma drzewko Julki, jezeli

wysokos¢ najwiekszego trojkgta jest rowna

10 cm, a wysokos¢ kazdego nastepnego
tréjkgta jest 0 2 cm krétsza. drzewko Julki drzewko Adama

Tréjkat to wielokat o trzech bokach.

Wysokosé trojkgta to odcinek tgczgey wierzchotek tréjkagta z przeciwleglym bokiem (lub jego przedtuzeniem),
prostopadty do tego boku.

Kazdy trojkgt ma trzy wysokosci.

i\ ™
h, 3
W trojkgcie ostrokgtnym wysokosci W trojkqcie prostokgtnym wysokosci W trojkqcie rozwartokgtnym
przecinajq sie w jednym punkcie przecinajq sie w jednym punkcie, przedtuzenia wysokosci przecinajg
znajdujgcym sie wewnaqtrz tego ktory jest wierzchotkiem tego tréjkata. sie w jednym punkcie znajdujgcym
trojkata. Dwie z nich to boki tego tréjkata. sie na zewnaqtrz tego tréjkata.

W dowolnym trojkqgcie rownoramiennym
wysokos¢ poprowadzona
z wierzchotka kqta utworzonego
przez ramiona tego trojkata
dzieli ten tréjkat na dwa przystajace
trojkaty prostokatne.
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2,

Przykitad 1

Wysokosé trojkata réwnobocznego jest réwna 3v3. Obliczmy obwdod
tego trojkata.

Wprowadzmy takie oznaczenia jak na rysunku.

Obliczamy diugosc a boku trojkata,
korzystajac z twierdzenia Pitagorasa.

L+ Bf =

2
L0+ 27 =
=22 e
27 4::14
H2=27'§
a* =36
a=6
Obw.=3-6=18

Obwad trojkata jest rowny 18.

Obwod trojkata rownobocznego jest rowny 36 cm. Oblicz wysokosc
tego trojkata.

Przyktad 2

Ramie trojkata rownoramiennego ma dtugosc 17 dm. Wysokosc
poprowadzona do podstawy tego trojkata jest rowna 8 dm. Obliczmy
dtugosc tej podstawy.

Wprowadzmy takie oznaczenia jak na rysunku.

Skorzystajmy z twierdzenia Pitagorasa.

& +h= 17

b = 289 — 64 L
b = 225

b=15 b
2 =215 = 30

Podstawa trojkata ma dtugosc 30 dm.

Obwad trojkata rownoramiennego jest rowny 64 cm. Podstawa
jest 0 13 cm dtuzsza od ramienia. Oblicz wysokos¢ tego trojkata
poprowadzona do podstawy.



3.

Pole tréjkgta jest rowne potowie iloczynu dtugosci boku
i wysokosci opuszczonej na ten bok.

1
P—Eﬂ'h

Wiemy, ze kazdy tréjkat ma trzy wysokosci.
Oznaczajgc diugosci bokow tréjkagta literami: a, b, ¢
oraz wysokosci opuszczone odpowiednio na te boki przez: h,, h;, h,, mamy:

1 1 1
P=Eﬂ'hﬂ P=Eb‘hb P=EC*?’£¢

Przyktad 3

W trgojkacie rownoramiennym podstawa ma 16 cm, a wysokoS¢ na nia
opuszczona jest o 1 cm krotsza. Obliczmy pole 1 obwod tego trojkata.

a=16
h=16—-1=15
_ 1
P—zu h,
1 b

P=E-16-15=120

Z twierdzenia Pitagorasa

(dla trojkata ADC) otrzymujemy: A

1
EH

(%a)z + 2=

5-16) +152=p2

64 + 225 = b2

289 = p?

b =+/289

b=17

Obw.=a+ 2b

Obw.=16+2-17

Obw. =50

Pole tego tréjkata jest rowne 120 cm?, zas§ obwod réwny jest 50 cm.

Pole tréjkata rbwnoramiennego jest rowne 48 dm?. Ramie tego
trojkata ma dtugosc¢ 10 dm, natomiast wysokosc opuszczona na
podstawe jest o 2 dm krotsza od ramienia. Oblicz obwod tego trojkata.
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Przyktad 4

Obliczmy pole trojkata ABC, korzystajac z danych zapisanych
na rysunku.

Trojkat DBC jest trojkatem prostokatnym, w ktérym jeden z katow ostrych ma miarg 30°. Z wiasnosci trojkata
prostokatmego, ktorego katy ostre maja miary 30° i 60° wiemy;, ze:

ICDI=20:2=10i|DB| =10v3

Trojkat ACD jest trojkatem prostokatnym rownoramiennym (kat ostry ma miare 45°), czyli

IDA| = |CDI =10

Stad: |AB| = IDBI| - IDA| = 10V3 - 10

Odcinek CD jest wysokoscia trojkata ABC poprowadzona z wierzchotka C do przedtuzenia boku AB. Zatem:

-|AB| - |CD|

b=

Ppapc =

1
pﬂ'},AEC = 5(10‘\/5_ 10) « 4
Ppppc = 50(\@ -1)
Pole tréjkata ABC jest rowne 503 — 1).

4.  Oblicz pole trojkata ABC
przedstawionego na rysunku.

Zadania

Q Narysuj wysokosci w trojkacie:

a) réwnobocznym,
b) rébwnoramiennym,

¢) réznobocznym,
Ktory trojkat ma wszystkie wysokosci rownej dtugosci?

O Jaki to trojkat, w ktorym punkt przecigcia sie jego wysokosci lub ich
przedtuzen znajduje sie:

a) poza trojkatem,
b) w wierzchotku tréjkata,
c) wewnatrz trojkata?

12



W kazdym przyktadzie zapisz wyrazenie algebraiczne opisujace pole trojkata. Potrzebne mformacje odczytaj

z rysunku.
a) b) c)
B A
2p Yy
d) e) f)
‘ b F=~13 z—3

a

. Jeden z bokow tréjkata ma diugosé 4 cm, a wysokosc opuszczona ten bok stanowi % jego diugosci.

Oblicz pole trojkata. Narysuj trzy inne trojkaty o tym samym polu.

Narysuj trojkat prostokatny o polu réwnym 12 cm?; ktérego dtugosci przyprostokatnych wyrazone
w centymetrach sa liczbami naturalnymu. Ile takich trojkatow, ktore nie beda trojkatami przystajagcymi, mozna
narysowac? Podaj wszystkie mozliwosci.

W trojkacie jeden z bokéw ma 18 cm, a wysokos¢ poprowadzona do tego boku jest rowna 0,8 dm.
Oblicz pole tego trojkata. Wynik podaj w centymetrach kwadratowych.

W trojkacie prostokatnym przeciwprostokatna ma 10 cm. Jedna z przyprostokatnych jest o 40% krotsza
od przeciwprostokatnej. Oblicz obwéd 1 pole tego tréjkata.

W tréjkacie ROK bok RO ma diugosc 10,5 cm, a bok OK ma 8,4 cm. Wysokos$c KL jest rowna 4 cm.
Oblicz pole trojkata 1 wysoko$¢ poprowadzona do boku OK.

W trojkacie KLM bok KM ma diugos¢ 29 cm, a bok KL ma 92 cm. Wysokos¢ opuszczona z wierzchotka M
na bok KL jest rowna 21 cm. Oblicz wysokosci opuszczone z wierzchotkéw K 1 L odpowiednio na bok ML
1 bok MK.

Oblicz pole 1 obwod trojkata rownoramiennego, ktorego podstawa ma 10 cm, a wysokosc¢ opuszczona na te¢
podstawe jest o 2 cm od niej diuzsza.

W tréjkacie prostokatnym jeden z katow ma 30°, a przeciwprostokatna jest rowna 2,8 dm. Oblicz pole
1 obwod tego trojkata.

Oblicz pole trojkata rozwartokatnego, ktorego katy ostre maja 45° 1 30°, a wysokos¢ poprowadzona
z wierzchotka kata rozwartego jest réwna 4 cm.

W trojkacie KLM kat KLM ma 60°, a kat LMK ma 75°. Bok ML ma 6 dm. Oblicz pole tréjkata KLM.

13



8.3 Prostokaqgty

Podejmij temat Pani Iwona kupita prostokgtnq dziatke o wymiarach podanych na rysunku.

Postanowita na dziatce wybudowaé dom, ktéry powstanie na planie kwadratu
o boku dtugosci 8 m.

Jakie pole powierzchni ma dziatka kupiona
przez paniq lwong? Czy pole tej dziatki jest
wieksze niz 2 ary?

lle metrow kwadratowych bedzie miata

czesc dziatki zajeta pod budowe domu?

Prostokqgt to czworokat, ktory ma wszystkie kagty proste. D

Przekgtne prostokqta sg rownej dtugosci.
lAC| = |BD|

Punkt przeciecia sie przekagtnych dzieli je na potowy.
|AE| = [ECI = 5IAC]

IBE| = [EDI = IBD % ;

|AE| = |EC] = |DE]| = |EBI

Obwidd prostokgta mozemy obliczy¢ ze wzoru:
Obw.=2a+2b=2a+Db)

Pole prostokagta jest rowne iloczynowi dtugosci dwdch bokdow
poprowadzonych z jednego wierzchotka prostokata,
wyrazonych w tej samej jednostce.

P=a-b

Kwadrat to prostokat, ktéry ma wszystkie boki rowne.

Przekagtne kwadratu sg rownej dlugosci i przecinajq sie pod kgtem prostym.
|ACI = |BDI|
|AS| = |SCI = IDS| = |SBI

Obwdd kwadratu mozemy obliczy¢ ze wzoru:

Obw. =4a

Pole kwadratu jest rowne kwadratowi diugosci jego boku.

P=a-a=a*
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Przyktad 1

Obwod prostokata jest rowny 4 dm. Krotszy bok stanowi % dtugosci
dtuzszego boku tego prostokata. Obliczmy pole tego prostokata.

Wynik zapiszmy w cm?.

Wprowadzmy oznaczenia:

x — dlugos$é jednego boku prostokata (w dm) :

=x

%x — dtugo$¢ drugiego boku prostokata (w dm) 3
2

Obw. H52 * (JC + gx) X

aal

4 = El‘s . E

e 4 . ﬁ

x=1,2

2 2 12 _

3¥=3 10~ 08

P=12-0,8

P = 0,96 dm?

0,96 dm? = 0,96 - 100 cm? = 96 cm?

Pole tego prostokata jest rowne 96 cm?.

Dtugosc prostokata stanowi 1,5 szerokosci. Pole prostokata jest
rowne 6 cm®. Oblicz obwod tego prostokata.

Przyktad 2

Kwadratowy plac o powierzchni 1,69 a wylozono kostka brukowa.
Ile metrow biezacych kraweznika potrzeba na obramowanie tego placu?

Najpierw zamieniamy jednostki:
1,69 a=1,69 - 100 m* = 169 m?

Obliczamy dtugo$¢ boku kwadratowego placu k| P=1,69a

1 jego obwod:

P =k

169 = k2
k=169

k=13

Obw. =4k=4-13
Obw. =52

Na obramowanie placu potrzeba 52 metry biezace kraweznika.
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2.  Dziatka w ksztalcie kwadratu ma pole rowne 2,25 a.
Oblicz pole powierzchni tej dziatki, na mapie wykonanej w skali
1:10 000.

Przyktad 3

Dtugosc prostokatnej dziatki jest rowna 55 m. Przekatna tej dziatki ma
dtugos¢ 73 m.

a) Obliczmy, ile metréw biezacych siatki potrzeba na ogrodzenie tej
dziatki. Na furtke 1 brame odliczmy 5 metrow.
b) Obliczmy pole powierzchni dziatki. Wynik zapiszmy w arach.

a) Obliczmy najpierw szeroko$¢ dziatki, korzystajac z twierdzenia
Pitagorasa.

P+ =2

a2 + 552 = 732

> + 3025 = 5329

a2 = 5329 — 3025 .
a* = 2304

a =+/2304

a=48 b

Szerokos¢ dziatki jest rowna 48 m.

Teraz obliczymy obwad.

Obw. =2(a + b)

Obw. =2 - (48 + 55)
Obw.=2-103

Obw. = 206

Obwod dziatki jest rowny 206 m.
206 — 5= 201

Na ogrodzenie dziatki potrzeba 201 metrow biezacych siatki.

b) P=a-b
P=48-55
P = 2640

2640 m>=2640-0,0la=264a

Pole powierzchni dziatki jest rowne 26,4 a.

3. Przekatna prostokata jest o 1 cm dtuzsza od jednego z jego bokow.
Drugi z bokow ma dtugos¢ 7 cm. Oblicz obwod 1 pole tego

prostokata.
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Zadania

. Zapisz pole kazdego prostokata za pomoca wyrazenia algebraicznego.

) b L ) :

. Rynek we Wroctawiu ma ksztatt prostokata o wymiarach 205 m X 175 m. Rynek w Poznaniu ma ksztatt
kwadratu o boku dtugosci 141 m. Ktory z tych rynkow ma wigksze pole powierzchni? O ile metrow
kwadratowych wiece)?

. Jakie wymiary moze mie¢ prostokat, ktorego pole jest rowne 36 cm*? Podaj co najmniej cztery przykiady.
Ktory z tych prostokatow ma najwickszy obwod?

‘ Drewniana podioga w sali gimnastycznej ma ksztalt prostokata o wymiarach 37 m X 16 m. Podloge
nalezy dwukrotnie pomalowac lakierem. Ile litrow lakieru nalezy zakupic, jezeli litr lakieru wystarcza na
pomalowanie 6 m? powierzchni? Wynik zaokraglij do catosci.

Plac ma ksztatt prostokata o wymiarach 21 m X 20 m. Oblicz diugos$¢ sciezki biegnacej wzdtuz przekatne;j
placu.

Oblicz pole 1 obwdd prostokata, ktorego jeden z bokéw ma 2 dm dtugosci, a drugi jest o 25% diuzszy.
Obwod prostokata jest rowny 0,6 m. Jeden z bokow jest dwa razy dtuzszy od drugiego. Oblicz pole prostokata.
Oblicz dtugosc boku kwadratu, ktorego pole jest rowne polu prostokata o wymiarach 9 cm X 1,6 dm.

Obwod prostokata jest rowny 32 cm. Ile dm? ma pole kwadratu o takim samym obwodzie?

Ile razy:

a) zwickszy siec obwod kwadratu, jezeli kazdy z jego bokéw zwiekszymy dwukrotnie?
b) zmniejszy si¢ pole kwadratu, jezeli kazdy z jego bokéw zmniejszymy dwukrotnie?

Na mapie sporzadzonej w skali 1 : 150 000 prostokatny park ma wymiary 5,5 cm X 4 cm. Oblicz rzeczywiste
pole powierzchni tego parku. Wynik podaj w arach 1 hektarach.

Kwadratowa dziatka o boku 18 m ma pole rowne

A. 0,0324 ha
B. 0,324 ha
C. 3,24 ha
D. 32,4 ha
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8.4 Rownolegtoboki

Podejmij temat

Noawysuy cusorologty, us- kbovych:
- preciuslegle bolki, sa, rownolegle,
- preciusleqle, boli, sa, tef sauwej dligoscl,

- prehuatne diziela, sig war polowsy,
- preehatue diziela, jo nou duwsa,
preeystajo.ce Urdjlady.
Potrafisz narysowac czworokqty o podanych

wiasnosciach? Jak sie nazywajq te

czworokgty?

Rownoleglobok to czworokat, ktéry ma dwie pary bokow D

rownolegtych.

Punkt przeciecia sie przekatnych dzieli te przekgtne na potowy.
|AP| = IPC| = ;IAC|

IBP| = PD| = 5IBD) A
Suma miar kgtow lezqcych przy jednym boku réwnolegtoboku jest rowna 180°.
a+ [ =180° I
a
Wysokosé rownolegtoboku to odcinek tgczgcey przeciwlegte (rownolegte) D
boki (lub ich przedtuzenia) i do nich prostopadty.
h L AB h
h, L BC
Obwod réwnolegtoboku mozemy obliczy¢ ze wzoru: i \

Obw.=2a+2b=2a+b)

Pole rownolegtoboku jest rowne iloczynowi dtugosci boku i wysokosci

opuszczonej na ten bok.
P=a-h

118



Przekatna rownolegltoboku dzieh go na dwa przystajace  Pole rownolegtoboku jest rowne sumie pol dwoch
trojkaty. przystajacych trojkatow, wiec:

a | P=2-(%a-hﬂ) lub P=2-(%b-hb)
P=g-h, lub P=b-h

Przyktad 1

Bok AB réwnolegtoboku ABCD ma dtugos$¢ 10 cm. Kat ostry ma miare¢ 45°, a wysoko$¢ poprowadzona
do boku AB jest rowna 4 cm. Obliczmy obwod réwnolegtoboku.

Niech DE bedzie wysokoscia rownolegtoboku poprowadzona do boku D 1068
AB. Wtedy trojkat AED jest trojkgtem prostokatnym réwnoramiennym
(kat DEA jest katem prostym i kat EAD ma miare 45°). 4 cm
Zatem bok AD ma dtugos¢ 42 cm. 45° B
A E B

Obwod réwnolegtoboku jest wiec rowny:

Obw. = 2(10 + 4v2) =20 + 82
Obwod rownolegitoboku jest rowny (20 + 8V E) cm.

1. W réwnolegtoboku kat rozwarty ma miare 135°, a krétszy bok ma dtugosé V2. Oblicz wysoko$é
poprowadzona do dtuzszego boku.

Przyktad 2

Wysokosci roéwnolegtoboku sa rowne 8 cm 14 cm. Diuzszy bok rownolegtoboku ma 6 cm. Obliczmy pole
1 obwod rownolegtoboku.

P=a-h, a=6cm

P=6-4 h,=4 cm I
P=24 . "
Pole réwnolegtoboku jest rowne 24 cm?, ‘

P=b-h, h, =8 cm N

24=b-8/:8 !
b=3

Drugi bok rownolegtoboku ma 3 cm.

Obw. =2a +2b

Obw.=2-6+2-3=12+6

Obw. =18

Obwod rownolegtoboku jest rowny 18 cm.
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2.

Wysokosci w rownolegtoboku sg rowne 12 cm 1 10 cm. Kroétszy bok jest rowny 15 cm. Oblicz pole 1 obwéd

tego rownolegloboku.

Réwnolegtobok, ktdrego wszystkie boki sg rowne, nazywamy rombem.
W rombie wszystkie wysokosci majg te samag dtugosé.

Pole rombu o boku dtugoscia i wysokosci h jest rowne:
P=a-h

Przekgtne rombu przecinajg sie pod kgtem prostym.
Dzielg one romb na cztery przystajgce tréjkaty prostokagtne.

Pole rombu o przekatnych réwnych e | f mozemy obliczy¢ ze wzoru:

1
P=EE'f

Przyktad 3

rombu.

5=

o

16 +9 =q2
25 = g2

a =125
a=2>5
P=a-h
24=5-h|:5
h=428

Oblicz pole tego rombu.

120

Pole rombu jest réwne 24 cm?.,

Wysokos¢ rombu jest rowna 4,8 cm.

W
T

/
T

Przekatne rombu sg rowne 8 cm 16 cm. Oblicz pole 1 wysokosc tego

\

T~
g

Z twierdzenia Pitagorasa obliczamy dtugos¢ boku rombu:

3. Obwod rombu jest rowny 40 cm, a jedna z jego przekatnych ma 16 cm.



Zadania

Narysuj rownolegtobok o boku roéwnym 3 cm 1 wysokosci opuszczonej
na ten bok rownej 5 cm.

Narysuj rownolegtobok, w ktérym kat ostry ma miare 60°. Zaznacz
wysokos$ci narysowanego réwnolegtoboku.

Narysuj rownolegtobok o polu réwnym 12 cm? ktérego:

a) bok ma dtugos¢ 4 cm, b) wysoko$¢ ma dtugo$é 6 cm.

; 1
Podstawa rownolegtoboku ma diugosc 12 cm, a wysokosc jest 1, razy
od niej dtuzsza. Oblicz pole tego réwnolegtoboku.

Oblicz pole rownolegltoboku, wiedzac, ze jego wysoko$¢ ma 6 cm
1 stanowl 75% dtugosci boku, na ktory jest opuszczona.

Pole rownolegtoboku jest rowne 48 cm?. Oblicz obwéd tego
rownolegtoboku, wiedzac, ze wysokosci rownolegtoboku maja dtugosci
6 cmi4cm.

W réwnolegtoboku przekatna o dtugosci 4 dm jest prostopadta do
krotszego boku. Bok ten jest o 31 cm krotszy od tej przekatnej. Oblicz
pole 1 obwod rownolegtoboku.

Narysuj romb, ktorego jedna z przekatnych jest rowna 0,8 dm, a druga
przekatna jest o 25% krotsza. Oblicz pole 1 obwdd tego rombu.

Pole rombu jest rowne 32 a. Jedna z przekatnych tego rombu jest dwa
razy dtuzsza od drugiej. Ile metrow dtugosci maja te przekatne?

Oblicz obwod rombu, wiedzac, ze jego przekatne maja diugosci 14 cm
14,8 dm.

Obwod rombu jest rowny 68 cm. Jedna z przekatnych jest o 1 cm
krotsza od diugosci boku tego rombu. Oblicz pole rombu.

Oblicz pole zamalowanej czesci
rombu.

41

Oblicz pole powierzchni dziatki w ksztatcie kwadratu o przekatne;
dtugosci 150 m.

12



8.5 Trapezy

Podojmlj temat * Zprostokgtnego kartonu odcieto czes¢ w ksztalcie trdjkata, tak jak na rysunkach.

Jaki wielokgt otrzymano?

Jakie wiasnosci ma ten wielokgt?

Z prostokagtnego kartonu odcieto dwa tréjkatne kawaiki, tak jak na rysunkach.

Jaki wielokgt otrzymano?
Jakie wiasnosci ma ten wielokqgt?

Jaki wielokgt powstanie, gdy odciete

kawatki bedq jednakowe?

Trapez to czworokat, ktéry ma przynajmniej jedng pare bokow réwnolegtych.

D €
Boki rownolegte nazywamy podstawami trapezu, {
a pozostate dwa boki— ramionami trapezu. ramiona £ Npodstawy
trapezu [/ 4" trapezu
AB|l DC /

Suma miar kgtéw trapezu lezgeych
przy jednym ramieniu jest rowna 180°.

a+46=18(°
B +y=180°

Trapez, ktérego ramiona sq tej samej dtugosci, nazywamy
trapezem rownoramiennym.
|AD| = |BC|

Trapez, ktérego ramie jest prostopadte do podstaw, nazywamy A B
trapezem prostokgtnym.

AD 1 ABiAD 1 DC

Wysoko$¢ trapezu to odcinek tgczqey podstawy trapezu
lub ich przedtuzenia i do nich prostopadiy.

Obwdd trapezu to suma diugosci jego bokow.
Obw.=a+b+c+d

Pole trapezu jest rowne potowie iloczynu wysokosci trapezu
i sumy dtugoséci podstaw.

_la+b-h
P="
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1.

Przyktad 1

Obwad trapezu rownoramiennego wynosi 44 cm, a diugosci jego
podstaw sa rowne 4 cm 1 14 cm. Oblicz pole tego trapezu.

Wprowadzmy takie oznaczenia jak na rysunku.

Obw.=a+b+2c b
44 =14+ 4+ 2c
44 =18 + 2c
44 -18=2c
26=2c|:2 c h c
c=13
X \\v \ X

Kazde z ramion tego trapezu ma dtugos¢ 13 cm.

W trapezie réwnoramiennym wysokosci poprowadzone z wierzchotkow
katow rozwartych dziela trapez na prostokat 1 dwa przystajace trojkaty

prostokatne.
a=2x+b
x=@—b:2
x=(14-4):2=10:2
xX=D5

Z twierdzenia Pitagorasa mamy:

x> +ht=¢ (@a+b)-h
ki
2 4 12 — 132
52+ h?2=13 | (1444126
25 + h* =169 T X
W2 =169 — 25 P=18-6
12 =144 P =108
h =+/144
h=12
Wysokosc¢ trapezu jest rowna Pole trapezu jest rowne
12 em: 108 cm?.
Pole trapezu jest rowne 36 cm? Krotsza podstawa ma dhugosé 8 cm,

a wysoko$¢ jest rowna 4 cm. Oblicz dtugos¢ diuzszej podstawy tego
trapezu.
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Przyktad 2

W trapezie rownoramiennym wysokos¢ poprowadzona z wierzchotka kata rozwartego dzieli podstawe na dwie
czescl, z ktorych krotsza ma 2 cm dtugosci. Oblicz pole tego trapezu, jesh wysokosc jest rowna 8 cm, a krotsza
podstawa ma dtugos$¢ 6 cm.

Z. tresci zadania wynika, ze:

b=a+2x =%-(a+b)-h
p=b+2 -2 1. _
b=10 P—% (6+10) -8
=E'128
P=64

Pole trapezu jest rowne 64 cm?,

2.

a=6cm
h h=8cm
xX=2cm
B
xl

SR

W trapezie réwnoramiennym kat ostry ma miare 30°, a wysoko$¢ jest réwna 4\2 cm. Diuzsza podstawa ma

dtugos¢ 48 cm. Oblicz pole tego trapezu.

Zadania

Narysuj trapez, ktorego podstawy maja diugosci
3 cm 15 cm, a wysokosc jest rowna 4 cm. Oblicz
pole tego trapezu.

Podstawy trapezu maja diugosci 5 cm 13 cm,
a wysokos¢ stanowi 75% sumy ditugosci tych
podstaw. Oblicz pole tego trapezu.

Oblicz pole 1 obwod trapezu rownoramiennego,

w ktorym:

a) podstawy maja 18 cm 1 6 cm dtugosci, a ramig
10 cm,

b) dtuzsza podstawa jest rowna 23 cm, krétsza
podstawa 5 cm 1 kat ostry ma miare 45°.

W trapezie rownoramiennym wysoko§¢
poprowadzona z wierzchotka kata rozwartego
podzielita podstawe na dwie czgsci o diugosciach
odpowiednio 3 cm 1 12 cm. Obwod trapezu jest
rowny 3,4 dm. Oblicz pole tego trapezu.

W trapezie prostokatnym wysokos¢ rowna 3 cm,
poprowadzona z wierzchotka kata rozwartego dziel
podstawe na dwa odcinki o dtugosciach 4 cm kazdy.
Oblicz pole 1 obwod tego trapezu.

124

O W trapezie prostokatnym ramie prostopadie do

podstaw ma 8 cm diugosci. Jedna z podstaw jest
od niego 2 razy krotsza, a druga o 1 cm dtuzsza.
Oblicz pole tego trapezu.

Obwéd trapezu prostokatnego jest rowny 50 cm.
Boki nieréwnolegte maja dtugosci 0,8 dm 11,7 dm.
Krotsza podstawa ma diugos¢ 5 cm. Oblicz pole
tego trapezu.

W trapezie prostokatnym wysokosc, ktora ma

4 cm, jest rowna krotsze] podstawie. Krotsza
przekatna tego trapezu jest prostopadta do
ramienia 1 tworzy z podstawa kat 45°. Oblicz pole
tego trapezu.

Pole trapezu jest rowne 140 cm?. Wysoko§¢é ma
4 cm dtugosci. Krétsza podstawa jest dwa razy
dtuzsza od wysokosci. Oblicz dtugos¢ dtuzsze;
podstawy tego trapezu.

Trawnik ma ksztatt trapezu o katach ostrych 30°
145°. Wysokosc¢ tego trapezu jest rowna 10 m,
a krotsza podstawa ma diugosc 6 m. Oblicz pole
powierzchni tego trawnika. Wynik podaj w m?
z doktadnoscia do jednego miejsca po przecinku.



8.6 Wielokqgty foremne

Podejmij temat Pani Aldona wybiera plytki ceramiczne, ktérymi ma zamiar wytozy¢ podtoge na
balkonie. Chce dokonaé¢ wyboru sposrdd takich ptytek, jakie pokazano na rysunku.

' 'f .

Jakie ksztalty majq plytki w poszczegdlnych

zestawach?

Przyjrzyj sie dlugosciom bokow i kqtom
wielokqgtow, w ksztattach ktorych sqg plytki.

Co zauwazasz?

Na rysunku przedstawiono kwadrat 1 romb. Zaréwno bok kwadratu, jak
1 rombu maja diugos¢ 2 cm.

Mimo ze kazda z tych figur jest czworokatem o bokach rownej diugosci, maja

one rozne wlasnosci. W rombie tylko katy przeciwlegle sa rowne, a w kwadra-

cie rowne sa wszystkie katy. Kwadrat jest przyktadem wielokata foremnego.

Wielokgt foremny to wielokat,
ktory ma wszystkie boki rownej diugosci
I wszystkie katy wewnetrzne réwne.

Wiecej na temat

Wielokqgt wypukty to wielokat, w ktérym kazdy odcinek, ktérego koncami
sq dwa punkty nalezgce do tego wielokqta, zawiera sie w tym wielokgcie.
W wielokagcie wypuktym wszystkie kgty wewnetrzne sqg mniejsze od kqta
potpetnego (majg miare mniejszq niz 180°).

Wielokqt wklesty to wielokat, ktory nie jest wielokqgtem wypuktym.
W wielokqcie wklestym co najmniej jeden kgt jest kqtem wklestym (ma
miare wiekszg niz 180° i mniejszg niz 360°).




Przyktady wielokatow foremnych

2000

trojkat kwadrat pieciokat szesclokat oSmiokat dwudziestokat
rownoboczny foremny foremny foremny foremny

Omowmy teraz wiasnosci niektorych wielokatow foremnych.

Trojkat rGwnoboczny jest wielokgtem foremnym o 3 bokach.

« W tréjkgcie rownobocznym wszystkie boki sg rowne.

« Kazdy kat trojkata rownobocznego ma 60°.

« Obwadd tréjkata rownobocznego o boku a jest rowny 3a.

« Wysokos¢ h tréjkgta rdwnobocznego o boku a wyraza sie wzorem:

e f

Przyktad 1

W tréjkacie réwnobocznym ABC o obwodzie 453 zaznaczono na boku BC punkt D tak, ze odcinek AD jest
wysokoscia trojkata ABC. Obliczmy obwod trojkata ADC.

a — bok trojkata ABC C
3a=45V3]:3
a=15/3
a a
Poniewaz AD jest wysokoscia trojkata ABC, wiec D
ADI= 2 -4
A a B

5
|AD| = ? 15V3
|AD| = 22,5
Obw AADC — 15‘\13 - = 151\]3 r 2235

Obw.ﬁﬂ[}c - 2235‘\/5 =+ 2235
Obw., ipc = 22.5(4/3 + 1)

1.  Wysokos$¢ trojkata rownobocznego jest rowna 9. Oblicz obwod tego
trojkata.
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Kwadrat jest wielokgtem foremnym o 4 bokach.

« W kwadracie wszystkie boki sg rowne.
« Kazdy kat kwadratu ma 90°.

- Obwdd kwadratu o boku g jest rowny 4a. ¢ y
« Kwadrat ma dwie przekatne, ktére saq rowne i przecinajq sie pod kagtem

prostym. Punkt przeciecia dzieli je na potowy.
. Diugosé przekgtnej kwadratu o boku a wyraza sie wzorem: d =a\2 a

Przyktad 2

Potaczono §rodki bokéw kwadratu ABCD, tworzac kwadrat EFGH o boku dtugosci 512 cm. Obliczmy dtugosé
przekatnej kwadratu ABCD.

Wierzchotki kwadratu ABCD wraz z wierzchotkami kwadratu EFGH D H Y c
wyznaczaja 4 przystajace trojkaty prostokatne rownoramienne.

W kazdym z tych tréjkatéw przeciwprostokatna jest rtéwna 52 cm. a X
Jesh przez x oznaczymy przyprostokatng tego trojkata, to, korzystajac

z twierdzenia Pitagorasa, mozemy zapisac: r d G
N

Stad:

2:2 = (52 )

2x*>= 50 A E B
x> =25

x=5

Bok kwadratu ABCD ma zatem dtugos¢ 2 - 5 cm = 10 cm.
Dtugoéé przekatnej kwadratu ABCD jest réwna 102 cm.

2. Oblicz diugos¢ przekatnej kwadratu ABCD, z przyktadu 2, jako sume
dtugosci wysokosci trojkatow AFE oraz GCH 1 dtugosci boku kwadratu
EFGH.

Pieciokgt foremny to wielokgt foremny o 5 bokach.

- W pieciokgcie foremnym wszystkie boki sqg réwne.

« Kazdy kat wewnetrzny pieciokqta foremnego ma 108°.

« Obwdd pieciokgta foremnego o boku diugosci a wyraza sie wzorem:
Obw. = 5a.

- Pieciokagt ma 5 przekgtnych réwnej dtugosci.
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Przyktad 3

Uzasadnijmy, ze kazdy kat wewnetrzny pieciokata foremnego ma miare 108°.

Kazdy pigciokat foremny mozna podzieli¢ na 3 trojkaty. Suma miar
katow kazdego z tych trojkatow jest rowna 180°. Zatem suma miar
katow wewnetrznych pigciokata foremnego jest réwna 3 - 180° = 540°.

Poniewaz w pigeciokacie foremnym katy sa rowne, zatem miara jednego
z katoéw wynosi: 540° : 5 = 108°

Miara jednego z katow pieciokata foremnego jest rowna 108°.

Miare¢ jednego z katéw pigciokata foremnego mozna tez wyznaczy¢

=20 1807 8 - = 2] 80°
ze Wzoru @ = L Jﬂ it , podstawiajac za 7 liczbe 5:&'={5 )5 i , @ =108°.

Szesciokgt foremny to wielokgt foremny o 6 bokach.

« W szesciokgcie foremnym wszystkie boki sg réwne.

« Kazdy kat wewnetrzny szesciokgta foremnego ma miare 120°.

« Obwdd szesciokqta foremnego o boku a wyraza sie wzorem: Obw. = 6a

 Szesciokgt ma 9 przekagtnych. Sq trzy diuzsze przekgtne o dtugosci 2a
oraz sze$é krétszych przekgtnych o dtugosei ay/3.

« Dhuzsze przekatne dzielq sze$ciokqt na 6 tréjkqtow réwnobocznych.

Przyktad 4

Obliczmy dtugos¢ krotszej przekatnej szesciokata foremnego o boku diugosci 6 cm.

Wiemy, ze dtuzsze przekame dziela szesciokat foremny na trojkaty
rownoboczne.

Potowa krotsze) przekatnej szesciokata foremnego jest wysokoscia
takiego trojkata.

Zatem, korzystajac ze wzoru na wysokosc trojkata rownobocznego

o boku 4, otrzymujemy:

1,_m3
2d"‘ 2
Stad

1,_63
zd“’ 3

d=6\3

Kroétsza przekatna sze$ciokata foremnego ma dtugosé 6y/3 cm.

4. Uzasadnij, ze miara kata wewnetrznego szesciokata foremnego jest rowna 120°.
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Zadania

Oblicz obwod trojkata rownobocznego, w ktorym

a) wysoko$¢ jest rowna 122 cm.
b) wysoko$¢ jest rowna 8 cm.

W tréjkacie rownobocznym ABC poprowadzono
wysokos¢, ktora podzielita ten trojkat na dwa
trojkaty prostokatne. Suma obwodow tych dwéch
trojkatow prostokatnych jest réwna 3(1 + \f3) dm.
Oblicz dtugos¢ boku trojkata ABC.

Skonstruuj kwadraty:

a) o przekatnej dtugosci 6 cm,
b) o boku dtugosci 4 cm,
c) o obwodzie réwnym 12 cm.

Kwadrat przecieto wzdtuz przekatnej, otrzymujac
dwa trojkaty. W kazdym z tych trojkatow najdiuzszy
bok jest rowny 10 cm. Oblicz obwéd tego kwadratu.

Suma miar katow wewnetrznych pewnego
wielokata foremnego jest rowna 720°. Bok tego
wielokata ma dtugos$¢ 2 dm. Oblicz, o ile
decymetrow najdtuzsza przekatna tego wielokata
jest dtuzsza od najkrotsze;.

Przyjrzyj si¢ kolejnym krokom konstrukeji
szesciokata foremnego. Wykonaj w zeszycie
podobng konstrukcje. Wyszukaj w dostepnych
zrodtach inna konstrukeje szesciokata foremnego.

1

1O
(>

Oblicz obwod szesciokata foremnego wiedzac, ze

a) dtuzsza przekatna ma dtugo§é 15 cm.

b) suma dtugosci dtuzszych przekatnych
jest rowna 24 cm.

c) krétsza przekatna ma dtugo$é 10v3 cm.

Oblicz miar¢ kata wewnetrznego kazdego
z wielokatow foremnych przedstawionych
na rysunku.

H)O b). C) O
Kat zewnetrzny wielokata to kat przylegty do
danego kata wewnetrznego wielokata. Wyznacz

miare kata zewnetrznego kazdego z wielokatow
foremnych przedstawionych na rysunku.

000

Przekatne wychodzace z jednego wierzchotka,

podzielity wielokat foremny na 100 trojkatow.
Ile bokéw ma ten wielokat?

Narysuj kwadrat o boku 9 cm 1 podziel kazdy jego
bok na 3 rowne czesci. Potacz punkty podziatu tak,
aby otrzymac osmiokat. Uzasadnij, ze osmiokat
ten nie jest wielokatem foremnym.

Oblicz miar¢ kata wewnetrznego:

a) dziesieciokata foremnego.
b) dwudziestokata foremnego.
c) piecdziesieciokata foremnego.
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8.7 Polawielokgtow

Podejmij temat

Czy potrafisz obliczy¢ pola narysowanych

wielokgtéow?
W jaki sposob najtatwiej jest obliczy¢ pole

czworokgta ABCD?
Zaproponuj co najmniej trzy sposoby

obliczenia pola wielokgta ITKLMNO.
Wielokqt PRST to deltoid. Czy potrafisz
obliczy¢ jego pole?

Przyktad 1

Obliczymy pole pieciokata przedstawionego na rysunku,
przyjmujac za jednostke kwadrat wyznaczony przez linie
kratki.

Dzielimy pieciokat na wielokaty, ktorych pola potrafimy

obliczy¢, czyli na dwa tréjkaty 1 trapez. Pole pieciokata
. , P,
jest suma pol tych figur.
2
Potrzebne dane odczytujemy z rysunku. P, :
P=P,+P,+P, /
i

P, =g -63- 3=9
P,==-(6+4)- 9—1\5 10> 9 =45

R-4=4

P, 1~2
=9+45+4=>58

Pole tego pieciokata jest rowne 58.

Aby obliczy¢ pole tego pieciokata, moglismy go podzieli¢ rowniez w inny
sposob, np. na cztery trojkaty 1 prostokat lub tréojkat 1 trapez.
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1.

Oszacuj, ktory z wielokatow przedstawionych na rysunku ma najwigksze pole. Sprawdz swoje przypuszczenia,
wykonujac odpowiednie obliczenia. Przyjmij za jednostke kwadrat wyznaczony przez linie kratki.

A. B. C.

Pole trojkgta réwnobocznego o boku a wyraza sie wzorem:

o3

o Tl
4ﬂ

Znamy juz wzor na pole trojkata rownobocznego. Wyznaczymy teraz wzor na pole szeSciokata foremnego.

Z:

Szesciokgt foremny o boku a mozna podzieli¢ na 6 przystajgeych trojkgtow rownobocznych.

Zatem pole tego szesciokgta jest 6 razy wieksze od pola tréjkgta réwnobocznego o boku a.

_e.N3 5, _3V3
P=6 L =

az

Przyktad 2
Obliczmy obwod wielokata foremnego, ktorego kat wewnetrzny ma 120°, a pole jest rowne V3.

Z poprzedniego tematu wiemy, ze wielokat foremny, ktérego kat wewnetrzny ma 120°, to szesciokat foremny.

Korzystajac ze wzoru na pole szesciokata foremnego, obliczymy dtugosc a boku tego wielokata.

Teraz obliczymy obwod szesciokata.

-
Obw. =6 -1/3 =436 2 =24 =4 6=2V6
Obwaéd szesciokata jest réwny 2V6.

Szesciokat foremny 1 kwadrat maja boki tej samej diugosci. Ile razy pole tego szesciokata jest wigksze od pola
kwadratu?
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Czy pamigtasz?
Pole deltoidu o przekgtnych diugosciei f
wyraza sie takim samym wzorem jak

e f

pole rombu, czyli P = E%

132

Zadania

. Oblicz pole kazdej figury, przyjmujac za jednostke kwadrat
wyznaczony przez linie kratki.

a) b) :

. Ile cm? papieru potrzeba na wykonanie latawca w ksztatcie deltoidu
o przekatnych dtugosci 4 dm 16 dm?

. Oblicz pole deltoidu, wiedzac, ze jedna jego przekatna ma 3 dm,
a druga jest od niej o 33%% krotsza.

. Pawet postanowit zbudowac¢ latawiec, _
wykorzystujac do tego dwie listewki 40 cm 30 cm
1 papier. Rysunek przedstawia projekt tego
latawca. Czy listewki o dtugosciach 50 cm

160 cm wystarcza do wykonania szkieletu
tego latawca? Ile dm? papieru powinien
przygotowac Pawet do obklejenia listewek

z obu stron?

. 7. dwoch przystajacych trojkatow
rownobocznych zbudowano taki romb jak
na rysunku. Oblicz dtugosci przekatnych
tego rombu, jezeli pole tego rombu jest

réwne 32V3 cm?.

. Taras pana Pawta ma ksztalt kwadratu
o boku dtugosci 4 m. Pan Pawet chce
wylozyc¢ ten taras ptytkami terakoty
w ksztalcie szeSciokatow foremnych o boku
diugosci 60 cm. Ile co najmniej ptytek

musi kupi¢?

. Bok kwadratu ABCD ma dtugo$é¢ 6 cm. &
Oblicz pole kwadratu ACEF.
gt : F{ D C
* Stosunek diugosci przekatnych deltoidu " _

jest rowny 5 : 6, zas§ suma ich diugosci

P
w s

wynosl 22 cm. Oblicz pole deltoidu.



8.8 Dowodzenie w geometrii (cz. 2)

Podejmij temat

Narysowane figury majg réwne pola. Jok to

uzasadnic?

W poprzednich klasach poznalismy wzory na pola niektorych wielokatow. Udowodnijmy niektore z tych wzorow.

Przyktad 1

Korzystajac ze wzoru na pole prostokata, udowodnijmy wzor na pole tréjkata.

Pole prostokata, ktérego boki maja dtugosci a1 b, jest rtowne P =a - b.
Zauwazmy, ze przekatna dzieli prostokat na dwa przystajace trojkaty

prostokatne. Pole jednego z takich tréjkatow jest wiec rowne potowie b
pola prostokata.
1
P A= E i P ] a
1
P R 2 [/ b
UzasadniliSmy zatem, ze pole trojkata prostokatnego jest rowne polowie iloczynu dlugosci jego
przyprostokatnych.
Narysujmy teraz dowolny trojkat, a nastepnie podzielmy go na dwa C

trojkaty prostokatne. Przyymijmy takie oznaczenia, jak na rysunku.

Jeden trjkat ma przyprostokatne ¢ 1 h, adrugid i h oraza = c + d.
1 1

Ppapc = EC'h:PﬂDEC:' Ed‘h

Ppasc = Paapc T Papae

Wytaczajac wspolny czynnik przed nawias, mamy: N~

Py=»h-(c+d
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Przyktad 2

Korzystajac ze wzoru na pole trojkata, uzasadniymy wzor na pole trapezu.

Zaktadamy, ze znamy wzoOr na pole trojkata, a zatem mozemy z niego skorzystac.

Mamy pokazac, ze pole trapezu jest rowne polowie iloczynu wysokosci 1 sumy dtugosci podstaw:
P @+b)-h
2

Narysujmy trapez ABCD. Na boku BC obierzmy punkt K taki, D b C
ze |BK| = |[KC|. Poprowadzmy proste AB i DK. Punkt przeciecia sie tych B
prostych oznaczmy przez L. \K

Katy LBK 1 KCD sa rowne, poniewaz sa naprzemianlegte. Katy BKL
i CKD sa réwne, poniewaz sa katami wierzchotkowymi. Zatem trojkaty _\

. : . A a B b
BLK i KCD sa przystajace na mocy cechy kat, bok, kat i [BL| = b.
Trojkaty BLK 1 KCD maja réwne pola, wigc pole trapezu ABCD jest rowne polu trojkata ALD.

Trojkat ALD ma taka sama wysokoSc¢ jak trapez, a bok, na ktory jest ona opuszczona, jest rowny sumie
podstaw trapezu.

254 ! ; 1 ; e ; 1
Pole trojkata ALD jest réwne Py o p= E(H + b) - h, wiec pole trapezu tez jest rtowne Pnapcp = E(u +b) - h,

co mielismy udowodnic.

1. Korzystajac ze wzoru na pole prostokata 1 wlasnosci trojkatow przystajacych, uzasadnij wzor na pole
rownolegtoboku.

2.  Korzystajac ze wzoru na pole trojkata, uzasadnij wzor na pole rombu.

Przykiad 3

W tréjkacie ABC na boku AB obrano takie punkty Ki L, ze |AK| = |[KL| = |LB|. Uzasadnimy, ze tréjkaty AKC,
KLC i LBC maja rowne pola.

Narysujmy trojkat ABC 1 na boku AB zaznaczmy takie punkty K1 L,
ze |AK| = |[KL| = |LBI.

Poprowadzmy wysokos¢ CD trojkata ABC z wierzchotka C do boku AB.

Zauwazmy, ze wysokoS¢ CD jest jednoczesnie wysokoscia kazdego
z trojkatéow AKC, KLC, LBC, wigc:

1 1 1 : - :
PﬂAKCZ ElAKl ’ |CD|: P.&,KLCZ ElKLl : |CD|, P&LBCZ ElLBl * |CD| A K L1 B

Poniewaz |AK| = |KL| = |LBI, wiec Py sxc = Paxic = Parpc, co mieliémy udowodnié.

3. Uzasadnij, ze przekatne rownolegloboku dziela go na cztery trojkaty o rownych polach.
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Przyktad 4

W trapezie ABCD punkt przecig¢cia si¢ przekatnych oznaczono przez S. Uzasadnij, ze trojkaty ASD 1 BSC
majq rowne pola.

Oznaczmy wysoko$¢ trapezu przez h. Wysokos¢ trapezu jest rowna D C

odpowiednim wysoko$ciom w tréjkatach ABD i ABC. 3

Pola tréjkatow ABD 1 ABC sa rowne, bo maja t¢ sama podstawe AB /‘ h

1 wysokosc¢ h. A B

P asp = Paasc

Zauwazmy, ze pole trojkata ABD jest rowne sumie pol trojkatéw ABS i ASD:
Ppasp = Paags t Paasp

Pole trojkata ABC jest rowne sumie pol trojkatéw ABS 1 BSC:

Ppapc = Paags + Papsc

Stad Pa ags + Paasp = Paass + Passc

P psp = Pagse, co mielismy uzasadnié.

4. W réwnolegtoboku ABCD, w ktérym AB || CD, na boku AD obrano punkt K, taki ze |AK| = |[KD|. Uzasadnij,
ze pole czworokata BCDK jest trzy razy wigksze od pola trojkata ABK.

Zadania

Q W tréjkacie ABC na boku AC obrano taki punkt D, ze |AC| = 5|AD|.

a) Uzasadnij, ze pole trojkata ABD jest cztery razy mniejsze od pola
trojkata BDC.

b) Uzasadnij, ze wysoko$¢ trojkata ABD poprowadzona z wierzchotka
D do boku AB jest piec razy mniejsza od wysokosci trojkata ABC
poprowadzonej z wierzchotka C do boku AB.

) Boki kwadratu ABCD maja D H G

diugos¢ 2a. Srodki bokéw
tego kwadratu potaczono

odcinkami, otrzymujac
kwadrat EFGH. Nastgpnie
srodki bokow kwadratu
EFGH potaczono odcinkami,

otrzymujac kwadrat IJKL.

Uzasadnij, ze pole kwadratu

ABCD jest cztery razy wigksze
od pola kwadratu IJKL.
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Przekgtne deltoidu przecinajq sie pod
kqgtem prostym.

136

W réwnolegtoboku ABCD, w ktérym AB||CD, na bokach AB i CD
obrano takie punkty K'i L, ze |AK| = |CL|. Uzasadnij, ze czworokaty
AKLD i KLCB maja réwne pola.

W réwnolegtoboku ABCD, w ktérym ABI|CD, na boku AB obrano
punkt E,; na boku BC — punkt F, na boku CD — punkt G, a na boku
DA — punkt H w taki sposob, ze odcinek FH jest rownolegty do boku

AB. Uzasadnij, ze pole czworokata EFGH jest r6wne potowie pola
rownolegtoboku ABCD.

Uzasadnij, ze pole deltoidu o przekatnych e 1 f jest rowne P = %f :

Przekatne AC 1 BD deltoidu ABCD przecinaja si¢ w punkcie S, przy
czym |AS| = 3|SC|. Uzasadnij, ze pole trojkata ABD jest trzy razy
wieksze od pola trojkata ACD.

W szesciokacie foremnym ABCDEF, w ktérym ABI||DE, na boku AB
zaznaczono punkt G. Uzasadnij, ze pole szesciokata ABCDEF jest trzy
razy wigksze od pola trojkata EDG.

W czworokacie ABCD przekatne AC 1 BD, ktore sa do siebie
prostopadte, przecinaja si¢ w punkcie S. Uzasadnij, ze pole tego
czworokata jest rowne potowie iloczynu diugosci przekatnych AC 1 BD.

C

D\Si// B

A

W trapezie prostokatnym ABCD, w ktérym AB L AD, |AB| = glCDI

1 kat ostry ma 60°, poprowadzono wysokos¢ CE. Uzasadnij, ze pole
trapezu ABCD jest pig¢ razy wigksze od pola trojkata EBC.

Srodki bokéw AB i AD rombu ABCD, ktérego kat ostry DAC ma
miare 60°, Oznagzons odpowiednio przez K i L. Uzasadnij, ze pole
rombu ABCD jest 5 razy wicksze od pola trapezu KBDL.



Podsumowanie dziatu 8

. Wazne pojecia

wielokgt foremny deltoid szesciokqt foremny tréjkat rownoboczny

. Jednostki pola

1 cm? = 100 mm?

1 dm? =100 cm? = 10 000 mm?

1 m? =100 dm? =10 000 cm? =1 000 000 mm?

1 km? =1 000 000 m2= 100 000 000 dm? = 10 000 000 000 cm?
1a=100m?

1 ha =100 a = 10 000 m?

. Pola i obwody wielokatow

e Trojkat ® 'Irojkat rownoboczny
_ V3,
b P= %ah a 4 :
/3
Obw.=a+b+c =%ﬂ
Obw. = 3a
e Prostokat e Kwadrat
a a
P =q?
) P=a-b p d=a\2
b d=va t'b a P—l-d"’-
Obw.=2a+2b=2@a+Db) 2
Obw. = 4a
¢ Rownolegtobok e 'Trapez
a
a
_a+b)h
) .3'1 P=ah v h # P= )
\ Obw. =2@a+Db) Obw.=a+b+c+d
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e Romb e Romb

Obw. = 4a j f P=3ef

o 7

a

® Pieciokat foremny

_a
Obw. = 5a 2
. : Obw. = 6a
a
Czy juz umiesz?
o Dwa ary to
A. 2m? B. 20 m? C. 200 m? D. 2000 m?

o Pole powierzchni placu jest rowne 0,6 ha, czyli
A . 6a B. 60 a C. 600 a D. 6000 a

o Pole powierzchni dziatki w ksztatcie kwadratu jest rowne 3,24 a. Bok tego kwadratu ma dtugosc
A. 0,18 m B. 1,8 m C.18m D. 180 m

o Dtugosc prostokatnego trawnika jest rowna 15 m, a szerokosc stanow1 3 diugosci. Pole powierzchni trawnika
jest rowne

A. 45 m? B. 75 m? C. 150 m? D. 80 m?

e Pole tréjkata prostokatnego jest rowne 60 cm?. Jedna z przyprostokatnych ma dtugos$é 8 cm.

Przeciwprostokatna tego trojkata ma diugosc
A. 10 cm B. 15 cm C.17em D. 25 cm

o W trapezie prostokatnym diuzsza podstawa jest rowna wysokosci 1 ma dtugos¢ 14 cm. Krotsza podstawa ma
dtugos¢ 10 cm. Obwoéd tego trapezu, obliczony z doktadnoscia do jednosci, jest rowny

A. 38 cm B. 50 cm C.52 cm D. 53 cm

o Miara kata wewnetrznego szesciokata foremnego jest rowna
A. 60° B. 72 C. 90° D. 120°
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Wielokatem foremnym jest kazdy

A. kwadrat. B. rownolegtobok.
C. romb. D. trapez rownoramienny.

W siedmiokacie foremnym liczba wszystkich przekatnych jest rowna
A. 14 B. 28 C. 20 B2

Pole szesciokata foremnego jest réwne 24y3 cm?2. Obwéd tego szesciokata

A. wyraza si¢ liczba niewymierna. B. jest wigkszy od 40 cm.
C. jest mniejszy od 20 cm. D. jest rowny 24 cm.

Pani Stefania ma dwie dziatki. Pole powierzchni jednej z nich jest rowne 6 a, a drugiej 550 m? Oblicz taczne
pole powierzchni dziatek. Wynik podaj w arach 1 metrach kwadratowych.

Podioga w kuchni ma ksztatt prostokata o wymiarach 4,2 m na 3,8 m. Podtoge te wylozono jednakowymi
kwadratowymi ptytkami terakoty o wymiarach 20 cm na 20 cm. Za wszystkie plytki zaptacono 598.5 zt. Ile
kosztowata jedna ptytka?

Prostokatny obraz o wymiarach 1,5 m X 0,9 m jest oprawiony w ozdobna rame. Szeroko$c¢ ramy jest rowna
12 cm. Ile trzeba zaptacié¢ za odnowienie tej ramy, jezeli odnowienie 1 dm? ramy kosztuje 13 zt?

Z trawnika w ksztatcie prostokata o wymiarach 16 m X 12 m wydzielono rabate kwiatowa w ksztatcie rombu
o przekatnych diugosci 8 m 1 6 m. Oblicz stosunek pola rabaty do pola pozostatej cze¢sci trawnika.

Na jeziorze o polu powierzchni 2,7 ha wydzielono kapielisko w ksztalcie prostokata o wymiarach 36 m X 25 m.
Oblicz, ile razy pole powierzchni jeziora jest wigksze od pola powierzchni kapieliska.

W fabryce mebli z prostokatnej plyty o wymiarach 160 cm na 1 m wyci¢to prostokatny blat o dtugosci
1,4 m X 60 cm szerokosci. Oblicz pole powierzchni pozostate] czesci piyty.

Pole trojkata ABC jest rowne 3600 cm?. Wysoko§é CD poprowadzona do boku AB ma dtugo$éé 0,8 m. Oblicz
dtugosc tego boku.

T . . ’ . PP ’ . . 2 . ’
W trojkacie rownoramiennym wysokosc jest rowna 8 cm 1 stanowi 5 dtugosci boku, do ktorego zostata

poprowadzona. Oblicz pole 1 obwod tego trojkata.

W trojkacie rownoramiennym rami¢ ma diugosc 2,5 dm. Wysokos¢ poprowadzona do podstawy jest o 1 cm
krétsza od ramienia. Oblicz pole 1 obwdd tego tréjkata.

Z kwadratu o boku dtugosci 10 cm wycieto trojkat rownoboczny o boku diugosci 10 cm. Oblicz pole
pozostatej czesci kwadratu.

Dziatka pana Grzegorza ma ksztalt rownolegtoboku, w ktorym jeden z bokow ma 32 m diugosci,

a wysoko$¢ opuszczona na ten bok jest o 24 m krotsza od tego boku. Pan Izydor ma kwadratowa dziatke,
ktérej pole powierzchni jest rowne polu powierzchni dziatki pana Grzegorza. Wzdtuz 2 bokéw dziatki pan
Izydor chce utozy¢ chodnik z jednakowych kwadratowych ptyt o wymiarach 0,5 m X 0,5 m. Ile takich ptyt
musi kupi¢?
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Podstawa rownolegtoboku jest o 4 cm diuzsza od wysokosci na nig opuszczonej 1 ma diugosc 2,4 dm.
Oblicz pole rownolegtoboku.

Pole réwnolegtoboku jest rowne 324 cm? Boki rownolegtoboku maja dtugosci 36 cm i 27 cm. Oblicz sume
wysokosci tego rownolegtoboku.

Oblicz pole 1 obwod réwnolegtoboku, wiedzac, ze jego wysokosci sa rowne 1,5 dm 1 25 cm, a diuzszy bok ma
0,35 m dtugosci.

Rownolegtobok zbudowano z dwoch przystajacych trojkatow o polu 20 cm? kazdy. Jeden z bokow
rownolegtoboku ma dtugosc 8 cm. Oblicz wysokosc rownolegtoboku opuszczong na ten bok.

Y.ake w ksztalcie trapezu prostokatnego przegrodzono plotem wzdtuz krotszej przekatnej, dzielac ja w ten
sposob na dwie czescl. Na planie o skali 1 : 3000 podstawy trapezu maja 6 cm 14 cm diugosci, zas krotsze
rami¢ ma 15 mm dtugosci. O ile metrow kwadratowych jedna czesc tej taki jest wigksza od drugiej?

Dtuzsza przekatna szesciokata foremnego ma 26 cm. Oblicz:

a) obwdd tego szesciokata, b) pole tego szesciokata, c) dlugo$é krotszej przekatne;.

Trojkat rownoboczny, kwadrat 1 szesciokat foremny maja rowne obwody. Ktory z tych wielokatow ma
najwigksze, a ktory najmniejsze pole?
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9. Ukiad wspotrzednych
na ptaszczyznie

W jaki sposéb mozna okresli¢c potozenie statku?

Jak opisac kwadrat, w ktorym znajduje sie skarb?
Czy jesli powiemy, ze liczby 2 i 12 wyznaczajqg potozenie pewnego punktu na tej mapie, to mozemy
z pewnosciq stwierdzi¢, ze znajduje sie on na wyspie? Odpowiedz uzasadnij.
4. Czy punkt na mapie wyznaczony przez pare liczb (5, 7) bedzie tym samym, co punkt wyznaczony przez pare
liczb (7, 5)? Odpowiedz uzasadnij.



9.1 Uklad wspotrzednych na plaszczyznie

Podejmij temat Na rysunku przedstawiono fragment planu pewnego miasta. Ratusz znajduje sie
w kwadracie C4,
M “ ® W
1 “
3 ‘
! Poczta : : ;
4 3 " A |

Ratusz

9
6

- O\

Okresl potozenie szkoty i poczty, podajqgc,

w jakich kwadratach znajdujq sie te obiekty. A B C D E F G H | J K L M N

Do tej pory okreslalismy potozenie punktu na osi liczbowej. Punkt okreslata
jedna liczba nazywana wspotrzedna punktu.
l l l } l l l l t ® l —>

0 1 4

Potozenie punktow na ptaszczyznie mozna okre§la¢ w rozny sposob, np. za
pomoca liczb i liter (tak jak na planie) lub tylko za pomoca liczb.

Przeanalizuymy mape¢ Polski. Poto- w B i 1s-k_1z° AR ER T )
Fy oKl

mgrze "
:-, Iduﬁ;E

wspolrzedne geograficzne — diugos¢  “ iy
032(14
1

zenie miasta na mapie wyznaczaja

1 szerokosc. gvdg

53

Stolica Polski, Warszawa, ma wspot- “Pgznar ;EEQ
¢ rzedne 21°E, 52°N (z doktadnoscia 5?,(7 o
- do 1°). 51;4 Q"‘?E"“‘} iﬂ
/Zeby przedstawi¢ wspotzedne i ‘“"'w..j \qpnle |
geograficzne z wigkszq doktadnoscig, 7 I } "‘\,3"‘--{ \‘:[Kmi"*"ja//
mozemy dodatkowo uzy¢ minut ] m/:ﬁ‘__ % :
i sekund kgtowych. Np. 51° 24’ 45” . S
odczytamy jako 51 stopni, 24 minuty S
145 sekund.
1°=60' 1.  Odczytaj z mapy wspétrzedne (z doktadnoscia do 1°) nastepujacych
I'=60" miast: Rzeszow, Krakow, Wroctaw, Bydgoszcz.
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Narysujmy na ptaszczyznie dwie prostopadie osie liczbowe przecinajace si¢
w punkcie O, ktory na obu osiach odpowiada liczbie 0. O§ narysowana w po-
zlomie 0znaczmy pPrzez X, a 0§ narysowana w pionie — przez y.

Prostokgtny ukiad wspotrzednych na ptaszczyznie
(kartezjanski uktad wspoétrzednych)
tworzq dwie prostopadte osie liczbowe.

Poczgtkiem uktadu wspotrzednych nazywamy punkt O,
bedaqcy punktem przeciecia sie obu osi.

Kazdemu punktowi w uktadzie wspéirzednych odpowiada pewna para liczb,
przy czym dwom réznym punktom odpowiadaja dwie rozne pary liczb.
Kazdej parze liczb odpowiada pewien punkt w uktadzie wspotrzednych, przy
czym roznym parom liczb odpowiadaja rozne punkty.

Wspotrzednymi punktu nazywamy dwie liczby
okreslajgce potozenie dowolnego punktu w uktadzie wspotrzednych.
Pierwsza liczba to wspditrzedna x, ktérg odczytujemy z osi x,

a druga liczba to wspdtrzedna y, ktorg odezytujemy z osi .

o$ rzednych

e
yA
P
L ]
1 a8
»> < C I y h
0 1 X
Poziomq o$ liczbowaq x nazywamy osig odcietych,

a pionowq os liczbowq y — osig rzednych.

wspotrzedna x wspotzedna y

(odcieta punktu) \L l (rzedna punktu)
=2, 3)

P

Zapis ten czytamy: punkt P ma wspotrzedne 2, 3.

Punkt, ktérego obie wspdtzedne sq
liczbami catkowitymi, nazywamy

punktem kratowym.
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Osie prostokatnego uktadu wspot- yA
Prostokqgtny ukiad wspdtrzednych wpro- rzednych dziela plaszczyzng na czte- | |
wadzit francuski filozof i matematyk zy- ry czescl, zwane ¢wiartkami. il I
jacy w XVII wieku, Rene Descartes (czyt. ¢wiartka ¢wiartka
rene dekart), w Polsce nazywany Kar- i i
tezjuszem. Zastynagt on takze jako autor 1
sentencji filozoficznej: ,Mydle, wiec je- — 1t T0 1 : ’
stem”. | i
I LY
i
-
Przyktad 1 7 yA
Odczytajmy wspoéirzedne punktow zaznaczonych
w uktadzie wspotrzednych. % 14
. | >
ﬂ__ 1 X
B
+C
Pierwsza wspotrzedna (odcieta) punktu A yA
jest rowna —4, a druga wspétrzedna (rzedna) T
jest rowna 3, wiec punkt A ma wspotrzedne —4 1 3, A=(-43)
A=(-4,3). I T
I
Odcieta punktu B jest rowna 5, a rzedna jest i
rowna —2, wigec punkt B ma wspotrzedne 51 2, D =:(_71." U)i 5 — -
B= (53 _2)' = —4 1 3::} X
|
Punkt C lezy na osi y. Jego odcieta jest rowna 0, T B=(5-2)
a rzedna to —4. Zatem C = (0, —4).
—4+C=(0,—4)
Punkt D lezy na osi x. Jego odci¢ta jest rowna —7,
arzedna to 0. Zatem D = (-7, 0).
2.  Odczyta) wspotrzedne punktow zaznaczonych yA 3
w uktadzie wspétrzednych. | N !
1 £l
M
+ | i | 1 | I >
1 X
K
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Przyktad 2
Zaznaczmy w uktadzie wspotrzednych punkt K = (=3, -2).

Sposob 1
Rysujemy prosta prostopadta do osi x, Rysujemy prosta prostopadia do os1 y, przechodzaca
przechodzaca przez punkt —3 na osi x. przez punkt —2 na osi y. Zaznaczamy punkt K bedacy
punktem przecigcia si¢ obu narysowanych prostych.
YA yA
I 1
I | ] 3 1 I {J 1 | i I I ; | I | i 3 I {J 1 I I I | ;'
Sposob 11
Odczytujemy pierwsza wspotrzedng —3 Odliczamy 2 jednostki w dot, bo druga wspotrzedna
na osl X. to —2. Zaznaczamy punkt K.
y4 y4
: 1
EE R X | 4 H-5 [0 i x
o « K ~2
-3 —IT

3. Zaznacz w ukladzie wspéirzednych punkty A = (5,-1), B = (-3, 4).

Zadania

. Rysunek przedstawia plan pewnego miasta.

a) Odczytaj z planu, w ktérym kwadracie znajduje si¢ apteka,
a w ktorym — dworzec PKS.

b) Podaj, jaki obiekt znajduje si¢ w kwadracie D4, a jaki —
w kwadracie A4.

¢) Odczytaj z planu miasta, w ktérym kwadracie znajduje sie
najwicksza czesc placu Wolnosci.
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. Odczytaj, jakie potozenie na szachownicy maja: wieza, goniec, pion.

a) ABCDETFGH bh) ABCDEFGH
s Il I H s s H N | E
4 1 H H Ny d 7
6 1 s 6 6
sn:-:. 5 5 5
4 B« s BB B 4
J Iﬁl 3 J = 3
2 B 2 2

1 1 n 1
ABCDEFGH ABCDETFGH
] — wicza ft —goniec  §i—pion

Okresl, w ktorych ¢wiartkach uktadu wspotrzednych leza punkty,
ktorych obie wspotrzedne maja:

a) takie same znaki, b) rézne znaki.

Podaj odcieta kazdego punktu.

A=(21),B=(,-5),C=(0,~4),D={7,0),E (1 )o 0. 0)

23

Podaj rz¢dna kazdego punktu.
K=(-8,3),L=(5-6),M=(0,12,N=(-9,0,0=(0,0), P= -14, 2)

Podaj przyktady trzech punktow, ktorych wspotrzedne spetniaja warunek:

a) obie wspétrzedne sa rowne,

b) wspétrzedne punktu sa liczbami przeciwnymi,
c) rzedna jest dwa razy wieksza od odciete;,

d) odcieta jest nieujemna,

e) rzedna jest niedodatnia.

Zapisz wspotrzedne punktow zaznaczonych w uktadzie wspotrzednych.

y.&
- +H
O .
B
I L
D N
1__
| . | | | | U .]I- | | é | ;_
K
. E» =
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Zaznacz w uktadzie wspotrzednych podane punkty.
A=(-1,5),B=@3,6),C=2,-3),D=(4,-7),E=0,-2),F=(1,0),G=(5,0,H=16,0),I=(0,0)

W uktadzie wspotrzednych zaznacz sze$¢ punktow, ktérych odcigte sa rowne rzegdnym. Co zauwazasz?

W uktadzie wspotrzednych zaznacz szes¢ punktow, ktorych wspotrzedne sg liczbami przeciwnyma.
Jak potozone sa te punkty na ptaszczyznie? W ktorych ¢wiartkach uktadu wspotrzednych leza te punkty?

Dobierajac odpowiednio jednostke, zaznacz w uktadzie wspotrzednych podane punkty.

a) A=(5,15) B=(-10,100 C=(-35,20) D = (-50, 0)
—(2 41 — (11 _(2 41 —[12
*K~(3,13) L”( 13’1) B (3,13) i (13’0)
WD=(15-05 E=(2525 F=(0,-15) G=(-1,5,-3)
W ukfadzie wspotrzednych narysowano wielokat yA
ABCDE. D |
a) Zapisz wspolrzedne wierzchotkéw wielokata _ . _"'"““-——-;_—-__h____ﬁ_ ¢
ABCDE. | /
b) Zapisz wspoétrzedne czterech punktow, ktore Fl -
leza wewnatrz tego wielokata.

il
N

c) Zapisz wspoOtrzedne czterech punktow, ktore

leza na bokach tego wielokata 1 nie s3 jego
wierzchotkamu.
d) Zapisz wspoétrzedne czterech punktow, ktore

2. ol

leza poza wielokatem ABCDE.

W uktadzie wspotrzednych zaznacz podane punkty.

A=(+4,-2),B=(3,-2,C=(3,2,D=@4,2),E=(2,4),F=(-1,4,G=(-1,5,H=(-2,5),
I=(=2,4),]=(3,4,K=(5,2),L=(4,2)

Zaznaczone punkty potacz odcinkami w kolejnosci:
A—BC—3D—3E->F3G—2H I3 [5K— LA,

Zaznacz w uktadzie wspotrzednych punkty A, B, C, D, a nastgpnie narysuj proste AB 1 CD. Odczytaj
wspolrzedne punktu przecigcia si¢ tych prostych.

a) A= -1, ~4), B=4,~4),C=3,-2),D=(3,3)

b) A=(0,0),B=(6,4),C=(2,4), D=4,0)

Zaznacz w uktadzie wspotrzednych punkty K = (=1, =3) i L = (3, 1), a nast¢pnie narysuj prosta KL.
Podaj wspotrzedne punktow przecigcia tej prostej z ositami uktadu wspoétrzednych.
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9.2 Dlugosci odcinkow w ukiadzie wspotrzednych

Podejmij temat sposob Kasi sposéb Grzegorza
yA yA
4+ 4+
7 jednostek
| : ' | 4
As 2 B As 2 *B
W jaki sposdb dlugosé odcinka AB obliczyta 14 11
Kasia, a w jaki obliczyt Grzegorz? W4 A Lo A
Jak musi by¢ polozony w uktadzie 4 -3-2-100 1 2 3 45 6« 4-32-10 1 2 3 45 6«

wspotrzednych odcinek, aby jego diugosé
mozna byto policzy¢ sposobem Kasi albo |AB| =7 A= (_3: 2), B= (4: 2)
sposobem Grzegorza? |AB| = |4 - (—3)| =7

Gdy odcinki w uktadzie wspoirzednych sa rownolegte do ost uktadu, wtedy tatwo mozemy podac ich dlugosci. Moze-
my postapi¢ podobnie, jak zrobiono to w Podeymyy lemat.

Przyktad 1

Obliczmy dtugo$é¢ odcinka KL, jesli K = (-2, 3), L = (=2, —1).

i’* Zaznaczamy punkty w ukladzie wspotrzednych.
L & g4 Rysujemy odcinek KL.
okl 21 Pierwsze wspotrzedne punktow K1 L sa takie same. Odcinek KL jest
e b rownolegly do osi rzednych (osi ).
—t+— | >
_ _E _[%__ ! Y Sposoéb I
Przesuwamy si¢ z punktu K do punktu L po lini1 pionowe;j, liczac
jednostki.
KL| =4
yA Sposob 11
4 o5
K 3l Obliczamy wartos¢ bezwzgledna réznicy rzednej punktu K1 rzedne;j
7| punktu L.
ol KLI=13-(DI=13+1l =14l =4
| b }_
- g’ 1 X
L

1. Oblicz dtugos¢ odcinka ST, jesli:
a) 5=(1,10), T=(1,4), b) §=(6,-2), T=(3,-2), c) S

(—4,5), T

=10, 5.
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Wiecej na temat

Odcinek, ktorego konce nie znajdujg sie w punktach kratowych, trudno jest narysowac w uktadzie wspotrzednych.
Jezeli jednak ten odcinek jest rdwnolegly do jednej z osi (czyli rzedne albo odciete koncdw odcinka sqg takie same),
to diugosc tego odcinka mozemy obliczy¢, korzystajqc z Il sposobu z przyktadu 1.

Obliczmy dtugosc¢ odcinka AB, jesli A = (24/3,44/3), B = (~10v/3, 443). Rzedne punktow sq takie same.
[ABI =243~ (~103)| = [2v3 + 103] = 123

2.  Oblicz dtugosé odcinka CD, jedli:

a) C=[4,-7v6),D=(J4,3v6), b) C=013y7,-1),D=(537,-1), ¢ C=(-2v5,43), D=(-7v5,3).

Gdy odcinek w uktadzie wspoéirzednych nie jest rownoleglty do osi uktadu,
wtedy mozemy obliczy¢ jego dtugosé, korzystajac z twierdzenia Pitagorasa.

Przyktad 2

Obliczmy dtugo$¢ odcinka MN, jesli M = (-7, 3), N = (5, =2).

Zaznaczamy punkty w ukiadzie wspotrzednych. yA
Rysujemy prosta roéwnolegta do osi x 1 przechodzaca

przez punkt N.

Rysujemy prosta rownoleglta do os1 i 1 przechodzaca s 3
przez punkt M. 1

Oznaczamy punkt przecigcia si¢ tych prostych przez P.

% 0 —t—t—t
L= (_7: _2) f "\\5

=Y

P 2
N
IMP|=[3-(2)|=13+2[=5 Trojkat MPN jest prostokatny. Obliczamy dtugosci
IPN|=15-(7)I=15+7|=12 przyprostokatnych MP 1 PN.

Obliczamy dtugos¢ przeciwprostokatnej, korzystajac
z twierdzenia Pitagorasa.

MNP =5 +12?2

IMNP? = 169

IMN| =169
IMN| =13

3. Oblicz dtugosé odcinka TS, jesli T = (5, 2), S = (-3, —4). |
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W uktadzie wspélrzednych (lub na kartce w kratke) mozemy bez wigkszych — y4
trudnosci rysowac odcinki rownolegte 1 prostopadie do danych odcinkow. 1
Aby dotrzec¢ z punktu A do punktu B, poruszajac si¢ tylko po liniach réwno-

legtych do osi uktadu wspotrzednych, mozemy przesunac si¢ o 5 jednostek 4 i

w prawo od punktu A 1 3 jednostki w gore. Mozemy zrobi¢ tez odwrotnie i 3 jednostki

—najpierw przesungc si¢ o 3 jednostki w gor¢ od punktu A, a potemo 5jed- ;| w gore

nostek w prawo. __ D jednostek w prawo L <]
0__ 1 2 7 X

Aby dotrze¢ z punktu B do punktu A, poruszajac si¢ tylko po liniach réwnole-
gtych do osi uktadu wspoétrzednych, mozemy przesunac si¢ o 5 jednostek w lewo
od punktu B 1 3 jednostki w dét. Mozemy tez zrobi¢ odwrotnie — najpierw

przesunac si¢ o 3 jednostki w dét od punktu B, a potem o 5 jednostek w lewo.

Przyktad 3

ZnajdZzmy kilka punktéw kratowych lezacych na prostej wyznaczonej przez punkty: A = (-4, -1), B = (-1, 0).

yA W uktadzie wspoétrzednych zaznaczamy punkty A 1 B
i 1 rysujemy prosta AB.

=Y

yA Aby dotrze¢ z punktu A do punktu B, po liniach

1 réwnoleglych do osi uktadu wspoétrzednych
przesuwamy sie o 3 jednostki w prawo 11 jednostke
w gore. Punkty kratowe lezace na prostej AB

znajdziemy, przesuwajac si¢ z dowolnego punktu

kratowego, lezacego na prostej AB, o 3 jednostki

w prawo 11 jednostke w gore.

Mozemy tez przesuwac si¢ z dowolnego punktu
kratowego, lezacego na prostej AB, o jedna jednostke
w dot 1 3 jednostki w lewo.

C=21,D=6562,E=8.3,F=(-7,-2 Odczytujemy wspotrzedne wyznaczonych punktow.

4. Podaj wspotrzedne kilku punktow kratowych lezacych na proste;
wyznaczonej przez punkty: K= (=3, 5), L = (-1, 2).
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Przyktad 4
Narysujmy odcinek rownolegty do odcinka AB

a) o tej samej dlugosci, co odcinek AB, b) 3 razy dtuzszy od odcinka AB.

a) Zaznaczmy punkt K, ktéry bedzie koricem odcinka
rownolegtego do odcinka AB.

Z punktu K przesuwamy si¢ o 5 jednostek w prawo
i 3 jednostki w gére (bo aby ,,dotrze¢” z punktu A do

g punktu B, przesuwalismy si¢ o 5 jednostek w prawo 1 3
| jednostki w gore).
A 3 Zaznaczamy punkt L.

oI

L Odcinek KL jest rownolegty do odcinka AB 1 ma t¢
sama dtugo$é, co odcinek AB.

b) Z punktu L odliczamy 5 jednostek
N  wprawo i3 jednostki w gore.

Zaznaczamy punkt M. Z punktu

M odliczamy 5 jednostek w prawo

M 13 jednostki w gore. Zaznaczamy
punkt N. Odcinek KN jest
réwnolegty do odcinka AB

L 1 3 razy dtuzszy od odcinka AB.

5.  Narysuj w uktadzie wspotrzednych odcinek EF, jesli E = (1, 4), F = (8, 3). Narysuj odcinek OP réwnolegly do
odcinka EF, o tej samej dtugosci, co odcinek EF. Narysuj odcinek OR rownolegty do odcinka EF, ktérego
dtugosc jest 2 razy wigksza od diugosci odcinka EF.
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Przyktad 5

Narysujmy odcinek prostopadty do odcinka AB o tej samej dtugosci, co odcinek AB.

M B

A

Przypadek I

Obracamy narysowany trojkat o kat
90° wzgledem punktu A, zgodnie
z ruchem wskazowek zegara.

M B

Przypadek 11

Obracamy trgjkat o kat 90°
wzgledem punktu A, w przeciwna
stron¢ do ruchu wskazowek zegara.

152

Zaznaczmy punkt M, ktory bedzie koncem odcinka prostopadiego

do odcinka AB.

Rysujemy linie, po ktorych ,,dotrzemy” z punktu A do punktu B. Powstaje

trojkat prostokatny, ktérego przeciwprostokatna jest odcinek AB. Mamy

dwie mozliwosci narysowania odcinka MN prostopadtego do odcinka AB.

Z punktu M odliczamy 5 jednostek
w dot 13 jednostki w prawo.
Zaznaczamy punkt N.

M B

1

Z punktu M odliczamy 5 jednostek
w gore 13 jednostki w lewo.
Zaznaczamy punkt N.

Ne

Odcinek MN jest szukanym
odcinkiem. Odcinek MN przecina
odcinek AB.

e

Odcinek MN jest szukanym
odcikiem. Odcinek MN nie
przecina odcinka AB.

N




6. Narysuj w uktadzie wspotrzednych odcinek EF, jeshi E = (1, 4),
F = (8, 3). Narysuj odcinek RS prostopadly do odcinka EF, o tej same;
dtugosci, co odcinek EF. Sprawdz za pomoca ekierki poprawnosc¢
wykonanego ¢wiczenia.

Przyktad 6

Wyznaczmy $rodek odcinka AB i jego wspétrzedne, jesi A = (-2, 1), B= (4, 5).

Zaznaczmy punkty A, B Aby ,,dotrze¢” z punktu A do

w uktadzie wspotrzednych. punktu B, musimy przesunac si¢
Najpierw wyznaczymy o 6 jednostek w prawo 1 4 jednostki
wspolrzedne §rodka odcinka AB. w gore.

y4 yA

5 *B 5 B

=y
=Y

Pierwsza wspotrzedna punktu S, bedacego srodkiem odcinka AB, znajduje
sie na os1 x w Srodku miedzy liczbami -2 1 4. Jest ona $rednig arytmetyczna

pierwszych wspotrzednych punktow A 1 B:
i
o =

xz

Druga wspoétrzedna punktu S, bedacego srodkiem odcinka AB, znajduje si¢
na ost ¥ w Srodku miedzy liczbami 11 5. Jest ona Srednig arytmetycznag dru-
gich wspotrzednych punktéw A 1 B:

2+ 4 1+5)

S=(x,y),czyh'5=( 5 i 5

W potowie (§rodku) drogi bedziemy,
gdy przesuniemy si¢ o 3 jednostki
w prawo 1 2 jednostki w gore.
Oznaczamy ten punkt przez S
—jest on $rodkiem odcinka AB.

yA

=Y

Odczytujemy wspotrzedne
punktu S.
S=(1,3)
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Aby wyznaczy¢ wspdhzedne srodka odcinka AB, gdzie A = (x4 ya), B = (X i),
nalezy wyznaczy¢ srednie arytmetyczne odpowiednich wspdtzednych
jego koncow.

§ = (Fats Yats

2 2

7. Wyznacz $rodek odcinka AB, jesli A = (-10, 3), B = (—4, -5).

Przyktad 7

Punkt S = (1, 1) jest Srodkiem odcinka AB takiego, ze A = (-2, 3).
Obliczymy wspotrzedne punktu B.

Przyjmijmy, ze B = (xg, y/p).

: , X, +x + _
Wiemy, ze x5 = 4 y5=MDrazzexﬂ=—2jyﬂ=3,x5=1,y5=1

2 2
_2+IB_ 3+EB_
> L 5 I
_2+x5=2 3+y3=2
B =4 -1)

8. PunktS =(0, 3)jest srodkiem odcinka AB takiego, ze B = (4, —1).
Oblicz wspotrzedne punktu A.

Zadania

’ Oblicz dtugosc odcinka PR, jesh:

a) P=(4,-7),R=(4,3), b) P=(5,2), R=(3,2), =(2,—4), R (10 2),

d) P=(0,-6), R=(2,0), ¢) P=(-1,-8),R=(7,7), *P (41, 83), R = (34, 59).
. Ktore z odcinkéw na rysunku yA

obok maja dhugo$é¢ 4? u 1% 0| ¢ 0
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0 W uktadzie wspdtrzednych dane sa punkty X = (-1, 3), Y = (1, —2).
Narysuj:

a) odcinek AB réwnoleglty do odcinka XY i o tej samej dtugosci, co
odcinek XY,

b) odcinek CD trzy razy dtuzszy od odcinka XY i réwnolegly do niego,

c) odcinek EF o tej samej dtugosci, co odcinek XY, prostopadty do
niego 1 go przecinajacy,

d) odcinek GH o tej samej dtugosci, co odcinek XY, prostopadly do
niego 1 go nieprzecinajacy,

e) odcinek IJ trzy razy dhuzszy od odcinka XY, prostopadty do niego
1 g0 pPrzecinajacy,

f) odcinek KL dwa razy dtuzszy od odcinka XY, prostopadty do niego
1 g0 nieprzecinajacy.

Q Narysuj w uktadzie wspotrzednych prosta przechodzaca przez punkty
A= (-5, 4), B= (-1, 1). Podaj wspoétrzedne kilku punktéw kratowych
lezacych na tej proste;.

0 W uktadzie wspétrzednych zaznacz punkty C = (1, —1), D = (2, —4),
P = (-1, —-3). Podaj wspétrzedne punktu R, jesli wiadomo, ze:

a) odcinek PR jest rownolegly do odcinka CD 1 jest tej samej diugosci,
co odcinek PR (podaj obie mozliwosci),

b) odcinek PR jest dwa razy dtuzszy od odcinka CD i rownolegty
do niego (podaj obie mozliwosci),

c) odcinek PR jest o tej samej dtugosci, co odcinek CD, prostopadty
do niego 1 go przecinajacy,

d) odcinek PR jest o tej samej dtugosci, co odcinek CD, prostopadty
do niego 1 go nieprzecinajacy,

e) odcinek PR jest cztery razy dtuzszy od odcinka CD, prostopadty
do niego 1 go przecinajacy,

f) odcinek PR jest dwa razy dtuzszy od odcinka CD, prostopadty
do niego 1 go nieprzecinajacy.

‘ W uktadzie wspétrzednych zaznacz punkty S = (-5, —2), T = (-1, —1),
A = (0, 2). Podaj wspotrzedne punktu B, jesli wiadomo, ze:

a) odcinek AB jest rownolegly do odcinka ST'i jest tej samej dtugosci,
co odcinek ST,

b) odcinek AB jest dwa razy dtuzszy od odcinka ST i réwnolegty
do niego,

c) odcinek AB jest o tej samej dtugosci, co odcinek ST i jest
prostopadty do niego,

d) odcinek AB jest dwa razy dtuzszy od ST i jest prostopadly do niego.

W kazdym przyktadzie podaj dwie mozliwosci.
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. Oblicz obwéd figury przedstawionej na rysunku.

yA

. Narysuj w uktadzie wspotrzednych tamang ABCDE 1 oblicz jej dtugosc,

jesl:
a) A=(5,-3),B=(3,-8),C=3,2),D=@2,2),E=(2,6),
b) A= (_7: 4): B= (_7: - ):: C= (_1: ): U ) ( _6)

Punkt Z jest srodkiem odcinka CD. Wyznacz wspoéirzedne punktu Z,
jesli:

a) C=(-3,-2),D=3,-8),

b) C=(2, 6), D= (-5,-4),

c) C=(9,-1), D = (=2, 10).

Punkt S jest srodkiem odcinka KL. Wyznacz wspotrzedne punktu L,
jeslhi:

a) K=(-1,7),S = (6, 3),

b K=(2 B), §'= (2% —2),

o K=(-3,-4),5=(-3,-3))

Wyznacz dtugosc¢ odcinka, ktérego jednym koncem jest punkt
K = (-8, 1), a drugim §rodek odcinka AB, jesli A = (-3, 5), B = (1, -3).

Punkty A = (-1, —4), B= (3, 7), C = (1, 5) sa wierzchotkami tr6jkata
ABC. Wyznacz dtugos¢ odcinka CD, gdzie punkt D jest srodkiem
boku AB.

Oblicz dtugosci odcinkéw taczacych wierzchotki trojkata ABC ze
srodkami przeciwleglych bokéw, jesli:

a) A=(-1,-2),B=(5,-2),C=2,2),
b) A=(1,0),B=5,2),C=(1,8).



9.3 Figury w ukiadzie wspotrzednych

Podejmij temat YA
I 22
1 =
| f | >
0 1 X
Co to za czworokat, ktérego wierzchotkami
sq punkty A, B, C, D? A=(-2,-3),B=2,1,C=2,7),D=(-5,0)

Przyktad 1

Narysujmy czworokat ABCD, ktérego wierzchotkami sa punkty podane w Podeymij temat, 1 podajmy jego nazwe.

Zaznaczamy punkty A, B, C, D w uktadzie Rysujemy boki czworokata ABCD.
wspotrzednych. Odcinki AB i CD sa réwnolegte i kat DAB jest katem
prostym.

Czworokat ABCD jest trapezem prostokatnym.

yA yA

7= «C 7=t ZC

1 u B b 1 i8]
D D 1 D
* . I J . > - >
-5 2 |9 1 2 X -5 Ry 1 2 X
Ar—3r A1

1.  Narysuj trojkat, ktérego wierzchotkami sg punkty: K= (=3, -1), O = (2, -1), T = (5, 3), i podaj jego nazwe.
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ezeli znamy wspoirzedne trzech wierzchotkow prostokata, mozem znaczyC wspotrzedne czwartego wierzchotka.
y WSp P y Wy yC WSp g

Przyktad 2

Wyznaczmy wspotrzedne wierzchotka B prostokata ABCD 1 obliczmy obwod tego prostokata, jesh:

3—) A= (_3: _3): C= (2: 4): D= (_3: 4):
b) A=(4,1),C=4,2),D=2,5).

a) Zaznaczamy punkty A, C, D Rysujemy boki CD 1 AD Odczytujemy wspoirzedne
w uktadzie wspotrzednych. prostokata ABCD. Rysujemy wierzchotka B.
prosta rownolegta do boku CD B=2,~3)
przechodzaca przez punkt A. Rysujemy prostokat 1 obliczamy
Rysujemy prosta rownolegta do jego obwod.
boku AD przechodzaca przez IDA|= 14— (=3)| =7

punkt C. Punkt przeciecia sic tych  |CD|=12—-(-3)|=5
prostych jest szukanym punktem B, Obw.=2-7+2-5=24

A A )
De L1 e Dy +C Dy +C
1 1 : 14
| | | I
o[ 1 x LER x 0] 1 x
A 1 3 W A A [ +B A ‘B
b) Zaznaczamy w uktadzie Rysujemy prostokat ABCD. Obliczamy dtugosci bokéw CD
wspolrzednych trzy dane i DA, korzystajac z twierdzenia
wierzchotki. Wyznaczamy Pitagorasa.
wspolrzedne wierzchotka B. ICD]2=32+22=13 |CD|=+13
B=(2,-2) IDARP=4+6=52 |DAl=152
IDA| = 213

Obw.=2-113+2 - 2413 =613

yA D

Ry
=Y
2l 4
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Na podstawie przyktadu 2 mozemy zauwazy¢, ze jeshi znamy wspotrzedne
trzech wierzchotkow prostokata, to — aby obliczy¢ obwod tego prostokata —
nie musimy wyznaczac¢ wspotrzednych czwartego wierzchotka.

2.  Wyznacz wspotrzedne wierzchotka B prostokata ABCD oraz oblicz
obwod 1 pole tego prostokata, jesh:

a) A=(-1,-5),C=(6,-3), D= (-1, -3),
b) A=(-3,-1),C=(8,1),D=(5,5).

W podobny sposéb, znajac wspotrzedne trzech wierzchotkéw rownolegtobo-

ku, mozemy wyznaczy¢ wspoirzedne czwartego wierzchoika.

Przyktad 3

Wyznaczmy wspétrzedne wierzchotka D réwnolegtoboku ABCD, jesli: A = (—4,-1), B=(2, 1), C = (5, 3) oraz
bok AD jest réwnoleglty do boku BC.

b’f C Zaznaczamy w uktadzie wspotrzednych punkty A, B1 C.
] B
ol 0| 1 X
yA C Odcinki AD i BC sa réwnolegte i |IAD| = |BC|. Z punktu A odliczamy
3 jednostki w prawo 1 2 jednostki w gore (tak samo jak z punktu B do
11 B punktu C).
Al 0 1 x
Zaznaczamy punkt D i odczytujemy jego wspotrzedne: D = (-1, 1).
A

3.  Wyznacz wspétrzedne wierzchotka C rownolegtoboku ABCD, jesli:
A=(2-2),B=(3,-1), D =(8, 3) oraz bok AD jest rownolegly do
boku BC.
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Przyktad 4

Punkty: R = (5,1), T = (3,

wspotrzedne czwartego wierzchotka N.

yh
i R
[ 1 X
w =
I T
Przypadek 1
yA
N |
R
— | o1 : | : >
W% + T
' T
Przypadek 11

—2), W= (-3, —1) sa trzema wierzchotkami réwnolegtoboku. Wyznaczmy

W uktadzie wspotrzednych zaznaczamy punkty

R, T1 W. Nie wiemy, czy sa to kolejne wierzchotki
rownolegtoboku 1 dlatego musimy rozpatrzyc¢ kilka
przypadkow.

Odcinek WR jest przekatna rownolegtoboku.
Odcinki TR i WN sa réwnolegte i [TR| = [WNI.

Z punktu W odliczamy 2 jednostki w prawo

i 3 jednostki w goére (tak samo jak z punktu T

do punktu R). Zaznaczamy punkt N i odczytujemy
jego wspotrzedne: N = (-1, 2).

Odcinek TR jest przekatna rownolegtoboku.
Odcinki WT i RN sa réwnolegte i [IIWT| = IRNI.

Z punktu R odliczamy 6 jednostek w prawo

i 1 jednostke w dét (tak samo jak z punktu W

do punktu T). Zaznaczamy punkt N i odczytujemy
jego wspotrzedne: N = (11, 0).

Odcinek WT jest przekatna rownolegtoboku.
Odcinki RW i TN sa réwnolegte i [IRW | = [TNI.

Z punktu T odliczamy 2 jednostki w dot 1 8 jednostek
w lewo (tak samo jak z punktu R do punktu

W). Zaznaczamy punkt N i odczytujemy jego
wspotrzedne: N = (=5, —4).

4.  Punkty: A=(2,-3), B=(2,-2),C =(1, 2) sa trzema kolejnymi wierzchotkami kwadratu. Wyznacz
wspolrzedne wierzchotka D.
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Zadania

Przerysuj do zeszytu przedstawiony na rysunku wielokat w uktadzie
wspotrzednych.

W uktadzie wspoétrzednych zaznacz punkty A, B, C, D. Narysuj
czworokat, ktérego wierzchotkami sa podane punkty, 1 podaj,
co to jest za czworokat. J,

a) A=(-7,0),B=(0,-5),C=(7,0,D=1(0,5)

b) A=(-4,-3),B=(-2,-3),C=(0,3),D=(-4,3)
¢) A=(-6,-3),B=(6,-3),C=(2,2),D=(-2,2)
d A=(-2,-1),B=(3,-1),C=(3,3), D= (-2, 5)
e) A=(-5,-2),B=(1,-2),C=(3,2),D=(-3,2)

Punkty: A = (-5, 0), O =(0, 0) i B = (0, —5) s3 wierzchotkami tr6jkata AOB. Narysuj ten trojkat w uktadzie
wspolrzednych 1 podaj jego rodzaj. Oblicz obwdd tego trojkata.

Oblicz obwod trojkata ABC, jeshi:

a) A=(-3,-4),B=(5,2),C=(-3,2),
b) A=(1,2),B=09,3),C=(4,6).

Punkty: K = (-6,-3), L = (4, -3), M = (-1, 5) sa wierzchotkami tr6jkata KLM.

a) Oblicz dlugosci bokéw tego trojkata.
b) Oblicz wysoko$¢ tego trojkata poprowadzona z wierzchotka M.

Punkty A, B, C sa trzema wierzchotkami kwadratu ABCD. Narysuj w uktadzie wspétrzednych ten kwadrat
1 podaj wspotrzedne wierzchotka A, jesli:

a) B=(0,4),C=(4,0), D=(0,-4),
b) B=(2,-6),C=(2,-1),D=(-3,-1),
c) B=(8,-1),C=(5,2),D=(2,-1).

Punkty: P = (4, -2), R = (4, -2), S = (4, 2) sa trzema wierzchotkami prostokata PRST. Narysuj w uktadzie
wspotrzednych ten prostokat 1 podaj wspotrzedne wierzchotka T. Oblicz obwod tego prostokata.

Punkty: A = (-2,-5), B = (4, -5), C = (4, 3) sa trzema wierzchotkami prostokata ABCD.

a) Wyznacz wspoétrzedne wierzchotka D tego prostokata.

b) Oblicz obwdd tego prostokata.

c) Wyznacz wspétrzedne srodkéw bokow tego prostokata.

d) Podaj rodzaj czworokata wyznaczonego przez polaczenie punktéw bedacych srodkami bokéw tego
prostokata. Oblicz obwod 1 pole tego czworokata.

Punkty: A =(1,2), K= (2,0), S = (-2, 1) sa trzema wierzchotkami pewnego réwnolegtoboku. Narysuj
w uktadzie wspotrzednych ten rownolegtobok. Podaj wszystkie mozliwe rozwiazania tego zadania.
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< Wiadomosci Ola

Ola:
¥ Jak mam znalezé
te wszystkie tréjkaty
w zadaniu 147?

Zwré¢ uwage, ze
odcinek KL moze

by¢ przyprostokgtng
lub przeciwprostokgtng
o trojkata.

Ola:
t Faktycznie. Dziekuje )
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‘ Zaznacz w uktadzie wspétrzednych punkty: A = (=3, 2), B = (5, 2),
C = (-1, 5). Podaj wspétrzedne takiego punktu kratowego D, aby:

a) czworokat ABCD byt trapezem prostokatnym,

b) czworokat ABDC byt trapezem prostokatnym,

c) czworokat ABDC byt trapezem réwnoramiennym,
d) czworokat ABDC byt réwnolegtobokiem,

e) czworokat ABCD byt réwnolegtobokiem,

f) czworokat ADBC byt réwnolegtobokiem.

. Zaznacz w uktadzie wspétrzednych punkty: A = (-2, —6), B= (1, -3).
Podaj wspétrzedne takich punktow kratowych C 1 D, aby:

a) odcinek AC byt przekatna kwadratu,
b) odcinek AB byt przekatna kwadratu.

0 Wierzchotki trojkata prostokatnego KLM s3 punktami kratowymi.

Odcinek KM jest przeciwprostokatna tego trojkata. Zapisz
wspolrzedne wierzchotka L, jesh:

a) K=(-1,2), M =(3, 1) (podaj dwie mozliwosci),

b) K=(-2,-1), M = (-2, 3) (podaj dwie mozliwosci),
*K = (4, 2), M = (-1, 2) (podaj cztery mozliwosci),
MK =(-1,-3), M= (5,-1) (podaj szes¢ mozliwosci).

Wierzchotki prostokata RSTU sa punktami kratowymi. Odcinek

o konicach w punktach S = (3, 0), U = (=3, 4) jest przekatna tego
prostokata. Zapisz wspotrzedne dwoch pozostatych wierzchotkow tego
prostokata. Rozwaz trzy mozliwosci.

Punkty K= (-2, 1)1 L = (2, 1) sa wierzchotkami tr6jkata
rownoramiennego prostokatnego KLM. Podaj wspotrzedne
wierzchotka M. Rozwaz sze$¢ przypadkow.

Punkty A = (-3, -3), B = (2, —2) sa dwoma wierzchotkami
réwnolegtoboku ABCD. Punkt S = (3, 1) jest punktem przecigcia
sie przekatnych tego rownolegtoboku. Wyznacz wspotrzedne
wierzchotkow C i D.

W uktadzie wspétrzednych zaznacz punkty A = (0, 0), B = (8, 0),

C = (6, 3), bedace wierzchotkami trapezu rownoramiennego ABCD.
Narysuj w tym samym uktadzie wspotrzednych wszystkie trapezy
przystajace do trapezu ABCD 1 majace z tym trapezem jeden

bok wspoélny. Okresl wspotrzedne wierzchotkow tak powstatego
dwunastokata.



9.4 Polafigur w uktadzie wspotrzednych

Podejmij temat Zaend oy
1. Gracz rzuca trzykrotnie dwiema kostkami.
2. Liczby oczek wyrzuconych na kostkach sqg wspétrzednymi punktu w uktadzie
wspohrzednych, przy czym gracz decyduje, ktéra liczba bedzie pierwszg,
a ktora drugg wspodtrzednaq.
3. Jesli trzykrotnie zostanie wyrzucona ta sama para liczb, ostatni rzut
powtarza sie az do momentu uzyskania innej pary liczb.
4. Zaznaczone trzy punkty sq wierzchotkami tréjkgta.
5. Wygrywa ten gracz, ktéry narysuje tréjkat o wiekszym polu.
6. Jesli trzy punkty narysowane sq w jednej linii, gracz przegrywa.
yA yA I
Jakie pole ma tréjkgt narysowany przez | |
Magde? |
Karol w ostatnim rzucie na jednej kostce 1 1 !
wyrzucit 2 oczka, a na drugiej 6 oczek. 1 1
Czy ma szanse wygrac z Magdg? I 0 '1 ' ' | ; "0 '1 ' | %
Punkt o jakich wspodtzednych powinien
zaznaczy¢ Karol, aby wygraé z Magdg? wynik Magdy wynik Karola

Jesh potrafimy obliczy¢ dtugosci odcinkéw w uktadzie wspotrzednych, mozemy
obliczac pola figur w uktadzie wspoirzednych, korzystajac ze znanych wzorow.

Przyktad 1

Obliczmy pola trojkatow o wierzchotkach w podanych punktach.

a) A=(5,-4),B=(5,2),C=(1,1)
b) A=(1,-2),B=(4,2),C=(2,3)

Zaznaczamy punkty w uktadzie wspotrzednych. Bok AB jest rownolegtly
do osi rzednych.

"% Rysujemy wysoko$¢ opuszczona na ten bok.

|AB| = 12— (-4)|=12+4|=6

Il
T

Obliczamy wysokos¢.

=
Il

*6:4=12 Korzystamy ze wzoru na pole trojkata.

k=
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Rysujemy trojkat w uktadzie wspotrzednych. Zaden z bokéw trojkata nie
jest rownolegly do osi uktadu wspoéirzednych.

Rysujemy prostokat AKLM w taki sposob, aby boki tego prostokata

byty rownolegte do os1 uktadu, jeden z wierzchotkow trojkata byt
wierzchotkiem prostokata, a pozostate dwa wierzchotki trojkata lezaty na
bokach prostokata.

=Y

Pole trojkata ABC jest r6znica pola prostokata AKLM 1 sumy pél trzech
trojkatow prostokatnych: AKB, BLC 1 CMA, ktorych pola tatwo obliczyc,
bo ich przyprostokatne sa rownolegte do osi uktadu wspotrzednych.

Pojxamu=3:-5=15 Obliczamy pole prostokata AKLM 1 pola trojkatow prostokatnych: AKB,
=B = BLC i CMA.

Pyagc=15-(6+1+25)=55 Pole trojkata ABC jest roznica pola prostokata AKLM i sumy p6l
trojkatow: AKB, BLC i CMA.

Oblicz pola trojkatéow o wierzchotkach w podanych punktach.

a) A=(2,3),B=3,7),C=(5,7)
b) A=(—4,-3),B=3,-1),C=(-3,4)

Przyktad 2

Obliczmy pola czworokatow o wierzchotkach w podanych punktach.

a) A=(1,-1,B=(,1),C=(1,3),D=(4,1)
b) A=(-1,-2),B=(1,-1),C=(-1,3),D=(-3, 2)
c) A=(2,2),B=(5,2,C=(2,4),D=(-1,4)

a) A C Zaznaczamy punkty w uktadzie wspotrzednych.
Czworokat ABCD jest rombem.

>

%
ACI=13-1)I=18+1=4 Obliczamy dtugosci przekatnych.
IBD| = 16— (—4)| =6 + 4| = 10
P= 4—210 =2l Korzystamy ze wzoru na pole rombu.
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>
X

IBCI2=42+22=20

IBC| =/20 = 245

ICDPP=12+22=5

ICD| =5

P=2V5-yY5=10

c) y
D C
A || B
f f {] 1 ;—

IABl=5-(2)|=[5+2[=7
ICDI=R2-DI=12+1/=3
h=2

3+ 72
2

P= 10

—

2.  Oblicz pola czworokatow o wierzchotkach w podanych punktach.

—

a) A=2,0,B=(5,3),C=2,6),D=(-1,3)
b) A=(-7,-1),B=(2,-1),C=(2,3), D=3, 3)
c) A=(-1,-4),B=(10,—4),C=(2,-1),D =(-1,-1)

—_—

—

Gdy mamy obliczy¢ pole wielokata, mozemy go podzieli¢ na figury, ktérych
pola potrafimy obliczy¢. Warto to zrobic¢ tak, aby wielokaty, na ktére dzieli-
my dany wielokat, miaty boki rownolegte do osi uktadu wspotrzednych, a ich

wierzchotki znajdowaty si¢ w punktach kratowych.

Zaznaczamy punkty w uktadzie wspolrzednych.

Czworokat ABCD jest prostokatem. Jego boki nie sa
rownolegte do os1 uktadu wspotrzednych.

Obliczamy diugosci bokow prostokata, korzystajac
z twierdzenia Pitagorasa.

Korzystamy ze wzoru na pole prostokata.

Zaznaczamy punkty w uktadzie wspoirzednych.

Czworokat ABCD jest trapezem, ktoérego podstawy sa
rownolegte do os1 odcietych.

Rysujemy wysokos¢ trapezu.

Obliczamy diugosci podstaw 1 wysokos¢.

Korzystamy ze wzoru na pole trapezu.

Pamietaj, zeby zawsze starac sie
rozpoznac rodzaj czworokgta
i sprébowac zastosowac odpowiedni

wzor na jego pole.
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Przyktad 3

Obliczmy pole czworokata, ktérego wierzchotki maja wspotrzedne: A = (2,-3),B=(3,1),C=(3, 8), D =(-5, 6).

yp Zaznaczmy w ukiadzie wspotrzednych wierzchotki czworokata ABCD.
a il ¢ Rysujemy prostokat w taki sposob, aby boki tego prostokata byty

rownolegte do osi uktadu, a wierzchotki czworokata lezaty na bokach
prostokata.

Pole czworokata ABCD jest r6znica pola prostokata CEFG 1 sumy pél
trzech trojkatow prostokatnych: AGB, CED, DFA.

IAGI =13-(=2)|=13+2[=5

1% _ IcBI=11-(3)=11+3=4
x |FGI=ICEI=13-(5)|=13+5|=8
IED|=18-6l=2
| 1] IDE|=l6—~(3)l =16+3| =9
F 4 1 | & [FAl = |2~ (-5)l = -2+ 5| =3
IGC| = |[EF| =8 = (=3)| =11

PDCEPG=[PG|'IGC|=8'11=88 PQAGB=% 'lAG|'|GB|=% "5-4=10

Pacep=+ *|CEl-[EDI=7 -8-2=8 Pypy=- -IDH-|FAl=>-9-3=135
Py spcp = Prcere = (Paacs + Pacep + Papra) = 88 — (10 + 8 +13,5) = 56,5
Pole czworokata ABCD jest rowne 56,5.

3. Oblicz pole czworokata, ktérego wierzchotki maja wspotrzedne: K= (2,-1),L=(6,1), M= (0,5), N = (-3, -1).

Przyktad 4

Obliczmy pole wielokata o wierzchotkach w punktach: A= (1,-1),B=(6,-1),C=(6,1),D=(9,2) E = (7, 6),
F=(0,2),G=(1,1).

yA W uktadzie wspoétrzednych zaznaczamy punkty bedace wierzchotkami
1 wielokata 1 rysujemy ten wielokat.

Dzielimy wielokat ABCDEFG na figury, ktorych pola potrafimy obliczy¢:
prostokat ABCG, trapez CDFG 1 trojkat DEF.

Pole wielokata ABCDEFG jest suma pol: prostokata ABCG, trapezu

GCDF 1 trojkata DEF.

5+9)-1
Popce=52=10 PEEGCDF=%=7
Pips=75 974 =18 P=10+7+18=35
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4.  Oblicz pole wielokata ABCDEFG o wierzchotkach w punktach: A =(—4,-1),B=(2,-1), C=(5,1), D = (6, 3),
E=Q1,1),F=(2,3),G=(1,1).

Zadania

) Oblicz pole tréjkata KLM, jesli:
a) K=(6,-1),L=1(6,8,M=(0,5), b) K=(-7,3),L=(2,3), M=(-2,-7),
c) K=(-1,-4),L=(5,-1), M= (2, 3), d K=(1,7),L=03,-2),M=(7,4).

. Oblicz pole czworokata PRST, jesh:
&) P= (_5: _1): %= (0: _1): S= (0: 4): T= (_5: 4): b) P= (_3: _2): R= (_2: 2): S = (_2: 6): I'= (_4: 2):
C) P= (_5: _2): R= (3: 1): 5= (3: 8): T= (_5: 5): d) P= (1: _3): 5= (103 _3): S = (4: 4): T = (1: 4)

. Oblicz pola tréjkatéw przedstawionych na rysunkach.

a)

JNERERE;

a)
>
X
c) D | A
|
1
HE
il
t | >
A | 0__ I X
NN L. '
| B |

. Zaznacz w uktadzie wspotrzednych punkty A = (=3, 2) i C = (-2, 1) oraz taki punkt B o wspoirzednych
catkowitych, aby trojkat ABC miat pole rowne:
a) 1, b) 3, c) 8.
Zapisz wspotrzedne wierzchotka B. Czy zadanie ma tylko jedno rozwiazanie?
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Ktore z figur na rysunku obok maja pole c yA Vv W

rowne 4? D | I

. °N a4
Zaznacz w uktadzie wspotrzednych punkty il / |
B=(4,-3)1C = (3, —1). Narysuj rownolegtobok EammtM 0 Ou J K
ABCD, ktorego pole jest rowne 21. Podaj G ]__ q TP T 1 ¥
wspolrzedne wierzchotkow A 1 D tego | | | o 1 | | | R \ i
rownolegtoboku. Czy zadanie ma tylko jedno ‘% ] /' X
rozwigzanie? T 5

Narysuj w uktadzie wspotrzednych wielokat, ktorego wierzchotki znajduja si¢ w punktach kratowych 1 jego
obwaod jest rowny:

a) 12, b) 30, c) 4. Oblicz pole narysowanego wielokata.

Narysuj w uktadzie wspotrzednych wielokat, ktorego wierzchotki znajduja si¢ w punktach kratowych 1 jego
pole jest rowne:

a) 2, b) 14, *7,5. Oblicz obwod narysowanego wielokata.

Oblicz pola wielokatow, dzielac je na figury, ktoérych pola potrafisz obliczy¢.

a) h G b) yA c)
. E
N o
p ._£ U__ 1 I \!.\ \I\ll:l/ﬂ 'L — i /! / I ;
\ 4

A | | B
Uzasadnij, ze przedstawiony na rysunku obok czworokat ABCD

jest rombem.

a) Oblicz dtugosci przekatnych tego czworokata.
b) Oblicz obwéd tego czworokata.

c¢) Oblicz, co najmniej dwoma sposobami, pole tego czworokata.

Punkty B = (-3, 7)1 C = (12, 1) sa wierzchotkami réwnolegtoboku
ABCD o polu rownym 75. Bok AB tego rownolegtoboku jest
rownolegly do os1 y.

a) Oblicz obwéd tego rownolegtoboku.
b) Podaj wspétrzedne punktéw A i D.
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Podsumowanie dziatu 9

. Wazne pojecia

prostokagtny uktad wspotrzednych

os rzednych
rzedna punktu

os$ odcietych
odcieta punktu

uktad kartezjanski

éwiartki ukiadu

punkt kratowy

poczatek uktadu wspdtrzednych

wspotrzedne punktu

wspotrzedne srodka odcinka

. Prostokatny uklad wspolrzednych . Cwiartki uktadu wspolrzednych

yA wspdhzedne yA
| punktu A i
/] e
, l.___,A=(23) I |
0s rzgdnych | | / '\ éwiartka éwiartka
| odcieta rzedna
3 o : 14
/__Ui | / x 0 1 X
poczgtek | o$odcietych I I/
uktadu ¢wiartka ¢wiartka
wspotrzednych T
. Obliczanie dlugosci odcinka
yA yA
i 5__
L ; B
# . 4+
3+ Mo *N T
21 5l
* =t s A 14
7 654 32 —1_':1[}__ 1 2 34 5 6 7x 7 6 -5—+4 32 —1_?__ 1 2 3 45 6 7x
_3__ _3__
_4__ _4__
_5__ _5__

KL|=14-1|=13|=3
IMN| =17-2|=5

|AC| = l6—-2| = |4 = 4
|ABI?2 = |ACI?> + |BCI?
|AB|? = 42 + 32
|ABI?=16 +9

|ABI2 =25

|AB| =5
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Wspolrzedne srodka odcinka

Aby wyznaczy¢ wspotrzedne §rodka odcinka, A=(2,5,B=(8, 3
: , . 2+8 5+d

nalezy wyznaczy¢ §rednie arytmetyczne S = ( o > )

odpowiednich wspotrzednych jego konticow. S=(5,4)

Czy juz umiesz?

W ktérej ¢wiartce uktadu wspotrzednych znajduje sie punkt K = (24, 85)?

A. w I éwiartce B. w II éwiartce
C. w III éwiartce D. w IV éwiartce

o Jesh pomnozymy wspotrzedne punktu L, otrzymamy liczbe dodatnia, a jesh je dodamy — otrzymamy liczbe

© 0 06 ©¢ o6 o

ujemna. W ktorej ¢wiartce uktadu wspotrzednych znajduje si¢ punkt L?
A. w I ¢wiartce B. w II éwiartce

C. w III éwiartce D. w IV ¢éwiartce

W uktadzie wspotrzednych zaznaczono punkt, ktorego odcieta jest liczba podzielna przez 3, a rzedna jest
o 7 wicksza od odcietej. Ktory z punktow zostat zaznaczony w uktadzie wspotrzednych?

A. A= (18, 25) B. B=(22, 15)
C.C=(21,14) D. D = (17, 24)

Ktory z ponizszych punktow nie jest punktem kratowym?
A. A=(177,163) B. B = (294, -3)
Al = [l 1
C. C = (-19, 19) D.D—(zz,z)
Punkty L = (2, -2), M = (2, 1), N = (-1, 1) sa wierzchotkami kwadratu KLMN. Punkt K ma wspétrzedne
A2 B L2, €4-2. D23,
Ktéry z ponizszych punktow jest odlegly od punktu K = (5, —=3) o 8 jednostek?
A.A=3,-3) B.B=((5,-5 C.C=(5,5) D. D = (-3, 3)
Dtugos¢ odcinka o konicach w punktach: (=3, 9), (3, —9) jest rowna
A. 3V10. B. 12. C. 610. D. 24.
Punkt B jest srodkiem odcinka, ktérego koncami sg punkty: A = (=5, —4), C = (7, 2). Punkt B ma wspétrzedne
A 2 -2 B. (2, 2). C. (1, -1). D11
Punkt K = (-5, 9) jest konicem, a punkt C = (1, 5) jest srodkiem odcinka KL. Punkt L ma wspétrzedne
A. (7,1). B. (-3, 7). C. (4, 14). 10, =1, 11
Pole tréjkata o wierzchotkach w punktach: A = (=5, 3), B= (1, -1), C = (1, 3) jest réwne
A. 8. B. 12. C. 16. D. 24.
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W zadaniach 11-15 ocen prawdziwo$¢ podanych zdan. Zapisz w zeszycie litere P, jesh zdanie jest prawdziwe,
albo E jesli jest falszywe.
0 W uktadzie wspdtrzednych zaznaczono punkty: A = (-7,6), B=(-3,4),C=(-5,-3),D =(1,9).

a) Odcinki AB i CD sa prostopadte.

b) Odcinek CD jest trzy razy diuzszy od odcinka AB.

@ Punkt R = (=7, —4) jest koficem, a punkt S = (1, 2) jest srodkiem odcinka RT.
a) Odcinek RT ma dtugosé 10.

b) Pierwsza wspotrzedna punktu T jest rowna 9, a druga jest rowna 8.
¢) Srodek odcinka ST ma wspoétrzedne (5, 5).

@ Punkty: A = (-1,0), B=(5,0), C = (8, 4), D = (2, 4) sa wierzchotkami réwnolegtoboku ABCD.
a) Ten réwnolegtobok jest rombem.
b) Obwdd tego rownolegtoboku jest rowny 22 jednostkom.

0 Punkty: A = (0,-3), B=(7,-2), C = (6, 1), D = (-1, 0) sa wierzchotkami czworokata ABCD.

a) Czworokat ABCD jest réwnolegtobokiem.
b) Przekatne czworokata ABCD przecinaja sie¢ w punkcie S = (=1, 3).

@ PunkiyA=(4,11),B=(1,5),C=(4,1),D =10, 5) sa wierzchotkami czworokata ABCD.

a) Czworokat ABCD jest trapezem.
b) Przekatne czworokata ABCD przecinaja sie w punkcie S = (5, 4).

@ Narysuj w zeszycie uktad wspotrzednych. W narysowanym uktadzie zaznacz punkty o podanych
wspolrzednych. Pamietaj o dobraniu odpowiedniej jednostki na osiach.
a) A=3,-5),B=(7,3),C=(-4,0,D=(-2,7),E=(-6,-7),F=(5,-3),G = (-5, 2)
b) A =(5,15), B= (=20, 0), C = (=20, -25), D = (-15,-10), E = (25, -30), F = (0, -5), G = (-10, —25)
c) A=(=20,0),B=(-80,-40), C = (60, 20), D = (0, 100), E = (=60, —60), F = (120, -100), G = (0, 40)

0 Na rysunku kazdy z punktow zaznaczonych w uktadzie wspotrzednych y
zostal nazwany jedna z liter polskiego alfabetu. A A B C D
Podajac w odpowiedniej kolejnosci wspotrzedne punktéw, mozemy i I% E : E I{?
szyfrowaé stowa, np. zapis (1, 0) (=3, 2) (-2, 0) oznacza stowo MAK, if = W
bo: M=(1,0),A=(3,2), K=(2,0). STUWY Z
a) Odszyfiuj stowo: (-2, 0) (=8, 2) {1, -1) -2,-2) (-3, 1) 2,-2) (-3, 0) ? '

—1.-2) 2,~1) 2,-2).

b) Zaszyfruj w ten sposob stowa: MATEMATYKA, WAKAC]E,
PRZYGODA, RADOSC.

c) Zaszyfruj w ten sposob swoje imie i nazwisko.
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@ Przerysuj do zeszytu ponizsza tabele. Okresl polozenie podanych punktow w uktadzie wspotrzednych,
wpisujac je w odpowiednie pola tabeli zgodnie z podanym wzorem.
A =(2,16), B=(15, -20), C = (-20,-100), D =(-25,0), E= (-6, 2), F = (12, 2), G = (27, -3), H= (0, 15),
=(17,0),]=@3,27), K=(7,-1), L= (33, 3), M =(0,-9), N = (30, 40), O= (8, 0), P=(-21,-5), R= (0, 11),
S=(-24,8), T=(-35,-35),U=(7,36), W=(9,-19), Y=(17, 3), Z = (-4, 0)

Os odcietych Os rzednych Cwiartkal Cwiartkal ll Cwiartka lll Cwiartka IV

D = (25, 0) A =(-2,16)

@ W uktadzie wspotrzednych zaznacz po 4 punkty, ktorych:
a) rzedna jest rowna —1, a odcieta jest liczba nieujemna,
b) odcieta jest o 3 wieksza od rzednej,
c) odcieta jest liczba ujemna, a rzedna jest o 4 wigksza od odcietej,
d) rzedna jest iloczynem liczby 2 1 odcigte;.

@ Punkty A = (-4, 2) 1 B = (1, —3) sa dwoma wierzchotkami tréjkata ABC prostokatnego rownoramiennego.
Zapisz wspolrzedne trzeciego wierzchotka. Podaj wszystkie mozliwosci.

@ Narysuj w uktadzie wspotrzednych:
a) prostokat, ktorego trzy wierzchotki znajduja sie w punktach: A = (6,—4),B=(6,1),C= (-2, 1),
b) roéwnolegtobok, ktérego trzy wierzchotki znajduja sie w punktach: A = (1, -2), B= (5, -2), C= (4, 6),
c) prostokat, ktorego trzy wierzchotki znajduja sie w punktach: A = (-1, -1), B= (5, -3), D = (0, 2),
d) romb, ktérego trzy wierzchotki znajduja siec w punktach: A = (—4,-1), B=(0, -3), D = (-6, 4).
{& Wierzchotki rombu ABCD sa punktami kratowymi. Przekatne tego rombu o diugosciach odpowiednio 8 1 6,

przecinaja si¢ w punkcie O = (0, 0). Narysuj ten romb 1 podaj wspétrzedne jego wierzchotkow. Ile réznych
rozwiazan ma to zadanie?

@ Punkty A = (-4, 5)1 B = (2, 5) sa wierzchotkami czworokata ABCD. Zapisz wsp6trzedne punktéw Ci D tak,
aby czworokat ABCD byt:

a) kwadratem,
b) prostokatem o obwodzie rownym 18,
c) prostokatem o polu rownym 24.

@ W uktadzie wspdtrzednych zaznaczone sa punkty: K = (20, 30), L = (28, 42), P = (25, 35). Odcinek PR jest
rownolegly do odcinka KL 1 czterokrotnie krotszy od odcinka KL. Zapisz wspotrzedne punktu R. Podaj obie
mozliwosci.

@ Punkty: A = (-4, -11), B= (4, -5), C = (4, 10), D = (-4, —5) sa wierzchotkami czworokata ABCD. Oblicz obw6d
1 pole tego czworokata.

@ Punkty B = (5,4)1 D = (-9, 2) sa konicami przekatnej kwadratu ABCD. Oblicz obwéd i pole tego kwadratu.
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@ Punkty A = (-1, -1) i B = (3, 2) sa wierzchotkami prostokata ABCD o obwodzie réwnym 30. Oblicz pole tego
prostokata.

@ Punkty: P = (-9,-5), R=(10,-5), S = (5, 7), T = (-4, 7) sa wierzchotkami trapezu PRST.
a) Uzasadnij, Ze ten trapez jest rOwnoramienny.
b) Oblicz dtugoé¢ przekatnej tego trapezu.

c) Oblicz obwdd tego trapezu.

d) Oblicz dwoma sposobami pole tego trapezu.

@ Punkty: K = (0, -10), L = (2, -1), M = (4, 6), N = (-6, —3) s3 wierzchotkami czworokata KLMN. Uzasadnij, ze
ten czworokat jest rombem. Oblicz jego obwod 1 pole.

@ Punkt D = (-9, 4) jest wierzchotkiem rombu ABCD, a punkt S = (3, 4) punktem przecigcia si¢ jego
przekatnych. Pole tego rombu jest rowne 120.

a) Oblicz dtugos$ci przekatnych tego rombu.
b) Oblicz obwdd tego rombu.

c) Podaj wspétrzedne wierzchotkow tego rombu.

@ Oblicz pola wielokatow przedstawionych na rysunkach.
b) y c) yA

173



Pitagoras i Zwiqgzek Pltagorejskl

Doktadny rok narodzin i rok $mierci Pitagorasa nie sq znane.
Powszechnie jest przyjete, ze urodzit sie na wyspie Samos w Grecji
ok.572r. p.n.e., a zmartw Metaponcie w 497 1. p.n.e. Jednak niektére
zrédta podajq, ze zyt on az 104 lata.

Pitagoras, majqc 40 lat, zaczqt podrézowaé. Ostatecznie osiadt w Krotonie, gdzie zato-
zyt Zwiqzek Pitagorejski, zwany tez Szkotq Pitagorejczykdw. Pitagorejczycy badali wie-
loéciany foremne, zajmowali sie liczbami gnomicznymi, liczbami doskonatymi, liczbami
zaprzyjaznionymi oraz proporcjami. Odkryli liczby niewymierne. Do ich osiggniec zalicza
sie tez dowdd twierdzenia o sumie miar kqtow wewnetrznych tréjkqta i wprowadzenie
$redniej arytmetyczne;.

Znakiem Pitagorejczykdw byt pentagram (zwany gwiazdq pitagorejskaq), czyli pieciokgt foremny, ktdrego boki
przedtuzone w obie strony tworzg pieciokgt gwiazdzisty. Uwazali go za symbol doskonatosci. Tym znakiem po-
zdrawiali sie wzajemnie, kreslgc go na piasku.

Slimak Teodorosa to konstrukcja geometryczna,
pozwalajgca na narysowanie odcinka, ktérego
dtugosé jest rowna pierwiastkowi z dowolnej liczby
naturalnej. Konstrukcja ta oparta jest na twierdze-
niu Pitagorasa i jej nazwa pochodzi od ksztattu, jaki
powstaje podczas tworzenia kolejnych elementow.

Drzewo Pitagorasa to konstrukcja geometryczna
(fraktal), ktéra powstaje przez budowanie kwadra-
tow na bokach tréjkagtow prostokgtnych, tak jak na
rysunku.

$limak Teodorosa

'~ Zadanie 1
Wyszukaj w internecie informacje na temat liczb
gnomicznych, doskonalych i zaprzyjaznionych.
Napisz, jakie liczby nazywamy liczbami:
a) gnomicznymi,
b) doskonatymi,
¢) zaprzyjaznionymi.
Podaj przyktady takich liczb.

' ' Zadanie 2
Wyszukaj w internecie przyktady fraktali.
Wydrukuj lub narysuj jeden z nich.

drzewo Pitagorasa
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Egipcjanie wiedzieli, ze trojkqt, ktérego boki majg
dtugosci 3, 4 i 5, jest prostokagtny. Uzywali go do wy-
znaczania kgtéw prostych przy odnawianiu granic
pol gruntowych, zmywanych wylewami Nilu. Wigzali
na sznurze w rownych odstepach wezty i budowali
z tego sznura trojkat sktadajgcey sie z 3, 4 i1 5 odste-
pow, zauwazajqc, ze najwiekszy kqt jest kgtem pro-
stym. Taki tréjkat nazywamy trojkgtem egipskim.

Trojkg pitagorejskg nazywamy trzy liczby naturalne a, b, ¢, ktore spetniajg warunek: a* + b? =c%

Jak wyznaczy¢ trojki pitagorejskie?

Pitagoras, poszukujgc innych tréjkgtéw prosto-
katnych, ktérych diugosci bokdw bytyby liczbami
naturalnymi, podat wzory, dzieki ktérym mozemy
wyznaczy¢ niektore z tréjek pitagorejskich. Wzory
te mozemy zapisac nastepujgco:

a=2n+1b=2n(n+1), c=2n?*+2n +1

Znane sq tez inne, pdzniej wynalezione metody na
wyznaczanie tréjek pitagorejskich. Oto jedna z nich.
Jesliminsaq liczbami naturalnymiim > n, to
a=m?*-n’b=2mn c=m?+n?

jest tréjkq pitagorejska.

Kilka tréjek pitagorejskich wyznaczonych tg meto-

gdzie n jest liczbg naturalng. Kilka tréjek pitagorejskich dg podanych jest w tabeli.

wyznaczonych tg metodg podanych jestw tabeli.

n a b c m n a c
1 3 4 5 2 1 3 4 5
2 5 12 13 3 1 8 6 10
3 7 24 25 3 2 5 12 13
4 Q 40 _ 41 4 1 1_5 | 8 i 1?_
5 11 60 61 4 2 12 16 | 20

Warto zauwazyg, ze jezeli trojka liczb a, b, ¢ jest pitagorejska i kazdg z liczb a, b, ¢ pomnozymy przez liczbe
naturalng dodatnig k, to tréjka liczb ka, kb, ke tez bedzie pitagorejska.

Zadanie 3
Wyznacz kilka innych tréjek pitagorejskich.

Zadanie 4

Sprawdz, czy tréjkgt o podanych diugosciach bokow jest
ostrokgtny, prostokqtny czy rozwartokgtny. Mozesz uzyc¢
kalkulatora.

a)60cm, 21 cm, 102 cm
b) 28 cm, 45 cm, 50 cm
c)24cm,32cm, 41cm

l * I' 2 I 2- :E' [ * -! [ . [ [
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Odpowiedzi do zadan

5. Wiasnosci figur geometrycznych

o.1

5.2

53

5.4

Katy i ich wtasnosci (s. 10)

1.0)120° b)60° c)330° d)270°

2, 0) 24°,66°, 88° b) 139° 150°,179° c*) 0°,24°, 66°, 88",
90°, 139°, 150°, 179°,180°, 360° d*) 185°, 242°, 270°, 300°
3.0)30° b)90° ¢)210° d)270° 4*.a)1lh b)dh ¢)9h
5.0)144° b)50° c)61° 6.55°165°
7.8=140°,y=40° 8.a)a=85" 8=y =95°
b)a=65° 8=y =75 c)a=F=30°y=40°
Q.0)a=y=45°,8=90° b)a=y =48°, f=46°
c)a=55°=357y=145" 10.0)a=y=104° f=06=76"
bla=y=30,=0=150° c)e=y=65° F=0=115°
12*, 0) 720° b) 720°

Wzajemne potozenie prostych na ptaszczyznie (s. 14)

1.d)allc blallc 2 a)zero,jeden lub

nieskorczenie wiele b) zero, jeden, dwa, trzy

lub nieskonczenie wiele c) zero, jeden, trzy, cztery,
pie¢, szesc¢ lub nieskonczenie wiele

3. a) oba na prostejd b) oba na prostejb lub ¢
5.0)45°1135° b)wszystkie katy majg po 90° c) 66°i114°
6.0)a=60°,8=y=120° b)a=y=110°, 8=70°
cla=40°,8=y=70° d)a=80°, 8=130° v =50°
7.A8% a=40° 8 =140°, v =130°

Trojkat i jego whasnosci (s. 18)

1.a)nie b)tak c)nie d)tak

2. o) Obw. = 5,1 cm, trojkqt rdwnoboczny

b) Obw. =94 dm, trdjkqt réznoboczny

c) Obw. =13 dm, tréjkagt réwnoramienny

d) Obw. = 134 cm, tréjkat réznoboczny

3.4 46,554,662 4.0 0bw.=15m

b) Obw.=20cm c)Obw.=6dm 5.a)9cm b)4cm
6.8cm 7. Prostokagtny rdwnoramienny

8. a)55° 55°,70° b)50° 50° 80° lub 20° 80°, 80°
9.0)39° b)15° 10.a)a=60° b)a=64° c)a=125°

Cechy przystawania tréjkatow (s. 24)

1.a0F b)P ¢)P 3.a)tak b)nie c)tak d)nie

5. a) nie b)tak, gdy tréjkaty maja takag samag dtugosé
ramion c) tak, jesli oba tréjkaty majq kqty 50°, 65°, 65°
6. np: AKMN = AKLM, AKLN = AMNL, AKSN = ALSM,
AKSL = AMSN (cecha bok, bok, bok)

7.np.. APRS = ASTP, APRT = ARST, APZR = ATZS,
ARZS = APZT (cecha bok, bok, bok)

9. a) np: AAOD = ABOC, AABD = AABC, ACDA =ACDB
(cecha kat, bok, kat)

b) np.: AEJH = AGKF, AEOH = AGOF, AEOF = AGOH,
(cecha bok, kat, bok)

10. Tak, jesli kat ABC i kat PRS sq réwne.

1. Tak 12. Tak, na podstawie cechy kat, bok, kat.
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5.6

Twierdzenie Pitagorasa i jego zastosowanie (s. 30)
1.a)nie b)nie c)tak 2.a0)12+a2=h? b)a?+a?2=82
c)h2+b=c> 3.0)P;=25 b)P,=225 c)P,=144
4.0)x=24 b)a=20 c)y=12y2 5.a)26dm
b)41m c)65cm 6.16cm 7.12dm 8.10cm
.0bhw.=34cm 10.0)12m b)15cm c)08 m
d)120cm 1M.080m 12.20km  13*.60 mil
morskich lub 111,12 km  14*.3048 cm, 40,64 cm

Tréjkaty o katach 90° 45°, 45° oraz 90°, 60°, 30° (s. 35)
1. a) Obw. = (10 + 5v2) cm  b) Obw. = (16 + 8y2) dm

c) Obw. = (6 + 6\5) dm d) Obw. = (2\,/5 + 2@) dm
2.0)5cm b)2y2cm ¢)y3dm d) 3\7 dm

3.0)a=24 b)b=7\3 c)c= % 4. Obw. =8 + 83,
Obw. =18 + 6\/3, Obw. = 6 + 2\/5, Obw. =15 + E\,@

5. Obw. = (36 + 12\/5) cm 6. Obw. = (24 + 8\/3) dm
7.2cm.2\3cm  8.a)h= L;’ blh=6V3 c)h= SLZZ
Ah=15 e)h="22 Hh=28d gh=2"

hh=3\2k 9.0)a=8 b)a= % c)a=25

da=4/3 ela=e ﬂa=@ ya =22k h)a=20s

3

Czy juz umiesz? (s. 41)

1.C 2.C 3.D 4.D b.A 6.C 7.C

8.0 9.C 10.B 11.1240,100° 12.105° 75°
13%.7y=72° 14.2=155° 15.0)a=43 =47,y =133°
b)a=113°, =y =56=67° 16.40°,60°, 80°
17.27°,63°,90° 18.a)P b)F c)P d)F e)P f)F
19.0)P b)F )P d)F e F iP 20.20° 60° 100°
2. Tak 22 Tak 23.10°10° 160° 24.Nie

6. Wyrazenia algebraiczne

6.1

6.2

Zapisywanie i odczytywanie wyrazen (s. 46)
2.0)2a+4b+2c b)4s+2m c)12p+ 089t
d)25k+175p e)60t, + 65t,

3.a)2x+2y+z b)dx+2y+2p

4.0)60p b)100n c)001k d)k+15 e)2x+4 f)2n+3t
5.a)3n+3 b)4n+2 c)6n+9 d)3n 7" .6n+2

Obliczanie wartosci liczbowej wyrazenia
algebraicznego (s. 49)

1.0)315 b)68 c)—422

51 25

2
2.0)28 b5 06 di23 e)—6 H-24 gl hoO

3.0)15x+075y b)20-15x-075y c) 12,157,785
4.0)d-2 b)d+2 6" 10x+y,x=12.,9,
¥y=0,12.,9 7.0 llstopieni otylosci b)norma

c) norma d) niedowaga

8.0) 106,115,124, 133,142, 151, 160, 205, 214, 223,232, 241,
250, 304, 313, 322,331, 340, 403,412, 421, 430,502, 511, 520,



6.3

6.4

6.5

6.6

601,610,700 b*) 100,121,142, 163, 184,200, 221, 242, 263,
284, 300, 321, 342, 363, 384, 400, 421, 442, 463, 484, 500, 521,
542,563, 584, 600, 621, 642, 663,684,700, 721, 742, 763,784,
800,821, 842, 863, 884, 900, 921,942, 963,984

9*.o}p=5[}0@§ b}p=4000000%35
m m

0)p=120000 %% d) p =50 000000 <28

Jednomian i suma algebraiczna (s. 54)

1. a) a?beglr b)a*b*knr c)a’m? d)a?jk?

2.0)154%,15 b)—2x%P -2 c)8a’V* 8 d)-6m°p* —6
4.0)5a,4b,-11c b)-09p,—1,7 c}—%x’i =2x2 7x, =3 d)—x 2

5.0)25a b)15b c)—41c d) G%d e)de f)3a+3x

6.0)6x—11y b) 2%&2 —28, 51—l %az + 4%:1!7
A 7,1

d—g# a7

b) 9x — 6y +2,-247 ¢)10a—3b +ab, -31%

8. a) dziadek: y -3, babcia:y—8 b)2y -3¢ y-10

9. 250p — koszt zakupu stolikdw, 320p — koszt zakupu

krzeset, 570p —tqczny koszt zakupdw 10, 5%1’— 4
11.104k 12.0)10x+5y b)7a+125b c¢) 178k +6l
d)dm-n+18 13.6y+30,y>0

Dodawanie i odejmowanie sum algebraicznych (s. 58)
l.a—x-1 b)-3a+3 c)7x—2y+8 da+3 e)-9a—-4
f)l5x-7y+2 2.0)4a+5 b)75x—-6 c)x2-3xy
d)3a—-47 e)a*+6 f)-3c+7 3.a)-6a-3 b)2y
c)2x+9 d)-bm—-1 e)-7a+7ab f)-7x2+9x—-4
4.0)7a-6b+4 bym—-2 c)7a—6 d}—20c+?% d
5.a)tak b)nie 6.a)Obw.=10x-1

b) Obw. = 6x +75y~2  7.23x+7 8.100-5x~10y

9.345k + 6, k—liczba parzysta  10.a)5x+3 b) 28 lat
Mnozenie sumy algebraicznej przez jednomian (s. 61)
1.a)—24e+32f—36 b)4s—6t+14z c)3x*+18x—42
d)24c—-30d +4e-2 e)02m—-04p +041r
118p-36g9+018s+18 2.a)-36y*+281° —224y°

b) 13a%b + 7ab*—ab c)-7p°r’ + 3%;;274 ~25ps

3.0)-12pg+ 69 +20 b)6ay—2by+3a c)-01xy—x—4y
4.0)5a—-5b b)x2-3x+5y+2xy
]

3,_3 _ i 1
c}—4,5a+55 mab+6ac 5.a0)-8 b)-1 0}5

6.a)25(1 -2a%*+3a) b)68x—4y +9z) ©)—27p+10r + 2s)
d)15(3a*—4a+1) 7.0)12 b)2 c)—4 d)-6

3 9.0)615a+246b b)tak

8.0)4x + 11 b}x-f-ZE
10. 7k +2 11.240m + 1800 12.x—48

13. 10k +4/+3m+2 14.0)2n+2 b)2n+3
Mnozenie sum algebraicznych (s. 65)

1. 0)20p - 21g—12pq—35 b) 5¢ +12d —30cd -2

c) 9w -2z + 24wz + 075 d)2t—-35z+14fz-5
2a0)a*+14a+33 b)2b*-11b—-21 c)48e*—24e-72
d)—f2+825f—-2 e)12p?>+135p—108 f)5a2—7ab— 6b?

1 o 16s_97 _1:2
7.::1}17:1 16a—27, 187

6.7

3.a)x2+6x+9 b)y?—-8y+16 c)4a®+24a+36

d) 49p% + 126pg + 81g> €)9c2—30c + 25 f)4d>+20d + 25
4.0)3\3+5 b)2\2-1 ©)6\6—-4/3+15/2-10
d)33y2+15 5.a)15 b)-15 c)p d)0lx

6.a)a’+52+6 b) %y2+4y+ 36

claz+dx—5 d)05p>+3575p ~2
8*.m=-22+x, gdzie x jest liczbg catkowita
10.0)2 b)0

Przeksztalcanie wyrazen algebraicznych. Zastoso-
wanie wyrazen algebraicznych w zadaniach (s. 70)

1.0)8a*-b0*-9,-16 b)-6p+9,16

c) 17x*—13y* + xy,-74 d)12a+3b,5
e)2x+5y—3z+24,20 f)3p—2q9—pq,-1
2.0)-8a>+17a+22 b)9a*-19a-19
c)—=3a®+2a2-11a+23 d)2a®—11a%2+ 142 -29

3.1§xz4 4.2m2+8m+2 5.6k2+10k16 6.2x—8

" _ab _ ac abc
7.3x+13 8.a)a 100 10ﬂ+ b) 12 z}
9*. ZDDD_I

X

200 000 1) o% 3 )
-~ 100/% 10.13:—131

13.9x+27 x> 1

-100% ,

11.55a—-2b 12. Nie zmieni sie.
14. x>+ 2x+z+xz-3

Czy juz umiesz? (s. 73)

1.C 2.D 3.D 4.C bD 6.A 7.B 8.D
9.0 10.13,16,19,3n+1 11.6¢+42 63
12.°+b*—2ab,25 13.8n—-8 14.016cm

5. AP=4a+8b,B:P=3a+2b,C:P=8a+4bD: P=4b
16. A:P=440—-4b,B:P=4a—4b, C: P=44, D: P =6a — 4b,
EEP=8aF.P=4a—4b, G:P=5a-3b
17.6x+9y,7x+6y 18.7m 19.235+8
211.5x-7y—-1 23.Pole zwigkszy sie 1,44 razy,
objetosc¢ zwiekszy sie 1,728 raza. 24, 4x*+ 14x - 10
25*.-1 26*. Obwdd zmniejszy sie o 044,

pole zmniejszy sie o 0,194%.

7. Rownania z jedng niewiadomg

71

7

Przyktady réwnan. Liczby spetniajgce rownania (s. 79)

1. 0) 080x + 4,60x = 32,40 b)3(x + 150) +2x =9
c)09x=81 d)7a+5=26 e)2p+4=30

N+ x—3P=33 2. G}%(Zﬂ+1}h=5 b) mim—1)=5

c}%c{c+1}=5 0 W e o i ot o A W b

b)x=-2 ¢c)x=0 d)x=4 5.a)5 b)3 c)-1,4 d)0,5

7.0)tak b)nie c)tak ditak 9f.ap+p+2=34p=16

b) %x+ 4=5x=2 c)2x=x+3x=3 d)x-2=-3 x=-1

10.0)-2,-1,1 b)-1,0,3

Rozwigzywanie rownan | stopnia z jedng
niewiadomgq (s. 85)

1.0)5x+1=x+3,x=05 b)3y+5=y+7,y=1
2.a)b+6=2b+4,b=2 b)-05y+10=y+1y=6
c)3x+2=4x-2 x=4 d)da=a+6,a=2
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o 1 e 2
3.0)x=-2 bjy=-3 c)x >

f)x=-7 4. qa)rdwnanie sprzeczne
b) réwnanie tozsamosciowe c)x=-13 d)z=4
e)y=-5 f)réwnanie sprzeczne B.a)x=2

b)y=55 clz==2; dx=20 &)z=32 fHx=42

dy=11 e)x=3

y=4 e}y=;—§ fla=2

7*. a) rbwnanie sprzeczne b) rownanie tozsamosciowe
c) rdwnanie sprzeczne d) rownanie tozsamosciowe

6.0)x=6 b)n=2 c)x=5 d)

elz=4 flz=-3 B.m}x=1% blx=1 c}x=—5%
——l = — i * -
9.ay= 5 b)z=-3 10.17 1M.a=1

Przeksztalcanie wzordw (s. 20)

1.ap

W

=2§ b)m=pv oR=Y

I
2 E 1
e}a=f—§ flg=—" 2ax=5- bx="—"7-=

3y a
c) x =1D_—y c!};'c=m—;‘ﬁl‘t—:i elx=3y-7 ﬂx=%

3. m}y—Tx bly=p+3 cly= 1;_+sz
5
t

d}y= ,t#8 e)y=3a+3
f}y=x—i’ 1,x#1 4.f=?

= 2V2P\3

P-2ac
2(a + ¢

— 2P

9.k=%,h¢[}

dm. =m—m
b—

M

xX*2

T Lo G

3
_ P2k ~
6.0)a 2640 b)b=

7.x=+Pa) Obw.=4\JP b)d

L L
B.U}P—16 b)d = 1

52 = = 2C 0
10.0)P=5; B Vi=on MB=a32,82°F

12.k=1565-b) 13%~n=—""_ 18 bokdw
180° — a

Zastosowanie réwnan do rozwigzywania zadan
tekstowych (s. 100)

53

1.d}x=22% b)x=4 c}x=3% dlx=12

2.0)11,17,19 b)3,9.12 3.6lat 4.Za5lat
5.250z+ 6.095 zt—jogurt maty, 2,15 zt— jogurt duzy
7.15 monet 2-ztotowych i 19 monet 5-ztotowych.
8.P=80 9.10° 10.Nie 11.Nie

12. Michat 2 grzyby, Tomek 12 grzybdw,

Bartek 14 grzybow  13. 6 litrow  14*. 14 kTm

15.15h 16.40%,3kg 17.20%,125|
18.0)3 kg soli b)7kgwody 19.92%
21. 28 uczniéw 22, 315 sztuk bydita
23. po 75 skokach  24. 30 sliwek

20. 30%

Czy juz umiesz? (s. 102)

1.C 2C 3. 4D B.A 6.C 7B 8D 9.A
10.0)2x+4=205 b)81+16=120 c)5¢c+3 =18

178

11. 0)x =50 b)réwnanie sprzeczne

1 ra . . I .
) e ) d) rownanie tozsamosciowe

12. 4x — 80 =400, 120 cm, 40 cm, 240 cm

13. 9x+11{160 x) = 1520, 120 biletow

14. —x+ i:'4¢'+ 33 =x, 80 km

20
15. F’Dt +60t=19515h 16.35¢ +25t="72,72 min

17. 15(t + %) =20t1h 18.315km

19.4x +4=24 P=35cm?

20. 3x + 90° =180°, 30°, 60°, 90°

M. x—10=75%(x—-2), za 12 |at

22.3 - 7x + 7x = 18,20, 0,65 7t — otdéwek, 4,55 7+ — zeszyt
23. 4[}%(2 x)=25%-2,075 wody 24.m,=115m,

25.m.= 19

8. Wielokgty

8.1

8.2

8.3

8.4

8.5

Jednostki pola. Zamiana jednostek (s. 108)

1.0) 045 cm? b)500 cm? ¢) 8 000 cm? d) 900 000 cm?
2.0)0,0018dm? b)0,17dm? c) 170 dm?

d)500 000 dm?  3.a)0,000245 m? b)0,0059 m?
c)006m? d)8000000m?2 4.a)025a b)800 a

069a d)60a 6.1032m? 7.152 8.0)125a
jani
£)0,0108 km? ¢)247dm?  10.16 ha 11*. 1125

Trojkaty (s. 112)

2. a) tréjkat rozwartokgtny b) tréjkqt prostokagtny
c}trojkqt ostrokqtny 3 a) 3kp b) = 5%y c3a+ b)

d) bm e) {z 37 13 {d+ 4) AI-.ﬁcr"n2 6.72 cm?
7. Obw. 24 cm,P=24 :Gm2 8.P=21cm? hor=5cm
9.hMK=661 om, Iy, = 2553 om

25
10.P =60 cmz, Obw. =36 cm

11. P =098\3 dm?2 Obw. = (4,2 + 1,4\@) dm
12. P = 2(4 + 4\/:_’)) cm? 13.P= %(9 + 3\/3) dm?
Prostokqty (s. 117)

1l.a)xy b) m+2 el

2. Rynek we Wrocjrdwiu, 015994 m* 4,198
5.29m 6.P=5dm%0bw.=9dm 7.P=0,02m?
8.a=12cm 9.P=064dm? 10.a)2-krotnie

b)4-krotnie 1.P=495000 a=4950 ha 12.A
Réwnolegtoboki (s. 121)
4.P=216cm? B.P=48cm? 6.0Obw.=40cm

7.P=360cm? Obw.=100cm 8.P =024 dm?
Obw.=2dm 9.4002m,802m 10. Obw. =100 cm

M.P=240cm? 12.P=1460 13.P=11250m?
Trapezy (s. 124)
1.P=16cm? 2.P=24cm?

3.0) P=96 cm? Obw. =44 cm
b) P =126 cm? Obw. = (28 + 18\/5_) cm 4.P =48 cm?
B.P=18cm? Obw.=20cm 6.P =52 cm?



8.6

8.7

7.P=100cm? 8.P=24cm? 9.a=62cm

10. P=196,6 m?
Wielokagty foremne (s. 129)

1.0) Obw. =24\/6 cm b)Obw.=16\3cm 2.4/3
4. Obw. = 20\/5 cm 5. (4—2\@) dm
7.0) Obw.=45cm b)Obw.=24cm c) Obw.=60cm

8.0)140° b)128> <135 9.0) 60° b}51— 0)72°
10. 102 boki  12*. ) 144° b) 162° 0}172—
Pola wielokgtow (s. 132)

1.a)26 b)305 c)22 2.1200cm? 3.3 dm?

4, Tak 24 dm? 5B.8cm, 8\/5 cm 6. 18 piytek
7.72cm?  8*60cm?

Czy juz umiesz? (s. 138)

1.C 2.B 3.C 4B 5.C 6.D 7.D 8.A
9.A 10.D M.P=1150=1150m* 12.150z
13.823687zt 14.1:7 15.30razy 16.P =076 m?
17.90cm 18.P =48 cm? Obw. =32cm

19.P =168 cm? Obw. =64cm  20. P =100-25y3 cm?
21.64 plyty 22.P=48dm? 23.21cm

24. P=525cm? Obw.=112cm 25.5cm
26.01350 m> 27.a) Obw. =78 cm

b) P=2535V3 cm? c) 133 cm

28. Najwieksze pole ma szesciokagt foremny,

a najmniejsze trojkat rdwnoboczny.

9. Ukiad wspairzednych
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9.2

Uktad wspotrzednych na ptaszczyznie (s. 145)

1. a) A2 — apteka, C3 — dworzec PKS

b) D4 — cmentarz, A4 — szkota c¢) C4 - plac Wolnosci
2. a) C6 —wieza, A5 —goniec, F3 - pion

b) D6 — wieza, D2 — goniec, F4 - pion

3.0)lilll b}I||IV 4, -2 3, 0'7 =0

5.3,-6,12,0, U = T1T.A=(-4 ,—2},B (4,4), C=(6,-3),

D=(92),E= {—9 —4), F=(0,-2),G=(7,0,H=(0,5),
I=(5,3),]=(2-5),K=(-7,-1),L=1(2 3), M=(9,-2),
=(10,2),0=(-7,5) 12.0)A=(5,-2),B=4,-2),
C=(6,4,D=(4,5,E=(-7,2) 14.0)(-3,—4) b)(3,2)

15.(0,-2), (2, 0)

Uktad wspdtrzednych na ptaszcezyznie (s. 154)
1.0)IPRI=10 b)IPRI=2 ¢)IPRI=10 d)IPRI=2y10

e)IPRI=17 f)|PRI=25 2. AB,EF
5.0)R=(20),R=(0,-6 b)R=3 3, R=(1,-9
OR=(2-2) d)R=(4-4) e)R=(111) fR=(7 -5)
6.0)B=(4,3),B=(—41) b)B=(8 4)B=(8,0)
OB=(1-2),B=(L16 d)B=(2—6)B=210)
7.0bw. =54 8.0)16 b)30 9.a)Z=(0,-5)
(1 AT iR
b}Z—( 12,1) V4 (32,42) 10. a) L=(13,-1)
b)L=(3,-9) o)L=(2,-3) 11.|KS|=7
12./CDI=31 13*.0) |AD|—"“97 IBEI—T? ICF| =4

b) IAD| =26, |BE| =29, ICPI =65

2.3

94

Figury w uktadzie wspoétrzednych (s. 161)

2. a)romb b)trapez prostokatny
c) trapez rownoramienny d) trapez prostokgtny
e) rownolegtobok
3. tréjkgt prostokagtny réwnoramienny, Obw. = 10 + 512
4.0) Obw. =24 b) Obw. =5 +/34 +/65
5. a) [KLI = 10, IKM| = /89, ILM| =89 b)1:=8
6.0)A=4,0 b)A=(3-6) c)A=(5-4
7.T=(42),0bw.=24 8.0)D=(-223) b)Obw.=28
c)(1,-5), 4,-1),(1, 3), =2,-1) d) romb, Obw. =20, P =
9.-3,1),(-1,-3),65,3) 10.0)D=(-3,5) b)D=(5,5)
c)D=@3,5) dD=(7,5) e)D=(9,5 f)D=(3,-1)
11.0)C=(2,0,D=(5-3)lubC=4,-6),D=(1,-9)
b)C=(2,-3),D=(1,-6)lubC=(1,-6), D =(-2,-3)
12.0)L=(-1,1;L=3,2 b)L=(41;L=(0,1)
c)L=(3,4;L=(0,4);L=(0,0);L=3,0)
d9)L=(1,-5);L=(3,-5);,L=(5-3);L=(3,1); L=(1,1);
L=(-1-1 13~ R=2-1),T=(-25);R=(2,-1),
=(2,5,R=(3,0,T=03,4 14*.M=(2,5,M=(0,3),
M=25M=-2-3,M=(0-1); M=(2,-3)
15*.C=09,5,D=4,4 16.(0,0),(2 -3),(6,-3),(8, 0),
(12,0), (14, 3), (6, 3), (8, 6), (0, 6), (2, 3), (-6, 3), (-4, 0)

Pola figur w uktadzie wspodtrzednych (s. 167)
1.0)27 b)45 c)165 d)24
2.0)25 b)8 c)56 d)42 3.0)24 b)113

4.0)P=18 Obw. =20 b)P =84 Obw. =40
c)P=12 Obw.=8/5 6.ABCD,IJKL, XYZ

10.0)P=24 b)P=26 c}P=42%
11. o) 2410, 410 b) Obw. =20\2 ¢) P =40
12*. 0) Obw. =44 b)A = (-3 —12), D = (12, —4)

lub A=(3,-2), D=(12,6)

Czy juz umiesz? (s. 170)

.B 2C JA 4D BB 6&C 7.C

8.C 9.A 10.B MM.a)P b)P 12.0)F b)P ¢P
13.0)F b)P 14.a0)P b)F 15.a)F b)F

17. a) KARTEZJUSZ b) MATEMATYKA: (1, 0), (=3, 2),
(=2.=2).68, 1).0,0),=3:2), =2.-2,11,-2).(-2,01. -3 2
WAKACJE: (0,-2), (-3, 2), (-2, 0), (-3, 2), (0, 2), (-3, 0), -3, 1);
PRZYGODA: (0,-1),(1,-1), 2,-2),(1,-2),(0, 1), 2,-1), 2 2,

3, 2); RADOSC: (1, -1), (-3, 2), (2, 2), (-2, -1), (-3,-2), (1, 2)
20.C=(6,2),C=(1,2;C=(1,7),C=(-9,-3), C = (-4, -3);
C=(4-8) 22-.(3,0),(0 4),3,0),(0,-4) lub 4, 0),
0,3),4,0),(0,-3) 23.0)C=(2-1),D=(4-1)
ubC=(2,11),D=(+411) b)C=2,2,D=(4,2)
ubC=(2,8,D=(48) c)C=2,1),D=-41)
lubC=(2,9,D=(-49) 24.R=(27,38);R=(23, 32)

25. Obw. =48, P=84 26.0bw. =40 P =100
27.P=50 28.b)2/85 c)Obw.=54 d)P =168

29. Obw. = 4\/85, P = 68
30.0)10,24 b)Obw.=52 ¢)(3,-1),(15 4),(3,9)
31.0)P=225 b)P=41 c)P=10
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