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OPERON Sp. z 0.0. oswiadcza, Ze z nalezyta starannoscig podjat wszelkie
dziatania zmierzajace do powiadomienia podmioctow majatkowych praw
autorskich do utwordw stownych i fotograficznych wykorzystanych w pod-
reczniku o zamiarze ich publikacji celem uzyskania od tworcéw lub ich na-
stepcow prawnych wymaganej zgody za przystugujacym wynagrodzeniem
w stosowne] wysokosci. Osoby, ktorych prawa w sposdb niezawiniony przez
wydawnictwo zostaty naruszone, prosimy o bezposredni kontakt z wydawca.

Podrecznik dopuszczony do uzytku szkolnego przez ministra wlasciwe-
go do spraw oswiaty i wychowania i wpisany do wykazu podrecznikéw
przeznaczonych do ksztatcenia ogélnego do matematyki na III etapie
edukacyjnym — branzowa szkota I stopnia dla uczniow bedacych absol-
wentami osmioletnie] szkoty podstawowej, na podstawie opinii rzeczo-
znawcow: dr Marii Borowskiej, mgr Urszuli aczynskiej | prof. dr. hab.
Tadeusza Zgotki.

Etap edukacyjny: III
Typ szkoty: branzowa szkota [ stopnia
Rok dopuszczenia: 2021
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Jak jest zbudowany nasz podrecznik

Podrecznik do matematyki dla branzowe| szkoty I stopnia zostat
zaprojektowany z uwzglednieniem potrzeb i stylu nauki uczniow.
Pomoze im szybko przyswoic niezbedne informacje, skutecznie
powtorzyc wiadomosci oraz przygotowac sie do sprawdzianow

| kartkowek.

Przed rozpoczeciem korzystania z podrecznika, zapoznajcie sie z jego
budowa i przyjrzyjcie sie wszystkim jego elementom. Zostaty one
skonstruowane tak, by utatwi¢ wam nauke i pomaéc w btyskawicznym
znalezieniu potrzebnych zagadnien.

Podrecznik zawiera tylko niezbedne
wiadomosci ujete w jasno | prosto
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1.1. Graniastostupy

N
Graniastoslup to wieloscian, ktorego dwie sciany (zwane podstawami) sa przv-

stajacymi wielokatami lezacymi w plaszczyznach rownoleglych, a pozostale sciany
(zwane $cianami bocznymi) sa réwnoleglobokami.

J
podstawa . . 4N |
~_ W graniastoslupie wyrézniamy odcinki:
krawed? boczna—e i
sciana boczna - i
przekatna
graniastostupa T—_ ]
. f——wysokosé
przekatna
podstawy

Wysokosc graniastoslupa to odcinek zawarty w prostej prostopadle) do jego pod-
staw, ktorego koncami sa punkty wspélne tej prostej z plaszczyznami zawierajacymi
podstawy graniastoslupa.

Przekatna graniastoslupa nazywamy kazdy odcinek, ktorego koricami sa wierzchol-

ki obu podstaw graniastosiupa i ktéry nie zawiera sie w Zadnej ze fcian graniastoslupa.

Wsrod graniastoslupow wyrézniamy graniastoslupy proste i pochyle,

Graniastoslup prosty to ligura przestrzenna, ktorej

podstawy sa przystajacymi wielokatami, a wszystkie
sciany boczne s3 prostokatami,

b
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Graniastoslup pochyly to graniastoslup, w Ktorym

krawedzie boczne nie 53 prostopadle do podstaw.

I STEREOMETRIA



Graniastoslup prosty, ktérego podstawy sa wielokatami feremnymi, nazywamy gra-
niastoslupem prawidlowym. W graniastoslupie prawidlowym sciany boczne sa
figurami przystajacymi.

Graniastoslup przybiera nazwe w zaleznosci od tego, jaki wielokat jest w jego podstawie.
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graniastoslup graniastoslup graniastoslup

szesciokatny czworokatny trojkatny

Po rozcieciu graniastoslupa i rozlozeniu go na plaszczyinie otrzymujemy jego siatke.

Graniastoslup prosty, ktérego podstawy sa prostokatami, nazywamy prostopadlo-
scianem.

a, b - krawedzie podstawy

¢ — krawedZ boczna

d — przekatna prostopadloscianu

Prostopadloscian ma trzy wymiary: dlugosé, szerokosé i wyso-
kosé (a, b, ¢). Kazdy prostopadloscian ma 6 scian (4 $ciany boczne

i 2 podstawy), 8 wierzcholkow i 12 krawedzi. @
Pole powierzchni calkowitej: P = 2ab+ 2ac + 2be

Objetosc prostopadloscianu: V= aly

1.1, GRAMIASTOSELPY
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Cwiczenie 1.

Oblicz pole powierzchni calkowitej i objetosc prostopadloscianu, ktorego wymia-

ry Wynosza: u'E cm, E#E cm, 4 cm.
Rozwiazanie:
P = 2ab + 2ac+ 2bc

P=22-22+2:42-4+2:242-4
P =8+8V2+16\2

P =8(1+32) e’

V =abc
=232
V=16cm’

wzér na pole powierzchni calkowite
prostopadloscianu
wstawiamy wartosci do wzoru

obliczamy pole powierzchni calkowitej
prostopadlodcianu

upraszczamy zapis wyniku

wzOor na objetos¢ prostopadloscianu
wstawiamy wartosci do wzoru
obliczamy objetos¢ prostopadloscianu

a jego objetosé wynosi 16 cm’,

Odpowiedz: Pole powierzchni calkowitej tego graniastoslupa wynosi 8(1 +3+2) cm?,

Prostopadloscian, ktérego wszystkie sciany sa kwadratami, nazywamy szescianem.

a — krawedz szescianu

d — przekatna szescianu

Szescian jest szczegdlnym przypadkiem prostopadloscianu,

Pole powierzchni calkowite;j:

Objetosc szescianu:
Przekatna szescianu:

Cwiczenie 2.

I STEREOMETRIA

P =6a’
V=a

d:ﬂﬁ

e powierzchni calkowitej prostopadlo-

scianu o krawedziach podstawy dlugosci 3 cm i 4 em oraz

korzystamy z twierdzenia Pitagorasa
wstawiamy wartosci do wzoru

obliczamy dlugosé przekatnej podstawy

korzystamy z twierdzenia Pitagorasa

wstawiamy wartosci do wzoru
obliczamy dlugos¢ krawedzi ¢

wzor na objetosc prostopadloscianu
wstawiamy wartosci do wzoru

Oblicz objetosc i pol
przekatnej dlugosci 13 cm.
:i'll —_— |:1Il - bl
d; =4°+3
d, =5cm
2 _ﬂ,lz 4ok
13 =5"+¢
e=12 cm
V =abc
V=34:112
V=144cm’

obliczamy objetosc prostopadloscianu




P = 2ab -+ 2ac + 2bc wzor na pole powierzchni catkowitej

¥

prostopadloscianu
P=2-3-442-3-124+2-4:12 wstawiamy wartosci do wzoru
P =192 em’ obliczamy pole powierzchni calkowite
prostopadloscianu

Odpowiedz: Objetosé tego prostopadloscianu wynosi 144 cm’, a jego pole po-
wierzchni calkowite] wynosi 192 cm’,

Cwiczenie 3.

Oblicz pole powierzchni calkowitej szescianu, ktorego objetosé wynosi 125 em’,
Rozwiazanie:

V=g wzor na objetosé szescianu

125=a" wstawiamy wartosci do wzoru

a=¥125=5em obliczamy dlugosé krawedzi szescianu

P = 6a° wzor na pole powierzchni calkowitej szescianu

P=6 5 wstawiamy wartosci do wzoru

P =150 cm® obliczamy pole powierzchni calkowitej szescianu
Odpowiedz: Pole powierzchni calkowitej tego szescianu wynosi 150 cm’.

Cwiczenie 4.

Oblicz pole powierzchni bocznej i objetosc szescianu o przekatnej o dlugosci 33em.

Rozwiazanie:
d=a3 wzor na przekatna szescianu o krawedzi a
E'n..E = uw‘g wstawiamy wartosci do wzoru
@=23cm obliczamy dlugosc krawedzi
2 . - . . ol

P,=4a wzor na pole powierzchni bocznej szescianu
P, =4.3 wstawiamy wartosci do wzoru
P, =36 cm* obliczamy pole powierzchni bocznej szedcianu
V=a wzor na objetosé szescianu

1 . =y
V=3 wstawiamy wartosci do wzoru
V=27 ¢cm’ obliczamy objetos¢ szescianu

Odpowiedi: Pole powierzchni bocznej tego szescianu wynosi 36 cm’, a jego obje-
tos¢ wynosi 27 cm’,

Pole powierzchni calkowitejgraniastostupa o polu podstawy P i polu powierzch-
ni bocznej F, jest rowne:
P=2P,+ P

Objetosc graniastostupa o polu podstawy P i wysokosci Hjest rowna:

V=P-H
1.1, GRAMIASTOSELPY
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Cwiczenie 5. - i‘_\ )
Oblicz pole powierzchni calkowite] i objetos¢ graniastoslupa

prawidlowego trojkatnego, ktérego dlugosc krawedzi podstawy
wynosi 4 cm, a wysokosc jest trzy razy dluzsza od krawedzi pod-

stawy. 14
Rozwiazanie:
F=2P +F wzor na pole powierzchni calko-

witej graniastosiupa

a’\3 ¥

Pi=2: +3.a-3a dostosowanie wzoru do warun-
% kéw zadania
4°4/3
P =1 :F +3-4-3-4 wstawiamy wartosci do wzoru
B= 8(+/3 +18) em? obliczamy pole powierzchni catkowitej
graniastoslupa
¥Y=K-d wzor na objetosé graniastoslupa
.

a3
V= —;-j—_ -3a dostosowanie wzoru do warunkow zadania

4°\3
W= :»‘_ 34 wstawiamy wartosci do wzoru
Y= 43&5‘.’-’ cm’ obliczamy objetosc graniastoslupa

Odpowiedz: Pole powierzchni calkowitej wynosi 8(+/3 + 18) em*, a objetosé — 4843 em’.

Cwiczenie 6.

W graniastoslupie prawidlowym szesciokatnym wysokosc jest 3 razy dluzsza niz
krawedz podstawy, a jego pole powierzchni calkowite) wynosi 6(/3 + 6) cm. Ob-

licz objetosc tego graniastoslupa.

Rozwiazanie:
F,=2P +F wzor na pole powierzchni calkowitej graniastoslupa
a*\3 . . .
P=2-6- n L6-a-3a dostosowanie wzoru do zadania, gdzie a oznacza
dlugosé kawedzi podstawy graniastoslupa
EEI‘HIIE ) >
P=6 P 3a upraszczamy zapis wzoru
(&) EH:E + 34 :6(~.J"3_| .t--f:] wstawiamy wartosci do wzoru
2a°/3 .
g J_ F3a = -JE + 6 skracamy obustronnie réwnanie

I STEREOMETRIA



l.'il1 \G T 5&'1 J" . & 4
= — 3+ 6 HPI'H.SECEHIH‘_I.I’ rownane

V346 5 J3+6

a” = wylaczamy o’ poza ulamek

2
5 \E +h 2
a = wyznaczamy d
J“; t6
2
g’ —32 obliczamy wartosé a°
a=+2 cm obliczamy dlugos¢ krawedzi podstawy
H=3y2 em obliczamy wysokosc¢ graniastoslupa
V=PF-H wzor na objetosc graniastoslupa
2z
V2] 3
V=s: fivg wstawiamy wartosci do wzoru
V=33.32 upraszczamy wartosé wyrazenia
V =96 cm’ obliczamy objetosc graniastoslupa

Odpowiedz: Objetosé tego graniastoslupa wynosi 9v6 em’.

Cwiczenie 7.

Oblicz pole powierzchni calkowitej i objetosé graniastoslupa o podstawie trojkata
prostokatnego, ktérego dlugodci bokdw sa kolejnymi liczbami naturalnymi. Wy-
sokos¢ graniastoslupa jest dwukrotnoscia najdluzszego boku tréjkata. Dlugosci
wszystkich krawedzi graniastoslupa wyrazone sa w decymetrach.

Rozwiazanie:

nn-+1,n=+2 dlugosci bokdw trojkata bedace kolejnymi liczbami
naturalnymi

(1 1}1 =n"+(n l]|j korzystamy z twierdzenia Pitagorasa

n’ - 4n+4=n"+n +2n+1 korzystamy ze wzoru skréconego mnozenia

n—2n—-3=0 redukujemy jednomiany podobne

A=4412=16 obliczamy wyréznik réwnania kwadrarowego

n=—1¢gNin,=3EN obliczamy pierwiastki tréjmianu kwadratowego

3dm, 4dm, 5 dm diugosci bokéw trojkata

H=2-5dm = 10dm wysokosc graniastoslupa

F=2P+F, wzor na pole powierzchni calkowitej graniastoslupa

P =2-%-u-b LHla+b+¢) dostosowanie wzoru do zadania

E= Er5~5-4--- 10-(3+4+5) wstawiamy wartosci do wzoru

P =12+10-12=132(dm?)  obliczamy pole powierzchni calkowitej

1.1. GRANIASTOSEUPY 13



V= PP -H wzor na objetosc graniastoslupa
1
V= = 3-4-10 wstawiamy wartosci do wzoru
V=6-10 =60 (dm’) obliczamy objetos¢ graniastoslupa
Odpowiedz: Pole powierzchni calkowitej tego graniastostupa wynosi 132 dm’,
a jego objetos¢ — 60 dm”,

Przekrojem graniastoslupa nazywamy czes¢ wspélna graniastoslupa i plaszczveny
[przekro) poprzeczny — plaszczyzna przecina wszystkie krawedzie boczne, przekroj
przekatny — plaszczvzna przechodzi przez dwie krawedzie nienalezace do jednej sciany).

£ -

przekroj przekatny przekroj poprzeczny przekrdj po przekatnych
sasiednich scian i podstawy

ZADANIA DO ROZWIAZANIA

1. Podaj, ile krawedzi, scian i wierzcholkow ma graniastostup:
a) pieciokatny, b) jedenastokatny, c) stukatny,

2. Oblicz objetosc i pole powierzchni calkowitej szescianu o krawedzi o dlugosci 5 cm.

3. Oblicz pole powierzchni i objetos¢ prostopadloscianu o krawedziach o dlugosci:
a=3cm,b=4cm,c=5cm.

4. Oblicz objetosci i pola powierzchni calkowitej narysowanych graniastoslupow
prawidlowych.

a) b)

.-r‘ |||I‘ 5
.-'r-I 3

3

14 1 STEREOMETRIA



9.

10.

al.

12.

Przekrd) przekatny graniastoslupa prawidlowego czworokatnego jest kwadratem
o polu réwnym 36 cm’. Oblicz pole powierzchni calkowitej i objetosé tego grania-
stostupa.

Bok szescianu zwiekszono o 10% jego dlugosci. Oblicz, o ile procent zwiekszy sie
jego objetosé.

Objetos¢ graniastoslupa prawidlowego szesciokatnego jest rdwna 18043 em’.
Wysokos¢ wynosi 5 cm. Oblicz dlugosé krawedzi podstawy tego graniastoslupa.
W graniastosiupie prawidlowym szesciokatnym krawedz podstawy ma dlugosc
5 cm, a wysokos¢ ma dlugosé 10 cm. Oblicz dlugosc dluisze] przekatnej tego gra-
niastoslupa.

(Oblicz, jak zmieni sie objetosc prostopadloscianu, gdy dlugosc jednej z krawedzi
zwiekszymy o 50%, dlugosé drugiej zwiekszymy 2 razy, a wysokos¢ zmniejszymy
3 razy.

Akwarium w ksztalcie prostopadloscianu ma wymiary podane na rysunku.

30cm

) o o mw=
-
-
-
_F' -
-
=

A0 cm
50 cm

Ile dm” szkla potrzeba na wykonanie tego akwarium?

W prostopadloscianie przekatna podstawy ma dlugosé 3v/e cm , a przekatna jed-
nej z dwoch kwadratowych dcian bocznych wynosi 6 cm. Oblicz objetosé tego

prostopadloscianu.

Krawedz podstawy graniastoslupa prawidlowego czworokatnego jest réwna
12 cm. Jaka dlugosé ma przekatna tego graniastoslupa, jezeli suma dlugosci
wszystkich krawedzi jest réwna 48(2++6) cm ?

13%*, Oblicz pole powierzchni calkowitej szescianu, wiedzac, ze po zwiekszeniu jego

14.

krawedzi o 1 cm otrzymamy szescian o objetosci 0 61 cm” wiekszej.

lle plvtek chodnikowych o wymiarach 25 cm, 25 cm i grubosci 5 cm potrzeba na
ulozenie chodnika o dlugodei 200 m i szerokosci 3 m? Jaka objetosé zajma te plytki
ulozone w stos?

1.1, GRAMIASTOSELPY



15. Oblicz pola przekrojow graniastoslupdw zaznaczonych na rysunkach.

a) czworokatnego b) prawidlowego ¢) prawidlowego
o podstawie prostokata szesciokatnego trojkatnego
/ . : 5/ \s

| | : 5 |

; ] . :
5 5

8
3 4
4 4

ZADANIA SPRAWDZAJACE
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1. e wynosi suma krawedzi narysowanego graniastoslupa?

A. 84
B. 60 € :

C. 14 S S
D. 54 \ “‘:E' /

2. Graniastoslup ma 36 krawedzi. Jaki wielokat jest w podstawie?
A. czworokat B. szesciokat C. osmiokat D). dwunastokat

3. Ktory z rysunkdw nie przedstawia siatki graniastosiupa?
A B. C. D.

O

O

4. lle wynosi pole powierzchni graniastoslupa prawidlo-
wego, ktorego siatke narysowano ponizej?

A. 43 +96
B.8+/3 96 .

C. 83 +72

D. 44/3 425
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5. lle wynosi dlugosé przekatne) graniastoslupa prawidlowe-
go czworokatnego przedstawionego na rysunku ponizej?

A. 642
B.2v/3

REN/T et
D. 4443 — 6

1.2. Kat miedzy prosta a ptaszczyzng
W przestrzeni

Ptaszczyzna
Przez dwa rozne punkty przechodzi dokladnie jedna prosta.
B
A 5

Przez trzy rdine punkty nienaleiace do jednej prostej przechodzi dokladnie jedna

plaszczyzna.

& I
w1
L

w

Plaszczyene wyznaczaja rowniez:

a) prosta k i punkt A nienalezace do niej;

b) dwie proste ki [, ktore sie przecinaja:

f k

1.2, KAT MIEDZY PROSTA A PEASZCIVINA W PRZESTRIEN]
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¢} dwie proste rownolegle ki [:
i
/
n

Przestrzen

Wzajemne polozenie dwoch prostych
W przestrzeni sa trzy mozliwosci polozenia prostych. Proste moga byé:

1. przecinajace sie — wtedy maja jeden punkt wspolny,

k
A
= :

2. rownolegle — wtedy nie maja punktéw wspolnych i naleza do jednej plaszczyzny lub
pokrywajg sie,

3. skosne — wtedy nie maja punktow wspolnych i nie naleza do jednej plaszczyzny.

\\
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Cwiczenie 1.

Ma modelu prostopadioscianu ABCDEFGH wskaz pary pro-
stych réwnoleglych, przecinajacych sie i skosnych. :*
Na przyklad:

EF i AB, HD i CG - proste rownolegle
EA 1 AB, CG i1 GH - proste przecinajace sie .
ABi HD, EHi DC - proste skosne

Wzajemne polozenie plaszczyzn A =
Diwie plaszezyzny w przestrzeni:

I. przecinaja sie, a ich wspoélne punkty tworza prosta k, ktora nazywamy krawedzia
przeciecia,

2. sa réwnolegle i rozne, wtedy nie maja punktéw wspélnych,

3. pokrywaja sie.

Cwiczenie 2. éj
Na modelu prostopadloscianu ABCDEFGH wskaz dwie plasz- ¢ : ”

czZyzny: i

a) rownolegle,

b} przecinajace sie. |

Ma przyklad: '

a) ABCD i EFGH, ABFE i CDHG - plaszczyzny réwnolegle £ = C

b) ABCD i DCGH - plaszczyzny przecinajace sie wzdluz kra- |-~
wedzi DC A -

1.2, KATMIEDZY PROSTA A PEASZICZIVINA W PRZIESTRIENI
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Wzajemne polozenie prosteji plaszczyzny
Prosta i plaszczyzna w przestrzeni moga miec nastepujace polozenia;

1. prosta k nalezy do plaszczyzny — wszystkie punkty tej prostej 53 jednoczesnie punk-

tami plaszczyzny,
/

2. prosta k przecina plaszezyzne w jednym punkcie — punkt A jest punktem wspolnym
prostej i plaszczyzny,

/

3. prosta k jest rOwnolegla do plaszczyzny, ale nie nalezy do niej — prosta i plaszczyzna
nie maja punktow wspolnych.

/

Cwiczenie 3.

Na modelu szescianu ABCDEFGH wskaz prosta:
a) nalezaca do plaszczyzny EFGH, E/f +  F
b) réwnolegla do plaszczyeny ABCD,
c) przecinajaca plaszczyzne BCGF. ":‘" """"" c
Na preyklad: ,
a) Prosta EF nalezy do plaszczyzny EFGH. A B
b) Prosta FG jest rownolegla do plaszczyzny ABCD.

c) Prosta AB przecina plaszczyzne BCGF,
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Kat nachylenia prostej do plaszczyzny

Wiemy, ze prosta moze mieé jeden punkt wspdlny z plaszczyzna - prosta przebija
plaszczyzne w tym punkcie.

W szczegolnym przypadku prosta moze byc prostopadla do plaszczyzny.

k

Prosta przecinajjca plaszczyzne w punkcie A jest prostopadla do plaszczyzny, jesli jest
ona prostopadla do kazdej prostej zawarte) w plaszczyinie i przechodzacej przez punkt.

Rzutem prostokatnym prostej m na plaszczyzne jest prosta m', gdy prosta m nie jest
prostopadla do tej plaszczyveny.

1.2, KATMIEDZY PROSTA A PEASZICZIVINA W PRZIESTRIENI
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Katem nachylenia prostej m do plaszczyzny nazywamy kat ostry a zawarty mie-
dzy prosta m i jej rzutem prostokatnym m’ na te plaszczyzne.

Cwiczenie 4.

Znajdz kat nachylenia przekatnej szescianu ABCDEFGH do
plaszczyzny jego podstawy.

Rozwiazanie:

BH — przekgtna szescianu

BD — przekatna podstawy szescianu _
a — kat nachvlenia przekatnej szescianu do plaszczyzny A

podstawy

Dwie przecinajace sie plaszczyzny dziela preestrzen na cztery czesci.

Kazdg z tvch czesci przestrzeni, ograniczona dwiema polplaszezyznami o wspolne)
krawedzi wraz z tymi polplaszczyznami, nazywamy katem dwusciennym.

krawedz kata
dwusciennego =
F
K
ir
= sciany kata
2 dwusciennego

a - kat liniowy kata dwusciennego
4 e

Katem liniowym kata dwusciennego nazywamy kat plaski a otrzymany przez
przeciecie kata dwusciennego plaszczyzna prostopadla do krawedzi kata dwu-

sclennego,
A ®,
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Cwiczenie 5.

ZLaznacz kat zawarty miedzy sciana boczng ADGH
a podstawa ABCD graniastoslupa pochylego
ABCDEFGH.

Rozwiazanie:

KL - adcinek laczacy srodki bokéw GH i AD dcia-
ny boczne) ADGH

ML - odcinek laczacy srodki bokéw BCi AD pod-
stawy ABCD

e — kat pomiedzy sciana boczng a plaszezyzna
podstawy

W graniastoslupie mozemy wskazaé réwniez katy zawarte pomiedzy prosta i plaszczy-
zna oraz dwoma prostymi.

a — kat miedzy przekatna sciany bocznej a krawedzia boczna /

3 - kat miedzy przekatnymi sasiednich scian bocznych

7 = kat nachylenia przekatnej graniastoslupa do plaszczyzny
podstawy

& —kat nachylenia przekatnej sciany bocznej do krawedzi ﬂ

podstawy

Cwiczenie 6.

W graniastostupie prawidlowym tréjkatnym zaznacz F
kat liniowy kata dwusciennego miedzy scianami

bocznymi oraz kat miedzy przekatnymi sasiednich
O E

scian bocznych.

Rozwiazanie:

Wykonujemy rysunek graniastostupa ABCDEF,

KL, ML - odcinki laczace srodki krawedzi bocznych

ex — kat liniowy kata dwusciennego
DB, FB - przekatne sasiednich $cian bocznych G

3 — kat miedzy przekatnymi scian bocznych

1.2, KATMIEDZY PROSTA A PEASZICZIVINA W PRZIESTRIENI
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ZADANIA DO ROZWIAZANIA

1.

6.

Wskaz w sali lekcyjnej:

a) dwie proste; przecinajace sig, rownolegle, skosne,

b) plaszczyzne wyznaczong przez: trzy punkty, punkt i prosta, dwie proste przeci-
najgce sie, dwie proste rownolegle,

¢) dwie plaszczyzny: rdwnolegle, przecinajace sie,

d) plaszczyzne i prosta do niej rownolegla,

e) plaszczyzne i prosta przecinajaca te plaszczyzne.

Na modelu graniastoslupa ABCDEFGH wskaz: H G
a} prosta rownolegla do plaszczyzny ABCD,
b) prosta prostopadla do plaszczyzny ABCD,

¢} prosta nalezgca do plaszczyzny ABCD,
d) prosta réwnolegla do prostej BC,

e) prosta prostopadla do prostej BC,

f) prosta skosna do prostej BC,

a) plaszczyzne réwnolegla do plaszczyzny ABCD,

h) plaszczyzne prostopadla do plaszczyzny ABCD.

A B
Na plaszeczyznie zaznacz punkty A, B, C nienalezace do jednej prostej, a poza plasz-
czyzna punkt D. Wypisz wszystkie pary prostych skosnych.

Wskaz w sali lekcyjnej takie trzy proste nienalezace do jednej plaszczyzny, z kto-
rych kazde dwie sie przecinaja.

a) lle krawedzi ma pudelko zapalek? Wybierz jedna z nich. Do ilu z pozostalych
jest ona rdwnolegla? lle przecina? Do ilu jest skosna?
b} Na jednej ze scian pudelka narysuj przekatna. Do ilu krawedzi jest ona skosna?

Wysokos¢ graniastoslupa prawidlowego czworokatnego wynosi 4 cm, a suma

43

Tl cm . Oblicz dlugos¢ krawedzi podsta-

dlugosci wszystkich krawedzi lErI] +

Wy tego graniastoslupa.

Przerysuj rysunek do zeszytu i zaznacz:

a) kat miedzy krawedzia boczna a krawedzia podstawy,
b) kat miedzy krawedzia boczna a plaszczyzna podstawy,
c} kat miedzy sciana boczna a plaszezyvzna podstawy,

d) kat miedzy scianami bocznymi.

W graniastoslupie prawidlowym czworokatnym dlugosé krawedzi podstawy wy-
nosi 6 cm. Oblicz pole powierzchni catkowitej i objetos¢ tego graniastoslupa, je-
zeli przekatna tej bryly jest nachylona do plaszczyzny podstawy pod katem 45°,
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9. Okresl wzajemne polozenie prostych zawierajgcych wyrdznione krawedzie za-
znaczone na modelach bryl.

a) b) c)

10. Narysuj graniastoslup prawidlowy szesciokatny i zaznacz w nim wskazane katy,
v — kat dwuscienny, ktéry tworzy sciana boczna z podstawa
3 - kat dwuscienny miedzy sasiednimi scianami bocznymi

11. Podstawa graniastoslupa prostego jest trojkat ostrokatny ABC. Zaznacz kat nachy-
lenia prostej DC do plaszczyzny CBEF,

ZADANIA SPRAWDZAJACE

1. Dokoricz zdanie. Jezeli dwie plaszczyzny, ktore sie nie pokrywaja, maja czesc
wspolna, to jest nia:
A. punkt C. zadna z pozostalych odpowiedzi
B. odcinek D. prosta

2. Dokoricz zdanie. Przez trzy punkty niewspolliniowe przechodzi:
A. jedna plaszczyzna rownolegla do plaszczyzny zawierajacej prosta wyznaczona

przez te punkry
B. dokladnie jedna prosta

C. dokladnie jedna plaszczyzna
D. jedna lub dwie plaszczyzny

3. Dokoificz zdanie. Kat miedzy krawedzia boczna grania-

stoslupa a plaszczyzna jego podstawy to kat:
A.a
B. 3
G
D. &

4. W graniastoslupie prawidlowym czworokatnym dlugosé krawedzi podstawy wy-
nosi 10 cm, a krawedzi bocznej 65 cm. lle wynosi miara kata miedzy przekatna
graniastoslupa a plaszczyzna jego podstawy z dokladnoscia do 1°7
A. 147 B. 78" C.24° D. 10°
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1.3. Ostrostupy

~
Ostroslup to wieloscian, ktorego jedna sciana (podstawa ostroslupa) jest do-
wolnym wielokatem, a pozostale sciany ($ciany boczne ostroslupa) sa trojkatami
o wspolnym wierzcholku,

S/

Wspolny wierzcholek scian bocznych ostroslupa to wierz-
cholek ostroslupa.

Rzut prostokatny wierzcholka ostroslupa na plaszczyzne
podstawy nazywamy spodkiem wysokosci ostroslupa.

Wysokoscia ostroslupa jest odcinek laczacy wierzcholek

ostroslupa ze spodkiem wysokosci ostroslupa.

Ostrostup, ktorego podstawa jest n-kat, nazywamy ostroslupem n-katnym. W ta-
kim ostrostupie jest: n+1 wierzcholkow, n+1 scian oraz 2n krawedzi.

Suma wszystkich scian bocznych ostroslupa tworzy powierzchnie boczna ostrosiu-
pa. Suma powierzchni bocznej 1 podstawy ostroslupa to powierzchnia calkowita
ostroslupa.

W ostroslupie mozemy wskazac katy miedzy dwiema prostymi:
a - kat miedzy krawedzig podstawy a krawedzia boczna
3 - kat miedzy krawedzia boczna a wysokoscia ostroslupa

7 — kat miedzy sasiednimi krawedziami bocznymi ostroslupa

W ostroslupie mozemy rowniez wskazac katy zawarte miedzy
prosta a plaszczyena oraz katy dwuscienne:

a - kat nachylenia krawedzi bocznej do plaszczyzny podstawy
3 - kat nachylenia wysokosci ostroslupa do sciany bocznej

7 = kat nachylenia sciany bocznej do plaszczyzny podstawy

0 — kat miedzy sasiednimi scianami bocznymi estroslupa
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Ostroslup nazywamy prawidlowym, gdy jego podstawa jest wielokat foremny
i spodek wysokosci ostroslupa jest srodkiem okregu opisanego na podstawie,

Jezeli ostroslup jest prawidlowy, to wszystkie jego krawedzie boczne sq réwne, wszyst-
kie katy nachylenia krawedzi bocznych do plaszczyzny podstawy maja rowne miary
i wszystkie sciany boczne sa przystajacymi tréjkatami rownoramiennymi.

Nazwa ostroslupa zalezy od tego, jaki wielokat znajduje sie w jego podstawie.

ostroslup trojkatny ostroslup czworokatny  ostroslup szesciokatny

Po rozcieciu ostroslupa i rozloZzeniu go na plaszczyinie otrzymujemy jego siatke.

Pole powierzchni calkowitej ostrostupa o polu podstawy P, i polu powierzchni
bocznej F, jest rowne:

P=P+P
Objetosc ostrostupa o polu podstawy P, i wysokosci H jest rowna:

1
V—E*F;-H

Cwiczenie 1.

Oblicz pole powierzchni calkowitej i objetosé ostroslupa prawidlowego czworo-
katnego, jesli wiadomo, ze krawedz podstawy jest rdwna 4 cm, a wysokosc sciany
bocznej ma 6 cm.
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Rozwiazanie:
Wykonujemy rysunek pomocniczy.
P=d’ zapisujemy wzor na pole kwadratu \
=g :
P=4 obliczamy pole podstawy L\
P, =16 cm’ pole podstawy _ \
-
1 [
B, =4 -;4-!5 obliczamy pole powierzchni bocznej . P
F, =48 cm’ pole powierzchni bocznej
R=rth zapisujemy wzor na pole powierzchni calkowitej ostroslupa
P =16+48 wstawiamy do wzoru obliczone wartosci
P =64 cm’ pole powierzchni calkowitej ostroslupa
H? 42! =¢? korzystamy z twierdzenia Pitagorasa
H=+36—4 obliczamy wysokos¢ ostroslupa
H =32 =4~/2(cm) wysokos¢ ostroslupa
V= ;—P; ‘H zapisujemy wzor na objetosé ostroslupa
1 : : oo
V= % 16-44/2 wstawiamy wielkosci do wzoru
6
V= 4:5 cm’ objetosc ostroslupa
Odpowiedz: Pole powierzchni calkowitej tego ostrostupa wynosi 64 cm’, a jego
objetosé 64::5 em’,

Cwiczenie 2.

K.rawedz podstawy ostroslupa prawidlowego tréjkatnego jest rowna 18 cm, a mia-
ra kata nachylenia $ciany bocznej do plaszczyzny podstawy wynosi 60°. Oblicz wy-
sokosc tego ostrosiupa.
Rozwigzanie:

Wykonujemy rysunek pomocniczy.

ay3 e . .
h=——  zapisujemy wzor na wysokosé
4 podstawy
= ﬂ obliczamy wysokos¢ podstawy

2
h=93 cm wysokos¢ podstawy

r:v;:h zapisujemy wzér na dlugosé
odcinka r

== %9\-@ obliczamy dlugosé odeinka r
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r=3v3 cm dlugosc odcinka r

tg60” = i obliczamy wysokos¢ ostroslupa, korzysta-
d jac z funkcji tangens

H
'\G = wstawiamy wartosci do wzoru
333

H=9cm  wysokosc ostroslupa
Odpowiedz: Wysoko$¢ tego ostroslupa jest rowna 9 cm.

Przekrojem ostroslupa nazywamy czes¢ wspolng ostrostupa i plaszczyzny. Oto pew-
ne przekroje ostroslupa prawidlowego czworokatnego.,

A

Przekrdj plaszczyzna Przekroj plaszezyzna, Przekroj plaszezyzna,
przecinajaca wszystkie ktora przechodzi przez ktéra przechodzi przez
krawedzie boczne dwie krawedzie boczne  wysokosci przeciwleglych
ostroslupa i rownolegla do nienalezace do jednej scian bocznych ostroslupa.
podstawy. sciany ostroslupa.

Cwiczenie 3.

W ostroslupie prawidlowym szedciokatnym kat miedzy przeciwleglymi krawe-
dziami bocznymi ma miare 120°, a wysokos¢ tego ostroslupa jest réwna 5 cm, Ob-
licz sume dlugosci krawedzi ostroslupa.

Rozwiazanie:

Wykonujemy rysunek pomocniczy.

180" —120°

|-=i545| = obliczamy miare kata SAB (tréjkat ABS jest rownora-
2 mienny)
|-=:15"LEI| —30° miara kata SAB

1.3, OSTROSEUPY
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sin 30° :% zapisujemy zaleznosc pozwalajaca obliczye dlugosc
krawedzi bocznej ostroslupa

S ; " . .
= i obliczamy dlugos¢ krawedzi bocznej ostroslupa
b=10 cm diugosc krawedzi bocznej ostroslupa
H
tg30” =— zapisujemy zaleznos¢ pozwalajaca obliczyc dlugosc
2 krawedzi podstawy ostroslupa
3 5
% = obliczamy dlugosc krawedzi podstawy ostroslupa
d
a=>53 cm dlugos¢ krawedzi podstawy ostroslupa
L =6a+6b zapisujemy zaleznos¢ pozwalajaca obliczy¢ sume
dlugosci krawedzi ostroslupa
L=6-5+3 em+6-10 cm obliczamy sume dlugosci krawedzi ostroslupa
L= [ 3043 4 t‘-ﬂ)cm suma dlugosci krawedzi ostroslupa

Odpowiedi: Suma dlugodci krawedzi tego ostroslupa jest réwna (JD\E f:'-ﬂ.} cim.

Cwiczenie 4.

Ostroslup prawidlowy czworokatny przecieto plaszczyzna przechodzaca przez wy-
sokosci przeciwleglych scian bocznych ostroslupa. Otrzymany przekrdj jest trojka-
tem prostokatnym rownoramiennym o przyprostokatnej 7 cm. Oblicz kat nachy-
lenia sciany bocznej do plaszezyzny podstawy ostroslupa oraz krawedZ podstawy
ostroslupa.

Rozwiazanie:

Wykonujemy rysunek pomocniczy.

a — kat nachylenia sciany bocznej do plaszczyzny podstawy ostroslupa
180° —90°

0 obliczamy miare kata a (tréjkat ABS jest prostokatny réwno-
2 ramienny)
a =45 miara kata nachylenia sciany bocznej do plaszczyzny podsta-
wy ostroslupa
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0,5a
h

xE:ﬂ.:'ua

cos45” = zapisujemy zaleznosc pozwalajaca obliczyc dlugoesé krawedzi

podstawy ostroslupa

obliczamy dlugosé krawedzi podstawy ostroslupa

2 7
a=72 ecm dlugosc krawedzi podstawy ostroslupa
Odpowied#: Kat nachylenia sciany bocznej do plaszezyzny podstawy ostroslupa ma

miare 457, a dlugosc krawedzi podstawy ostrostupa wynosi 7V2 em.

Cwiczenie 5.

K.at miedzy sasiednimi scianami bocznymi w ostroslupie prawidlowym czworokat-
nym ma miare 60°, a wysokos¢ dciany bocznej ostroslupa poprowadzona na kra-
wedz boczng jest rowna 6 cm. Oblicz pole podstawy tego ostroslupa.
Rozwiazanie:

Wykonujemy rysunek pomocniczy.

a =60 — kat miedzy sasiednimi scianami bocznymi ostroslupa

180° — 60°
|<<CAB| = |<ACB| = ;—— obliczamy miary katow trojkata ABC

|<{CAB|=|<IACB| =60

Skoro wszystkie katy trojkata ABC maja rowne miary, to trojkat ten jest trojkatem
rownobocznym. Wobec tego d =h.

d=6cm przekatna podstawy ostroslupa
_ o :
P = £ zapisujemy wzor na pole podstawy ostroslupa
z
B= Y obliczamy pole podstawy ostroslupa
F,=18 cm’ pole podstawy ostroslupa

Odpowiedz: Pole podstawy ostroslupa wynosi 18 cm”,

1.3. OSTROSEUPY
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Cwiczenie 6.

stawy 4 cm wynost [4

Rozwigzanie:

Po—
£ 4
£3
Pp:
4
Pp —4+/3 cm’?
B=P P

P, =30cm’
P.=30cm’:3
P._zl[.'lcml
p —dh
A zh
1(_‘.:4'_

2
h=5cm

Czworoscian foremny

E= [4J§ 2 3(1] cm’

Pole powierzchni calkowitej ostroslupa prawidlowego trojkatnego o krawedzi pod-

3+ 3[}] em’. Oblicz wysokos¢ sciany bocznej ostroslupa.

Wykonujemy rysunek pomocniczy.

zapisujemy wzor na pole podstawy ostroslupa

obliczamy pole podstawy ostroslupa

pole podstawy ostroslupa

zapisujemy sposob wyznaczenia pola powierzchni bocznej
ostroslupa

443 cm”  obliczamy pole powierzchni bocznej ostroslupa

pole powierzchni bocznej ostroslupa
obliczamy pole jednej sciany bocznej ostrostupa
pole jednej scianv bocznej ostroslupa (pole tréjkata)

zapisujemy wzor na pole trojkata

obliczamy wysokos¢ sciany bocznej ostroslupa

wysokosc sciany bocznej ostroslupa

OdpowiedZ: YW ysokosc sciany bocznej tego ostroslupa jest réwna 5 em.

to ostroslup prawidlowy tréjkatny, ktdrego wszystkie sciany

sa trojkatami rownobocznymi.

H - wysokos¢ czworoscia

a — krawed? czworosdcianu foremnego

Pole powierzchni calkow

Objetosc czworoscianu foremnego: V =

I STEREOMETRIA

nu foremnego

iy F s 2
1te) Czworoscianu: F:_ =da JE

a’\2

12




Cwiczenie 7.

Dlugosé krawedzi bocznej czworoscianu foremnego jest rowna a. Oblicz cosinus
kata nachylenia krawedzi bocznej do plaszczyzny podstawy czworoscianu forem-
nego.

Rozwiazanie:

Wykonujemy rysunek pomocniczy.

cv — kat nachylenia krawedzi bocznej do plaszezyzny podstawy czworoscianu fo-

remnego

5 zapisujemy wzor na wysokos¢ podstawy czworoscianu foremnego

2
Punkt Ojest spodkiem wysokosci czworoscianu loremnego, wobec tego R=—h .
3 P

2 av3 : o ;
R= 53{ wyznaczamy odcinek R w zaleznosci od krawedzi podstawy
czworoscianu foremnego
a\/3 . _— — ,
K= 5 wzor na dlugosé odeinka R w zaleznodci od krawedzi podsta-
wy czworoscianu foremnego
R
cosor—— zapisujemy cosinus kata nachylenia krawedzi bocznej do
B plaszczyzny podstawy czworoscianu foremnego
a3
cos = —= wyznaczamy cosinus kara nachylenia krawedzi bocznej do
g plaszczyzny podstawy czworoscianu foremnego
3
cosa = é cosinus kata nachvlenia krawedzi boczne] do plaszczyzny

podstawy czworoscianu foremnego
Odpowiedi: Cosinus kata nachylenia krawedzi bocznej do plaszczyzny podstawy

- o\
czworoscianu foremnego jest rowny i

1.3. OSTROSELPY 13
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ZADANIA DO ROZWIAZANIA

1.

9.

10.

Podaj, ile krawedzi i ile scian ma ostroslup:
a) siedmiokatny, b) pietnastokatny, c) stukatny.

W ostroslupie prawidlowym czworokatnym suma dlugosci wszystkich krawedzi
bocznych jest réwna 16 cm, a krawedzZ podstawy ma 3 cm. Narysuj siatke i oblicz
pole powierzchni calkowitej tego ostroslupa.

Podstawa ostroslupa jest prostokat o wymiarach 8 cm i 6 cm. Diugosci krawedzi
bocznych tego ostroslupa wynoszg 12 em. Oblicz objetosc tego ostroslupa.

Mazwij katy zaznaczone na rysunku.

W ostroslupie prawidlowym szesciokatnym krawedz podstawy ma dlugosc 4 em,
a kat nachvlenia sciany bocznej do plaszezyzny podstawy ma miare 60°. Oblicz
objetos¢ i pole powierzchni calkowite) tego ostroslupa.

Oblicz, czy 1 m drutu wystarczy na wykonanie modelu zeberkowego ostroslu-

pa prawidlowego trojkatnego o wysokosci 2,4 dm i krawedzi podstawy 743 em.
Uwaga. Model zeberkowy (szkieletowy) ostroslupa to taki model ostroslupa,
w ktorym wystepuja tvlko krawedzie.

Pole powierzchni calkowite] ceworosdcianu foremnego wynosi 64+/3 em®. Oblicz
objetosc tego czworoscianu.

Oblicz sume dlugosci krawedzi ostroslupa prawidlo-
wego czworokatnego przedstawionego na rysunku.

W ostroslupie prawidlowym czworokgimym krawedz podstawy jest rowna 12,
a wysokosc tego ostroslupa wynosi ;{JE . Wyznacz miare kata miedzy przeciwle-
glymi scianami bocznymi.

Oblicz objetosé piramidy Cheopsa, ktore] wysokosé jest rowna 146 m, a podstawa
ma ksztalt kwadratu o boku o dlugosci 230 m. Wynik zaokraglij do 1 m”,

I STEREOMETRIA
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12,

13.

14.

15.

16.

. £ %

18.

Dlugosé krawedzi podstawy ostroslupa prawidlowego czworokatnego jest réwna
8 cm, a miara kata nachylenia sciany bocznej do plaszczyzny podstawy wynosi
60°. Oblicz wysokos¢ tego ostrostupa.

KrawedZ podstawy ostroslupa prawidlowego tréjkatnego jest rowna 10 cm,
a miara kata nachylenia sciany boczne) do plaszczyzny podstawy wynosi 30°. Ob-
licz wysokos¢ sciany bocznej.

Wysokost ostroslupa prawidlowego trojkatnego jest rdwna 12 cm, a kat nachy-
lenia krawedzi bocznej do plaszczyzny podstawy wynosi 607, Oblicz objetosc tego
ostroslupa.

Oblicz objetosé ostroslupa prawidlowego szedciokatnego o krawedzi podstawy
o dlugosci 4 cm i krawedzi boczne) réwnej 10 cm.

Ostroslup prawidlowy czworokatny przecieto plaszczyzna przechodzaca przez
przeciwlegle krawedzie boczne. Przekrojem jest trojkat rownoboczny o polu row-

nym 4v3 em’. Oblicz objetos¢ ostroslupa.

Wyznacz dlugosc krawedzi podstawy i wysokosé ostroslupa prawidlowego czwo-
rokatnego, ktérego pole powierzchni bocznej wynosi 80 cm’, a pole powierzchni
calkowitej 144 cm’.

Podstawa ostroslupa ABCDS jest kwadrat ABCD o boku o dlugosci 12 cm, a $ciana
boczna ADS, bedaca tréjkatem réwnoramiennym, jest prostopadla do podstawy.
Oblicz objetosc tego ostroslupa, jesli dlugosé krawedzi AS wynosi 10 cm.

Oblicz objetost i pole powierzchni calkowitej ostroslupa prawidlowego szescio-
katnego o krawedzi podstawy o dlugosci 4 cm, w ktorym kat dwuscienny miedzy
sciana boczna a plaszczyzna podstawy ma miare 60°.

ZADANIA SPRAWDZAJACE

1.

Dokoricz zdanie tak, aby bylo prawdziwe. Ostrostup o 40 krawedziach ma:
A, 21 scian bocznych C. 19 wierzcholkow
B. 20 écian D. dwudziestokat w podstawie

2. Jak nazywa sie bryla, ktorej siatke przedstawia rysunek?

A. czworoscian foremny
B. szescian

. graniastoslup prawidlowy czworokatny
D. ostroslup prawidlowy czworokatny

1.3. OSTROSEUPY
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3. Ktérym wzorem wyraza sie objetosé ostroslupa prawidlowego szesciokatnego
o krawedzi podstawy a i wysokosei H?

njHﬁ aAHsE :J‘T'H\E D EﬂlH-.}'rE_:-
v g

A. B. C.

12 2 3
4. W ostroslupie prawidlowym trojkatnym wysokosé sciany bocznej jest rowna
8 cm i tworzy z podstawa kat o mierze 60°. Jaka dlugosé ma wysoko$é podstawy
tego ostroslupa:
A. 443 em B. 4 cm C.12cm D.124/3 cm
5. lle wynosi pole powierzchni calkowitej czworoscianu foremnego o krawedzi 9 cm?
2743,

5 m’ EH[\E cm’ D,llﬁ cm’

6. Objetos¢ ostrostupa wynosi 735 em’. Podstawa tego ostroslupa jest prostokat

A. 364’5 em” B.

o bokach o dlugosci 7 em i 21 em. Jedna z krawedzi bocznych jest prostopadla do
podstawy. Ile wynosi dlugosc tej krawedzi?
A.15cm B. 16 cm C.l4cm D. 155¢cm

1.4. Bryly obrotowe

Bryly obrotowe powstaja w wyniku obrotu wielokata lub kola wokol prostej.

Walec to bryla powstala wskutek obrotu prostokata wokol proste] zawierajacej
jego jeden bok (0§ walca).

Podstawa walca nazywamy kazde z kol utworzonych przez obriot bokow prostokata
prostopadlych do osi obrotu. Wysokos¢ walca to dowolny odcinek o koncach naleza-
cych do podstaw walca i prostopadly do tych podstaw.

Powierzchnia boczna walca powstaje wskutek obrotu boku prostokata rownole-
glego do osi obrotu i rozlacznego z osia obrotu. Tworzaca walca nazywamy nato-
miast kazdy odcinek zawarty w powierzchni bocznej walca o korncach nalezacych do
jego podstaw.

podstawa

-— TWOIZACE

powierzchnia
boczna
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Po rozcieciu walca i rozloZeniu go na plaszczyinie otrzymujemy jego siatke,

27r

— -
H =

2r
Przekroj osiowy walca to czese Przekroj poprzeczny walca to przekro)
wspolna walca 1 plaszczyzny zawierajacej walca plaszczyzna rownolegla do
os walca. Przekrdj ten jest prostokatem podstawy.

o bokach 2ri H.

Jezeli promien podstawy walca wynosi r, wysckosc H, to:

pole powierzchni bocznej walea: B =2nrH
pole powierzchni calkowitej walca: P =2ar(r+ H|
objetosc walca: V=ar'H

Cwiczenie 1.

Przekrd) osiowy walca jest prostokatem o przekatnej o dlugosci 16 cm, ktora two-

rzy z plaszczyzna podstawy kat o mierze 30°. Oblicz pole powierzchni calkowitej
i objetos¢ walca.

Rozwiazanie:
Wykonujemy rysunek pomocniczy. 4

= -] H ¥ &
sin30” = - obliczamy wysokos¢ walca, ko-

rzystajac z funkcji sinus o

| H NoZ H
—=— wstawiamy wartosci do wzoru
216 o) 7
H=8cm wysokos¢ walca r r
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cos30" =—
16

V3_d

2 16

dzﬂﬁfm

r=83:2=43 (cm)

:Emr'{r—l— H]

P =2m-4\3(4v3 + 8]

©

P, = (967 +6473) em’
V =ur'H

V=7r(4-.£)1r8

V =384wrcm’

obliczamy srednice d podstawy walca, korzystajac
z funkcji cosinus

wstawiamy wartosci do wzoru

$rednica podstawy walca

promien podstawy walca
zapisujemy wzor na pole powierzchni calkowitej walca

wstawiamy wartosci do wzoru

pole powierzchni calkowite) walca
zapisujemy wzor na objetosé walca
wstawiamy wielkodci do wzoru

objetosc walca

Odpowiedz: Pole powierzchni calkowitej walca wynosi (95?1’ 16413 ) cm’, a jego

objetosé 3847 cm”,

Cwiczenie 2.

podstawy walca.
Rozwiazanie:

I STEREOMETRIA

Powierzchnia boczna walca jest prostokatem o polu rownym 247 cm®. Oblicz ob-
jetos¢ walca, jesli wiadomo, ze wysokos¢ walca jest trzy razy wieksza od promienia

Wykonujemy rysunek pomocniczy.

2r

2arH = 24w
[ zapisujemy uklad réwnan pozwalajacy obliczy¢ wysokosé
e i promien podstawy walca
67y’ =24wh 67
~ obliczmy promien podstawy i wysokos¢ walca
H=3r
r=2cm
* promien podstawy i wysokos¢ walca
H=6cm
V=unr'H zapisujemy wzor na objetosc walca
V=mn-2"6 obliczamy objeto$é walca
V=247cm’ objetos¢ walca

Odpowiedz: Objetosé walca jest réwna 247 cm”,



Stozek to bryla utworzona przez obrot trojkata prostokatnego wokol prostej za- D':]
wierajacej przyprostokatng tego trojkata (os stozka).

Podstawa stozka nazywamy kolo po- ‘ kgt

. rozZwarcid
wstale wskutek obrotu przyprostokatnej
prostopadle)] do osi stozka. Wysokosc
stozka to przyprostokatna trojkata zawar-  POWierzchnia tworzaca

- boczna
ta w osi obrotu,
podstawa

Czes¢ wspdlna osi obrotu i powierzchni bocznej stozka jest punktem, ktory nazywamy
wierzcholkiem stozka.

Tworzaca stozka to kazdy odcinek zawarty w powierzchni boczne stozka, ktérego
jeden koniec jest wierzcholkiem stozka, a drugi koniec nalezy do podstawy stozka.

Po rozcieciu stozka i rozloZzeniu go na plaszczyZnie otrzymujemy jego siatke.

l

2xr

—

Przekroj osiowy stozka to czesc Przekroj poprzeczny stozka to
wspolna stozka i plaszczyzny zawierajacej  przekrdj stozka plaszczyzna réwnolegla
os stozka. Przekrdj ten jest trojkatem do podstawy.
rownoramiennym, ktorego podstawa jest
odcinek o dlugosci 2r, a ramie ma dlugosé 1.

Jezeli promien podstawy walca wynosi r, wysokos¢ H, tworzaca [, to:

pole powierzchni bocznejstozka: F, = mrl
pole powierzchni calkowite) stozka: P= m‘{r + I}
objetos¢ stozka: V= %?TTEH

1.4. BRYEY OBROTOWE 319



Cwiczenie 3.

Oblicz objetosé stozka i jego pole powierzchni calkowitey, jezeli wia-

domo, ze tworzgca ma dlugoséé 10 cm, a wysokosé jest rdwna 8 cm.
Rozwiazanie; ]
Wykonujemy rysunek pomocniczy. H
82 +4+r1=104 korzystamy z twierdzenia Pitagorasa
r=~100— 64 obliczamy promien podstawy I
r=6cm promieni podstawy stozka
P=mnr(r+l) zapisujemy wzor na pole powierzchni calkowitej stozka
P =m6(6+10) wstawiamy wartosci do wzoru
P =967 cm* pole powierzchni calkowitej stozka

1
V=—mr'H zapisujemy wzor na objetosé stozka

L. = . 53
V= 5?4‘-6 -8 wstawiamy wartosci do wzoru
V=9m cm’ obliczamy objetos¢ stozka

Odpowiedz: Pole powierzchni calkowitej stozka wynosi 967 cm”, a jego objetosé —
967 cm'.

Cwiczenie 4.

Przekroj osiowy stozka jest trojkatem prostokatnym rownoramiennym. Oblicz
pole powierzchni bocznej stozka, jesli wiadomo, ze wysokos¢ stozka jest rowna
6 cm.

Rozwiazanie;

Wykonujemy rysunek pomocniczy.

180° —90°
|-=EAEC| ZT obliczamy miare kata ABC (trdjkat ABC jest prostokatny
réwnoramienny)
|{1ABC | = miara kata nachylenia tworzace) stozka do plaszczyzny pod-

stawy stozka
r=H==6cm wyznaczamy promien podstawy stozka (trojkat OBC jest pro-
stokatny réownoramienny)

I STEREOMETRIA



sin45° = T zapisujemy zaleznos¢ pozwalajaca wyznaczyc tworzaca stozka

2 6
li: = ? obliczamy tworzaca stozka
=642 cm tworzaca stozka
B, =mrl zapisujemy wzor na pole powierzchni bocznej stozka
B = 76632 obliczamy pole powierzchni bocznej stozka
E —36v27 em’ pole powierzchni bocznej stozka

Odpowiedz: Pole powierzchni bocznej stozka jest rowne BE\ETL' cm’,

Cwiczenie 5.

Powierzchnia boczna stozka jest pélkolem o promieniu 8 em. Oblicz kat rozwarcia
stozka.
Rozwiazanie:
Wykonujemy rysunek pomocniczy powierzchni bocznej stozka.
27r

{=8cm

]
‘]
I
.

zapisujemy zaleznos¢ pozwalajaca obliczye promien podstawy stozka
(obwéd podstawy stozka jest rowny polowie obwodu kola o promie-
niu /)

Imr=8m  obliczamy promien podstawy stozka

r=4cm  promien podstawy stozka

Wykonujemy drugi rysunek pomocniczy.

o 231 _— ; o al
sin % = 7 zapisujemy zaleinos¢ pozwalajaca obliczyé miare kata s (polowa kata

rozwarcia stozka, bo przekroj osiowy stozka jest trojkatem réwnora-

miennym)
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ik , . o'
sin—=—  obliczamy miare kata —
2 8 2

a4 " :
sin — :E upraszczamy wartos¢ wyniku
a _ a
—=30° miara kata —

2 2
a=60" miara kata rozwarcia stozka

Odpowiedz: Miara kata rozwarcia stozka wynosi 60°.

-
Kula to bryla powstala przez obrot kola wokdl osi zawartej w plaszezyinie tego

kola, przechodzacej przez jego srodek.
\

Srodek kola obracanego jest srodkiem kuli, a promien kola
obracanego — promieniem kuli.

Obrot okregu ograniczajacego kolo tworzy powierzchnie ob-
rotowa, ktéra nazywamy sfera lub powierzchnia kuli. Sle-
ra jest ligura obrotowa, ale nie jest bryla obrotowa.

Przekroj kuli to czesé wspdlna plaszczyeny i kuli.
Przekroj kuli, do ktorego nalezy srodek kuli, nazy-
wamy kolem wielkim. kota

— - . : wielkie
Jezeli promien kuli wynosi R, to:

pole powierzchni kuli (sfery): P=47R"
objetosé kuli: V=—nR’

Cwiczenie 6.

Oblicz objetosc i pole powierzchni bryly powstalej wskutek obrotu kola o obwo-
dzie 87 cm wokol srednicy.

Rozwiazanie:

Obracajac kolo wokol srednicy, otrzymamy kule, ktérej promien jest réwny pro-
mieniowi danego kola.

Wykonujemy rysunek pomocniczy.
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L=2aR
2nR=8=x
R=4 ctm
W= 4 R
3
V=g
3
V = & T cm’
3
P=47R’
P=4.7-4°
P =647 ¢cm?

zapisujemy wzor na obwod kola
podstawiamy wartosci do wzoru

obliczamy promien kola (kuli)

zapisujemy wzor na objetosé kuli
podstawiamy wartosci do wzoru
obliczamy objetos¢ kuli

zapisujemy wzor na pole powierzchni kuli
podstawiamy wartosci do wzoru

obliczamy pole powierzchni kuli

Odpowiedz: Objetos¢ kuli wynosi 2; °1em *, a jej pole powierzchni jest réwne

647 cm”.

Cwiczenie 7.

Rozwigzanie:

rrrd' =R

P +128=13"
r=+169—-144
r=5cm

P =ar

P

kola wielkiego kuli.

Kule o promieniu 13 em przecieto plaszczyzna w odleglosci 12 em od plaszezyzny
kola wielkiego tej kuli. Oblicz stosunek pola otrzymanego przekroju kuli do pola

Wykonujemy rysunek pomocniczy.

zapisujemy zaleznos¢ pozwalajaca wyliczy¢ promien kola be-
dacego przekrojem kuli (korzystamy z tw. Pitagorasa)
obliczamy promien kola bedacego przekrojem kuli

promien kola bedacego przekrojem kuli
zapisujemy wzor na pole przekroju kuli
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=
!
L
P

obliczamy pole przekroju kuli

L]

pole przekroju kuli

I
]
L
=
i
=2

zapisujemy wzor na pole kola wielkiego
obliczamy pole kola wielkiego

i - S -~ M - M - LR -
|
4 3
—
'.,.I:u Wor

pole kola wielkiego

I
L=
b ©
3 =
L}
=

obliczamy stosunek pola otrzymanego przekroju kuli do pola
kola wielkiego kuli

[ ]
wn

= 169 stosunek pola otrzymanego przekroju kuli do pola kola wiel-

e
o
£
S

kiego kuli
Odpowiedz: Stosunek pola otrzymanego przekroju do pola kola wielkiego kuli jest
25

rowny —.

169

ZADANIA DO ROZWIAZANIA

1. Oblicz pole powierzchni bocznej i objetosé figury powstalej wskutek obrotu pro-
stokata o bokach 3 cm 1 6 cm wokol dluzszego boku,

2. Oblicz objetosc walca o obwodzie podstawy 628 cm i wysokosci 1 m. W oblicze-
niach przyjmij 7 =3,14.

3. Beczka, w ktorej przewozi si¢ benzyne, ma ksztalt walca o wysokosci 1 m i pro-
mieniu podstawy rownym 40 cm. lle litréw benzyny miesci sie w takiej beczce?

4. Oblicz pole powierzchni calkowitej walca o promieniu rownym 5 cm, jesli wiado-
mo, ze przekatna przekroju osiowego walca tworzy z podstawa kat o mierze 60°.

5. Przekr6j osiowy walca jest kwadratem, a objetos¢ walca jest réwna 167 cm”. Ob-
licz promien podstawy walca.

6. Po rozwinigciu powierzchni bocznej walca na plaszezyinie otrzymano kwadrat

o boku 8m. Oblicz objetos i pole powierzchni calkowitej tego walca.

7. Objetosé puszki w ksztalcie walca ma 250m cm®. Wysokosé puszki jest dwa razy
wigksza od promienia podstawy, Oblicz pole powierzchni calkowitej tej puszki.

8. Przekroj osiowy walca jest kwadratem o boku o dlugosci 6 cm. Oblicz pole po-
wierzchni bocznej walca.

9. Przekatna przekroju osiowego walca ma dlugosc 13 cm, a wysokos¢ walca jest
rowna 5 cm. Oblicz objetosc 1 pole powierzchni calkowitej walca.

10. Oblicz objetos¢ stozka, ktorego rworzaca ma dlugosé 8 cm i jest nachylona do
plaszezyzny podstawy pod katem o mierze 60°,
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

Oblicz pole powierzchni bocznej i objetosé stozka, ktdrego pole przekroju osio-
wego wynosi 48 cm?, a wysokosé stozka jest réwna 6 cm.
Traéjkat prostokatny o przyprostokatnych o dlugosci 12 cm i 16 cm obrécono naj-

pierw wokol dluzszej przyprostokatnej, a potem wokdl krotsze). Pordwnaj obje-
tosci powstalych w ten sposab bryl.

Powierzchnia boczna stozka ma ksztalt pokazany na rysunku. Oblicz wysokos¢
tego stozka.

10=x

10

Srednica podstawy stozka ma dlugosé 12 cm, a tworzaca jest nachylona do podsta-
wy pod katem o mierze 45°, Oblicz objetosé tego stozka.

Oblicz pole powierzchni calkowitej stozka, ktérego obwod podstawy wynosi
6T cm, a jego wysokosc ma 15 cm.

Kat rozwarcia stozka ma miare 120°, a tworzaca stozka jest réwna 16 cm. Oblicz
pole powierzchni bocznej tego stozka.

Przekrdj osiowy stozka jest trojkatem rownobocznym o boku o dlugosci 6 cm.
Oblicz objetost tego stozka.

18. Pole powierzchni calkowitej stozka wynosi 3007 ¢m®, a jego pole powierzchni

bocznej ma 1567 em®. Oblicz objetosc tego stozka.

19%*, Dlugosci podstaw trapezu prostokatnego sg rowne 10 cm i 4 cm, a jego wysokosé

20.

21,

22.
23.

ma 3 cm. Oblicz objetosc bryly powstalej przez obrot tego trapezu dookola:

a) dluzszej podstawy,

b) krotsze) podstawy.

Pole powierzchni calkowitej ktérej z bryl powstalych w podpunktach a i b jest
mniejsze i o ile?

Przekrdj stozka plaszezyzna rownolegla do podstawy poprowadzona w polowie
wysokosci jest kolem o promieniu 3 cm. Oblicz pole powierzchni calkowitej tego
stozka, jesli jego wysokosc jest rowna 12 cm.

Oblicz pole powierzchni i objetosé kuli o srednicy d = 6 cm.

Pole kola wielkiego kuli jest réwne 1007 em®, Oblicz objetos¢ tej kuli.

Oblicz objetos¢ kuli, jezeli jej pole powierzchni jest réwne 3247 cm’,

1.4, BREYLEY OBROTOWE
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24,
25,

26.

27.

28,

29.

30.

Objetosé kuli wynosi 288~ cm’. Oblicz pole powierzchni tej kuli.

Oblicz objetos¢ i pole powierzchni bryly powstalej wskutek obrotu kola o obwo-
dzie 107 cm wokol srednicy.

W odleglosci 12 cm od plaszezyvzny kola wielkiego poprowadzono przekrdj kuli,
ktérego pole jest rowne 2567 cm’. Oblicz objetosé tej kuli.

Objetos¢ kuli jest réwna 367 em”. Oblicz objetos¢ kuli o promieniu:
a) trzy razy wiekszym,
b) 0 3 cm wiekszym od promienia danej kuli.

Pole powierzchni kuli w centymetrach kwadratowvych i jej objetos¢ w centyme-
trach szesciennych wyrazaja sie ta sama liczba. Oblicz promien tej kuli.

Walec o promieniu podstawy 6 cm i kula o takim samym promieniu maja réwne
objetosci. Ktora z bryl ma wieksze pole powierzchni calkowitej i o ile?

Swiece wykonane z parafiny maja ksztalt walca, stozka i kuli. Promienie podstawy
waleca i stozka sa roéwne promieniowi kuli, a wysokosci tych bryl sa odpowiednio
dwa razy i trzy razv wieksze od promienia kuli. Ile potrzeba parafiny do wykona-
nie kazdej z tych swiec, jesli wiadomo, Zze promien kuli wynosi 3 cm? W oblicze-
niach przyjmij, ze w = 3.

ZADANIA SPRAWDZAJACE

1.

Ile wynosi objetosé¢ walca o promieniu podstawy 6 cm i wysokosci 12 cm?
A 4327 em’ B.727 cm® C.132x cm® D. 2007 cm’

Przekatna przekroju osiowego walca o dlugosci 20 em jest nachylona do podstawy
walca pod katem 60°. Jaka dlugosé ma wysokos¢ tego walca?

A.10cm B. lDu‘E cm ks ﬁ cIm D.15¢cm

Krory wzor poprawnie opisuje objetosé walca o promieniu r i wysokosei 3 razy
wiekszej od promienia?
A.mr?(r—3) B. mr*(r43) C.%xr D. 3=

Kwadrat o boku o dlugosci 2 cm obracamy wokol przekatnej. lle wynosi objetosc
brylv otrzymanej w wyniku obrotu?

JE# ! B. ﬁr cm’ G ] cm”
6 3 3

Kat rozwarcia stozka ma miare 60, lle wynosi stosunek dlugosci promienia pod-

3 L]
D.l67 cm”

stawy do wysokosci stozka?
A3 B. % ol ”’; D. %E
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10.

Wysokosé stozka wynosi 10 cm, a srednica jego podstawy jest rowna 12 cm. Jaka
jest dlugosé tworzacej stozka?

A.8cm E,E\E cIm C.z-ﬁcm D“!u"'ﬂ cm

Przekro) osiowy stozka jest tréjkatem réwnobocznym o boku o dlugosci a. Kto-
rym wzorem mozna wyrazi¢ objetosc stozka?

T '..E B a"'_‘JE Ta J_’_: 2a’

A, : C. D.
a 12 24 9
Ile wynosi objetos¢ kuli o promieniu R = 3 cm?
A.1087 cm’ B.367 em’ C.1087 cm’ D. 367 em”
[le wynosi objetos¢ kuli, ktérej pole powierzchni wynosi 167 cm™?
A.l67 cm’ B.327 cm’ G5 HTF cm’ D. HTF cm’
2
Ile wynosi pole kuli o objetosci 367 cm?
A.2mem® B.97 cm’ C.127 cm’ D. 367 cm”

1.5. Zadania utrwalajace

1.

2.

Wypisz wszystkie pary prostvch skosnych przechodzacych przez zaznaczone na
plaszczyznie punkty K, L i M nienalezgce do jednej prostej oraz lezacy poza plasz-
czvzna punkt 5.

Oblicz objetos¢ i pole powierzchni calkowitej prostopadloscianu o krawedziach
o dlugosci 5em, 6 cm i 7 cm.

Bok szedcianu zmniejszono o 20% jego dlugosci. Oblicz, o ile procent zmniejszy
sie jego objetosc,

W graniastoslupie prawidlowym szesciokatnym dlugosc glownej przekatnej jest
réwna 25 ¢m, a wysokosé ma dlugosé 24 em. Oblicz dlugosé krawedzi podstawy
tego graniastoslupa.

W prostopadloscianie przekatna sciany bocznej o dlugosci 6 cm jest nachylona
do plaszczyzny podstawy pod katem o mierze 45°, natomiast przekatna prostopa-

dloscianu tworzy z plaszczyzna podstawy kat o mierze 30°. Oblicz objetos¢ tego
prostopadloscianu.

Obwadd podstawy ostrostupa prawidlowego czworokatnego wynosi 12 em, a kra-
wedz boczna ma dlugosé 6 cm. Narysuj siatke i oblicz pole powierzchni calkowitej
tego ostroslupa.

KrawedZ podstawy ostroslupa czworokatnego ma dlugosé 10 em. Kat miedzy
wysokoscia ostroslupa a krawedzig boczng ma miare 30°, Oblicz wysokos¢ tego
ostroslupa.

1.5. ZADANIA UTRWALAJACE
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10.

Objetos¢ czworoscianu foremnego wynosi 1443/2 cm®, Oblicz pole powierzchni
calkowite] tego czworoscianu,

Wysokosc ostroslupa prawidlowego trojkatnego jest rowna 12 cm, a kat nachyle-
nia sciany bocznej do plaszczyzny podstawy ma miare 45°. Oblicz dlugosé krawe-
dzi podstawy.

Podstawa ostroslupa jest romb o przekatnych o dlugosci 6 cm i 8 em. Jedna z kra-
wedzi bocznych jest prostopadla do plaszczyzny podstawy 1 ma dlugosé 12 cm.
Oblicz objetosé tego ostroslupa.

11. Jaka pojemnos¢ ma garnek w ksztalcie walca, ktorego srednica wynosi 20 cm,

12.

13.

14,

135,

16.

17.

a wysokosé jest réwna 15 em?

Przekroj osiowy walca jest kwadratem o przekatnej o dlugosci 6+/2 cm. Oblicz
pole powierzchni bocznej i objetosé tego walca.

lle blachy potrzeba na wvkonanie 1000 puszek, jesli kazda z nich jest walcem
o srednicy 10 cm i wysokosci 6 cm? Na odpady doliczamy 10% blachy.

Dno puszki farby w ksztalcie walca ma srednice 10 cm, a pojemnosc te) puszki
wynosi 1 litr. Oblicz wysokosé puszki. Wynik zaokraglij do 1 cm.

Wymiary cembrowiny uzywanej do budowy studni podano na rysunku,
0.5m

- -

0.,35m
- =

0.8m

|

lle metrdw szesciennych betonu potrzeba na 6 takich cembrowin? Wynik zaokra-
elij do dziesiatych czesci metra.

Oblicz objetos¢ stozka, ktérego promien podstawy wynosi 3 cm, a wysokosc jest
dwa razy dluzsza od promienia.

Przekroj osiowy stozka jest trojkatem rownobocznym, ktorego bok ma dlugosc
4 cm. Oblicz pole powierzchni bocznej i objetos¢ stozka.
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18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

Oblicz wysokos¢ stozka, w ktorym tworzaca ma dlugosé 15 cm, a pole powierzch-
ni bocznej wynosi 457 cm’,

Przekrd) osiowy stozka jest tréjkatem rownobocznym o polu 2573 em?. Oblicz
pole powierzchni calkowitej tego stozka.

Kat rozwarcia stozka ma miare 60°, a suma promienia podstawy i tworzacej wy-
nosi 21 cm. Oblicz pole powierzchni bocznej tego stozka.

Na lekeji fizyki nauczyciel wrzucil do napelnionej woda menzurki w ksztalcie

walca o promieniu 9 cm metalowa kulke o srednicy 932 em. O ile centymetrow
podnidsl sie poziom wody w menzurce?

Dane sa trzy kule o promieniach: 3 cm, 4 cm 1 5 cm. Oblicz promien kuli, ktorej

objetosc réwna sie sumie objetosci danych kul.

Pojemnik z kremem ma ksztalt walca o promieniu podstawy 3,5 cm i wysokosci
4 cm. Krem wypelnia w calodci wyzlobiona w pojemniku pélkule o promieniu
3 cm. Jaki procent objetosci pojemnika stanowi objetosé zawartego w nim kremu?
Wynik podaj w zaokragleniu do 1%.

Stozek o promieniu podstawy 4 cm 1 kula o takim samym promieniu maja rowne
pola powierzchni calkowitej. Ktdra z bryl ma wieksza objetosc?

Czapeczke w ksztalcie stozka .zwinieto” z wycinka kola o promieniu 18 cm i kacie
srodkowym 2407, Oblicz promien podstawy tak utworzonego stozka.

1.5. ZADANIA UTRWALAJACE
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2.1. Doswiadczenia losowe

N
Doswiadczeniem losowym (eksperymentem, zjawiskiem losowym) nazywamy

takie dzialanie, ktore mozna powtarzac wiele razy w takich samych warunkach, ale
jego kolejnych wynikéw nie potrafimy przewidzieé. Doswiadczeniami losowymi

sa na przyklad: rzut moneta, rzut kostka do gry czy wyciaganie karty z talii.
\ fr

W doswiadczeniu losowym mozemy okresli¢ zbiér wszystkich mozliwych wynikdw,

Ma przyklad przy jednokrotnym rzucie moneta moze wypasc orzel lub reszka.

Cwiczenie 1.
Wyniki 50-krotnego rzutu szescienna kostka do gry przedstawiono w tabeli liczeb-

Nosci.

liczba oczek 1 2 3 4 5
liczebnos¢ i 10 8 6 12
Przedstaw te dane w postaci:
a) diagramu slupkowego
b) diagramu kolowego
Rozwiazanie:
Sporzadzamy diagram slupkowy:

liczebnosc $
14

12

10

1 2 3 4 5 56 liczha
oczek

Rozwigzanie:
Obliczamy procentowa czestos¢ wystepowania wynikow:

liczba oczek 1 2 3 4 5 6
Prﬂ':E'ntﬂWﬂ 10 3 6 12 -
czestosé | —=14% —=20% —=16% | —=12% —— =24% — =14%
. 50 50 50 50 50
wystepowania
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Sporzadzamy diagram kolowy:

Cwiczenie 2.

Doswiadczenie losowe polega na trzykrotnym rzucie moneta. Wypisz wszystkie
zdarzenia elementarne sprzyjajace zdarzeniu:

a) wypadl dokladnie jeden orzel,

b) wypadly trzy reszki,

c) wypadly co najmniej dwa orly,

d) wypadly co najwyzej dwie reszki.

Rozwigzanie:

Oznaczamy wyrzucenie orla przez O i wyrzucenie reszki przez R. Przebieg tego
doswiadczenia losowego mozna przedstawic¢ w postaci drzewka.

mozliwe wyniki pierwszego rzutu /\
o R
mozliwe wyniki drugiego rzutu /\ /\
O H O R
mozliwe wyniki trzeciego rzutu /\ /\ /\ /\
0O R c RO R O R

a) Odpowiedz: Wszystkie mozliwe wyniki zdarzenia, ze wypadl dokladnie jeden
orzel, tworza zbior {(O, R, R}, (R, O, R), (R, R, O}i.

b) Odpowiedz: Wszystkie mozliwe wyniki zdarzenia, ze wypadly trzy reszki, two-
rza zbior {(R, R, R){.
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¢} Odpowiedz: Wszystkie mozliwe wyniki zdarzenia, ze wypadly co najmniej dwa
orly, tworza zbior {(0, O, R), (O, R, O), (R, O, O), (0, O, O)i.

d) Odpowiedz: Wszystkie mozliwe wyniki zdarzenia, ze wypadly co najwyzej dwie
reszki, tworza zbiér {(O, O, R), (O, R, 0), (R, 0,0), (0, R,R), (R, O, R), (R, R, O)i.

Kazdy mozliwy wynik doswiadczenia losowego nazywamy zdarzeniem elementar-
nym, a kazdy zbior zdarzen elementarnych - zdarzeniem losowym.

Cwiczenie 3.

Rzucamy szescienna kostka do gry.

a) lle jest wszystkich mozliwych wynikéw tego rzutu?

b) Ile jest wszystkich zdarzen elementarnych sprzyjajacych zdarzeniu, ze otrzyma-
no co najmniej pie¢ oczek?

c) lle jest wszystkich zdarzeri elementarnych sprzyjajacych zdarzeniu, 2e wypadla
liczba oczek co najwyzej réwna 67

d) Wypisz wszystkie zdarzenia elementarne sprzyjajace zdarzeniu, ze wypadla licz-
ba oczek wieksza od 6.

Rozwiazanie:

a) Wszystkie mozliwe wyniki rzutu szescienna kostka do gry tworza zbiér {1, 2,
3,4,5, 6}

Odpowiedz: Zbior wszystkich zdarzen elementarnych sklada sie z szesciu elemen-
LOW.

b) Wszystkie mozliwe wyniki, ze otrzymano co najmniej pie¢ oczek, tworza zbior
5, 61.

Odpowiedz: Zbior wszystkich zdarzed, Ze otrzymano co najmniej pie¢ oczek, ma
dwa elementy,

c) Wszystkie mozliwe wyniki, ze wypadla liczba oczek co najwyzej rowna 6, tworza
zbidr {1, 2, 3, 4, 5, 61.

Odpowiedi: Zbior wszystkich zdarzen, ze wypadla liczba oczek co najwyze) réwna
6, ma szesc elementow. Takie zdarzenie nazywamy zdarzeniem pewnym.

d) Zaden z wynikéw rzutu szescienna kostka do gry nie sprzyja zdarzeniu elemen-
tarnemu, ze wypadla liczba oczek wieksza od 6.

Odpowiedz: Zdarzeniu, ze wypadla liczba oczek wieksza od 6, nie sprzyja zadne
zdarzenie elementarne. Takie nazywamy zdarzeniem niemozliwym.

Cwiczenie 4.

Dioswiadczenie losowe polega na jednoczesnym rzucie symetryczna czworoscien-
na kostka do gry, na ktdrej sciankach wypisane sa liceby 1, 2, 4 oraz 6, i dwiema
symetrycznymi monetami. Wypisz wszystkie zdarzenia elementarne sprzyjajace
zdarzeniu, Ze na kostce wypadla parzysta liczba oczek, a na monetach - co najmniej
jeden orzel,
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Rozwiazanie:
Oznaczamy wyrzucenie orla przez O i wyrzucenie reszki przez R. Przebieg tego
doswiadczenia losowego mozna przedstawic w postaci drzewka.

F
mozliwe wyniki f;"
rzutu kostka 1 5

moidiwe wyniki pierwszegc; /\ / \ / \ f/\
| /\ /\f‘“\/\f\ /\//\\ /\

mozliwe wyniki drugiego O R O RC RO RD RO RO R O R

rzutu moneta
Odpowiedi: Wszystkie mozliwe wyniki, 2e na kostce wypadla parzysta liczba
oczek, a na monetach - co najmniej jeden orzel, tworza zbiér {(2, O, O), (2, O, R),
(2,R,0),(4,0,0),(4,0,R), (4, R, 0), (6,0,0), (6,0, R), (6, R, O)}].

Cwiczenie 5.

lle réznych czteroznakowych hasel mozna utworzy¢ z liter A, B oraz cyfr 0, | przy
zalozeniu, ze:

a) pierwsze dwa znaki to rozne litery, a kolejne dwa znaki to rézne cylry?

b) pierwsze dwa znaki to litery, a kolejne dwa znaki to cyfry?

Rozwiazanie:

a) Wszystkie mozliwe wyniki, ze pierwsze dwa znaki to rézne litery, a kolejne dwa
znaki to rézne cviry, tworza zbior {(ABO1), (AB10), (BAOL), (BA10)1.

Odpowiedz: Zbior wszystkich zdarzen, ze pierwsze dwa znaki to rozne litery, a ko-
lejne dwa znaki to rézne cyfry, sklada sie z 4 elementow,

b) W szystkie mozliwe wyniki, ze pierwsze dwa znaki to litery, a kolejne dwa znaki
to cyiry, tworza zbior {(ABO0), (ABO1), (AB10), (AB11), (AA0Q), (AAO1), (AA10),
(AAL1), (BAOD), (BAO1), (BA10), (BA11), (BB0O), (BBO1), (BB10), (BB11)}.
Odpowiedi: Zbior wszystkich zdarzen, ze pierwsze dwa znaki to litery, a kolejne
dwa znaki to cyiry, sklada sie z 16 elementow.

ZADANIA DO ROZWIAZANIA

1. Rzuc 50 razy szescienna kostka do gry i1 zanotuj otrzymane kolejno wyniki. Przed-
staw te dane w postaci:
a) tabeli liczebnosci, b) diagramu slupkowego.
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8.

9,

10,

W 25 rzutach moneta otrzymano nastepujace wyniki:
R,0,0,R,R,R,0,0,R,0,R,0,0,0,0,0,R,R0O,R,R,R,OR,O.

a) Przedstaw wyniki tego doswiadczenia w postaci tabeli liczebnosci.

b) Sporzadz diagram slupkowy opisujacy wyniki tego do$wiadczenia losowego.
c) Oblicz czgstosc (wyrazona w procentach) wystepowania orléw i reszek.

Wypisz wszystkie mozliwe wyniki nastepujacych doswiadczen losowych:
a) jednokrotny rzut moneta,
b) dwukrotny rzut szescienna kostka do gry.

Doswiadczenie losowe polega na dwukrotnym rzucie moneta. Wypisz wszystkie
zdarzenia elementarne sprzyjajace zdarzeniu, ze wypadla co najwyzej jedna reszka.

Rzucamy kostka szescienna, a nastepnie moneta. Wypisz wszystkie mozliwe zda-
rzenia elementarne tego doswiadczenia.

W urnie znajduja sie trzy kule: biala, zielona i czarna. Losujemy kolejno bez zwra-

cania trzy kule.

a) Wypisz wszystkie zdarzenia elementarne sprzyjajace temu doswiadczeniu lo-
sowermu.

b) Okresl, czy zdarzenie, ze wsréd wylosowanych kul jest kula czerwona, jest zda-
rzeniem niemozliwym czy pewnym.

Doswiadczenie losowe polega na dwukrotnym rzucie szescienna kostka do gry.

W ypisz wszystkie zdarzenia elementarne sprzyjajace zdarzeniu:

a) na obu kostkach wypadla taka sama liczba oczek,

b) w pierwszym rzucie otrzymamy liczbe oczek nie wieksza niz dwa,

¢) w pierwszym rzucie otrzymamy nieparzysta liczbe oczek lub w drugim wielo-
krotnos¢ liczby piec,

d) w pierwszym rzucie otrzymamy liczbe podzielna przez dwa, a w drugim po-
dzielna przez trzy.

W urnie znajduje sie piec kul: biala, Zolta, czerwona, zielona i niebieska. Doswiad-
czenie losowe polega na losowaniu z urny jednej kuli. lle zdarzer elementarnych
sprzyja zdarzeniu polegajacemu na wylosowaniu kuli innego koloru niz czerwona?

lle réznych ukladéw liter (majacvch sens lub nie), rozpoczynajacych sie od lite-
ry A, mozna utworzy¢ ze wszystkich liter wyrazu WODA? Wypisz wszystkie
mozliwosci. Uwaga - litery nie moga sie powtarzac,

Sposrad cyfr 1, 2, 3, 4 wylosowano dwie cyfry bez zwracania i utworzono z nich
liczbe dwucyfrowa tak, ze pierwsza wylosowana cyfra jest cylfra dziesiatek, a druga
jest cylra jednosci. Wypisz wszystkie mozliwe wyniki tego doswiadczenia losowe-
go. lle ich jest?
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11. Z talii zawierajacej 52 karty losujemy jedna karte. Wypisz zdarzenia elementarne

sprzyjajace wylosowaniu figury, ktora nie jest pikiem ani treflem.
y)d)d ) BUL)

12. Z urny zawierajacej dwa ponumerowane losy wygrywajace i trzy ponumerowane

puste losujemy dwa razy po jednym losie bez zwracania. Wypisz wszystkie moz-
liwe wyniki tego doswiadczenia losowego.

ZADANIA SPRAWDZAJACE

1.

3.

4.

W serii strzelania do tarczy otrzymano nastepujace wyniki: 8, 10, 1, 5, 8, 4, 10,
10, 0, 10. Ile wynosi procentowa czestos¢ wystepowania wyniku 107
A. 20% B. 10% C. 30% D. 40%

Doswiadczenie losowe polega na dwukrotnym rzucie moneta. Ktory zbidr przed-
stawia wszystkie zdarzenia elementarne sprzyjajace zdarzeniu, Ze za pierwszym
razem wypadl| orzel?

A {(O,R), (R, 0), (O, O} C. {{O, R), (R, O}

B. (O, R), (O, O)f D. (0, 0)!

Doswiadczenie losowe polega na dwukrotnym rzucie szescienna kostka do grv. lle

jest wszystkich zdarzen elementarnych sprzvjajacych temu doswiadczeniu?
A. 6 B. 36 C. 12 D.2

W urnie znajduja sie trzy kule: biala, czerwona i czarna. Losujemy kolejno bez
gwracania trzy kule. Ktére zdanie jest falszywe?

A. Wsrod wylosowanych kul co najwyzej jedna jest czarna.

B. Wylosowanie kuli bialej jest pewne.

C. Wylosowanie kuli czerwonej jest niemozliwe.

D. Kazda z wylosowanych kul jest innego koloru.

2.1, DOSWIADCZENIA LOSOWE
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2.2. Reguta mnozenia. Liczba zdarzen
elementarnych

Do podawania liczby zdarzen elementarnych dla doswiadczen losowych czasami wy-
godnie jest wykorzystywad regule mnozenia.

Cwiczenie 1.

Sposrad cyir 1, 4, 5, 8 losujemy kolejno ze zwracaniem dwie cvfry i tworzvmy licz-
by naturalne dwucyfrowe tak, ze pierwsza wylosowana cyfra jest cvfra dziesigtek,
a druga — cyira jednosci. lle wsrod tych liczb jest liczb parzystychr

Rozwiazanie:

Przebieg tego doswiadczenia losowego mozna przedstawic w postaci drzewka.

mozliwe wyniki %\

| losowania 1 4 5 8
mozliwe wyniki 11 A\ ”\
losowania 1 4 5 8 1 4 5 B 1 4 5 8 1 4 5§ 8

Otrzymujemy nastepujace liczby dwucvfrowe: 11, 14, 15, 18, 41, 44, 45, 48, 51, 54,
55, 58, 81, 84, 85, 88.

Liczby parzyste to: 14, 18, 44, 48, 54, 58, 84, 88,

Odpowiedz: Wsrod tych liczb jest 8 liczb parzystvch.

Cwiczenie 2.
Na ile sposobéw mozna wybra¢ samorzad klasowy (przewodniczacego, zastepce
i skarbnika) sposréd 21 uczniow?
Rozwigzanie:
Pierwsza osobe mozemy wybrac na 21 sposobow, druga — na 20 sposobow, a trzecia
—na 1Y sposobow.
Samorzad mozemy wybrac na: 21-20-19, czyli 7980 sposobow.

Odpowiedz: Samorzad klasowy mozna wybrac¢ na 7980 sposobow.

Jesli doswiadczenie losowe polega na podjeciu kolejno dwdch decyzji (ich kolejnosc
jest istotna), przy czym pierwsza mozemy podjaé na n sposobdw, a druga — na k spo-
sobdw, cala czynnos¢ mozemy podjac na n-k sposobow. Taki sposob zliczania elemen-
tow o okreslonvch wlasnosciach nazywamy reguly mnozenia,
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Cwiczenie 3.
Na ile sposobdw z cyfr 0, 2, 4, 6 mozna zbudowaé liczbe dwucyfrowa, w ktérej cviry
moga si¢ powtarzac?
Rozwigzanie:
Rysujemy dwa okienka, w ktore mozemy wpisywac cylry 0, 2, 4, 6,
W liczbie dwucylrowej cyfra zero nie moze by¢ cyfra dziesiatek.
cyfra cyira
dziesiatek jednosci

2, 4, 0, 2,
6 4, 6

3 mozliwosci 4 mozliwosci
Liczbe mozna zbudowac na 3-4, czvli na 12 sposobow,

Odpowiedz: Liczbe dwucylrowa mozna zbudowa¢ na 12 sposobow.,

Cwiczenie 4.

W dwach ksiegarniach mozna kupi¢ 3 gatunki ksiazek: kryminal, sensacja i romans.
W pierwszej ksiegarni mamy 15 réznych kryminaléw, 12 roznych ksiazek sensa-
cyjnych i 6 réznych romanséw, a w drugiej - 11 rdinych kryminatéw, 9 réinych
ksiazek sensacyjnych i 16 roznych romansow, W ktorej ksiegarni mamy wiekszy
wybor zestawu 3 ksiazek skladajacy sie z kryminalu, sensacji i romansu?
Rozwiazanie:

W pierwsze) ksiegarni zestaw mozemy wybrac na15-12-6 sposobow, czyli na 1080
sposobow.

W drugiej ksiegarni zestaw mozemy wybrac na 11:9-16 sposobow, czyli na 1584
sposoby.

Odpowiedz: Wiekszy wybor zestawu mamy w drugiej ksiegarni.

Cwiczenie 5.

Na ile sposobéw mozna umiescié trzy rozne kulki w szesciu réznych szufladach, tak
aby kazda z nich byla w innej szufladzie?

Rozwiazanie:

Pierwsza kulke mozemy wlozy¢ do jednej z 6 szuflad na 6 sposobow.

Druga kulke mozemy umiescic w jednej z 5 pozostalych szuflad na 5 sposobdw.,
Trzecia kulke mozemy umiescic w jednej z 4 pozostalych szuflad na 4 sposoby,
Trzy rozne kulki mozemy wlozy¢ w szesciu réznych szufladach, rak aby kazda
z nich byla w innej szufladzie, na 6-5-4, czyli na 120 sposobdw,

Odpowiedi: Kulki mozna umiesci¢ na 120 sposobow,

2.2, REGULA MNOZENIA. LICZBA ZDARZEN ELEMENTARNYCH
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Cwiczenie 6.

Dane sa dwa zbiory A=la, b, ¢,d, ¢, f, g ht i B=1{k, I, m, n, 0, pl. Z kazdego z nich lo-
sujemy jedna litere, najpierw ze zbioru A, a nastepnie ze zbioru B, ukladamy z nich
wyrazy (majace sens lub nie). Ile takich wyrazow dwuliterowych mozna otrzymac?
Rozwiazanie:

Pierwszg litere mozemy wybrac ze zbioru A na 8 sposobow, a druga ze zbioru B-na
6 sposobdw. Dwuliterowe wyrazy mozemy ulozy¢ na 8 -6, czyli 48 sposobdw,
Odpowiedz: Mozna otrzymacé 48 réznych wyrazow.

Cwiczenie 7.

Kasia ma 4 pary letnich butow: biale, czerwone, niebieskie i zielone, 3 torebki
w kolorze bialym, niebieskim i zielonym oraz 2 kapelusze: slomkowy i bawelniany.
Ma ile réznych sposobdw moze wybrac buty, torebke i kapelusz?

Rozwiazanie:

Kasia moze wylosowac buty na 4 rézne sposoby, torebke na 3 sposoby, a kapelusz
na 2 sposoby. Zestaw skladajacy sie z butéw, torebki i kapelusza moze wybra¢ na
4:3-2, czyli 24 sposoby.

Odpowied#: Kasia moize wybrac buty, torebke i kapelusz na 24 sposoby.

ZADANIA DO ROZWIAZANIA

1.

3.

W restauracji serwuje sie cztery rodzaje zup, siedem drugich dan i piec deserow.
lle réinych zestawdw obiadowych skladajacych sie z zupy, drugiego dania i deseru
mozna zamowic w tej restauracji?

Maja ma do dyspozycji piec spodnic, osiem bluzek i1 dwie pary butow. Na ile roz-
nych sposobdw moze wybrac ubranie, jesli zawsze wklada spodnice, bluzke i buty?

Rzucamy trzy razy symetryczna kostka do grv. lle jest wszystkich mozliwych wy-
nikow tego doswiadczenia?

lle jest sposobdw wyboru czteroosobowej druzyny skladajacej sie z kapitana, jego
zastepey, czlonka i zawodnika rezerwowego sposrod uczniow klasy, do ktorej
uczeszcza 25 osob?

Sposrad cyfr 1, 2, 3, 4, 5 wylosowano trzy niepowtarzajace sie cyfry 1 utworzono
z nich liczbe trzycyfrowa tak, Ze pierwsza wylosowana cyfra jest cyfra setek, druga
— cylra dziesiatek, a trzecia — cyfra jednosci. lle takich liczb mozemy otrzymac?

Ma ile sposobdw z cyir 2, 4, 6, 8, 9 mozna zbudowaé liczbe trzycyfrowa, w ktorej
cyiry mogi sie powtarzac?
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7. Oblicz, na ile sposobéw mozemy wybraé trzy ksiarki ze zbioru 18 ksiazek
z uwzglednieniem kolejnosci wyboru.

8. Naile sposobow mozna ustawi¢ siedmioosobowa kolejke?

9. lle roznych ukladdw liter (majacych sens lub nie), koniczacych sie litera A; mozna
utworzy¢ ze wszystkich liter wyrazu KOBIETA?

10. W urnie jest szesc kul ponumerowanych od 1 do 6. Losujemy kolejno cztery kule
bez zwracania. lle jest moiliwych wynikéw tego losowania?

11. Oblicz, ile jest wszystkich liczb dwucyfrowych, w ktdrych obie cyfry sa parzyste.

12. Rzucamy osiem razy moneta. lle jest wszystkich mozliwyvch wynikow tego do-
swiadczenia?

ZADANIA SPRAWDZAJACE

1. Uczniowie pewnej szkoly postanowili oznaczy¢ swoje szalki czteroliterowymi
kodami urworzonymi z liter: K, L, M, N, P, 5 tak, ze kazda litera wystapila w ko-
dzie jeden raz. Dla ilu uczniow wystarczy tak utworzonych kodow?

A. 280 B. 250 C. 300 D. 360

2. Na ile sposobow mozna wybraé deser lodowy, majac do dyspozycji 10 rodzajow
loddw, 3 polewy i 4 posypki? Kazdego skladnika moina uzyé raz.
A. 40 B. 120 C. 30 D. 100

3. Dokoricz zdanie. Liczba sposobdw, na jakie Ola i Bartek moga usiasé na dwach
sposrod siedmiu miejsc w kinie, jest réwna:
f B. 14 C. 42 D. 49

4. lle jest wszystkich liczb naturalnych dwucytrowych, w ktdrych pierwsza cylra jest

nieparzysta, a druga parzysta?
A. 25 B. 20 C. 45 D. 90

2.3. Reguta dodawania

W niektorych doswiadczeniach losowych obliczamy, na ile sposobéw mozna dokonaé
wyboru sposrod elementéw nalezacych do zbiorow nieposiadajacych wspélnych ele-
mentow.

Cwiczenie 1.
W klasie 3a jest 14 dziewczat i 11 chlopedw, a w klasie 3b - 12 dziewczat i 13 chlop-
cow. Wybieramy jedna osobe, ktéra jest uczniem klasy 3a lub klasy 3b. Oblicz, na
ile sposobdw mozemy wybra¢ chlopca.

2.3, REGUEA DODAWANIA
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Rozwiazanie:

Dzielimy doswiadczenie losowe na decyzje.

| decyzja: wybor chlopca z klasy 3a — mozemy ja wykona¢ na 11 sposobow.

[T decyzja: wybér chlopca z klasy 3b - mozemy ja wykonaé na 13 sposobdw,
Obliczamy, na ile sposobdow mozemy wybraé chlopea, ktory jest uczniem klasy 3a
lub 3b - mozemy ja wykonaé na 11 + 13 = 24 sposoby.

Odpowiedé: Chlopca mozemy wybrad na 24 sposoby.

Jesli doswiadczenie losowe polega na podjeciu jedne) z dwach decyzji, pochodzacych
z dwoch zbiordw, ktore nie maja wspolnych elementow, przy czym pierwsza z nich
mozemy podjac na n sposobow, a druga - na k sposobdw, cala czynnosé moZemy pod-
ja¢ na n+k sposobow. Taki sposob zliczania elementéw o okreslonych wlasnosciach
nazywamy regula dodawania.

Cwiczenie 2.

W trzech urnach znajduja sie kule tylko w dwéch kolorach. W pierwszej jest 10
kul bialych i 20 kul czarnych, drugiej 15 kul bialych i 10 kul czarnvch, a w trzeciej
10 kul bialych i 10 kul czarnych. Wybieramy jedna kule z pierwszej, drugiej lub
trzeciej urny. Oblicz, na ile sposobéw mozemy wybrac kule biala.

Rozwiazanie:

Dzielimy doswiadczenie losowe na decyzje.

| urna — kule biala mozemy wybrac na 10 sposobow.,

[T urna — kule biala mozemy wybra¢ na 15 sposobow.

[11 urna — kule biala mozemy wybrac na 10 sposobow.

Obliczamy, na ile sposobéw mozemy wybraé kule bialg z I, 11 lub U1 urny:
10+ 15+ 10 =35 sposobow.

Odpowiedé: Biala kule mozemy wybrac na 35 sposobdw.

Cwiczenie 3.

Z tali zawierajacej 52 karty (tzn. w kazdym z czterech koloréw: 2, 3,4,5,6,7, 8,9,
10, walet, dama, krol, as) losujemy jedna karte. Na ile sposobéw mozemy wybrac
karte z dama lub karte z liczba parzysta?

Rozwiazanie:

Rozwazmy nastepujace sytuacje.

| sytuacja: wybor karty zdama — mozemy ja wykonac na 4 sposoby (sa 4 karty zdama).
[l sytuacja;: wybor karty z liczba parzysta — mozemy ja wykonaé na 20 sposobow
(jest 5 liczb parzystych, wobec tego kart z liczba parzysta jest 4-5 =20} .
Obliczamy, na ile sposobéw mozemy wybrac karte z dama lub karte z liczba parzy-
sta — mozemy ja wyvkonac na 4 4 20 = 24 sposoby.

Odpowiedi: Z talii 52 kart mozemy wybra¢ karte z dama lub karte z liczba parzysta
na 24 sposoby.
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Cwiczenie 4.

Ze zbioru liczb naturalnych dwucyfrowych wybieramy jedna liczbe. Oblicz, ile wy-
nikéw sprzyja dodwiadczeniu polegajacemu na tym, ze wybierzemy liczbe, ktdrej
cylra dziesiatek jest rowna 5 lub jest liczba podzielna przez 3.

Rozwiazanie;

Dzielimy doswiadczenie losowe na decyzje.

I decyzja: wybar liczby, ktérej cyfra dziesiatek jest rowna 5 — mozemy ja wykonac
na 10 sposobow (jest 10 takich liczb).

I decyzja: wybdr liczby, ktorej cyfra dziesiatek jest liczba podzielna przez 3 — mo-
zemy ja wykonad na 30 sposobow (jest 30 takich liczb).

Obliczamy, na ile sposobéw mozemy wybrac liczbe, ktorej cyfra dziesiatek jest
réwna 5 lub jest liczbg podzielna przez 3 — mozemy ja wykonad na 10 + 30 =40
sposobow,

OdpowiedZ: Liczbe, ktdrej cyfra dziesiatek jest rowna 5 lub jest liczba podzielna
przez 3, mozemy wybraé na 40 sposobow.

ZADANIA DO ROZWIAZANIA

1.

Zamek szylrowy jest strzezony przez dwa kody. Pierwszy z nich to liczba dwu-
cyfrowa podzielna przez 10, a drugi to liczba trzyeyfrowa podzielna przez 100,
Wystarczy zlamac jeden z tych kodow, aby otworzy¢ zamek szyfrowy. Na ile spo-
sobow mozemy otworzyc ten zamek?

Zbior A tworza liczby, ktére sa dzielnikami liczby 12, a zbidr B - liczby bedace
dzielnikami liczby 17. Na ile sposobow mozemy wybrac jedna liczbe pierwsza na-
lezaca do zbioru A lub do zbioru B?

Doswiadczenie losowe polega na wylosowaniu jednego elementu nalezacego do
zbioru A lub do zbioru B. Ze zbioru A = {a. b.Cid; E} losujemy litere, a ze zbioru
B= {1,1,3,4,5,6.?,8,9} losujemy liczbe. Ma ile sposobdéw mozemy wybrac sa-
mogloske lub liczbe zlozona? Uwaga: Samogloski w jezyku polskim to a, 4, ¢, ¢, 1,
o, u, y. Liczba zlozona to liczba naturalna wieksza od 1, ktéra ma wiecej niz dwa
dzielniki.

Olek tworzy dwuznakowe kody zbudowane z liter: O, L, E, K lubeyfr: 1,2, 3, 4, 5.
lle moze utworzyé kodow, w ktorych wystepuja dwie jednakowe litery lub dwie
jednakowe cyfry?

W jednej urnie znajduja sie 32 kule oznaczone roznymi malymi literami alfabetu,
a w drugiej urnie — 32 kule oznaczone réznymi wielkimi literami alfabetu. Lo-
sujemy jedna kule z pierwszej lub z drugiej urny. Oblicz, na ile sposobéow mozna
wylosowac kule z literaa ¢, ¢, 1,8, 6,8,4,2, AC,E,E,N,0,§,Z, Z.

2.3, REGUEA DODAWANIA
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ZADANIA SPRAWDZAJACE

1.

W dwdch urnach znajduja sie ponumerowane kule: w pierwszej urnie od numeru
1 do 35, a w drugiej od numeru 36 do 80. Doswiadczenie losowe polega na wylo-
sowaniu jednej kuli z urny pierwszej lub z urny drugiej. Ma ile sposobow moina
wylosowac kule, ktdre) numer jest wielokrotnoscig liczby 87

A4 B.e6 C. 10 D. 24

Doswiadczenie losowe polega na wylosowaniu jednego elementu nalezacego do
Zbioru A = {ﬂ. 1,2,3,4,5,6,7, 8,'}} lub do zbioru B= {1{1.15.2{]. 25,30, 35,40, 45, 5{]}.
Na ile sposobéw mozemy wybraé liczbe nieparzysta?

A. 19 B. 10 C. 20 D.9

W trzech urnach znajduja sie kule tylko w trzech kolorach: bialym, czarnym i nie-
bieskim, przy czym stosunek liczby tych kul w kazdej urnie wynosi 1:2:3, Ponadto
wiadomo, e w pierwszej urnie jest 5 kul bialych, w drugiej urnie jest 20 kul czar-
nych, a w trzeciej 45 kul niebieskich. Wybieramy jedna kule z pierwszej, drugiej
lub trzeciej urny. MNa ile sposobéw mozemy wybra¢ kule czarna?
A. 30 B. 60 C. 90 D. 180

2.4. Reguta mnozenia i dodawania

Zdarzenia elementarne mozemy zliczac, stosujgc lacznie regule mnozenia i regule do-
dawania,

Cwiczenie 1.

W dwach urnach znajduja sie kolorowe kule. W 1 urnie sa trzy ponumerowane
kule niebieskie i dwie ponumerowane czerwone, a w 1l urnie - cztery ponume-
rowane niebieskie i pie¢ ponumerowanych czerwonych. Wybieramy losowo po
jednej kuli z kazdej urny. Oblicz, na ile sposobdow mozna wybrac kule tak, aby obie
byly tego samego koloru.

Rozwiazanie:

Dzielimy doswiadczenie losowe na decyzje.

I decyzja: wybor kuli w kolorze niebieskim

Wybieramy jedna z trzech niebieskich kul z I urny i jedna z czterech niebieskich kul
z Il urny, zatem mozZemy wybrac dwie niebieskie kule na 3 - 4, czyli na 12 sposobow
(regula mnoZenia).

IT decyzja: wybor kuli w kolorze czerwonym

Wybieramy jedna z dwoch czerwonych kul z I urny i jedna z pieciu czerwonych kul
z Il urny, zatem mozemy wybraé¢ dwie czerwone kule na 2 - 5, czyli 10 sposobow

(regula mnozenia).
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Obliczamy, na ile sposobow mozemy wybra¢ kule tego samego koloru (kule moga
by¢ albo niebieskie, albo czerwone - regula dodawania).

12 +10=22

Odpowiedi: Kule tego samego koloru mozemy wybrac na 22 sposaby,

Cwiczenie 2.

Z tali zawierajacej 24 karty (tzn. w kazdym z czterech kolorow: 9, 10, walet, dama,
krol, as) losujemy dwie karty bez zwracania. Oblicz, na ile sposobow wylosujemy
dwie karty z asem lub dwie karty z dowolna liczba.

Rozwiazanie:

Dzielimy doswiadczenie losowe na decyzje.

| decyzja: wylosowanie dwdch kart z asem.

Losujemy jedna karte z czterech kart z asem i nastepnie jedna, ale juz z trzech kart
z asem (bo pierwsza wylosowana karta nie zostala zwrocona do talii). Zatem moze-
my wylosowaé dwie karty z asem na 4-3, czyli na 12 sposobéw (regula mnozenia).
Il decyzja: wylosowanie dwach kart z dowolna liczba.

Losujemy jedna karte z osmiu kart zawierajacych dowolna liczbe (tzn. liczbe 9 lub
10) i nastepnie jedna z siedmiu kart z dowolna liczba (losowanie bez zwracania).
LZatem mozemy wylosowac dwie karty z dowolna liczba na 8.7, czyli 56 sposobow
(regula mnozenia).

Obliczamy, na ile sposobow mozemy wylosowac dwie karty z asem lub dwie karty
z dowolna liczba (regula dodawania).

12+56=68

Odpowiedz: W losowaniu dwach kart bez zwracania z talii 24 kart mozemy na 68
sposobow wylosowaé dwie karty z asem lub dwie karty z dowolna liczba,

Cwiczenie 3.
Z tali zawierajacej 52 karty losujemy dwie karty ze zwracaniem. Oblicz, ile wyni-
kéw sprzyja doswiadczeniu polegajacemu na tym, ze wylosujemy dwie karty z kro-
lem lub dwie karty z liczba podzielna przez 5.
Rozwiazanie:
Dzielimy doswiadczenie losowe na decyzje.
| decyzja: wylosowanie dwdch kart z krélem.
Losujemy jedna karte z czterech kart z krdlem i nast¢pnie jedna takze z czterech
kart z krolem (bo pierwsza wylosowana karta zostala zwrocona do talii). Zatem
doswiadczeniu polegajacemu na wylosowaniu dwodch kart z krolem sprzyja 4-4,
czyli 16 wynikow (regula mnozenia).

Il decyzja: wyboér dwoch kart z liczba podzielna przez 5.
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Losujemy jedna karte z osmiu kart zawierajacych liczbe podzielna przez 5 (po cztery
karty z liczba 5 i z liczba 10), i nastepnie jedna takze z osmiu kart z liczba podzielna
przez 5 (losowanie ze zwracaniem). Zatem doswiadczeniu polegajacemu na wylo-
sowaniu dwach kart z liczba podzielna przez 5 sprzyjaja 8- 8, czyli 64 wyniki (regula
mnozenia).

Obliczamy, na ile wynikéw sprzyja doswiadczeniu, w ktérym wylosujemy dwie
karty z krélem lub dwie karty z liczba podzielna przez 5 (regula dodawania).

16+ 64 =80

Odpowiedi: Doswiadczeniu polegajacemu na wylosowaniu dwoch kart z krélem
lub dwdch kart z liczba podzielna przez 5 sprzyja 80 wynikdw (przy losowaniu ze

zwracaniem z talii 52 kart).

Cwiczenie 4.

Oblicz, ile jest liczb dwucyfrowyvch, w ktérych zapisie wystepuje co najmniej raz
cyira 5 albo cytra 6.

Rozwiazanie:

Rozwazmy nastepujace sytuacje.

| sytuacja: jedna z cyir 5 lub 6 jest cyira dziesiatek.

Jesli cyfra dziesiatek jest 5, to cvfra jednosci moze by¢ jedna z dziewieciu nastepu-
jacych cyfr: 0,1, 2, 3,4, 5,7, 8, 9. Cyfra 6 nie moze by¢ cyfra jednosci, bo w zapisie
liczby dwucyfrowej moze wystapic albo cyfra 5 (nawet dwa razy) albo cyfra 6,
Podobnie jest, jesli cyfra dziesiatek jest 6. Wdwczas cylra jednosdci moze byc jedna
z dziewieciu nastepujacych cyfr: 0, 1, 2, 3, 4, 6, 7, 8, 9. Cytra 5 nie moze by¢ w tej
sytuacji cylra jednosci.

Jesli wiec na pozycji dziesigtek stoi jedna z tych dwéch cyfr (5 lub 6), to na pozycji
jednosci znajduje sie jedna z pozostalych dziewieciu cyfr. Oznacza to, ze jest 2-9,
czyli 18 takich liczb (regula mnozenia).

[T sytuacja: cyfra 5 lub 6 jest cyfra jednosci.

Jesli cyfra jednosci jest 5, to cvira dziesiatek moze by¢ jedna z siedmiu nastepujacych
cyir: 1, 2, 3,4, 7, 8, 9 (wykluczamy trzy cyfry: cvfre 6 — bo jesli jest cyfra 5, to nie
moze by¢ cyfra 6; cyfre 5 — bo wowczas cylry jednosci i dziesiatek sa takie same,
a ten przypadek zawarty jest w pierwszej sytuacji; cyfre 0 — bo liczba z cyfra 0 na
pozycji dziesiatek nie jest liczba dwucyfrowa).

Podobnie jest, jesli cyfra jednosci jest 6, wowczas cylra dziesiatek moze by¢ jedna
z siedmiu nastepujacych cyfr: 1, 2, 3, 4, 7, 8, 9 (wykluczamy cyfry 6, 51 0).

W obec tego, gdy na pozycji dziesiatek stoi jedna z siedmiu cyfr, a na pozycji jednosci
jedna z dwéch cvfr (5 lub 6), to mamv 7- 2, czvli 14 takich liczb (regula mnozenia).
Obliczamy, ile jest wszystkich liczb dwucytrowych majacych w zapisie cyfre 5 albo 6
(regula dodawania).

18+14=32
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Odpowiedi: Sa 32 liczby dwucyfrowe, w ktdrych zapisie wystepuje co najmniej raz
cyira 5 albo cyfra 6.

Cwiczenie 5.

Doswiadczenie losowe polega na trzvkrotnym rzucie szescienna kostka do grv.
Otrzymane wyniki zapisujemy jako kolejne cyfry liczby trzycyfrowej. Oblicz, ile
z utworzonych w ten sposob liczb bedzie mniejszych od 300 lub wiekszych od 600.
Rozwiazanie:

Rozwazmy nastepujace sytuacje.

I sytuacja: utworzenie liczby mniejszej od 300,

Majwieksza liczba utworzona zgodnie z warunkami doswiadczenia losowego, ktdra
spelni ten warunek, jest 266. Oznacza to, Zze podczas pierwszego rzutu kostka moze
wypasc 1 lub 2 oczka. Natomiast podczas drugiego i trzeciego rzutu moze wypasc
kazda nastepujaca liczba oczek: 1, 2, 3, 4, 5 lub 6. Wobec tego sa 2-6-6 =72 liczby
spelniajace ten warunek (regula mnozenia).

Il sytuacja: utworzenie liczby wiekszej od 600,

Majmniejsza liczba utworzong zgodnie z warunkami doswiadczenia losowego, kto-
ra spelni powyzszy warunek, jest 611. Oznacza to, ze podczas pierwszego rzutu
kostka moze wypas¢ 6 oczek, a podczas drugiego i trzeciego rzutu moze wypasc
dowolna liczba oczek (tzn. 1, 2, 3, 4, 5, 6) Wobec tego utworzymy w ten sposob
1-6-6 =36 liczb (regula mnozenia).

Obliczamy, na ile sposobéw utworzymy liczby mniejsze od 300 lub wieksze od 600
(regula dodawania).

72436 =108

Odpowiedi: Liczb spelniajacych warunki zadania jest 108,

ZADANIA DO ROZWIAZANIA

1. W dwiéch urnach znajduja sie ponumerowane kule.

[urna: 15, 26, 37. 48 [Iurna: 54, 62, 73

Wybieramy jedna kule z urny [, a nastepnie jedng kule z urny Il. Na ile sposobow
mozna wybraé te kule tak, aby ich suma byla liczba parzysta?

2. Najednej prostej zaznaczono cztery punkty, a na drugiej — trzy punkty. lle mozna
narysowac odcinkow, krorych koricami sa punkty lezace na réznych prostych?

/
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7.

8.

10.

11.

W pudelku jest pie¢ kul ponumerowanych od 1 do 5. Z pudelka losujemy jedna
kule, zapisujemy jej numer i wrzucamy kule z powrotem do pudelka. Nastepnie
losujemy druga kule i rowniez zapisujemy jej numer. Oblicz, ile jest wynikow do-
swiadczenia polegajacego na tym, Ze utworzona w ten sposob liczba jest parzysta
lub podzielna przez 5.

lza moze dojechac z domu do szkoly bezposrednio autobusem numer 12, 22 lub
32. Moze rowniez dojechac z przesiadka - najpierw autobusem numer 11, 21 lub
31, a nastepnie tramwajem numer 1 lub 2. Na ile sposobéw Iza moze dojechac do
szkotly?

Karol tworzy dwuznakowe kody zbudowane zliter: K, A, R, O, Llub cyfr: 6,7, 8,9.
Ile moze utworzy¢ kodow, w ktorych wystepuja dwie rozne litery lub dwie rézne
cyiry?

lle jest liczb dwucyfrowych, z ktérych obie cyfry sa parzyste lub obie cyfry sa nie-
parzyste?

Asia ma cztery rozne torebki brazowe i trzy rézne torebki czarne oraz dwie rozne
pary butéw brazowych i pie¢ roZnych par butow czarnvch. Oblicz, na ile sposo-
bow moze wybrac stréj, jezeli chee, aby torebka i buty byly w tym samym kolorze.

Do zamku mozna wejs¢ przez jedna z dwoch wiez, Pierwsza z nich jest zamknieta
kodem trzycyfrowym, w ktérym wszystkie cyfry sa nieparzyste, a druga - ko-
dem trzycylfrowym, w ktorym wszystkie cyfry sa parzyste. Oblicz, na ile sposobow
mozna wejs¢ do zamku przez kazda z wiez,

Bzucamy dwa razy szescienna kostka do gry. Oblicz, ile jest wszystkich zdarzen
elementarnych sprzvjajacych zdarzeniu:

a) w pierwszym rzucie otrzymamy parzysta liczbe oczek,

b} w drugim rzucie otrzymamy liczbe oczek réwna co najwyzej 5.

Rzucamy trzy razy szescienna kostka do gry i otrzymane liczby oczek zapisujemy
jako kolejne cyfry liczby trzycyfrowej. lle liczb podzielnych przez 5 mozna w ten
sposab otrzymac?

Z talii zawierajacej 24 karty (tzn. w kazdym z czterech kolordw: 9, 10, walet,
dama, krél i as) losujemy 2 karty i ukladamy je w kolejnosci wylosowania. Ile jest
wynikdéw losowania zawierajacych co najmniej 1 kroélar
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ZADANIA SPRAWDZAJACE

1.

2.

lle jest wszystkich liczb naturalnych trzycytrowych, ktére sa podzielne przez 507
A. 36 B. 10 9 D. 18

Ile jest wszystkich dodatnich liczb calkowitych czterocyfrowych mniejszych od
3000 lub wiekszych od 8000, zapisanych za pomoca cyir: 2, 4, 6, 8 tak, ze zadna
cylra sie nie powtarza?

A. 12 B. 24 C. 64 D. 256

Z talii zawierajacej 24 karty (tzn. w kazdvm z czterech kolorow: 9, 10, walet, dama,
krol i as) losujemy 2 karty i ukladamy w kolejnosci wylosowania. lle jest wynikow
losowania zawierajacych co najmniej 1 kiera?

A. 246 B. 108 C. 30 D. 18

Sposrdd cyfr: 0, 1, 3, 5, 7 tworzymy liczby trzycyfrowe o réinych cyfrach. Ile
wirod nich jest liceb podzielnych przez 57
A. 20 B. 21 C. 16 D. 24

Michal, ktory jest siatkarzem, ma do dyspozycji cztery rozne koszulki niebieskie
i trzy rozne czerwone oraz pie¢ roznych par spodenek w kolorze niebieskim i trzy
rozne pary spodenek w kolorze czerwonym. Na ile réznych sposobow Michal
moze wybraé strdj skladajacy sie z koszulki i spodenek, jesli chee, aby byly one w
roznych kolorach?

A. 56 B. 29 C.27 D. 28

2.5. Zadania utrwalajace

1.

2.

Doswiadczenie losowe polega na rzucie czworoscienna kostka. Po wykonaniu
rzutu odczytujemy liczbe oczek ze dcianki, na ktorg upadla kostka, W 25 rzutach
otrzymano nastepujace wyniki: 1,4, 3,3,2,1,3,3,3,4,4,1,4,2,2,2,2,4,3, 1,3,
4, 2,4, 1. Oblicz czestos¢ (wyrazona w procentach) wystepowania jednego oczka,
dwach oczek, trzech oczek i1 czterech oczek.

Doswiadczenie losowe polega na dwukrotnym rzucie moneta. Wypisz wszystkie
zdarzenia elementarne sprzyjajace zdarzeniu, ze wypadl co najmniej jeden orzel
i nie wypadla reszka,

Rzucamy szescienna kostka do gry, a nastepnie moneta. Wypisz wszystkie zdarze-
nia elementarne sprzyjajace zdarzeniu, ze na kostce wypadla liczba oczek wigksza
od 4, a na monecie wypadl orzel.

2.5. ZADANIA UTRWALAJACE
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9.

10.

11.

12.

13.

Doswiadeczenie losowe polega na dwukrotnym rzucie szescienna kostka do gry.
W ypisz wszystkie zdarzenia elementarne sprzyjajace zdarzeniu;

a) suma wylosowanych liczb oczek wynosi 6,

b) iloczyn wylosowanych liczb oczek jest liczba nieparzysta.

W szufladzie znajduja sie trzy chusteczki: biala, niebieska i Z6lta. Losujemy kolej-

no bez zwracania trzy chusteczki.

a) Wypisz wszystkie zdarzenia elementarne sprzyjajace temu doswiadczeniu lo-
sowemu.

b) Okresl, czy zdarzenie, ze wsrod wylosowanych chusteczek jest chusteczka nie-
bieska, jest zdarzeniem niemozliwym czy pewnym.

W restauracji jest pie¢ rodzajow zup, osiem drugich dan, cztery desery i siedem
napojow. lle jest wszystkich mozliwvch sposobéw zaméwienia dwudaniowego
obiadu z deserem i napojem?

Pan Michal ma trzy rézne marynarki, szes¢ réznych par spodni i dwanascie roz-
nych koszul. Na ile roznych sposobow moze wlozy¢ ubranie, jesli zawsze wklada
marynarke, spodnie i koszule?

W pudelku znajduja sie kartki, na ktérych zapisano jednocyfrowe liczby natu-
ralne nieparzyste. Wyjmujemy z pudelka kolejno trzy kartki i ukladajac je jedna
obok drugiej, tworzymy liczby trzyeytrowe. Ile maksymalnie takich liczb mozemy
utworzyc?

Ile jest wszystkich liczb naturalnych trzycyfrowych podzielnych przez 52

W klasie jest 14 dziewczat 1 15 chlopcow. lle par chlopiec - dziewczyna moina
wybraé w tej klasie?

W urnie znajduja sie kartki z liczbami jednocyirowymi wiekszymi od zera oraz
z samogloskami: a, e, i, 0, u, v. Doswiadczenie losowe polega na wylosowaniu jed-
nego elementu z tej urny. Na ile sposobéw mozemy wybrac samogloske lub liczbe
pierwsza?

Doswiadczenie losowe polega na trzvkrotnym rzucie moneta. lle wynosi liczba
wynikow sprzyjajacych doswiadczeniu polegajacemu na tym, ze orzel wypadl
CO najmnie) raz?

W dwoch urnach znajduja sie kolorowe kule. W I urnie sg trzy ponumerowane
kule niebieskie, szes¢ ponumerowanych czerwonych i cztery ponumerowane zie-
lone, a w Il urnie - cztery ponumerowane kule niebieskie, piec ponumerowanych
czerwonych i osiem ponumerowanych zielonych. Wybleramy losowo po jednej
kuli z kazdej urny. Oblicz, na ile sposobéw mozna wybra¢ kule tak, aby obie byly
tego samego koloru,
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

W urnie jest pie¢ kul ponumerowanych od 1 do 5. Losujemy kolejno dwie kule
ze zwracaniem i tworzymy liczbe dwucylrowa. Ile jest modliwych wynikdw loso-
wania, w ktoryvm otrzymana liczba jest wigksza od 35 lub mniejsza od 157

Hubert tworzy dwuznakowe kodv zbudowane z liter: H, U, B, E, R, T lub cvfr:
2, 4, 6, 8. lle moze utworzyé kodéw, w ktérych wystepuja rézne spolgloski lub
dwie rozne cyfry?

lle jest liczb dwucyfrowych, z ktorych jedna z cyfr jest parzysta, a druga — niepa-
reysta’

W dwoch urnach znajduja sie ponumerowane kule.

Turna: 0,1, 2,3, 4,5 IMurna: 6,7,.8,9

Wybieramy jedna kule z urny I, a nastepnie jedna z urny II. Na ile sposobow moi-
na wybrac te kule tak, aby ich suma byla liczba nieparzystar

Sposrod cvir nalezacych do zbioru {ﬂ, 2, 4,6, E} tworzymy liczby trzyeyirowe,
w ktorych cyfry moga sie powtarzac, lle wsrod nich jest liczb wigkszych od 599
lub mniejszych od 4007

W urnie znajduja sie kule ponumerowane liczbami naturalnymi jednocyfrowymi
wiekszymi od zera. Doswiadczenie polega na losowaniu dwaoch kul ze zwraca-
niem. Wyniki zapisujemy w kolejnosci wylosowania i otrzymujemy w ten sposob
liczby dwucyfrowe. Ile jest liczb, w ktérych cyfra dziesiatek jest mniejsza od cyfry
jednosci?

2.5. ZADANIA UTRWALAJACE
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3.1. Obliczanie prawdopodobienstwa
klasycznego

Po przeprowadzeniu doswiadczenia losowego mozemy obliczy¢ czestosc wystepowa-
nia poszczegolnych wynikow - jako iloraz liczby otrzymanych interesujacych nas wy-
nikow przez liczbe wszystkich wykonanych doswiadczen,

W podobny sposob obliczamy prawdopodobienstwo zajscia zdarzenia losowego.

Stosujemy wzor; p = o gdzie n— liczba zdarzen elementarnych sprzyjajacych danemu

zdarzeniu, a N - liczba wszystkich zdarzen elementarnych.

Cwiczenie 1.

Oblicz prawdopodobienstwe otrzymania liceby oczek co najmniej rownej 3
przy jednokrotnym rzucie szescienna kostka do gry.

Rozwiazanie:

Wypisujemy wszystkie mozliwe wyniki rzutu szescienng kostkadogry: 1,2, 3,4, 5,6
Okreslamy liczbe wszystkich zdarzei elementarnych: N =6

Wypisujemy wszystkie zdarzenia elementarne sprzyjajace zdarzeniu, ze otrzymano
liczbe oczek co najmniej réwna 3: 3,4, 5,6

Okreslamy liczbe zdarzen sprzyjajacych temu zdarzeniu:n=4
Obliczamy prawdopodobienstwo zajscia zdarzenia: p =§ =§~

Odpowiedz: Prawdopodobienstwo otrzymania liczby oczek co najmniej rownej 3
2

przy jednokrotnym rzucie szescienna kostka do gry wynosi %

Cwiczenie 2.

Dioswiadczenie losowe polega na dwukrotnym rzucie szescienna kostka do gry. Co
jest bardziej prawdopodobne: suma wyrzuconych oczek jest réwna 7 czy iloczyn
wyrzuconych oczek jest rowny 127

Rozwiazanie:

Okreslamy liczbe wszystkich zdarzen elementarnych przy dwukrotnym rzucie sze-
scienna kostkado gry: N=6+-6 = 36

Wypisujemy wszystkie zdarzenia elementarne sprzyjajace zdarzeniu, ze suma wy-
rzuconych oczek jest rowna 7: (1, 6), (2, 5), (3, 4), (4, 3), (5, 2), (6, 1)

Okreslamy liczbe zdarzen sprzyjajacych zdarzeniu, ze suma wyrzuconych oczek jest
rowna7:n==6

Obliczamy prawdopodobienstwo zajscia zdarzenia, ze suma wyrzuconych oczek

. . 6
jest rowna /: —
36
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Wypisujemy wszystkie zdarzenia elementarne sprzyjajace zdarzeniu, ze iloczyn
wyrzuconych oczek jest rowny 12: (2, 6), (3, 4), (4, 3), (6, 2)

Okreslamy liczbe zdarzen sprzyjajacych zdarzeniu, ze iloczyn wyrzuconych oczek
jest rowny 12:n=4

Obliczamy prawdopodobienistwo zajscia zdarzenia, Ze iloczyn wyrzuconych oczek

. i 4
it réwny 12: —
]Eh '!,-’ _:',rﬁ

Odpowied#: Bardziej prawdopodobne przy dwukrotnym rzucie szescienna kostka
do gry jest wyrzucenie oczek, ktorych suma jest rowna 7, niz wyrzucenie oczek,

ktdrych iloczyn wynosi 12.

Cwiczenie 3.

Ze zbioru liczb naturalnych dwucyfrowych losoweo wybieramy jedna liczbe. Ob-
licz prawdopodobierstwo zdarzenia polegajacego na tym, Ze otrzymamy liczbe po-
dzielna przez 15 lub podzielna przez 20.

Rozwiazanie:

Okredlamy liczbe wszystkich zdarzen elementarnych: N =99 -9=90
Wypisujemy wszystkie liczby dwucyfrowe podzielne przez 15: 15, 30, 45, 60, 75, 90
Wypisujemy wszystkie liczby dwucyirowe podzielne przez 20: 20, 40, 60, 80
Wypisujemy wszystkie liczby dwucyfrowe podzielne przez 15 lub 20: 15, 20, 30,
40, 45, 60, 75, 80, 20

Okreslamy liczbe zdarzen elementarnych sprzyjajacych zdarzeniu, ze otrzymamy

liczbe podzielna przez 15 lub podzielna przez 20: n=9

Obliczamy prawdopodobietistwo zajscia zdarzenia; p= % = lll}r
QOdpowiedi: Prawdopodobienstwo wylosowania ze zbioru liczb dwucyfrowych

; Gez : J |
liczby podzielne) przez 15 lub przez 20 jest réwne 6

Cwiczenie 4.

Ma loterii jest 65 losow, w tvym 52 przegrywajacych. Kupujemy 1 los. Jakie jest
prawdopodobienstwo tego, Ze wygramy nagrode?

Rozwiazanie:

Okreslamy liczbe zdarzen elementarnych: N = 65

Okreslamy liczbe zdarzen sprzyjajacych zdarzeniu, ze wylosujemy los wygrywajacy:
n=65-52=13

Obliczamy prawdopodobienstwo zajscia zdarzenia: p = 5 :é

Odpowiedi: Prawdopodobiedistwo wygrania nagrody wynosi

| ==
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Cwiczenie 5.

Pani Matalia ma 6 zakietow: bialy, czerwony, niebieski, zielony, szary i granatowy
oraz 7 spodnic: czarna, biala, 26lta, fioletowa, zielong, granatowa i szara. Oblicz
prawdopodobienstwo zdarzenia, ze wybierajac losowo jeden zakiet i jedna spodni-
ce, pani Natalia skompletuje stroj w jednym kolorze,

Rozwiazanie:

Okreslamy liczbe zdarzen elementarnych: N =6-7 = 42

Okreslamy liczbe zdarzen sprzyjajacych zdarzeniu, ze pani Natalia skompletuje
stroj w jednym kolorze: wybrany stré) moze by¢ koloru bialego, zielonego lub gra-
natowego, wiec n = 3,

3 1
Obliczamy prawdopodobieristwo zajécia zdarzenia: p= 5 == ”
OdpowiedZ: Prawdopodobieristwo skompletowania stroju wynosi —,

14

Cwiczenie 6.

W dwach torebkach sa cukierki. W pierwsze] torebce jest 16 cukierkow czeko-
ladowych i 14 owocowych, a w drugiej torebee sa 24 cukierki czekoladowe i 26
cukierkow owocowych, Losujemy cukierek najpierw z pierwszej, a potem z drugiej
torebki. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze w wyniku losowania otrzymamy dwa
cukierki czekoladowe?

Rozwiazanie:

Wyznaczamy liczbe cukierkow w kazdej torebee: w pierwszej torebcee jest 16 + 14,
czyli 30 cukierkow, a drugiej jest 24 + 26, czyli 50 cukierkow.

Okreslamy liczbe zdarzen elementarnych: N = 30-50 = 1500

Okreslamy liczbe zdarzen sprzyjajacych zdarzeniu, ze wylosujemy dwa cukierki
czekoladowe:

n=16-24 = 384

3
Obliczamy prawdopodobienstwo zajscia zdarzenia: p = i

1500
Odpowiedi: Prawdopodobienstwo wylosowania dwach cukierkow czekoladowych

= 0,256

wynosi 0,256,

Cwiczenie 7.

Dane s3 dwa zbiory A=11,2,3,4,51i B=1{1, 2,3, 4,5, 6, 7, 8. Z kazdego z nich
losujemy jedna liczbe. Oblicz prawdopodobienstwo, ze suma wylosowanych liczb
bedzie podzielna przez 4.

Rozwigzanie:

Okreslamy liczbe zdarzen elementarnych: N =5-8 = 40

Wypisujemy wszystkie zdarzenia elementarne sprzyjajace zdarzeniu, ze suma wy-
losowanych liczb jest podzielna przez 4: (1, 3), (1, 7), (2, 2), (2, 6), (3, 1), (3, 3),
(4,4),(4,8), (5, 3),(5,7)
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Okreslamy liczbe zdarzen sprzyjajacych temu zdarzeniu: n = 10

10 1
Obliczamy prawdopodobienstwo zajscia zdarzenia: p = s = g
Odpowiedz: Prawdopodobienistwo wylosowania sumy liczb podzielnej przez 4 wy-
1
nosi —,
4

Cwiczenie 8.

Prawdopodobiedstwo wylosowania chlopea z klasy, w ktdrej jest 12 dziewczyn,

3 ; ) ; ,
wynosi —. llu jest chlopcow w tej klasie?
|

Rozwiazanie:
Oznaczamy przez x liczbe chlopcow w tej klasie, a przez 12 + x liczbe wszystkich
uczniow tej klasy.
Wyznaczamy liczbe chlopcow:
X 3

—

124x 5
x=18
Odpowiedz: W tej klasie jest 18 chlopcdw.

Zdarzenie, dla ktorego prawdopodobienstwo zajscia jest rowne |, nazywamy zdarze-

niem pewnym, a takie, dla ktérego prawdopodobieristwo zajscia wynosi 0, nazywa-
my zdarzeniem niemozliwym. Na przyklad zdarzeniem pewnym jest wyrzucenie
orfa lub reszki w rzucie monety, a zdarzeniem niemozliwym jest wyrzucenie wiecej niz

b oczek w jednokrotnym rzucie szescienna kostka do gry.

ZADANIA DO ROZWIAZANIA

1.

2.

Rzucamy dwa razy symetryczna moneta. Oblicz prawdopodobienstwo, ze dwa
razy wypadnie orzel.

W urnie jest 30 kul, w tym 18 kul czarnych. Losujemy z urny jedna kule. Jakie jest
prawdopodobienstwo tego, ze wylosowana kula nie jest czarna?

W urnie jest 100 kul: 25 kul bialych, 35 zielonych, a pozostale sa czarne, Losujemy
z urny jedna kule. Oblicz prawdopodobieristwo zdarzenia, ze wylosowana kula

jest biala, oraz prawdopodobienistwo tego, ze wylosowana kula jest czarna. Ktore
zdarzenie jest bardziej prawdopodobner

Jakie jest prawdopodobieristwo wylosowania asa z talii 52 kart?

Rzucamy dwa razy szescienna kostka do gry. Oblicz prawdopodobienstwo, ze ilo-
czvn wyrzuconej liczby oczek wyniesie 12,

3.1, OBLICZANIE PRAWDOPODOBIENSTWA KLASYCIMNEGD
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10.

11.

12.

13.

14.

Doswiadczenie losowe polega na dwukrotnym rzucie szescienna kostka do gry.
Oblicz prawdopodobieristwo zdarzenia polegajacego na:

a) wyrzuceniu liczby oczek, ktorych suma jest co najwyzej rowna 12,
b} wyrzuceniu liczby oczek, ktérych iloczyn jest podzielny przez 7.

Rzucamy trzykrotnie symetryczna moneta. Wyznacz prawdopodobienstwo,
ze dokladnie w trzecim rzucie wypadnie reszka.

W loterii sa 64 losy ponumerowane kolejno od 1 do 64. Nagrody otrzymuja losy
z numerami podzielnymi przez 4. Jakie jest prawdopodobienstwo wygrania w tej
loterii?

W irad 60 losdw jest 28 przegryvwajacych. Jakie jest prawdopodobieistwo, ze lo-
sujac dwa razy po jednym losie, wygramy dokladnie dwa razy?

sposrod liczb 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 losujemy dwa razy po jednej liczbie ze zwracaniem.
Oblicz prawdopodobienistwo zdarzenia polegajacego na wylosowaniu liceb, kro-
rvch iloczyn jest podzielny przez 3.

Na polce jest 20 ksiazek, wsrod krorych szes¢ dotyezy historii Polski. Oblicz praw-
dopodobienistwo zdarzenia, ze wzieta z polki losowo ksiazka nie opisuje historii
naszego kraju.

Pan Jan ma do dvspozycji trzy rézne pary butéw w kolorze granatowym i czte-
ry rozne pary butdéw w kolorze czarnym oraz szesé roznych koszul granatowych
i dwie rozne koszule czarne. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze pan Jan dobie-
rze buty i koszule w tym samym kolorze,

W klubie szachowym jest 12 kobiet 1 13 mezczyvzn. Na zawody szachowe nalezy
wybrac dwuosobowa druzyne. Ktore ze zdarzen jest bardzie) prawdopodobne: to,
ze w te] druzynie znajda sie dwie kobiety, czy to, Ze w tej druzynie bedzie dwoch
mezczyzn? Uzasadnij swoj wybor.

Talia sklada sie z 52 kart. Doswiadczenie losowe polega losowaniu jedne) karty
z talii. Co jest bardziej prawdopodobne:

a) wyciagniecie krola czy wyciagniecie kiera,

b) wyciagniecie asa czy piatki,

¢) wyciagniecie figury czy pika?

ZADANIA SPRAWDZAJACE

1.

W grupie jest 12 kobiet i 28 mezczyzn. Losujemy jedna osobe z tej grupy. Jakie jest

prawdopodobienstwo tego, ze bedzie to mezczyzna?
3 5 1 7
A.— B. - C.— D. —
7 8 28 10
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2. PRzucamy dwa razy szescienng kostka do gry. lle jest rowne prawdopodobienistwo,

Ze otrzymana suma oczek wynosi 47

2 | | 5
A.— B. - C.— D.—
3 2 12 36
3. W loterii przygotowano 168 losow przegrywajacych i 24 losy wygrywajace. Jakie

jest prawdopodobienstwo, ze zakupiony los bedzie wygrany?

R gl gt .1
7 8 5 9

4, W pudelku sa trzy kule biale i m kul czarnych. Prawdopodobienstwo wylosowa-
nia kuli czarnej jest réwne 0,25. lle wynosi m?
Al B. 4 C.6 D. 8

3.2. Srednia arytmetyczna, $rednia
wazona

Statystyka zajmuje sie metodami pozyskiwania i prezentacji, a przede wszystkim ana-
lizy danych opisujacych rézne zjawiska. Dla kazdego zbioru danych statystycznych
mozna okresli¢ pewne liczby charakteryzujace ten zbidr. 5a nimi srednia arytmetyczna
1 srednia wazona,

ﬂredniq arytmetyczng dla kilku wielkosci oblicza sie, dzielac sume wartosci da-
nych przez liczbe danych.

Srednia arytmetyczna liczb x,, x, ..., x,, to liczba x okreslona wzorem:

X+ X+t %,
n
Ze srednia arytmetyczna najczesciej spotykamy sie w szkole podczas liczenia sredniej

oceny semestralnej dla kaizdego z uczniow w klasie.

¥ =

Cwiczenie 1.
Jaka srednia ocen uzyskal Wojtek, jeshi na swiadectwie mial jedna ocene celujaca,
dwie oceny bardzo dobre, cztery oceny dobre, szed¢ ocen dostatecznych i dwie oce-
ny dopuszczajace?

Rozwiazanie:
1-6+2-5+4:4+6:34+2-2

15

Qdpowiedz: Srednia ocen Woijtka wyniosla 3,6.

3,6
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Gdy obliczamy srednia arytmetyczna liczb, wszystkie te liczby traktujemy jednako-
wo. Czasami jednak do niektorych danych przywiazujemy wieksza wage i chcemy to
uwzglednic przy obliczaniu sredniej wartosci.

N
Ten rodzaj sredniej kilku danych, w ktérym nie kazda wielkosé jest jednakowo

wazna, nazywamy srednia wazona. Czynniki opisujace znaczenie, jakie chcemy
nada¢ poszczegdlnym wielkosciom, nazywamy wagami sredniej wazone;,

/

Srednia wazona liczb x, x,,..., x, z wagami odpowiednio ut.a:,....uﬂigdzie T A

oznaczaja liczby dodatnie) to liczba x« okreslona wzorem:

5y X
Xw —

T Xy, T T X d

a4+ a,+.i.+a

n

Gdy wszystkie wagi sa rowne, srednia wazona jest rowna Sredniej arytmetyczne).

Cwiczenie 2.
Do pierwszej klasy szkoly branzowej przyjmuje sie kandydatdw na podstawie sred-
niej wazonej ocen na swiadectwie ukonczenia szkoly podstawowej z nastepujacych
przedmiotow: jezyk polski, matematyka, jezyk obcy, historia, geografia. Oceny beda
przeliczane na punkty wedlug zasady: celujacy - 4 punkty, bardzo dobry - 3 punkty,
dobry — 2 punkty, dostateczny — | punkt, dopuszczajacy — 0 punktow.
Jakie rezultaty osiagneli kandydaci, ktorych oceny podano w tabeli?

Jezyk Srednia

Kandydat Jezyk Matematyka Historia Geografia

polski obcy wazZona
Ania Bak 4 5 4 3 3
Kacper Dvk 5 3 S 4 4
Motek 3 4 3 3 2
Zielony
Rozwiazanie;

Obliczamy srednia wazona Ani Bak:
424834 42431431
2434 2+1+1

Obliczamy srednia wazona Kacpra Dyka:

53+ 31453442442, ¢
3+143+242 L

Obliczamy srednia wazona Wojtka Zielonego:

31442431431 +-E-D;3r‘m
1+2+1+1+0

Odpowiedz: Srednia wazona ocen Ani Bak wynosi 4,11, Kacpra Dyka wynosi 4,45,

=4,11

a Wojtka Zielonego wynosi 3,40.
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Cwiczenie 3.

W 10-osobowej druzynie srednia wieku byla rowna 18 lat. Gdy do grupy dolaczyl
trener, srednia wieku wzrosla do 20 lat. lle lat ma trener?

Rozwiazanie:

Obliczamy sume lat 10-osobowej druzyny; 10-18 = 180

Oznaczamy przez x wiek trenera.

Wyznaczamy wiek trenera:

180+ x — 30
1041

1804 x=220
x=40

OdpowiedZ: Trener ma 40 lat.

Cwiczenie 4.
Srednia arytmetyczna trzech kolejnych naturalnych liczb parzystych wynosi 12.
£najdz e liczby.
Rozwiazanie:
Oznaczamy przez x, x + 2, x + 4 trzy kolejne naturalne liczby parzyste.
Wyznaczamy niewladoma x:
x+(x+2)+(x+4)

3

3x+6=36
x=10
Odpowiedz: Szukane liczby to 10, 121 14,

=12

Cwiczenie 5.

Wojtek zmieszal 2,5 litra farby w cenie 40 zl za litr, pol litra farby w cenie 28 zl za

litr i 1 litr farby w cenie 30 2l za litr. Wyznacz cene 1 litra tej mieszanki.

Rozwiazanie:

Obliczamy srednia wazona:

2,540+ 0,528 +1:30 144
2,5+0,5+1 4

Odpowiedz: Cena 1 litra mieszanki wynosi 36 zl.

36

Cwiczenie 6.

Tabela przedstawia zestawienie stazu (w pelnych latach) pracownikéw pewnej firmy.

Staz (pelne lata) 0 | 2 3 5
Liczba pracownikoéw 3 9 17 9 2
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Oblicz sredni staz w tej firmie.

Rozwiazanie:

Obliczamy srednia stazu:

0:3+41:942:174+3-945:2 80
3494174942 40

Odpowiedz: Sredni staz w tej firmie wynosi 2 lata.

=2

Cwiczenie 7.

Uczen na rozwiazanie testu skladajacego sie z 12 zadan przeznaczyl 40 minut. Na
rozwiazanie kazdego z 4 zadan otwartych przeznaczyl trzy razy wiecej czasu niz na
rozwigzanie kazdego z zadann zamknietych. Wyznacz sredni czas przeznaczony na
rozwiazanie jednego zadania zamknietego.

Rozwiazanie:

Oznaczamy przez x sredni czas przeznaczony na rozwiazanie jednego zadania za-
mknietego oraz przez 3x — sredni czas przeznaczony na rozwigzanie jednego zada-
nia otwartego.,

Wyznaczamy sredni czas przeznaczony na rozwiazanie jednego zadania zamknie-
tego:

(12— 4)x+4-3x =40

x=2

OdpowiedZ: Na rozwigzanie zadania zamknietego uczen przeznaczyl srednio 2 mi-
nuty.

ZADANIA DO ROZWIAZANIA

1. Oblicz srednig arytmetyczna liczb: 6,4, 2, 4, 4.

2. Oblicz $rednia arvtmetvezna 10 kolejnych liczb pierwszych.
3. Na diagramie slupkowym przedstawiono oceny semestralne z matemaryki

ucznidow pewnej klasy. Oblicz srednia ocen w tej klasie.

liczha"I
acen
10

8

&

cel. bdb. db. dst. dop. ndst OCEN4

82 111 RACHUMNEK PRAWDOPODOBIENSTWA I STATYSTYKA



7.

Bartek przez caly rok notowal srednie miesieczne temperatury powietrza w swo-
I miescie.
miesiac I I | I | IV | V| VL VI VIO IX | X | X1 | XI
srednia
miesieczna | ool asl-05] 42 (1181156090 175 11.4) 87 | 1.4 |46

temperatura
powietrza w 'C

Wyznacz srednia roczna temperature w tym miescie.

Oblicz srednia wazona danych z tabeli.

wartosc danej 2 4 7 9

[ ]

waga 3 I 4

W tabeli przedstawiono wyniki biegu na 100 m podczas zawodow lekkoatletycz-

nych.
numer
asrodntia 1 2 3 4 5 6 7 8
i 11,12 10,85 10,98 10,76 11,01 1055 10,89 10,80
w sekundach

lle wynosi sredni wynik biegu na 100 m?

Na podstawie danych z tabeli oblicz srednia ocen Kazdego z uczniow oraz srednia
z kazdego przedmiotu.

L - e -
*a ke L o E tu E
= o il = | Wl m & ‘g
o il R B o= lg ?E A

=% g Rel B B g gn 2 Sl &2 8| B =

- = M @ @ BN 8 6 & 2 35 =
a ElAIE|S(=|Sl 22| Bl fINE|s
S CA R Q| & Bla| 8|
Z = o N

] Bil Anna 4 | 413|235 3 4 3 4

2 Dyk Jan 5/4l5|a|a|s5] 3 |43 5

3. Geski Piotr 3|3|3|3)| 2|4 3 3 2 4

4 Kawa Ewa 21 4|51 4| 315 4 S 4 3

5 Nizi:}_lﬂkub 4 5 3 4 3 3 3 4 5 3

6 Saka Pawel 5 | 3|2 21| 3| 4 3 213 3

7. Tyl Iwona 5 5|44 5|3 4 4 4 5

) Wagaﬂdam 5 4 4 | 5 5 4 5 5 5 5

srednia ocen

3.2. SREDNIA ARYTMETYCINA, SREDNIA WAZONA 83



8.

10.

11.

12.

13.

14,

15.

Na stoisku z artykulami spozywczymi sprzedawano kosze swiateczne ze slodycza-
mi. Ogolem sprzedano 50 koszy, w tym: 25 koszy w cenie 38 zl za sztuke, 15 koszy
w cenie 66 zl za sztuke oraz 10 koszy w cenie 89 zl za sztuke. lle wynosi przecietna
cena kosza Swiatecznego ze slodyczami?

Plantator sprzedal 25% zbioru truskawek po 6 2l za kilogram, 50% po 4,5 zl za
kilogram, 15% po 3 zl za kilogram i 10% po 1,5 zl za kilogram. Jaka byla srednia
cena kilograma truskawek?

Pewien nauczyciel ustala ocene semestralng, liczac srednia wazona nastepujacych
liczb: srednia ocen ze sprawdzianu (z waga 0,3), srednia ocen z klasowki (z waga
0,5) oraz srednia ocen za prace na lekcji (z waga 0,2). Nastepnie otrzymanag liczbe
zaokragla do liczby calkowite|. Jaka ocene na koniec semestru otrzyma uczen, kto-
rego oceny przedstawiono w ponizszej tabeli?
Sprawdziany Klasowki Praca na lekcji
oceny 3,54 2,3,4,4 3,2

Srednia wieku 12 pracownikéw pewnej firmy wynosi 30 lat. Gdy przyjeto nowe-
go pracownika, srednia wieku pracownikow zwiekszyla sie o rok. Ile lat ma nowy
pracownik?

Wiadomo, Zze 1 ha pola kosztuje 25 tys. zl, laki - 16 tys. 2l, a za 1 ha nieuzytkow
trzeba zaplacic¢ 7,5 tys. zl. Jaka jest Srednia cena hektara dzialki rolnej, ktérej po-
dzial przedstawiono na diagramie?

Srednia arytmetyczna dziesieciu liczb: x, 3, 1,4, 1, 5, 1, 4, 1, 5 jest rowna 3, Wy-
znacz liczbe x.

Srednia temperatura pierwszych 10 dni kwietnia wynosi 11,5°C, a srednia tem-
peratura pierwszych 9 dni kwietnia wynosi 11°C. Jaka temperature zanotowano
10 kwietnia?

Robert mial na swiadectwie cztery piatki, pie¢ czworek, a pozostale oceny to troj-
ki. Oblicz, ile bylo na swiadectwie trojek, jesli srednia arytmetyczna ocen Roberta
wynosila 4,
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ZADANIA SPRAWDZAJACE

1.

3.

lle wynosi srednia arytmertyczna liczb: 5, 8,—1,6, 6, 1, 107

2 6
ﬁ. 5_ E-.- 5 Cr 4_ D-l- 415

¥ i
Srednia arytmetyczna liczb: 4, 0, 5, 5, x, 3 jest rowna 3,5. Jaka wartos¢ ma x?
A.x=+4 B.x=3,5 o x=23 . x=35

Ocena semestralna z matematyki jest ustalana na podstawie sredniej wazonej ocen
ucznia (zaokraglonej zgodnie z zasadami matematycznymi do pelnych ocen). Oce-
ny czastkowe i ich wagi podano w tabeli.

Waga Oceny
klasawki 2 3.3,4
kartkowki 1 4,4,3,2

Ile wynosi ocena semestralna dla podanych ocen czastkowych i ich wag?
A.35 B. 4,0 C. 3,0 D.33

Srednia wazona zestawu danych zebranych w tabeli to 3,3.
ocena 2 3 5 X

waga 1 3 1 1

lle wynosi wartos¢ cceny x?
A 3 B.5 C. 4 D 1

3.3. Mediana i dominanta

Innymi wielkosciami charakteryzujacymi zbiér danych sa mediana i dominanta.

(Mediana to srodkowy wynik w danym zbiorze uporzadkowanym niemalejaco. J

Aby wyznaczyé mediane danego zbioru liczb, nalezy najpierw uporzadkowac te liczby

niemalejaco, a nastepnie wsrod tak uporzadkowanych liczb odczytac wynik srodkowy.

Jesli liczba elementéw zbioru danych jest rowna n i jest to liczba nieparzysta, to media-

n+1

na jest liczba o numerze 5

Jezeli liczba elementéw w zbiorze jest rowna n i jest to liczba parzysta, to mediana jest
rowna sredniej arytmetycznej dwach srodkowych liczb (liczbami Srodkowymi sg licz-

n.n

by o numerach —i——+1).
Y 2 2 }

3.3. MEDIANA I DOMINANTA
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Cwiczenie 1.

a) Oblicz mediane danych: 6 mm, 4 mm, 2 mm, 5 mm, 2 mm.

b) Oblicz mediane danych: 6 kg, 8 kg, 6 kg, 9 kg.

Rozwiazanie:

a) Porzadkujemy zbiér danych w kolejnosci niemalejacej: 2 mm, 2 mm, 4 mm,
5 mm, 6 mm.

Liczba elementdw tego zbioru danych jest liczba nieparzysta i wynosi n = 5.

IR PET

2

Odpowiedz: Mediana tego zestawu danvych jest rowna 4 mm.
b) Porzadkujemy zbi6r danych w kolejnosci niemalejacej: 6 kg, 6 kg, 8 kg, 9 kg.

Mediana jest liczba o numerze trzecim , czyli 4 mm.

Liczba elementow tego zbioru danych jest liczba parzysta 1 wynosi n = 4. Zatem

znajdujemy dwie srodkowe liczby. S3 to liczby 0 numerze drugim = i] | 0 nu-
merze trzecim g F1= ; l]. czyli dane: 6 kg i 8 kg.

6+
Mediana jest srednia arytmetyczna tych dwach danych, czyli: . 7 (kg).

Odpowiedz: Mediana tego zestawu danych jest rowna 7 ke.

-
Diagram lodygowo-listkowy jest sposobem przedstawiania danych, przy czym

diagram ten przedstawia wszystkie dane oraz ksztalt rozkladu tych danych.
N

Aby narysowaé diagram lodvgowo-lisciowy, ustalamy najpierw, jakie liczby beda sta-
nowily lodyge (zwvkle opuszczajac jedng cyfre, np. cyfre jednosci), a nastepnie porzad-
kujemy je rosnaco. Uzyskane liczby zapisujemy w jednej kolumnie, oddzielamy piono-
wa kreska i dopisujemy odrzucone cylry (liscie) w kolejnosci niemalejace;.

Na przyklad w postaci diagramu lodygowo-listkowego mozna za- Gone M
v 3 : a slad: dd 5|25 55
pisa¢ rozklad odjazdu autobusow danej linii z okreslonego przy- 6l15 28 50
stanku. Lodyge podaja godziny, a liscie minuty odjazdu. 7|05 20 35 50
8|05 20 30 45
Cwiczenie 2. 9102

Oto dane dotyczace wagi (w gramach) pomidordw: 28,72, 59, 44,22, 27, 32, 40, 40,
52, 56, 60, 38, 67, 81, 40, 27, 42,74, 82, 56, 72, 46, 55, 68, 50, 55, 38, 64. Wyznacz
mediane tego zestawu danych.

Rozwiazanie:

Porzadkujemy dane, stosujac diagram lodygowo-listkowy. Przed kreska piszemy
cyfre dziesiatek wagi pomidora, a po kresce cyfry jednostek w kolejnosci niemale-
jace).
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2(2778 2|27 8 =
3288 3agg e
4000246 4ooo246
50255669 5[01255669
60478 6|0 478 15 wynik =53
7224 7224

gl12 8l112

== 29 wynik =82|

W tym zestawie jest 29 danych (n jest liczba nieparzysta), Srodkowym wynikiem

29+1
jest wynik o numerze pietnastvin, bo ~5 =15. Odszukujemy wynik 15, liczac

kolejno liscie diagramu od gory. Odczytujemy ten wynik, jest on réwny 52.
Odpowiedz: Mediana tego zestawu danvch wynosi 52 gramy.

Cwiczenie 3.

W pewnej klasie zapytano o numer obuwia, jaki nosza uczniowie. Wyniki tego

sondazu przedstawiono na diagramie. Oblicz mediane tego zestawu danych.
A

12
10

8
E] I I
36 37 38 39 40 41
Rozwiazanie:

Obliczamy liczbe wszystkich danych, tzn. liczbe wszystkich uczniéw bioracych

O B B

udzial w sondazu.
n=2+4+6+ 1248+ 3+ 1 =32 (liczba parzysta)

- 5. 32 ; 32
Wynikami sredkowymi sa licgby o numerach: §= Eia 161 %_ l= = +1=17.
Odczytujemy dane na pozycji:

— szZesnaste] — jest nia 38;

— siedemmnastej — jest nia 38.

38+ 38
=38

Obliczamy mediane tych danych;

Odpowiedz: Mediana tego zestawu danych wynosi 38,
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Cwiczenie 4.

Mediana zestawu danych: 11, 17, 10, 18, 11, x, 13, 16 jest rowna 14, Wyznacz liczbe x.
Rozwiazanie:

Zauwazamy, ze w zestawie jest osiem danych, nie sa one uporzadkowane, a media-
na nie jest rowna Zadnej z podanych liczb,

Porzadkujemy dane niemalejaco, ale nie uwzgledniamy nieznanej nam liczby x.
Otrzymujemy: 10, 11, 11, 13, 16, 17, 15.

Gdyby w zestawie byly tylko te dane (jest ich siedem), wowczas mediana bylaby
741

liczba znajdujaca sie na pozycji czwartej fT = 4) réowna 13. Poniewaz w zestawie

jest osiem danych, wiec mediana jest srednia arytmetyczna dwach srodkowych

liczb (tzn. liczb znajdujacych sie na pozycji czwartej i piatej). Mediana osmioele-

mentowego zestawu danych wynosi 14 1 jest wigksza od liczby 13, Whnioskujemy

wiec, ze liczbe x nalezy wiec umiescic nastepujaco: 10, 11, 11, 13, x 16, 17, 18
3-+x

=14 zapisujemy rownanie pozwalajace wyznaczyé liczbe x

x=15 liczba x
Odpowiedz: Szukana liczba x jest réwna 15.

p
Dominanta to liczba, ktora w zbiorze danych wystepuje najczescie). J
.

Jesli w zbiorze danych jest kilka wartosci, ktore wystepuja z taka sama liczebnoscia
i wieksza niz pozostale wartosci, to kazda z tych wartosci jest dominanta. Jesli nato-
miast wszystkie wartosci wystepuja z taka sama liczebnoscia, to méwimy, ze w tym
zbiorze danych nie ma dominanty.

L4

Cwiczenie 5.

Wyznacz dominanty zestawow ocen przedstawionych na diagramie i w tabeli.
a)

liczha"

ocen

10

B

&

JI ||. ..

cel, dst. dop:. ndst Ocena

s S S I
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b)

ocena cel. bdb. db. dst. dop. ndst.
liczba ocen 3 4 8 8 4 I
Rozwiazanie:

a) Odczytujemy ocene, ktora w tym zestawie danych wystepuje najczesciej. Jest to
ocena bdb.

Odpowiedi: Dominanta tego zestawu danvch jest ocena bdb.

b) Odczytujemy ocene, ktéra w tym zestawie danych wystepuje najczesciej. Sa dwie
takie oceny: db. i dst.

Qdpowiedz: Dominanta tego zestawu danych sg oceny db. i dst.

Cwiczenie 6.

Lestaw danych: 27, x, 22, 25, 25, 22, 22, 27, 27 nie ma dominanty. Wyznacz liczbe x.
Rozwiazanie:

Zauwazamy, Ze w zestawie jest dziewiec danych, ktore nie sa uporzadkowane. Po-
rzadkujemy dane niemalejaco, ale nie uwzgledniamy nieznanej nam liczby x.
Otrzymujemy: 22, 22, 22, 25, 25, 27, 27, 27. Ten zestaw danych ma dwie dominan-
ty. 53 to liczby 22 i 27, Kazda 2 tych liczb pojawia sie w zestawie trzykrotnie,
Poniewaz zestaw danych: x, 22, 22, 22, 25, 25, 27, 27, 27 nie ma dominanty, wobec
tego kazda z liczb: 22, 25 i 27 musi pojawi¢ sie tyle samo razy. Wnioskujemy wiec,
Ze x =125.

Odpowiedi: Liczba x jest rowna 25,

ZADANIA DO ROZWIAZANIA

1.

W styczniu oplaty za prad mieszkaficéw pewnego bloku byly nastepujace: 86 zl,
123 zl, 154 21, 140 21, 110 21, 42 21, 100 21, 57 21, B0 21, 78 zl, 94 21, 80 zl. Wyznacz
mediane tych oplat.

Ma diagramie przedstawiono wy- liczbad
niki sprawdzianu z matematyki. Ile GCE‘
wynosi mediana ocen uzyskanych
przez uczniow? 10
8
o]
4
2 I
0 -

dst. dop. ndst. 9¢ENa

3.3. MEDIANA I DOMINANTA
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2.

8.

10.

11.

Srednia szesciu ocen ucznia wynosi 4. Jaka jest szésta ocena, jezeli pie¢ pierwszych
to oceny: 4, 3, 2, 5, 47 Oblicz mediane tych szedciu ocen.
W tabelce zanotowano, ile jablek poszczegolnych gatunkow rézniacych sie cena
sprzedawano kazdego dnia na bazarze.
cena jablek (zl/kg) 2,40 250 260 2,70 2,80 3,20 3,40
waga sprzedanych jablek (kg) 50 45 40 32 32 25 20

Korzystajac z tabeli:

a) znajdZz mediane ceny,

b) oblicz srednia cene jablek sprzedawanych na bazarze (z dokladnoscia do 0,01 21).
Rzuc 20 razy szescienng kostka do gry i zapisuj wyniki. Oblicz mediane i srednia
otrzymanych wynikow.,

Oto oceny uzyskane ze sprawdzianu z matematvki przez uczniow pewne) klasy:
1,1,1,3,3,3,3,3,3,3,3,3,4,4,4,4,4,4,4,4,4,5,5,5,5,5,5,6, 6, 6. Oblicz
srednia arytmetyczna i mediane uzyskanych ocen.

Grupie uczniow zadano pytanie: Jle godzin w ciagu tygodnia poswiecasz na upra-
wianie sportu?”. Wyniki sondazu podano w tabeli.

liczba godzin 0 1 2 4 5 7
liczebnosé 30 45 45 5 15 10

a) Oblicz, ile wynosi mediana tego zestawu danych.

b) Oblicz, jaki procent ankietowanych ucznidw przeznacza na uprawianie sportu
wiecej godzin niz wynosi mediana.

Mediana zestawu danych: 1, x, 0, 8, 11, 12 jest rowna 9. Wyznacz liczbe x.

Wyznacz mediane zestawu danych przedstawionych w tabeli liczebnoscei.

ocena 1 2 3 4 5 6
liczebnosé 2 3 9 6 4 1

Na diagramie lodygowo-listkowym przestawiono wzrost (w cm)
grupy przedszkolakow. lle wynosi mediana tego zestawu danych? 4 o5 = 2 ¢ o
111001334

W bibliotece szkolnej podano liczbe ksiazek wypozyczonych przez uczniow klasy
3a w czasie pierwszego polrocza.

liczba wypoiyczonych ksiazek 0 1 2 4 5 6 9

liczba uczniow 2 3 Q 6

Wyznacz dominante tego zestawu danych.
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12. Oto dane dotyczace wzrostu grupy dziewczat mierzonego w centymetrach:
162, 159, 160, 159, 158, 157, 159, 160, 159, 159, 157, 159, 158, 157. lle wynosi
dominanta tego zestawu danych?

13. Zwazono batony czekoladowe, a wy-
niki przedstawiono w postaci diagra-
mu procentowego.

Ile wynosi dominanta tego zestawu
danych statystycznych?

ZADANIA SPRAWDZAJACE

1. lle wynosi mediana liczb: 10, 11, 12,13, 12, 11, 10?
All3 B. 12 D 8 D. 10

2. lle wynosi mediana liczb: 0, 2, 4, 6, 8, 10?
A4 B.6 C. 10 D.5

3. Wryniki ocen z kartkdowek przedstawiono na diagramach, Na ktérym z nich me-
diana ocen jest rowna 4 (db.)?

A. B.
liczbat liczba¥
ocen CoCen
12 12
10 10
8 8
6 6
4 4
1 B T B
0 0 I -

bdb. bd. dst. dop. ndst. ocena dst. dop. ndst. Ocena

3.3. MEDIANA 1 DOMINANTA 21



K D.

liczbal liczbal
ocern ocen
12 12
10 10
8 8
6 &
4 4
. I 1. it
0 Ll - 0 -
dst. dop. ndst OCENA dst. dop. ndst DCeENa

4. Zmierzono wzrost zawodnikéw dwoch drudyn.
Druzyna [: 190 em, 183 cm, 170 cm, 179 cm, 180 cm
Druzyna Il: 184 cm, 185 cm, 186 cm, 189 cm, 167 cm
Ktore zdanie jest prawdziwe?
A. Srednia wzrostu druzyny I jest wieksza niz srednia wzrostu druzyny I1.
B. Mediana wzrostu druzyny 1 jest wieksza niz mediana druzyny L
C. Srednie wzrostu obu druzyn sa takie same.
D. Srednia wzrostu druzyny | jest mniejsza niz srednia wzrostu druzyny II.

5. Na diagramie przedstawiono dane dotyczace dziennej sprzedazy laptopow.,

livzl'l:la'.I

dni

10

8

-

4
0~ — -
1 2 3 4 5 e liczba

laptopow
Krtore zdanie jest prawdziwe?
A. Mediana sprzedawanych dziennie laptopdw jest réwna 2.
B. Mediana sprzedawanych dziennie laptopow jest réwna sredniej arvimetyczne).
C. Srednia arytmetyczna sprzedawanych dziennie laptopow jest wieksza od me-
diany.
D. Srednia arytmetyczna sprzedawanych dziennie laptopow jest mniejsza od me-

diany.
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6. Nadiagramie lodygowo-listkowym zebrano wyniki pomiaru pulsu mlodego czlo-
wieka w czasie 45 sekund. Ocen, ktore zdanie jest falszywe.

A. Sredni puls wynosi 50. 37

a ' Ho4669
B. Mediana pulsu wynosi 49. slo24a6
C. Najnizsza zanotowana wartos$¢ pulsu to 39 sekund. 6lo

D. Mediana jest wieksza od sredniego pulsu.

7. MNa diagramach kolowych przedstawiono procentowy rozklad ocen z klasowek
z jezyka angielskiego w klasach 3a, 3b, 3¢ i 3d. Ktéry zestaw danych nie ma domi-
nanty?

A, B.

3.3. MEDIANA  DOMINANTA 93
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© 3.4. Skala centylowa

8. Na diagramie lodygowo-listkowym przestawiono wzrost (w cm) grupy przed-
szkolakow. lle wynosi dominanta tego zestawu danych?

918
10125668
11j001334

A.110 B. 113 C. 1131106 D. 110,113, 106

—— - 1 e i i i - v i

Wyniki, jakie uczen uzyskuje z kazdego przedmiotu podczas egzaminu osmoklasisty
oraz egzaminu maturalnego, sa wyrazone w procentach oraz za pomocg skali centylo-
wej. Skala ta pokazuje miejsce kazdego ucznia na tle réwiesnikow, ktorzy napisali eg-
zamin z danego przedmiotu nie tylko w danym roku, lecz takze na przestrzeni lat. Skala
centylowa pozwala wiec pordownac poziom wiedzy i umiejetnosci uczniéw prezento-
wany podczas egzaminow, | tak na przyklad wynik ucznia podany w skali centylowej,
ktory wynosi 65, oznacza, ze 65% wszystkich uczniéw piszacych dany egzamin uzyskalo
wynik taki sam jak on lub nizszy (a 35% uczniéw uzyskalo wynik lepszy niz dany uczen).

e i 1

Skale centylowa tworzy sie dla wynikéw wszystkich uczniow w kraju, osobno
dla kazdego zakresu egzaminu. Skala ta jest skala pozycyjna wynikéw uporzadko-
wanych rosngco i zawiera 99 centyli. Aby ustali¢ wartosci poszczegdlnych centyli,
wyniki egzaminu wszystkich uczniéw piszacych egzamin z danego przedmiotu
nalezy uporzadkowad niemalejaco i podzielié ich zbiér na 100 réwnych czesci. Ma-
stepnie trzeba okresli¢ polozenie granic miedzy tymi czesciami na skali wynikow,

. _.-‘

Cwiczenie 1.

K.asia uzyskala nastepujace wyniki egzaminu osmoklasisty:

- jezyk polski - 56% pkt; wynik taki sam lub nizszy uzyskalo 52% zdajacych;

- jezyk angielski — 70% pkt; wynik taki sam lub nizszy uzyskalo 42% zdajacych;

- matematyka — 32% pkt; wynik taki sam lub nizszy uzyskalo 23% zdajacych.

a) Podaj, jaki procent ésmoklasistéw piszacych egzamin z matematyki ma wynik
taki sam lub nizszy niz Kasia.

b) Podaj, jaki procent 6smoklasistéw piszacych egzamin z jezyka angielskiego ma
wynik lepszy niz Kasia.

c) Z ilu egzaminow Kasia uzyskala wynik powyzej 50 centyla?

d) Czy 70% punktéw uzyskanych przez Kasie z egzaminu z jezyka angielskiego jest
dobrym wynikiem na tle wszystkich uczniéw w Polsce zdajacych ten egzamin?

Dlaczego?
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Rozwiazanie:

a) Odczytujemy, jaki procent uczniow ma taki sam lub nizszy wynik z egzaminu
z matematyki: 23%

Odpowiedz: Wynik taki sam lub nizszy niz Kasia z egzaminu z matematyki uzyska-
lo 23% osmoklasistow.

b) Odczytujemy, jaki procent uczniéw ma taki sam lub nizszy wynik z egzaminu
z jezyka angielskiego: 42%

Obliczamy, jaki procent uczniéw piszacych egzamin z jezyka angielskiego ma wy-
nik lepszy niz Kasia: 100% - 42% = 58%

Odpowiedi: 58% 6smoklasistow uzyskalo wynik lepszy niz Kasia z egzaminu z je-
zyka angielskiego.

¢) Odczytujemy wyniki Kasi z kolejnych egzaminéw wyrazone w skali centylowej:
52%,42% i 23%. Tylko z jednego egzaminu (jezyka polskiego) Kasia uzyskala wiecej
niz 50%.

Odpowiedi: Kasia uzyskala wynik powyzej 50 centyla tylko z jednego egzaminu.
d) Odczytujemy wynik Kasi z jezyka angielskiego w skali centylowej: 42% uzyskalo wy-
nik taki sam lub nizszy niz Kasia. Oznacza to, ze 58% uczniow uzyskalo wynik lepszy.
Odpowiedz: Wynik 70% punktéw z jezyka angielskiego, jaki uzyskala Kasia, nie
jest wynikiem dobrym na tle wszystkich uczniéw zdajacych ten egzamin, poniewaz
ponad polowa wszystkich uczniéw (58%) napisala ten egzamin lepiej niz Kasia.

r‘

Centyl to jedna ze 100 réwnych czesci, na ktore mozna podzieli¢ zakres wartodci
zestawu danych, aby pokazac rozklad tych wartosci.

Centyl danej wartodci jest okreslany przez procent wartosci, ktore sa nie wieksze

- (mniejsze lub réwne) niz ta wartos¢, Na przyklad wynik testu, ktéry jest mniejszy lub

. rowny 75% innych wynikow tego testu znajduje sie w 75 centylu.

Skala centylowa zestawu danych (na przyklad wynikéw egzaminu) to rozklad
wartosci tego zestawu danych podzielony na 100 centyli.

Skala centylowa wynikow egzaminu przypisuje kazdemu wynikowi procentowemu

egzaminu konkretny centyl. Na przyklad w pewnym roku szkolnym wynik procen-
. towy egzaminu rowny 60% mozliwych punktéw do zdobycia moze znajdowac sie

w 70 centylu (70% uczniéw uzyskalo wynik mniejszy lub réwny 60% mozliwych punk-

tow do zdobycia). W kolejnym roku szkolnym ten sam wynik 60% moze znajdowac sie

w 50 centylu (50% uczniéw uzyskalo wynik mniejszy lub réwny 60% mozliwych punk-

téw do zdobycia). Oznacza to, ze w drugim roku egzamin byl trudniejszy dla uczniéw,

bo mniejszy procent uczniéw piszacych egzamin uzyskalo taki sam wynik procentowy
egzaminu (patrz tabela).
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Rok szkolny Procentowy wynik egzaminu centyl
2018/2019 60% 70
2019/2020 60% 50

Cwiczenie 2.

W tabeli przedstawiono skale centylowa z matematyki dla egzaminu dsmoklasisty
przeprowadzonego w 2019 roku (cke.gov.pl).

Matematyka
wynik wartosc¢ wynik wartosc
procentowy centyla procentowy centyla
0 1 53 66
3 2 57 69
¥ 4 60 72
10 8 63 75
13 13 67 78
17 18 70 81
20 23 73 84
23 28 77 87
27 33 80 89
30 38 83 91
33 43 87 94
37 47 90 96
40 51 93 98
43 55 97 99
47 59 100 100
50 63
(dpowiedz na pytania.
a) lle procent uczniéw napisalo egzamin lepiej niz Tosia, ktéra uzyskala z egzaminu
60% punktow?
b) Ile procent punktéw z matematyki mogl uzyska¢ Romek, jesli jego wynik to 51
centyl?
¢) Ewa uzyskala 82% punktéw z egzaminu z matematyki. W jakim centylu znajduje
sie jej wynik?
Rozwiazanie:

a) Odszukujemy w tabeli wynik 60% i odczytujemy odpowiadajaca mu wartos¢ cen-
tyla: 72, Oznacza to, ze 72% ucznidéw uzyskalo wynik taki sam lub nizszy niz Tosia,

a 28% ucznidow uzyskalo lepszy wynik.
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Odpowiedz: Wynik lepszy niz Tosia z egzaminu z matematyki uzyskalo 28% 6smo-
klasistow.

b) Odszukujemy w tabeli wynik 51 centyl i odczytujemy odpowiadajacy mu wynik
procentowy: 40%.

Odpowiedz: Romek mogl uzyska¢ 40% punktow z egzaminu 6smoklasisty z mate-
matyki,

¢) Odszukujemy w tabeli wynik 82%. W tabeli znajduja si¢ wyniki: 80% i 83%, kt6-
rym odpowiadaja 891 91 cenryl.

Odpowiedi: Na podstawie podanej przez CKE tabeli mozemy powiedziec, ze wynik

Ewy znajduje sie pomiedzy 89 a 91 centylem.

Cwiczenie 3.

Kasia zdawala mature w 2018 roku i z egzaminu z historii na poziomie rozszerzo-
nym uzyskala 64% punktéw, Wynik ten miescil sie w 90 centylu. Natomiast jej
mlodsza siostra Ada zdawala mature w 2020 roku. Z egzaminu z historii na pozio-
mie rozszerzonym uzyskala 70% punktdw, a jej wynik tez miescil sie w 90 centylu.
Ktora z dziewczat wykazala sie wiekszymi umiejetnosciami na tle innych uczniow
zdajacych ten egzamin?

Rozwiazanie;

Poréwnajmy wyniki dziewczat.

Kasia - 64% punktéw — 90 centyl

Ada - 70% punktéw — 90 centyl

Ada uzyskala wyzszy wynik procentowy niz Kasia. Natomiast obie dziewczyny
maja taki sam wynik centylowy. Procentowy wynik egzaminu mieszczacy sie w 90
centylu swiadczy o tym, ze wynik egzaminu kazdej z sidstr jest nizszy od wyniku
10% wszystkich uczniow piszacych egzamin maturalny z historii na poziomie roz-
szerzonym w danym roku. Wobec tego poziom umiejetnosci sidstr na tle innych
uczniéw piszacych ten egzamin jest taki sam.

Odpowiedz: Kasia i Ada wykazaly sie takim samym poziomem umiejetnosci na tle
innych ucznidw zdajacych w danym roku egzamin maturalny z historii na pozio-

mie rozszerzonym.

Innym miejscem wykorzystania skali centylowej sa tak zwane siatki centylowe, kto-
rymi posluguja sie lekarze oraz rodzice. Siatki centylowe s jedna z metod obiektywnej
oceny rozwoju fizycznego dzieci w wieku od 1. do 18. roku zycia. Siatki te pozwalaja
sprawdzi¢, czy waga lub wzrost dziecka znajduja sie w normie dla danej populacji. Nor-
ma ta jest dosé szeroka, bo znajduje sie miedzy 3 a 97 centylem.

Ma siatce centylowej sa zaznaczone dwie osie. Na poziomej osi oznacza sie wiek dziec-
ka (w miesigcach lub w latach), a na pionowej — wzrost lub wage. Ponadto na siatce
znajduje sie tez kilka linii oznaczonych liczbami 3, 10, 25, 50, 75, 90, 97. Te liczby
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to wlasnie centyle. Z naniesionych na siatke centylowa danych dotyczacych wzrostu
i wagi dziecka w kolejnych miesiacach jego zycia mozemy sie dowiedzie¢, czy dziecko
rozwija sie proporcjonalne do wieku.

Siatka centylowa (wagi lub wzrostu chlopcéw lub dziewczat) jest rodzajem skali
centylowej, ktora pozwala na ocene przebiegu wzrostu i przyboru masy ciala konkret-
nego dziecka na tle mieszkaricéw danego kraju.

Cwiczenie 4.

Na siatce centylowej zaznaczono wyniki pomiaru wagi Michala w pierwszych czte-
rech miesiacach zycia,

11 97
% —
9 50
8 25
= 10
g}? __ ]
m O
o
= 5
4
3
=
1

=
2
g
%

5 b 7 8 g 10 11 12
wiek (miesiace)

a) Podaj wage Michala w pierwszym miesiacu zycia.

b) W ktérym miesiacu zycia waga Michala podwoila sie w stosunku do jego wagi

W pierwszym miesiacu?

c) W jakim centylu znajdowala sie waga Michala w drugim miesiacu zycia?

Rozwiazanie:

a) Odczytujemy wage Michala odpowiadajaca dla pierwszego miesiaca: 3 kg

Odpowiedz: W pierwszym miesigcu zycia Michal wazyl 3 kilogramy.

b) W pierwszym miesiacu Michal wazyl 3 kg. Odczytujemy ze skali, w ktérym mie-

siacu waga Michala byla dwa razy wigksza, tzn. wynosila 6 kg. Bylo to w czwartym

miesiacu.

OdpowiedZ: W czwartym miesigcu zycia waga Michala podwoila sie w stosunku do

jego wagl w pierwszym miesiacu.

c) Waga Michala w drugim miesiacu Zycia to okolo 4,5 kg. Punkt ten znajduje sie

pomigdzy liniami odpowiadajgcymi 50 i 75 centylowi.

Odpowiedz: W drugim miesiacu zycia waga Michala znajdowala sie pomiedzy 50

a 75 centylem.

- - _— - — _— - = - - = - - - - - - - - —
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1. W tabeli przedstawiono skale centylowa wynikow z jezyka angielskiego na po-
ziomie podstawowym dla egzaminu maturalnego przeprowadzonego w maju
2015 roku (cke.gov.pl).

Jezyk angielski - poziom podstawowy
wynik wartosc wynik wartosc¢ wynik wartosc¢
procentowy centyla procentowy centyla procentowy centyla

ZADANIA DO ROZWIAZANIA ;ﬁ

0 1 34 7 68 31
2 i 36 8 70 34
4 1 38 9 72 36
6 I 40 10 74 38
8 i 42 % 76 41
10 I 44 12 78 43
12 i 46 13 80 46
14 1 48 15 82 49 :
16 1 50 16 84 52 :
18 l 52 17 86 56 ;
20 2 54 19 88 60 ;
22 2 56 20 90 64 .
24 3 58 2 92 70 :
2 4 60 24 94 76 i
28 4 62 26 96 84 5
30 5 64 27 98 94 :
32 6 66 29 100 100 I

Odpowiedz na pytania.

a) W ktérym centylu znajduje sie wynik Ani, ktéra uzyskala z egzaminu 90%
punkrow?

b) Ile procent punktéw maégl uzyskaé Tomek, jesli jego wynik to 20 centyl?

¢) Ewa uzyskala 80% punktdow z egzaminu z jezyka angielskiego na poziomie pod-
stawowym. Czy napisala swoj egzamin lepiej niz polowa maturzystow w 2015
roku?

d) W jakim przedziale procentowym znajduje sie wynik pierwszego centyla?
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2. Ponizej przedstawiono wynik egzaminu maturalnego uzyskanego przez Krzysz-
tofa.

Krzysztof
Zdal egzamin maturalny i uzyskal
z przedmiotow obowiazkowych:
W czescl ustnej egzaminu;
jezyk polski 75% pkt
jezyk angielski 80% pkt
W czesci pisemnej egzaminu na poziomie podstawowym:
jezyk polski 46% pkt; wynik taki sam lub nizszy uzyskalo 27% zdajacych
jezyk angielski 66% pkt; wynik taki sam lub nizszy uzyskalo 39% zdajacych
matematyka  90% pkt; wynik taki sam lub nizszy uzyskalo 97% zdajacych

z przedmiotu dodatkowego w czesci pisemnej egzaminu na poziomie
TOZSZerzonym:

jezyk angielski 14% pkt; wynik taki sam lub nizszy uzyskalo 3% zdajacych

Odpowiedz na pytania.

a) Z ktorego egzaminu Krzysztof mial wynik gorszy niz 10% zdajacych?

b) W ktérym egzaminie Krzysztof uzyskal 97 centyl?

c) Czy 66% punktéw uzyskanych z egzaminu z jezyka angielskiego jest dobrym wy-

nikiem na tle wszystkich uczniow w Polsce zdajacych ten egzamin? Dlaczego?
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3. W tabeli przedstawiono skale centylows wynikdw z jezyka angielskiego na pozio-

- -

mie rozszerzonym dla egzaminu maturalnego przeprowadzonego w maju 2015

roku (cke.gov.pl).

Jezyk angielski — poziom rozszerzony

wartosé wynik wartosc
centyla procentowy centyla

wynik wartosc

procentowy centyla
0 1

(%]
=
= - s . R L o T o Tl

32

==a
_—

Odpowiedz na pytania.

wynik
procentowy
34
36
38
40
42
44
46
48
50
52
54
56
58
60
62
64
66

13
14
16
18
21
23
25
28
30
33
35
38
41
44
47
50
53

68 56
70 59
72 63
74 66
76 69
78 73
&0 76
82 79
84 82
86 85
88 88
90 91
92 93
94 96
96 98
98 100
100 100

a) lle procent punktéw powinien uzyska¢ minimalnie maturzysta, aby jego wynik

z egzaminu maturalnego z jezyka angielskiego na poziomie rozszerzonym zna-

lazl sie w najwyzszym centylu? Czy taki procent punktéw wystarczy uczniowi
do uzyskania najwyZszego centyla na egzaminie maturalnym na poziomie pod-

stawowym? (tabela z zadania 1). Odpowiedz uzasadnij.

b) Ola uzyskala z egzaminu z jezyka angielskiego 30% punktéw, a Kasia dwa razy
wiecej punktéw. Czy mozna stwierdzié, ze wynik Kasi wyrazony w centylach

jest dwa razy wiekszy od wyniku Oli podanego w centylach?

c) Piotrek twierdzi, ze jego umiejetnosci z jezyka angielskiego na poziomie rozsze-

rzonym sa wieksze niZz umiejetnosci polowy maturzystéw. Ze swojego egzami-

nu maturalnego z jezyka angielskiego na poziomie rozszerzonym uzyskal

% punktdw mozliwych do zdobycia. Czy Piotrek wlasciwie ocenil poziom swo-

ich umiejetnosci z tego przedmiotu? OdpowiedZ uzasadnij.

3.4 SKALA CENTYLOWA
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4. Na rysunku przestawiono siatke centylowa masy ciala dziewczat (link.operon.pl/

n73351).
Siatka centylowa masy ciala dziewczat warszawskich -
L] 3
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Odpowiedz na pytania.

a) Polroczna dziewczynka wazy 8 kg. W jakim centylu znajduje sie jej waga?

b) Dziewczynka w 10. miesiacu zycia znalazla sie pod wzgledem wagi w 50 centy-
lu. Ile wazyla ta dziewczynka?

c¢) Marta ma 14 lat, Iza o 2 lata mniej od Marty, a Helenka o 3 lata mniej od lzy.
Kazda z dziewczynek wazy 50 kilogramow. Czy waga kazdej z nich znajduje sie
w granicach normy?

d) Mama siedmioletniej Kasi powiedziala, ze waga dziewczynki znajduje sie
w gornej granicy normy. Kasia wazyla 24 kilogramy. Czy interpretacja wyniku
wagi dziewczynki byla prawidlowar

W R S
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przez Kacpra.

5. Ponizej przedstawiono wyniki egzaminu maturalnego uzyskane przez Zosie oraz }F\
ZOSIA .
Zdala egzamin maturalny i uzyskala I
z przedmiotow obowiazkowych:
W czescl ustnej egzaminu:

jezvk polski 63% pkt

jezyk angielski  33% pkt

w czesci pisemnej egzaminu na poziomie podstawowym:

jezyk polski 69% pkt; wynik taki sam lub nizszy uzyskalo 56% zdajacych
jezyk angielski  78% pkt; wynik taki sam lub nizszy uzyskalo 56% zdajacych

matematyka  84% pkt; wynik taki sam lub nizszy uzyskalo 83% zdajacych
z przedmiotu dodatkowego:
w czesci pisemnej egzaminu na poziomie rozszerzonym:

matematyka  30% pkt; wynik taki sam lub nizszy uzyskato 40% zdajgcych

KACPER
Zdal egzamin maturalny i uzyskal
z przedmiotow obowigzkowych: :

W czesci ustnej egzaminu: .
jezyk polski 70% pkt

jezyk angielski 60% pkt

W czescl pisemnej egzaminu na poziomie podstawowym:

jezyk polski 58% pkt; wynik taki sam lub nizszy uzyskalo 48% zdajacych
jezyk angielski 62% pkt; wynik taki sam lub niZzszy uzyskalo 42% zdajacych
matematyka 84% pkt; wynik taki sam lub nizszy uzyskalo 83% zdajacych

z przedmiotu dodatkowego:

W CzgSci pisemnej egzaminu na poziomie rozszerzonym:

matematyka  40% pkt; wynik taki sam lub nizszy uzyskalo 48% zdajacych
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a) Ktory maturzysta uzyskal lepsze wyniki z egzaminéw? Odpowiedi uzasadnij.

b) Poréwnaj poziom umiejetnosci Zosi i Kacpra z jezyka polskiego i z jezyka an-
gielskiego w czesci pisemnej egzaminu na tle wszystkich maturzystow,

c) Poréwnaj wyniki procentowe Zosi i Kacpra z jezyka polskiego i z jezyka angiel-
skiego w czesci pisemnej.

ZADANIA SPRAWDZAJACE

Informacje do zadan 1.-3.

Tabela dotyczaca skali centylowej z jezyka angielskiego na poziomie podstawowym dla
egzaminu maturalnego przeprowadzonego w maju 2015 roku (cke.gov.pl) jest przed-
stawiona w zadaniu 1. w zadaniach do rozwiazania (s. 99). Skorzystaj z zawartych tam
informacji.

W tabeli przedstawiono skale centylows z jezyka angielskiego na poziomie podstawo-
wym dla egzaminu maturalnego przeprowadzonego w maju 2016 roku (cke.gov.pl)

Jezyk angielski - poziom podstawowy
wynik wartosé wynik wartoscé wynik wartosé
procentowy centyla  procentowy centyla procentowy  centyla

0 1 34 11 68 42
2 1 36 12 70 44
4 1 38 14 72 46
6 1 40 15 74 48
8 1 42 17 76 50
10 1 44 19 78 53
12 1 46 21 80 55
14 1 48 23 82 58
16 1 50 25 84 61
18 2 52 26 86 64
20 2 54 28 88 67
22 3 56 30 90 71
24 4 58 32 92 75
26 5 60 34 94 80
28 6 62 36 96 86
30 8 64 38 98 93
32 9 66 40 100 100
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Marcin zdawal mature w 2015 roku, a Michal - w 2016 roku. Obydwaj uzyskali
z egzaminu z jezyka angielskiego w zakresie podstawowym 68%. Ktory z chlop-
cow wykazal sie wigkszymi umiejetnosciami na tle innych kolegéw zdajacych ten
egzamin?

A. Marcin

B. Michal

C. poziom umiejetnosci byl taki sam

D. nie mozna tego okresli¢

Aby zda¢ egzamin maturalny na poziomie podstawowym, nalezy uzyska¢ mini-
mum 30% punktéow. W ktdérym roku egzamin maturalny z jezyka angielskiego na
poziomie podstawowym zdal uczen, ktory uzyskal wynik odpowiadajacy 6 centy-
lowir?

A, w 2015 roku

B. w 2016 roku

C.w 2015 iw 2016 roku

D. w zadnym z podanych lat

W ktérym roku egzamin maturalny z jezyka angielskiego na poziomie podstawo-
wym okazal sie dla uczniow larwiejszy?

A. w2015 roku

B. w 2016 roku

C. poziom trudnosci byl taki sam

D. trudno powiedzieé

3.5. Zadania utrwalajgce

p

Spodrdd liczb 1, 2, 3, 4, 5,6, 7, ..., 19, 20 wybieramy losowo jedna liczbe. Oblicz
prawdopodobienistwo, ze wylosowana liczba jest podzielna przez 5.

W klasie jest dwa razy wiecej chlopcéw niz dziewczat, Czy przy losowaniu jednej

1
osoby z tej klasy prawdopodobienstwo wylosowania dziewczyny jest rowne E?
Uzasadnij odpowiedz.

W pewnej klasie stosunek liczby dziewczat do liczby chlopcow jest rowny 5:3.
Losujemy jedna osobe z tej klasy. Oblicz prawdopodobienstwo tego, ze bedzie to
chlopiec.

W urnie znajduje sie pie¢ kul ponumerowanych od 1 do 5. Losujemy z urny dwie
kule bez zwracania i tworzymy liczbe dwucyfrowa. Jakie jest prawdopodobieri-
stwo otrzymania liczby podzielnej przez 37

3.5. ZADANIA UTRWALAJACE
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5%,

10.

11.

12.

13.

14,

15.

Talia zawiera 52 karty. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze losujac trzy razy po
jednej karcie bez zwracania, wylosujemy trzy asy?

Ile wynosi srednia arytmetyczna liczb: —3, -2, 0, 3, 57
Suma liczb x, y, z wynosi 10. Oblicz srednia arytmetyczna liczb x, y, z, 4.
Ma diagramie przedstawiono wyniki klasvfikacji semestralnej z jezvka angielskiego.

Ile wynosi srednia arytmetyczna ocen uzyskanych przez uczniow?

W klasie jest 10 dziewczat i 15 chlopcéw. Srednia wzrostu dziewczat wyno-
si 162,5 ¢m, a srednia wzrostu chlopcow to 178,2 cm. Oblicz srednia wzrostu
uczniow tej klasy.

Zmieszano 2 kg cukierkéow w cenie 22 2zl za kilogram, 3 kg cukierkéw w cenie
28 zl za kilogram i 5 kg w cenie 18 zl za kilogram. Wyznacz cene 1 kilograma tej
mieszanki.

W sprawozdaniu dotyczacym sprzedazy akeji pewnej firmy zapisano, ze 60% ak-
cji sprzedano po 80 zl za sztuke, 30% akcji — po 90 zl i 10% - po 100 zl. Jaka byla
srednia cena sprzedazy jednej akcji?

Werdd uczniow pewnej klasy przeprowadzono ankiete dotyczaca liczby osob
w rodzinie. Wyniki ankiety przedstawiono w tabeli.

liczba 0sdb w rodzinie 2 3 4 5 6 7
liczba uczniow 4 12 6 4 3

lle wynosi dominanta, a ile mediana tego zestawu danych?

Marek kupil kilogram pomidorow. Zwazyl kazdego pomidora i zanotowal jego
mase (w gramach): 40, 42, 44, 50, 74, 64, 56, 72, 46, 55, 46, 59, 68, 37, 60, 55, 52,
40, 40, 51, 50, Oblicz srednia wage pomidora, dominante i mediane wagi. Oblicze-
nia wykonaj z dokladnoscia do 0,1 g.

Przeprowadi ankiete dotyczaca rozmiaru obuwia, jakie nosza uczniowie twojej
klasy. Zanotuj wyniki w tabeli liczebnosci. Oblicz srednig arytmetyczna i mediane
wynikow,

Na diagramie lodygowo-listkowym przedstawiono wzrost T

dziewczat z klasy 3a. Oblicz srednia arytmetyczna wzro- 4 clng1244688

stu dziewczat tej grupy oraz mediane (z dokladnoscia do 17|01 3
0,1 cm). Ktéra z liczb jest wieksza?
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16.

17.

18.

19.

20.

W tabeli przedstawiono wyniki ocen z geografii, jakie otrzymali uczniowie klas
3ai 3b.

ocena ndst.  dop. dst. db. bdb. cel.
_ klasa 3a 2 3 6 9 3 2
liczebnosé :
klasa 3b 0 6 10 5 2 2

a) Oblicz srednia arytmetyczna ocen dla kazdej klasy.

b) Oblicz mediane ocen dla kazdej klasy,

c) Ktora z nich (mediane czy srednia arytmetyczna) powinni podac uczniowie
klasy 3a, jesli chea pochwalic€ sie uzyskanym wynikiem?

W pewnej lirmie pracuje szesciu pracownikdw, ktérzy miesiecznie zarabiaja po
2500 zl, oraz wlasciciel, ktérego miesieczny zarobek to 6000 zl. Oblicz wysokosc
sredniej placy w tej firmie oraz mediane placy. Jaki procent pracownikdéw zarabia
mniej niz srednia placa, a jaki mniej niz mediana?

W tabeli zebrano dane dotyczace liczby dzieci w rodzinach mieszkajacych przy

ulicy Slonecznej.
liczba dzieci | 2 3 4 5
liczba rodzin 18 2] 6 3 2

a} Oblicz srednia liczbe dzieci w rodzinach.

b) Wyznacz mediane liczby dzieci.

¢) W ilu rodzinach liczba dzieci jest mniejsza niz srednia?

Dane pokazuja, ile dni urlopu wykorzystali pracownicy pewnej firmy w pierw-
szym polroczu biezgcego roku: 8, 2, 3, 10, 16, 19, 20,7, 8, 8,17, 17, 19,10, 12, 11,
14, 14, 12,0,

Oblicz mediane i srednia arytmetyczna liczby wykorzystanych dni urlopu,

W tabeli przedstawiono zestawienie sprzedazy jagodzianek w ciagu 31 dni lipca.

liczba jagodzianek 17 20 24 3l 32
liczba dni 2 8 11 3 7

a) lle wynosi dominanta sprzedazy dziennej jagodzianek?

b) Oblicz srednia liczbe sprzedawanych dziennie jagodzianek.
c) Oblicz mediane sprzedazy dziennej jagodzianek.

Ktéra z liczb: dominanta, srednia czy mediana jest najwieksza?

3,5, ZADANIA UTRWALAJACE

107



108

21. W arkuszu kalkulacyjnym zebrano wyniki ocen pracy klasowej.

A B C

1
2 cel. 2 8,00%

3 bdb. 3 12,00%

4 db. 6 24,00%

5 dst, 7 28,00%

6 dop. 5 20,00%

7 ndst. 2 8,00%

8 | Sredniaocen: | 33 |

a) Podaj dominante zestawu ocen.
b) Oblicz mediang wynikéw. Ilu uczniéw otrzymalo ocene wyzsza od mediany?
c) Ilu uczniéw otrzymalo ocene wyzsza od sredniej ocen?

22. Ponizej przedstawiono wynik egzaminu maturalnego uzyskanego przez Kamila.

Zdal egzamin maturalny i uzyskal z przedmiotow obowiazkowych:
w czg$ci ustnej egzaminu:

jezyk polski 90% pkt

jezyvk angielski 83% pkt

w czesci pisemnej egzaminu na poziomie podstawowym:

jezyk polski 60% pkt; wynik taki sam lub nizszy uzyskalo 54% zdajacych
jezvk angielski 84% pkt; wynik taki sam lub nizszy uzyskalo 61% zdajacych
matematyka  48% pkt; wynik taki sam lub nizszy uzyskalo 43% zdajacych
z przedmiotu dodatkowego

W czesci pisemnej egzaminu na poziomie rozszerzonym:

matematyka 0% pke; wynik taki sam lub nizszy uzyskalo 2% zdajacych

Odpowiedz na pytania.

a) Ktore egzaminy Kamil zdal tak samo lub lepiej niz 50% maturzystéw jego rocz-
nika?

b) lle procent uczniéw uzyskalo 0 punktéw z matematyki na poziomie rozszerzo-
nym?

c) Z ktérego egzaminu w czesci pisemnej Kamil uzyskal najwyzszy wynik?
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23. W tabeli przedstawiono skale centylowg z matematyki na poziomie podstawowym
dla egzaminu maturalnego przeprowadzonego w maju 2015 roku (cke.gov.pl).

Matematyka - poziom podstawowy
wynik wartosc wynik wartosc wynik wartosc
procentowy centyla procentowy centyla procentowy centyla

0 1 34 27 68 68
2 1 36 30 70 70
4 1 38 33 72 72
6 1 40 35 74 74
8 2 42 38 76 76
10 3 44 41 78 77
12 5 46 44 80 79
14 6 48 46 82 81
16 8 50 49 84 83
18 10 52 51 86 85
20 12 54 53 88 86
22 13 56 56 20 89
24 15 58 58 92 21
26 18 60 60 94 93
28 20 62 62 96 96
30 22 64 64 98 98
32 25 66 66 100 100

a) Czy w 2015 roku byli maturzysci, ktérzy uzyskali z egzaminu maturalnego
z matematyki na poziomie podstawowym taki sam wynik procentowy i centy-
lowy? Jedli tak, to wymien re wyniki.

b) lle procent maturzystéw nie zdalo egzaminu maturalnego z matematyki?

c) Jaki wynik w skali centylowej osiagnal uczen, ktérego wynik procentowy wy-
nosil 40%?

I—————————————————————————————————————————————————————————————————————————xﬁl
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ODPOWIEDZI

| STEREOMETRIA

1.1. Graniastostupy

1. a) krawedzi 15, scian 7, wierzcholkdw 10, b) krawedzi 33, scian 13, wierzcholkdw 22, ¢} krawedzi 300,
cian 102, wierzcholkéw 200; 2. V=125 cm’, P=150 em’; 3. P=94 cm’, V=60 cm’; 4, a) V =63,
P=102, b) V =2253, P=15(5-»ﬁ+[2); P='*1(1+1ﬁ] em?; 8. V =108 em?, P=3ﬁ[1+1-..l"z") cin

6. 0 33,1%; 7. 26 cm; 8. 10¥2 em; 9. nie zmieni sig; 10, 74 dm’; 11, V =108 cm®; 12, 242 cm;
13*. P =96 cm®; 14. 9600,V =30 m*; 15. a) 25, b) 48, ¢) 35:;3 ZS: 1A 2. D:3.8:4.C;5.C: 6. D.

1.2. Kat miedzy prosta a plaszczyzna w przestrzeni
2, a) np. EF, b) np. AE, ¢) np. AB, d) FG, e) np. BF, f) AE, g) EFGH, h) np. ABFE;
3.4AB1DC,BC1DA, ACI1 DB;

EJ'

5. al llkrawqdm. m\!muiﬂg!a do 3, przecina 4, skosna do 4, b) do 6; 6. —

8.V =216v2 cm’, 9. a) skosne, b} skosne, r}'l przecinajace sieg;
10.

Z5:1.D:2.C3.C: 4. B
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1.3. Ostrosiupy
1. a) krawedzie - 14, sciany - 8, b) krawedzie - 30, sciany - 16, ¢} krawedzie - 200, sciany - 101;
2,

4cm

3cm

P ={9-+ SJ'EE] em® 3. F=164119 cm®:

4. o — kat nachylenia krawedzi bocznej do plaszeczyeny podstawy, 3 - kat nachylenia sciany bocznej do

plaszczyzny podstawy, + = kat miedzy krawedzia boczng i krawedzia podstawy, § = kat miedzy krawedzia

12842
3

10. 2 574 467 m’: 11. 443 em; 11+3::; em: 13. 14443 em?; 14. 4847 em?; 15.

cm!;ﬂ,ﬂ-i cm; 9. 120°;

163
3

boczna i wysokoscia ostrostupa; 5. ¥ =483 cm’, P=72V3 cm’; 6. nie; 7.

- em™ 16,0 = 8 cm,
H=3cm;17, 384cm’; 18, ¥ =483 em’, P=723 am®, Z.S.: 1. D; 2. ; 3. B: 4. C: 8, C: 6. A.

1.4. Bryly obrotowe
L 367 em?, S47 em’; 2. 3,14 m’; 3. 5024 I; 4. 507(1423)em? 5. 2 em; 6. 128+, 327(1+4 27);

643

7. 1507 ¢m®: 8. 367 em?; 9. 1807 em?, 1327 ¢m™; 10. = 7 em’; 11, 807 ¢m’, 1287 am’; 12. objerosé
jest mniejsza, gdy sie obraca wzdluz dluzszej preyprostokatnej; 13. E\E :14. 727 em?; lﬁ.ﬂﬁ[l + xl'lti.]'::m!_:
16.12873 em? 17,973 em®; 18, 2407 em?*; 19%. a) 54 em®, b) 727 em”; pole powierzchni calkowitej

4000
hr!.rly w punkﬂ'e a jest mniejsze o 367 em’: 20, lﬁir{] +- u'r_’_:]c'mz; 21, 367 cm®, 367 cm’ =22 : u o™

O 32 000~
23,9727 em’; 24. 1447 cm?; 25, em?’, 1007 em?; 26. em®; 27.a) 9727 cm?, b) 2887 em?;

28. 3 cm; 29, walec 0 247 cm?; 30. walec162 cm’, stozek 81 em”, kula108 cm®. Z.5.: 1. A; 2. B; 3. D; 4. B;
5.0 6.D;7.C:8.0:9.D; 10. D.

1.5. Zadania utrwalajgce
1.KSi LM, LSi KM, MSi KL: 2. V=210 am’, P=214 cm’ 3.0 48.8%; 4, 3,5 cm; 5.180 cm";ﬁ.{?-l-?\l'lﬁ}ﬂnl;

ODPOWIEDZI
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3cm

3cm

& cm 6 cm

7. 546 cm: 8. 1443 cm?®: 9. 2443 cm: 10.96 cm™ 11. 4,71 I 12. 367 em?, 547 em®: 13, 379 940 am ™
843
14. 13 ¢m; 15, ckolo 0,5 m”*: 16.187 ¢m*: 17. 8= cm“-,T”rrr cm* 18.6v6 cm: 19,75 em’; 20,987 cm’;

21. 3em; 22, 6 cm; 23, 37'%; 24, kula; 28, 12 cm.

Il KOMBINATORYKA

2.1. Doswiadczenia losowe
2.2)

Wynik rzutu O R
Liczebnosd 13 12

b)

liczebniosdé }
14

13

12 I

11 -
¥

o 4?@ wynik rzutu

&

c) orzel: 52%. reszka: 48%:;

3.a) {(O, R), (0, 0}, (R, O), (R, R}, b) i(1, 1), {1, 2), (1, 3), (1, 4}, (1, 5), (1, 6), (2, 1), (2, 2), (2, 3), (2, 4),
(2,5), (2, 6), (3, 1), (3, 2), (3, 3), (3, 4), (3, 5), (3, 8), (4, 1), (4, 2), (4, 3), (4, 4), (4, 5), (4, 6), (5, 1]}, (5, 2},
{5, 3), (5, 4), (5, 5), (5, 6), (6, 1), (6, 2), (6, 3), (6, 4), (6, 5), (6, 6)}; 4. {{R, O), (O, R), (O, O} & H{1, O),
(2,0),(3,0),(4,0),(5, 0), (6,01, R}, (2, R), (3, R}, (4, R}, {5, R), (6, R}I; 6. a) (b, z, c), (b, e, 2), (2, b, c),
{z, ¢, b, (e, b, 2), (¢, 2, b}|, b) zdarzenie niemozliwe; 7. a) [(1, 1), (2, 2), (3, 3), (4, 4}, (5, 5), (6, 6)}, b} 1(1, 1),

o
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(1, 2), (1, 3), (1, 4), (1, 5); (1, 6), (2, 1), (2, 2), (2, 3), (2, 4), (2, 5), (2, 6)}, €} (1, 1), ), (1, 2); (1, 3), (1, 4),
(1, 5), (1, 6}, (3, 1), (3, 2}, (3, 3), (3, 4), (3, 5), (3, 6), (5, 1), (5, 2), (5, 3), (5, 4), (5, 5), (5, &), (2, 5], (4, 5),
{6, 511, d} 1(2, 3), (2, 6), (4, 3), (4, 6), (6, 3), (6, 6)}; 8. 4;9. 6, IAWOD, AWDO, AOWD, AODW, ADWO,
ADOW; 10. 12, 21, 13, 31, 14, 41, 23, 32, 24, 42, 34, 43, 12 liczb; 11. {As kier, As karo, Krdal kier,
Krol karo, Dama kier, Dama karo, Walet kier, Walet karoi; 12. i{w', p'], (p', w'), iw', p), (p?, w'), (W', p'),
(p?, w'), (w?, p') {p", wi), (w3, p?), (p?, W), (w?, p), (p2, wo), (w', wi), (w?, w'), (p% pP), (p% D) (s pY),
L' (PP (ph P 25.:1.D: 2. B: 3.B: 4. C,

2.2. Reguta mnozenia. Liczba zdarzen elementarnych
L. 140; 2. 80; 3. 216; 4. 303 600; 8. 60; 6. 125; 7, 4896; 8. 5040; 9, 720; 10. 360; 11. 20; 12. 256,
Z25.:1.D0:2.B;3.C 4 A

2.3. Regula dodawania
1.18;2.3;3.6:4.9:5,. 18 Z.5.: 1. C; 2. D; 3. B.

2.4, Reguta mnozenia i dodawania
1.6;2.12; 3. 15:4.9; 5. 32; 6. 45; 7. 23: 8, 250; 9. 2} 18,b) 30; 10. 36; 11. 172. Z.5.: 1. D; 2. A; 3. A: 4. B;
5.C,

2.5. Zadania utrwalajace

1. 1: 20M%, 2: 24%, 3: 28%, 4: 28%; 2. O, O); 3. {(5, O), (6, O): 4. a) 1(1, 5), (5, 1), (2, 4), (4, 2) (3, 31,
b) (1, 1), (1, 3), (3, 1}, (1, 5), (5, 1}, (3, 3), (3, 5), (5, 3), (5, 5)1; 5. a) l{b, n, 2), (b, Z, n), (n, b, Z), n, 2, b),
(%, b, n), (2, n, b)], b) zdarzenie pewne; 6. 1120; 7, 216; 8. 60; 9, 180; 10, 210; 11, 10; 12. 7; 13. 74; 14, 14;
15. 24;16.45;17. 12; 18.75; 19, 36,

Il RACHUNEK PRAWDOPODOBIENSTWA
| STATYSTYKA

3.1. Obliczanie prawdopodobienstwa klasycznego

1 2 | 2 . : | 1 | |
1. — ; 2. = 3. kula biata: —, kula czarna: —, wylosowanie kuli czarnej: 4. —: 5. —:6.a) 1,b) 0: 7. —; 8. —;
4 5 4 8 - 13 9 2 4

0. EE, 10. E’, 11. l; 12. E; 13. prawdopodobienistwo wyboru dwach kobier: Eﬂu — -l-l—, prawdopo-
885 49 10 28 25-24 50
g o ' . 1312 13 - . ' :
dobienstwo wyboru dwaoch mezczyzn: W = Y bardziej prawdopodobny wybdr dwach mezczyzn:
13 11

= > gn-; 14. a) kiera, b) tak sumo, ¢) figury. Z.5.:1.D; 2. C: 3. B; 4. A,

3.2. Srednia arytmetyczna, $rednia wazona

1.4;2.12,9;3.368;4.6,1°C;5,5,6;6. 10,87%;7.1:3,5,2:4,2,3:3,4: 4,5:3,9,6:2,9,7: 4,3, 8: 4,7, j. polski:
4, j. angielski: 4, historia: 3,625, matematyka: 3,5, fizvka: 3,5, geografia: 4,125, podstawy ekonomai: 3,75,
elementy prawa: 4, statystvka: 3,625, zasady rachunkowosci: 4; 8. 56,60 z1; 9. 4,35 zl; 10, 3; 11. 43 lata;
12. 17,85 tys. 21; 13, 5; 14.16°C; 15. 4. Z.5.: 1. B; 2. A; 3. C; 4. D.

3.3. Mediana i dominanta

1. 90 zI; 2. 3,5; 3. ocena: 6, mediana: 4; 4. a) 2,60 zl, b) 2,71 zl; 6. srednia; 3,8, mediana; 4; 7. a) 1,5 h,
b) 50%; 8. 10; 9. 3; 10. 109 cm; 11. 2 ksiazki; 12, 159 cm; 13. 492, Z.5.: 1. C; 2. D; 3. C;: 4. D; 8, B; 6. A;
7. 5;8. D,
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3.4, Skala centylowa

1. a) w 64 centylu, b) 56'%, ) nie, d) <(¥%, 20%); 2. a) 2 jezvka angielskiego poziom rozszerzony, b) z ma-
rematvki poziom podstawowy, ¢} nie, bo to tylko 39 centyl; 3. a) 98%, nie, bo bylby to 94 centyl, 2 nie 100
centyl, b) nie, ¢) nie, bo 56% maturzystow napisalo egzamin lepiej niz Piotrek; 4. a) 75, b) 9 kg, ¢} Marta
i lza - tak, Helenka - nie, d) nie; 8, a) Zosia — tylko jeden egzamin ponizej 50 centyla, Kacper — 3 egza-
miny ponizej 50 centyla, b) Kasia uzyskala ten sam centyl z obu egzamindw, wigc jej umiejernosci wobec
pozostalych maturzystow sa na tvm samym poziomie z obu przedmiotdw, pomimo iz wynik procentowy
z jezyka angielskiego jest wyzszy niz z jezyka polskiego, Kacper lepiej na tle rowiesnikow wypadl z jezyka
polskiego, ) oboje uzyskali wyzsze wyniki procentowe z jezvka angielskiego. Z,5.: 1. B; 2, A; 3. A,

3.5. Zadania utrwalajace
L l; . nie, bo prawdopodobienstwo wylosowania dziewczyny wynosi l'; J—4 E; 5. L; 6. 0.,6; 7. 3,5;
5 3 8 5 5525

8.376;9 171,92 cm; 10, 21,80 z; 11, 85 zl; 12, dominanta: 3, mediana 3; 13, dominanta: 40 g, mediana: 51 g,
srednia: 52,4 g; 15, srednia: 163,9 cm, mediana 164 cm, mediana; 16, a) 3a: 3,56, 3b: 3,36, b) 3a: 4, 3b; 3
c) mediane; 17. srednia: 3000 zl, mediana: 2500 zl, 85 g% ,0%; 18.a) 2, b) 2, ¢} 18; 19, mediana: 11,5, Srednia:
11,35; 20. a) 24, b) 25, c) 24, srednia; 21 a) 3, b) 3, 11 oséb, ¢ 11 osab; 22. a) jezyk polski, jezyk angielski,
b) 2%, ¢} z jezyka angielskiego na poziomie podstawowym; 23. a) tak, 53 to wyniki pomiedzy 56% a 76%
oraz pomiedzy 96'% a 100%; b) 20%, ¢) 35 cenryl.
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