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1.1. Uktad rownan pierwszego stopnia
z dwiema niewiadomymi

W klasie pierwszej rozwiazywaliscie rownania pierwszego stopnia z jedna niewiado-
m4. Teraz poznacie réwnanie pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi.

~
Réwnanie postaci ax + by = ¢, w ktérym niewiadome x i y wystepuja w pierwszej

potedze, a, b, ¢ sa danymi liczbami rzeczywistymi oraz a i b nie 53 réwnoczesnie

réwne zero, nazywamy rownaniem pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi.
S

Jezeli do rownania z dwiema niewiadomymi podstawimy pare liczb w miejsce odpo-
wiednich niewiadomych i otrzymamy rownosé prawdziwa, to powiemy, Ze ta para
liczb spelnia to rownanie. Kazda pare liczb spelniajaca dane rownanie nazywamy roz-
wiazaniem tego rownania.

Cwiczenie 1.
Sprawdz, czy nastepujace pary liczb:

) x=1iy=—1 Hx=2iy=3
blx=3iy=2 dlx=-3iy=-7

sg rozwigzaniami réwnania 3x —2y=>5.

Rozwiazanie:

a) L=31-2:(-1)=3+2=5 P=5 L=P
L=3-3-2-2=9—4=5 P=5 L=P
¢)L=32-2:3=6—6=10 P=5 L#=P
d)L=3:(-3)-2:(-7)=-9+14=5 p=5 [L=P

Odpowiedi: Rozwigzaniem rownania 3x—2y=5saparyliccbx =11 y=-1,

x=3iy=2,x=-31y=-—7.Paraliczb x=2i y = 3 nie spelnia tego rownania.

Cwiczenie 2.

Podaj co najmniej dwie pary liczb spelniajacych réwnanie —2x 4+ y— 4=0.

Rozwiazanie:

- wstawiamy do réwnania np. x = 1 (czyli 1 w miejsce x) i obliczamy y:
—2+14+y—4=0 y==6

Para liczb x = 1 i y = 6 jest rozwiazaniem tego rownania,bo —2-1+6 —4=0.
— wstawiamy do rownania, np. x = —1 i obliczamy

—2:(-1)+y—4=0 y=2

Roéwniez para liczb x = —1 i y = 2 spelnia to réwnanie,bo —2: (—1) +2 —4=0.

W powvyzszy sposob mozemy wyznaczyc wiele par liczb spelniajacych to rownanie,
Odpowiedi: To réwnanie spelnia wiele par liczb, miedzy innymi x =11 y =6 oraz

x=—liy=21

I UKEADY ROWNAN



Cwiczenie 3.

Znajdz rakie dwie liczby x i y, ktorych suma jest rowna 5, a roznica 1.

Rozwiazanie:

Jest wiele par liczb, ktorych suma jest rowna 5, np.x=1liy=4,x=21y =3,
x=31y=2.

Jest réwniez wiele par liczb, ktérych réZnica wynosi 1, np. x =5iy=4, x =4
iy=3,x=3iy=2

Para liczb x = 3 i y = 2 spelnia jednoczesnie te warunki.

Odpowiedz: Suma liczb 31 2 jest réwna 5, zas roznica liczb 3 1 2 wynosi 1.

Do zapisywania i rozwiazywania tvch zadan i problemow, w ktorych wystepuje wiecej
niz jedna niewiadoma, stosujemy uklady rownan.

. A
Ukladem réwnan pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi x, y nazywamy

zestaw dwoch rownan: ax +by=cidx +ey= f, gdzie ai b oraz ci d s3 dany-
mi liczbami rzeczywistymi spelniajacymi dodatkowo warunki: liczby a 1 b nie s3
jednoczesnie rowne zero i liczby ¢ i d nie sa jednoczesnie rdwne zero. Taki uklad
zapisujemy w postaci:

ax+by=c

dx+ey=f
Rozwiazaniem ukladu dwoch rownan pierwszego stopniazdwiema niewia-
domymi x, y jest kazda para liczb x i y, ktora spelnia jednoczesnie oba rownania.
To okreslenie pierwszego stopnia bedziemy czasem pomijac.

L S

Rownania z dwiema niewiadomymi nazywamy rownowaznymi, gdy sa spelnione
przez te same pary liczb (maja te same rozwiazania) lub gdy nie spelnia ich zadna para
liczb (gdy nie maja rozwiazan).

Rownanie rownowazne do danego rownania z dwoma niewiadomymi mozemy otrzymac:
— w wyniku przeksztalcenia ktérejkolwiek ze stron danego réwnania poprzez opusz-
czenie nawiasow lub zredukowanie wyrazéw podobnych,

— przenoszac ze znakiem przeciwnym wyraz (lub wyrazy) danego réwnania na jego
druga strone,

— mnozac lub dzielac obie strony danego rownania przez taka sama liczbe rozna od zera.

Przeksztalcajac ktorekolwiek z réwnan ukladu réwnan w rownanie réwnowazne,
olrzymujemy rownowaine uklady rownan, czyvli takie, ktére sa spelnione przez
te same pary liczb (maja te same rozwiazania) lub gdy nie spelnia ich zadna para liczb
(gdy nie maja rozwiazan),

1.1. UKLAD ROWNAN PIERWSZEGO STOPNIA Z DWIEMA NIEWIADOMYM]




Cwiczenie 4.

Sprawdz,czyparaliczbx=2i y=1 jest rozwiazaniem ukladu réwnaﬁllr =3 ;

Rozwiazanie: LT =g

Podstawiamy do obu rownan ukladu x=2iy=1:

L=2-2-1=3 P=3 L =F

L=152+31=6 P, =6 L, =P T i

Odpowiedz: Paraliczb x=21 y= 1 jest rozwiazaniem ukladu réwnar :
’1.51: +3y=6

Cwiczenie 5.

Sprawdz, czy podane uklady réwnan sa réwnowaine.

x+2y=x+4 |x+2y=4
1

S5(x—1]=2x+y |3x—y=5
Rozwiazanie: | | 2x+2p=x+4 | |
Przeksztalcamy kazde z réwnan pierwszego ukladu { W rownanie
; : S5{x—1)=2x+y
rownowazne, -

2x +2y=x+4  —przenosimy wyraz x na lewa strone tego réwnania

5(x ~1})=2x+ y - opuszczamy nawias po lewej stronie tego rownania

2x +2y-x=4  —redukujemy wyrazy podobne

5 -5=1x+y - przenosimy wyrazy 2x i —5 odpowiednio na lewa i prawa
x+2y=4 strone rownania
|5x —2x y=5  -redukujemy wyrazy podobne
Xx+2ly=4 i _ :
- — otrzymalismy drugi z podanvych ukladdw
3x—y=5
2x+2y=x+4 x+2yv=4
Odpowiedi: Uklady rownarn ) i ¢ sa rownowazne,
S5{x—1)=2x+y [3x—y=5

ZADANIA DO ROZWIAZANIA

10

Podaj dwie pary liczb spelniajacych dane rownanie.
a)dx+y=3 b)2x-y-4=0 ¢)-04x+0,5y=2

Na podstawie podanych informacji zapisz odpowiednie rownania z dwiema nie-

wiadomymi.

a) Suma liczb x i y wynosi 8.

b) Trzecia czes¢ liczby y jest o 1 mniejsza od polowy liczby x.

c) Obwad trojkata réwnoramiennego o ramieniu o dlugosci a i podstawie o dlu-
gosci bjest rowny 15,

I UKEADY ROWNAN



3. Podaj wszystkie pary liczb naturalnych, ktore spelniaja ponizsze rownania pierw-
szego stopnia z dwiema niewiadomymi.

ajx+y=6 b)~x+3=y c)x+4y=8
4. Sprawdi, czy nastepujace pary liczb:
a)x=3iy=4 clx=—3iy=10
blx=1iy=16 d)x=—9iy=16
..'l:'—!-_’],,'.—'._i'r

53 rozwiazaniami ukladu réwnan I

5. Sprawdz, czy para liczb x =9 i y = 4 jest rozwiazaniem ukladu réwnarn;
2x+3y+5=>5(x—2)
2(x+5)—(y—3)-2=25
6. Zapisz odpowiednie uklady rownan.
a) Liczba x jest 5 razy wieksza od liczby y, a réznica liczb x i y wynosi 8.
b) 25% liczby y wynosi tyle, ile 50% liczby x. Suma 20% liczby x i 60% liczby y
wynosi 10.
¢) Obwod prostokata o bokach o dlugosci a i bjest réwny 20 cm, a réznica dlugo-
sci jego bokdw wynosi 4 cm.

7. Sprawdz, czy para liceb x = 21 y = —1 spelnia uklady réwnan:
4—2y—x)=5(1—y)—x+1_ [3x+4 y=2
1
5(x+y)=301+7x) x—2y=3

ZADANIA SPRAWDZAJACE

1. Roéwnanielx + y= 8 spelnia para liczb

A x=-—41yp=28§ C.x=381y=8
B.x=—-8i1y=16 D.x=8iy=-8
2. Paraliczb x =11 y=—1jest rozwiazaniem ukladu rownan
" S5x—2y=7 —Sx+2y=7 & Sx—2y=7 —S5x+2y=—7
2x 4 y=1 2x4 y=1 |=2x+ y=1 2x— y=1
g Eod ) ‘ ) llx —3y=43
3. Ktora para liczb jest rozwiazaniem ukladu rownan: ?
Xy =19
x=2 X=35 x4 x=4
A. _ B. C. 1 D. i
Y=y y=4 y= g ¥y=3
4. Dane jest rownanie y = —2(2+ x ). Ktére rownanie nalezy dolaczy¢ do danego,
aby para liczb x = — 21 y =0 byla rozwigzaniem tak utworzonego ukladu?
A 2x—4y=4 C.y—d=x
B. y=2(2+x) D.y+2x=4

1.1. UKEAD ROWNAN PIERWSZEGO STOPNIA Z DWIEMA NIEWIADOMYMI 11
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1.2. Rozwigzywanie uktadéw rownan
metoda podstawiania

Rozwiazac uklad rownan pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi to znaczy
wyznaczyc wszystkie jego rozwiazania albo stwierdzic, e rozwiazan nie ma.

Jedna z czesciej stosowanych metod rozwiazywania ukladéw rownaii jest metoda
podstawiania. Polega ona na wyznaczeniu z ktoregos rownania ukladu jednej nie-
wiadomej i podstawieniu jej do drugiego rownania ukladu.

{ '
Jezeli z jednego rownania ukladu wyznaczymy jedna niewiadoma i podstawimy

otrzymane wyrazenie do drugiego rownania zamiast tej niewiadomej, to uklad
rownan zlozony z pierwszego rownania i tak przekszralconego drugiego rownania

jest rownowazny danemu.
L J

Cwiczenie 1.
g ; g X R= i
Fozwiaz uklad rownan — metoda podstawiania.
# v X Y — b
Rozwiazanie: J
- z pierwszego rownania wyznaczamy niewiadoma x w zaleznosci od niewiadomej
y1wstawiamy do drugiego rownania:
x=—7+y
— pierwsze roOwnanie przepisujemy, a drugie réwnanie rozwiazujemy:
X== P
214 3!_}' f 2_}' = —b0

- plerwsze rownanie przepisujemy, a z drugiego rownania wyznaczamy niewiadoma y:

x=—7/+y
5y=15
x=—7"+y
y=3
- wyznaczona wartosc niewiadome) y wstawiamy do pierwszego rownania:
x=—74+3
| -
— WYZNaczamy X Z plerwszego rownania:
x=—4

- podajemy pare liczb bedacy rozwiazaniem ukladu réwnan.

y=3

I UKEADY ROWNAN



Sprawdzenie:
Sprawdzamy poprawnos¢ rozwiazywania przez nas podanego ukladu réwnan

= _4

i w tym celu sprawdzimy, czy wyznaczona para liczb ' spelnia kazde z rownan
ukladu.
Irownanie: L=-4-3=-7,P=-7,L=P
Il rownanie: L=3(-4)+2.3=6,P=6,L=1"P

x=—4
Odpowiedz: Para liczb \ spelnia dany uklad réwnan. Jest to jedyne rozwia-

y=-

zanie ukladu rownan liniowych.

Przy rozwiazywaniu ukladu réwnan metoda podstawiania mozna sobie pozwoli¢ na
uproszczenie zapisu. Gdy otrzymamy réwnanie z jedna niewiadoma, mozemy je roz-
wiaza¢ oddzielnie, nie przepisujac za kazdym razem calego ukladu dwdch réwnai.

Cwiczenie 2.

Ustal, ile rozwiazan ma dany uklad réwnan.
2x+6y=12 -2x+4y=6 24y=8x-16
a) b) C
Sx+2y=17 3—-2y=—x 3y—x=4
Rozwiazanie:
x=6—3y

ali_, .
5(6—3y)+2y=17
x=6-3y

N—-15y+2y=17

x=6—3y
13y=—13

X=13

=1
4 o :  |2x+ey=12 ; ;
Odpowiedi: Uklad rownarn ~__ majedno rozwigzanie.
2x +4y=6 X2y =1{
x=2y-3

~2(2y—3)+4y=6

b)

x=2y—3
~4ytbo+4y==6
r=2y—3
Q:p=0
x—3219—3

1.2. ROZWIAZYWANIE UKL ADOW ROWNAN METODA PODSTAWIANIA
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Réwnanie 0 - y = 0 jest rownowazne rownaniu 0 - y + 0+ x = 0, wiec rozwiaza-
niem tego rownania jest dowolna para liczb rzeczywistych. Réwnanie ma nieskon-
czenie wiele rozwigzan. Rownanie x = 2y — 3 ma zatem rowniez nieskornczenie
wiele rozwigzan.
Odpowied#: Uklad réwnan
24y=8x—16 p=2y—3
x=3y—4

24y=8x—16|:8

x=3y—4

~-2x+4y=56 : s -
ma DIESkﬂnEZEI‘HE WIEEE TCIE.“’IE._ZHII.

c)

Jy=x—2
‘r:_ﬁr -4
3y=3y-4-2
‘x:_{].r 4
0=-6

x=3y—4
24y=_8x—16

OdpowiedZ: Uklad réwnan
Jy—x=4

nie ma rozwiazania.

ZADANIA DO ROZWIAZANIA

1.

Rozwiaz uklady rownan.,

x=y y=2x—3 dx—y=12
a) b) c
Jx+y==8 ax+y=l11 y=18—x
Wyznacz z rownania kazda z niewiadomych.
| 4 2
a)2x+y=7 c)—y=x+2 e)—x=—
y ﬁ..'l’ | z 3.1'
b)x—y=3 d)d4{x—y)=3x B8x+4y=12

W ktérym przypadku wyznaczenie niewiadomej bylo latwiejsze?

Rozwiaz uklady réwnan metoda podstawiania i sprawdz rozwigzania,

x—2y=28 x+3y=1 x+y=5
a) c) e)
x+6y=16 2y —3y=2 x+2(y—7)=1
3I=x x+2= I 8x+16y=0
b){” d) 4 n g
x+9=-2y 1-x)=3(y—4) x+y=1
Rozwiaz uklady rownan metoda podstawiania.
x—Ly=3 ax+sy=1 2x+y=5
a)q. c) e
x4 y=4 x+2y=0 3x—2y=4
2x+7y=42 2x—y=11 2x+3y=19
by a2 4 i
Xx+4y=239 Ix+dy=27 ix—2y=+4
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Zapisz i rozwiaz uklady réwnan metoda podstawiania.

a) Suma liczb ai bjest rowna 30, a liczba o 5 mniejsza od liczby a jest réwna liczbie
o 7 wigkszej od liczby b.

b) Réznica dwoch liczb ki m wynosi 4, a liczba k jest dwukrotnie wieksza od liczby m.

Rozwiaz uklady réwnan metoda podstawiania,

} 0,2x-+0,3y=18 } 0,01x—0,02y=-0,14
a) 1 c) 1
X4+ y=7 x—0,5y=-5
b) 0,2x +0,1y=0,6 d) 0,2x+0,15y=0,7
1 i
0,3x-0,2y=-0,9 0,0lx +0,3y=0,23
Rozwiaz uklady rownan metoda podstawiania.
I z p 1
a}. 2 1 l ':}4 3 '4 Z
x y_2 el e
3 3 23 2
i ;.."E—] i. _i—_l
b3 5 gl s
SR SR L
2 3 12 6 4
Sprawdz, ile rozwiazan ma kazdy z danych ukladéw rownan.
1 1 2x—239y
a)y4 a‘p c){ 4
Ix—4y=24 x+4=15y
" 3x+y)=5y 0 0,6x—0,7y=4
y—x=0,5 0,5y 0,2x= 0,8

Ustal, ktéry z podanych ukladéw réwnan ma jedno rozwiazanie, ktéry nieskori-
czenie wiele, a ktory nie ma rozwiazan,

10.

gl 2= c}r"’:%x"'
e-al=6) 2x+1=9-3(y-2)
i.-.-_:"'.:] Ix—5y=3

b)iz 3 d) | 1
y—x=8 X Z,F-y:lg

Rozwiaz uklady rownan metoda podstawiania,

] 2(x+2)+2,5(x—y)=8,5 } x—y)-2(x+y)=—4
. Hy+2)42x+y)=13 3 ilﬁ{x+_p}l—?{x—_p}=15
x+5_i 2_}!—]:4 xX+5 _p-.2:4'4

byl 2 .3 d) 5 2
3x+1 3y 2:5 X 3:__3-_1,!:__1

2 4 3 6

1.2. ROZWIAZYWANIE UKL ADOW ROWNAN METODA PODSTAWIANIA



ZADANIA SPRAWDZAJACE

1. Zdanie ,Podwojona suma liczb x i y wynosi 12, a ich roznica jest rowna 1" mozna
zapisaé w postaci ukladu réwnard

2x+ y=12 2(x+y)=12 @ Ax+y)=12 - x+y=24
‘x-_p—l 'xry:l .:r y=1 'x--_]:—.l
2x—y=4
2. Uklad rownan i jest rownowazny ukladown
X+ y=
2x—y=4 =441 = 2+ 2 =4
Al B.{’ ! S S - il
r=il+1+3 x+y=1l] x+y=11 y=I1l—x
x+y==6
3. Rozwigzaniem ukladu rownan { x . jest para liczb
4 2
x=3 x=-—2 x=4 x=—4
A. B. C.
. . Hx—6y=10
4. Dany uklad rownan
3y—2x=3
A. nie ma rozwigzan C. ma nieskonczenie wiele rozwigzan
B. ma dwa rozwiazania D). ma jedno rozwiazanie

1.3. Rozwigzywanie uktadow
rownan metoda przeciwnych
wspotczynnikow

Bardzo dogodna metoda rozwiazywania ukladoéw réownan jest metoda przeciwnych
wspolezynnikow. Polega ona na dodawaniu réwnan stronami, gdy przy tej samej nie-
wiadomej w dwodch rownaniach mamy przeciwne wspolczynniki,

Czasami zanim dodamy réwnania stronami, musimy najpierw pomnozy¢ obie strony
jednego réwnania (lub obu rownan) przez taka liczbe (lub liczby), aby wspélczynniki
przy tej samej niewiadomej w obu rownaniach byly liczbami przeciwnymi.

Cwiczenie 1.

. = @ - x i -}I — ? s * 4 [
Rozwiaz ukiad rownan . metoda przeciwnych wspolczynnikow.
x—2y=

16 I UKEADY ROWNAN



Rozwiazanie:
— pierwsze rownanie mnozymy obustronnie przez 2 (wtedy w obu réwnaniach
przy zmiennej y beda przeciwne wspolczynniki):

x+y=7]2
x—Lly=24
2% +2y=14
‘r 2y=4

— dodajemy réwnania stronami:

2X+x+1y—2y=14+4

— wyrazy z niewiadoma y sie zredukuja;

3x=18]:3

- obliczamy niewiadoma x:

X=0o

— podstawiamy obliczong wartos¢ w miejsce niewiadomej x do dowolnego rdowna-
nia podanego ukladu réwnan i obliczamy niewiadoma y:

6 + y =7 - z pierwszego rownania ukladu

X=6
y=1
Sprawdzenie:
Sprawdzamy poprawnosé rozwiazywania podanego przez nas ukladu réwnan
x=6
i w tym celu sprawdzimy, czy wyznaczona para liczb : spelnia kazde z réwnan
-}' —
ukladu.
]l réwnanie: L=6+1=7, P=7,L=P
Il réwnanie: L=6-2-1=4,P=4,L=P
A=
Odpowiedz: Para liczb spelnia dany uklad réwnan. Jest to jedvne rozwiaza-

y=1
nie tego ukladu réwnan.

ZADANIA DO ROZWIAZANIA

1.

Rozwiaz uklady réwnan metodg przeciwnych wspdlczynnikow i sprawdz otrzy-
mane rozwijzania.

X+ y=3 —7x+2y=4
a) 1 c)i_
X— 3= Ix—4y=
¥=3 4y=6
3x—4y=10 12x—-8y=20
by 2 i
2x+4y=20 12x+6y=-—24

1.3. ROZWIAZYWANIE UKEADOW ROWNAN METODA PRZECIWNYCH WSPOECZYNNIKOW
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2. Rozwiaz uklady rownai metoda przeciwnych wspolezynnikow.

a)

b) -

c) 4

3. Rozwiaz podane uklady rownan metoda podstawiania oraz metoda przeciwnych
wspolczynnikow. Rozstrzygnij za kazdym razem, ktéra metoda jest dla ciebie wy-

x—yp=»0
x+y==6
2x+3y=9
ix—3y=3
x+5y=2
x+y=4

godniejsza.

a) {

b)

4. Ustal, ktéry z podanych ukladéw réwnan ma jedno rozwiazanie, ktéry nieskon-

x—3y=4
x+y==8
y+2x=5
3x+y—4=0

Ax=7y=2=
—3x=3y=1
10x—by=4
2,5% + 8y =21
—0,Ix +0,1y=10,5
01x+0,1y=0,5

d)

e)

f)

2x+y=0
x4+3y=2

dx —b6=—5y
2x+4y—-6=0

c)

d)

czenie wiele, a ktdry nie ma rozwigzan.

} 2x+Sy=125 ) 2x—6y=28§
a C
4x+3y=15 x—3y=4
Ly=5 8x+2y=14
b{* Y oy 2
2x=5—-2y —Sx—6y=-13
5. Rozwiaz uklad réwnan metoda przeciwnych wspélczynnikdw.
+y=5 5x —8y=14
a}‘r y==5 n x—8y
2x— y=7 9x+2y=12
2x—5y=—1 b6x -+ y=29
b) | | e) .
Ix—6y=0 -Ix+7y=23
x—2y=38 Ix+4y=19
c) | )1
2x+ y=6 5x+10y =35

6. Rozwiaz uklady réwnan metoda podstawiania.

a)

b

x+3y+6=4y+2+x

—x+2y+3=1-3x-2y

—-y+23—=3x=3—4x—2y

3x+7y—4=12x—-5+8y

bx+4y—11=—7x—18
5x+2y—21=—4x—4y
[2x—3p+2=11-x—4y
12 —15y+4+17=9%x—9y 412

c)

d)

7. Rozwiaz uklady rownan metoda przeciwnych wspolczynnikow.

a)

b)

4y—3{x+2)j=3y—x—7

4—(x+y)=2(x-y)+1
7—{x—y)=2x+3(y+3)

2(x+5)+ y=3(y+10)—4x

1 UKEADY ROWNAN

2 1) (y-1)=4
My—x+2)=2(y—x)+6
4(2x—1)-12=28-5(3y—2)

c)

7(x+ y)+5y=12-8(y—5)—(x—7)



10.

ZADANIA SPRAWDZAJACE

1.

2.

3.

Rozwiaz uklady réwnan.

2
£ i_l I-E-__].i' -':D
aj12 3 c){ ° 5]
x+2y=10 %1£=3
%‘f:” $=1_, g
4 2
hyﬁ_‘r.i_-] W il Iil
9 3 L
' 2 3

Znajdz liczby x i y, wiedzac, Ze:

a) roznica liczb x i y wynosi 12, a ich suma jest o 5 wieksza od ich réénicy;

b) podwojona liczba y jest o 5 wieksza od podwojonej liczby x, a polowa liczby x
jest rowna trzeciej czesci liczby y.

Uloz i rozwiaz odpowiednie uklady réwnai.

a) Liczba x jest o 8 mniejsza od liczby y, a suma liczb x i y wynosi 20.

b) 20% liczby x wynosi tvle, ile 40% liczby y. Réznica 30% liczby x i 10% liczby y
wynosi 5.

c) Obwad trojkata rownoramiennego o podstawie a i ramieniu b jest rowny 24,
Ramie tego trojkata jest o 6 dluzsze od podstawy.

Po dodaniu stronami rownan 2x —5y = 3 oraz 3y + 2x = — 2 otrzymamy rownanie
A Sx—3y=1 B.iax—-2y=—1 GC.4x-—-2y=1 D.6x—10y=—-6

. | 3y=-6

Dany jest uklad rownan .
—6x+4y=3

Aby rozwiaza¢ ten uklad rownan metoda przeciwnych wspolczynnikow, przed

dodaniem réownan stronami nalezy

A, pomnoiyé pierwsze rownanie przez 3,

B. pomnozyc pierwsze rownanie przez —3.

C. pomnozy¢ drugie rownanie przez 3.

D. pomnozyé drugie réwnanie przez —3.
. ) |=3x+4y=2

Dany jest uklad rownarn . ;

4x—5y=-—10

Gdy pomnozymy obie strony pierwszego rownania przez 4 i drugiego przez 3 oraz
uzyskane rownania dodamy stronami, to otrzymamy
A—=12x+16y—12x+15y=—8-+30 C.12x+16y—12x+15y=8-30
B.l2x—16y+12x—15y=8-30 D. —12x+16y+12x—15y=8-30

1.3. ROZWIAZYWANIE UKL ADOW ROWNAN METODA PRZECIWNYCH WSPORCZYNNIKOW 19
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4. Rozwiazaniem ukladu réwnan jest para liczb
2x+4y=-2

x=—1 x=1 x=1 x=—1
A. B. C. D.
y=l Jr===] y=1 F==1

1.4. Rozwigzywanie uktadow rownan
metoda graficzna

Z pierwszej klasy wiemy, ze wykresem funkgji liniowej f{x) = ax + b jest linia prosta opisa-
na rownaniem y = ax -+ b, czyli rownaniem pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi
x1 . Latem kazde réwnanie z ukladu rownan pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi
opisuje prosta, ktora mozemy zaznaczyd w ukladzie wspélrzednych.

Wykreslenie w prostokatnym ukladzie wspolrzednych prostych opisanych réwnaniami
ukladu réwnan i odczytanie wspolrzednych punktéw wspalnych obu prostych nazywamy
metoda graficzna rozwiazania ukladu rownan. Samo wykreslenie tych prostych nazywa-
my interpretacja geometryczna ukladu réwnan.

Cwiczenie 1.

. . , _Nx+2y=12
Rozwiaz graficznie uklad réwnan & °
Rozwiazanie: =

Przeksztalcamy kazde z réwnan do postaci y = ax -+ b:
2y=—x+2[:2
y=x-5

1
e i W) §

y=x—5

Dwa roine punkty wyznaczaja

dokladnie jedna prosta, zatem

aby narysowaé proste opisane  —9 = -4 -3 -2 —1_?
rownaniami ukladu réwnan na-
lezy w miejsce x wstawié dowol-
na liczbe i obliczyé y. Przedsta-
wiamy to w postaci tabeli.

X 0 2
|

— =1 1 0
o 2
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x=4

y=-l
jednoczesnie spelnia obydwa rownania, jest wiec jedynym rozwiazaniem tego ukladu rownan.

Odpowiedz Proste przecinaja sie w punkcie o wspolrzednych (4, —1). Para liczb ‘

rf'
Uklad réwnan pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi, ktéry ma jedno roz-
wiazanie, nazywamy ukladem oznaczonym.

.,

Jego interpretacja geometryczna sa dwie przecinajace sie proste.

Cwiczenie 2.

dx+y=4
Rozwiaz gralicznie uklad réwnan 4 ;
—3x+y=-1
Rozwiazanie:
Przeksztalcamy kazde z réwnan do postaci y = ax + b:
y=3x+4
1:"“
y=3x-1 b
Sporzadzamy tabele i rysujemy 5
proste w ukladzie wspélrzednych. 4
2
X | 1
p=2uid | & [ 4 6-5-4-3-2/-10/ 1 2 3 4 5§ 6X
y=3x—1 —1 | 2

Odpowiedz: Proste sa rownolegle (maja taki sam wspélczynnik kierunkowy, czyli
liczbe a wystepujaca w réwnaniu y = ax -+ b), nie przecinaja sie w zadnym punkcie,
Oznacza to, Ze nie ma pary liczb, ktdra bedzie spelniala jednoczesnie obydwa réw-
nania. Dany uklad réwnan nie ma wiec rozwiazania.

P
Uklad réwnan pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi, ktéry nie ma rozwia-
zania, nazywamy ukladem sprzecznym.

o

Jego interpretacja geometryczna sa dwie proste rownolegle i rdZne.

1.4, ROZWIAZYWANIE UKEADOW ROWNAN METODA GRAFICINA 21



Cwiczenie 3.

Rozwiaz gralicznie uklad réwnan
Rozwiazanie:

y=—2x+1

y=—2x+1

Otrzymalismy uklad dwdch jed-
nakowych réwnan. Rdwnania
opisuja te samga prosta. Rysujemy
ja w ukladzie wspolrzednych.
Odpowiedi: Uklad rownan ma
nieskonczenie wiele rozwiazan
(ma nieskornczenie wiele punk-
téw wspolnych). Wspélrzedne
kazdego punkru lezacego na pro-
ste], na rysunku obok, sa rozwia-

zaniem tego ukladu réwnan.

x4 y=1
ix—y= I

Przeksztalcamy kazde z réwnan do postaci y = ax -+ b:

Uklad rownan pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi, ktory ma nieskon-
czenie wiele rozwiazan, nazywamy ukladem nieoznaczonym.

Jego interpretacje geometryczna stanowia proste pokrywajace sie.

ZADANIA DO ROZWIAZANIA

1. Rozwiaz graficznie uklady rownan,

x+y=12 x—y=5
a) c)

x—y=4 x+2y=14

3Ix+2y=-5 0,5y =2
S el U8 i

1,52+ y=2,5 2x+y=28

Ix—y=6
e) |l6x=12+2y

0,1x—0,2y=0,3
f) >

2x+y=1

2. Narysuj w jednym ukladzie wspoélrzednych proste przechodzace przez podane

punkty.
a)A=(0,-3),B=(4,1)
b)E=(1,—1),F=(3,-5)

22 I UKEADY ROWNAN
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Rozwiaz gralicznie uklady réwnai, a nastepnie oblicz pola tréojkatéw, ktore two-

rza os X, 1 proste opisane rownaniami ukladu.

‘I-j':l":
a)
Ix—y=-9

b]‘ wig:

2x+ y=—4

4 ‘z; 7x=0
c)
x—y=>5

Rozwiaz graficznie ponizsze uklady réwnan w jednym ukladzie wspolrzednych,

a nastepnie oblicz pole czworokata ograniczonego prostymi episanymi rdwnania-

mi ukladu.
2x +y=-—1 x—2y=-—§
2x—y=9 x+2y=12
ZADANIA SPRAWDZAJACE
% - a I = =
1. Interpretacja geometryczna ukiadu rownan jest rysunek
X+ y=
A. L
¥
&
= |
5 I
4 -]
3
y=2 3
1
5543219 13345 6 X
=2
_3_-
—4
=5
B.
i
&
5-
4
3
y=2 "
1
—:&—5—4—3—2—‘_1_ 1 E 3 4 5 EIE
-2
=3
‘!::‘1- =
4 e

1.4,

ROZWIAZYWANIE UKEADOW ROWNAN METODA GRAFICINA
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2. Uklad réwnan, ktérego interpretacje geometryczng przedstawia wykres, to

i |
X+ y=2 8+
A. <
x—y=4
X =12
Bl 7
X+y=-—4
1 :..'.'I_
3 i
x—y=-—12
Ly=2
B
X—yp=—4

1.5. Rozwigzywanie uktadow réwnan
pierwszego stopnia z dwiema
niewiadomymi

Metody rozwiazywania ukladow réwnan pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi
poznalismy w poprzednich temarach. Zaliczamy do nich dwie metody algebraiczne -
metode podstawiania i metode przeciwnych wspolczynnikow — oraz metode graficzna.

Przy rozwiazywaniu ukladu réwnan metoda podstawiania mozna uproscic zapis. Gdy
otrzymamy rownanie z jedna niewiadoma, mozemy je rozwiazac oddzielnie, nie prze-
pisujac za kazdym razem calego ukladu dwéch réwnan.

Cwiczenie 1.
21

_I ==
Rozwiaz uklad réwnain {3 3 ’ metoda podstawiania i metoda przeciwnych

x—2y—=4

wspolczynnikéw oraz narysuj proste opisane réwnaniami ukladu.
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Rozwiazanie:
Metoda podstawiania:

2 1
1;:—5}1_”&
x—2y=4
x4 y=3

‘:r: 2y=4
y=3-1x
|x—23-2x)=4
y=3—1x
rr—ﬁ——4xr4
._p-—-.3-2.::
|5x=101:5
y=3—Zx
‘x:l
(y=3-2-2
‘IZE

-IZE

.Jz 1
Metoda przeciwnych wspolezynnikow:
2 1
1;1—;}!:”&?
x—2y=4
2x+ y=3|-2
|x ly=4
dx+2y=6
x—1y=4

— dodajemy rownania stronami

4x+2y+x—2y=6+4

- wyrazy z niewiadoma y sie redukuja

5x=10

- obliczamy niewiadoma x

x=12

— podstawiamy obliczona wartosc w miejsce niewiadomej x dowolnego rownania
1 obliczamy niewiadoma y

2—2y=4

y=-—1
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Metoda graficzna:

2 1
_EI';_]?—”'S
x—2y=4
LX+3y=3
x—2y=4
y=—2x+3
| 1

¥ EI 2

ZADANIA DO ROZWIAZANIA

1. Rozwiaz uklad réwnan metoda podstawiania.

2x—y=5 Tx+2y=—1 SR

a) c) e) I

x+3y=6 X y=-—4 3x+y= :1-
x+3y=1 !
3Ix+4y=11 2x—y=2 bl A

b]{s - af” 27, ] !

== Hrrey= Ix—y=1-
4

2. Rozwiaz uklad réwnan metoda przeciwnych wspélczynnikdw.
LX—3)=2 9x+7y=12 X+ y=17%

a) | c) el )
Ix+y=13 |—2x+y=-10 -3x+5y=13
Sx—2y=3_8 S5x+&y=-14 9 —-9y=36

S Mg d)] é N
7x—=11y=3 Jx—2y=0 5x+3y=230

3. Rozwiaz uklady réwnan. Litere odpowiadajaca rozwiazaniu wpisz do przeryso-

wanej do zeszytu tabeli, a otrzymasz nazwisko greckiego matematvka zyjacego
w Il wieku w Aleksandrii, ktéry byl autorem prac z arytmetyki i algebry.

a) |

b) |
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n

A L
2d-3=3f-2 Sl & 8
A2 f +5)—2fld+3)=2d+1 20-n 30 3
3 4 2
i—1 i#+15 a—2 M 2_3
-6 542 4 -] 4
P —3 la+1 342
s—1 s—4 5 4



6.

9.

10.

(U N (O OO O O Y s [
1

1 9 2 E 4 =3 | 8 2 10

Do kazdego z réwnan dolacz drugie tak, aby otrzymad uklad:
1. oznaczony, 2. nieoznaczony, 3. sprzeczny.
a)2x+y=1 b)y—x=5 c)0,5x+0,2y—0,7=0

Rozwiaz uklady rownan.
2x+ =11 x—1)=4y+1
a) ’ b) )
Ix—y=9 Sly—1)=x+1
Rozwiaz uklady rownan.
%2
Ax—1)+3(y—2)=5 i
Y i b1
Hx+y)—2x+2)=7 =1 .1
y+2 2
: : x=5
Ktory uklad réwnan spelnia para liczb l H}
‘}P:
-"'*‘.1"___3:_3 143__}?—2:2
al'zj 3 E'1 W 21 31
I_-'Pz I-{-l— . .Jr.-‘v-r — 4
3 4 2 4

3
Rozwiaz algebraicznie i graficznie uklad rownan 2ax- JEJ' = 4\5.
0,5x +0,25y =1

Rozwiaz uklady rownan.

N e
Sy o e EEG
2 4 4 5
Ponizsze uklady réwnan rozwiaz dowolna metoda.
2 5
I;‘P- ?‘r*——g (x—1F —(p—3) =(x—ylx+y
Y 3x . X 2—']' 4:{]
?'I 2y=0 2 3
x—1 _ y+6
b) x+15 y+2 d) 10"+ 2y 1 =x{x-2(x+2)+ 2y x)y+x)
1
x—3 y—4 x—3y+l)=y—4x
x y—1
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ZADANIA SPRAWDZAJACE

1. Wsrod ukladow rownan:

Sx+3y—15=0 x—y Rt y)=x
a) | 2 ¢y 3
PR 4x+ ) 3x—y)=3-Tx
" 3{"‘3 ”.1.‘,;:1 5 x+1=5(y+2)
y—1)+2Ax+1) =4 3(2x—5)—4(3y+4)=5
nieskonczenie wiele rozwiazan ma uklad
A.a B. b C.c D.d
-2x+3y=12
2. Para liczb bedaca rozwigzaniem ukladu réwnan to
Sx—Ty=2
£=0 X=25 x=7 x=4
A. 1 B. C. D.
yZE y=4 y=—"56 y=:3
x—3y=-—il
3. Para liczb bedaca rozwiazaniem ukladu réwnan ) jest rowniez roz-
wiazaniem ukladu F—E=3
2x+3y=4 = =
Ly=5 x—y=-2 x—2y=1
Al | BT ¥ C. D.
3x 3}'=E x—y=4 x+2y=19 X+ y=7
4. Ukladem sprzecznym jest uklad réwnar
x+y=5 2x+3y=6 whay=al y—x=I1
A. 1 B. C.q2 1 D
x—y=—5 4x+6y=12 EI*.‘]..'= . x—y=—1
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1.6. Rozwigzywanie zadan tekstowych za
pomoca uktadow rownan
pierwszego stopnia z dwiema
niewiadomymi

Uklad rownar pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi moZemy zastosowac do
rozwigzywania zadan z trescia.

Po przeczytaniu tresci przeprowadzamy analize zadania polegajaca na ustaleniu i ozna-
czeniu niewiadomych, zapisaniu zaleznosci miedzy nimi wynikajacych z tresci zadania,
a nastepnie ulozeniu ukladu réwnan. Po rozwiazaniu ukladu sprawdzamy, czy rozwia-
zanie spelnia warunki zadania, a nastepnie piszemy odpowiedz.

Cwiczenie 1.

Miara jednego z katow w trojkacie wynosi 507, a réznica miar dwoch pozostalych

jest rowna 70°,

Jaki to trojkat?

Rozwiazanie;

Okreslamy niewiadome:

x — miara drugiego kata trojkata

¥ — miara trzeciego kata trojkata

Ustalamy zaleznosci wystepujace w zadaniu:

50° — miara pierwszego kata trojkata

707 - réznica miar katéw drugiego i trzeciego

180° - suma miar katéw w tréjkacie

Ukladamy pierwsze rownanie:

x— y="70"

Ukladamy drugie réwnanie:

50° +x-+ y=180°

Tworzymy uklad réwnan:

x— y=70°
x+ y+50" =180"
Rozwiazujemy uklad metoda podstawiania lub przeciwnych wspolczynnikow,
x=100"

Rozwiazaniem ukladu jest para liczb o
y=30
Sprawdzamy, czy rozwiazanie ukladu spelnia warunki zadania, a wiec czy suma
miar katéw wynosi 180°;
50 4+ 1007 + 30" = 180°
Odpowiedi: Ten trojkat jest rozwartokatny.
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Cwiczenie 2.

Suma cyfr liczby dwucvirowej wynosi 9. Jezeli przestawimy cyfry w tej liczbie, to
otrzymamy liczbe o 45 mniejsza od szukanej. Co to za liczba?
Rozwiazanie:
Okreslamy niewiadome:
¥ — cylra dziesiarek
y - cylra jednosci
Ustalamy zaleZznosci wystepujace w zadaniu:
10x + y - liczba dwucyfrowa
10y +x - liczba dwucyfrowa z przestawionymi cyframi
Ukladamy pierwsze rownanie:
x+y=>9
Ukladamy drugie rownanie:
10y+x=10x+ y—45
Tworzymy uklad réwnan:
x+y=>
10y+x=10x+ y—45

Rozwiazujemy uklad metoda podstawiania lub przeciwnych wspdlezynnikow.

=y

x=1
Rozwiazaniem ukladu jest para liczb . Sprawdzamy, czy otrzymana para liczb

spelnia warunki zadania. N
7T+2=9 72-27=45
Odpowied#: Szukana liczba to 71.

ZADANIA DO ROZWIAZANIA

1.

4.

Kasia miala 44 zI w monetach pieciozlotowych i dwuzlotowych. Liczba wszyst-
kich monet wynosila 16. lle Kasia miala monet dwuzlotowych, a ile pieciozloto-
wych?

Komputer z drukarka koszruje 2870 zl. Oblicz koszt dwoch komputerow i dru-
karki, jesli:

a) cena komputera jest cztery razy wieksza od ceny drukarki,

b} cena drukarki jest o 1900 zl nizsza od ceny komputera.

Suma cylr pewnej liczby dwucylrowej wynosi 8. Znajdz? te liczbe, jesli roznica tej
liczby i liczby utworzonej w wyniku przestawienia jej cylr daje 18,
W klasach 1a i 1b jest lacznie 62 uczniow. W szkolnej wycieczce wzielo udzial

75% uczniow klasy 1a i 90% uczniow klasy 1b, w sumie 51 oséb. llu uczniéw z kla-
sy laiilu z Ib wzielo udzial w wycieczce?
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7.

8.

9.

Za dwie ksiazki zaplacono 72 zl, przy czym 30% ceny pierwszej ksiazki jest rowne
24% ceny drugiej. lle kosztuje kaida z ksiazek?

Antykwariusz kupil dwie ksiazki za 140 zl, a sprzedal je lacznie za 170 zl. Ile zapla-
cil za kazda z ksiazek, jesli pierwsza sprzedal z 30-procentowym zyskiem, a druga
z 10-procentowa strata?

Michal ulokowal 10 000 2zl na dwdch rocznyeh lokatach. Oprocentowanie pierw-
szej z nich wynosilo 3,2%, a drugiej 2,7%. Jaka kwote wplacil Michal na kazda
z lokat, jesli po roku otrzymal 305 zl odsetek?

Obwod prostokata wynosi 6 dm. Jezeli dlugos¢ krorszego boku zwiekszymy

o 5 cm, a dlugosc dluzszego boku zmniejszymy o 7 cm, to otrzymamy kwadrat.
Oblicz pole tego prostokata,

Suma dlugosci przekatnych rombu jest rowna 35 cm, a stosunek ich dlugosci wy-
nosi 3:4. Oblicz pole tego rombu.

10. Jesli w trojkacie prostokatnym jedna przyprostokatna wydluzymy o 3 cm, a druga

o 2 cm, to pole tréjkata zwiekszy sie 0 30 cm”. Jesli obie przyprostokatne skrécimy
o 2 cm, to pole tréjkata zmniejszy sie 0 22 cm”. Oblicz dlugosci przyprostokatnych
tego trojkata.

ZADANIA SPRAWDZAJACE

1.

Suma dwdch liczb wynosi 175. lloraz wiekszej z nich przez mniejsza wynosi
4 i reszta 10. Jesli przez x oznaczymy wieksza liczbe, a przez y mniejsza, to sytuacje
przedstawiona w zadaniu opisuje uklad réwnan

x+y=175 x—y=175 x+y=175
W )

x=10y+4 x=4y+10

x4+ y=175
D.

L

x=4y+10 x+4y=10

Roznica miar katdéw ostrych w tréjkacie prostokatnym wynosi 20°. Przyjmijmy,
ze x oznacza miare wiekszego kata, a y miare mniejszego kata. Sytuacje przedsta-
wiona w zadaniu opisuje uklad réwnan

x— y=20° x -+ y=180" x+ y=180°
x+y=90° x—y=20° -y=20°

Za 30 biletéw do kina zaplacono 376 zl. Cena biletu normalnego wynosila 20 zl,

x—y=120°
A.

L ¥ *

x—y=9%0"

a bilet ulgowy byl o 40% tanszy. Przyjmijmy, ze x oznacza liczbe biletow normal-
nych, a y liczbe biletow ulgowych, Ktory uklad rownan opisuje sytuacje z zadania?

A x+ y=30 c x+ y=30

I“ I“I
12x 420y =376 20x+40%y =376
+y=130 +y=30

) el | '+ i
20x + 12y =376 20x + 28y =376

1.6, ROZWIAZYWANIE ZADAN TEKSTOWYCH ZA POMOCA UKEADOW ROWNAN PIERWSZEGO STOPNIA...
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Za 3 kg jablek i 2 kg sliwek zaplacono 14,50 zl. Wiemy takze, ze 4 kg jablek i 3 kg
sliwek kosztuja 20,50 zl. Jesli przez x oznaczvmy cene 1 kg jablek w zlotych, a przez
yeene 1 kg sliwek w zlotych, to sytuacje opisana w zadaniu mozna przedstawic za
pomoca ukladu rownan

2x+3y=14,5 3x+2y=20,5 x+y=14,5 Jx+2y=14,5
ﬂ.l z B.l 2 G.I D.‘

Jx+4y=120,5 4x + 3y =14,5 x+y=20,5 4x+3y=20,5

1.7. Zadania utrwalajace

8

3.

6.

Podaj wszystkie pary liczb calkowitych ujemnych, ktére spelniaja ponizsze row-
nania pierwszego stopnia z dwiema niewiadomyma.
alx+y=-3 blx=—2y—5 c3y+tx=—9

Sprawdz, czy podane uklady réwnar maja ten sam zbior rozwiazan.

2x4+1=3y—6  |3lx—y)+2=x-5
a]‘:"-x y=2 l ‘T—S[l—x}*-l_}r:nl—'-}y
b}‘]—[x-L_}r}:Zx—{l—Z_y} ; ]0,3x+0,3y=0,2

—(Ix—y)+2=y+2{x+1) x—5=0

Rozwiaz uklady réwnan metoda podstawiania i sprawdz rozwiazania,
x+6y=15 b‘-ﬁx—?__v=lﬂ c|4r-* 8y =—16 d‘:’:x—al_p:B{]
2x+3y=12 3x—2y=12 6x+3y=18
Rozwiaz uklady rownan metoda przeciwnych wspolezynnikéw i sprawdz rozwig-
zania.

a) |

—2x+ y=—56

x+y=1,2 2x—y=4 Ix—3y=-5 dx+3Iy=—4
a) | c) d)

x—y=218 x—y=7 —3x+4y="9 bx+5y==—7
Rozwiaz uklady rownan.

} 2,5x+0,5y=—4 ] H{y—3)+2(x—2)=¢6
a) 1 C .

0,1x—0,2y=0,5 x—2y=1-2(x+2y)
n 2(x+3)-9=1-y " 2{y—3x)-35=05y x

x—2(y+1)=5 0,25y —0,2x=-0,05
Rozwiaz uklady rownan.

R

—_—t==] x—3 L)

+3)=-—3

a}~3 4 c){ 2 \r+3)

x ¥y .

i e | Ax—4)-3y+4)=-6
4 8 [ } {"P )

@ Y _ % J:—y_Exﬂ-_p_m
¢ LI di 3 2

x 3y 11 —

L x=-1y
5 10 100
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10.

11.

= &

Czy para liczb x = 3 i y = 2 jest rozwiazaniem ukladu réwnan
42x—1)45(3y-2)=40
Jx41 3p+42
5 4
Sprawdz, krory z danych ukladéw réwnan ma jedno rozwiazanie, ktory — nie-
skoriczenie wiele rozwiazan, a ktéry nie ma rozwiazan.

f

=0

y-2x=-5 0,5¢x=7,5-0,5y gt =ly
a b} E] ¥ |
2y—11=4x dx—yp==t L2l —y
1 2

Ustal, kvory z podanych ukladéw réwnad jest oznaczony, ktéry nieoznaczony,

a ktory sprzeczny.

0,1x +0,1y=4,7 0,8x=2+y x—7y=15
a) b) c
4x—5y=10 —3x+21y=-5

x—y=3
Uloz i rozwiaz odpowiednie uklady rownan.
a) Suma dwoch liczb x i y wynosi 33. Jezeli liczbe x zwigkszymy o 2, a liczbe y
zmniejszymy czterokrotnie, to ich suma wyniesie 23.
b) Srednia arytmetyczna dwéch liczb m i n wynosi 52, a liczba m jest o 60% wiek-
sza od liczby n.

Rozwiaz graficznie uklady réwnan.
2x =2 Hx—1)4+2(2—y)=-5

a) + b) ) ?
Jx—y=4 x+y=2

Napisz uklad rownan, ktérego interpretacje geometryczng przedstawia rysunek.

]

Hmw;?-ma"ﬁ

r

' 2 3 3 6

Y

6 -5-4-3-97

N bbb AES

1.7. ZADANIA UTRWALAJACE
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13.

14,

15.

16.

P

18.

19.

20.

Rozwiaz metoda podstawiania.

x+y=1 Ax—y=5 2x+4y=14
a) | b) c)

x=y+5 Sx+2y=23 Ix—=2py==3
Rozwiaz metoda przeciwnych wspolczynnikow.,

2x—1 3y~2_2
s L : 6(7x—3y)=10(5x— y)—15(x+ y)
a2} 4

5x+1_5;.r+3_ﬂ x—1)=5(y+1)

5 4

Rozwiaz uklady réwnan.

ﬂ,1x+ﬂ,l_}'_4x—y_3x+ﬂ,5_}!+x—y

a) 2 10 30 5
31‘+2_}-—1_3_[},Ex—5}r
8 41

(x—3)—(y—5) " =(x—y)x+y)
b)ix+5 y+5_
2 5

Suma dwdch liczb wynosi 720. Oblicz te liczby, wiedzac, ze 25% jednej jest réwne
12,5% drugiej.

0

Statek wycieczkowy plynal z pradem rzeki 3 godziny, a pod prad 4 godziny i ra-
zem przeplynal 248 kilometréw. Nastepnego dnia plynal z pradem 4 godziny,
a pod prad 3 godziny i razem przeplynal 256 kilometrow. Ile wynosi predkos¢
wlasna statku, a ile predkos¢ pradu rzeki? Zakladamy, ze predkos¢ wlasna statku
byla taka sama kazdego dnia oraz rzeka plynie ze stalg predkoscia.

Suma cyfr liczby dwucyfrowej wynosi 14. Jezeli przestawimy cyfry tej liczby, to
otrzymamy liczbe o 36 wieksza od danej. Jaka to liczba?

W tréjkacie jeden z katéw ma 96°, a drugi stanowi = trzeciego. Podaj miary ka-
tow tego trojkata. 3

Znajdi dwie liczby, ktdrych suma wynosi 40, a réznica kwadratdw 480.

1 UKEADY ROWNAN
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2.1. Trojkaty i ich wlasnosci

Wielokatem o najmniejszej liczbie bokow jest trojkat.

Kat zewnetrzny trojkata to kat przvlegly do kata wewnetrznego tego trojkata.

A, B, C - wierzcholki traojkata ABC
AB, BC, CA - boki trojkata ABC
katy o, 3 i v - katy wewnetrzne trojkata ABC

W - szesé katow zewnetrznych

Z trzech odcinkdw mozna zbudowac tréjkat, jesli suma dlugosci kazdych dwoch od-
cinkow jest wieksza od dlugosci trzeciego odcinka.

a
a+h>ciate>hib4c>a

Przedstawione powyzej zaleznosci nazywamy nierownosciami trojkata.

Cwiczenie 1.
Czy odcinki o podanyeh dlugodciach @ = 3 em, b= 5 cm, ¢ = 6 cm moga bvé jedno-
czesnie bokami pewnego trojkata?
Rozwiazanie:
3cm + 5cm = 8 cm - obliczamy a + b
8 cm > 6 cm - porownujemya + bz ¢
3em 4+ 6 cm =9 cm - obliczamy a+ ¢
9cm > 5 cm - porownujemya +cz b
5cm + 6 cm = 11 cm — obliczamy b+ ¢
11 em > 3 cm - poréwnujemy b+ cz a

Odpowiedi: Odcinki o dlugosciach 3 cm, 5 cm i 6 cm moga byé bokami tréjkata.
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Na rysunku prosta | przechodzaca przez
wierzcholek Ci rownolegla do boku AB wy-
znacza katy a i 3, naprzemianlegle do od-
powiednich katow wewnetrznych a i 3
trojkata ABC. 4

Poniewaza, =a i3, = 3 oraza, + 3, +7 =180, wigc o+ 3+ v =180°,
Suma miar katow wewnetrznych tréjkata jest rowna 180°,

L
a+ 34+ =180 i 3+ 6 =180°,
zatem a+ G+v=G+4,

czylic +v = 4.

Miara kata zewnetrznego trojkata jest rowna sumie miar katow wewnetrz-
nych do niego nieprzyleglych.

Kiedy uzywamy zwrotu kgty tréjkata, mamy na mysli jego katy wewnetrzne,

Cwiczenie 2.

Ustal, czy dane katy moga by¢ jednoczesnie katami pewnego trdjkata: a =437,
B=87°,4=50°,

Rozwiazanie:

43+ 87°4 50°=180°

Odpowiedz: Katy o miarach 43°, 877, 507 sa katami pewnego trojkata.

Cwiczenie 3.

Dany jest trojkat ABC. Oblicz miary katow a, 31,
korzystajac z danych na rysunku.

Rozwiazanie:

+ =180°—110°=70° - katy o miarach 110" i - sa
katami przyleglymi

3=180"—(50°+70°)= 60" - katy o miarach 50°,

3, 7 s3 katami wewnetrznymi trojkata

o =180 —60° =120° — katy o miarach o i 3 s3 ka-
tami przyleglymi

OdpowiedZ: Kat @ ma miare 1207, kat - 607, a kat y - 70°.
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Ze wzgledu na dlugosci bokdw tréjkaty mozemy podzielié na réznoboczne i nierdz-
noboczne (rownoramienne i rownoboczne).

& o om ] ] C
Trojkatem roznobocznym nazvwamy trojkat, ktory ma

wszystkie boki innej dlugosci.

AB=BC = AC

Trojkatem rownoramiennym jest trojkat, ktorego
co najmniej dwa boki maja te sama dlugosc. W trojkacie
rownoramiennym katy przy podstawie maja rowne
miary.

AC =BC, <1BAC =<1ABC

Trojkatem rownobocznym nazywamy trojkat, kio-
rego wszystkie boki maja te sama dlugosc. W trojkacie
rownobocznym miary katow sa rowne.

AB = BC = AC, <tBAC = <1 ABC = <1BCA = 60"

Ze wzgledu na miary katéw wewnetrznych trojkary mozemy podzieli¢ na ostrokatne,
prostokatne i rozwartokatne.

Trojkat ostrokatny to taki trojkat, ktorego wszystkie
katy sa ostre.

a<90" 1 3<90° i~y <90°

Trojkatem prostokatnym nazywamy tréjkat, kto-
rego jeden z katdw jest prosty. Suma miar jego katdw
ostrych wynosi 90°.

Boki lezace przy kacie prostym nazywamy przypro-

przyprostokatna

stokagtnymi, a bok lezacy naprzeciw kata prostego -

przeciw prostokatna. przyprostokatna
T=9"ia<9 i 3<W°,

a4+ 3 =90°
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Trojkat rozwartokatny to trojkat, ktorego jeden
z katow jest rozwarty.

v >90% 1a <90 i 8 <90°

Wysokos¢ trojkata to odcinek laczacy wierzcholek trojkata z prosta zawierajaca
przeciwlegly bok trojkata i prostopadly do tej prostej. Kazdy trojkat ma trzy wysokosci.
Wysokosci w trojkacie ostrokgtnym przecinaja sie w jednym punkcie lezagcym we-
wnatrz tego trojkata.

W trojkacie prostokatnym jego wysokosci przecinaja sie w wierzcholku kata prostego.
Dwie z nich pokrywaja sie z przyprostokatnymi.

Wotrojkacie rozwartokatnym wysokosci poprowadzone z wierzcholkow katéw
ostrych leZza na zewnatrz tréjkata. Przedluzenia wysokosel przecinaja sie w punkcie
lezacym poza tym trdjkatem.

B

Zaleznosci miedzy jednostkami pola powierzchni:
la,czylilar=100m’

I ha, czyli 1 hektar = 100 a = 10 000 m*

I km® = 100 ha = 1 000 000 m°

Im’ = 100dm’ = 10000 cm’

0,01 m* = 1 dm’ = 100 em’ = 10 000 mm’

0,01 dm” = 0,000l m* =l em” = 100 mm”
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Cwiczenie 4.
Zamien jednostki.
a)23m’ =M em’
23 m’ = 23-10 000 cm* = 230 000 cm*
b) 250 mm* = M cm’
250 mm* = 250-0,01 cm® =2,5¢cm’
c)3,5ha=Fm’
35ha=3,5-100a=350a=350-100m" = 35000 m*

Pola i obwody trojkatow
Trojkat roznoboczny

obwod:S=a+ b+

ah
ole: P=—
e 2

Trojkat rownoboczny
obwod: 5 = 3a

&3

4

pole: P =

3
h= % - wysokosc trojkata rownobocznego
Trojkat rownoramienny
obwdd: S=a + 2b

ah
ole: P=—
P 2

Cwiczenie 5.

Obwad trojkata rownoramiennego wynosi 15 cm. Jaka dlugosé ma podstawa tego
trojkata, jesli jego ramie ma dlugosé 45 mmy

Rozwiazanie:

obwod: S=15cm, b = 45 mm = 4,5 cm - wypisujemy dane

5 = a + 2b- podstawiamy dane do wzoru na obwéd tréjkata réwnoramiennego
15=a+ 2-4,5 - obliczamy dlugos¢ podstawy

a=15—9, wieca=6 cm

Odpowiedz: Dlugosc podstawy trdjkata wynosi 6 cm.
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Trojkaty sa przystajacymi, jezeli odpo-
wiednie boki sa rownej dlugosci oraz odpo-
wiednie katy maja takie same miary.

Trojkaty ABCi A BC, sa przystajace.
AABC =AAB.C,

1. Pierwsza cecha przystawania trojkatow -
trojkaty o odpowiednich bokach réwnej dlu-
gosci sa przystajace, Ceche te oznaczamy
w skracie jako bbb (bok, bok, bok).

Jezeli A B = AB, AC, = AC,B,C, = BC,

to AABC =4A,BC,.

2. Druga cecha przystawania trojkatow —
trdjkaty, ktérych dwa boki sa rownej dlugo-
gci 1 katy miedzy nimi zawarte maja réwne

miary, sa przystajace.

Oznaczamy ja w skrocie bkb (bok, kat, bok).

Jezeli A\B, = AB, AC, = AC,
<4B,AC, =<BAC, to AABC =AABC..

3. Trzecia cecha przystawania trojkatéw —
trojkaty majace jeden bok rownej dlugosci
i dwa katy lezace przy tym boku odpowied-
nio rownej miary sa przystajgce.

Oznaczamy ja w skrocie kbk (kat, bok, kat).

Jezeli A,B, = AB, <<B,AC, = <BAC,

<A B,C, = <ABC, to AABC =4A BC..

Cwiczenie 6.
W prostokacie ABCD poprowadzono przekatna p

L

AC. Uzasadnij, ze powstale w ten sposob trojkaty
54 przystajace,

Rozwiazanie:

W trdjkatach ABCi ADC:

AB = CD - boki réwnolegle prostokata

BC = AD - boki réwnolegle prostokata

AC - przekatna prostokata

Ma podstawie pierwszej cechy przystawania trojkatow AABC =20ADC.
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ZADANIA DO ROZWIAZANIA

1.

2.

9,

10,

11.

12.
v

Czy podane wartosci moga by¢ jednoczesnie miarami katow pewnego trojkata?
a) 45°, 55°, 90° b)2,5%0,5%,177° ¢)80°, 80°, 80°

Dane sa miary dwoch katow trojkata. Oblicz miare trzeciego kata.
a) 277,537 b) 29, 85° c) 42,5%,47,5°
Jaki to jest trojkat - ostrokatny, prostokatny czy rozwartokatny?

Oblicz miary katow wewnetrznych narysowanych trojkatow.

a) b) c
a + 40 Ja

fiz0
N ja ol 2a 7 -

Czy trojkat moze by¢ roéwnoramienny, jesli dwa jego katy maja miary:
a) 75", 307 b) 35%,110° ¢) 607,55

Jeden z katow trojkata réwnoramiennego ma miare 80°, Oblicz miary pozostalych
katow tego trojkata. Rozwaz dwa przypadki.

Odcinek ABjest przeciwprostokatng trdjkata prostokatnego ABC. Wyznacz miary
katéw tego trojkata, jezeli:

a) <BAC = <ABC b) <tBCA = 5<BAC c) 2<dBAC =<tABC
W tréjkacie rownoramiennym podstawa ma dlugosé 5 cm, a ramie jest o 2 cm
dluzsze od podstawy. Oblicz obwaod tego tréjkata. g
Obwod trojkata ABC wynosi 4,5 dm. Oblicz
dlugosé ramienia tego trojkata. g 0

B B
Zamien jednostki. uem
a) 52 000 m* =l km’ d) 35000 cm’ =@ m’ g) 4000 m* = [l ha
b}200 2= ha e)1,5km* =M ha h) 0,4cm” =B mm’
¢)0,25km* =B m’ Hemlinm’ =Ma i)500m’ =@ ha

Oblicz pole tréjkata, ktdrego podstawa ma dlugosé 6 cm, a wysokosc opuszczona
na te podstawe - 5 cm.

W trojkacie prostokatnym dane sa przyprostokatne o dlugosciach 3 cm i 4 cm.
Oblicz dlugodé wysokosci tego trojkata poprowadzone] na przeciwprostokatna.

Tréjkat rownoboczny ma pole rowne 1243 em’, Jaki jest obwod tego trigjkata?

Wysokos¢ trojkata rownobocznego jest o 4 em krotsza od boku tego trojkata.
Oblicz pole tego trojkata,
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14.

15.

Ktore trojkaty na ponizszych rysunkach sa przystajace?

a) prostokat b) deltoid (czworokat, w ktérym dwie ¢} kwadrat,
pary sasiednich bokéw sa rowne) AE=EB, DF = FC
0 C C D F c

8] /
A &) D
A 5 \
A

B E 8

Ktore z par tréjkatdw o podanych dlugodciach bokdw sa przystajace?
a) pierwszy trojkat: 3 cm, 0,5 dm, 0,04 m i drugi trojkat: 4 cm, 50 mm, 0,3 dm

I_'l} s II:J'
4cm
0.02m 0,3 dm
c 2ecm
c ¢ 55 em £ 0,68 m i
4.2m a8 2
2,5dm 42 cm
2 6.8 dm .

ZADANIA SPRAWDZAJACE

1.

#
Miary pozostalych katow wewnetrz- 8
nych trojkata ABC na rysunku obok
WYNOSZa
A. B=50°,+v=90°
B. =40° v =90° B
: " a 4{:'!9 3 13 4
C. 3=60°, =80 A —

D.3=30% v=110°

W trojkacie prostokatnym jeden z katéw ostrych ma miare 5 razy wieksza od
drugiego kata. Zartem miary katéw tego trojkata sa rowne
A.90%,18%,72°  B.90%20°%70° C.90%15%,75° D.90°16° 74°

Obwad tréjkata réwnobocznego o wysokosci w‘q WYnosi
A.3 B.3\2 C.3V3 D. 6

Boki trajkata prostokatnego maja dlugosci 6 cm, 8 cm, 10 em. Dlugosé wysokosci
opuszczonej na najdluzszy bok wynosi
A.32cm B. 5,6 cm C.48cm D.24cm

2,1, TROJKATY I ICH We ASNOSCI
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2.2. Twierdzenie Pitagorasa

Jedno z najslynniejszych i najstarszych twierdzen geometrii, dotyczace trojkata pro-
stokatnego, wiaZe sie z postacia Pitagorasa - greckiego matematyka pochodzacego
z wyspy Samos, zyjacego w latach ok. 572 r. p.ne. - ok. 497 r. p.n.e. Twierdzenie to
bylo znane juz w starozytnym Babilonie, Chinach i Egipcie, ale pierwsze dowody
przeprowadzil dopiero Pitagoras wraz ze swoimi uczniami. Sposobdéw udowodnienia
twierdzenia jest wiele — zar6wno geometrycznych (za pomoca rysunku), jak i algebra-
icznych (czyli rachunkowych).

¢ B
Twierdzenie Pitagorasa

Jeieli trojkat jest prostokatny, to suma kwadratow
dlugosci jego przyprostokatnvch jest rowna kwa- &
dratowi dlugosci przeciwprostokatnej.

d, b — dlugosci przeciwprostokatnych b
¢ — dlugosé przeciwprostokatnej

a’+b =c¢’
\, J

W matematyce czesto formulujemy zdania wyrazajace prawdy matematyczne, 5a to
twierdzenia. Kazde twierdzenie jest zbudowane z dwoch czesci: zalozenia i tezy.

Zalozenie opisuje warunki, w jakich zachodzi teza.
Teza podaje prawde matematyczna, ktéra zachodzi, gdy spelnione jest zaloZenie.

Wiemy, ze twierdzenie Pitagorasa dotyczy tréjkatow prostokatnych - te informacje
nazywamy zalozeniem rwierdzenia. Nalezy ja wykorzysta¢ do uzasadnienia tezy twier-
dzenia, ktéra mowi, ze suma kwadratéw dlugosei przyprostokatnych jest rowna kwa-
dratowi dlugosci przeciwprostokatnej.

Powyzsze informacje mozemy zapisac krocej:

Z: NABC jest trojkatem prostokatnym o przyprostokatnych o dlugoseiach a i b oraz
przeciwprostokatnej o dlugosci .

Tra 45" =¢*
Ponizej przedstawiamy jeden z kilkudziesieciu mozliwych dowodow rwierdzenia Pitagorasa.

D‘ﬂWﬂd B
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Z czterech trojkatéw prostokatnych o przyprosto-

katnych a i b budujemy kwadrat o boku a + b.

Jak latwo zauwazyc, czworokat w srodku jest kwa-
dratem o boku ¢,

Obliczamy pole kwadratu o boku a + b na dwa
sposoby.

P=(a+b)?=a*+2ab+b*
orazP=¢" + 4-%-:1&—- &4 2ab,
czylic® +2ab=a’ + 2ab + b

Po redukcji wyrazenia 2ab otrzymujemy:

] 3 3}
¢"=a" +b
co nalezalo udowodnic.

Twierdzenie Pitagorasa mozemy sformulowaé takze inaczej, w wersji wyvkorzystu-
jacej pole kwadratu,

Dany jest trojkat prostokatny. Pole kwadratu zbudowanego na przeciwprostokat-

nej rowna sie sumie pol kwadratéw zbudowanych na przyprostokatnych.

a=4cm,b=3cm,c=5cm

p=d

P=4"=16

P,=b

B=3"=9

P=¢

P =5=25

25=16+9 P=h
¢t =a* + b

P,=P+P,
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Cwiczenie 1.

Zapisz zwiazek zachodzacy pomiedzy dlugosciami bokow w trojkacie prostokat-
nym.
a) c) d)
2 L
m d & a
e d
B
n B

2 =m’ +n’ =+ d AB' = AC*+ BC?

Cwiczenie 2.
W trojkacie prostokatnym dane sa dlugosci dwédch przyprostokatnych: a=n/5 ;
b = 3. Oblicz dlugosc przeciwprostokatne;.
Rozwiazanie:
¢ — dlugosé przeciwprostokatne)
¢’ =a’ + b’ - korzystamy z twierdzenia Pitagorasa

(3R 4

l':‘dll'ﬁ

Odpowiedi: Dlugosé przeciwprostokatnej wynosi Ji4.,

Cwiczenie 3.

Jedna z przyprostokatnych tréjkata prostokatnego ma dlugosé 8/3 cm, a przeciw-
prostokatna 16 cm. Oblicz dlugosé¢ drugiej przyprostokatnej.
Rozwiazanie:

a=3v‘§cm,r= 16 cm

2 2 & 5 4
¢* =a’ +b* - korzystamy z twierdzenia Pitagorasa

16 =i -~-(SJ§J1

a’ =256-192
a” =64
a=2a

Odpowiedz: Dlugosc drugiej przyprostokatne) wynosi 8 cm.
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Cwiczenie 4.

Oblicz dlugosc drabiny, korzystajac z danych zawartych na rysunku.
Rozwiazanie:

Dlugosé drabiny oznaczmy przez x.

x* =4° + 3’ - stosujemy twierdzenie Pitagorasa

¥ =16+9 N o
x' =125 . o
r=5 ':.\

Odpowiedz: Dlugos¢ drabiny wynosi 5 metréow, 3m

o

Z twierdzenia Pitagorasa korzystamy przy obliczaniu dlugosci przekatnej kwadratu

o boku o dlugosci a. b ¢

Przekatna kwadratu dzieli kwadrat na dwa tréjkaty prostokatne.

Z twierdzenia Pitagorasa otrzymujemy: d
AB’ + BC* = AC*

il 1--.t.I::r1'l 'I/:

]
-

d*=2a°
d=+2a’
d=a2 - wzér na dlugosc przekatnej kwadratu o boku o dlugoscia

Twierdzenie Pitagorasa wykorzystujemy takze do g
obliczenia dlugosci przekatnej prostokata o bokach

o dlugosci a i b.

Przekatna dzieli prostokat na dwa trojkaty prostokatne.

Ma podstawie twierdzenia Pitagorasa mozemy zapi-

sa¢ nastepujaca zaleznos¢ A

AB* 4+ BC* = AC?
a* +b*=d*

d=+Ja’ + b — wzor na dlugos¢ przekatnej prostokata o bokach o dlugosciach
aib
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Cwiczenie 5.
Oblicz dlugosé boku kwadratu, ktdrego przekatna ma dlugos¢ 10 cm.
Rozwiazanie:

d=ay2 - korzystamy ze wzoru na dlugosé przekatnej kwadratu

10 —-:I‘j_
10 V2

= .J_ .J_ = usuwamy l]lEW}FﬂllEI'HGSE z mianownika

1042

a=—
2
a::'nJE

Odpowiedz: [Mugosc boku kwadratu wynosi 5v2 em.

Aby wyprowadzi¢ wzér na dlugosé wysokosci w trdjkacie rdéwnobocznym o boku
o dlugosci a, rowniez korzystamy z twierdzenia Pitagorasa,

Wysokosc w trojkacie rownobocznym dzieli podstawe na dwie rowne czesci.

Po zapisaniu twierdzenia Pitagorasa dla tréjkata prostokatnego ADC otrzymujemy za-

leznosc:
AD? + DC* = AC?
.E - %
2
{ W =4
4
r |
-‘:1 L 4:13 a
4
h* —Eﬂz
4
- e
h= —a‘

HJ

h= - wzor na dlugosc wysokosci trojkata rownobocznego o boku o dlugoscia

Cwiczenie 6.

Oblicz dlugosé boku trojkata rownobocznego, ktérego wysokosé wynosi 33 em.
Rozwiazanie:

a3

r'1=T — korzystamy ze wzoru na dlugosc wysokesci tréjkata rownobocznego

o boku o dlugosci a

33 = iI.i.f
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6~E=a 3|:\E
d==6

Odpowiedz: Dlugosc boku trojkata rownobocznego wynosi 6 cm.

Cwiczenie 7.

Na jakiej wysokosci znajduje sie balkon?
Rozwiazanie:
Wykonujemy rysunek pomocniczy:

1,8 m
0,8m
. ;
2 3
2
\
0 O S N A
0.8m 1m i
Stosujemy twierdzenie Pitagorasa dla zamalowanego trojkata:
P+h =26
h =6,76-1
h* =5,76
h=+/5,76
h=2,4

Odpowiedz: Balkon znajduje sie na wysokosci 2,4 m.

ZADANIA DO ROZWIAZANIA

1. Zapisz zwiazek wynikajacy z twierdzenia Pitagorasa, ktory zachodzi pomiedzy
dlugosciami bokéw w trojkacie prostokatnym.
a) b) c)

=
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2.

6%,

7.

10.

N (niuton) — jednostka sily w fizyce

Cc+5

X ¥ _:\I-I

b+2
W trojkacie prostokatnym dane sa dlugosci dwoch przyprostokatnych. Oblicz
dlugos¢ przeciwprostokatne;.
a}azicm.bzﬁcm b)a=6cm,b=8 cm cJa=24cm,b=7cm
Przyimijmy, ze m 1 n oznaczaja dlugosci przyprostokatnych, a p jest dlugoscia
przeciwprostokatne)] w trojkacie prostokatnym. Oblicz dlugosc trzeciego z bo-
kow, jesli wiadomo, ze:
alm=>5v3,n=10 bl p=13,m=10 cln=9, p=41
Oblicz dlugosé boku MN trojkara MNP,

M

2411
B

N F
15

Dlugosé przekatne) prostokata wynosi 543, 2 dlugosc jednego z bokow 5. Wy-
znacz obwaod tego prostokata.

Oblicz dluges¢ boku kwadraru, ktérego przekatna jest o 2 cm dluzsza od jego
boku.

Podaj dlugos¢ podstawy tréjkata réwnoramiennego, jezeli wiadomo, ze wysokos¢
trdjkata jest réwna 842 em, a di ugosc ramienia wynosi 12 em.

Oblicz pole i wysokos¢ rombu, ktérego bok ma dlugosé 25 ecm, a jedna z przekat-
nych 14 cm.

Dany jest okrag o Srodku 51 promieniu r = 5 cm. Cigciwa AB w tvm okregu ma
dlugosé 8 cm. Oblicz odleglosé srodka 5 od tej cieciwy.

Oblicz wielkos¢ wypadkowej dwoch sil £F =30 N 1 F, =40 N za- 4

czepionych w jednym punkcie i wzajemnie prostopadlych. Foole
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11. Oblicz obwdd wielokata ABCDE,

c

12. Rysunek przedstawia kwadrat ABCD. “Wyznacz pole zamalowanej figury, jesli
wiadomo, ze: AB= BC, BS = C§, AS= 10 cm.

D

A

13. Murarz rozstawil na szerokos¢ 8 m drabine
o dlugosci ramienia 5 m. Okazalo sie, 2e w ta-
kim ustawieniu drabina nie siega do 4 m wy-
sokosci. O ile metréow musi murarz zmniej-

szyC rozstawienie tej drabiny, zeby siegnela
zadanej wysokosci?

14. Cheac skroci¢ mieszkaricom bloku B droge do przystanku P, ulozono chodnik
biegnacy przez prostokatny trawnik. O ile metréw skrécono droge?

80m 8

6am

15. Oblicz dlugos¢ wysokosci trapezu rownoramiennego, ktorego podstawy maja
dlugosci 5 cm i 2 cm, a dlugosé ramienia jest rowna 2,5 cm (definicja trapezu
rownoramiennego patrz s. 60, zadanie 6).

2.2, TWIERDZIENIE PITAGORASA
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ZADANIA SPRAWDZAJACE

1. Przeciwprostokatna trojkata prostokatnego ma dlugosé 7 dm, a jedna z przypro-
stokatnych 3 dm. Dlugosé drugiej przyprostokatnej wynosi
A 4-,J'rl_ﬂ dm B. l{]\fr}'j dm . EJE dm D.4dm

2. Dlugosé wysokosci trojkata rownobocznego o boku, ktérego dlugosé wynosi
ENE , jest rowna

A.4,5 B. % G % D.4,5v3
3. Dlugosc boku kwadratu o przekatne) o diugosci 742 cm ma
A. 14 cm B.7 cm C.2cm D.\14 cm

4. Dlugosci bokow trojkata wynosza % cm, 12 cm, 13 cm. Dlugosc ktorego boku
nalezy zwiekszy¢ o 2 em, aby powstal trdjkat prostokatny?
A. zadnego z bokdw C. boku 9-centymetrowego
B. boku 12-centymetrowego D). boku 13-centymetrowego

2.3. Twierdzenie odwrotne do
twierdzenia Pitagorasa

Jezeli znamy dlugosci dwoch bokdw w trdjkacie prostokatnym, to korzystajac z twier-
dzenia Pitagorasa, mozemy obliczyé dlugosé trzeciego boku. Jesli bez mierzenia ka-
tow chcemy stwierdzic, czy trojkat o podanych bokach jest prostokatny, korzystamy
z twierdzenia odwroinego do twierdzenia Pitagorasa.

Jezeli w trojkacie suma kwadratow dlugosci dwadch krotszych bokow jest rdwna

kwadratowi dlugosci najdluzszego boku, to trojkat jest prostokatny.

Cwiczenie 1.
Zbadaj, ktory z trojkatow o podanych dlugosciach bokow jest prostokatny.
a)3m,4m,5m b) 15m, 12 m, 10 m
Rozwiazanie:
Korzystamy z twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Pitagorasa. Sprawdzamy,
czy kwadrat dlugodci najdluzszego boku jest rowny sumie kwadratdéw dlugosdci
dwach pozostalych bokow.
adla=3m,b=4m,c=5m

a'+b'=3+4=94+16=25
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Dla podanych dlugosci bokow tego tréjkata zachodzi zwiazek a* + b* = ¢*, wiec ten
trojkat jest prostokatny.

Tréjkat o bokach o dlugosci 3, 4, 5 nazywamy tréjkatem egipskim.
b)a=10m,b=12m,c=15m

a +b* =10°4+12° =100+ 144 = 244

¢t =15 =225

@ +b' =’

Trojkat o bokach 10 m, 12 m, 15 m nie jest trojkatem prostokatnym.

rf_
Jezeli w trojkacie suma kwadratdw dlugosci dwoch kréotszych bokow jest wieksza

od kwadratu dlugosci najdluzszego boku, to trojkat jest ostrokatny.
N

Jezeli w trojkacie suma kwadrarow dlugosci dwdch krotszych bokdw jest mniejsza

od kwadratu dlugosci najdluzszego boku, to tréjkat jest rozwartokatny.

Cwiczenie 2.

Sprawdz, czy trojkat o podanych dlugosciach bokdw jest ostrokatny, czy rozwar-
tokatny.
a) 2 cm, 3cem, 4cm
Rozwiazanie;
a=2cm,b=3cm,c=4cm
2 +b =243 =44+9=13
=4 =18
13 < 16
Dla podanych dlugosci bokéw tego trojkata zachodzi zwiazek a® + b* < ¢*, wiec ten
trojkat jest trojkatem rozwartokatnym.
b) 5 cm, 6 cm, 7 cm
Rozwiazanie:
a=5cm,b=6cm,c=7cm
a’ +b'=5"+6 =25+36=61
t=7"=49
61 > 49
Dla podanych dlugosci bokéw tego trojkata zachodzi zwiazek a” +b” > ¢°, wiec ten

trajkat jest trojkatem ostrokatnym.
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ZADANIA DO ROZWIAZANIA

54

1.

6.

9.

Sprawdz, czy trojkat o podanych dlugosciach bokdw jest prostokatny.
2)10,7,5,125  b)W11,5,6 ¢)21,28,35  d)7,24,26

Sprawdz, czy odcinki o dlugosciach a, b, c moga by¢ bokami tréjkata prostokatnego.
Pamietaj o zamianie jednostek.
a)a=05dm,b=12cm,c=0,13m

h]dzﬁidm,b:mcmTr: 1 m
4

1
cla=8cm,b=1,2dm,c=—m
Y.

d)a=06m,b=100cm, c= 8 dm

Czy kat & ma miare 4577
a) b)

1

3y2

©n

iy

34’5'

Ktore z liczb calkowitych bedacych rozwigzaniem nierdéwnosci 2x +1< 11 moga
byc dlugosciami bokow trojkata prostokatnego?

Czy tréjkat ABC o wierzcholkach A=(3,-2),B=(-2,-5),C=(3,-5] jest pro-
stokatny?

Dlugosci bokow trojkata ABC sa rowne 7 cm, 24 cm, 25 cm, trojkata A,B,C: 6 cm,
10 cm, 13 cm, a tréjkata A, B,C: 8 cm, 9 cm, 12 em. Ktory z tych trojkatow jest
ostrokatny, ktdry prostokatny, a ktory rozwartokatny?

Sprawdz, czy réwnoleglobok o danych bokach i jednej z przekatnych jest prosto-
katem.

a) dlugosci bokéw: 4 cm, 5 cm, dlugosé przekatnej: 6 cm

b) dlugosci bokow: 25 dm, J7 dm, dlugosc przekatnej: 3V3 dm

Uzasadnij, ze réwnoleglobok, w ktérym przekatne maja dlugodei 10 cm i 24 em
oraz jeden z bokdw ma dlugosé 13 cm, jest rombem (definicja rombu patrz s. 63).

Uzasadnij, ze trapez ABCD jest prostokatny.

0 12 m c
10 m am
A B
18 m
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ZADANIA SPRAWDZAJACE

1. Trojkatem prostokatnym nie jest trojkat o bokach

3
A.0,3,0,4,0,5 E,E.E, 1 C. 8,10, 12 D2, 313

2. lle roznych trojkatow prostokatnych mozna zbudowac z odcinkow o dlugosci

338 6. 308, 4567
3

Al B. 2 C.3 D. 4

3. W trojkacie ABC o dlugosciach bokow; \E cm, 3 cm, Z\E cm jeden z katéw ma
miare 60, Jeden z pozostalych katéw tego trojkata ma miare
A. 30° B. 45° C. 60° D. 120°

4. Czy przedstawiony na rysunku romb jest kwadratem?
A. nie da sie tego stwierdzi¢
B. tak, bo ma wszystkie boki réwne

311

C. tak, bo przekatna i dwa boki wyznaczaja trojkat
rownoramienny

D. nie, bo przekatna i dwa boki nie wyznaczaja trojkata
prostokatnego

2.4. Czworokaty i ich wtasnosci

Wielokaty o czterech bokach nazywamy caworokatami, 0
Punkty A, B, C, D to wierzcholki czworokata ABCD.
Odcinki AB, BC, CD, AD sa bokami czworokata ABCD.

Boki czworokata, ktére nie majg wspélnego wierzchol-
ka, czyli boki AB i CD oraz boki BC i AD, nazywamy bo- 4
kami przeciwleglymi.

Odeinki ACi BD to przekatne tego czworokata, 8
Kazdy czworokat ma dwie przekatne.
Katy a, 3, 7, 0 to katy wewnetrzne czworokata ABCD.

Katy czworokata, ktére nie maja wspolnego ramienia, czyli katy a i oraz katy 310,
nazywamy katami przeciwleglymi.
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Gdy w dowolnym czworokacie poprowadzimy przekat-
na, to podzieli ona ten czworokat na dwa trojkaty. Suma
miar katow wewnetrznych kazdego z tych trojkatow wy-
nosi 1807, a zatem w trojkacie 1: &+ 047 = 180°,

a trojkacie 2: a, + 3, +7, =180,

a, + 3+, )+, + 5, + 7, ) =180° + 180° = 360°
1 1 il F d P

W czworokacie suma miar katow wewnetrznych wynosi 360°,

Cwiczenie 1.

Oblicz miarv katow wewnetrznych czworokata ABCD.
Rozwiazanie:

A=180" -130" =50" - katy o miarach 3
i 1307 sa przylegle

& =180"—40" = 140" - katy o miarach ¢
i 40° sa przylegle

a =360 — (50 +4140% 4 75" ) = 95" - suma
miar katéw wewnetrznych czworokata
wynosi 360°

Odpowiedz: Miary katéw wewnetrznych czworokata ABCD wynosza 95°, 50°, 757,
140°,

Cwiczenie 2.

Przekatna podzielila czworokat na dwa tréjkaty, krorych obwody wynosza 30 cm
i 42 cm. Oblicz dlugos¢ tej przekatnej, jesli wiesz, ze obwod czworokata wynosi
48 cm.

Rozwiazanie: a

Wykonujemy rysunek pomocniczy.

a—+ b+ ¢+ d =48 (cm) - obwdd czworokata d

a+b+e+c+d+e=30+42=72(cm) - obliczamy b ¢
sume obwoddw trojkatow
¢=(72-48):2 = 12 (em) - obliczamy dlugos¢ prze- c

katnej e

Odpowiedi: Przekatna tego czworokata ma dlugosé 12 em.

Czworokaty, ktorych wszystkie katy wewnetrzne sa proste, nazywamy prostokatami.

W prostokacie przeciwlegle boki sa réwnolegle, a ich dlugosci sa rowne. Przekatne
prostokata maja taka sama dlugos¢ i dziela sie na polowy.
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W prostokacie ABCD: O &
AB= CDiBC= ADoraz AB|| CDi BC|| AD
AC= BD oraz AO=0Ci BO= 0D 0
5= 2a-+ 2b - obwdd prostokata
P=a-b g a 8

Szczegolnym przypadkiem prostokata jest kwadrat.

Kwadrat to prostokat, ktory ma wszystkie boki réwnej dlugosci. W kwadracie prze-
katne sa rownej dlugosci, przecinaja sie pod katem prostym i dziela sie na polowy.

W kwadracie ABCD: . 2
AC=BDoraz AO=0Ci BO=0D
S = 4a - obwadd kwadratu 0 :
P =a’ - pole kwadratu

A = B

Cwiczenie 3.

Pan Nowacki i pan Pawlicki kupili tyle samo metréw biezacych siatki na ogrodze-
nie swoich dzialek. Dzialka pana Nowackiego ma kszralt prostokata o wymiarach
0,062 km i 34 m, a dzialka pana Pawlickiego jest kwadratem. Podaj wymiary dzialki
pana Pawlickiego.

Rozwiazanie:

a=0,062 km = 62 m, b= 34 m - wymiary dzialki pana Nowackiego
§=2-62+2-34=124 + 68 = 192 (m) - obliczamy obwod dzialki pana Nowac-
kiego

a, = 192 : 4 = 48 (m) - obliczamy dlugos¢ boku dzialki pana Pawlickiego

Odpowied#: Dzialka pana Pawlickiego ma wymiary 48 m x 48 m.

Cwiczenie 4.
Pole prostokata wynosi 154 cm®. Oblicz obwad tego prostokata, jezeli jego szero-
kos¢ jest réwna 11 em.

Rozwiazanie:
Sporzadzamy rysunek pomocniczy i obliczamy dlugosé boku a prostokata (korzy-
stamy ze wzoru na pole prostokata):

154 =a-11 11 em
a=154:11= 14 (cm)
Obliczamy obwaod prostokata; a

§=2-114+2-14 =50 (cm)
S=2-1142+14
Odpowiedz: Obwadd tego prostokata wynosi 50 cm,
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Cwiczenie 5.

Prostokatna podloga lazienki o wysokosci 2,5 m ma wymiary 4 m x 3 m. Drzwi tej
lazienki maja 70 cm szerokosci i 2 m wysokodci. lle kwadratowych plytek o boku
o dlugosci 20 cm potrzeba na wylozenie scian tej lazienki?

Rozwiazanie:

4.:2,5= lﬂ{m‘! ] - obliczamy powierzchnie sciany o wymiarach 4 mx 2,5 m
3-2,5= if',ﬁ[m3 ) - obliczamy powierzchnie $ciany o wymiarach 3Imx 2,5m
2:10+42.7,5= 35([11"‘ ) - obliczamy powierzchnie wszystkich scian lazienki
0,7:2= l,4{m2 ) ~ obliczamy powierzchnie drzwi

35-14=1336 (m"‘) — obliczamy powierzchnie, ktdra chcemy wylozy¢ plytkami
20 cm = 0,2 m - wyrazamy dlugosé boku plytki w metrach

0,2 = ﬂ.ﬂai(m:) - obliczamy pole kwadratowej plytki

33,6 : 0,04 = 840 - obliczamy liczbe plvtek

Odpowiedz: Na wylozZenie scian lazienki potrzeba 840 plytek.

Rownoleglobok jest to czworokat, ktory ma dwie pary bokéw réwneleglych.
W réwnolegloboku boki réwnolegle sa sobie rowne, a przekatne przecinaja sie w po-

lowie.
0 &
W rownolegloboku ABCD
AB= CDiBC= ADoraz AB|| CDi BC|| AD
AO=0CiBO=0D
4 B

W réwnolegloboku przeciwlegle katy sa rowne, a suma miar dwdéch kolejnych katow
wynosi 1807,

a+ 3= 180°

S=2a+ 2b-obwdd rownolegloboku

P =a-h - pole réwnolegloboku

:::/J'
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Cwiczenie 6.
Boki rownolegloboku maja dlugosci 5,6 cm i 2,4 em. Wysokos¢ opuszczona na
dluzszy bok wynosi 1,5 cm. Oblicz dlugosdé wysokosci opuszczonej na krotszy bok.
Rozwiazanie:
Ustalamy wielkosci dane w zadaniu.
a=>5,6cm, b=24cm, F:ﬂ =1,5cm
P=5,6:1,5=8,4(cm’ | - obliczamy pole réwnolegloboku
8,4 =2,4-h - korzystamy ze wzoru na pole réwnolegloboku
h,=8,4:2,4=3,5(cm)

Odpowiedz: Wysokos¢ opuszczona na krotszy bok ma dlugosé 3,5 em.

Szczegolnym przypadkiem rownolegloboku jest romb.

Romb jest rownoleglobokiem, ktdrego wszystkie boki sa réwnej dlugosci,

S =4a - obwaod rombu

h
d

P =a+h - pole rombu B

a
W rombie przekatne przecinaja sie pod katem prostym ) G
i dziela sie na polowy.
Pole rombu o przekatnych o dlugoscid, i d, mozna wyra- o\

l-d
zié wzorem P = —L"1,
A B

Cwiczenie 7.

Wysokosé rombu o boku o dlugosci 5 cm jest réwna 4,8 cm. Oblicz dlugosé jednej
z przekatnych tego rombu, jezeli druga przekatna ma dlugosé 6 cm.

Rozwiazanie:

a=5cm, h=4,8cm, .:1‘. = 6 cm - ustalamy wielkosci dane w zadaniu

P=5-48= l4(cma} — obliczamy pole rombu, korzystajac ze wzoru P=a-h

6-d 1 -d
4= TI - obliczamy przekatna rombu, korzystajac ze wzoru P = o Shi-
d, =8 cm

Odpowiedi: Druga przekatna rombu ma dlugosé 8 cm.
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Trapez to czworokat, ktory ma co najmniej jedna pare bokéw rownoleglych.

D

b

C

s
S=a+b-+c+d - obwod trapezu /

:

\ ramiona

(a+b)h

P= - pole trapezu

a

C

W trapezie ABCD: AB|| CD

Suma miar katéw lezacych przy jednym ramieniu trapezu jest réwna 180°,

a, +/3=180", bo katy a, i 3 sa katami przyleglymi
a = a, bo katy o i a, sa katami odpowiadajacymi

Zatem: v + 7 =180°,

Warod trapezdow wyroZniamy trapezy roZnoramien-
ne, rownoramienne i prostokatne,

Trapez roznoramienny to trapez, ktorego ramiona
maja rozne dlugosci.

Przekatne w takim trapezie sa réznej dlugosci,
AD=BCiAC=BD

Trapez rownoramienny to trapez, w ktorvm miary
katdw przy podstawie s3 rowne.,

Przekatne w takim trapezie rownoramiennym sa takiej
samej dlugosci.

AC=BDiAD=BC

Trapez prostokatny to trapez, w ktorym przynaj-
mniej jeden kat wewnetrzny jest katem prostym.

< BAD = 90°

II PLANIMETRIA
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Cwiczenie 8.

Miara kata rozwartego trapezu rownoramiennego jest 3 razy wieksza od miary kata
ostrego. lle wynosza miary katdw tego trapezu?
Rozwiazanie:
Wykonujemy rysunek pomocniczy.
B -
3o

A B

180":4 = 45" — obliczamy miare kata ostrego
3-45" =135" - obliczamy miare kata rozwartego

Odpowiedz: Miary katéw tego trapezu wynosza: 457, 1357, 1357, 45,

Cwiczenie 9.

Pole trapezu wynosi 60 cm®, Oblicz dlugosé dluzszej podstawy, jezeli wysokosé tra-
pezu wynosi 6 cm, a krotsza podstawa ma dlugosc 4 cm.

Rozwiazanie:

P=60cm’, h =6 cm, b= 4 cm - ustalamy wielkosci podane w zadaniu
(a+4)-6 ,

60 = — obliczamy pole trapezu

a= 16 cm

Odpowiedé: Dluzsza podstawa trapezu ma dlugosc 16 cm.

Umiejetnos¢ obliczania obwodow i pol wielokatdw oraz znajomosd ich wlasnosci po-
zwoli rozwiazac wiele probleméw w codziennych sytuacjach. Warto nauczyé¢ sie za-
uwaza¢ ksztalty figur w otaczajacej nas rzeczywistosci.

Cwiczenie 10.
Oblicz pole zamalowanego wielokata wycietego

z kwadratu o boku dlugosci 6 cm.
Rozwiazanie:
6" = 36{Ema) — obliczamy pole kwadratu
42 .

2
Jo=-4-4=20 (cml) - obliczamy pole wielokata

- 4( cm’ } ~ obliczamy pole trojkata

Odpowiedi: Pole zamalowanego wielokata jest rowne

2
20cm”,
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ZADANIA DO ROZWIAZANIA

1.

Sprawdz, czy istnieje czworokat, ktorego katy wewnetrzne wynosza:
a) 38%,125% 86°,111°%; c) 40°, 60°,100°,180°;
b) 54°,112°,66%,132%; d) 84°,112%,53%,111°.

2. Jakie s3 dlugosci bokéw czworokata, ktorego obwaod wynosi 28 cm, a kazdy kolej-

5.

ny bok tego czworokata jest o 2 cm krétszy od poprzedniego?

Wsrod podanych zdan wskaz zdania falszywe.

a) Przekatne w kwadracie sa rownej dlugosci, przecinaja sie pod katem prostym
i dziel sie na polowy.

b) Kwadrat jest to czworokat, ktéry ma wszystkie boki rownej dlugosci i wszyst-
kie kary proste.

c) Przekatne kwadratu sa dwa razy dluzsze od jego bokéw.

d) Kazdy kwadrat jest prostokatem.

e) Przekatna kwadratu dzieli go na dwa tréjkaty réwnoboczne.

lle rolek papierowej tasmy, przedstawionej na rysun-
ku, trzeba kupi¢, aby oklei¢ brzegi sufitu o wymiarach
4,70 m x 3,20 m?

Z prostokata wycieto w rogach kwadraty tak, jak pokazano na rysunku. Oblicz

obwad powstalej w ten sposéb zielonej figury.
10 mm

iiiiiiiiiiiiiii

10 mm

4 cm

i

0,6 dm
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10.

11.

12.

a3,

Wskaz zdania prawdziwe.

a) W réwnolegloboku przeciwlegle katy maja réwne miary.

b) Suma miar dwéch kolejnych katéw w réwnolegloboku wynosi 180°.

c) Przekatne réwnolegloboku maja rozna dlugos¢ i przecinaja sie pod katem pro-
stym.

d) Romb jest to czworokat o dwoch bokach rownej dlugosci.

Oblicz dlugosci wyrdznionych odcinkéow réwnolegloboku i rombu.
a) Obwod = 42 b) Obwéd = 2,4

/ = / B

Wyznacz miary katoéw trapezu przedstawionego na rysunku.

Ao

B :

Dzialka przedstawiona na rysunku ma ksztalt trapezu. 150 m
a) Oblicz pole tej dzialki. Wynik podaj w arach.
b) Pole tej dzialki narysowanej na planie w skali 80 m
1 : 5000 wynosi 5,5 cm’. Prawda czy falsz? B
200 m

Przez wierzcholek kwadratu o obwodzie 16 cm poprowadzono prostg, ktéra po-
dzielila kwadrat na tréjkat i trapez, w ktérym jedna podstawa jest o 3 cm krotsza
od drugiej. Oblicz obwéd trapezu.,

Pani Maria postanowila kupi¢ rolety kasetowe do dwdch okien w salonie, Kazde
z okien ma ksztalt prostokata. Ile zaplaci za takie rolety, jezeli jedno okno ma wy-
miary 170 cm x 130 cm, a cena rolety to 64 zl za | m"?

Powierzchnia dzialki paristwa Bledowskich wynosi 8 aréw. Na dzialce wybudo-
wano altane na planie prostokata o wymiarach 5 m x 4 m. Do altanki prowadzi
prostokatna sciezka, ktorej dlugosé wynosi 20 m, a szerokosé 2 m. Pozostala czedd
dzialki zostala obsadzona kwiatami i drzewami. Oblicz, jaka czes¢ dzialki paristwo
Bledowscy przeznaczyli na rosliny.

Przekatne rombu majg dlugosci 6 cm i 0,8 dm. Jaka jest wysokos¢ tego rombu?
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14. Na rysunku przedstawiono plan ulic na osiedlu Slonecznym. Dlugos¢ ogrodzenia
Miejskiego Osrodka Sportu, zaznaczonego na rysunku kolorem zielonym, wynosi
500 m. Oblicz, ile metréw tego ogrodzenia przylega do ulicy Relaksowej.

7 7 4

Sportowa

Rekreacyjna
L Pl

15. Pole trapezu jest rowne 60 cm”, Jedna z podstaw ma dlugosé 2 cm, a druga jest od

niej cztery razy dluzsza. Oblicz dlugosé wysokosci tego trapezu,

16. Aby zamontowac parapet pod oknem, z prostokatnego arkusza plastiku odcieto
dwa trojkaty (spdjrz na rysunek). lle wynosi pole powierzchni zamontowanego pa-

rapetu?
20 cm 10cm
| =]
40cm | y
2m

17. Plac, na ktérym znajduje sie parking, ma kszralt trapezu o podstawach o dlugo-
ciach 20 m i 60 m oraz wysokosci 30 m. Na zaparkowanie jednego samochodu
potrzebna jest powierzchnia 20 m®. [le najwiecej samochoddw mozna jednoczesnie
zaparkowac na tym parkingu, jesli droga dojazdowa zajmuje powierzchnie 200 m*?

18. Dzialka budowlana ma ksztalt trapezu prostokatnego. Na planie sporzadzonym
w skali 1 ; 1000 wysokos¢ trapezu ma dlugos¢ 4 cm, a podstawy — 8 cm i 7 cm.
Oblicz, ile trzeba zaplaci¢ za te dzialke, jezeli 1 m® kosztuje 250 zl.

19. Obwody dwdch dzialek budowlanych, z ktérych
jedna ma ksztalt kwadrartu, a druga ksztalt prosto-
kata, 53 jednakowe i wynosza po 200 m. Dlugosc
dzialki prostokatnej stanowi 150% jej szerokosci.
Oblicz pole kazdej dzialki. Wynik podaj w arach.
Krora z dzialek ma wieksze pole?

20. Oblicz pole narysowanego wielokata.
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21. Dwie kostki brukowe maja rozny ksztalt, ale jednakowa powierzchnie. Pierwsza

22.

z nich jest trapezem rownoramiennym o podstawach 24 cm i 8 cm oraz wysokosci
18 cm, a druga jest prostokatem, ktorego jeden z bokéw ma taka sama dlugosé, jak
dluzsza podstawa trapezu. Podaj wymiary prostokatnej plytki.

Uczen zamierza wyciac z kolorowego brystolu wie-
lokaty o jednakowym polu, ale o roznych ksztaltach.
Marysowal juz pieciokat o wymiarach podanych na
rysunku i chee jeszeze narysowac kwadrat. Jakiej dlu-
gosci musi by¢ bok tego kwadratu?

4cm

3cm

5cm

ZADANIA SPRAWDZAJACE

1.

2.

3.

Miary katow narysowanego czworokata wynosza

A.90%18°%,72°%,90° o/ \2a
B.90%,90%,15%,757
C.90°%90°%, 50, 100°
D.90%,90°, 60°, 120° B a

Przekatna podzielila czworokat na dwa trojkary, krérych obwody wynosza 22 cm
i 36 cm. Jesli dlugosé¢ tej przekatne) wynosi 12 cm, to ten czworokat ma obwaod
A. 3 cm B. 24 cm C. 58 cm D. 60 cm

Podloga w pokoju Ani ma ksztalt prostokata o wymiarach 4 m x 6 m. lle puszek
lakieru potrzeba do dwukrotnego pomalowania tej podlogi, jezeli jedna puszka

wystarcza na pomalowanie 2,5 m*?
A.19 B. 9 C. 20 D. 10

Ma rysunku zaznaczono dwa réwnolegloboki.

Ile wynosi pole zamalowanej figury?
A. 28 B. 22 C. 11 D. 34
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2.5. Okrag i koto

Kolo o srodku w punkcie O i promieniu r jest zbiorem wszystkich punktow plaszczy-
zny, ktérych odleglos¢ od punktu O jest mniejsza od dlugosci promienia r lub réwna

tej diugosci.

DHugosd okregu o promieniu r obliczamy ze wzoru: [ = 27r.

Cieciwa — kazdy odcinek laczacy dwa dowolne punkty okregu.

Srednica - najdluzsza cieciwa przecho-
dzaca przez srodek okregu (dlugosc
srednicy jest dwa razy wieksza od dlu-
gosci promienia).

Luk - czes¢ okregu zawarta miedzy
dwoma roznymi punktami okregu wraz
z tymi punktami.

Okrag o srodku w punkcie O i promie-
niu r to figura zlozona z wszystkich
punktow plaszczyzny, ktorych odle-
glosc od punktu O jest rowna dlugosci
promienia r.

Czes¢ kola zawarta miedzy dwoma pro-
mieniami wraz z tymi promieniami nosi
nazwe wycinka kolowego.

Pole kola o promieniu r wyraza sie
wzorem: P = 7r’,

Cwiczenie 1.

dwéch miejsc po przecinku.
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£
tuk ABC
g O
cigciwa tuk ADC
A
srodek srednica
D
promien

wycinek
kotowy

Oblicz obwdad i pole kola o promieniu dlugosci r. Wyniki podaj z dokladnoscia do

a)r=3cm

Rozwigzanie:

[ =27r P=qmr
=273 P=w.3

[ =67 cm (m=3,14) F=9;r(cm‘)
[=18,84 cm P==28,26 cm’

Qdpowiedz: Obwad tego kola wynosi 18,84 cm, a jego pole 28,26 cm”,



| b)r=5dm

Liczba m jest liczba niewymierna. Jej rozwiniecie dziesietne do dziesiatej cyfry po prze-
cinku wynosi: 7 = 3,1415926535...

Cwiczenie 2.

Oblicz dlugosc¢ luku oraz pole zamalowanego wycinka
kolowego, jesli & = 30° oraz r = 5 cm.

Rozwiazanie:
30° I
— — — obliczamy, jaka czescia kata pelnego jest

360° 12 ¥y Jakg CIescly kKqta PeInego jes

kat 30”

j= é -27-5=—m(cm) — obliczamy dlugos¢ luku
s

= éﬂ' 5 = z—jﬁ{cml] - obliczamy pole wycinka
| .

. 15 _.'
Odpowiedz: Luk ma dlugosc Eﬁ cm. Pole wycinka kola wynosi i Tem'.

Jesli prosta i okrag sa polozone na tej samej plaszczyZnie, to te figury moga nie miec
punktow wspdlnych, moga mied jeden punkt wspdélny albo mogg mie¢ dwa punkry
wspolne,

Prosta i okrag nie maja punktow wspol-
nych.

Odleglos¢ srodka okregu od proste) jest
wieksza od dlugosci promienia tego okre-
gu: d > r.

Prosta i okrag maja jeden punkt wspélny.

Odleglos¢ srodka okregu od prostej jest
rowna dlugosci promienia tego okregu:
d = r. Prosta k nazywamy wtedy styczna
okregu. Styczna do okregu jest prosto-
padla do promienia o koncu w punkcie
siycznosci.

2.5. OKRAG 1 KOLO
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Prosta i okrag maja dwa punkty wspolne. Odleglosé
srodka okregu od prostej jest mniejsza od dlugosci
promienia tego okregu: d < r.

Prosta k nazywamy wtedy sieczng okregu,

Cwiczenie 3.

Okresl wzajemne polozenie prostej k i okregu o srodku w punkcie O i promieniu
dlugosci r, gdv:

a) r= 60 mm

Rozwiazanie:

r=60mm==6cm,4cm < 6 cm

OdpowiedZ: Prosta i okrag maja dwa punkty wspolne. Prosta k jest sieczna okregu.
b) r=2cm

clr=04dm

Dwa okregi takZze moga byé wzgledem siebie polozone w rozny sposob. Okregi sa roz-
laczne. Nie maja punktéw wspolnych.

0,0, >r +r, 0,0, {:|r: rz|
Okregi sa styczne. Maja jeden punkt wspolny.

A

00, =r +r, DG,:Er

i Y TR | /a5l

wat
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Okregi sie przecinaja. Maja dwa punkty wspolne.

| ||-"" il 4
in—n|<Q0,<n+rn

Okregi wspolsrodkowe. Maja wspolny srodek.

Jezeli okregi wspolsrodkowe maja réwne promienie, to znaczy,

0,=0,

ze pokrywaja sie ze soba. Maja wowezas nieskoniczenie wiele

punktéow wspoélnych,

ZADANIA DO ROZWIAZANIA

1.

2.

Narysuj kolo, a w nim cztery cieciwy tak, aby podzielily one kolo na:
a) 5 czescei b) 7 czesci c) 9 czescei d) 11 czesei

Oblicg, ile metréow lamowki trzeba zuzyc na obszycie obrusa, ktory polozony na
blat stolu o srednicy 0,9 m zwisalby réwnomiernie z tego blatu na dlugosc 25 cm.
Wynik podaj z dokladnoscia do 0,1 m.

Stwierdz — prawda czy falsz.

a) Z drutu o dlugosci 40 cm mozna wykonac pierscien w ksztalcie okregu o sred-
nicy dlugosci 13 em.

b) Wieze latarni o srednicy 7 m musi obja¢ co najmniej 15 doroslych osob o roz-
pietosdci ramion po 1,5 m u kazdego.

¢) Walec drogowy o promieniu 6 dm obrdc sie 130 razy, utwardzajac droge o dlugosa 500 m.,

Blat stolu ma ksztalt kola o promieniu dlugosci 0,45 m. Wkladamy deske o szero-
kosci 60 cm, powiekszajaca blat (jak na rysunku). Jaka jest powierzchnia stolu po
powiekszeniu? Wyniki podaj z dokladnoscia do 0,01 m”,

60 cm

2.5, OKRAG 1 kOLO
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Kat zakredlany przez ramie tyl-
nej wycieraczki samochodowej
o dlugosci 45 cm ma miare 120°,
Oblicz pole obszaru czyszczone-

go przez wycieraczke, korzysta- \\
jac z danych na rysunku. Wynik

podaj z dokladnoscia do 1 cm’,

Oblicz obwody i pola zamalowanych figur.
a) b)

6cm

3cm

6 cm
Okrag ma promien rowny 4 cm, W jakiej odleglosci od srodka okregu powinna
przechodzi¢ prosta k, aby:
a) byla styczna do okregu,
b) nie miala punktéw wspolnych z okregiem, S 3
+

[

¢) miala dwa punkty wspélne z okregiem?

Dno pojemnika jest prostokatem o wymiarach 6 cm na 12 cm.
Czy do tego pojemnika mozna wstawic dwa sloiki takie jak na
rysunku, o obwodach 18 cm w najszerszym miejscu?

ZADANIA SPRAWDZAJACE

1.

Wskaz informacje falszywa.

W okregu

A. srednica jest najdluzsza cieciwg

B. promien jest dwa razy krotszy od srednicy

C. nie kazdy promien ma te sama dlugosé

D. kazda z cieciw ma dlugosé¢ nie wieksza niz srednica

Roznica dlugosci okregow, ktorych promienie sa réwne 2,8 dm i1 25 cm, wynosi
A 3mcm B. 67 cm C. 3w dm D. 6w dm
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3. Wokdl brzegu klombu w ksztalcie kola o $rednicy 8 m
biegnie $ciezka o szerokosci 1 m (patrz rysunek). Ile co
najmniej metréw kwadratowych klinkieru nalezy ku-
pic, aby wylozyé nim dciezke?

A. 28

B. 28,2
C. 28,25
D. 28,3

4. Jesli odleglos¢ miedzy srodkami dwoch okregow
o promieniach 8 cm i 6 cm wynosi 14 cm, to te okregi

A. 53 styczne zewnetrznie

B. maja dwa punkty wspolne

C. 53 styczne wewnetrznie

D. nie maja punktéw wspolnych

2.6. Katy wpisane i sSrodkowe

Kat, ktérego wierzcholkiem jest srodek kola, c
a ramiona zawierajg promienie, nazywamy ka-
tem srodkowym.
Miara kata srodkowego stanowi taka cze$¢ miary ‘
kata pelnego, jaka czescia okregu jest luk, na kto-
rym kat ten jest oparty.
D kat srodkowy

kat Srodkowy wypukly
wklesty

Cwiczenie 1.

Oblicz miare kata srodkowego opartego na polokregu.
Rozwiazanie:

%-56{]“ =180° - polokrag to ;— okregu

Kat wypukly, ktérego wierzcholkiem jest punkt okregu danego kola, a ramiona zawie-

raja cieciwy, nazywamy katem wpisanym w kolo.

C
Miara kata srodkowego jest dwa razy wieksza od mia- D
ry kata wpisanego opartego na tym samym luku.
A e [2
Kat wpisany oparty na polokregu jest katem prostym.
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Cwiczenie 2.

Oblicz miare kata srodkowego 7 opartego na tym samym
luku, co kat wpisany o mierze 54°.

Rozwiazanie:

3=2-54" = 108"

Cwiczenie 3.

Oblicz miare kata wpisanego o opartego na tym samym

luku, co kat srodkowy o mierze 1807,
Rozwiazanie:
a=180":2=90°

Ma danym luku moéna oprzeé nieskonczenie wiele ka-
téw wpisanych.

Katy wpisane, oparte na tym samym luku, sa
rownej miary.

jr1 - 33 = 33.

Cwiczenie 4.

Oblicz sume miar trzech katéw wpisanych opartych na tym samvm luku, co kat
srodkowy o mierze 130°,

Rozwiazanie:

1307:2 = 65" - obliczamy miare kata wpisanego

3-65” =195 - obliczamy sume miar trzech katéw wpisanych; maja réwne miary
Odpowiedz: Suma miar tych katéw wynosi 195,

Cwiczenie 5.
Oblicz miary katow wpisanego a i srodkowego 3 opartych na tym samym luku.
Przyjmij, ze suma miar tych katéw wynosi 2107,
Rozwiazanie:
a+3=210"oraz 3=2-a
a=210":3=70" - obliczamy miare kata wpisanego
3=2-70° =140 - obliczamy miare kata srodkowego

Odpowiedz: Kat wpisany ma miare 70°, a kat srodkowy 140°.
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ZADANIA DO ROZWIAZANIA

1. I‘h ktorych r}rﬁunkach zaznaczono kat §rndl~;ﬂw:-,r. a na ktorych kat wpisany?

Ol

2
2. Oblicz miare kata srodkowego opartego na —, —, — okregu.
3

3. Jaka miare ma kat srodkowy utworzony przez Wﬁkd zowki zegara o godzinie 12.30?

4. Podaj miary katow a, 3, 7, ¢ zaznaczonych na rysunkach.
a) c)

5. lle wynosi miara kata srodkowego opartego na tym samym luku, co kat wpisany
o mierze 3877

I 3 11 15
6. Oblicz miary katéw wpisanych opartych na: —, —, — —3 okregu.

4512 36
7. Kat srodkowy i kat wpisany sa oparte na tym samym luku. Wiemy, ze kat srodko-

wy jest 0 63 wiekszy od kata wpisanego. Podaj miary tych katow.

20 KATY WHFISAMNE 1 SRODKOWE
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8. Oblicz miary katéw wewnetrznych narysowanych nizej wielokatow,
a) b)
C D

9. Suma miar katow wpisanego i srodkowego, opartych na tym samym luku, stano-
wi 75% miary kata pelnego. Podaj miary tych katéw.

10. Kat srodkowy ma miare 210°, Oblicz sume miar trzech katéw wpisanych opartych
na tym samym luku, co kat srodkowy.

11. Z metalowego dysku w ksztalcie kola o obwodzie 127 dm wycieto fragment
o ksztalcie kata srodkowego o mierze 60°. Oblicz pole tego fragmentu.

ZADANIA SPRAWDZAJACE

1. Miare ktorego z katéw srodkowych pc}danu blednie?

IV
/
7
Q
a = 280° —150° -=100° § = 240°

A.l B.][ C.l[I

2. MNabrzegu okraglego trawnika rosna dwie wyso-
kie sosny: S, i S,. Asia, ktora stoi na brzegu traw-
nika, widzi ich wierzcholki pod katem 36°. Pod
jakim katem widzi te drzewa Ola, ktéra siedzi na
lawce znajdujace] sie posrodku trawnika?

A.36° C.18°
B.72 D. 30°
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3. Suma miar trzech katow wpisanych opartych na tym samym luku jest réwna 330°.
Jaka miare ma kazdy z tych katow?
A.110%,110%,110° C.55%110%,220°
B. 55%,55%,220° D. 30%,150%,150°

4. Katy wpisany i srodkowy sa oparte na tym samym luku. Ktora z wypowiedzi jest

falszywa?

A. Jesli kat wpisany ma 307, to miara kata srodkowego wynosi 60,

B. Jesli kat srodkowy ma 1107, to miara kata wpisanego wynosi 220",

C. Jesli kat wpisany jest o 40° mniejszy od kata pélpelnego, to miara kata srodko-
wego wynosi 2807,

D. Jesli kat srodkowy jest trzy razy wiekszy od kata prostego, to miara kata wpi-
sanego wynosi 135°,

2.7. Cechy podobienstwa trojkatow

Trojkaty sa podobne, jezeli boki jednego trojkata sa proporcjonalne do odpowied-
nich bokow drugiego tréojkata, a katy jednego trojkata maja takie same miary, jak od-
powiednie katy drugiego tréjkata.

Liczbe k réwna stosunkowi dlugosci odpowiednich bokdw nazywamy skala podobiedi-
stwa.

Do rozpoznawania trojkatow podobnych sluza cechy podobienstwa.

Pierwsza cecha podobienstwa - jezeli c 8,
katy jednego trojkata sa odpowiednio row-

ne karom drugiego trojkata, to te trojkaty sa
podobne: kkk (kat, kat, kat).

Jezeli <C A B, =<CAB i <A B,C, =<ABC A

e |

i <B,C,A, =<BCA, to AABC, ~AABC.

Druga cecha podobienstwa - jezeli dwa B,
boki jednego trojkata sa proporcjonalne do
odpowiednich dwéch bokdw drugiego trojka-
ta, a zawarte miedzy tymi bokami katy sa row-
ne, to trojkaty sa podobne: bkb (bok, kat, bok).

AB AC
Jezeli b =—{ZL i <C,A B, = <CAB, to A

AABC, ~AABC.
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Trzecia cecha podobienstwa - jezeli tray 8.
boki jednego trojkata sa proporcjonalne do
odpowiednich trzech bokéw drugiego troj-
kata, to tréjkaty sa podobne: bbb (bok, bok,
bok). C,

Jezeli A% 46, 35 o A B
AB  AC  BC A
AABC, ~AABC. 1

Cwiczenie 1.
Uzasadnij, Ze trdjkat ABC jest podobny do trdjkata BDE.

Rozwiazanie:

AABC i ABDE sa prostokatne, wiec <{BAC = <tBDE = 90",

Katy ABC i DBE sa wierzcholkowe, wiec <ABC = < DBE. S5uma katow wewnetrz-
nych trojkata wynosi 1807, wiec <ACB = <{BED.

Odpowiedz: Z pierwszej cechy podobiendstwa tréjkatow wynika, ze AABC ~ ABDE.

ZADANIA DO ROZWIAZANIA

1. W trojkacie prostokatnym ABC kat przy wierzcholku B ma miare 60°. W trojkacie

prostokatnym DEF kat przy wierzcholku F ma miare 30°. Czy te tréjkaty sa po-
dobne?

2. Sprawdz, czy podane nizej tréjkaty sa podobne,

b)

a)
6 12 B 20
2 4 f 18
3 o

12 16
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Tréjkat o bokach 4, 10, 12 jest podobny do tréjkata, ktérego najkrotszy bok ma
dlugosé 16. Wyznacz pozostale boki tego trojkara.

Sprawdz, czy podane nizej trojkaty sa podobne.
a)

» 5 v 10
4 ]
b)

&
A
60° 60
& 9

Ma rysunku przedstawiono pary trojkatow podobnych. Zapisz réwnosé stosun-
kow odpowiednich bokdw,

c)
0
E B
F | :: L :-.: |
g 0 A
E

a)

b) d)
I E
D
H
C
5 g
A
38
o\ [52°
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6. Posrod kazdych trzech trojkardow znajdi dwa podobne. Odpowiedz uzasadnij.

a)

I 1 Il

10
2N
16 20
15 12 10

12

7. Wiedzac, ze przedstawione na rysunkach trojkaty sa podobne, oblicz dlugosci za-

znaczonych odcinkow,

al

2d

8. W rtrdjkacie prostokatnym ABC (kat ACB jest prosty) poprowadzono wysokosé
CD. Uzasadnij, ze trojkaty ABC, ADC, DCB sa podobne.,
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ZADANIA SPRAWDZAJACE ¢

1. Ktory z narysowanych tréjkatow jest podobny do trdjkata ABC?

1.
\ T

2. Jaka liczba musi by¢ x, aby trojkaty byly podobne?

=
4
3\ \
5 ¥

A.3,5 B.7 C.3> D.6>
4 3

3. Dwa trojkaty sa podobne. Miary dwéch katéw wewnetrznych jednego z nich sa

D.

rowne odpowiednio 427 i 56°. Miary katéw wewnetrznych drugiego tréjkata sa

rowne
A. 24°,65°,91° C.82° 65°, 337
B.56°, 427 82" D.42% 387 1107

4. Trojkaty ABCi KLM sa podobne. Pary bokéw odpowiednich to: ABi KL, BCi LM,
CA 1 MK. Para katow przystajacych to
A.<ACB i <KLLM C. <ABC i <KLM
B. <1CAB 1 <MLK D.<<CAB i <iLMK
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2.8. Zadania z zastosowaniem cech
podobienstwa trojkatow

Cechy podobienstwa tréjkatow stosujemy w rozwiazywaniu zadan zwiazanych z wy-
znaczaniem dlugosdci odeinkéow w trdjkatach.,

Cwiczenie 1.

Trojkat ABC jest podobny do trojkata A'B'C'. Ponadto wiadomo, ze: AB=7,5 cm,
BC=10cm, A'B' = 30 cm, A'C' = 20 cm. Oblicz skale podobieristwa trojkata ABC
do tréjkata A'B'C' oraz dlugosci odcinkow ACi B'C".
Rozwiazanie:
AABC ~AA'B'C’

AB

k = L] i
A'B
759em 1 ; i

= — obliczamy skale podobienstwa
30 cm

k= % — obliczamy dlugos¢ odcinka B'C'
10 |

B'C' 4
B'C'= 40 (cm)

k= £ obliczamy dlugosc odecinka AC

AC 1

=

20 4
AC =15 (em)

1
Odpowiedz: Skala podobienistwa trojkata ABC do tréjkata A'B'C" wynosi —. Dlu-
gosC odcinka B'C” jest rowna 40 cm, a dlugos¢ odeinka ACto 5 cm. *

Cwiczenie 2.

Drzewo o wysokosci h rzuca cien o dlugosci 54 m. W tym samym czasie wbity
pionowo w ziemie pret o dlugosci 1,8 m rzuca cien réwny 4,5 m, Oblicz wysokos¢

drzewa.

L
Rozwigzanie:
Wykonujemy rysunek pomocniczy.
Tréjkaty ABC i DBE sa podobne (na mocy L = 3
cechy kkk). © \
AC AB . L. A — _
—— =—— - zapisujemy stosunek dlugosci D! 45m H-B
DE DB | ’
odcinkow i wyznaczamy wysokosc drzewa < 24m -
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h 54
1,8 4,5
h=21,6(m)
OdpowiedZ: Wysokos¢ tego drzewa jest rowna 21,6 m.

Cwiczenie 3.
Oblicz szerokos¢ rzeki, korzystajac
z danych przedstawionych na rysunku.
Rozwiazanie:

Traéjkaty ABC i CDE sa podobne (na

mocy cechy kkk). D
AB BC i T o ” ;
-E'_E = E — zapisujemy stosunek dlugosci odcinkow i wyznaczamy szerokos¢ rzeki

AB 25
2 4
AB=12,5 (m)

OdpowiedZ: Szerokosc rzeki wynosi 12,5 metra.

Méwilismy o podobietistwie trojkatow, ale mozna rowniez mowié o podobienstwie
innych figur, np. odcinkéw, okregow, kol, wielokatéw foremnych czy tez innych
wielokatow.

I tak kazde dwa odcinki sa podobne, a skala ich podobienistwa jest rowna ilorazowi dlu-
gosci tych odcinkow, Rowniez kazde dwa okregi sa podobne oraz kazde dwa kola sq po-
dobne, a skala ich podobienstwa jest réwna stosunkowi dlugosci promieni tych figur.

W odniesieniu do wielokatéw foremnych mozemy powiedzied, ze kazde dwa trojkaty
réwnoboczne s3 podobne, kazde dwa kwadraty sg podobne, kaide dwa szesciokaty
foremne sa podobne itd., a skala ich podobienstwa jest rowna stosunkowi dlugosci
bokdw tych figur.

Natomiast nie kazde dwa wielokaty o takiej samej liczbie bokow sa do siebie podobne.
Aby stwierdzic, czy dwa wielokaty sa podobne, sprawdzamy, czy boki jednego wielo-
kata sa proporcjonalne do odpowiednich bokdw drugiego wielokata oraz czy odpo-
wiednie katy majg jednakowe miary.,

Cwiczenie 4.

Sprawdz, czy prostokat ABCD jest podobny do prostokata KLMN, jesli
a) AB=2cm,BC=3cm,KL=5cm, LM= 6 cm

Rozwiazanie:

%ZLE =-§- — obliczamy iloraz dlugosci krotszego boku prostokata ABCD do dlugosci

krotszego boku prostokata KLMN

2.8. ZADANIA Z ZASTOSOWANIEM CECH PODOBIENSTWA TROJKATOW
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3
% == % — obliczamy iloraz dlugosci dluzszego boku prostokara ABCD do dlu-
goscl dluzszego boku prostokata KLMN
AB  BC

— = — — pordgwnujemy obliczone ilorazy
KL LM

Odpowiedz: Prostokat ABCD nie jest podobny do prostokata KLMN,
b) AB=12cm,BC=15cm, KL=5em, IM=4cm

Rozwiazanie:

:M—B = % =3 - obliczamy iloraz dlugosci krétszego boku prostokata ABCD do dlu-

gosci krotszego boku prostokata KIMN

% = ITJ = 3 - obliczamy iloraz dlugosci dluzszego boku prostokata ABCD do dlu-
5

gosci diuzszego boku prostokata KLMN

AB _ BC ; : : .

T = — — poréwnujemy obliczone ilorazy

Odpowiedz: Prostokat ABCD jest podobny do prostokata KLMN,

ZADANIA DO ROZWIAZANIA

1.

Tréjkat A'B'C’ jest podobny do tréjkata ABC w skali k = 1-, Oblicz dlugosci od-
cinkow A'B',B'C",C'A', jezeli: 3

a) AB=9cm, BC=12cm, AC=15¢cm

b} AB= 18 cm, BC= 3,6 dm, AC=4,8 dm

Tréjkat ABC jest podobny do trojkata A'B'C'. Oblicz skale podobieristwa i dlugo-
sci pozostalych odeinkdw w obu tréjkatach, jezeli:

a) AB=8cm, BC=10em, AC=6cm, A'C'=4cm

b)AB=4cm, AC=7cm,A'B'=10cm, B'C'= 20 cm

Oblicz wysokosc drzewa, korzystajac z danych przedstawionych na rysunku.

II. PLANIMETRIA



4. Rysunek przedstawia sposdb pomiaru szerokosci rzeki. Oblicz dlugosc¢ odeinka x.
Odpowiednie dane odczyta) z rysunku.

5. W trojkacie ABC przez srodek D boku AC poprowadzona prosta réwnolegla do

boku AB i przecinajaca bok BC w punkcie E. Oblicz stosunek ECE

6. Dlugosé boku AB trojkata ABC jest rowna 9 cm, a wysokosc poprowadzona na
ten bok ma 6 em. Odcinek DE jest réwnolegly do odcinka AB, a punkty D1 E leia
odpowiednio na bokach AC i BC. Ponadto wiadomo, ze odleglosé¢ pomiedzy od-
cinkami AB i DE wynosi 2 cm. Oblicz dlugosé odcinka DE.

7. W trapezie ABCD, w ktérym AB = 6 cm, CD = 4 em, AD = 3 cm, przedluzono
ramiona AD i BC do przeciecia w punkcie S, Oblicz dlugos¢ odcinka AS.

8. Prostckat A'B'C'D’ jest podobny do prostokata ABCD w skali 1,5. Oblicz dlugosci
bokow prostokara ABCD, jedli wiadomo, 2e A'B' =6 cmiB'C'=9 em.

9. Dlugosc przekatne) kwadratu ABCD wynosi 5v2 cm. lle jest rowny obwod kwa-
3
dratu KLMN podobnego do ABCD w skali g?

10. Oblicz, w jakiej odleglosci od brzegu morza znajduje sie statek.

=

brzeg

/ 14 m :/r
18 m
/]

23 m
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ZADANIA SPRAWDZAJACE

1. Drzewo rzuca ciend o dlugosci 8,5 m, a tym samym czasie dziecko o wysokosci
1,2 m rzuca ciefil réwny 2,4 m. Wysokos¢ drzewa wynosi
A.17m B.4,25m C.11,8m D. 5,45 cm

B.5m

- -

2. Skala podobieristwa trojkardéw prostokatnych wynosi 1,5. Przyprostokatne tych
trojkatow moga mieé dlugosci
A.ltrojkat 3cm, 4 cm i Il trogkat: 2 cm, 6 cm

2
B. I trojkat: 3 cm, 4 cm i I1 tréjkat: 4,5 cm, 23 cm

C. I trojkat: 3 cm, 4 cm i I1 tréjkat: 4,5 cm, 6 cm
D. I tréjkat: 3 cm, 4 cm i Il trojkat: 6 cm, 8 cm

3. Trojkat rownoboczny o boku o dlugosci 6 cm jest podobny do tréjkata réwno-

bocznego o boku o dlugosci 4 cm w skali
A. 5 B. =S C. 4 D.
3 9 4

b | L

4. Nabokach ABi AC tréjkata ABC obrano odpowiednio punkty D1 E tak, ze odcinek
DE jest rownolegly do boku BC oraz AD = 3 cm, DE = 4 cm, BC = 7 cm, Odcinek

DB ma dlugosdé

1

A.2—cm B.6 I !
4

l-‘.:l'n C.5— cm D.9— cm
3 4 3

5. Kolo o srodku Oi promieniu 3 cm jest podobne w skali k= — du kola o srodku S.
Srednica kola o srodku S| jest rowna
A.2cm B.4em C.4,5cm D. 9 em
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2.9. Zaleznos¢ miedzy obwodami figur
podobnych

Cwiczenie 1.
Trojkat A'B'C' jest podobny do tréjkata ABC, a dlugosci bokow tych trojkatow wy-
nosza: AB=3cm,BC=5cm,AC=4cm,A'B'=9cm,B'C'=15cm,A'C'=12cm.
Oblicz skale podobieristwa trojkata A'B'C' do trojkata ABC oraz stosunek obwodu
tréjkata A'B'C' do obwodu tréjkata ABC.
Rozwiazanie:

k= % - obliczamy skale podobieristwa tréjkatow

9
=—=3
3

k
S, uc = 3cm + 5cm + 4 cm = 12 cm - obliczamy obwody trojkatow
Siwpeo=9cm+ 15cm + 12 cm = 36 cm

—

Soare _36

S 12
Odpowiedz: Skala podobienistwa trojkata A'B'C' do trojkata ABC wynosi 3. Stosu-
nek obwodu trojkata A'B'C' do obwodu trojkata ABC takze jest rowny 3.

= 3 - obliczamy stosunek obwodow trojkatéw

-~
Stosunek obwodow dwoch trojkatéw podobnych jest rowny skali podobienstwa

tych trojkatow.

L

Jesli méwimy o podobienistwie innych figur, dla ktorych mozna obliczy¢ obwad, np.
wielokatéw, kél, to réwniez stosunek obwodéw dwaoch takich figur podobnych jest
rowny skali podobienistwa tych figur.

Cwiczenie 2.
Tréjkary KIM i K'L'M’ sa réwnoboczne, a stosunek obwodu tréjkata K'L'M'
do obwodu tréjkata KLM wynosi l Oblicz dlugos¢ boku trojkata K'L'M', jesli
KL=7 cm. %
Rozwiazanie:
Kazde dwa tréjkaty rownoboczne sa podobne, a ich skala podobienistwa jest réwna
stosunkowi obwodow.
?A@* =% — k — obliczamy skale podobienstwa trojkatow

AKIM
K'L'

KL

=k - obliczamy dlugosé¢ boku tréjkata K'L'M'
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KLY

7 2
K'L'=3,5 (cm)

Odpowiedé: Dlugos¢ boku trojkata K'L'M' wynosi 3,5 cm,

Cwiczenie 3.

2
Stosunek obwodu kwadratu ABCD do obwodu kwadratu KLMN wynosi 5 Oblicz

dlugosé przekatnej kwadratu KLMN, jesli AB=9 cm.

Rozwiazanie:
- R |
—=AE. = — =k - obliczamy skale podobienistwa kwadratow
Sokuay 3
== =k - obliczamy dlugos¢ boku kwadratu KLMN
-
KL 3

KL= 13,5 (cm)

d=a\2 - obliczamy dlugos¢ przekatne) kwadratu KLMN
d=13,5v2(cm)
Odpowiedi: Dlugosé przekatnej kwadratu KLMN wynosi 13,5v/2 cm.

ZADANIA DO ROZWIAZANIA

p

5.

Tréjkat A'B'C’ jest podobny do tréjkata ABC, a jego obwod stanowi ; obwodu
- )
trdjkata ABC, Oblicz skale podobieristwa tych trojkatow.

Oblicz dlugosci bokéw tréjkata A'B'C' o obwodzie 40 cm, jesli jest on podobny do
trojkata ABC o bokach o dlugosci AB=4cm, BC=5cmi AC=7 cm.

W trojkacie réwnoramiennym ABC mamy dane dlugosei odcinkédw: AB = 8 cm,
AC = BC = 5 cm. Oblicz obwéd tréjkata A'B'C' podobnego do tréjkata ABC
1
wskalil—,
3

Prostokat A'B'C'D" o obwodzie 24 c¢m jest podobny do prostokata o bokach
o dlugosci 2,5 cm 1 3,5 cm. Oblicz dlugosé krotszego boku prostokata A'B'C'D,

stosunek obwodu kwadratu ABCD do obweodu kwadratu KLMN jest rowny 1,5, lle
wynosi skala podobiefstwa kwadratu KLMN do kwadratu ABCD?

Stosunek obwodow dwoch prostokatéw podobnyvch wynosi 3,5. Jeden z prosto-
katéw ma wymiary 7 cm i 10,5 cm. Jakie wymiary moze miec drugi prostokat?
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7. Obwod kola wynosi 157 cm. Jaka srednice ma kolo podobne do niego w skali 0,27

8. Trojkat KLM jest podobny do tréjkata ABC. Obwod trojkata KLM jest réowny
24 cm i stanowi 80% obwodu tréjkata ABC. Oblicz, w jakiej skali tréjkat KLM jest
podobny do trojkata ABC.

ZADANIA SPRAWDZAJACE

1. 5kala podobienstwa trojkatow wynosi 2,5. Obwody tych trojkatow moga byc

rowne
A.30cmi170cm C.léecmi16,4 cm
B.12cmidcem D.5cmi75cm

2. Prostokat ABCD, w ktérym AB =8 cm 1 CD = 5 em, jest podobny do prostokata
A'B'C'D', wktorym A'B' = 6 cm. Obwad prostokata A'B'C'D' wynosi
A.3,75cm B. 9,75 cm C. 19,5 cm D. 39 cm

3 b
3. Stosunek obwodéw dwdch trojkatéw rownobocznych wynosi 2 a dlugos¢ boku

wiekszego trojkata jest rowna 12 em. Mniejszy trojkat ma bok o dlugosci
A. 27 cm B. 48 cm C. 16 cm [D.9%9¢cm

) 2
4. Kwadrat A'B'C'D' o polu 64 cm” jest podobny do kwadratu ABCD w skali . Ob-
wod kwadratu ABCD jest rowny
A. 48 cm B.12 cm C. 24 cm D. 96 cm

2.10. Zaleznos¢ miedzy polami figur
podobnych

Cwiczenie 1.
Boki trojkata prostokatnego ABC maja dlugosci 5em, 12emi 13 em. Trojkat A'B'C'
1
jest podobny do trojkata ABC w skali 3 Oblicz stosunek pola tréjkata A'B'C' do
pola trojkata ABC.
Rozwiazanie:

' . 1
AA'B'C'~AABC w skallfe=5
a=5cm, b= 12 cm - oznaczmy przyprostokatne trojkata ABC
a =1, b’ = ? - oznaczmy przyprostokatne trojkata A'B'C’
S | b1 ' : m ¥ gt
ﬂT = >’ é = = obliczamy dlugosci przyprostokatnych trojkata A'B'C
)
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e
a'=§ (cm), b =6 {cm)

B = % 5:12= 30 (cm®) - obliczamy pole tréjkata ABC

1 5 3
Py = 5 %-{: =7,5 (cm’) - obliczamy pole tréjkata A'B'C’
e 751 _ obliczamy stosunek pola trojkata A'B'C’ do pola tréjkata ABC
Po. W 4
OdpowiedZ: Stosunek pola tréjkata A'B'C' do pola trojkata ABC wynosi %
-
Stosunek pol figur podobnych jest réwny kwadratowi skali podobienstwa tych
figur.
.

Cwiczenie 2.

Trojkat K'L'M' jest podobny do tréjkata KLM, a pole tréjkata K'L'M' jest 9 razy
wieksze od pola tréjkata KLM. Podaj skale podobieristwa tych tréjkatow.

Rozwiazanie:
P i =P 1 — Zapisujemy zaleznosc miedzy polami trojkatow
P._K'I.'M' — 9
'P.;.R'L.H
k* =9 - obliczamy skale podobieristwa tych tréjkatéw
k=3

Odpowiedz: Trojkat K'L' M’ jest podobny do tréjkata KLM w skali 3.

Cwiczenie 3.
Prostokat ABCD, ktorego pole wynosi 10 em” jest podobny do prostokata KLMN

1
w skali : Oblicz sume pél tych prostokatow,

Rozwiazanie:

TIABCD ~KLMN wskali k= %

n -

P_=AEJ.J_ =k’ — obliczamy iloraz pola prostokata ABCD do pola prostokata KLMN
SKLEMN

o _ 1

P:HI_MH 25

P iy = 25P_ 45 — Obliczamy pole prostokata KLMN
Py =25-10=250 (em’

Poiiviy + Popncy = 250+25=275 {-:m: ] - obliczamy sume pdl prostokatow

Odpowiedz: Suma pél tych prostokatéw wynosi 275 em”.
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ZADANIA DO ROZWIAZANIA

1.

6.

Z trzech odcinkow o lacznej dlugosci 15 em zbudowano trojkat KLM podobny do
trojkata ABC, ktdrego dlugosci bokdw sg réwne 18 cm, 20 cm 1 22 cm. lle wynosi
stosunek pola trojkata KLM do pola trojkata ABC?

Pole trojkata ABC jest rowne 75 cm’. Oblicz pole tréjkata A'B'C' podobnego do

|
danego w skali o

Pole trajkata KLM jest 5 razy wieksze od pola trojkata ABC. e razy obwod tréjka-
ta KLM jest wiekszy od obwodu trojkata ABC?

Pole kwadratu ABCD wynosi 12 cm”, a pole kwadratu KLMN jest réwne 27 cm’”.
Oblicz skale podobienstwa kwadratu KLMN do kwadratu ABCD.
b

W trojkacie prostokatnym ABC narysowano
odcinki DE i GF, ktére sa réwnolegle do boku  1.2¢m \
AB (patrz rysunek). G 7
Oblicz:
a) skale podobieristwa trojkata GFC do tréj- 3 €M
kata ABC, 5
b) stosunek pél trojkatéw DEC do GFC, 0,5.cm !“
¢*) obwad trapezu DEFG. Q 12 cm

Padloga pokoju o ksztalcie prostokata ma wymiary 4 m na 5 m. Oblicz pole pro-
stokata przedstawiajacego ten pokdj na planie w skali 1 : 200.

Rynek o ksztalcie kwadratu ma pole rowne 225 ardw. Pole powierzchni kwadratu
przedstawiajgcego ten rynek na planie wynosi 9 em”, W jakiej skali jest sporza-
dzony ten plan?

Dwa trojkaty sa podobne. Pierwszy trojkat ma obwéd réwny 12 cm i pole réwne
6 cm’, natomiast obwad drugiego trojkata jest réwny 24 cm. Oblicz pole drugiego
trojlkata.

ZADANIA SPRAWDZAJACE

1.

Stosunek obwodow dwaoch kwadratow jest rowny 3 a pole jednego z nich jest

05 cm’ wieksze od pola drugiego kwadratu. Pole mniejszego kwadratu jest réwne
A.2cm’ B.4 cm’ C.9 em’ D.10 em’

Trojkat prostokatny A'B'C’ o polu 6 cm® jest podobny do tréjkata ABC o bokach
o dlugosciach 6 cm, 8 cm i 10 cm, Dlugosé przeciwprostokatnej trojkata A'B'C’
jest rowna

A.4cm B. 10 cm C. 8 cm D.5cm

2.10. ZALEZNOSC MIEDZY POLAMI FIGUR PODOBNYCH
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3. Powierzchnia mieszkania na planie w skali 1 : 100 jest mniejsza od rzeczywiste)
powierzchni tego mieszkania
A. 100 razy B. 10 004 razy C. 1000 razy D. 100 000 razy

4. Suma pol dwoch trojkatdéw podobnych w skali 2 jest réwna 60 em®. Pole mniej-
szego z tych trojkatéw jest rowne
A.12 cm® B. 20 cm’ C.48 cm’ D. 40 cm®

2.11. Okrag wpisany w trojkat

Wielokat, ktdrego wszystkie boki sa okrag wpisany

styczne do okregu, nazywamy wieloka- w wielokat
tem opisanym na okregu. O takim okre-
gu mowimy natomiast, Ze jest wpisany

w wielokat.

Srodek okregu wpisanego w wielokat

u . . . . “\_‘
jest punktem znajdujacym sie w jedna- N\ widiioit opisany

kowej odleglosci od wszystkich bokdw na okregu
tego wielokata.

Jesli uznamy, Ze dwa sasiednie boki wielokata leza na ramionach kata, to zauwazymy,
ze punkt jednakowo od nich odlegly znajduje sie na dwusiecznej tego kata. Wynika
z tego, Ze srodek okregu wpisanego w wielokat jest punktem przeciecia sie dwusiecz-
nych jego katow.

Dwusieczna kata jest to polprosta o poczatku w wierzcholku karta, ktora dzieli ten kat
na dwa katy przystajace. Dla kata wypuklego dwusieczna kata jest zbiorem punktéw
nalezacvch do tego kata i rowno odleglvch od jego ramion.

Cwiczenie 1.
W pisz okrag w trojkat ABC.
Rozwiazanie:
Kreslimy dwusieczna jednego z katow trojkata, np. kata BAC,
Z punktu A kreslimy luk dowolnym promieniem.
Ma ramionach kata BAC otreymujemy punkiy Mi V.
Z otrzymanych punktdw kredlimy luki, zataczjac okregi o jedna- A=
kowym promienu; otrzymujemy punkt K.
Kreslimy polprosta AK, ktéra jest dwusieczng kata BAC

Wyznaczamy dwusieczne pozostalych katow.
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Oznaczamy punkt Prowadzimy odcinek OK Kreslimy
przeciecia prostopadly do jednego okrag o srodku O
dwusiecznych litera O. z bokow., i promieniu OK.

Okrag mozna wpisad w kazdy tréjkat.

Cwiczenie 2.

Oblicz dlugosé promienia okregu wpisanego w trojkat prostokatny o bokach o dlu-
gosci: 5cm, 12emi 13 em.

Rozwiazanie:

Trajkaty BDO i BFO sa przystajace, poniewaz;
<40BD = <10BF = a

<DOB= <tFOB=90" — a

oraz odcinek OB lezy w kazdym w tych trojkatow.
Trojkaty ADO1 AEQ sa przystajace, poniewaz:
JOAD=<q0AE= 73

<DOA=<EOA=90"—-3

oraz odcinek OA lezy w kazdym z tych trojkatow.
Z przystawania trojkardw BDO 1 BFO wynika, ze réwne s3 odeinki:
BD=BF=a—r

L przystawania trojkatow ADO i AEQ wiemy,

ze rowne s odcinki:
AD=AE=b—r
Dlugosé przeciwprostokatne;:
c=(a—r)+(b—r)
Wyznaczamy promien okregu wpisanego w do-
wolny trojkat prostokatny:

a+b—¢
r=

2

Dla trojkata okreslonego w ¢wiczeniu mamy przyprostokatne a i b o dlugosciach

5cm i 12 cm oraz przeciwprostokatna ¢ (najdluzszy z odcinkéw) o dlugosci 13 cm.

5412—-13
Stad: r= —E'—= 2 (cm).

Odpowiedz: Promien okregu wpisanego w dany tréjkat jest rowny 2 cm.

2.11. OKRAG WPISANY W TROJKAT 9



Cwiczenie 3.

Oblicz dlugosc promienia okregu wpisanego w trdjkat rownoboczny o boku o dlu-
gosci 12 em.,
Rozwiazanie:

Promien okregu wpisanego w trojkat réwnoboczny
1

jest rownyr = Eh,

av3 e ¢
h= —,— ~ Wyznaczamy wysokosé tréjkata réwno-
bocznego

12+/3
= -—l-{ =6v/3 (cm)

r:%-ﬁ-\l@ =243 (em) - wyznaczamy dlugos¢ promienia okregu wpisanego

w trojkat
Odpowiedi: Dlugosdé promienia okregu wpisanego w ten trojkat réwnoboczny wy-
nosi 243 cm.

ZADANIA DO ROZWIAZANIA

92

Wpisz okrag w trojkat:
a) ostrokatny b) rozwartokatny c} prostokatny

Kazdy z trojkatow jest opisany na okregu, Oblicz miare kata a.

b) c)

Oblicz dlugosci promienia okregu wpisanego w trojkat prostokatny o bokach
o dlugosciach:
a)3cm, 4cm, 5cm b)6dm, 8 dm, 10 dm ¢) 1 cm,!cm,ﬁcm

Oblicz dlugosé okregu wpisanego w trojkat rownoboczny o boku 12 cm.

Oblicz srednice najwiekszego kalka, jakie mozna wycia¢ z materialu w ksztalcie
trojkata prostokatnego o bokach o dlugosciach: 5 dm, 4 dm i 3 dm.
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6. MNa rabatce w ksztalcie trojkata rownobocznego o boku 3 m wydzielono klomb
w ksztalcie kola. Ile wynosi pole powierzchni tego klombu, jesli ma on maksymal-
ne mozliwe do wykonania wymiary? Wynik podaj z dokladnoscia do 1 dm. Do
obliczed przyjmij, ze T = 3.

7. Promien okregu wpisanego w trojkat rownoboczny ma dlugosé 2 ecm. lle wynosi
dlugosé boku tego trojkarar

8%, Promieni okregu wpisanego w trojkat prostokatny réwnoramienny jest rowny
5 cm. Oblicz dlugosé przyprostokatnych tego tréjkata.

ZADANIA SPRAWDZAJACE

1. Srodek okregu wpisanego w trojkat lezy w punkcie przeciecia
A. symetralnych bokdw C. dwusiecznych katow
B. wysokosci D. srodkowych trajkata
Uwaga: Symetralna odcinka jest to prosta prostopadla do danego odcinka i prze-
chodzaca przez jego srodek.,

2. Promien okregu wpisanego w trojkat prostokatny o bokach o dlugosciach 9 cm,
40 cm 141 cm jest rowny
A.4cm B. 10 cm C.8cm D.5cm

3. Okrag jest wpisany w trojkat rownoboczny o boku réwnym 6 cm. Pole kola ogra-
niczonego tym okregiem jest rowne

A. 37 cm’ B. 7v/3 em® C.127 cm”® D. I\GH cm’

4. Okrag o promieniu lvﬁ_ cm jest wpisany w trojkat rownoboczny, ktorego wyso-
kosé jest rowna

A.6cm B.9v/3 em C.9cm D. 633 em

5. Kat rozwarty miedzy dwusiecznymi katéw ostrych w trojkacie prostokatnym ma
miare
A.135 B.120° C.145° D. 150°

6. W trojkat ABC wpisano okrag o srodku S (patrz rysunek).
Miara kata ACB wynosi
A 48
B. 847
C.96
D, 132°

2.11. OKRAG WPISANY W TROJKAT
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2.12. Okrag opisany na trojkacie

Wielokat, ktorego wszystkie wierzcholki leza na okregu, nazywamy wielokatem wpi-
sanym w okrag. O takim okregu méwimy natomiast, Ze jest opisany na wielokacie.

Srodek okregu opisanego na wielokacie jest okrag opisany
/ na wielokacie

punktem znajdujacym sie w jednakowej odleglo-
sci od wszystkich wierzcholkdw tego wielokata.

Punkt jednakowo odlegly od korcéow odcin-
ka lezy na symetralnej tego odcinka., Wynika
z tego, ze srodek okregu opisanego na wielo-

A

" @ . . . -, . '
kacie jest punktem przeciecia sie symetralnych . wielokat wpisany

jego bokow, W okrag

Cwiczenie 1.

Opisz okrag na trojkacie ABC.
Rozwiazanie:

C ]

8 %% ; iﬂ
A A
Kreslimy symetralng, Kreélimy symetralng drugiego
np. boku AB trojkata, i trzeciego boku trojkata.
G
A
A

Oznaczamy punkt przeciecia Rysujemy okrag o srodku O
symetralnych litera O. i promieniu OA.

Aby opisaé okrag na trojkacie, wystarczy wykreslic symetralne tylko dwdch bokdw
trojkata. Okrag mozna opisaé na kazdym tréjkacie.
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Cwiczenie 2.
(blicz dlugosc promienia okregu opisanego na trojkacie prostokatnym, ktorego
przeciwprostokatna ¢ ma dlugosé 13 cm.

Rozwiazanie:

Srodek okregu opisanego na trojkacie prostokatnym jest
srodkiem przeciwprostokatnej.

I . | ;
R=Er:1czyl:R—E*13cm=ﬁ,5 (cm)

Odpowiedi: Promien okregu opisanego na danym trojkacie

jest rowny 6,5 cm,

Cwiczenie 3.

Oblicz dlugosé promienia okregu opisanego na trojkacie rownobocznym o boku
o dlugosci 4 em.

Rozwiazanie: ,

Promieni okregu opisanego na tréjkacie rownobocznym wynosi R =—h.

a3

h= e wyznaczamy wysokosc trojkata rownobocznego
3
h= % —2+/3(cm)

L 43
R:E-E\IG:TJ_ (cm) - wyznaczamy dlugos¢ promienia

okregu opisanego na trojkacie rownobocznym
Odpowiedz: Dlugosé promienia okregu opisanego na tym trdj-

. 43
kacie rownobocznym wynosi 5 - cm.

W trojkacie rdéwnobocznym srodek okregu opisanego na tréj-
kacie i srodek okregu wpisanego w trojkat pokrywaja sie.

ZADANIA DO ROZWIAZANIA

1. Narysuj trojkaty: ostrokatny, prostokatny i rozwartokatny. Na kazdym z nich
opisz okrag.

2. Podaj dlugos¢ promienia okregu opisanego na trojkacie prostokatnym o bokach
o dlugosciach:
a) 3cm, 4 cm, 5cm b) 6 dm, 8 dm, 10 dm c)1cm,2 cm, V5 cm

3. WWierzcholki trojkata naleza do okregu, przy czyvm jeden z bokdw trdjkata jest
srednica tego okregu. RoZnica miar najwiekszego i najmniejszego kata tego troj-
kata wynosi 70°, Oblicz miary katow tego tréjkata.

2.12. OKRAG OPISANY NA TROJKACIE
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8.

Dany jest trojkat prostokatny o przyprostokatnej o dlugosci 5 cm, a kat ostry tego
trojkata lezacy naprzeciw tej przyprostokatnej wynosi 30°, Oblicz promien okregu
opisanego na tym trojkacie.

Trajkat ABC jest wpisany w okrag. Oblicz miare kara av.

Oblicz dlugosé okregu opisanego na trojkacie prostokatnym o przyprostokatnych
o dlugosci 7 cm i 24 cm.,

Na trdjkacie prostokatnym réownoramiennym o przyprostokatne) o dlugnécijwﬁ cm
opisano okrag. Oblicz pole kola ograniczonego tym okregiem.

Na trojkacie prostokatnym o bokach o dlugosciach 5 cm, 12 cm i 13 cm opisano

okrag i wpisano wen okrag. Oblicz roznice dlugosci promieni tych okregow.

Oblicz promien okregu opisanego na trojkacie réwnobocznym o boku o dlugosci
12 cm.

ZADANIA SPRAWDZAJACE

1.

Srodek okregu opisanego na trojkacie lezy w punkcie przeciecia

A. symetralnych bokow C. dwusiecznych katow

B. wysokosci D. srodkowych trojkata

(definicja srodkowych trojkata patrz s. 97)

Dlugosc promienia okregu opisanego na trojkacie prostokatnym o bokach o dlu-

gosciach 9 cm, 40 cm i 41 cm jest rowna
A.4,5cm B. 20 cm C.20,5em D. 24,5¢cm

Okrag o dlugosci | 27 cm jest opisany na trojkacie prostokatnym, ktorego prze-
ciwprostokatna jest réwna

A.6cm B. 24 cm C.8cm D.12cm

Okrag o promieniu 33 em jest opisany na trojkacie réwnobocznym o boku
o dlugosci

A.3cm B.9v3 cm C.9em D. 18 cm

II. PLANIMETRIA



2.13. Ortocentrum i srodek ciezkosci
trojkata

Proste zawierajace wysokosci trojkata przecinaja sie w jednym punkcie. Punkt ten na-
Zywa sie ortocentrum trojkata.

Cwiczenie 1.

Wyznacz ortocentrum w trojkacie
a) ostrokatnym b) prostokatnym ¢) rozwartokatnym

Rozwiazanie:
C B

W tréjkacie ostrokatnym ortocentrum polozone jest wewnatrz trojkata, a w tréjkacie
rozwartokatnym — na zewnatrz trojkata. Natomiast w trojkacie prostokatnym orto-
centrum tego tréjlkata jest w wierzcholku kata prostego.

Srodkowa tréjkata jest odcinek laczacy wierzcholek trojkata ze srodkiem przeciw-
leglego boku.

Dla srodkowych prawdziwe jest nastepujace twierdzenie:

W dowolnym tréjkacie srodkowe przecinaja sie w jednvm punkcie, ktory dzieli je
w stosunku 2 : 1, liczac od wierzcholka tréjkata.

Punkt przeciecia srodkowych nazywany jest

c
srodkiem ciezkoscei trojkata. !‘

Fi
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Cwiczenie 2.

W trojkacie ABC poprowadzono srodkowa CD, ktorej dlugos¢ jest rowna polowie
dlugosci boku AB. Oblicz miare kata ACB.

Rozwiazanie:

Trojkat ADC jest rownoramienny,
poniewaz odcinki AD i DC sa réw-
ne. Oznaczamy katy przy podsta-
wie AC jako a,

Tréjkat BDC jest r6wnoramienny,
poniewaz odcinki BDi DC sa row-
ne. Oznaczamy katy przy podsta-
wie BC jako 3.

o+ (o 3)+ 3 =180" - zapisujemy sume katéw trojkata ABC

2aa4+-23=180" |: 2 —wyznaczamy miare kata ACB
-+ 3=90°
Odpowiedi: Miara kata ACB wynosi 90°,

Cwiczenie 3.
Podstawa trojkata rownoramiennego ma dlugosé 8 cm, a odpowiadajaca jej wyso-
kosé jest rowna 9 cm. Oblicz dlugosci srodkowych tego tréjkata.

Rozwiazanie:
Wysokosc CF jest tez srodkowa, gdyz trojkar ABC jest ¢
rownoramienny.

OF = %CF - wyznaczamy dlugosé odcinka OF
1

DF=-3'--':"-'=3'[f:m}l £ D
A0’ = AF* + OF - wyznaczamy dlugosé odcinka AO
A0 =4 +3°
AO=5(cm)
3 A" B

AD = EA{J - wyznaczamy dlugosc srodkowej AD

AD:%-:?:?,':'-{cm}

BE = AO = 7,5 cm - srodkowe poprowadzone na ramiona trojkata réwnoramien-
nego s rowne
Odpowiedz: Srodkowe tego tréjkata maja dlugosci 9 em, 7,5 cm i 7,5 em.
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Cwiczenie 4.
Bok trojkata réwnobocznego ma dlugosc 6 cm. Oblicz edleglosci ortocentrum tego
trojkata od jego bokdw, C
Rozwiazanie:

Odleglos¢ ortocentrum trojkata rownobocznego od jego

bokdw jest rowna y h, edzie h jest wysokoscia tego trojkara.

a
a3 o
h= T — wyznaczamy wysokos¢ trojkata rownoboczne-
g0
643 A g8
11=T=3~.E (cm) %u

%- 333 =/3 (em) - wyznaczamy odleglos¢ ortocentrum od bokéw tréjkata

Odpowiedi: Odleglos¢ ortocentrum od bokdw tego trojkata rownobocznego wy-

nosi 3 cm.

ZADANIA DO ROZWIAZANIA

1. W trojkacie prostokatnym rownoramiennym srodkowa poprowadzona na prze-
ciwprostokatna ma dlugosé 332 cm. Oblicz dlugosé srodkowe) poprowadzonej
z wierzcholka kata ostrego tego trojkata.

2. W trojkacie rownoramiennym o obwodzie 16 cm wysokosé poprowadzona na
podstawe jest réwna 4 cm. Oblicz dlugosci bokow tego tréjkata.

3. Oblicz miary katow ostrych trojkata prostokatnego ABC, w ktorym srodkowa i wyso-
kosé poprowadzone z wierzcholka kata prostego dziela ten kat na trzy rowne czesci.

4. Przyprostokatne tréjkata prostokatnego maja dlugosci 5 cm 1 12 cm. Oblicz odle-
glosc ortocentrum tego trojkata od przeciwprostokatnej.

5. Obwodd tréjkata prostokatnego jest rdwny 72 cm, a $rodek ciezkosci tego trojkata
znajduje sig w odleglosci 10 cm od wierzcholka kata prostego. Oblicz dlugosé pro-

mienia okregu wpisanego w ten trojkat.

6. Obwodd trojkata rownoramiennego ABC, w ktérym boki AC1 BC sa réwne, wyno-
si 20 cm. W trdjkacie tym poprowadzono srodkowe AD i BE. Obwéd tréjkata ABE
jest 0 2 cm wiekszy od obwodu ADC. Oblicz dlugosci bokow trojkata ABC.

7. Bok trojkata rownobocznego ma dlugosé 12 em. Oblicz odleglosé srodka ciezkosci
tego trojkata od jego bokow.

8. Przyprostokatne trojkata prostokatnego maja dlugosé 18 cm i 24 cm. Oblicz odle-
glosc srodka ciezkosci tego tréjkata od wierzcholka kata prostego.
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ZADANIA SPRAWDZAJACE

1. Ortocentrum jest to punkt przeciecia
A. symetralnych bokéw trojkata C. dwusiecznych katéw trojkata
B. srodkowych D. wysokosci trojkata

2. Odleglos¢ ortocentrum trojkata rownobocznego od jego bokow jest rowna
243 em. Wybierz zdanie falszywe sposrdd podanych.
A. Wysokosc tego trojkata jest réwna 643 cm.
B. Promieti okregu opisanego na tym tréjkacie jest réwny 443 cm.,
. Promien okregu wpisanego w ten trojkat wynosi 243 em.
D. Bok tego trojkata jest rowny 6 cm.

3. Odleglosc srodka ciezkosci trojkata rownobocznego od jego wierzcholkow wyno-
si 4 cm. Dlugosé srodkowych tego trojkata jest rowna
A.6cm B. 4 cm C.8cm D. 2 cm

4, W trojkacie prostokatnym ABC wierzcholkiem kata prostego jest punkt C. Wy-
bierz zdanie prawdziwe sposrod podanych.
A. Punkt C jest srodkiem okregu opisanego na tym trojkacie.
B. Punkt C jest ortocentrum tego trojkata.
C. Punkt C jest srodkiem ciezkosci tego trojkara.
D. Punkt C jest srodkiem okregu wpisanego w ten trojkat.

2.14. Wielokaty i okregi

Cwiczenie 1.

Opisz okrag:

a) na prostokacie

Kreslimy symetralne bokéw prostokata. Symetralne
bokéw AB 1 DC pokrywaja sie, podobnie jak symetralne
bokéw AD i BC. Punkt przeciecia symetralnyech oznacza-

my litera O. Rysujemy okrag o srodku O promieniu OA.
b) na rownolegloboku, ktéry nie jest prostokatem
Kreslimy symetralne bokéw réwnolegloboku. Sy-

metralne bokéw AB i DC sa rownolegle, a wiec nie
przetna sie. Podobnie symetralne bokow AD i BC, jako
rownolegle, nie maja punktéw wspolnych.

Symetralne bokéw rownolegloboku nie przecinaja sie
w jednym punkcie. Na réwnolegloboku, ktory nie jest

prostokatem, nie da sie opisac okregu.
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Okrag mozna opisaé na prostokacie. Srodek okregu opisanego na prostokacie pokrywa
sie z punktem przeciecia przekatnych tego prostokata.

MNa rownolegloboku, ktory nie jest prostokatem, nie mozna opisac okregu.

Na czworokacie mozna opisac okrag wtedy i tylko wtedy, gdy -

sumy miar przeciwleglych katow sa rowne.,

a+v=G4+=180° B

— 4

A

SprawdZ, czy mozna opisac okrag na czworokacie, ktore-
go kolejne katy maja miary:

a) 30%,59%,150°,121°

Rozwiazanie:

30" +150" = 180" oraz59" +121"=180"

Odpowiedz: Na tym czworokacie mozna opisac okrag,.

b) 115%,65°,143°,37°

Rozwiazanie:

1157+ 143" = 258" = 180"

Odpowiedi: Na tym czworokacie nie mozna opisac okregu.

Cwiczenie 3.
W pisz okrag: o c
a) w kwadrat

l. Kreslimy dwusieczne katow kwadratu. Punkt przeciecia

dwusiecznych oznaczamy litera O, g
2. Rysujemy promieri okregu — odcinek prostopadly do
boku AB. £
3. Rysujemy okrag o srodku Qi promieniu r.

A B
- . s .D C
b) w prostokat, ktéry nie jest kwadratem
l. Kreslimy dwusieczne katow prostokata.
2. Dwusieczne katow nie przecinaja sie w jednym
punkcie. W prostokat, ktory nie jest kwadratem,
nie da sie wpisac okregu.
A B
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W kwadrat mozna wpisa¢ okrag. Srodek okregu wpisanego w kwadrat pokrywa sie
z punktem przeciecia przekatnych kwadraru.

W prostokat, kvory nie jest kwadratem, nie mozna wpisac okregu.

W czworokat wypukly mozna wpisac okrag wtedy
1 tylko wtedy, gdy sumy dlugosci przeciwleglych bo-
kow sa rowne,

a+ec=b+d

Cwiczenie 4.
Sprawdz, czy mozna wpisa¢ okrag w czworokat wypukly, ktérego kolejne boki
majg dlugosci:
a)6, 11,16, 10
Rozwigzanie;
6+ 16=220raz11 +10=121,22 = 21
Odpowiedz: W ten czworokat nie mozna wpisac okregu.
b) 18, 30, 18, 6
Rozwiazanie:
18+ 18=360raz30+ 6= 36,36= 2136

Odpowiedz: W ten czworokat mozna wpisac okrag.

Wielokaty, ktore maja wszystkie boki tej samej dlugosci i wszystkie katy wewnetrzne
jednakowej miary, nazywamy wielokatami foremnymi.

Trojkat foremny to trojkat rownoboczny, a czworokat foremny to kwadrat.

Cwiczenie 5.

Oblicz miare kata wewnetrznego szesciokata foremnego.
Rozwigzanie:

Dzielimy szesciokat na cztery trojkaty i obliczamy sume miar katéw wewnetrznych
szesciokata.

4-180° =720

Wyznaczamy miare kata wewnetrznego szesciokata fo-
remnego.

720°:6 =120°

Odpowiedi: Miara kata wewnetrznego szesciokata fo-

remnego wynosi 1207,
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Srodek okregu opisanego na wielokacie foremnyvm i okregu wpisanego w ten wielokat
leza w tym samym punkcie.

Cwiczenie 6.

Opisz okrag na kwadracie o boku 4 cm. W ten sam kwadrat wpisz okrag. Wyznacz
dlugosci promieni tych okregow.

Rozwiazanie:

Srodek okregu opisanego na kwadracie jest wiec

punktem przeciecia przekatnych tego kwadratu.

Promien okregu opisanego na kwadracie jest réwny R
polowie dlugosci przekatnej kwadratu: R= %:i,

gdzie d =a\2 to dlugosc przekatnej kwadratu. r
Wzor na promien okregu opisanego na kwadracie:

R=£. \L/

2
Dlugos¢ srednicy okregu wpisanego w kwadrat jest rowna dlugosci boku kwadra-

tu. Promien okregu wpisanego w kwadrat jest wiec rowny polowie dlugosci boku:
1

r=-—a.
2

Dla kwadratu o dlugosci boku 4 cm otrzymujemy dlugosci promieni odpowiednio:
442 1

R=T cm = l\‘qcm c-razr=£-4 cm = 2 cm.

Cwiczenie 7.

Opisz okrag na szesciokacie foremnym o boku 5 cm. Nastepnie w ten sam szescio-
kat wpisz okrag.

Rozwiazanie:

Przekatne dziela szesciokat foremny na szes¢ trojkatow
rownobocznyeh. Diugos¢ promienia okregu opisanego na
szesciokacie foremnym jest rowna dlugosci boku trojkata
rownobocznego K = a.

Dlugosé promienia okregu wpisanego w szesciokat lo-
remny jest réwna wysokosci trojkata rownobocznego:

_a3

r=iHh
2
Dla szesciokata o boku 5 cm otrzymujemy odpowiednio: R = 5 c¢m oraz
5\3
rzTcm.
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ZADANIA DO ROZWIAZANIA

1.

2.

2.

Podaj miary katow narysowanych czworokatow.,
a) b) c)

>
ZER

45°

95°

Wyznacz obwody narysowanych czworokatéw.,
a) b) c)

10

7 14 8

Oblicz dlugosci bokow wielokatow toremnych, z ktérych kazdy ma obwdd rowny

15 cm.,

a b) c)

a 4] c ;
Wyznacz sume miar katow wewnetrznych:
a) pieciokata foremnego, d) dziesieciokata foremnego,
b) szesciokata foremnego, e*) stukata foremnego,
¢} osmiokata foremnego, [*) n-kata foremnego.
Oblicz miare kata wewnetrznego:
a) osmiokata foremnego, d) dwudziestokata foremnego,
b) dziesieciokata foremnego, e*) stukata loremnego,
¢) dwunastokata foremnego, [*) n-kata foremnego.
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7.

8%,

10.

11.
12.

Poda) nazwe wielokata foremnego, ktérego suma miar katow wewnetrznych wy-
nosi 1440°,

Obwod wielokata foremnego wynosi 12 cm, a suma miar jego katdw wewnetrz-
nych jest rowna 540°. Jaka jest dlugosé boku tego wielokata?

Podaj nazwe wielokata foremnego, w ktorym miara kata wewnetrznego jest row-
na 144°,

Oblicz réznice miedzy promieniami okregu opisanego na kwadracie o boku o dlu-
gosci § cm i wpisanego w ten kwadrat,

Wyznacz roznice miedzy dlugoscia okregu opisanego na szesciokacie foremnym
o boku o dlugosci 6 cm i okregu wpisanego w ten szesciokat.

Oblicz pole kwadratu wpisanego w okrag o promieniu 572 em.

Z kwadratowego kawalka materialu o powierzchni 1,96 m* wycieto najwieksze
z mozliwych kélek. Uszyto z niego obrus na okragly stol. Oblicz srednice tego
stolu, wiedzac, Ze rozlozony na nim obrus wisi 20 cm z kazdej strony.

ZADANIA SPRAWDZAJACE

1.

2.

Czworokat, na ktorym nie mozna opisac okregu, to:

A. prostokart o bokach o dlugosci 3cm 14 cm

B. trapez réownoramienny, ktérego miara kata ostrego wynosi 45°
C. kwadrat o przekatnej o dlugosci 42 dm

D. romb, ktérego miara kata ostrego wynosi 70°

Czworokat, w ktory mozna wpisac okrag, to:

A. trapez rownoramienny o podstawach o dlugosciach 5 em i 2 cm oraz ramieniu
o dlugosci 3 cm

B. romb o boku o dlugosci 7 dm

C. prostokat o bokach o dlugosei 11 cm i 3 cm

D. rownoleglobok, ktérego krotszy bok ma dlugosciach 6 cm, a dlugosé dluzszego

boku jest o 3 dm wieksza

Wirod wielokatéw:
a) b) c) d)
wielokat foremny przedstawiono na rysunkach:

A d B.a C.dia D.bic
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4. lle wynosi obwod figury zbudowanej z czterech szesciokatéw foremnych przed-
stawionych na rysunku?

A. 22 B. 33 C. 18 D. 36

2.15. Zadania utrwalajace

1. Wyznacz miary katdéw wewnetrznych tréjkata ABC

a) AC= BC b) AD= BD = DC c) AD=DB=DC
[ C L

L
B
D
2, W rojkacie ABC: <<CAB = 68", <ABC =54". Na przedluzeniu -
odcinka BC odlozono odcinek CD o dlugosci rownej dlugosci
odcinka AC (patrz rysunek). Oblicz miary katow trojkatow ACD
i ABD. . .

3. Obwdd tréjkata rownoramiennego wynosi 16 cm. Ramie trojkata jest o 1 cm
kréotsze od jego podstawy, a wysokos¢ opuszczona na podstawe ma dlugos¢ 4 cm.
Oblicz:

a) dlugosci bokdw tego trojkata,
b) pole trajkata,
¢} dlugosé wysokosci poprowadzonej na ramie tego trojkata.

4. lle metrow kwadratowych plétna zaglo-
wego potrzeba, aby wyposazyc zaglow-
ke Mewa" w dwa zagle? Dolicz 15% po-
wierzchni materialu na zakladki, Wynik
zaokraglij do 1 m”,
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10.

11.

Wskaz trojkaty przystajace.
a) romb b) trapez rownoramienny
D C 0 C

\

0 0

A = A B

W trojkacie prostokatnym dane sa dlugosci dwoch przyprostokatnych. Oblicz
dlugosc przeciwprostokatne;.

a}:*.':\fr.;cm.b:\ﬁcm b)a=5cm,b=12 cm c]a=2cmjb=~4’gcm
Oblicz dlugosé ramienia tréjkata roOwnoramiennego, jezeli wysokosc trojkata jest
rowna 2+/3 cm, a podstawa ma dlugosc 4 cm.

W okregu o drodku 51 promieniu r = 5 cm poprowadzono cieciwe AB odlegla od
srodka o 3 cm. Oblicz dlugost tej cieciwy.

Oblicz miary katow wewnetrznych czworokata ABCD,
a) AB|| DC b) AO= BOi AB|| DC

—————————————

B

Oblicz dlugosé boku rombu, ktoérego obwad jest rowny obwodowi trapezu row-
noramiennego o podstawach o dlugosciach 10 em i 5 em. Dlugosé ramienia tra-
pezu jest rowna dlugosei jego krotszej podstawy.

Wyznacz pola figur przedstawionych na rysunkach (wymiary podano w centyme-
trach).
a) prostokat b) réwnoleglobok ¢) romb

[
L | L

2.15. ZADANIA UTRWALAJACE
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12. Wskazowka minutowa zegara jest dwa razy dluzsza od wskazdwki godzinowej.
Ile razy dluzsza droge przebedzie w ciagu doby koniec wskazowki minutowej
w poréwnaniu ze wskazowka godzinowa?

13. Ramke nalezy pomalowaé dwukrotnie la-
kierem do drewna. Czy wystarczy kupic
1 puszke lakieru? Wydajnos¢ farby przy jed-

25cm
nokrotnym malowaniu: do 4 m”,

35 cm

14. Czy na dwukrotne pomalowanie obu stron
pierscienia kolowego wycietego z blachy
wystarczy puszka farby o pojemnosci 0,75 17
Wydajnos¢ farby przy jednokrotnym malo-

2
. m
waniu to okolo 16 T

15. Na prostokatnym trawniku na trzech klombach zaplanowano posadzi¢ kwiaty.
Oblicz pole powierzchni obszaru obsianego trawa. Wynik zaokraglij do 0,01 m”.

50cm 1m 50 cm

i, s b . I|
! ! i i
i

Bm

am

16. Roéznica miar katéw srodkowego 1 wpisanego opartych na tym samym luku okre-
gu wynosi 427, Podaj miary tych katow.
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7.

18.

19.
20,

21.

22.

23.

24,

Oblicz miary katéw o, 3, 7, 6.
a)

Obwiadd wielokata foremnego wynosi 2,4 dm, a suma miar jego katdw wewnetrz-
nych jest réwna 1080°, Wyznacz dlugosé boku tego wielokata.

Oblicz obwod kwadratu opisanego na okregu o dlugosci 127 cm.,

Ma szesciokacie foremnym o boku o dlugosci 6 dm opi-
sano okrag, jak na rysunku. Nastepnie w ten sam sze-
sciokat wpisano okrag. “Wyznacz pole otrzymanego
pierscienia kolowego.

Oblicz szerokos¢ rzeki, korzy-
stajac z danych przedstawionych roks
na rysunku.

x 10m

Trojkaty ABCi A'B'C' sa podobne oraz AB= 6 cm, BC= 8 cm, AC =7 cm. Oblicz
obwdd trojkata A'B'C', jesli najkrotszy bok tego trojkata ma 9 cm.

W trapezie rownoramiennym ABCD przedluzono ramiona AD i BC do przeciecia
w punkcie E. Oblicz obwdd tréjkata ABE, jesli AB=8cm, DC=6cm i CB=4 cm.

Trojkaty ABC 1 CBD przedstawione na c
rysunku sa podobne oraz CD = 2 cm,

DB =3 cm i BC= 4 cm. Oblicz dlugo-

sci bokow ABi AC

2.15. ZADANIA UTRWALAJACE
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25.

26.

27.

28,

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

Czy tréjkat o przyprostokatnych o dlugosci 6 cm i 8 cm jest podobny do tréjkata
prostokatnego o przyprostokatnej o dlugosci 4 cm i przeciwprostokatnej o 1 em
dluzszej? Jesli tak, to podaj skale podobieristwa tych tréojkatow.

2
Dwa tréjkaty sa podobne w skali = Oblicz obwéd mniejszego z trojkatow, jesli
wiadomo, ze obwdd wiekszego jest réwny 45 cm.

Uzasadnij, ze skala podobieristwa okregu opisanego na tréjkacie réwnobocznym
do okregu wpisanego w ten trojkat wynosi 2.

Dwa tréjkaty podobne sa w skali l, a pole mniejszego z nich wynosi12 cm®. Ob-
licz pole wiekszego tréjkata.

W tréjkacie ABC poprowadzono prosta réwnolegla do boku AB, dzielgca bok AC
na dwa rowne odcinki. Prosta ta dzieli trojkat ABC na trojkat i trapez. Oblicz sto-
sunek pol tych figur.

W trojkat prostokatny wpisano okrag o srednicy 8 cm. Punkt stycznosci okregu
z najdluzszym bokiem trojkata dzieli ten bok na odcinki o dlugosci 8 cm i 12 cm.
Oblicz dlugosci przyprostokatnych tego trojkata.

Na tréjkacie réwnobocznym o boku o dlugosci 4 dm opisano okrag i wpisano wen
okrag. Oblicz, ile wynosi réznica pol k6l ograniczonych przez te okregi.

Dany jest trojkat prostokatny o przyprostokatnych o dlugoscei 7 cm i 743 em.
Oblicz promien okregu opisanego na tym tréojkacie.

W trojkacie prostokatnym wysokosé poprowadzona z wierzcholka kata prostego
podzielila przeciwprostokatna na odcinki majace dlugosci 1 em i 9 em. Oblicz
promien ckregu opisanego na tym trojkacie.

W tréjkat prostokatny o przyprostokatnych 15 cm i 20 em wpisano okrag i opisa-
no na nim okrag. Oblicz sume promieni tych okregow.

W tréjkacie rownoramiennym podstawa ma dlugosé¢ 24 cm. Srodek ciezkosci tego
trojkata znajduje sie w odleglosci l% cm od podstawy. Oblicz obwidd tego tréjkata.

W tréjkacie prostokatnym miara jednego z katéw ostrych jest réwna 30°, Z wierz-
cholka kata prostego tego tréjkata poprowadzono na przeciwprostokatna wyso-
kos¢ i srodkowa. Oblicz miare kata wyznaczonego przez te wysokosé i srodkowa.

W trojkacie rownoramiennym podstawa ma dlugos¢ 16 cm, a wysokosc popro-
wadzona na te podstawe jest rowna 18 cm. Oblicz dlugosé srodkowej poprowa-
dzonej na ramie tego tréjkata.

II. PLANIMETRIA
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3.1. Funkcje trygonometryczne kata
ostrego w trojkacie prostokgtnym

Zwiazki miedzy bokami i katami w trojkacie prostokamnym s bardzo istotne w plani-
metrii, wiec otrzymaly wlasne nazwy. Opisuja one stosunki miedzy przyprostokatnymi
| przeciwprostokatng w zaleznosci od jednego z katow ostrych trojkata prostokatnego.

Dany jest trojkat prostokatny ABC, Przyjmijmy ozna-
czenia: a — dlugosc przyprostokatnej lezace) naprze-
ciw wierzcholka A, b - dlugosé przyprostokatne
lezacej naprzeciw wierzcholka B, ¢ — dlugos¢ prze-
ciwprostokatnej, o — miara kata przy wierzcholku A,

3 - miara kata przy wierzcholku B.

i s
Sinusem kata ostrego w trojkacie prostokatnym nazywamy stosunek dlugosci
przyprostokatnej lezacej naprzeciw tego kata do dlugosci przeciwprostokatnej.

. a i b
sin o = — sin 3 =—
¢ c

Cosinusem kata ostrego w trojkacie prostokatnym nazywamy stosunek dlugosci

przyprostokatnej lezacej przy tym kacie do dlugodci przeciwprostokatne;.

b a
cosOr=— cosd=—
C C

Tangensem kata ostrego w trojkacie prostokatnym nazywamy stosunek dlugosci
przyprostokatnej lezacej naprzeciw tego kata do dlugosdci drugiej przyprostokatne;.

gy = u tgd= i

K. b a Y,

Stosunki te nazywamy funkcjami trygonometrycznymi katow ostrych w trojkacie
prostokatnym. Nie zaleza one od wielkosci trojkata prostokatnego, a jedynie od war-
tosci kata ostrego.

Te katy ostre (a wlasciwie ich miary) sa argumentami tych funkcji, a wiec tworza dzie-
dziny tych trzech funkcji,

Podane stosunki pozwalaja wyznaczaé wartos¢ tych funkeji dla kazdego kata ostrego
w trojkacie prostokatnym. Wartosci te naleza do zbioru liczb rzeczywistych.

__BC BC, B,
3 = ——
AB  AB, AB,
AC AC, AC,
COsSOy = = = S
AB AB, AB,
wa_BC _BC,_BC,

7 AC AC, AC

-
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Z detinicji funkeji trygonometrycznych z latwoscia zauwazamy, ze

_ : I
sin vy =cos [ coscx =sin /7 gy =——,
tgli

Skoro w trojkacie prostokatnym suma miar katéw ostrych wynosi 907, zatem
8=90°—q.

Wynika stad, ze

sina = cos(90° — a) cosa = sin(90° — a) tga = : :
tg(90°— a)

Cwiczenie 1.
Zapisz wzory wszystkich funkcji trygonometrycznych katéw ostrych trojkata pro-
stokatnego, korzystajac z oznaczen na rysunku.

Rozwiazanie:

:=.ir1r:1=i sin;i:-'g-
m m

msn:£ cos 3= i.
Im km

tga =- tgd =—

5% =

Cwiczenie 2.

Wyznacz dlugosé przyprostokatnej a. Podaj war-
tosc funkcji trygonometrycznyvch kata a, korzysta-

jac z danych na rysunku. ’

Rozwiazanie:

Z twierdzenia Pitagorasa obliczamy dlugosc boku a.

a*+8 =10 a* =100 - 64

a’ =36 a=#6

Obliczamy wartosci funkeji trygonometrycznych kata a.

sinﬂ=i=ﬂ,ﬁ E{I'Sﬂ=£={].3 tgn=i={1,?5
10 10 8

Cwiczenie 3.

Dlugosé przeciwprostokatne) w pewnym trojkacie prostokatnym jest rowna 6 cm.

2
Oblicz dlugos¢ przyprostokatnej lezacej naprzeciw kata, ktérego sinus jest réwny —,

Rozwiazanie:
Rysujemy trojkat prostokatny.
Korzystamy z definicji funkcji sinus:

) a
sing = —
6
2
== 5a=12 a=2,4
6 5
Odpowiedz: Dlugosé przyprostokatne) wynosi 2,4.

3.1. FUNKCJE TRYGONOMETRYCINE KATA OSTREGO W TROJKACIE PROSTOKATNYM
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Cwiczenie 4.

Wiedzac, ze sin18” = 0,3090, oblicz wartos¢ cos72°.
Rozwiazanie:

Zauwazamy, ze 18° +72° = 90°,

Korzystamy ze zwiazku sin a = cos(920” — a) i otrzymujemy:

sinl8° = cos(90” —18%) =cos72" = 0,3090

ZADANIA DO ROZWIAZANIA

1.

5

6.

Korzystajac z rysunku, oblicz wartosci funkceji trygonometrycznych kata ar.
a) b) c)

¥}
£

. [d 3

ey

F

Dlugosé przeciwprostokatnej w trdjkacie wynosi 2 cm. Oblicz dlugosé przypro-
2
stokatnej lezace) przy kacie, ktorego cosinus jest rowny —.

Oblicz wartosc funkceji tangens obu katéw ostrych trojkata prostokatnego, w kto-

= 43
rym dlugosdci preyprostokatnych wynosza — i 4.

Wyznacz wartosci funkcji trygonometrycznych katéw ostrych trojkata prostokat-
nego o bokach o dlugosciach 7, 24, 25.

Jaka wysokosé ma budynek, ktérego cienn ma dlugosé 15 m w momencie, gdy pro-
mienie sloneczne tworza z powierzchnia Ziemi kat, ktérego tangens jest rowny
0,75.

Oblicz wartosé sin 68° oraz tg 547, wiedzac, ze cos 22° =0,9272,atg 36 = 0,7265.

ZADANIA SPRAWDZAJACE

1.

Eﬂi};_ms kata ox wg,rnnﬁi i3
A — C.— 4 B
3 2
2v3
B“‘ —— D! -\E B
3 A
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2. Patyk o dlugosci 50 cm wbity prostopadle do powierzchni Ziemi rzuca cied o dlu-
godei 1,2 m. Cosinus kata padania promieni slonecznych wynosi

0,5 1,2 0, 1,2
W ‘ ol 5
1,2 0,5 1,3 1,3
3. Wartoéé funkcji sin49” jest réwna wartosci funkcji
A. cosd1° B. sin41° C. tg49° D. tg41°

3.2. Wartosci funkcji trygonometrycznych
dla katow 30°, 45°, 60°

Wartoscl funkeji trygonometrycznych niektérych katow mozemy obliczyé, wykorzy-
stujac figury geometryczne, w ktorych mozemy dostrzec katy o miarach 307, 45° czy
60°. Takimi figurami sa na przyklad tréjkat réwnoboczny lub kwadrat,

Przekatna dzieli kwadrat na dwa trojkaty prostokatne, réwnoramienne o katach
ostrych 45°, Wysokos¢ w trojkacie réGwnobocznym dzieli go na dwa tréjkaty prosto-
katne o przeciwprostokatnej dwa razy dluZszej niz jedna z przyprostokatnych 1 o ka-
tach ostrych 307 i 607,

Cwiczenie 1.
Korzystajac z definicji funkcji trygonometrycznych kata ostrego, wyznacz wartosci
tych funkcji dla kata o mierze 45°.

Rozwiazanie:

Rysujemy tréjkat prostokatny réwnoramienny o przy-
prostokatnych o dlugosci a,

Z twierdzenia Pitagorasa obliczamy dlugosd przeciw-
prostokatnej:

¢’ =g +d’ et =2 c:d\E

Z definicji odpowiednich funkeji trygonometrycz-
nych :}hficzam}r:

sin43 " =—=
kwf

3.2. WARTOSCI FUNKCII TRYGONOMETRYCZINYCH DLA KATOW 30%, 48°, 60°
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Cwiczenie 2.
Korzystajac z definicji funkcji trygonometrycznych kata ostrego, wyznacz wartosci
tych funkeji dla katéw o miarach 607 i 30°.
Rozwigzanie:

Rysujemy trojkar rownoboczny o boku a.

Wysokos¢ h podzielila trojkar na dwa przystajace
trojkaty prostokatne o katach ostrych 307 i 60°,

Z twierdzenia Pitagorasa obliczamy wysokosc:

o o [ N
a=h+ [—ﬂ] h®=a ——a
2 4
Y 3
4 ¥

B =
<3

!
cosI =—= :ﬂfﬁ:ﬁ msﬁ.[}‘_":l_:l
a 2,4 2 a 2
I
i g d'\3
d 11' 1 3 B zrl ﬁ
EE,EDU:E—: = — [gﬁﬂ-ﬂ:l _ ] l' :J‘;

2
Obliczone wartosci funkeji trygonometrycznych dla katéw 30°, 457 1 607 zapisujemy
w tabelce,
Kat o
30°  45°  60°
Funkcja
1
SN0 - ﬁ ﬁ
- 2 2
S
cosa — —
2 2 2
tgo ﬁ | ﬁ
3
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Cwiczenie 3.

Oblicz, korzystajac z danych w tabeli na stronie 116,

a) tg30° - sin30° b) cos30° - tg60° c) sin” 45°-cos” 30°
Rozwiazanie:
G it 3 1 3
a)rg30”sin30" = £-~= £
. 6
3 3 1
b) cos30” - 1g60" = %.‘E: ~= ]E

ﬁ.l.

%

3

2

—

c) sin®45%.cos® 30° = |

ZADANIA DO ROZWIAZANIA

1. Oblicz wartoéci liczbowe ponizszych wyrazen.
a)sin30” + sin45" + sin 60°
b) tg30” + tg45” + tg60”
¢) sin 307 + cos60” | tg45”

2. Oblicz wartosci liczbowe nastepujacych wyrazen.
2 ) cos60° + sin” 45°
2+ tg45”
3. Dlakata ostrego a w trojkacie przedstawionym na rysunku wartosé jednej z funk-

3 I
¢ji trygonometrycznych wynosi % Ile wynosi wartos¢ tej samej funkcji dla kata

a) tg 60° tg 45° b) (sin60° + cos30°)

ostrego 37

%
2

4. Drabina strazacka o dlugosci 20 metréw jest nachylona pod katem 607 do ziemi.
Na jaka wysokosc¢ siega drabina? Do obliczen przyjmij V3 =173,

5. Stok gory jest nachylony do poziomu pod katem 30°, Jaka najmniejsza dlugosé¢ mo-
glyby miec tory, aby mozna bylo po nich zwiez¢ klody drzewa z wysokosci 500 m?
6. Do sciany o wysokosci 12 metrow przyvmocowane sg dwie

liny jak na rysunku. Oblicz, o ile metrdw diuzsza jest lina
przymocowana pod mniejszym katem od liny przymocowa- 12m

nej pod wiekszym katem. Przyjmij J3=17.

_;\I.llﬁl 0*®

3.2, WARTOSCI FUNKCII TRYGONOMETRYCZINYCH DLA KATOW 30°, 45%, 60° 117



ZADANIA SPRAWDZAJACE

4
1. Wartosé wyrazenia nosi
= sin30° +tg45° o
A3 B. EE E:a l D.4—
3 3 2

2. lloczyn tg30°-tg60° jest réwny
A.0 B. 1 C.3 D.

3. Katy tréjkata przedstawionego na rysunku maja miary
A.a=60°3=30°
B.a =45 3=45°
C.a=15% 8=75"
D. a = 30", 3=60"

4. Dany jest kat ostry a, taki ze sin a = cos 30°. Kat a wynosi
A. 60° B. 30° C.25° D. 50°

" 3.3. Tablice wartosci funkc;
| trygonometrycznych

—

Przy obliczaniu wartosci funkcji trygonometrycznych kata ostrego w tréjkacie prosto-
katnym dla dowolnego kata ostrego réznego od 307, 45°%, 60° wygodnie jest korzystaé
z tablic przyblizonych wartosci tych funkcji. W pierwszej kolumnie podane s3 warto-
dci katow, a w kolejnych kolumnach - odpowiednie wartosci funkcji sin, cos i tg, np.
sin 40° =~ 0,6428, tg 57°~1,5399.

Cwiczenie 1.

Oblicz, korzystajac z tablic wartosci funkcji trygonometrycznych (s. 134).
a) sin48°~ 0,743 b) cos16” 20,961 c)tg 85°~11,43

Cwiczenie 2.

Wyznacz przyblizona wartos¢ kata ostrego, jezeli:
a) sinae =0,156 a=9

b) cosa = 0,358 a= 69"
c)tgax=1,428 a=55"

118 11l TRYGONOMETRIA



Cwiczenie 3.

Przekatne w rombie maja dlugosci 6 cm i 8 em. Oblicz miary katéw tego rombu.
Rozwiazanie:

3
tga=—=0,75
=3

a=~37°
37:90°—37°=53°
<ADAB = 2-37°
<IDAB == 74"
JADC = 2-53°
<IADC = 106°
Odpowiedz: Katy w rombie maja w przyblizeniu miary 74° 1106°,

ZADANIA DO ROZWIAZANIA

1.

6.

Odczytaj z tablic wartosci funkcji trygonometrycznych (s.134), ile wynosza:
a) sin35°, b) cos58°, c) tg 62°, d) tg 86",

Odeczytaj z tablic wartosdci funkcji trygonometrycznych (s. 134) miare kata ostre-
go a, jesli wiadomo, ze:
a)sina==0,995, b)cosa=0,485, c)tga=0,601, d)sina=0,070.

Wyznacz miare kata ostrego, gdy:

a)sina 20,9848, b)cosa=0,8660, c)tg a=1,4281, d)cosa=0,966.
Oblicz przyblizona wartos¢ wyrazenia z dokladnoscia do 0,01.

a) 5in32° + cos 50° —tg 45° c) (sin52° — cos25°) —(tg 10°—tg 82°)
b) cos78° —(sin25" +tg 40°) d) tg 75" tg 24" +sin49°

Jaka jest wysokosé budynku, ktory w momencie, gdy promienie sloneczne padaja
na Ziemie pod katem 36°, rzuca cien o dlugosci 15 m?

W prostokacie ABCD dlugosci bokéw wynosza 6 cm i 4 cm. Wyznacz miare kata
rozwartego, pod jakim przecinajg sie przekatne tego prostokata.

W réownolegloboku KLMN przekatna KM o dlugosdci 16 cm jest prostopadla do
boku LM o dlugosci 20 cm. Oblicz miare kata KLM,

ZADANIA SPRAWDZAJACE

1.

2.

Sinus kata 57° wynosi
A. 1,6003 B. 0,8387 C. 1,5399 D. 0,8387

Jedlitg =0,532, wowczas kat o ma miare
A.62° B.87° C.58° D. 28"

3,3, TABLICE WARTOSCI FUNKCIT TRYGONOME TRYCZNYCH
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3. Przyblizona warto$¢ wyrazenia tg 70° — (Cﬂﬂ 40° +s5in20° ) wynosi
A.0,6395 B. 1,4876 C. 1,6395 D. 0,8953
4. Kij o dlugosci 1,62 m ustawiony prostopadle do powierzchni Ziemi rzuca cien

o dlugosci 2 m. Kat padania promieni slonecznych wynosi wtedy
A.38° B.39° C.51° D.53°

3.4. Zaleznosci miedzy funkcjami
trygonometrycznymi

Omoéwimy teraz zwiazki, jakie zachodza miedzy sinusem, co- B8
sinusem i tangensem tego samego kata ostrego.

¢* =a® + b’ - z twierdzenia Pitagorasa dla tréjkata prostokat-

nego ABC

F F
— —+ — —dElElI]'I."I}' obie stmnyzw:qzkuc —a’ +b przezf ¢

1= l ] [ ] - korzystamy z definicji funkeji sinus i cosinus kata ostrego o

l=51n cr+cﬂ$ o

Dla dowolnego kata ostrego suma kwadratéw sinusa i cosinusa tego kata jest roéwna 1.
sin’ a+ cos’ a=1

Powyzsza rownosc nazywamy jedynka trygonometryczna.
. /

Cwiczenie 1.
Wiedzac, ze sinus kata ostrego o wynosi l, oblicz cosa.
Rozwiazanie: #
i ] s . f
sin” &+ cos” @ = 1 - korzystamy z jedynki trygonometrycznej

s
1 ; - =
[—] + cos’ a = 1 - podstawiamy wartos¢ funkcji sina

2 1 5 o
cos” a=1—— - wyznaczamy wartos¢ funkcji cosa

. 3
cos a=-—
4

3

cosa—,|—
4

V3

oS —=——
2
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Na podstawie oznaczen z powyzszego rysunku zapisujemy zaleznosc:

- a
a=-—
b

a
tg a= % - dzielimy licznik i mianownik ulamka przez ¢

€

sin o Lo R —
tga= - korzystamy z definicji funkcji sinus i cosinus

cosa

N
Dla dowolnego kata ostrego stosunek sinusa do cosinusa tego samego kata jest

rowny tangensowi tego kata.
sin oy

tg =
cosa
\ J

Cwiczenie 2.

3 1
Wiedzac, ze sin 60° = % i cos60° = E, oblicz tg 60°.

Rozwiazanie:
Sin o

tga=

S .

'L':wh:zenie 3.

Oblicz wartosci pozostalych funkcji trygonometrycznych kata ostrego «, jesli
sin e =10,6.

Rozwiazanie:

Korzystamy z jedynki trygonometrycznej i wyznaczamy wartos¢ funkcji cosinus,
sin”a+cos’ a=1

cos’a=1—sin"a

cos’a=1- {ﬂ.ﬁ)l

cos a=1— 0,36

cos’ a =0,64

cosa = /0,64

cosa=0,8

- S O O D O O O
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x Korzystamy ze zwigzku pomiedzy sinusem, cosinusem i tangensem tego samego kata
| ostrego.
: sina
' tg a=
: COS
, t 0,6
a=—
; 5 "
: tg o :% —0,75

Cwiczenie 4.

Wiemy, Zze o jest miarg kata ostrego oraz ze tg a = 2. Oblicz wartosci pozostatych

funkcji trygonometrycznych.
Rozwiazanie:
ga=2
sin oy  sinex
tg a= , czyli =1
COs O Cos v

Poniewaz w tym réwnaniu mamy dwie niewiadome: sin o i cos o, dlatego korzysta-
mYy takZe z innej zaleznosci miedzy nimi - jedynki trygonometrycznej.

sina
= 2|-cosa

1COSQx
s 2 2
sin"a+cos a=1
sina = 2cos
1 2

{lmscn} +cos a=1
sina = 2coscx
4cos’ a+cosia=1
sing = 2cosc

2
S5cos a=1|:5
sInc — 2008
1 1

COstx =, [—
5

[ -
sinc = 2cos o

1 — usuwamy niewymiernos¢ z mianownika, mnozac licznik i mia-
COB Y ——p= _
J5 nownik przez 5

sina = 2cosax

| V5

cCos g — —
5
: 25
SAng=——
+ 5
JE
COS O} — ——
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Cwiczenie 5.

2

1—
Wiedzac, ze kat o jest ostry, upros¢ wyrazenie: — i b Y
SIN Q- Cos
Rozwiazanie:
z jedynki trygonometrycznej z definicji funkcji tg o
|
| —cos’ a = sin” o B m -sincy sina =i

siny-cosa  sina-coso .?ﬂﬁt*mm cosa

Cwiczenie 6.

Uzasadnij, Ze réwnosc [sinﬂ + +=:t;:-51r:lr]'2 + {sin  — COS {1)1 = 2 jest toZsamoscia.
Rozwiazanie:

sina+ msn}z +(sina —msa}z = 2 - przeksztalcajac lewa strone réwnosci, ko-
rzystamy ze wzorow skroconego mnozenia

L =sin’ o+ 2sinacosa+cos’ a+sin’ a — 2sinacos a + cos” a - redukujemy wy-
razy podobne

L = 2sin’ @+ 2cos’ & - wylaczmy wspélny czynnik przed nawias

L= }!(s'u'.u;I a -+ cos’ ct) - korzystamy z jedynki trygonometrycznej

L=2-1

Le==4 =3 L=V

Wykazalismy, ze lewa strona rownosci jest identyczna z prawa, czyli sprawdazili-
smy, ze podana réwnosc jest toZsamoscia, opierajac sie na poznanych zaleznosciach
miedzy funkcjami trygonometrycznymi.

ZADANIA DO ROZWIAZANIA

1.

2.

4.

Oblicz wartosci pozostalych funkeji trygonometrycznych kata ostrego a, jesli:

a) cusa:i, b) sinax =0,6, c) -::nscx:%, d) sim:t:é.
13 3 4

Katy o i 3 sa katami ostrymi. Oblicz wartos¢ wyrazenia sin v -cos 3 + cosa-sin (3,

12
jezelisina =0,8 isin 3 =—,

Doprowadz wyrazenia do najprostszej postaci.
. : sin o
a)1—sin’a ¢)1—cos’ a+sin’ a e)
COS
2
l—cos a ;
I:-}—_i—-— d) cosa-tg a f)|tg a+ -COS - sina
l1—sin" a tg o
Oblicz wartos¢ wyrazenia.
|
a) b)1—sin" v —cos” a

a3 F
S5IN° & TCO§ O

3.4, ZALEZNOSCI MIEDZY FUNKCIAMI TRYGONOME TRYCZNYMI
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5. Oblicz wartosci pozostalych funkeji trygonometrycznych kata ostrego o, jesli:

altga =3, b]‘tgﬂ=§.
6. Wiedzac, zesina :l%. oblicz:

a) Icosa+4tg a; b) 4tg a—18cos” a; ':H-{Stgzﬂ ~ cnsln},
7. Tangens kata ostrego a wynosi i Oblicz wartosci wyrazen.

a)sina +cosa b} sinax —cosax ¢) sinacosa

8. Sprawdz, czy istnieje kat ostry a taki, ze;

a) sina = 0,8 i cosa = 0,6; c) sina:iitg n:i:
13 12
; L5 2 3 3
b)sina=—icosa=—; d)tga=—icosa=—,
3 3 4 2
; 12 . = 2
9. Kata jest katem ostrym oraz cosa = e Oblicz wartos¢ wyrazenia:
a)[1-sina)(1+ cosal; b}'g.
' | —sin &
10, Wiedzac, ze kat a jest ostry, sprawdz, czy podana rownosc jest tozsamoscia.
COS Oy . 2 2
a)te a- Fl=2sin" a+ 2cos a

sinaq
b)(1+ cosa)(1-cosa)—sin*a=0

¢)(sina + cnsﬂ}l -(sina E{ISE:}II =)

ZADANIA SPRAWDZAJACE

1. Jesli kat a jest katem ostrym isina = %J to wartosc funkcji cosa wynosi
A gt o py 128
13 13 3 169

2. Jeslikata jest katem ostrymitg a = 3 wartos¢ wyrazeniasina —cos a jest rowna

A.0,1 B. 0,3 C.0,2 D.0,4
3. Jesli kat o jest ostry, to upraszczajac wyrazenie —— — 1 do najprostszej postaci,
otrzymujemy S
1 3 1
&, —— B.tg a C.tg o D. —
g (g o
i ; : ik | COS O
4. Jesli kat a jest ostry, to upraszczajac wyrazenie sina — ——-+ , otrzymamy
sina tg o
Ai—2 B.0 C. 1 b 2
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3.5. Rozwigzywanie trojkatow
prostokatnych

Funkcje trygonometryczne kata ostrego wykorzystuje sie do obliczania dlugosci od-
cinkdw i miar katéw w dowolnych wielokatach. Obliczanie dlugosci bokéw oraz miar
katéw w trojkacie nazywamy rozwiazywaniem trojkata.

Trojkat prostokatny mozemy rozwigzad, jezeli mamy dane:
1) przeciwprostokatna i kat ostry,

2) jedna z przyprostokatnych i kat ostry,

3) przeciwprostokatna i jedna z przyprostokatnych,

4) obie przyprostokatne.

Cwiczenie 1.

Rozwiaz trojkat prostokatny, jezeli dana jest przeciwpro-
stokatna c= 10ia = 60",

Rozwiazanie:

: a & i

sinoe =— - z wzoru dla funkeji sinus kata ostrego wyzna-
¢

czamy dlugos¢ przyprostokatnej a

a=c-sino
a=10:sin60"

V3

a=10-—
2
a= 5\5 — dlugosé przyprostokatnej a
h I -
cosa =— -z wzoru dla funkeji cosinus kata ostrego wyznaczamy dlugos¢ przypro-

c
stokatnej b

b=c¢-cosa
bh=10-cos60"
b= l'.’ll-l
2
b =5 — dlugos¢ przyprostokatnej b
3=90"—a
3=90" - 60"
=30

Odpowiedi: Przyprostokatne w tym trojkacie wynosza a =543 i b= 5, a miara
kata 3 to 30°.

3.5, ROZWIAZYWANIE TROJ Hﬂlﬂj‘u‘.’ PROSTOKATNYCH
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Cwiczenie 2.

Rozwiaz trojkat prostokatny, jezeli dana jest przeciwpro- g
stokatna c = 12 i przyprostokatna a = 8.

Rozwiazanie:

@’ + b’ = ¢’ - korzystamy z twierdzenia Pitagorasa do obli- @
czenia przyprostokatnej b

b =c*—a’

b'=12"-§

b=+12" -8’

b=45
a

sinav =— — korzystamy z definicji funkcji sinus kata ostrego
¢

8

12

2

sIn QY =

sinay =

sina = 0,6667 - korzystamy 2 tablic wartosci funkcji trygonometrycznych (s, 134)
i odczytujermny miare kata a

o s 42°

37907 —42°

F=~=48"

Odpowiedz: Przyprostokatna b ma dlugos¢ 45, a miary katow w tym trojkacie

wynosza o= 42" i 3= 48",

Cwiczenie 3.

Z okna lararni morskiej znajdujacego sie na wysokosci 60 m nad poziomem morza
latarnik zauwazyl statek pod katem depresji 13. W jakiej odleglosci od latarni znaj-
duje sie ten statek? Wynik zaokraglij do calosci.

-
=
-
m
.
-y
L.

-
-
-.‘_“
L.

Rozwiazanie;
Wykonujemy rysunek pomocniczy.

- kat depresji

60 m
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§ — tg 13" — z definicji funkcji tangens kata ostrego obliczamy odleglos¢ statku od

X
latarni oznaczong x
60
x= -
g 13

Wy
T

0,2308
x ~2 259,965
x == 260
Odpowiedi: Statek znajduje sie ok. 260 m od latarni.

ZADANIA DO ROZWIAZANIA

1.

2.

6.

Rozwiaz trojkat prostokatny, majac dane dlugosci jego przyprostokatnych 5 cm

1543 cm.

Dany jest trojkat prostokatny ABC. Oblicz dlugosci pozo-
stalych bokow tego tréjkata, jesli:

a) a=3,sina=0,6, a
3

b) b= 6,cosa=—,
4

c

cla=9,tg a=l.

Rozwiaz trojkat prostokatny, jesli dlugos¢ przyprostokatnej lezacej naprzeciwko
kata o mierze 60° jest rowna 8 cm.

Przeciwprostokatna AB trojkata prostokatnego ABC ma dlugos¢ 12 cm, a cosinus
2 .
kata CAB jest rowny 3 Oblicz dlugosci przyprostokatnych tego tréjkata.

Dany jest trojkat prostokatny ABC o kacie prostym przy wierzcholku C. Rozwiaz
ten trojkat, jesli:
a) IABC=35", AC=2§; b) <«CAB=56", AB= 12.

Droga wznosi sie pod katem 18°. O ile metréw wyzej znajdzie sie turysta po prze-
byciu 3 km tej drogi?

Pracownik huty, ktory stoi w odleglosci 0,5 km od komina i patrzy w gore pod
katem 87, widzi wierzcholek tego komina. Jaka jest wvsoko$¢ komina w metrach?
Wynik zaokraglij do calosci.

W trojkacie rownoramiennym ABC podstawa AB ma dlugosé 10 cm, a miara kata
ACB wynosi 1207, Oblicz wysokos¢ poprowadzona z wierzcholka C tego trojkata.

3.5, ROZWIAZYWANIE TROJ Hﬂlﬂj‘u‘.’ PROSTOKATNYCH
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Krawedz dwuspadowego dachu domu na rysun-
ku obok tworza razem odcinki A i BC. Kat na-
chylenia dachu z obu stron jest jednakowy. Wy-
pustki maja dlugosc po 1 m z kazdej strony. Ob-
licz dlugos¢ krawedzi tego dachu.

10. Dlugosc przekatnej prostokata KLMN wynosi 10 cm, a jeden z katéw miedzy prze-

katnymi ma miare 30°. Wyznacz dlugosci bokéw tego prostokata.

ZADANIA SPRAWDZAJACE

1. Przyprostokatne tréjkata prostokatnego maja dlugosci 6 cm i 8 cm. Sinus kata
ostrego, jaki tworzy dluzsza przyprostokatna z przeciwprostokatna tego trojkata,
jest rowny

4 3 4 3
A— B.— C.—= D.—
5 4 3 5

2. Jaka odleglosé musisz pokonaé, jezeli cheesz sie znalezé 200 m wyzej, a idziesz
droga wznoszaca sie pod katem 1577
A.okolo773m B.okolo793m C.77.3m D. 80 m

3. Drzewo majace 15 m wysokosci rzuca cien o dlugosci 24 m. W tej sytuacji kat
padania promieni slonecznych wynosi okolo
A.31° B.32° €.33° D.30°

g
15 m |
= 24 m =

4. Przekatna prostokata o dlugosci 8 cm tworzy z jednym z bokdw kat o mierze 307,
Roznica dlugosci bokdow tego prostokata wynosi
ﬁ.ni(\-‘g-'rl)cm B.[#- wJ"E_:] cm C.4[~J’Z"—-—l)cm D.[v@—nt] cm
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3.6. Zastosowania funkcj
trygonometrycznych

Wartosci funkcji trygonometrycznych kata ostrego nie zaleza od wielkosci tréjkata
prostokatnego, a jedynie od wielkosci odpowiedniego kata, Fakt ten wykorzystuje sie
do obliczen w planimetrii oraz w sytuacjach praktycznych.

Cwiczenie 1.
Oblicz, ile metrdw siatki potrzeba na ogrodzenie prostokatnej dzialki, jesli sciezka
laczaca dwa przeciwlegle wierzcholki dzialki ma dlugosc 8 m i tworzy z jednym
z bokéw dzialki kat 307,
Rozwiazanie:

2 a ST oo
sin or = — — z definicji funkcji sinus kata ostrego ob-
¢

liczamy dlugosé przyprostokatnej a

a=c-sino

a:BvJ—
>

a—4

b - # - - il L & - L
cosa =— — z delinic)i funkeji cosinus kata ostrego obliczamy dlugosé przyprosto-
¢

katnej b
b=r¢-cosax

V3

PR
)

b=43

S=2{a+b)-ze wzoru na obwéd prostokata obliczamy dlugosé siatki
§=2(4+4+3)

S~~2(4+44-1,73)

521,86

5=22m

Odpowiedi: Na ogrodzenie dzialki potrzeba okolo 22 m siatki.

Cwiczenie 2.

Wyznacz wzor na pole trojkata ABC, w ktérym AB= ¢,
AC = boraz <<BAC = a.,

Rozwiazanie:

c-h i
i = korzystamy ze wzoru na pole dowolnego trojkata

£

A
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o | =

=sina - trojkat ADC jest prostokatny
h=b-sina

|
L E-f-b-sinn — wzor na pole trojkata o bokach dlugosci b, ¢ i kacie ostrym o

A

miedzy nimi

P:I;b'{'-ﬂiﬂﬂ

| .
P= ;a-r-sin 3

P:lwbrsinﬂ,
2

Cwiczenie 3.

W podobny sposob mozemy wyznaczyC wzor na pole

rownolegloboku, jesli dane sa dlugosci dwdch kolejnych
bokow i miara kata ostrego zawartego miedzy nimi. H h
P=a-b-sina o

Oblicz pole tréjkata przedstawionego na rysunku. C
Rozwiazanie:

I _
P:;*AC-AE-sm <4BAC - korzystamy ze wzoru na  4.m

pole trojkata

1 o - 607
P=—-4-6-5in60 A e B

V3

A 2 Wt
Fi

| o— bl

=

)
P=6y3

Odpowiedz: Pole trojkata wynosi 633 em?.

ZADANIA DO ROZWIAZANIA

1.

2.

Oblicz pole trojkata prostokatnego o przeciwprostokatnej o dlugosci 18 cm i jed-
nym kacie ostrym o mierze 45°,

Pole prostokata wynosi ENE) cm’, a jeden z katéw wyznaczonych przez przekatne
ma miare 60°, Oblicz obwéd tego prostokata.

Oblicz pole i obwod trapezu réwnoramiennego, w ktorym przekatna o dlugosci
5+/3 dm jest prostopadla do ramienia i tworzy z dluzsza podstawa kat o mierze
307,
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4. Dwa boki trdjkata majg dlugosci 12 cm i 16 cm, a miara kata miedzy nimi wynosi
60°. Oblicz pole tego tréjkata.

5. Oblicz pole rombu o boku o dlugosci 4 cm i mierze kata ostrego 75°. Wynik za-
okraglij do czedci dziesietnych.

6. Romb ABCD ma bok o dlugosci 12 cm. Tan-

3
gens kata DAE wynosi —i—_ Wyznacz miary

katéw tego rombu i oblicz jego pole.

7. Jedna z przekatnych rombu o polu 1843 em’

jest rowna & cm. Oblicz miare kata ostrego tej
figury.

8. Oblicz dlugosci bokéw trojkata prostokatnego, ktérego pole wynosi lﬂl}xﬁ cm’,
a jeden z katéw ostrych ma miare 60°,

9. Krotsza przekatna o dlugosci 42 em dzieli réwnoleglobok o kacie ostrym 45° na
dwa trojkaty prostokatne, Oblicz obwad i pole rownolegloboku.

10. Podstawy trapezu roéwnoramiennego majg dlugosci 7 cm i 3 cm, a kat ostry tego
trapezu ma miare 45°. Oblicz pole i obwad tej figury.

11. W trapezie krotsza podstawa ma dlugosé 4 em, a katy nachylenia ramion do dluz-
sze] podstawy wynosza 30° 1 607, Oblicz pole i obwad tego trapezu, jesli jego wy-
sokodc jest rowna 43 em.

ZADANIA SPRAWDZAJACE

1. Prezekatna prostokata ma dlugosé 10 cm i jest nachylona do jednego z bokéw pod
katem 30°, Zatem pole tego prostokata wynosi
A.543 em? B.25vV2 em’  C.25y3em’  D.5y2 em?

2. Bok rombu ma dlugosc 8 cm, a jego pole wynosi 32 em’, wiec miara kata ostrego
tego rombu jest rowna
A.30° B. 60° C.120° D. 150°

3. Prezekatna trapezu rdwnoramiennego o dlugosci 62 em tworzy z podstawami
tego trapezu kat 45°. Suma dlugosci podstaw tego trapezu wynosi
A.6cm B. 4 cm C.8cm D.12 cm

4. Miara kata ostrego réwnolegloboku wynosi 60, a wysokosé poprowadzona
z wierzcholka kata rozwartego dzieli bok na odcinki o dlugosciach 3 cm 1 7 cm.
Dlugosc krotszego boku rownolegloboku jest réwna
A.6cm B. 4 cm C.8cm D. 2 em

3.6, ZASTOSOWANIA FUNKCII TRYGONOMETRYCZNYCH
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3.7. Zadania utrwalajace

1. Zapisz wartosci funkcji trygonometrycznych kata a dla podanych trojkatow.

c)

c 12
ik
13
2. Oblicz wartosci liczbowe wyrazeri:
a)tg 457 tg 60”7+ tg 307; c) cos’ 45° +-sin’ 60°;
¥ & F | 5-::-
b) 5(sin 30" - cos60”); d) g a4 A
20-s5in 30"
3. Wiedzac, ze kat a jest ostry, doprowadz wyrazenia do najprostszej postaci.
0s® a—1 | —sin’al-tg a
a) L by} { )
sina cosa

4. Oblicz wartosci pozostalych funkeji trygonometrycznych kata ostrego a, jesli:

. 7 V5 3
a) sina =—; b) cosa =—; cltg a==; d)tg a=2,4.
25 3 2
; _ . il ;
5. Wiedzac, Zze cosinus kata ostrego o wynosi Y oblicz:
a) 2sina 4+ 5tg o bl tg a —16sin” a: c) 3tgzﬂ —2sin” a.
6. Wiedzac, ze kat o jest ostry, sprawdz, czy podana rownosc jest tozsamoscia.
COS Ck 1 1 1 2
a}]itgzﬂ: - b) — c) . = —
cos” a l-sin"a cosa l-cosa 1+4cosa sIn a
7. Rozwiaz trojkat prostokatny, jezeli dana jest: B

a) przeciwprostokatna ¢ = 5 cm i kata =607

b) przyprostokatna a = 10 ¢cm i kat o = 30%;

c) przyprostokatna a= 5~.|'E cm i przeciwprostokatna a
¢= 10 cm.

8. Tyczkarz oparl 5-metrowa tyczke o sciane w odleglosci ¢
3,3 m od niej. Oblicz, pod jakim katem zostala oparta tyczka.

9. Linao dlugosci 12 m podtrzymuje maszt. Kat nachylenia liny do podloza ma mia-
re 53°. Na jakiej wysokosci od podloza jest zamocowana ta lina?
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10.

11.

Marek ciagnie sanki, na ktérych siedzi
Marysia. Wartosc sily wprawiajacej san-

ki w ruch wynosi 78 N (N - niuton, jed-
nostka sily). Jaka jest wartos¢ sily dziala-

nia, jezeli kat e jest réwny 3277

Ma placu zabaw znajduja sie dwie zjezdzalnie. Ktéra z nich jest diuzsza?
| 1

i

i i
4m \ Ew.'"ﬁm

L L 30® 45° o |
e — - o=
1.5m Im

12. Jeden z katéw trojkata réwnoramiennego ma miare 120°, a jego ramie - dlugosé

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

8 cm. Oblicz pole tego trojkata.

W trapezie rownoramiennym kat ostry ma miare 607, a krotsza podstawa i ramie
s dlugosci a. Wyznacz dlugosé przekatnej tego trapezu.

Wyznacz miare kata rozwartego rombu widocz-
nego na rysunku.

Bok rombu ma dlugos¢ 5 em, a miara kata ostrego 12 ¢

wynosi 60°, Oblicz pole tego rombu.

W rombie o boku 8 cm kat rozwarty jest dwa razy wiekszy od kata ostrego. Wy-
znacz dlugosci przekatnych tej figury.

Kat ostry rdwnolegloboku o bokach o dlugosci 6 cm i 5 cm ma miare 30°. Oblicz
pole tego réwnolegloboku.

Oblicz pole réwnolegloboku i dlugosé krotszej przekatnej, jezeli miara kata ostre-
go wynosi 30, a boki maja dlugosci 8 em i 243 em.

W trapezie rownoramiennym przekatna o dlugosci 8 cm tworzy z dluisza podsta-
wa kat 30°. Oblicz pole trapezu.

Przez wierzcholek prostokata, w ktorym jeden z bokow jest dwa razy dluzszy od
drugiego, poprowadzono prosta, ktéra przecina dluzszy bok w takim punkcie, ze
dzieli prostokat na tréjkat o polu 8 cm” i trapez o polu 24 cm’, Oblicz miare kata
nachylenia poprowadzone) prostej do krétszego boku prostokata.

3.7. ZADANIA UTRWALAJACE
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Tablice wartosci funkcji
trygonometrycznych

a sine cosa tgae o sina cosax tga | & sina cosa | tEo
0,0175 0,9998 0,0175 31° 05150 0,8572 0,6009 61° 0,8746 0,5774 1,8040
0,0349 0,9994 0,0349 32° 0,5299 0,8480 0,6249 62° 0,8829 0,4695 1,8807
0,0523 0,9986 0,0524 33° 0,5446 0,8387 0,6494 63° 0,8910 04540 1,9626
0,0698 0.9976 0,0699 34° 05592 0,8290 0,6745 64° 0,8988 04384 2,0503
0,0872 0,9962 0,0875 35° 0,5736 0,8192 0,7002 65° 0,9063 0,4226 2,1445
0,1045 00,9945 0,1051 36° 0,5878 0,8090 0,7265 66° 0,9135 04067 2,2460
0,1219 0,9925 0,1228 37° 06018 0,7986 0,7536 67° 0,9205 0,3907 2,3559
0,1392 0,9903 0,1405 38° 0,6157 0,7880 0,7813 68" 0,9272 03746 24751
0,1564 09877 0,1584 39° 0,6293 0,7771 0,8098 69° 0,9336 0,3584 2,6051
10° 0,1736 0,9848 0,1763 40° 0,6428 0,7660 0,8391 70° 0,9397 0,3420 2,7475
117 0,1908 09816 0,1944 41° 06561 0,7547 0,8692 71° 09455 0,3256 2,9042
12 0,2079 0,9781 0,2126 42° 0,6691 0,7431 0,9004 72° 0,9511 0,3090 3,0777
13° 0,2250 0,9744 0,2309 43° 0,6820 0,7314 0,9325 73° 0,9563 0,2924 13,2709
14° 0,2419 0,9703 0,2493 44° 0,6947 0,7193 0,9657 74° 0,9613 0,2756 3,4874
157 0,2588 0,9659 0,2679 45° 0,7071 0,7071 1,0000 75° 0,9659 0,2588 3,7321
16 0,2756 0,9613 00,2867 46° 0,7193 0,6947 1,0355 76° 0,9703 0,2419 4,0108
177 0,2924 09563 0,3057 47° 0,7314 0,6820 1,0724 77° 0,9744 0,2250 4,3315
18" 0,3090 0,9511 0,3249 48° 0,7431 0,6691 1,1106 78° 09781 0,2079 4,7046
197 0,3256 0,9455 0,3443 49° 0,7547 0,6561 1,1504 79° 0,9816 0,1908 5,1446
20° 0,3420 0,9397 0,3640 50° 0,7660 0,6428 1,1918 80° 09848 0,1736 5,6713
217 0,3584 0,9336 0,3839 51° 0,7771 0,6293 1,2349 81° 09877 0,1564 6,3138
22° 0,3746 0,9272 04040 52° 0,7880 0,6157 1,2799 82° 0,9903 0,1392 7,1154
23° 0,3907 0,9205 0,4245 53° 0,7986 0,6018 1,3270 83° 0,9925 0,1219 8,1443
24° 0,4067 0,9135 0,4452 54° 0,8090 0,5878 1,3764 84" 0,9945 0,1045 9,5144
257 0,4226 0,9063 04663 55° 0,8192 0,5736 1,4281 85° 09962 0,0872 11,4301
26" 0,4384 0,8988 0,4877 56° 0,8290 0,5592 1,4826 86" 0,9976 0,0698 14,3007
27° 0,4540 0,8910 0,5095 57° 0,8387 0,5446 1,5399 87° 0,9986 0,0523 19,0811
28° 0,4695 00,8829 0,5317 58° 0,8480 0,5299 1,6003 88° 0,9994 0,0349 28,6363
29° 00,4848 08746 0,5543 59° 0,8572 0,5150 1,6643 89° 0,9998 0,0175 57,2900
30° 0,5000 0,8660 05774 60° 0,8660 0,5000 1,7321

=]

o

]

1
2
3

i
o o

] o

'-GM'\-JGE\LH

o
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4.1. Rownanie prostej w postaci
Kierunkowej

Wsréd funkcji liczbowych, ktére poznaliscie w klasie pierwszej, mozemy wymienic
funkcje liniowa. Wykresem tej funkeji jest prosta okreslona réwnaniem: y = ax + b,
gdzie a i b sa dowolnymi liczbami rzeczywistymi. Rownanie to nazywane jest row-
naniem kierunkowym prostej, zas wspolczynnik a nazywany jest wspolczynnikiem
kierunkowym tej prostej.

Jednak nie wszystkie proste, ktére mozna narysowac w ukladzie wspdélrzednych, opi-
sujemy za pomoca réwnania kierunkowego.

Cwiczenie 1.

Marysuj prosta o rownaniu;

a) y=2x—4; b) y=-3; g) x=2.
Rozwiazanie:

a) y=2x—4

Wyznaczamy wspolrzedne co najmniej
dwdch réznych punktéw, ktdre naleza do
proste.

x=0,y=2:0—4=-4 (0,—4)
¥=2,p=2:2—4=1 (2,0) .
x=3,y=2:3—4=2 (3,2) ua-5~4-3-2-1_2 3 4 5 56X

Zaznaczamy w ukladzie wspdlrzednych

P

Ll - O -

punkty o wyznaczonych wspolrzednych
i rysujemy prosta, do ktorej naleza te

punkty.

Wyznaczamy wspolrzedne co najmnie) g
dwiéch réznyeh punktéw, ktdre naleza do 4
proste], 3
x=0,y=-3 (0, —3) i
g=2 y=—3 (2, —3) —a—S—d—i—E—l_E 123 456X
Zarnaczamy w ukladzie wspélrzednych P =2
punkty o wyznaczonych wspolrzednych i
i rysujemy prosta, do ktorej naleza te =
punkry.
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clx=2 ";
Wyznaczamy wspdlrzedne co najmniej 6l e
dwach roznych punktow, ktére naleza do 4

proste), 2
x=2,y=—2 (2,-2) 1 4
=y Jp =10 (2,0) -6 -5-4-3-2-10 1 2 3 4 5 6X
p=2y=1 (2,1) |
Zaznaczamy w ukladzie wspélrzednych :j

punkty o wyznaczonvch wspolrzednych _di

i rysujemy prosta, do ktdérej naleza te ~5i

punkty.

Réwnanie kierunkowe proste) y = ax + bdla a =01 b= 0 przyjmuje postac: y = b,
Prosta opisana tym réwnaniem jest rownolegla do osi X.

Réwnanie kierunkowe prostej y = ax + bdla a = 0 i b = 0 przyjmuje postac:
y =0, a prosta opisana tym rownaniem pokrywa sie z osia X.

Prosta opisana rownaniem x = k , dla k € R jest rownolegla do osi Y.

Cwiczenie 2.

Wirdd prostych okredlonych réwnaniami: 2x — y +2=0, y=8, y:lx +-1 oraz
3 +0,5=0 wskaz te, ktore sa rownolegle do osi X.

Rozwiazanie:

Wérdd prostych okreslonych podanymi réwnaniami szukamy tych, ktorych row-
nanie mozna zapisa¢ w postaci y = b (b jest dowolna liczba rzeczywista).

1

Podane w zadaniu rdwnania prostych: 2x — y+ 21=0, y=8,y= ;x 1, y4+0,5=0
] -

zapiszemy nastepujaco: y=2x+ 2, y=8,y= EI +1 oraz y = —0,5 . Proste o row-

naniach y = 81 y = —0,5 sa zapisane w postaci y = b. 5tad wynika, ze proste row-
nolegle do osi Xto y=8 oraz y 4+ 0,5=0.

Cwiczenie 3.

Zapisz poniZsze rownania prostych w postaci kierunkowej i podaj wartosci wspol-
czynnika kierunkowego kazdej z tych prostych.

a)x+2y+6=0 b) y+5=0
Rozwiazanie:
Wyznaczamy y z kazdego z rownan 1 odczytujemy wspolczynnik Kierunkowy prostej.
| I
a) y=——x—-3,a=—— b) y=—5,a=0
¥ 3 3 ¥
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Cwiczenie 4.

Mapisz réwnanie prostej o danym wspolczynniku kierunkowym a i przechodzace)
przez punkt A, jesli:

a)a=3iA=(1, 2); h}a:-—%iA:{—L#}.

Rozwiazanie:

a) y=3x + b - podstawiamy do rownania prostej y=ax + b liczbe a =3

2 =31+ b - podstawiamy wspolrzedne punktu A do réwnania prostej

b= —1- wyznaczamy wspolczynnik b

y=3x-1

Odpowiedz: Prosta o rownaniu y = 3x — 1 ma wspolczynnik kierunkowy rowny
3 i przechodzi przez punkt A o wspélrzednych (1, 2).

b) y=- %I b - podstawiamy do rownania prostej y =ax + b liczbe a = ‘—;

4=— %[— 2} + b - podstawiamy wspolrzedne punktu A do réwnania prostej

b=3 - wyznaczamy wspolczynnik b

1
- ——x-+3
773

OdpowiedZ: Prosta o rownaniu y =— %x + 3 ma wspolczynnik kierunkowy rowny

—% i przechodzi przez punkt A o wspdlrzednych [ -2, 4).

Cwiczenie 5.

Napisz rownanie prostej przechodzqcej przez punkty A i B, jesli
a)A=(—1,2)iB=(2, —4)

Rozwiazanie:

a) 2=a-( 1)+ b - podstawiamy wspélrzedne punktu A do réwnania prostej
y=ax-+b

—4 = g-2-+b - podstawiamy wspolrzedne punktu Bdo rownania prostej y =uax + b

2=—a+b

| AP rozwiazujemy uklad rownan z niewiadomymi a i b
a=-—12
b=0

OdpowiedZ: Réwnanie prostej przechodzgcej przez punkty Ai Bro y = — 2x.
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b) A=(-2, 5)iB=(1, 5)

Rozwiazanie:

| sposob

5=a-|—2)+b - podstawiamy wspdlrzedne punktu A do réwnania prostej y —ax + b
5=a-1+b - podstawiamy wspolrzedne punktu B do réwnania prostej y=ax -+ b

—2a+b
5 rozwigzujemy uklad rownan z niewiadomymi ai b
.I.

Il

Il

5
5—q-
a=0

lo=5

Odpowiedz: Réwnanie prostej przechodzacej przez punkty Ai Bro y=5.
11 sposob
Punkty A=(-2, 5)i B=(1, 5) maja jednakowe rzedne (drugie wspélrzedne). Pro-

sta przechodzaca przez te punkty jest rownolegla do osi X. Jej réwnanie to y =5.

Cwiczenie 6.

Podaj wspolrzedne punktéow przeciecia prostej o danym rownaniu z osiami ukladu
wspolrzednych.
a) y=—2x+3
Rozwiazanie:
Os Y: pierwsza wspolrzedna (x) punktu przeciecia prostej z osia Y jest rowna 0
y=—2-0+3 - do rownania prostej y = —2x + 3 w miejsce x podstawiamy wartosc 0
y=3
Wspolrzedne punktu przeciecia prostej z osia Y to (0, 3
0% X: druga wspolrzedna (y) punktu przeciecia prostej z osia X jest rowna 0
0=—2x+ 3 - do rownania prostej y= ax +b w miejsce y podstawiamy wartosé 0
X = 1l

2
Wspolrzedne punktu przeciecia prostej z osia X tn[l l. D].
b) y=—6 4
Rozwiazanie:
Prosta y = —6jestprostopadladoosi ¥, wspolrzedne punktu przeciecia prostejzosia ¥
to(0, —6).

Prosta y = — 6 jest tez rownolegla do osi X, nie pokrywa sie z nia, a wiec nie prze-

cina tej osi.

Prosta o réwnaniu kierunkowym y =ax + b, gdzie a =0 przecina o§ X w punkcie

b

o wspélrzednych | ——, 0], a 0§ ¥ w punkcie o wspélrzednych (0, b).
d

4.1. ROWNANIE PROSTEI W POSTACI KIERUNKOWE]
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ZADANIA DO ROZWIAZANIA

1. MNarysuj prosta o réwnaniu
a) y=—3x+2; b) y=4.

2. Sposrod prostych o rownaniach y=—1+4+2x, y=—4,x=-5, y=2,5,x= ]% ;
y=x—7 wskaz te, ktore sa prostopadle do osi Y.

3. Sprawdi rachunkowo i graficznie, ktéry sposréd punktow: A=(-1, 3),
B={-3, ?), E'zlli, lé nalezy do prostej o réwnaniu y= —x + 4.

4

4. Napisz rownanie prostej przechodzacej przez punkt A =(3, — 2] i rownoleglej do
osi XL

5. Mapisz réwnanie prostej o danym wspdlczynniku kierunkowym a i przechodzacej
przez punkt A, jesli:
a)a=-2iA=(—1, 4); b}:tzli—i.&:{—l’, 0).

6. MNapisz rownanie prostej przechodzacej przez punkty A i B, jesli:

a) A=(0, —4)iB=(5 1); b)A=(—1,3}iB=(2, 3).

7. Sposrod prostych o rownaniach y =6 - 2x, y=-2, y=0, y= lx- 2 wybierz te,
do ktorych nalezy punkt o wspolrzednych -
a)(0, —2); b) (6, 0).

3. Poda) wspélrzedne punktow przeciecia prostej o podanym réwnaniu z osiami
ukladu wspolrzednych.

3

i} y=1+2x: c) y=—:

% ¥ 4
bl y=—1; d)y=—5x—35.

9.  Oblicz wartos¢ wspolczynnika b w rownaniu y = —2x -+ b, opisujacym prosta, do
ktorej nalezy punkt A= [%* UJ.

10. Oblicz wartos¢ wspélczynnika kierunkowego prostej opisanej réwnaniem
y =ax -+ 3, do ktorej nalezy punkt A ={ 1 4]L

11. Dane sapunkty A=(-9, 0),B=(0, 3),C=(3, 4). Wykaz, ze punkty te sa wspol-
liniowe.

12. Prosta o rownaniu kierunkowym y=ax-+ b przecina o§ X w punkcie o wspol-
rzednych (1, 0), a 0§ Y w punkcie o wspolrzednych [0, — 2). Wyznacz wartosci
wspolczynnikow ai b
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ZADANIA SPRAWDZAJACE

1. Do prostej okreslonej rownaniem y = —2x — 2 nie nalezy punkt o wspolrzednych
A.(0, —2) B.(—1, 0) C.(-V2, 2v2-2) D‘[_%'SI

2. Do prostej o rownaniu y = x + b nalezy punkt o wspolrzednych l[l, —1}. Wspal-

czynnik b tej prostej jest rowny
Al B.-3 C.-=-2 D.-—1

3. Prostg o réwnaniu y = —x — 2 przedstawiono na rysunku

A. G
Irrll. ||.-JL
2 2
5 z
4 4
3 3
74 2.
1 14
-Iﬁ~5-4-3-)i_§" 5 6 X '-LE-‘E-d-E-E-lT__E 12 3 4 6 6X
X y=-2 2
-3 -3
- 41
=g -5
B D.
il
6
5
,-_1-
3
y=2 5
1
5543210 12 3 45 6X
-2
-3
-4
54

4. Prosta, ktéra przechodzi przez punkty A= (1, 6) oraz B =(4, 0), jest
Ay=—1x+8 B. y=8x—-1 C.y=2x48 . y=—2x—8
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4.2. Wzajemne potozenie prostych na
ptaszczyznie

Proste na plaszczyinie moga by¢ rownolegle lub moga sie przecinac. Te, ktore przeci-
naja sie pod katem 907, to proste prostopadale.

Cwiczenie 1.

Narysuj w jednym ukladzie wspolrzednych proste o podanych rownaniach i okresl
ich wzajemne polozenie.
a)y=2x+2iy=2x—1

b) y=5iy=-3
Rozwiazanie:
a) b)
}-’JI- i

y=5

[ S % T ' T - Y T o e

&
B
4
3
0

1 23 456X 6-5-4-3-2-400 1 2 3 4 5 6X
e

-2

y==3

s |
.

—d
=5

Proste y=2x+ 21 y=2x—1 sa rownolegle oraz proste y=5i y=—23 sa rdwno-
legle. Dla pierwszej pary prostych rownoleglych wspolczynnik kierunkowy kazdej
z nich jest rowny 2, a dla drugiej pary prostych rownoleglych wynosi 0.

Proste, ktore sie pokrywaja, to takze proste rownolegle. Takie proste maja identyczne
rownania w postaci kierunkowej.

Proste zapisane w postaci kierunkowej y = a x + b oraz y = a,x + b, sq rownolegle
wowezas, gdy maja jednakowe wspélezynniki kierunkowe (4, =a,).
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rI.F'
Proste o postaci kierunkowej y =a x + b oraz y =a,x + b, sa prostopadle wow-

czas, gdy wspdlczynniki kierunkowe spelniaja warunek: a -a, = 1 (inaczej:

|
ﬂ] = —ﬂ—}‘

2
o

'\\

Cwiczenie 2.

Marysuj w jednym ukladzie wspolrzednych proste o podanych rédwnaniach

|
y=-2x—3iy= EI | oraz okresl ich wzajemne poloZenie,

Rozwiazanie:

Proste y=—2x—31 y= %x -1 sa prostopadle. Wspdlczynniki kierunkowe tych

i 1
prostych spelniaja warunek —2.—=—1.

Cwiczenie 3.

Marysuj w jednym ukladzie wspolrzednych proste o rownaniach y=—x+3

iy= -‘%I -2 i okresl ich wzajemne polozenie.

Rozwiazanie:

Proste przecinaja sie pod innym katem niz 90",

4.2, WZAJEMNE POLOZENIE PROSTYCH NA PLASZCZY ZNIE
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Cwiczenie 4.

Mapisz rownanie prostej rownoleglej do proste] opisanej réwnaniem y= ——x + 4
i przechodzacej przez punkt A = (2, - 6). c
Rozwiazanie:
1 o : : . :
a,=a = *ip okreslamy wartos¢ wspolczynnika kierunkowego prostej
I
y=— EI +b — okreslamy rownaniem proste rownolegle do prostej o rownaniu
1
=——Xx+4
=7
1
6= E 2+ b - wyznaczamy wartos¢ wspolczynnika b; wiemy, ze prosta réwno-

legla do podanej przechodzi przez punkt A o wspolrzednych x =21 y=—6
h=- 5% - obliczamy wartos¢ wspoélezynnika b

— " : l l. . acopas
OdpowiedZ: Prosta o réwnaniu y = - ;x - 5}— jest rownolegla do prostej o rowna-

niu y= ix -4 i przechodzi przez punkt A = (2, —6).

Cwiczenie 5.

Napisz rownanie prostej prostopadlej do prostej opisanej rownaniem y = _EI 4
i przechodzacej przez punkt A = (4, 1),
Rozwiazanie:

I 1 3 . .
gy =——=—= 5= obliczamy wartos¢ wspolczynnika kierunkowego prostej

d

F ]

3

prostopadlej

[= ?4-%- b — wyznaczamy wartos¢ wspolczynnika b; wiemy, Ze prosta prostopadla

do podanej przechodzi przez punkt A o wspolrzednychx=4iy=1
b= —5 — obliczamy wartos¢ wspolczynnika b

Odpowieds: Prosta o réwnaniu y= %r 5 jest prostopadla do proste] o réwnaniu

y=- %x -+ 4 i przechodzi przez punkt A= (4, 1).
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ZADANIA DO ROZWIAZANIA

1.

Ln

10.

Wsrod prostych o rownaniach y=3, y=-2x+3, y=-2x—2, y=—2 wskaz
proste rownolegle.

1
Wsréd prostych o réwnaniach y=—4x 41, y=4x+3, y=-2, y=zx 2,

J=-= % wskaz proste prostopadle.

Zapisz rownanie prostej, ktora przechodzi przez dany punkt A i jest rownolegla
do prostej okreslone] wskazanym rownaniem:

a) y=2-3x,A=(1,4); b) y=-8,A=(-2,2).

Podaj réwnanie prostej, do ktérej nalezy dany punkt A= (2, — )1 ktéra jest pro-

stopadla do prostej okreslonej réwnaniem: y = — 2x \3.

W ukladzie wspélrzednych dane sapunkty A= (-1, —2),B=(3, 2),C=(-2, 3),

ktére sa wierzcholkami trojkata ABC.

a) Napisz rownanie prostej, w ktorej zawiera sie podstawa AB.

b) Mapisz rownanie prostej, w ktérej zawiera sie wysokosé poprowadzona z wierz-
cholka C na podstawe AB.

1 1 1
Dane sg proste o rownaniach y=- EI +1, y= EI L oraz y = ——x. Wskaz

wsrod nich prosta, ktora jest: 9

a) rownolegla do prostej o réwnaniu y = § —8;

b) prostopadla do prostej o réwnaniu y =5x + L.

Napisz réwnanie prostej k przechodzace) przez punkty A i B oraz prostej [ prze-
chodzacej przez punkty Ci D. Okresl wzajemne polozenie tych prostych, gdy:

a) A=(0, 3), B=(3, 0),C=(-2, 2),D=(1, —1);

b) A=(5, —5),B=(-2, —5),C=(-3,2),D=(0, 2).

Wyznacz liczbe m, jesli proste o réwnaniach y = —9x + 3 i y = m’x + 5 sa prosto-
padle,

Wyznacz liczbe m, jesli proste o réwnaniach y =5x —2iy=(3—m)x 7 saréw-
nolegle.

Napisz rownanie prostej rownoleglej do prostej] y=4x— 5 przechodzacej przez
punkt A= (2, 0) oraz réwnanie prostej prostopadlej do tych prostych przecho-
dzacej przez punkt B=(0, —2).

11% Napisz rownanie symetralnej odcinka AB, jesli A= (0, —2), B=(4, 0).

Wskazdwka. Srodek odcinka o koricach w punktach A= (x,, y, | iB=(x,, y,]

Xy TXg Yy T Vg :
2 2

ma wspolrzedne 5 =

4.2, WZAJEMNE POLOZENIE PROSTYCH NA PEASZCZYZNIE
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ZADANIA SPRAWDZAJACE

1.

Para prostych rownoleglych s proste o rownaniach

A y=4-5xiy=4x-5 C.y=8iy=—7x+8
i 7
B,_}l:EI—li_].F=EI D. y=—02x1 y=-0,2
Para prostych prostopadlych sa proste o réwnaniach
1 1
A.y=05c—51y=—-0,5x+5 C.y=03x+0,31y= 3;—:}3;
B.yz%xi_pzl,ﬁx+2 D._pzSiyz—%x

Prosta, do ktérej nalezy punkt A={-3, —4) i ktéra jest réwnolegla do prostej
y=21, opisuje rownanie

A.y=2x+12 B.y=—4 C.y:—%x D, y=2x

Prosta, do ktérej nalezy punkt A =(2, 5) i ktdra jest prostopadia do prostej y= —x,
opisuje rownanie

A.y=5x+12 B.y=—x+5 C.y=12 D.y=x+3

4.3. Punkt wspolny dwoch prostych

Cwiczenie 1.

Znajd? punkt nalezgcy do obu prostych o réwnaniach y=x—-4iy=—x+6.
Rozwiazanie:
Rozwiazujemy uklad rownan:

y=x—4

y=—x+6
x+o6=x—4

1y:—x+6
x=5

y=1

Odpowiedi: Wspélny punkt tych prostych ma wspélrzedne x=5i y= 1.
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Cwiczenie 2.
Okresl, ile punktéw wspolnych maja proste o rownaniach y=-x+3iy=—x—3.
Rozwiazanie:
| sposab
Lauwazamy, ze proste maja jednakowy wspolczynnik kierunkowy a= —11i rézne
wspalczynniki b. Proste te sa wiec rdwnolegle i nie maja punktow wspdlnych.
Il sposab
Rozwigzujemy uklad rownan:
y=—x+3
y==x—3
[—x—3=—0e4+3
‘_ P=—x—3
(0 =6 - réwnanie sprzeczne

y==x-3

Odpowiedz: Te proste nie maja punktu wspélnego.

Cwiczenie 3.

Sposrod prostych k, [, m danych réwnaniami x+ y=2, y=—x oraz y=—x+2
wybierz te, ktore maja nieskonczenie wiele punktow wspalnych.

Rozwiazanie:

Rownanie prostej k: x + y =2 zapisujemy w postaci kierunkowej y= —x+ 2. Za-
uwazamy, ze rownanie kierunkowe tej prostej jest takie samo, jak rownanie kierun-
kowe prostej m: y = —x + 2. Stad wnioskujemy, Ze proste o rownaniach x + y=12

i y=—x -+ 2 pokrywaja sie, a wiec maja nieskonczenie wiele punktdow wspélnych.

ZADANIA DO ROZWIAZANIA

1. Marysuj w jednym ukladzie wspolrzednych proste o rownaniach y=2x + 3 oraz
y=—x+ 3. Wyznacz wspoélrzedne punktu nalezacego do obu tych prostych.

2. Sprawdz, czy punkt o wspélrzednych (3, 2) jest punktem przecigcia prostych
o rownaniach:
a) y=x—1i y=>5x—13; b) y=—2x+5iy=3x—13.

3. Wyznacz punkt wspélny prostych o réwnaniach y=3x-21i y=6.

4. W ukladzie wspélrzednych sa dane punkty A=(1, ﬂ}. B=(-1, —6),

C=(-3, ~2),D=(-6, —1). Wyznacz wspolrzedne punktu przeciecia prostych
ABiCD.
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n

6.

Prosta o rownaniu y = 2 przecina proste o rownaniach y=— %x —1liy=—12x-12
odpowiednio w punktach A i B. Wyznacz wspolrzedne punktow A i B.

W ukladzie wspélrzednych sa dane punkty A=(-2, 0) i B=(1, 3). Prosta k jest
prostopadla do prostej ABi przechodzi przez punkt C =(0, —4). Wyznacz punkt
przeciecia prostej AB i prostej k.

Wyznacz wspolrzedne punktu A, ktory jest punktem przeciecia prostych o row-

. 1 ¥ ; — ; 1o
naniach y= IEI _BE i y=—2x + 2. Nastepnie napisz rownanie prostej, ktora

przechodzi przez punkt A i jest prostopadla do osi Y.

Punkty A=(—4, - l}, B=(2, —1), C=|4; 3). D :I:-—IE1 3'} sa wierzcholkami
rownolegloboku ABCD. Oblicz wspélrzedne punktu §, ktory jest punktem prze-
ciecia przekatnych tego roéwnolegloboku.

ZADANIA SPRAWDZAJACE

1. Punktem wspdlnym prostych o rdwnaniach y=—x+51 y=3x+1 jest punkt
o wspolrzednych
A.(—1, 4) B.(1, —4) C.(4, 1) D.(1, 4)
2. Punkt o wspélrzednych {_l, 2 jest punktem przeciecia prostych o réwnaniach
A.y=liy=1 C.y=2iy=x+1
1
B.y= Ex-li_yZI D.y=—2xiy=12x
3. Danesapunkty A=(0, 5)iB=(1, 3). Wspolrzedne punktu przeciecia prostej AB
z osia X to
1 | | ' 1
A. |0, 2—] E.ll—. ﬂ] C.[—E—. ﬂ] D.|D, —E—I
2 2 2 ; 2
4. e punktéw wspélnych maja proste o réwnaniach y = %x e ix=3y+1¢
A. nieskoriczenie wiele C.1
B.0 D, 2
IV GEOMETRIA ANALITYCINA



4.4. Odlegtosc¢ miedzy punktami
w uktadzie wspotrzednych

Odleglosé miedzy punktami A i B jest rowna dlugosci odcinka AB.

Cwiczenie 1.

Oblicz odleglos¢ miedzy punktami A =[: 2,1)iB=(24).
Rozwiazanie:

Rysujemy odcinek AB w ukladzie wspdl- W i

rzednych. Do odcinka AB dorysowujemy 4
dwa odcinki: AC1 CB réwnolegle do odpo- 3
wiednich osi ukladu wspélrzednych. /
Odczytujemy dlugosé odcinkéw AC i CB: A -
AC=4iCB=3 43210 1 2 3 4 5%
Zapisujemy rownosc z twierdzenia Pitagora- &

()

sa dla narysowanego tréjkata prostokatnego:
ABI - ACI e ':BI -3+
Stosujemy twierdzenie Pitagorasa:

AB'=4"+ ¥

AB*=16+9

AB* =125

AB=5

Odpowiedz: Odleglosé miedzy punktami A i B wynosi 5.

Cwiczenie 2.

Oblicz odleglos¢ miedzy punktami A=(x,,y,) ¥!
iB:{xﬂ, Vg )
Rozwiazanie:
Rysujemy odcinek AB w ukladzie wspolrzednych. Y ¥,
Do odcinka AB dorysewujemy odcinki: AC i CB g
réwnolegle do odpowiednich osi ukladu wspél- . W | S (o

rzednych. o -
Odczytujemy dlugosci odeinkow AC i CB. Zapisuje-

my rownosc z twierdzenia Pitagorasa dla narysowanego trojkata prostokatnego:
2 2

AB' =(x3 —x,) +(5— 1)

Wyznaczamy odleglosé miedzy punktami Ai B: AB = \([;::ﬂ =Xy ]J +(¥a—24 }:

. B

T
L)
=Y
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' ™
Odleglo$¢ miedzy punktami A =(x,,y, | i B=|x,,», | w ukladzie wspolrzednych

WYTdZa sie 2a pomoca wzori:

AE:\/{xs 'IA}E 'T"{J"a 'J’A]!
. A

Cwiczenie 3.

Oblicz obwad trojkata ABC przedstawionego na rysunku.
v c

-4-3-2/10 1234\5?
-1

A = B
-3

Rozwiazanie:

Odczytujemy wspolrzedne punktow A, B, C:
A=(-3,-2),B={5-2),C=(4,5)

Obliczamy dlugos¢ odcinka AB;

AB=\[(s—(-3)) +(-2-(-2)) =Jea+0=8
Obliczamy dlugosc odcinka BC:

BC = J{q— 5.}I +{5— { -1))" =J1+49=150=52
Obliczamy dlugns’& odcinka AC:

AC = J (=3)) +(5-(-2)) =Vao+49 =8 =742

Obliczamy obwod trmkqta ABC:8+5V2 +7V2 =8 +1242
Odpowiedz: Obwéd tréjkata ABC wynosi 8+12+/2.

Cwiczenie 4.

Sprawdz, czy tréjkat ABC jest rownoramienny:
f!.:{l. 2]‘.5:{4;'};'::{ 1"?')

Rozwigzanie:
Obliczamy dlugosci odcinkéw AB, BC, AC:

Aﬂz\/{-ﬂr—l};*{l—{—l})z=v’m:ﬁ=.’iﬁ
BL":J{ 1—4) +(3-1) =25+4=4/29
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AC=\[(~1-1) + (3—(-2)) =JAr 25 =429

Poréwnujemy dlugosci odcinkéw: BC = AC

Odpowiedi: Trojkat ABC jest réwnoramienny.

ZADANIA DO ROZWIAZANIA

1. Oblicz odleglosé miedzy punktami Ai B.
a) A=(2,3),B=(8§,11) c)A=(—4,-6),B=(0,2)
b) A=(-1,3),B=(1,-2) d) A=(3,-2),A=(-8,—4)

2. Dany jest punkt A={(—4,1}. Oblicz dlugo$¢ odcinka AB, jeli jego érodkiem jest
punkt S =(—1,4).

3. Oblicz odleglosé¢ punktu A od srodka odcinka KL, gdzie A=(—1,3), K=(—2,-8),
L=(4,6).

4. Wierzcholkami tréjkata ABC sa punkty A=(-2,1), B=(1,-3), C=(2,4). Uza-

sadnij, ze trojkat ABC jest rownoramienny.,

N

Punkty A=(-3,2), B=(5,-2), C=(3,4) sa wierzcholkami trojkata rownora-
miennego. Oblicz dlugos¢ podstawy tego tréjkara.

6.  Sprawdz, czy trojkat ABC jest prostokatny.

a) A=(1,2),B=(51),C=(3,4) b) A=(—1,1),B=(6,—3),C=(2,3)

7. Punkty A1 B sa kolejnymi wierzcholkami kwadratu ABCD. Oblicz pole i obwad
tego kwadratu, jezeli:
a) A=(-5,—1),B=(0,11); b) A=(-9,5),B=(1,-5).

8. Punkty A=(5,-6), C=(17,10) sa przeciwleglymi wierzcholkami kwadratu
ABCD. Oblicz pole i obwdd kwadratu.,

9. Punkty A ={'i}.lj, B ={'31 2}, C= (4.[}, D ={l.4] sa wierzcholkami czworokata

ABCD. Uzasadnij, ze ten czworokat jest rombem. Oblicz jego pole,

10. Wierzcholek C trojkata ABC jest punktem przeciecia sie prostych o rownaniach
y=x+21iy=—3x+6, awierzcholki A i B s punktami przeciecia sie tych pro-
stych z osia X. Oblicz obwod trojkata ABC.

ZADANIA SPRAWDZAJACE

1. Koricami odcinka AB s punkty A ={3, 1), B=(2,4). Odcinek ten ma dlugosé

A.2\3 B.5v2 C.245 D.3\2
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2.

Punkty A=(-3,1) i B=(1,~3) sa wierzcholkami tréjkata rownobocznego ABC.
Jedna z wysokosci tego trojkata ma dlugosé

A.2\3 B. 42 C.62 D.2v6
Wierzcholkami prostokata ABCD sq punkty A=(-1,-3),B=(4,-3),C=(4,3).
Obwod tego prostokata wynosi

A.22 B. 20 C.2242 D.20y2

Pole tréjkata prostokatnego ABC o wierzchotkach w punktach A=(0,- 2}.
B= [3.1_}. e (1,3) jest rowne
A.6 B. 2310 c8 D.8v2

4.5. Zadania utrwalajace

1. MNarysuj prosta o rdéwnaniu;
a}_}r:%1+2: b) y=2,5.
2. Napisz réwnanie prostej przechodzacej przez punkt A =(—4, 3] i prostopadlej do
osi Y.
3. Oblicz wartos¢ wspolczynnika b prostej opisanej rownaniem y= E.11' + b, do kto-
rej nalezy punkt A :[ — l;—. I'J].
4.  Oblicz wartos¢ wspolczynnika a prostej opisanej rownaniem y =ax — 2, ktéra
przechodzi przez punkt A =(1, 3).
5. NMa rysunkach przedstawiono pewne proste. Mapisz rownania tych prostych.
a) b)
'!I,-'J
&
&
Fil
2
1.
—E—E—d—la—z—l_? 12345 6X
—d+
-3
-4
-5
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. 2 2 2 2x—2

6. WWsrod prostvch danych réwnaniami y=——x+—, y=—+—-Xx oraz y= ——
PrOst) Y Y PR y 3 3 ¥y 3
wskaz te, w ktorej przypadku wspolczynnik kierunkowy jest :'nci-ﬂn.!.r:'r;,rE i do ktorej
nalezy punkt A= [D, %l ‘
7. Napisz réwnanie prostej przechodzacej przez punkt A=(0, —2)i
a) rownoleglej b) prostopadlej
3
do prostej okreslonej réwnaniem y = :I +-10.
8. Odcinek AB jest zawarty w prostej o rownaniu y = 0,5x — 2. Symetralna tego od-
cinka przecina o$ Y w punkcie C = (0, 3).
a) Napisz réwnanie tej symetralnej.
b) W yznacz wspolrzedne srodka odcinka AB.
9. W ukladzie wspélrzednych danesapunkty A=(—4, —2),C=(5, 4)iD=(1, 4),
ktore sa wierzcholkami réwnolegloboku ABCD.
a) Napisz rownania prostych, w ktérych zawarte sa boki tego réwnolegloboku.
b) Wyznacz wspdlrzedne punktu B.
1 5
10. Wsrod prostych danych réwnaniami y =3x, y=-x + 4 oraz y = —x + — wskaz

11. MNarysuj w jednym ukladzie wspolrzednych proste o rdwnaniach y= 1: 1=

tg, do ktorej naleza punkty A= (1, 3) oraz B=(5, 5).

2 2
oraz y = —x + 3. Mastepnie oblicz:

a) wspolrzedne punktéw przeciecia prostych z osia X,
b) wspolrzedne punktu, w ktérym proste sie przecinaja.

12. Sprawdz, ktory z punktow A :[]%, —3], B=(4, —3)czy C=(4, 1) jest punk-

tem wspolnym prostych o réwnaniach:
a) y=—6x+5iy=3x—7; b) y=-x+5iy=x-3.

13. Wyznacz wspolrzedne punktu A, ktory jest punktem przeciecia prostvch o row-

naniach y=-2x+3 i y=2x -3, Napisz rownanie prostej, ktora przechodzi
przez punkt A i jest rownolegla do osi X.

14* Wyznacz réwnanie symetralnej odcinka o koticach A=(1, 3)iB=(-5, —1).

15. Dany jest prostokat ABCD o wierzcholkach A=(-3, 2), B=(1,-2),C=(3, 0),

D=(-1, 4). Oblicz pole tego prostokata.

4,5 ZADANIA UTRWALAJACE
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16.

17.

18.

19,

Wierzcholkamiczworokata ABCDsapunkty A=(—1,-2),B=(1,-5),C=(3,-2),
D=(1, 1).

a) Uzasadnij, ze czworokat ABCD jest rombem.

b) Oblicz pole czworokata ABCD.

Punkty A=(-4,0) i C=(1,-5) sa przeciwleglymi wierzcholkami kwadratu
ABCD. Oblicz dlugos¢ promienia kola opisanego na tym kwadracie.

Punkty A=(1,-2) i B=(4,1) sa wierzcholkami tréjkata réwnobocznego ABC.
Oblicz obwaod 1 pole tego trojkata.

Dane sa punkty A=(—1, 2), B=(3,0)iC=(2, 3).

a) Uzasadnij, ze tréjkat ABC jest rGwnoramienny i prostokatny.

b) Wyznacz dlugos¢ promienia okregu opisanego na tym trojkacie.
¢) Wyznacz dlugosé promienia okregu wpisanego w ten tréjkat.

20% Punkty A=(—4, 4), B=(5,-5),C=(4,-1), D=(0, 3) sa wierzcholkami czwo-

rokata ABCD, Uzasadnij, ze ten czworokat jest trapezem réwnoramiennym.
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ODPOWIEDZI

1. UKLADY ROWNAN

1.1. Uktad réwnan pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi
Lajnp.x=1liy=0,x=2iy==3,binp.x=4diy=4,x=—liy=—6,c)np.x=5iy=8,x=0

iy=4;2.a)x+ yzﬁ,b}%yzix—ljc] a+b=153a)x=0iy=6,x=1iy=5x=2iy=4,x=13

iy=3x=4iy=2,2=5iy=1x2=6ip=0,bx=0iy=3x=liy=2,x=2iy=1,x2=3
=5

i y=0,0) x=0iy=2x=4iy=1,x=8iy=0;4.a) nie, b) nie, ¢} rtak, d) nie; 5. tak; 6.a) | " jy
x—y=
2a+2b=20

25% y = 50%x
b I ! b4 s 7. para liczb x = 2 i y = —1 nie spelnia obu ukladdéw réwnan.
a—p=

20%x+ 60%y=10" "
ZS:1L1;2.A;3.8;4. B,

1.2. Rozwigzywanie ukladow réwnan metoda podstawiania
xr=2 x=2 r=4 1 |
La}l[ .h}| ,r::ll 4;1.;1}.1::3,5—5}1_].-=?—1.t.h,'lx=3+_}'.}r=x~—3.c,'lx=gy—1.

y=2¢ =t p=3

6x+12,d) x=4 L= e PRRPE Y i 0
= i X = =—.-'1-'.f' X=— ' =_xr X¥=——= =] I; a H .
¥ Y. ¥ 4 .ﬁ}"' 5 5 2}'!.‘" y=1 y==2
=1 =1 xr=-—5 x=2 r=1 x==7 =1 = =3
c) . d) . @) 0 ;4. a) . b) . €) , d) el .
y=0""|y=4""|y=10""|y=—1 y==1|y=8 e S F
=5 a+b6=30 k—m=4 =3 =—3 =—2
01~ 5.9 AsIE=ERT T et k=taal Lt et oY
y=3 a—=5=5b+47 k=2m y=4 |y=0 y=6

1

¥=23 r=1-

x=4 r=—6 x=3

d) 2; 7. a) . b) £ , d) 3 ; 8. a) nieskonczenie wiele rozwiazan, b} jedno

y=-= y=12 y=15 y=4 2

3

x=1 x=9

mzwiqzauie:ly_I g c) nie ma rozwigzan, d) jedno mzwiq,mif:l _1;9.31 nie ma rozwiazan, b) jedno

==
=1 =13,5
rozwiazanie, ¢} jedno rozwiazanie, d} nieskoniczenie wiele rozwiazan; 10. a) 1; bl lx ,c) r .

=T S L2 D5 3.Ci LA,
F==

1.3. Rozwigzywanie ukltadow réwnan metodg przeciwnych wspélczynnikow

La%xzﬂhqxzﬁc41=-1d4x={1341=3h4x:3J

] L L] ¥ " c
y=1 =1 |y=-3 |y=12 P= fye=t

x={ x=7 x=-=] xr=-=0,5 x=-—1
) :3.a) . bl ¢ . d) : 4, a) jedno rozwiaznie, b) nie ma rozwigzan,
y=3 y=U"" |y=7 " |y=l y=1
) s g ; : ; x=4 r=12 r=+4 x==1
¢} nieskoniczenie wiele rozwiazan, d) jedno rozwigzanie; 5. a) | [ b) / ¢ l ) l
J= =

p==1 }.:..3'
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|
x= s i x=0 x=-—3 =2— x=32 x=12 =
o .0 ea . b) ¢) AFT T aindl o8 At
y=12
7
o = 1 = x=3 x=1 x=212 x—y=12 r=14,5
d) 8; 8 a) . B i ., d) . 1] il : :
Pl y= y==2 y=2 yp=L] t+y=x—y+5 |y=1,5
2y=2x+5 = - < 22 - -
= x=y—8 |x=6 20%x = 40% y x=20 a-+42b=24
bl 1] | ; 2 10, a " , bl - , ©) ;
iI:g} y=7.5 x+y=20 |y=14 N%x—10%y=5 |y=10 b=a+6
a=4
| JESLC LAY D 4. B.
b=10
1.4. Rozwigzywanie ukladow rownan metodg graficzna
L.a) b)

1
..5_5_4_3*.2“%_2 EREREY:
-2 - “";II
== = e
3 3 H&
3 =i ¥,
e -5 v
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e) f)

b ¥
6 © 6
_'l"_

5 ;"* 5

4 X 4

3 34

24

1 1
-’4-3-2-1? 1k 34667 8X -6-15--1-3-2-1_;3‘

-2

=3

-4

7

Za)y=x-3,b)y=—2x+1,¢) y=x-3,d) y=1,5x, proste a) i c};

5‘”"
3-

P=-—-rEr5=z4 F:%-EI.‘:I:

4 B

&7 BY
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c)

.‘"'.—3'5‘_

e I s I e - - e

‘654 -3-2-1

(=2, =7

] =6 =5 -4 -3 =2 =1

=1

ek

1
8:24 8840

-2
-3
=
-5
—f
-7
- |
Z5:LC L A,
1.5. Rozwigzywanie uktadow rownan pierwszego stopnia z dwiema niewiadomymi
=3 - =1 =0 = = =4 =2 =4
G T e - A T el AN Ragi T e =l
i P4
2x+ y=1
=7 =4 —5 2x+ y=1 2x 4 y= —x=
d) " .&]II , 1) = : 3. Diofantos: 4. a) N ' 1 1 il ’ =K :
y==3""|y=5"|y= SEEIES fEreyes RIEE  rhas
y—x=5 y—x=5 ] 0,5x+02y-07=0 |0,5x+0,2y-0,7=0 |05x+02y—-0,7=0
i g L i ¥ i
x—y==5 |x—y=T 10x42y=5 Sx2y=7 S5x42y=10
r=4 x=4 x=2 Xx=b
5.a) b ; 6. a) . b) : 7. b);
=3 J"=1 J,r:j ;,1:3
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x=2 |y=2x-4
8. ' i
y=0 |y==2x-+44

o s

= R W B

—6 -5 -4 -3 -2 -10
-1

x=—1=  |x=33- {x=4 [x=—5,4 |r=3 _
9, 3) 2,b) 3:10.a) .b) 1) ,d) sprzeczny; Z8:1.B; 2. B; 3. C; 4. C.
y=i y=135 y=—3 y=—44 2
1.6. Rozwigzywanie zadan tekstowych za pomoca ukladdéw réwnan pierwszego stopnia
z dwiema niewiadomymi
1. 12 dwuzlotowek, 4 pieciozlotdwki; 2. a) komputer 2296 zl, drukarka 574 2, b) komputer 2385 21, dru-
karka 485 z1; 3. 53; 4. la = 32, b = 30; 5. 32 21, 40 21; 6. 110 zl, 30 zl; 7. pierwsza 7000 zi, druga 3000 zi;
8. 189cm* 9. 150 cm% 10. 6 cm, 18 cm. Z8: 1. C; 2, A; 3. B; 4. D.

1.7. Zadania utrwalajqce

La)x=—1iy=—2x=- :i="1 h’JT—-'il'-"—*lrI—'-"FJ'—*l c)x==3jy=-2x=—6
x=23 x=4 X =2 x=4§ x=3 x=-3
i y=—1; 2. a) tak, b) nie; 3. a) .5 . d) 4. a) . bl i
: _y— _].r=-—3 _}':-Iﬂ _}"=—ﬂ.-ﬂ _:|.'="-|ﬂ
="l =7 ™ Ll o el ﬁ.a}hx b .
y==3 y==3""|y==2""|y=n = y=—4 |yp=—18
y=-a
=7 =—40 =7
cl 2 , ) i ; 7. tak; 8. aj nie ma rozwiazan, b} jedno rozwiazanie: 2 , €] nieskonczenie
| o x=25 U2 ¥=17
wiele roewiazan; 9. a) oznaczony: . b} nieoznaczony, ¢} sprzecany; 10. a) 1 ; ;
y=22 r+1+1y=13 y=
R sl |m=64
bi{ 2 il
= 0% =40
CDPOWIEDZI
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y=2x-2|x=12
1L a){" :
y=dx—-4|y=1
1|.-'I.
&
L
4
3.
2
1
—E—S—ﬂ—IB—E—'lg 2 3 4 5 6%
_?
x—y=35 r=13 1 x=1| r=3 r=1 i r=-—1
12, +13. a) . b) . € 114, a) . ) 15, a) b
ety=-12 y==3""|y=4 |y=3 y=a. lr=- P y=1

16, 240§ 480; 17. 35?,4%; 18, 59: 19, 367, 48, 96": 20, 14 i 26.

2. PLANIMETRIA

2.1. Trojkaty i ich wlasnosci

L a) nie, b) tak, ¢} nie; 2, a) 1007, rozwartokarny, b) 667, ostrokatny, ¢} 907, prostokatny; 3. a) 257,657,907,
b} 307,607,907, c) 507,557, 75"; 4. a) tak, b) tak, c) nie; 5.807, 807, 20" lub 80", 507, 50"; 6. a) 907,457,457,
b} 907, 187,72, ¢)907,30",607; 7. 19 ¢m; 8 12,5 em; 9.a) 0,052, b) 2, ¢} 250 000, d) 3,5, &) 150, f) 60 000,

) 0,4, h) 40, i} 0,05; 10. 15 cm®; 1L 2,4 cm; 12, 1243 em; 13, lt'-{'?*ﬁ*l" ll} em’; 14, a) LAOD =ABOC,

AABO =ADOC, b) AAOB =AAOC, ABOD =AC0D, ¢) AADF =4 AEF S=AEFC =AEBC; 15, a) sa przystajy-
ce, b sa przystajace, c) nie sg przystajace. ZS: L A; 2.C; 3. D5 4.C

2.2, Twierdzenie Pitagorasa

L a) ¢'=a'+8, b) R'=P+ml, ¢) NP =MN' +MP, d) Z1=x"+)", ¢) c+5V=a"+(b+2)";
2. aj r=~.l'r3. b) e=10, €) c=25; 3 a) p=5-ur'.-;. b) H=\I'rl5-_9. cl m=40; 4..MN=~.|EE; 5. 1D(1+-¢E}.’
6% a=2(1+ 2 )om:7.a=8cm;8.P =336 cm’ h=1344cm;9. 3em; 10. F=50N; 1.5 =7 + 2v/6 + /37
12.P=40cm’; B.o2m; 4. 040m; 15 h=2ecm. Z5:1.C; 2. A; 3. B; 4. D

2.3. Twierdzenie odwrotne do twierdzenia Pitagorasa

1. a) tak, b) tak, c) tak, d) nie; 2. a) tak, b) nie, ¢) nie, d) tak; 3. a) tak, b} nie; 4. 3, 4, 5; 5. tak; 6. a) trdjkar
prostokatny, b) trojkat rozwartokatny, o) trojkar ostrokatny; 7. al nie, b) vak; 8. uzasadniamy, ze przekatne
rombu s3 prostopadle i dziela si¢ na polowy. ZS: L C; 2. C; 3 A 4. D,

2.4. Czworokaty i ich wiasnosci
1. a) tak, b} nie, ¢} nie, d) tak; 2. 10 cm, 8 cm, 6 cm, 4 cm; 3. ¢, e; 4. 4; 5. 2 dm; 6. a, b: 7.a) 4,2, b) 0,6; 8.90°,
367, 1447, 90"; 9, a) 140 a, b) falsz; 10. 14 cm; 11, 282,88 z1; 12, %: 13. 4.8 cm; 14. 100 m; 15. 12 cmy;

1

16, 0,74 m*; 17. 50; 18. 750 000 z}: 19. 25 a, 24 a, kwadratowa: 20.P = 5

2L 12em;22.5em. £Z5:1L.D; 2. A 3. C 4. B

5.3+ %-{3 +5):2=7,5+8=155;
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2.5. Okrag i koto
1.a)

b c) dl

2. 4,4 m; 3. a) falsz, b) prawda, c) falsz; 4. 1,18 m%; 5. 1884 cm¥; 6. a) 207 cm, 307 cm’, b) 67 cm,
18( m—2} ecm?; 7. a) 4 cm, b) wiekszej niz 4 cm, ¢} mniejszej niz 4 cm; 8. tak. Z8: L.C; 2. B; 3. D 4, AL

2.6. Katy wpisane i srodkowe

L kat srodkowy: g, d, kat wpisany: b, ¢, d; 2. 2707, 1447, 210°,50"; 3.165"; 4. a} 42°, b) 50°, ¢) 787, d) 757,
e)135°, F1180% g} 60", h)a=60° 3 =30°,6 =90°;5.76";6.45"°,108",165", 757, 7.126",63"; 8.4) 55°, 70",
55°,b)95%,105°,85%,75";9.90°, 1807 10.3157; 1L 6mem. Z8:1. D; 2. C; 3. A; 4. B.

2.7. Cechy podobienstwa trojkatow

L s3 podobne; 2. a) sa podobne, bl nie s3 podobne; 3. 40, 48; 4. a} nie s3 podobne, b) 53 podobne;

) e o DT Gy ST SR KT g B X AC G AR A )ik ol
AB AC BC G¢I IH GH AB (O CE BD CB (D

1 i M1, cecha bbb, b) trojkaty podobne: 1 i 111, cecha kkk; 7. a} x = 33, y = 13, b) x = 5,5, y = 22,5;

8. AABC ~AADC ~ADCB, cecha kkk. ZS:1.A:2.D;3.B;4. C.

2.8. Zadania z zastosowaniem cech podobieristwa tréjkgtow

La) AB=12em, BC=16cm, AC=20cm,b) AB' =24 cm, BC'=48 cm, AC =h4cm:2‘ailk=i-.

Bk .2 rra l -1 " ® —_—— - -
BC= ﬁi cm, AB -—.EE cm,b]k:;,ﬁt‘:l?‘j cm, BC=8cm; A 6,4 m;4.3,75m;5.2; 6.6 cm; 7. 9¢m;

BAB=4com, BC=6cm;9. 12cm; 10. 28 m. ZS8S: L B; L. C; 3. D; 4. A; 5. D,

2.9. Zaleznos$é miedzy obwodami figur podobnych

1 i 2.AB' = 10cm, BC' = 12,5 em, AC' = 17,5 cmx: 3. 24 cmv: 4, 5 em: 5. i—: 6. | przypadek: 14:; cm,

3
36; cm; Il przypadek: 2 cm, 3 cm; 7. 3 cm; 8, %-I.S.: LGC2C: 3D 4. A

2.10. Zaleznos¢ miedzy polami figur podobnych
L [l_ﬁ:I‘S Emli 3. \IE: 4. %:5. a) %1 bl 9,c*) 25,2 fm:ﬁ.ﬁcml; 7. 1:5000: 824 cm*. ZS: L B: 2 D: 3. B:
4. A.

2.11. Okrag wpisany w trojkat
La) b) e

©h

L ]
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2.a)145%, b)110%,¢c) 135% 3. 2) 1 cm, b) 2 dm, ¢} cm; 4.3-4"; cm; 5. 2 dm; 6. 225 dm™; 7. #\E cm;

3—5
2

8°.5(242) om. Z8:1.G;2. A;3.A;4.D;5.A;6.B,

2.12. Okrag opisany na trojkacie
L.

5 - E
2.a)2,5cm,b)5cm,c) % cm; 3.90°,70°,20% 4. 5cm: 5.a)65°,b) 70°, ¢) 27%; 6. 257 cm: 7. 3 cm: 8. 4,5 cm;
9,433 cm. Z8: L A; 2. C: 3. D; 4. C.

2.13. Ortocentrum | srodek ciezkosci tréjkata

1.3+/5 cm; 2.5 em, 5 em, 6 em; 3. 307, 60°; 4, 4% em: 5.6 cm; 6. 8 em, 6 cm, 6 cm; 7. 243 cm; & 10 em,
ZS:LD;2.D;3. A 4. B,

2.14. Wielokaty i okregi

La)45%,90%,1357,907, b) 95°,130°,85%,50°, c)60",907,120%,907; 2.a) 34,b) 46,c) 44; 3.a) 5¢cm, b) 3,75 cm,

¢} 1,5 cm; 4. a) 5407, b) 7207, c) 10807, d) 14407, e*) 17 6407, f*) | n—2)-180"; 5. a) 1357, b) 1447, ¢} 150",

—2)-180°
d) 1627, e") 176,47, £*) IZJIl——']'l—-: 6. dziesieciokat foremny; 7. 2,4 cm; 8% dziesieciokat foremny;

n

9.4(v2 1) em;10.67(2~ V3 ) em; 11 100em?; 12, 1 m. Z.8:1.1; 2. B; 3. D; 4. C.

2.15. Zadania utrwalajgce

1.a)76°, 76", 28°, b) 90°, 557, 35°, ¢} 457, 45°, 90°; 2. tréjkat ACD: 29°,122°, 29°, trajkat ABD: 977, 54°,
29" Y. a)6em, Sem, 5em, b) 12 em?, ) 4.8 em; 4. 32 m¥; 5 a) AABO=ACDO=AA0D =ABOC,
AABD =ABDC , AMABC =0ACD, b) AADD =ABCO: 6. a) \E cm, b) 13 em, ¢l 3em; 7.4 cm: 8. 8 cm:
9. a) 607, 457, 1357, 1207, b) 457, 457, 1357, 135 10. 6,25 cm; 1L a) 4,125, b) 16,2, ) 7,56; 12, 24; 13. tak;
14. nie; 15. 35,29 cm®; 16 B4", 427; 17. a) a=130", 8=65", b) a=90", 3=128", y=47", { =",
cla=105°% 3=90°%~ =75, 6 = 90°; 18. 0,3 dm; 19. 48 cm; 20. 97 dm?; 21. 15 m; 22, 31,5 cm; 23. 40 cm;

1 N - . . . e

24. AB= 5; cm, AC = .?..E cm; 25. tak, 2; 26. 30 cm; 27, dlugosé promienia okregu opisanego na trojkacie
: 4 o - . " 1 :
rownobocznym jest rowna Eh’ a dlugosé promienia okregu wpisanego w ten trojkat to ;.'1, stad wynika,
z¢ stosunek dlugosci promienia okregu opisanego na trojkacie rownobocznym do dlu_gﬂén:i promienia
| s
okregu wpisanego w ten trojkat wynosi 2; 28. 108 cm®; 29. ? 30, 16 em, 12 cm: 3L 47 dm”; 32. 7 cm;
33.5 cm; 34. 17,5 cm; 35. 50 cm; 36. 30%; 37. 15 cm.
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3. TRYGONOMETRIA

3.1. Funkcje trygonometryczne kata ostrego w trojkacie prostokgtnym

, ¢ € . r 5 s EF DF EF
Lajsina=—,c08a ="—,1ga=—,blsina =-,cosa =—,1ga =~ ,clsina=—,cosa=—,ga=—;
g 2 I t f 5 DE DE DF
T 7 7
2. Il cm; 3. tga :—a.lg,3’=-.ﬁ:4,5ina=—.:mn 2% ;o =—,sin J—H.mmz—.tgn =3é;
A 3 25 25 24 25 25 7
1 I 1 2000

5.11,25m: 6.5in 68" = cos(90° — 68" ) = cos 22" = ﬂ,?!?l,tgﬂa’i =
ZS:LC:2.D:3 A,

3.2. Wartosci funkcji Hj_gunumatrycznych dla katow 30° 45°, 60°

LaJH—J; "’r.m

2.B:3.D:4. A

3.3. Tablice wartosci funkcji trygonometrycznych
L.a) 0,5736, b) 0,5299, c} 1,8807, d) 14,3007; 2. a) 84", b} 617, ¢) 317, d) 47; 3. ) 80", b) 30", ¢) 557, d) 157;
4.a) 0,17, b) —1,05,¢) 6,82, d) 2,42; 5. 0k. 10,2 m; 6. 0k. 1127 7. 0k. 397, Z5:1. B; 2. D; 3. C; 4. B.

3.4. Zaleznosci miedzy funkcjami trygonometrycznymi

ri ri
L;t]sinn=-l-'-z-,tgu:l,é‘r.h}:mn:[},ﬂ.tgu:é.c}ainu=:f—g,tga= -E,d}cmﬂ:ﬂ—-.tgu:%}[-;
13 4 3 2 4 7
E,E'—ﬁ:i alcos’a, bl tg’a, ¢) 2sin*a, d)sina, eltga, ) 1;4.a) 1,b) 0; 5. a}sinazu.cmu=ﬂ.
.J_ .J_ 10 10
h}lsinnzqdl:l.:nsu WAL & AV iE, b VE 16, c]5 ?a]ll— b—, rg 8.a) istnieje, b) nie

istnieje, c) istnieje, d) nie istnieje; 9. a) Iiiig. b} E; 10. a) rak, b) tak, ¢) nie, ZS: 1. B; 2. C; 3. D; 4. B.

3.5. Rozwigzywanie trojkatéow prostokatnych

2:3. H‘ft lﬁf cm,307; 4. 8 cm,
-h'r- S5em;5.a) AB=13,9,BC =11,5,<CAB=55",b) BC =10,CA a‘ﬁ.ﬁ.-&:[Cﬂ-".=34 6.0k 0.9km; 7. 70 m;

53

&—cm'?uLﬂrn 10 KL=97Tcm, LM =2,6 cm. ZS: L D; 2. A; 3. B: 4. C.

1 10'cm:30°.60% 2a) b4 c=5bBla=27 . ¢=8,) b=9,c—9

3,6. Zastosowania funkcji trygonometrycznych

181 uu‘;l.{ﬁJerE)nn;LE dm?, 25 dm; 4. 483 cm%5.15,5 cm?; 6.60°,120°,60°,120%, 723 em?;
7.60%; 81072 cm, 10V/6 cm, 2072 cm;9.(16+ 842 ) em, 32 cm?;10.10 em?, 10+ 442 | em; 11,48V/3 em’,
(3248V3 | em. 28:1.C; 2. A; 3. D 4. A

3.7. Zadania utrwalajace

L a) sll'u'.lL—i cosa -l tga—i. b) sina =LI msn:ﬁ, tgﬂ:ﬁ. ¢l sina =i. EDSC[:E.
z ¥ 5 3 3 13 13
z
tga —” Ji b} O }II; djlj.ﬂ—ﬁmn b) sina; -Ia]msa—%tgn—ﬁ h?sinﬂ—i
tga:l_ﬁ,c}sma:jl] cma—% d‘.lslna—E,:ﬂ&ﬂ:%;ia}HEIS.HQIE—IS.EH-E.IES;
5

6. a) tak, b) tak, c) tak: 7. a) u=¥ em, b= 25¢cm, 3=30° b) b=10v3 em, ¢ = 20 ecm, 3 = 60°,

clh =5'~JE_.£1 = 45" 3=45"8. 0k 497:9, ok. 9,6 m:; 10. ok. 92 N: 1L [1: 12. 16+/3 cm™; 13. E\E; 14, 0k.112%

ODPOWIEDZI
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e) 2: 2. a]"\.l'r_ b) 3, ci—1; lu'r_ 4. 17,3 m; 5. 1000 m; 6. 10,4 m. Z.5: 1. B;

163



164

15. 15:{1 em?: 16, § cm. 843 cm: 17.15 cm® 18. 83 em?, 247 cm: 19,1643 cm® 20. 45°.

4. GEOMETRIA ANALITYCZNA

4.1. Rownanie prostej w postaci kierunkowej

La) b)
Ir-"l. 'r"Jl
(2} &
5 4 5
4 ks 4
3_-
2 2
i :
6543210 456X $5-4-32-10 12345 6X
_2. _2.
-3 -3
—4 —id
-5 -5
L_I-"——‘L_}F—.LS.
3.B,C
g |
B 7
b
5
Ae 3
2 C
1

4. y==2454)y==2x+2, b}_yzl%x—ri:ﬁ.ah_p:x—d. b) y=3;7.a) y==2, y= ix—z.hﬁ y=0,

y= ;—:—E;&ah.’{:l—%, Ell. ¥:(0, 1},b) X: brak, ¥:(0, —1),¢) X: brak, Y

3 .
0, E}.dh.}::{—l. 0), ¥:[0, —5);
9. 1; 10. — 1; 1L naleza do prostej _y=_1¥.t' +3;a=2,b==—2L8:1. D; L B; 3. A; 4. A.

4.2. Wzajemne polozenie prostych na ptaszczyinie

Ly==2x+43iy==2x—2orazy=3iy=—22 y=—dx+1 iy=i-x—3: d.a) y==3x+7,bl y=12;

4._];:%1—3:543_11::—1‘ b}_yz—x+l:ﬁ.a}_1r=£.r+§. l:r]'_pz—iE.r +1; 7.2l y=—x+ 3, y=—x,
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1
sa réwnalegle, bl ¥y = =5, ¥y = 2, sa rownolegle; 8, m=—; lub m:%: 9. m=—2; 10, y=4x—8§,
j=mixuz; 1%, y=—2x+3.28:1. B; 2.C; 3. B; 4. D,

4.3. Punkt wspélny dwdch prostych
L(0, 3);

2. a) tak, b} nie; 3. [2% E]; 4.(0, =3); 5. A=(—6,2), B=(-2, 2); 6. (-3, —1}; 7. (3, —4), y=—4;
8.5=(0,1).28:1.D;2.C;3.B; 4. B.

4.4. Odlegtos¢ miedzy punktami w ukladzie wspotrzednych

1.a) 10, b) ¥29, ¢} 445, d) 5v/5; 2. 6v/2; 3.24/5; 4. AB= AC = 5; 5. AB=4+/5, 6. a) nie jest prostokarny,

b) jest prostokatny, AB* = AC* + BC*; 7.a) P=169,5=52,b) P= EW.S=4H~E; 8. P= 21’!3.5:4!3\!5;
9. AB=BC=CD=DA=+13, P=12;10.4+32 +J10. ZS: L B; 2. D; 3. A; 4. A.

4.5. Zadania utrwalajgce
L

a) b

yoh v

& 6

5 e b

-—'#ﬂ‘-

4 =3 4

3 y=25 31

24

/ 1
“654-3-2-10 123 466x 654-3-2-101 12345 6X

-2 -2

-3 -3

= | —d

—=h i
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3 4
l_l’=3:~1-b=1i4-ﬂ=5:5.a]_1'=%1'+1 b} y=3; 6. y—zri Z 2 a]y-—‘i—x 2, hly-— x=1;

8 a) y==2x+43,b) (2, —1};9. ) AB: y=—2, CD: y=4, AD: y=2x+86, BC: y=12x~6, b) | 1 ~2);
10.y=2x-+ 218.4) (=3, 0),(3,0),5) 1, 2
lrl'l

L |

yza-z-lg 1 2 3Nd 5 6
2

2
-.E.
2

11.':1}..-'!.=|li, —3]. bl C=[4, 113 A= ll,ﬂ ,_].r=[!-;14*._'.l=—§1'—2; 15. 16;

16.2) AB=BC=CD=DA=13,b) 12;17. 252 18.5 =942, P ="

AC=BC=A10, prusmk.gm}r.bﬂﬂf’ +BCY = AR, B) 5, 0) V10 - \E 20%, czworokar jest trapezem,
ba AB || CD, réwnoramienny, bo BC = AD.
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