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@ Oznaczenie przykladdow z dowodami oraz cwiczen | zadan na dowodzenie.

Oznaczenie zadan, przy ktérych rozwiazaniu nalezy skorzystac z kalkulatora.
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Podstawowe dane statku pilotowego przedstawionego na zdjeciu: dtugosé 15 m,
szerokosé¢ 5 m, zanurzenie 2,3 m, predkodé maksymalna 10 weztow.
Predkosé statkéw morskich podaje sic w weztach, czyli w milach morskich na
godzine. Jedna mila morska (Mm) to dlugosé tuku poludnika wyznaczonego
przez 1 minute katowa (1/60 stopnia). Zatem:

40 000 kin

1 Mm = —— ~ 1,851852 km
360 - 60

Otrzymany wynik zaokragla sie do pelnych metréw, czyli przyjmuje sie,

1 Mm=1
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1.1. Liczby naturalne

0 1 2 3 4

6 7 8 9 10 11 12 13

[Sa i ]

Liczb naturalnych: 0,1,2,3,... jest nicskonczenic wicle. Dla dowolnej liczby
naturalnej n liczba n+1 jest nastepna (wieksza o 1), i tak po milionie nastepuje
milion jeden, potem milion dwa, milion trzy, a po trylionic (liczba zapisywana
jako jedynka z 18 zerami) trylion jeden itd.

Zbior liczb naturalnych oznaczamy literg N.

Definicja

Niech m # 0 i n beda liczbami naturalnymi. Liczbe m nazywamy dzielni-
kiem liczby n, gdy istnieje taka liczba naturalna k, ze n = m - k.

Jesdli liczba m jest dzielnikiem liczby n, to méwimy, ze liczba n jest podzielna
przez liczbe m lub ze liczba n jest wielokrotnoscia liczby m.

Zauwaz, ze:
liczba 1 jest dzielnikiem kazdej liczby naturalnej,
— liczba 0 nie jest dzielnikiem zadnej liczby,
kazda dodatnia liczba naturalna jest dzielnikiem liczby 0.

Przyktad 1
Wymien dzielniki liczby 54.

Liczba 54 ma nastepujace dzielniki: 1, 2, 3, 6, 9, 18, 27, 54.

Cwiczenie 1
Wymien dzielniki liczby:

a) 12, b) 28, ¢) 36, d) 48.
Podzielnosé liczb naturalnych zapisu-

jemy w nastepujacy sposéb: Nicch n beduie licsba naturalna.
— zapis 3|n czytamy: 3 dzicli n lub Jesli 2 | n, to liczbe n nazywamy
inaczej: liczba n jest podzielna przez 3, parzysta.

—zapis 7 fn czytamy: 7 nic dzicli n Jesli 2 fn, to liczbe n nazywamy
lub inaczej: liczba n nie jest podzielna nieparzysta.

przez 7.

Liczbe parzysta mozemy zapisad w postaci 2k, a liczbe nieparzysta — w postaci
2k + 1, gdzie k jest liczbg naturalng.

1. Liczby rzeczywiste



Cwiczenie 2
Czy prawdziwe jest stwicrdzenic?

) 3323232 b) 11]111 c) 15 f2345 d) 7 f4949

Zamiast mowié, ze liczba 3 jest dzielnikiem liczby 45, mozemy powiedzieé, ze
liczba 45 dzicli si¢ przez 3 bez reszty. 45 :3 =15 reszta 0
Dzielac 47 przez 3. otrzymujemy 15 i reszte 2. 47 : 3 = 15 reszta 2

Oznacza to, zc licgbg 47 mozna przedstawié w postaci: 47 =3 - 15+ 2.

Cwiczenie 3
Zapisz liczbe w postaci: 3k, 3k + 1 lub 3k + 2, gdzie £ jest liczba naturalna.
a) 26 b) 76 ¢) 108 d) 127 e) 713

Cwiczenie 4
Zapisz liczhe w postaci: 4k, 4k + 1, 4k + 2 lub 4k + 3, gdzie £ jest liczby
naturalna.

a) 3 b) 49 c) 79 d) 126 e) 492

Definicja
Liczbe naturalna, ktéra ma dokladnie dwa dzielniki (1 i sama siebie). na-
zywamy liczba pierwsza.

Licgbami picrwszymi sa na przyktad liczby 7 1 37.

Kazda liczbe naturalna wicksza od 1, ktora nic jest lickba picrwsza, nazywainy
2 4 4 ; 2 ¥
liczba zlozona. Zwrdé uwage na to, 7e liczb 0 1 1 nie zaliczamy ani do liczb
Lo f }
pierwszych, ani do zlozonych (jakic sa dziclniki liczby 1, a jakic liczby 07).

Grecki matematyk Euklides (7yja- Liczby pierwsze miedzy 100 a 1000:

cy na przetomic IV 1 III w. p.n.e.) 101 179 263 353 443 547 641 739 839 947
Tt o tpenii b3 g 103 181 269 359 449 537 643 713 833 053
udowodnit, ze istnieje nieskohczenie Mk el e e ol B
wiele liczb pierwszych. 109 193 277 373 461 369 653 757 839 971
113 197 281 379 463 571 659 761 863 977
. _ 127 199 283 383 467 577 661 769 877 983
Cwiczenie 5 131 211 293 389 AT9 587 673 773 881 991
137 223 307 307 487 593 677 787 883 007
139 227 311 401 491 599 683 797 887
149 229 313 409 499 601 691 809 907
151 233 317 419 303 607 701 811 911

Poda) wszystkie liczby pierwsze:

a) parzyste,

]:)) Inniejsze ()d 20‘ 157 239 331 421 309 613 709 821 919
) s . . 163 241 337 431 521 617 719 823 929
¢) wieksze od 20 1 mniejsze od 50, 167 251 347 433 523 619 727 827 937

. _— . - 173 257 349 139 341 631 733 529 841
d) wieksze od 50 1 mniejsze od 100. 2 ?

1.1. Liczby naturaine
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Rozklad liczby naturalne] na czynniki jest przedstawieniem tej liczby w po-
staci illoczynu liczb naturalnych wiekszych od 1. Na przyktad liczbe 52 mozna
rozlozy¢ na czynniki nastepujaco:

a2 =12.96. Bl=4.13, HZ=2-2.13

Ostatni z tych rozkladdéw jest rozkladem na czynniki pierwsze.

Twierdzenie

Kazda liczb¢ zlozona mozna roztozyé na czynniki bedace liczbami picrw-
szyimi. Istnieje dokladnie jeden taki rozklad (7 dokladnoscia do kolejnosci

Rozklad mozemy tez zapisad tak, jak podano obok.

czynnikow).
Rozklad na czynniki pierwsze liczby zlozonej odbywa sie 150 | 3
zwykle w kilku krokach. Na przyktad dla liczby 150 mamy: 50 | 2
150=38-50=38-2-26=3-2.5-5 20 19
5195
1

Cwiczenie 6
Podaj rozktady na czynniki pierwsze liczb: 99, 720, 770, 1024, 1323.

Praktycznym zastosowanicm rozkladu na czynniki pierwsze jost wyznaczanic
najmniejszej wspoélnej wielokrotnosci dwdch licsb — NWW oraz najwigkszego
wspolnego dzielnika — NWD.

Przyktad 2 120 | 2 54 | 2
Korzystajac z podanych obok rozkladéw na czyn- 60 | 2 27 | 3
niki picrwsze liczb 120 1 54, otrzymujemy: 3012 913

_ _ 15| 3 33
NWW(120,54)=2-2-2-3-3-3-5=1080 515 1
NWD(120,54) =2-3=6 1
Cwiczenie 7
Oblicz NWD(z,y) oraz NWW(x, y).
a) =18, 4=230 ¢] W= 24 =79 e) x =284, y=105
b} w= 15, 3="50 d) w= 144,y = 192 f) ©= 196,y = 420

Cwiczenie 8

Tle wynosi NWD(x.y) i NWW(x,y), jesli zaden czynnik wystepujacy w roz-
ktadzie na czynniki pierwsze liczby @ nie wystepuje w rozktadzie na czynmki
pierwsze liczby y7

1. Liczby rzeczywiste



Zadania

Ktére spodrdd liczb: 2. 3, 4, 6, 9, 12, sy dzielnikami podanej liczby?
a) 256 b) 294 c) 405 d) 588 e) 648

Ile jest liczb naturalnych mnicjszych od 201 i podziclnych przez:

a) b, b) &, c) 9, d) 117

Pryedstaw liczbe n w postaci bk + r, gdzic & jest licgba naturalna, nato-
miast r Jest jedna z liczb: 0, 1, 2, 3, 4.

a) n =39 ) w =62 g] n= 186 d) n=275

Jzy liczbe n mozna przedstawié¢ w postaci 6k + r, gdzie £ jest liczba na-
turalng, a r jest jedna z liczb: 1, 2, 37

a) n =46 b) n="74 ¢) n=147 d) 5=276

Podaj sume trzech kolejnych liczb nieparzystyvch, 7 ktérych pierwsza jest:
a) 2n + 1, b) 2n — 1, ¢) 2n— 5, d) 4n + 3.

Ugzasadnij. ze suma:
a) trzech kolejnych liczb podzielnych przez 3 jest podzielna przez 9,
b) ezterech kolejuych liczb nieparzystych jest podzielna przez 8,

¢) pigeiu kolejnych liczb parzystych jest podzelna przes 10.

Uzasadnij, ze iloczyn:
a) trzech kolejnyeh liczh naturalnych jest podziclny przez 6,
b) trzech kolejnych licub parzystych jest podziclny pracz 48,

c) czterech kolejnych liczb naturalnych jest podzielny przez 24.

Powtdrzenie

8.

10.

Tle dzielnikéw ma liczba n?

aj n=12 b) n=27 ¢) n=29 d) n=36 e) n =060

Wykonaj dzielenie z reszta.

a) 75:8 b) 75:3 c) 109:6 d) 738 : 4 e) 3241:6
Oblicz NWD(z, y) oraz NWW(x,y).

a) w24, y =4l g] @Ak =7 g} e L2, = 144
b) & =36, y =45 d) x =54, y =96 1 %= 106, %= 150

1.1, Liczby naturainge
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Warto powtorzyc

Cechy podzielnosci liczb

Liczba naturalna jest podzielna przez:
» 2, gdy ostatnia jej cyfra jest jedna z cyfr: 0, 2, 4, 6, §;
» 3, gdy suma jej cyfr jest podziclna przez 3;

= 5, gdyv ostatnig jej cyfra jest 0 lub 5;

= 9, gdy suma jej cvir jest podzielna przez 9.

1. DPrzez ktére z liczb: 2, 3, 5, 9 jest podzielna liczba:

a) 653925, b) 574038, ¢) 946030, d) 7492987

2. DPodaj cechy podrzielnosci liczby naturalne] przez 4 oraz przez 8. Sprawdz,
czy liczba x jest podzielna przez 47 Czy jest podzielna przez 87

a) x="T713392 b)) 2=0639044 ¢) x=480658 d) x = 817296

3. Przez ktéra z liczh: 6, 12, 15 jest podzielna liczba:
a) 775584, b) 868470, ¢) 894665, d) 5014747

4. Dana jest liczba siedmiocyfrowa 3 150 57a, gdzie a oznacza cyfre jednodei.
Wyznacz te liczbe, jesli wiadomo, ze jest ona podzielna przez:

a) 9, b) 6, c) 4, d) 8.

5. Nie wykonujac dzielenia, podaj. ktore sposrdd liczb: 15, 45, 75, sa dzielni-
kami danej liczby.

a) 1155 b) 9825 ¢) 5165 d) 8235
Czy wiesz, ze...
Dana jest liczba naturalna . Niech s, oznacza sume cyfr tej liczby znaj-
dujgcych sic w jej zapisic na micjscach nieparzystych, a s, — na micjscach
parzystych. Liczba 2 jest podzielna przez 11, gdy liczba s, — s, jest po-
dziclna pruez 11. Na przyklad dla licgby @ = 6291 978 mamy:

g, =04+ 9+948=08) s, =2+1+7=10

Liczba s,, —s, = 22 jest podzielna przez 11, wiec liczba a tez jest podzielna
przez 11.

6. Sprawdz, czy liczba x jest podziclna przez 11. Skorzystaj z podanc] cechy

podzielnosci.

a) x= 9191809 b) x = 13602479 cf @ =83b431L1
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1.2. Liczby catkowite. Liczby wymierne

2 3 1

jwal |

—

* .5 1 .83 % i u

Liczby calkowite to liczby naturalne dodatnie: 1,2,3,4,..., liczby
do nich przeciwne: —1,—2, -3, —4,... oraz liczba 0. Zbiér wszyst-
kich liczb catkowitych bedziemy oznaczaé literg Z.

Kazda liczba calkowita jest albo parzysta, albo nieparzysta.

Zera oraz licgb ujemnych uzywano w Indiach w drugicj polowic
I tysiaclecia n.e. W Europic przyjcly si¢ dopicro kilkaset lat péz-
nicj. Wspdlezesnie os liczbowa z zerem 1 liczbami ujemnymi wi-
dzimy w zwyklym termometrze, a reguty rachunkowe dotyczace
liczb ujemnych sa przedmiotem éwiczen w szkole podstawowe;j.

Cwiczenie 1

Oblicz w pamieci. Wynik zapisz w zeszycie.

a) 42 — 78 ¢) —240 - (-3) e) 7-(—4)—2-(=3)-(-5)
b) —47 — (—63) d) —3424-{—139) f) (—16)-(—2)—(—54): (-9)

Dziatania wystepujace w powyzszym déwicgeniu: dodawanie, odejmowanic
oraz mnozenic sg zawsze wykonalne w zbiorze liczb catkowitych. Inaczej jest
w przypadku dziclenia, gdys same liczby catkowite juz nic wystarczaja. Na
przyklad w wyniku dzielenia (=3) : (—2) = 2 otrzymujemy ulamek.

Definicja
Liczby, ktére mozna zapisac jako iloraz =, gdzic m i n sa licsbami catko-
witymi (n # 0), nazywamy liczbami wymiernymi.

Zbior liczb wymiernych oznaczamy litera Q.
Zwréé uwage, ze kazda liczba catkowita jest liczba wymierna (dlaczego?).

Ulamki zazwycza] przedstawiamy w mozliwie najprostsze] postaci, a wiec
w postaci nieskracalnej, np.:

180 18 . 167

430 4820l 18 3.1 8
Po doprowadzeniu ulamka do postaci nieskracalnej licznik i mianownik to

: 18 3.5 3 Ulamek f

jest nieskracalny.

liczby wzglednie pierwsze (nie maja zadnych wspéluych dzielnikéw catkowi-
tych z wyjatkiem liczb 11 —1).

Uwaga. Okreslenia dzielnik uzywamy réwniez w odniesieniu do liczb catkowi-
tych, np. liczba —6 ma nastepujace dzielniki: 1, —1, 2, =2, 3, =3, 6, —6.
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Cwiczenie 2
Sprawdz, czy utamki = 1 y sa rowne.

a) ar 36 1)) g = 60 . _ 7o (:_) = 24 126

=9y Y= 96 108 ¥ = 135 m6t 4= 216

Czasami trzeba utamek rozszerzyé, na przyklad wtedy, gdy cheemy dodaé lub

odja¢ dwa utamki o réznych mianownikach.

Cwiczenie 3
Oblicz réznice utamkéw % — %: biorac jako wspdélny mianownik:
a) iloczyn liczb 121 18, b) NWW(12,18).

C_)wpzenle 4 Dzialania na liczbach wymiernych
Oblicz. s
. - .- _ a ¢ ad+be ) .
a) 15 —2-22 ¢ 22-32 451 3735  hd b#0, d#0
b) B: —2- —32 )20 fl— 1 a ¢ ad—be
; E 3 ¢ e = b#0, d#0
b d  bd 70,47
Cwiczenie 5 a ¢ ac ,
—— = — bl d=-0
Oblicz. b d bd #
B ~25-l—g) W -lo-dgpes L 40
g ( 8) L _"4 7 b 'd b e b b%(_)’ o1l
b) =32 :5=% d) 32 —31: (-21) d#0
Zadania
1. Jakim liczbom odpowiadaja punkty zaznaczone na osi?
a) 4, B¢ L ) & R - S |
i 11 S 13 R
o QP PR dy .4 . 4 . 4 . 5
=3 0 . 12
fEd S 1L
2. Oblicz.
a) 12 —21 d) I+ (-2-1%) g) 12 — (2% +0,25)
L\ 23 5 2 7 2 _ a7 .
b) 32 422 ¢) —(-23)+ £ h) 12 -32-0,125
5 1 11 9 o 11 11 11
) 3— (5% f) -1+ 3 i) ~z—G—%)
3. Oblicz.
a) —13 - (—213) b) 47 —43:(=33) o —25-13:§
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Oblicz.
51 5 % 0 1 _ ol
5 25 ) 145 o) 1 + 8 ) 23 =33
&) 14 4 T 1 ) B _ 1 & 71,1
9 27 3 a8 S
L4l 2- 1 -2 3323
b) #— d) : Bl = : hj =2—
= 2 — = = —1z 2.2 -2
2 2 2 5 2 "5
~ |1 r o P 4 XY g M oo — l a4y — _l - — _ﬁ
Oblicz wartos¢ wyrazenia dla x =15, y = —5, 2 = —%.
= & Y-z r—y+ 2z
a b) =———= c) ————
() Y — 2 ) Y+ 2 ) r 4y -+ 3z

Uporzadkuj liczby: a, b, ¢ w kolejnoéci rosngce;.

10,125 %
a': 7

=1

b=

48.32.(-4), ¢=%.15.2,75-(-13)

1

f—

~ 3
] 4

Urasadnij. ze nie istnieje tréjkat o bokach dhugosci =, y i 2.

el F2 A3 e WL = L _ 5%4 L _ 1y
a) =3 (3 4)’ Yy=3 (3 4)’ Z_(a 2) +(4 3)
1 1 1 11 1
e BT .. 2z—3 _1s+3
b) 2= 1—%, Y=gr_ 1% 25 921
375 371 374
8. Utlamki postaci -, gdzie n jest liczba CZY Wipag Lrns . .
i Kazdy utamek postaci =, gdzie
naturalng dodatnia, nazywamy ulam- \ . e B
R e < o ) n jest liczba nieparzysta, mozna
kami (?:glpSkIIIll. Przeczytaj %nf()rn'la(:y; przedstawié jako sume:
obok 1 przedstaw utamck jako sumge 2 _1 g1
s » . . Ti €L b
raznych ntamkow egipskich. dla: I
. _ nlntl1)
N 2 N 2 N 2 g="2tl p= B8
rl) I ])) 17 (,) 31 2 2
Powtdérzenie
9. Podaj liczbe odwrotna do liczby x.
P p— i B i S LR |
) g 4 2 gf wi= g 3 e) x=35+13— 3
i 3 p—=2 _ 4 sy 1
b =5 — 2 dj g=2—12 f) 2 =5 —34+;
10. Oblicz.
5% 2
1 92\ £ : 2Y . {_9\2 91 _1)\2
a) (13-328)-55 o (04+12)-(-2° o (24+(-2)°)
4 2 5 3 > 312)°
2 £ I £ =
) 15 — 82 B d) (28 -3,5)-(-2?) £) (0,75 — (=2) )
11. Oblicz.
1 1 1 9 .3 i 1 a1 2
Booke X 2yl gl B {1 Lasgl =25 18
a) +—F—% b) 5 c) r)r2+ o )7
=5 1g 53 % 0,25-(=2)* =37 - 17

1.2. Liczby catkowite. Liczby wymierne
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1.3. Liczby niewymierne

W VI wieku p.n.e. Grecy sformutowali twierdzenie znane obecnie jako twier-
dzenie Pitagorasa.

W tréjkacic prostokatnym suma kwadratow dlugoscei pray-

prostokatnych jest réwna kwadratowi dlugosci przeciwpro- ¢ 5
stokatnej:
2 2
a4+ b =c a

Twierdzenie to miato istotny wplyw na rozwd] pojecia liczby. Rozpatrzmy
trojkat prostokatny o przyprostokatnych dtugosci 1.

Zgodnie z twierdzeniem Pitagorasa: ¢ = 12 + 12 = 2, czyli

¢ = /2 (przckatna kwadratu o boku 1 ma dlugosé v/2).

Mozna udowodnié¢, ze v/2 nie jest liczba wymierna. Licsby,

ktére nie sa wymierne, nazywamy liczbami niewymiernymi. 1

Stwicrdzenice, ze /2 jest liczbg niewymicrna, oznacza, zc liczba ta nic jost
rowna zadnemu utamkowi =, gdzie m 1 n sg liczbami catkowitymi. Tam, gdzie

jest to potrzebne, korzysta sie z odpowiednio dokladnych przyblizen.

Innymi przyktadami liczb niewymiernych sa: v3, v/5, V/10.
Ogdlnie, dla dowolnej liczby naturalnej n liczba 1/n jest albo liczba naturalng
(np. v81 = 9), albo liczba niewymierna (np. v82). Analogicznie jest dla

‘ i Ec i 3 i v F 0
plerwiastka szeSciennego (np. V8=2,a+v9 jest liczbg niewymierng ).

Cwiczenie 1
Wiérod ponizszych liczh wskaz liczby niewymicrne.

'd) \/7* \/§ \/E“ \/E* \/ﬂ‘ v 144 b) \'J’/T- \3/§ \m m \5/%' \S/ﬁ

Inne przyktady liczb niewymiernych o
Przekatna pigciokata foremnego

o boku diugosci 1 ma diugosé

réwng 1X2 . Jest to liczba nie-
liczba niewymierna. Podobnie iloczyn o o

liczby wymiernej réznej od zera i liczby
niewymiernej jest liczba niewymierng.
Dlatego na przyklad liczby:

3+V7, VI3, +-2V17, 2v3-1

s, liczbami niewymiernymi.

otrzymany, jezeli zauwazymy, ze suma
liczby wymierne] 1 niewymiernej jest

1. Liczby rzeczywiste



Cwiczenie 2

Cuzy liczba x jest niewymicrna?

a.)x:-B\/T—é ¢) £ =161+ 214 e) z=+v9—1
b) =10+ 29 d) z=3v4i-121 f) ©=15+6v27

Cwiczenie 3

Podaj przyktad dwoch roznych liczh niewymiernych, ktorych:

a) suma jest liczbg wymierna, b) iloczyn jest liczba wymierng.
Uwaga. Oprécz liczh niewymiernych, ktore sg pierwiastkami kwadratowymi

lub szesciennymi, istnieja inne liczby niewymierne, np. znana z geometrii
liczba .

Zbior wszystkich liczb wymicrnych 1 nie- [ liczby i
wymicrnych nagywamy zbiorem liczb wymierne
rzeczywistych i oznaczamy literg R. by liczby catkowilc
Zbiér liczb niewymicrnych bywa ozna- niewymierne
czany literami 1Q.

L A

Zadania

1. Wisrdd ponizszych trzech liczb wskaz liczbe niewymierna.
a) V4, V64, 164 ¢) V25, V125, /225 e) V0, V4, /64
b) V9, V29, V49 d) V169, V196, /286 f) /81, V125, ¥/216

2. Jakicj liczbic odpowiada punkt P zazna-

Konstrukeyjne wyznaczenie
na osi liczbowej punktu od-
powiadajacego liczbie V2

czony na osi liczbowej? Czy jest to liczba
wymicrna?

|
. y
0 s F 0 3P

O L B

3. Dany jest prostokat o bokach x i y. Czy dlugosé przekatnej tego prostokata
wyraza sie liczba wymierna?
B o, g 6] B=a9—38 g @ =8, y=12
b) #=38, y =4 d) # =8,.4=10 fl 4 =7 0=24

1.3. Liczby niewymierne 19 I



4. Korzyvstajac z podanych przyblizen, sprawdz, czy nieréwnosé jest praw-
dziwa (nic uzywaj kalkulatora).

a) V2++v3>3 ¢) 2v2++/5 > 5 c) 4—2-\/§<%E ﬁi};i;

by VE+v3>4 d)VE-vB<} f) SPE< VB V5 = 2,236
5. Podaj najwieksza liczbe naturalng n spelniajaca nieréwnosé (7 = 3,14):
a) n < 27 + 5, b) n<n?—1, ¢) n? < 10w — 7.

6. Na rysunkach przedstawiono tréjkat réwnoboczny, kwadrat 1 szesciokat
foremny. Obwod ktorego z tych wiclokatéw wyraza si¢ liczba wymicrna?

By \

7. Dane sa liczby niewymierne: p, g, r, s.
p=23—2V3 g=2vV3 r =238 T s="T7vV3

Wybierz dwie sposrod tych liczh tak, aby:

a) ich suma byla liczba wymicrna,  ¢) ich iloczyn byl liczba wymicrna,

b) ich rézmica byta liczba wymierna, d) ich iloraz byt liczba wymierna.

8. Dlugosd przekatnej prostopadtoscianu o krawedziach

a,b,c wyraza sie wzorem: d = va?+ b + 2. Czy

|
|
diugoséé przekatnej prostopadloscianu o podanych : d
krawedziach jest liczbg niewymierng? o ) | S
a) 6=6,b=8,¢=10 b)e=3.b=4,¢=12 ad b
a
Powtorzenie

9. Wérdd ponizszych liczb wskaz liczby:

a) naturalne, b) calkowite, ¢) wymierne, d) niewymierne.
-3, 01, 0, V4, ¥ V125, -3, 1214 2-2

10. Podaj liczbe naturalna n spelniajaca nieréwnodci:
a) n <3< n+1, b) n < 2v3 < n+1, ¢) n—1< 53 < n.

11. Czy dlugosé przekatnej prostokata o bokach a, b jest liczba wymierna?
&) a=35, h=12 bl g =68=10 ¢ =7, b= 24
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1.4. Rozwiniecie dziesietne
liczby rzeczywistej

Ulamki o mianownikach: 10, 100, 1000, ... (czyli mianownikach bedacych
potegami liczby 10) nazywamy utamkami dziesietnymi. Moga one by¢ zapisane

I = I3 i par
na dwa sposoby: 1= = 0,15; 25 =0,037; 5% =5,T.

Zapis po prawej stronie nazywamy postacia dziesigtng
lub rozwinieciem dziesietnym liczby. Aby uzyskaé postad
dgiesietna liczsby wymiernej, wykonujemy dzielenie. Na
przykiad dla liczby % ofrzymamy:

2B =13:4=3,25.
Dla liczby ¢ w wyniku dzielenia otrzymamy:

& = 0,166666666 . . .

¢
Takie rozwiniecie zapisujemy w nastepujacy sposob:
1 ¢ .

;= 0,1(6).

¢

Dla liczby 2 w wyniku dzielenia otrzymamy: Py alBliczenib ua iz
% = (,5671428 571428 571428 . .. bach podanych w postaci
duicsicine] wygodnic jost

co zapiszemy 571— = (,(571428). korzystaé z kalkulatora.

W rozwinieciu dziesietnym nawias oznacza powtarzanie sie nieskonczenie wiele
razy sapisancj w nim grupy cyfr. Taka powtarzajaca si¢ grupe cyfr nazywamy
okresem. Liczbe cyfr wystepujacych w okresie nazywamy dlugoécig okresu.

Cwiczenie 1
Przeczyta] podany w ramce przyktad,

a nastepnie przedstaw liczbe w postaci Przedstaw liczbe % w postaci
dziesietne;]. dziesietne;.

™ ) 52 iy

a) 50 ¢) o5 e) 125 6 _ 868 4 _ 24 _9g

b) E 0 a B . 25 — 25 4 100 )

Y} 95 +) B0 250

Cwiczenie 2

Jaka cyfra znajduje sie na dziesiatym, a jaka na dwudziestym miejscu po
przecinku w rozwinieciu dziesietnym podanej liczby?

a) 0.(1234) b) 5,(732) ¢) 2,6(435) d) 0,32(1410)

1.4. Rozwiniecie dziesietne liczby rzeczywiste
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Cwiczenie 3
Wykonaj dziclenic i podaj diugodci okreséw nicskoficzonych rozwinigé dzic-
5 3 3 5

sigtuyeh liczls 2,5, &, &=

Twierdzenie

Kazda liczbe wymierna movna zapisa¢ w postaci dziesietne] skoniczonej
lub okresowc;.
Kazde rozwiniecie dziesietne okresowe przedstawia liczbe wymierna.

Uwaga. Rozwiniecia dziesietne nieskoficzone nieokresowe przedstawiaja liczby
niewymicrne, np. 0,101001000100001...

Cwiczenie 4

Ktore z podanych licsb wymiernych maja rozwinigcie skoficzone, a ktére nie-

A " P = i a a
skonlezone: 5, £, Tx 5y o1 79 &

Cwiczenie 5
Ktére z podanych nizej liczb maja rozwinigcia dziesictne nieskonczone nie-
okresowe?

2) VB, VIB, /1 /3 /% b) VB, V3. VTG, {33, e

W 2002 roku Yasumasa Kanada wy-  3,141592653589793238462643383279602684
‘ 19716939937510582097494459230781640628

znaczyl za pomoca komputera liczbe 7 62089986280348253421170679821480865132
z dokladnoscia do ponad biliona cvir 82306647095844609550582231725359208128

o Sl ) e o e 48111745028410270193852110555964462294
po przecinku. W praktvce wystarczaja 89549303819644288109756659334461284756
48233786783165271201909145648566923460
34861045432664821339360726024914127372

znacznie mniej dokladne przyblizenia.

B Reguta zaokraglania

Do przyblizenia liczby w postaci dziesietnej zwykle stosujemy regule zaokra-

glania, ktéra polega na odrzuceniu koncowych cyfr tej liczby i zastapieniu ich

Zerami:

— gdy pierwsza z odrzuconyeh cyfr jest: 0, 1, 2, 3, 4. to ostatnia z zachowanych
cyfr pozostawiamy bez zmian;

— gdy pierwsza z odrzuconych cyfr jest: 5, 6, 7, 8, 9. to ostatnia z zachowanych
cyfr zwiekszamy o jeden.

Przyktad 1

Zaokragleniem liczby 6,9874 do trzech miejsc po przecinku jest liczba 6,987,
do dwdch miejse po przecinku — liczba 6,99, a do liczby catkowitej — liczba 7.

1. Liczby rzeczywiste



Cwiczenie 6

Zaokraglij do liczby catkowitej.

a) 20,9813 b) 19,901 ¢) 0,401 d) 1,099 e) 2,49957
Gdy przyblizenie liczby jest od niej mniejsze, to mowimy o przyblizeniu z nie-

domiarem. Natomiast gdy przyblizenie liczby jest od niej wieksze, to mowimy
o przyblizeniu z nadmiarem.

Cwiczenie 7

Podaj przyblizonag warto$¢ = z dokladnoscig do n miejsc po przecinku. Czy
jest to zaokraglenic z nadmiarem, czy z nicdomiarem?

alm=§ b) n=35 g B=4 i) m=3 ) =2

Blad przyblizenia jest réwny roznicy liczby i joj przyblizenia.,

Cwiczenie 8
Zaokraglij liczbe do dwdch miejsc po przecinku. Podaj btad przyblizenia.
a) 6,7824 b) 8,4653 ¢) 7,8051 d) 9,9962 e) 5,9039

Zadania

1. Znajds postaé dzicsigtna liczby (nic korzystaj z kalkulatora):
q) 2 27 ) =1 3 5 Sy 11 A 7
d') i b) o (") B d) B e) B t) ] 7 g) RO h) R0

2. Na podstawie podanych obok informacji znajdz

rozwiniccic dzicsigtne liczby: la = 0,33333333.....
L — O 1CREEAE

a) g ¢) %’ e) %‘ T 0,16666666 . . .

: 5 VLT == 0PI e

b) 6_10"' d) 300 f) El)_O 9 '

3. Jaka cyfra znajduje sie na dwunastym, a jaka na dwudziestym piatym
micjscu po przecinku w rozwiniceiu dziesictnym podancj liczby? Zaokraglij
te liczbe do trzech miejsc po przecinku.

a) 1,(046) b) 0,3(25) ¢) 7,0(037) d) 9,(3486) e) 2,86(345)

4. Jaka cyfra znajduje sie na dwudziestym czwartym, a jaka na setnymm miej-
- N 5 ¥ . i . ] N "
scu po przecinku w rogwinieciu dziesietnym liczby: a) =, b %f’

5. Zmajdz cyfry a i b liczby o rozwinieciu okresowym 7.19(1ab693). jesli w tej
liczbie na jedenastym miejscu po przecinku wystepuje cyfra 3, a na dwu-
dziestym drugim cyfra 6.

1.4. Rozwiniecie dziesietne liczby rzeczywiste
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6. Wyznacz cyfry x iy liczby o rozwinieciu okresowym 0,(12:2y3), jesh cyfra
znajdujaca sie na miejscu dwudziestym ftrzecim po przecinku jest dwu-
krotnic wicksza od cyfry znajdujacej si¢ na micjscu dwudgicstym drugim
i trzykrotnie mniejsza od cyfry znajdujacej sie na miejscu dwudziestym
crwartyin.

7. Na podstawic podancgo obok twier- _ _ i

) Ulamek nieskracalny =* ma rozwi-

niecie dziesietne skonczone wtedy

i tvlko wtedy, gdyv liczbe n mozna

a) 633 py 187 ) 6561 d) o o zapisaé w postaci 2¢ . 5t
/320 180 22 100 51200

dzenia odpowledz, czy rozwiniecie
utamka jest skonczone czy okresowe.

8. Przcczytaj podany w ramce przyklad.

Przedstaw liczbg 0,(12) w postaci utamka zwyktego.
=L 121219......

;i g 19 Obie strony rdwnania mnozvmy przez 100, aby prze-
1002 = 12,121212... ©Obie strony réwnania mnozymy przes 100, aby prze
cinek znalazl sie za pilerwszym wystapieniem okresu.

1Me=12 +=

Q9r = 12
e 12 4
T 99 33

Przedstaw liczbe w postaci ulamka zwyklego.
a) 0,(36) b)3,(72) «¢)—6,(24) d)0,9) e)41,7(9) f)21(52)

9. Liczby = = 0,(6) 1 y = 4,(36) przedstaw w postaci ulamka zwyklego,
a nastepnie oblicz: z +vy, 22 —y, o + %

Powtorzenie

10. Przedstaw liczbg w postaci dzicsictnej (nie korzystaj z kalkulatora).

0 4 I 9% )} Ik
b) & d) -2 f) £ h) —= Ny

11. Jaka cyfra znajduje sie na dwudziestym miejscu po przecinku w rozwinie-
ciu dziesietnym podanej liczby (nie korzystaj 7 kalkulatora)?

a) & b) & c) & d) 2 e)

15 30 60

|~

2

12. Podaj przyblizona wartoéé /5 7 dokladnodcia do n
miejsc po przecinku dla: a) n =7, b)n =5,¢)n=1. V5 & 2,23606798

1. Liczby rzeczywiste



Dtugosé okregu. Liczba

Juz Archimedes wiedgial, ze dtugodé okregu mozna wyznacsyé » dowolna do-
ktadnoscia, rozpatrujac wielokaty foremne wpisane w okrag oraz na nim opi-
sane. Wraz ze wzrostem liczby bokéw wielokatéw foremnych ich obwody daja
coraz doktadnicjsze przyblizenia diugosci okregu.

= . ;oo * . ’ .
2 1. W tabeli podano dtugosci bokéw wielokatéw foremnych wpisanych w okrag

o promicniu 1. Dla kazdego wiclokata podaj dlugosé jego boku oraz potowe
obwodu z doktadnoscia do czterech miejse po przecinku. Dla ktérego z tych
wielokatow dlugosé potowy obwodu rézni sie od liczby 7 o mniej niz 0,017

Wiclokat foremny Dhugosé hoku
kwadrat V2
8-kat V2 — 2
16-kat 2— V2442

32-kat -\/2—\/2+\/2+\/§

i

bl \/2 - -V/z +y2+V2+ V2

Istnieje wiele wroréw, za pomoca ktérych mozna otrzymad przyblizenie
liczby w. Oto dwa z nich:

T 2 2 4 4 6 6 8 8 o Walli

o I O E A W A e b e D e G ke N e W R PO WV E ot
5 1’ '3 3 5 5 7 79 WzO1 1lisa
7 % 4 .1 d 1 1 1 R
1_1_§+3_?+§_ﬁ+ﬁ_ﬁ 17 wzor Leibniza

Powyzsze wzory sa jednak mato praktyczne — np. aby otruymacé cstery cylry po
przecinku w rozwinieciu dziesietnym liczby w, korzystajac ze wzoru Leibniza,
nalezy zsumowac¢ ponad 100000 skitadnikéw.

2. Znajdz informacje na temat innych wgordéw pozwalajacych otrzymac przy-
blizenie liczby 7.

Dlugosé okregu. Liczba n 25 I



1.5. Pierwiastek kwadratowy

Przypomnijmy definicje pierwiastka kwadratowego.

Definicja
Pierwiastkiem kwadratowym (drugiego stopnia) z liczby nieujemnej a na-
zywamy takg liczbe nieujemna b, ktore] kwadrat jest réwny a.

Vva=b gdy b’ =aib>0

Przyktad 1
V36 =6. ho 62 =36 Zwr6é uwage na to, ze v/36 nie jest réwny —6,

chociaz (—6)? = 36, poniewaz w definicji zalozyliémy,

e —d. be ([} 4)2 — 018 se picrwiasick kwadratowy jest licgha nicujemna.
VO=0,bo0>=0

Cwiczenie 1

2 _

Oblicz. 112 =l
12* = 144
a) 144 d) v625 g) v1,21 % it
b) V225 e) V2500 h) /3,61 vl 1 %
2 e
Prawdziwa jest nastepujaca wlasnos¢: 167 = 256
17? = 289
Dla dowolnej liczby rzeczywistej: 182 = 394

ody a = e
x/(ﬁz{ @ e s 19° = 361

—a gdy a <0 .
207 = 400
2 =0

Stad V52 = 5 oraz \/(—5)2 = 5.

Cwiczenie 2
Oblicz.

a) /32 b) v/(—3)2 ¢) +/(—9)? d) /(—1,2)? ¢) 1/ (—v/3)2

Wryznaczenie pierwiastka kwadratowego z liczby odpo-

wiada wyznaczeniu diugosci boku kwadratu, gdy znamy
jego pole (P = ¢?, wige a = v P).

————————————————————————————

Cwiczenie 3
Oblicz obwdd kwadratu o polu: a) 3,24 cm?, b) 1024 cm?.

----------------------------
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Przy odpowiednich zatozeniach (jakich?) prawdzi-

we sa podane obok wzory.

Przyktad 2
a) V49144 = /49 - /144 =7-12 =84
b) V12,5 -2 = /12 \/_5 5

Cwiczenie 4

Oblicz.

a) V4 -81, /25-0,36, 0,09 - 361
b) \/ ﬁi \/ zgo \ sz

Zadania

Pierwiastek iloczynu
Va-b=a Vb
Pierwiastek ilorazu
o +Ja
bVb

d) LB, 43y
\.r"fﬁ ? \,-fﬁ: A 3h

1. Oblicz.
a) V121 + /49 — /225
b) v196 — /169 — /144

¢) V0,25 + /1,44 + /6,25

2. Ugzasadnij, zc:

a) \/H#WJW/EF

d) V3,61 — /1,21 —/0.09
c) 480104_\/; \/:
3i—\/2+\/17—,

SN, SO N N A

3. Znajdz wszystkie licgby naturalne lezace migdzy podanymi liczbami.

a) V21433

4. Wytlacy czynnik przed pierwiastck.

b) V101 +/140

¢) v/80 1 /300

b) /24

d) /96

¢) V108
f) v/252

/RN — T
g)\/@ VB0 =+16-5H =
= V16- V5 =45

h) /450

5. Doprowad# do postaci av/2.

a) 4v/2+ /8
b) V32 —3v2

c) V18 4+ /98
d) V200 — /30

6. Doprowadz do postaci av/b.

a) 7v5 + /20
b) V48 — /27

¢) V124 /75
d) VA5 — /125

e) V18 + 72 + /242
f) V800 + /242 — /162

¢) 0,250 +0,8v/72 —0,3v/32
f) 3v20 — 1v/45 — 5180

1.5. Pierwiastek kwadratowy
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Usuil niewymiernos¢ z mianownika, postepujac tak, jak w przykiadzie.

i ) V2 ;
rL) \/E (--) V;g e) BV/E 3 B 3 V_rg B 3\;%
= 2 2 V6 V5 VB 5
b) 7 4) 375 s ’
8. Usun niewymicrnosé z mianownika. Podaj przyblizona wartosé wyrazenia
(prrzyjmij V2 a2 1,4).
o 8+V2 o 6—3v2 & 5v2-10
%) ~7 b) S ) v
9. Oblicz.
a) vV12-4/3 ¢) /10 - /40 e) V2863 g) /30 - /480
b) V32-4/8 d) V18- /50 f) /45 -/20 h) /80 - /180
10. Oblicz.
2 V54 - /350 b) V98 - /375 ) V52 - /363 3 V48 - /162
¥ TR ) T80 “) Vao.viso % V7z./iss
11. Wykonaj dziatlania.
a) 2v3 (V27 +3v6 — 2/3) b) V3 (V6 - v2) + 7 (V3 —2v2)
12. Oblicz pole trapezu.
a) 3 c)
/50
= \ NG
3\/§ \x’!ﬁ
Powtorzenie
13. Oblicz.
2) VEI+v25  b) VOHVOEL o) (it @ i/
14. Figure przedstawiona na rysunku obok mozna rozciaé na _—
dwa kwadraty o polach 6,251 4,41. Oblicz obwod tej figury. :
|
15. Wiacz czynnik pod pierwiastek.
a) 5v/5 b) 7v/3 c) M2 d) 13v2 e) 2v/27
16. Prostokat o polu P mozna rozeigé na dwa kwadraty. Oblicz obwéd tego

prostokata.
a) P=98c¢m? b) P=648cm? ¢) P=1m? d) P = & m?

b}

1. Liczby rzeczywiste



1.6. Pierwiastek szescienny

Rozpatrzmy zagadnienic polegajace na wyznacgeniu diu-

goscl krawedzi szedcianu o dane] objetodci V. Na przy-

ktad dtugos¢ krawedzi szeécianu o objetosci V = 125 em?
jest réwna 5 cm. Zapisujemy to nastepujaco /125 = 5.
Mowimy, ze liczba 5 jest pierwiastkiem trzeciego stopnia
z liczby 125.

Definicja
Pierwiastkiem sze$ciennym (trzeciego stopnia) z liczby nieujemnej a na-
zywamy taka liczbe b, ktéra podniesiona do trzecie] potegl jest réwna a.

d6=h gdy b =a

Przyktad 1
Podaj picrwiastck trzecicgo stopnia 1 uzasadnij odpowiedz.

a) vV8=2,bo2°=8 ¢) ¢/E&E =2 bo (%)3 = 2

b} ¥0=0,ba0?=0 d) ¢/0.216 = 0,6, bo 0,6> = 0,216
Przyktad 2 |
Oblicz dtugosé krawedzi szescianu o objetosci 27. : &
Objetodé V szedeianu o krawedzi dlugosci a jest réwna o, /)— il
wiec a = \S/V , czyli a = /27 = 3. g a

(43

Cwiczenie 1

Oblicz dhugosé krawedzi szescianu o objetodci V.

a) V=1 b) V =64 ¢) V =216 d) V = 8000

Cwiczenie 2

Oblicz, korzystajac z informacji podanych obok.

| | | 8¢ =312

a) V512 ¢) V1331 e) v1.331 9° =129
- v 3 = 3.

Span 3 35 " S
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Obliczanie pierwiastka trzeciego stopnia jest dzialaniem
odwrotnym do podnoszenia do trzecicj potegi. Vol =a
Na przyklad {/(11)% = 11 oraz (v/9) = 9. a

W obliczeniach wykorzystujemy podane ponize] wzory na pierwiastek sze-
Scienny iloczynu 1 pierwiastek szedcienny ilorazu. Sa one analogiczne do wzo-
réw dla pierwiastka kwadratowego.

Przyktad 3
a) v/0,001 - 343 = v/0,001 - /343 =0,1-7=10.7

by L0 — om0 _ y3I3 7

Pierwiastek iloczynu
Vb= a3

Pierwiastek ilorazu

Cwiczenie 3 5
Oblicz.
EL) V8. 27 C) /98 . /08 (-‘) 3 _2_:{'1_ 3 ifz

Cwiczenie 4

Przeanalizuj podany przykiad. Na jego podstawie usun niewymiernosé z mia-
nownika podancgo utamka.

S E SO BEEE F = = EE S
V3 vl V5 V2 V2 ¥4 k4 e 2

B Pierwiastek nieparzystego stopnia z liczby rzeczywistej
W przeciwienstwie do definicji pierwiastka kwadratowego, definicje pierwiast-
ka szedciennego mozna rogzszerzyé na liczby ujemne.
Na przyklad: /—1=—1,bo (—1)3=-1; ¢/—8=-2, bo (-2)* = -8.
Definicja
Pierwiastkiem trzeciego stopnia z liczby rzeczywiste] a nazywamy taka
liczbe b, ktéra podnicsiona do trzecicj potegi jest réwna a.

\% = b: ng b3 -

Cwiczenie 5
Oblicz.

) V2T b)Y VI A% ) -

1. Liczby rzeczywiste



Ogolnie dla pierwiastka n-tego stopnia mamy nastepujace definicje:

Jesli n jest liczbg parzysta, to dla
dowolncj liczby nicujemncj a:

Va=b, gdyb" =a

Cwiczenie 6

Jesdli n jest liczba nieparzysta, to
dla dowolnej liczby rzeczywistej a:

Ya=b, gdy V" =a

Oblicz.
a) v/8l1 ¢) v0,0016 e) V729 g) V256 i) V1024
b) v/—32 d) v/—0,00001 f) #/—1 h) v/—128 j) +/—512
Zadania
1. Podaj wartod¢ pierwiastka.

) {3 ) V% &) Y% g) {28

1‘)) 3 é d) :ﬂ%
2. Oblicz.

a) V125 + 78

b) V125 — v/64

¢) /1000 + oo
d) ¥312 — /216

£) oL h) ¢/12L2

e) v0.125 + /0,001
f) /0,027 + 0,008

Wrytacz czynnik przed pierwiastek.

a) v32 b) v/250 c) V135 d) v/375
. Wilacz czynnik pod pierwiastek.
a) 23 b) 3v/2 c) 6+/2 d) 4/10

Sprawdz, czy prawdziwa jest réwnoscé.
32 3 245 3
a) 2\,\‘/’; =4/ 225 b) 3£ = /0,08 ¢)

Ktéra z podanych liczb jest wieksza: x cay y?

[Sad BN ]

o ' B -
N . dMas . afor N .. ¥316 L, . /135
(1) ‘Iz — &m . ( — 3 (J) xT = _%_V"ﬁ‘ y — —320
METETE v A Tl A
L e G EICH 3/ 3000 + 0,064 _ 0,081
b) =75 y= /% d) =3 6= s

Poréownaj liczby.

a) 492 1 2v/4 b) 3v5 i 2V15 c) 3¢/218 §

1.6. Pierwiastek

e) V108

szedcienny
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10.

11.

12.

13.

Objetosé prostopadlodcianu o wymiarach £ ecm X y em X z cm jest réwna
objctosci pewnego szescianu, Oblics diugosé krawedsi tego szescianu.
al e=4, yg=4, 2=32 bl = 16, 5=200, » =25

7 trzech szesciennych klockéw zbudowano wicze., Oblicz wysokosé wiczy,
jesli jej objetosc jest rowna objetoscl prostopadio$cianu o wymiarach:

a) 4 cm X 6 cm X 16 cm, b) 6,25 cm X 7,5 cm x 8 cm.

Wilacz czynnik pod pierwiastek.

a) 3v/2 b) 5v/4 ¢) 4v2 d) 103/0,01 e) 2V/5
Oblicz.

a) V16 + V81 + v/256 + V625 d) 2¢/8 — 34/
b} V2 v8 — V27 V3 + ¢10000 ¢) 6v0,0625 — 3¢v/0,0081
¢) VA V16— 2% — /33 £) \/m_\/;_\/;
Oblicz.

a) v/—8000 b) V=000I <)
Obliez.

a) 29—1— /=27 o k-2 o LF-LF

. g, 20 BGY . YT 128
2/ —641 3/ 5= V=Y 8 24 v — 128 v — 128

. Uzasadnij, ze iloczyn zyz réwna sie zero.

a’?—\/_.—\yTJ I}—'f—zf 4—W+2\/_
b) =32 — 8L, y==32 - VB, z=/-1+V1

Powtorzenie

15.

16.

Oblicz.

a) V6d+ /8 ¢) ¥/—0,216 + /0,064 e) v/81 + v/0,0001
h) —v343 + +/216 d) /0,001 — /—0,008 f) v16 — +/0.0016
Ktora sposrod liczb: a, b, ¢, d, jest najmniejsza, a ktéra — najwicksza?

a) a=+/8 /18, b= 2. 33, o= Y16-8], d= §J—125-J—27

1. Liczby rzeczywiste



1.7. Potega o wyktadniku catkowitym

Przyktad 1

Zalozmy, ze mamy pare krolikdw oraz ze liczba krélikéw podwaja sie co pél

roku. Tle krélikéw bedziemy mieli po 5 latach?
2:2-2-2-2+2.2-2-2-2-2=2"1=2048

10 pétrocenych okresdw

Przyvpomnijmy definicje potegi o wykladniku naturalnym.

Definicja

Dla liczby naturalnej n > 1 potega ¢" nazywamy iloczyn n czynnikow
rownych liczbie a:

wykladnik potegi
¥ =14 G~ .o @

S
7o czynnikow

podstawa potegi

Przyjmujemy rowniez, ze: a! = a oraz ¢ = 1 dla a # 0.

Uwaga. Nie definiujemy wartosei 0°.

Przyktad 2
a) (=5) =(=5)-(=5) (-3) = -7

Przydatna jest umiejetnosé rouz-
poznawania niektérych  poteg

b) (%)1 %é%%:% liezh: 2.3, 4. &
c) (_3)1 — 3 1t Bee 2 4™ g
d) 345° = 1 ! ¢ & | =
2 | 4 | 9 |16 | 25
Cwiczenie 1 3 8 | 27 | 64 | 125
Oblicz. 4 16 81 | 256 | 625
a) 9%, 9%, 9* 5 | 32 243 | 1024
b) (3)° (3)° (3) 6 | 64 729
o) (-2)° (-%), (-3)° T
8 256

Cwiczenie 2 0 519
Uporzgdku) hiezby w kolejnosel rosnace].

(=2)" (=2)% (=2)%, (=3)% (=3)°

10| 1024

1.7. Potega o wykfadniku catkowitym
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Mozemy rowniez okreslic potege o wykladniku catkowitym ujemnym.

Definicja
Dla liczby naturalnej n > 11 dla liczby a # 0 przyjmujemy, ze:
a L —_ %
a
Przyktad 3
gt o Sae_ 1 1 1 S R
3

Cwiczenie 3
Oblicz.

2ar 937 9 (d) e (@) i) 0,22
ne  aEt o (3w ey

Cwiczenie 4
Czy podanc liczby sa réwne?

2@ 6 wE)N O o

Przy obliczaniu wartosci wyrazen, w ktérych wystepuja potegi, mozemy wy-
korzyvstywaé prawa dziatan na potegach.

Twierdzenie
Dla liczb catkowitych m. n oraz réznyeh od 0 liczh rzeczywistyeh a 1 b:
: ; 3 Y .
: : T —r a* a\"™
logteag =g " o gl =g 5 — = |-+
' ( ) b b
it P ; . :
2 =g 4. o™ - b* = (ab)"™
af!.

Cwiczenie 5

Oblicz.

a) 9% 8¢ ¢) (2°) 2 e) 59:51 ) go:3P i) §3-g"
b} 0,5% + 0,57 di {02572y f] 4047 k) 10% : 5™ §) 10%: 642

Cwiczenie 6
Podaj konieczne zalozenia 1 uprosé wyrazenie.

a) {a? «of)nn b (2" sm?) 5 g™ ¢) (g%y) ' 2 d) (z2y3) 293

1. Liczby rzeczywiste



Zadania

1. Oblicz.
a 5 5 ) = 4 —2 = -6
g —2 S o —d 6 7 -5
b) (5) 5 (=3) s (=3) d) (v2)', (v2). (v2)
2. Zapisz liczbe w postaci 2™, gdzie m jest liczba catkowita.
a) Phadf o) 4% g2 el 647300 d) (16 2:478) «§*
3. Zapisz podane liczby w postaci poteg o te] samej podstawie.
a) 16, =, 8, (v2)", 10242 ¢) 0,001, 100°, (25)7", (57"
b) 811, 27,92, (v3)°, 8177 d) 2573, (%)‘2, ()", 6257
4. Oblicz.
e % A AN 172
a) (—2v/3) b) (\—%) ¢) (—ﬁ) d) ((=3v2) 1)
5. Podaj konieczne zalozenia i uprosé¢ wyrazenie.
a) a*-a®-a™® ¢) ((14 cat) - (1_3 &F {at-a5 = - (g 2F
b fa® «a ") s 0P ) faT e ) 1 £ (@®:a %)’ ()
6. Ktora z liczb jest wieksza: x czy y7
al ;=242 y=4% 8% b) w=(27%:26)7" y=(27%.2%)"
7. Oblicz.
a) 25 - (4)° ¢) SHE 4 (45 - 167) e) (0,5-85—2-16") : 73
aiy—a% 2 4 pen—8Y% . ; 5\3 (232 o
b) ((2) ) ) (H'@) )2 H (@) 6
Powtdrzenie
8. Oblicz.
. . ) 2 4 4 4
D8% (B8 —(—)) o ()4 (D ()
’ . . gy —a —6 G —6
B0 ) (VB (VD (VD
9. Oblicz.

a) 6% 6° )E-G7 2@ @7 »Eye
b B 4 e) 57: 51 Wy (2) = (2] ) (%) o P
&) 05405 f) Thi7® @) a3 ) (84871

1.7. Potega o wykfadniku catkowitym
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1.8. Potega o wyktadniku wymiernym
Definicja

Dla dowolnej liczby a > 0 i liczby naturalnej n > 1 przyjmujemy:

l 1.
™

o = Pl
Przyktad 1
Oblicz.
a) 492 = /49 =17 b) 1255 = 125 =5 ¢) 161 = /16 = 2
Cwiczenie 1
Oblicz.
a) 4% b) 162 c) 812 d) 83 ¢) 273 f) 811

Potege o wykladniku wymiernym 2 definiujemy nastepujaco:
Definicja
Dla dowolnej liczby a > 0, liczby naturalnej n > 1 1 liczby calkowitej m

rzvimijemy:
Przyjmiljemsy m =\
anr — ( (_1.)

Przyktad 2
Oblicz.

a) 9% = (VO) =33 =27

S
w
rql—
I

-
I

Cwiczenie 2

Oblicz.
a) 48 c) 8¢ ) 817 ) 1254 ) (3) *
DRAEENE I SRES I e

Cwiczenie 3
Uzasadnij, ze dla dowolnej liczby a > 0, licgsby naturalnej n > 1 i liczby

i

wr _ - 0 :
catkowite] m zachodzi rownosé ({*/E) = Yar

Cwiczenie 4
Oblicz.

a) (V10)"
b) /410

d) V32

o) (T’
f) -‘/'\/871

h) v /43

) (V)
i) V168

1. Liczby rzeczywiste



y 1 liezb

Prawa dzialafi na potegach o wyktad- i i
niku wymicrnym sa analogiczne do praw Ula lieeh watnicigeh 7,
o) i 111 Sa alle AW . ¥ '
L ) a & ) b rzeczywistych a > 0, b > 0;
dzialan na potegach o wyktadniku cat- , ,
: 1. a® - a¥% = g%ty
kowitym.
: o
2. — =g"¥
a¥
Przyktad 3 _ _ _
g 8. el =a 7
Oblicz.
£ AR 4 Bk
41 . o B a\e
b)()% 65:63 3:6136 —:(—)
b \b
Cwiczenie 5
Oblicz.
4 4 5 g 5 2 o
a) 9% . 28 b) 53 - 53 c) 42 : 4% d) F584 95
Przyktad 4

Oblicz.

Cwiczenie 6
Oblicy.
a) 12%.3%

oy,

N
(.:
-\v
.\.IL\.!

Cwiczenie 7
Oblicz.

)0 () wE) o (@)

Obliczajac przyblizone wartodci poteg o wyklad-

: . ; ; s 1093 %
niku wymiernym, mozemy skorzystac z odpowied-

. = 0,45
niego kalkulatora (przykladowe wyniki zostaly 10

przedstawione obok).

Cwiczenie 8

Korzystajac z powyzszych przyblizen, podaj z dokladnoscia do czterech miejsc

po przecinku przyblizong wartos¢ potegi:
a) 10%%, b) 1054, ¢) 10%,

3

e) 33.375.3%
= 40
e) 3753 - 3%

(_,) ((%) )(] .6

~ 1,995262315

~ 2,818382931
10962% ~ 4,216965034

d) 10717,

1.8. Potega o wykfadniku wyrmiermym
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W dalszym toku nauki rozszerzymy pojecie
potegi na potege o wykladniku rzeczy w1¢s‘rym
czyli takze niewymiernym, np. 2V3, 10¥2

W tabeli obok przedstawiono kilka przybli-

zen dziesietnych liczby 10V2,

Uwaga. /2 ~ 1,414213562

Zadania

10"
101\41

4

101,414

10v2

10! A11213562 1 97

~ 25,118864315
Az 25,703957828
A 25941793621
5,954553497
= 25,954553519

{

!

|

¢

1. Zapisz liczbe w postaci potegi o podstawie 2.

b) /2

2. Zapisz liczbe w postaci pot

by /72
3. Oblicz.

a) 97

b) 1253

4, Oblicz.
a) 0,043
b) 0,16 2

5. Oblicz.
a) 22 .83

Powtorzenie

c) V0.5
d) V4

1
VT
d) =

“‘\T
wlbs

¢) 0,027
d) 0,0016"

i L

b) 33.27°%

e) V512
£y /1024

egl 0 podstawie 7.

g) 2v2

h) 2¢/2

g) 497
b} o7

g) 10000028
h) 81 —0.125

g} 0,0081 1%
h) 0,000 002 567

d) 0,0256% - (¢/10)"

6. Oblicz.
a) 253 + 83

7. Oblicz.
a) 167

8. Oblicz.
a) 23 . /2

1. Liczby rzeczywiste

b) 325 4 813

b) 647

b) 497 : 493

; ik _1
o aEtsE ) () P+
¢) 873 d) 2572 e) 811
¢) V75772 d) 97%:27°2



Nazwy wielkich liczb

Bilion amerykanski czy bilion europejski | potega Nozwa Nazwa
Dlaczego europejski miliard to amerykanski bilion, | 10 europejska  amerykanska
a europejski bilion to amerykanski trylion? 9 miliard bilion
Amerykanskie nazewnictwo wielkich liczb 12 bilion trylion
odnosi sie do zapisu 10%+* i taczy tacinskie 15 biliard kwadrylion
przedrostki: bi- (n = 2), tri- {n = 3) itd., 18 trylion kwintylion
z konicowka -fion. : :

21 tryliard sekstylion
Europejskie nazewnictwo pokazuje wielokrotnosé = D i
miliona lub miliarda i do facifskiego przedrostka it ] !0 ek )_”O
dodaje, odpowiednio: -fion lub -fiard. 27 kwadrnyliard  oktylion

30 kwintylion nonylion
Amerykariski matematyk Edward Kasner 2 kointyliad | decylicn
wprowadzit nazwe googol, oznaczajaca 100, 36 sekstylion undecylion
1 googol = 10 000 000 000 000 000 000 000 39 sekstyliard  duodecylion
000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 42 septylion tradecylion
000 000 000 00 000 000 48 oktylion kwindecylion

El Wyszukaj w internecie informacije g Saib s ezl els

Stonce i planety

Ponizej podano masy: najmniejszej z planet w naszym systemie planetarnym — Merkurego,
najwicksze] — Jowisza, a takze Ziemi i Stonca (na rysunku nie zachowano skali). Masa Stonica
stanowi 99,89% masy Uktadu Stonecznego.

Stonce Merkury Ziemia Jowisz
1,989 - 10° kg 3,302 - 10% kg 5,974 - 10°* kg 1,899 - 10°" kg

2 Zapisz masy Storica, Merkurego, Jowisza
i Ziemi, korzystajac z europejskiego oraz
amerykanskiego nazewnictwa wielkich liczb.
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1.9. Logarytm i jego wtasnosci

Poje¢cie logarytmu wprowadzit ponad 400 lat temu szkocki matematyk John
Napier (1550-1617), a logarytiny dziesietne zdefiniowal Anglik Henry Briggs
(15661-1630) — opublikowal on wiclocyfrowe tablice takich logarytméw.

Definicja
Logarytmem o podstawie 10 (logarytmem dziesietnym) z dodatniej licz-
by b nagywamy liczbe « taka, ze 10% = b. Piszemy wowczas logh = .

Przyktad 1

a) log 1000 = 3, poniewaz 10° = 1000 Pytanic o wartoé¢ log b Lo pylanic o o,
' : ey e 1 do jakiej potegi nalezy podniesé 10,

v} ol ]. =~ poERRa I = ] aby olrzymaé liczbg b.

¢) logy/10 = »;—', poniewaz 107 = /10

Cwiczenie 1

Oblicz.

a) log 10 b) log 100 ¢) log 100000 d) log 0,01 &) log /10

Rozpatrywane sa tez logarvtmy o innyveh podstawach. Na przykiad logaryt-
patry 1 garytingy ; 1 Przy gars;
mem o podstawie 2 z liczby b jest taka liczba z, ze 2% = b. Piszemy wowcezas

log, b= x.
Przyktad 2
fcl.) 10g2 8 = 3. poniewaz, H—8 Pytanie o wartodé log, b to pytanie o to,
y 1o jakiej potegi nalezy podniesdé 2,
I Y do jakiej poteg Y1 .
h) logs 16 4, poniewaz 2 © = 16 aby otrzymad liczbe b.

¢) log, V2 = 3, poniewaz o5 — {7

Cwiczenie 2

Oblicz.
a) log, 16 b) log, 1024 c) log, 3 d) log, 3 ¢) log, /2
Definicja

Niech a i b beda liczbami dodatnimi oraz a # 1. Logarytm o podstawie a
z liczby b to wykladnik potegi, do ktorej nalezy podniesé podstawe a, aby
otrzymacé liczbe logarytmowang b.

log, b=, gdy a® =0

1. Liczby rzeczywiste



Przyktad 3 / liczba logarytimowana
a) log; 9 = 2, ponicwaz 3% =9 ] I
o N § 08,0 =12
b} logg 125 = 3, poniewaz 5° = 125
- podstawa logarytmu
Cwiczenie 3

Oblicz.

a) log;3 b log; 81 c)logg V3  d)logg27  cjlogg ) log; V3

Cwiczenie 4

Uzasadnij, ze dla dowolnej liczby dodatniej a réznej od 1 log,1 =0
zachodza podanc obok wlasnodei. log, a =1

W obliczeniach wykorzystywane sa nastepujace wlasnosci logarytméw (ich
dowody zostana przedstawione w dalszym toku nauki).

Twierdzenie
Jesgh a, b, ¢ sa liczbami dodatnimi oraz a # 1, to:
log, bc = log, b+ log, ¢ logarytm iloczynu
log, % = log, b —log, ¢ logarytm ilorazu
log, b* =plog, b logarytm potegi

Przyktad 4
a) log,(256 - 1024) = log, 256 + log, 1024 = 8 + 10 = 18

b) log, 16v/2 = log, 16 +log, /2 = 4 + =43
Cwiczenie 5

Oblicg, korzystajac ze wzoru na logarytm iloczynu.
a) log,(64-256) b) log;(125-625) «¢) log;5v/5 d) log,8v2 ) log, 9v/3

Przyktad 5
a) log, % =log, 0,25 —log,32 =-2-5=-7

b) logs % =log; 81 —logs V3 =4— 3 =33

Cwiczenie 6
Oblicz, korzystajac ze wzoru na logarytm ilorazu.

) 0.5 i 1024 . e v 625 ; 24
a) log, &2 b) log; 55 ¢) log, %2 d) logs = ) log, &=

1.9. Logarytm i jego wlasnosai
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Cwiczenie 7
Oblicy, korzystajac zc wzoru na logarytm potegi.
a) log, 4  b)log,32* c¢)log,9® d) log, 817*

log, 8% = 5log, & =
:5‘3:
= 15

Zadania

1. Oblicz.

a) log, 512 b) log, 2 d) log, v/2 e) log, v8

¢) log, 35

2. Oblicz.

a) log, 1 b) log, 243 ¢) logs 3 d) log, 3v/3 e) log, %
3. Oblics.
a) logy 2 b) logy < c) logy = d) logy - e) logy S

4. Poda] podstawe logarytmu.
a) log,16 =4 ¢) log,16 =1

b) log, 16 =2 d) log, 16 = 3

e) log, 16 = -1
f) log, 16 = —2
5. SprawdZ prawdziwosé rownosel log, o +1og, y = log, xy dla podanych war-
1 I g2 Ba Y Ba LY I ¥
tosci x 1 y.

8] = =18

&) = V2, y =8

6. Sprawd? prawdziwoi¢ rownosci log, x — logs vy = log, ?—”j‘ dla podanych war-

bl & =8, 4= i]

tosci 1 y.
a) =27, y=3

o) w=3, y =43

7. Oblicz, korzystajac ze wzoru na logarytm iloczymu.

a) log2+logh b) log 8 + log 125 ¢) log 250 + log %

Powtorzenie

8. Oblicz.
a) log, 1+ 1log, 16
b) log, 27 — log, 1

¢) log, 4 — log, 64
d) logs 125 — logs &

e) log; 5 —logy 3

) log, 2 + logy 3

9. Dla jakiej liczby b podana réwno$é jest prawdziwa?

a) log,b=>5 ¢) log,, b= 12 e) log1 b= 8 g) log;,b=106
b) logs b= —1 d) log.b=10 f) log b= —6 h) logg b= -1

1. Liczby rzeczywiste



Skala logarytmiczna

Czasami, zamiast poréwnywaé¢ dane wielkodel, wygodniej jest pordownywad ich
logarytmy. Stosuje sie wowczas tak zwana skale logarytmiczng. Jest nia np.
skala Richtera, okreslajaca sile trzesienia ziemi. Wykorzystuje sie w niej lo-
garytm dziesietny. Kazdy kolejny stopien tej skali oznacza 10-krotnie wigksza
site trzesienia. Na rysunku ponizej pokazano, jak skonstruowaé skale logaryt-
miczng wykorzystujaca logarytm dziesietny.

liczba.

1 2 3 4367810 20 30 100 200 300 1000

0 1 2 3

logarytm liczhy

Licgby na gbérze takicj skali nic sa potozonce réwnomicrnic, ale zgodnic z war-
tosciami ich logarytmow:

log 2 ~ 0,30 log 4 = 0,60 log6 = 0,78 log 8 ~ 0,90
log 3 =~ 0,48 log 5 = 0,70 log 7 =~ 0,85 log 9 =~ 0,95

1. a) Korzystajac z tego, ze log10x = 1 + logz, wskaz, ktérym punktom
z powyszszej osi odpowiadaja liczby: 40, 90.
b) Korzystajac 7 tego, ze log 100z = 2 + log 2, wskaz, ktérym punktom
z powyzszej osi odpowiadaja liczby: 400, 900.

2. Przyjmujac jako jednostke 1 cm, naszkicuj skale logarytmiczna i zaznacz
na nicj liczby o = 10, b =10%, ¢ =10°, d =10 %, ¢ =10 ¢,

Innym przykladem wykorzystania skali logarytmicznej jest stosowana w che-
mii skala pH, opisujaca odezyn roztworu.
pH

0 1 2 3 4 5 6 T 8 9

kwasny obojetnuy zasadowy
Kazda z liczb od 0 do 14 z powyzsze] skali otrzymujemy, mnozac logarytm
dziesietny odpowiedniego stezenia jonow wodorowych przez —1.
Na przyklad dla wody stezenie to wynosi 1077 mol/dm?.
Zatem pH wody obliczamy nastepujaco: pH(wody) = —log 107 = 7.
Dla wody morskiej pH wynosi od 7,5 do 8.4, dla kawy od 5 do 5,9, a dla soku
pormaranczowego 3,5.

Skala logarytmiczna 43
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1.10. Procenty

B Obliczanie procentu danej liczby

Nalezy pamietac, ze procenty zawsze odnosza sie
do jakicj$ calosci (wiclkodci ustaloncj).

;. ; L e . -
1%w = l—éow = 0,01 15%w = llT‘E}"u_.: = 0,15w;

- 4.5
4.5%w = 22w = 0,045w
: 100 3

Cwiczenie 1
Oblicz, ile zaptacimy, jezeli kupimy czapke

1% (1 procent) danej
wielkosei to 0.01 tej
wielkosci.

Cena  Obnizka

Ve b 2 5 1 G o

i rekawice po obnizce (w tabeli podano ceny czapka 45 =t o 40%
. . A v " N St 2 5 214y

przed obnizka 1 wysokoéé obnizki). rekawice 60 zl 0 35%

Warto zauwazy¢, ze wielokrotne] zmiany wartosci o pewien procent nie mozna,

zastapi¢ jednorazowa szmiang o sumg procentéw kazdej ze zmian.

Cwiczenie 2

W styczniu narty kosztowaly 825 zi. W lutym ich cene obnizono o 30%,

a w marcu — o dalsze 20%. Ile trzeba bylo zaplacié za narty po marcowej

obnizce? Ile kosztowalyby, gdyby ich ceng od razu obnigono o 50%7

Cwiczenie 3

Cena kajaka wynosila 1000 zl. Cene podniesiono najpierw o 20%, a nastepnie

0 15%. lle kosztuje kajak po tych zmianach? O ile procent wzroslta cena kajaka

w stosunku do ceny poczatkowej?

Cwiczenie 4

Po dwukrotnej obnizce ceny pewnego towaru o p% jego cena spadia o 2%.

Obliez p, jesli: a) x =36, b) z = 51.

W nicktérych zagadnieniach rozpatruje sig
dziesigta, czesé¢ procentu, czyli promil.

Cwiczenie 5

Oblicz.
a) 8% liczby 300 ¢) 50%e liczby 100
b) 22%¢ liczby 1400 d) 5% liczby 1000

1. Liczby rzeczywiste

1%0 (1 promil) danej wiel-
kosci to 0.001 tej wiclkodci.

¢} 0,2%c liczby 180
f) 5,5%c liczby 180



M Obliczanie, jakim procentem jednej liczby jest druga liczba

Przyktad 1
Za jedng akcje firmy X tydzien temu trzeba bylo zaptacié 25 z1, a dzisiaj —
0 2,25 zl wiecej. O ile procent podrozalty akcje?
228 . 100% = 9%
Akcje podrozaly o 9%.

Cwiczenie 6

Luty = Marzec
W tabeli podano ceny jednej akcji firmy Y i firmy Z : - ‘
w lutym i w marcu. Oblicz, o ile procent podrozaly Y 18 24,3 4t
akcje kazdej 7 tych firm. Z 244 27 zl

Cwiczenie 7
Oblicz, jakim procentem liczby z jest liczba y oraz jakim procentem liczby ¥
jest liczba .

a) ® = 100, 5 = 50

b) & =50, y = 40 ¢) =10,y =16

B Wyznaczanie liczby, gdy dany jest jej procent

Przyktad 2
W tabeli podano ceny zestawdw rondli po ob- e
i I i Mgl b Zestaw Obnizka Cena
nizee oraz wysokosé obnizki. Oblicz cene du-
. i ‘ = {17 rdy)
zego zestawu przed obnizka. duzy o 15% | 272 =l
SR s B e —— Sredni 024% | 190 zt
Oznaczmy przes x ceng duzego zestawu przed
.. i . ol . ) 200 o
obnizka. Obecna cena stanowi 85% z x, czyli: maty 0 32% 85 7t

Do =272 istad x = 272 -0 = 320 [l].

Cwiczenie 8
Oblicz cene $redniego i cene malego zestawu rondli przed obnizka, korzystajac
% danych z przykladu 2.

Zadania

1. Oblicz.

a) 401% liczby 40 b) 15%0 liczby 300 ¢) 2% liczby 2

2. Ceng sukni §lubnej obnizono o p%. O ile procent nalezaloby podniesé nows,
cene, aby suknia kosztowala tyle samo co przed obnizka?

a) p =50 k) =20 ¢) p =36

1.10. Procenty
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3. Cene pewnego towaru podniesiono dwukrotnie o p%. O ile procent nale-
zaloby obnizyé jego cene, by kosztowal tyle, co na poczatku?
a) p= 25 b) p =30
4, Oblicg p% liczby x.
a) g=2%§F, p=58 bla=V1bs,p=12 ¢l g=+v64-0% p=02
5. Wyznacz liczbe, ktérej p% jest réwne y.
a) =28, p=50 b)yp=2285%p=20 ¢} p=2"1:12°p=125
6. Wrycicezka do Londynu kosztuje 1200 z1. Jaka bylaby cena tej wyciccezki:
a) gdyby najpicrw podnicsiono ja o 10%, a nastgpnic obnizono o 10%,
b} gdyby najpierw obnizono ja o 25%. a nastepnie podniesiono o 25%,
¢) gdyby najpierw obnizono ja o 25%. a nastepnie podniesiono o 20%7
7. Na diagramic obok przedstawiono liczbe livabi A
poszczegolnych ocen, jakie bracia Bolek, 4| o
Olek i Alck otrgymali na konice picrw-
Sngo 5911185f11u' _3 et s St s e s ey
a) Ile procent ocen Olka to oceny dobre 2 T " I
i bardzo dobre? HIEE IR LIS Mem——)
b) Ile procent wszystkich ocen braci sta- ‘
nowig oceny lepsze od oceny dopuszceza- digp. JiEF Wb BB B
jacej? O Bolek [OOlek [ Alek
Powtorzenie
8. Na diagramach przedstawiono liczba dzicwezat liczba chtopcéw
T T— SGHI(—ESt-I‘ELh’l}”(fl'l i e A Jraa s
o, Hlatcnlatyki W I)CVVIle klal_ B s R — 3 i o
sie (z podzialem na dziewczeta i ) -
i chtopcéw). Oblics, ile procent
ucznidéw otrzymalto ocene dobra, Ve _I
a ile procent — oceng pozytywna.
I RPN # 1 2345 6 1 23 45 6
ocena ocena
9. O ile procent liczba z jest wieksza od liczby 37 O ile procent liczba y jest

mniejsza od liczby «?

a] =32, y =20 B H=Bw=b Bl w=dl, gy =i
b} £=160, y =48 d) £=2445=08 t) =280, y=25

1. Liczby rzeczywiste



1.11. Zagadnienia uzupetniajgce

B Notacja wyktadnicza

Przy zapisywaniu bardzo duzych i bardzo matych liczb wygodnie jest po-
stugiwad sie notacjg wyktadniczg (inaczej zwang notacja naukows).

Liczbe dodatnig ¢ mozemy przedstawic w postaci iloczynu:

a.= g+ L%
gdzie x jest licsba spelniajaca warunki 1 < < 10, a n — licszba catko-
wita. Takie przedstawienie liczby nazywarmy notacjg wyktadnicza.

Przykiad 1
a) 326 000000000 = 3,26 - 10" b) 0,00000097 = 9,7 - 1077

11 cyfr 7 cyfr

1. Zapisz liczbe w notacji wykladniczej.
a) 5020000000 000 000 000000 000000 ton (masa Syriusza)
b) 0,00027 mm (wielkod¢ wirusa ospy)
¢) 0,000 000000000000 0000000000299 kg (masa czasteczki wody)
d) 0.000 000000000000 000000000000 000910956 kg (masa elektronu)

2. Zapisz liczbe w notacji wykltadnicze;j.
a) 6320000 c) 43,728 e) 0,00065 g) 0,100324
b) 109000000 d) 8765,2 f) 0.00302 h) 0,000001

3. Zapisz liczbe w postaci dziesietne;j.
a) 8,62-10% b) 7,89 .10 c) 8341077 d) 6,02.10°

4. Oblicz. Odpowiedz poda] w notacji wyktadniczej 1 w postaci dziesietne;j.
a) (3,4-107)-(4-107%)
b) (1.4-10%) - (8-10?)
¢) (4,8-107"): (1,6-107%)
d) (7.2~ 1072 ¢ (1.2 -10°%)

Oblicz.
(6,2 1097405+ 0 ) =52-0.5-10% " =
—2.6-10% = 260

5. Oblicz. Odpowieds podaj w notacji wyktadniczej i w postaci dziesietnej.
a) 42000- 6500 b) 1600-0,0125 ¢) 0,0044-0.055 d) 0,0605 - 8600

1.11. Zagadnienia uzupeniajace 47 IS



6. Oblicz. Odpowiedz podaj w notacji wykltadniczej i w postaci dziesietne;.

a) 2100000000 : 105000 ¢) 51000000000: 0,017

b) 243000000000 : 2,7 d) 102400000000 : 0,64
7. Oblicz. Odpowiedz zapisz w notacji wyktadniczej.

] (3,210 12y 12108 o) (3.4-10 13).(7,5.10 1)

= 4.10-18 ¥ 2,5.10-30

b) (5,2 10%) +{1,5- 10~ %) 1) (4,8-10'8) . (1,8. 10 10}

2 1,3- 1008 Y 6107 - (1,2-1016)

8. W tabeli podano wybrane szybkosci, stosujac zapis dziesietny i notacje
wykladnicza. Przerysuj do zeszytu i uzupehij te tabele.

v [m/s] (zapis dziesictny) v [m/s] (notacja wykladnicza)

Rosnacy wlos ; 11, 4,6-107°
Szybki slimak 0,001 94 / (111717
Sprinter 10 7 11111/ . 7
Zicmia wokol Stonea 1 ) 2,96 - 104
Swiatto w prézni 299792 458 : E

9. Predkodé swiatla wynosi w przyblizeniu 300000 km/s. Odleglo$é, ktéra
przebywa $wiatlo w ciagu roku (365 dni), nazywamy rokiem $wietlnym.
Oblicz, ile kilometréw ma rok swietlny i przedstaw podane nizej wielkogci
w kilometrach. Odpowiedz zapisz w notacji wykladniczcej.

Odleglodc¢ z Ziemi wyrazona w jednostkach swietlnych

Ksiezyve 1,3 sckundy gwictlne]

Stohce 8 minut 19 sckund swictlnych
Pluton 5,0 godziny $wietlne]j
Gwiazda Polarna okoto 430 lat éwietlnyvch
srodek Galaktyki okoto 28 000 lat $wictlnych
najblizsze kwazary okolo 1,5 mld lat $wictlnych

= 10. Najwieksza predkodé, z jaks kiedykolwiek podrézowal czlowiek, osiggneta
zaloga misji Apollo 10 — wynosita ona nicmal 40 000 km /h. Oblicz, ile czasu
zajeloby pokonanie z ta predkoscia odleglosci dzielacej nas od Gwiazdy Po-
larnej. Odpowiedz podaj, stosujac zapis dziesietny i notacje wyktadnicza.
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Zestawy powtdrzeniowe

B Zestaw |

Podaj wszystkie dzielniki liczby:
a) 18, b) 38, ¢) 40,

Jaka jest najwieksza liczba trzycyfrowa podzielna przez:

a) b, b) 6, ¢ T, d) 157

Wyznacz liczbg przeciwna do podancj liczby.

2) 281 (~T2) =2 o) (—62): (-TH — /12 e} 85— (-11):]
b) (—23) 31 +14 d) —12-3L+33:5 f) 43 (8 -21)—

Podaj liczbe przeciwna do liczby x i liczbe odwrotna do liczby y.
a) 1 =(3+—15)- (-2t +3%), y=(225-3%):2+1
byz=(12—-2):(12-3), y=(£-3)-035-1%:(-11)

¢) 2=-48:06+15-54—-12:1

d) 2=08(; —3) — (350,75, y=(

Wiérod ponizszych liczb wskaz liczbe niewymierng i podaj najwiekszg licz-

be catkowity od niej mniejsza.

a) 4— Y2 14— /196, 2VI6—v36 ) B4 VB /BT L Y81

b) 2, /14, VI2- V75 d) V7. V49, ¥/5- V125

Wyznacz liczbe odwrotng do podanej liczby.

a) /2 + 415 ¢) /25 - /40 c) ¥ g) /1%

b) /34 1/% d) V75 V55 £) VI h) (/153 /1,

1
5

d) 58, e) 68.

ST =1

a) Oblicz iloraz sumy liczb . =2 — /b i y = 4 — /5 przez ich résmice.

b) Oblicz szedcian révmicy liczh @ = 1 — 64/3 i 3y = 0,(9) — v/3.

¢) Oblicz réznice odwrotno$cl kwadratéw liczh x = £2 1 y = 0,(2) - V3.

Uzasadnij, ze podana liczba jest wymicrna.
a) log, 6+ logy 1,5 ¢) log 625 + log 16 c) log, 2 +log, 5
b) log, 6 — log, 0,75 d) log 175 —log 12 ) log, V18 —log, 3

Zestawy powtdrzeniowe
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v/

9. O ile procent zmienito sie pole prostokata, jesli:
a) oba boki skrécono o 20%,
b) jeden bok skrécono o 10%, a drugi wydluzono o 10%?

10. Liczba czlonkéw pewnego klubu golfowego wrzrastata przez ostatnie trzy
lata o 20% rocznic. Ilu cglonkéw liczyl ten klub trzy lata temu, jesli rok
temu nalezato do niego 216 oséh?

11. Wyznacz liczbe o 20% mniejsza od podanej liczby.

a) (31_15).(—2§+,1,) g 4R+ 1245 18 1L
(2,25-33): 5 +5 o1 (-22) +(2-51) 05
e T Fadll oo A Loy 1 ol
b) (l_E_ﬁ)‘(]‘B 6) : () O*‘j(z"_ 3 +(‘:§ b) (]’75
(+-%)-035-12:(-23) (3-14)-(-0,8)+1,44:22
W Zestaw Il
1. a) Suma trzech kolejnych liczb calkowitych jest o 15 wigksza od podwojonej
najwiekszej z nich. Wyznacz te liczby.
b} Suma czterech kolejnych liczhb parzystych jest o 20 wieksza od potrojonej
najwiekszej z nich. Wyznacz te liczby.
2. Liczby x = 0.(3) i y = 1,(3) zapisz jako ulamki zwykle i oblicz:
1, 4 1,1 x L 5 4
a) — 4+ —, bh) = + =, ¢) = 4+ e, d) x° — —=.
j oL J mt ] % Jot—
3. Oblicz sume oraz iloczyn liczb z 1 y.
- ‘_i P : e __ 3/a3
2= /lig: ¥ =4/ 53 ¢) r= /55 U= 1/3%
; _ 28 . 75 e oI oy — e il
b m=gle, w=gl 2 d] = 8, ¥= 45
4. Wyznacz liczbe «a
a) V3= +a c) 1/12 = {/a ¢) 23 = Va
b) 2 = a d) £ = /a f) 342 = Ja
5. Oblicz x — 2.

3/ 28

a) z= {5 ¢) = (V169 — 196)2 e) © =88+ /144
6 g2 _ .
b) &= { % dy = ((\/225 — 1())2) f) x=+v/v6,25-0,25

1. Liczby rzeczywiste



10.

11.

12.

13.

Oblicz wartodé wyrazenia 2m — 3n.

a) 3% =81, 0.5 = 195 ¢] 057 =64, (1) =830
b) 87 =216, 0A4% = 2.5 d) (-1 =-27, (-3)" =-15,625
Oblicz warto$¢ wyrazenia dla a = 31 b= %
(ab)_l ; abQ : (ab)—S . (6_152)_361_255
a) h—2,-2 ) (1)1 e a2 : (ab)3
(15 5—2 (G_Tb—Q) . bfj y (a_—Qb') : (a_lib4)—l
b) (b—1q)3 d) (aP ra %) (H )2 t) (a2b~2) : (a5h 1)

Rozwiaz réwnanie.

12 5, ik (T?)_g % o
N Z _ ; il _ 9 i il : o __ =
3 9 64 (J) (x2)3 27 t) (;r:_g‘)z 7
T _ T iR g, T 1
b) 2. =1024 di 2 =9 i ke WS ¥
) T 3 ) T 1 ) [;:1:2)—. 8
Oblicz.
) 18% b) 128 - 165 0 143 ) 20122407
= 6% 9% f_-,El ” 7% ] 2% 61,3 . 950,1

Uporzadkuj liczby a, b, ¢ 1 d w kolejnosci rosnace].
a) a =1log, 64, b=1log;81, ¢=log,1024, d=log,125
b) a =log, 22, b=log, 93, ¢ =log,32, d=log,0,04

Oblicz 125% liczby x, jesli:

a)Q—Em:G, 13)315—7:%1:—1—8,_ c)%z%—i—mf.
Oblicz:

a) 6% liczby 400, ¢) 0.5%0 liczby 64,

b) 15% liczby 120, d) 20,5%0 liczby 8.

Wyznacz liczbe:

a) o 2% wieksza od 100, b) o 1,6%c wieksza od 500.

1

Uzasadnij, ze jesli z,y,z #Qoraz x +y ' — 272 = 0, to:

2 2
N e T 2 R N2 Yy
a) w= o b) ¥ ——, T% 21, c) 2z Tr o Y #£ —1.

Uzasadnij, ze suma:
a) trzech kolejnyceh licgh naturalnych jest podziclna przez 3,

b) trzech kolejnych liczb parzystych jest podzielna przez 6.

Zestawy powtdrzeniowe
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@ Sposdb na zadanie

Przyktad 1

Ile jest liczb dwucyfrowych dodatnich, ktérych reszta z dziclenia przez 7 jest

rowna 37

Aby rozwigzaé to zadanie. mozemy postapi¢ na rézne sposoby.

« Liczb spelniajacych warunki zadania nie jest duzo, mozna je zatem wszystkie

wypisaé: 10, 17, 24, 31, 38, 45, 52, 59, 66, 73, 80, 87, 94  jest ich 13.

o Zauwazmy, ze najmniejsza liczba dwucytrowa spelniajaca podany warunek

jest 10, a najwicksza 94. Wszystkic te licgby mozna zapisa¢ w postaci: Tn+ 3,

gdzie 1 < n < 13, zatem jest 13 takich liczb. o
Odpowiedz: 13

Przyktad 2

Ile jest liczb czterocyfrowych dodatnich, ktére sa podzielne przez 3 1 przez 57

Zauwazny, zc liczby podziclne przez 3 i1 przez 5 to liczby podziclne przez 15.
Najmniejsza liczba czterocytrows podzielng przez 15 jest 1005, a najwieksza,
9990. Liczb spetniajacych warunki zadania jest zbyt duzo, by je wszystkic
wypisac.

1005 = 67 - 15, 1020 = 68 - 15, 1035 =69 - 15, ..., 9990 = 666 - 15
Kazda z tych licgb mozemy zapisaé w postaci 15 - n, gdzic 67 < n < 666.

Zatem takich liczb jest 666 — 66 = 600. .
Odpowiedz: 600

Przyktad 3
Tle jest liczb trzyeyfrowych dodatnich, ktére sa podzielne przez b lub przez 67

Rozpatrujemy liczby trzycyfrowe podzielne przez 5: 100, 105, 110, ..., 995.

Najmniejsza z nich jest 100, a najwicksza 995. Liczby trzycyvirowe podzielne

przez 5 mozna zapisa¢ w postaci: 100 + bn, gdzie 0 < n < 179, zatem takich

liczb jest 180.

Rozpatrujemy liczby trzycyfrowe podzielne przez 6: 102, 108, 114, ..., 996.

Najmniejszg z nich jest 102, a najwieksza 996. Liczby trzycyirowe podzielne

przez 6 mozna zapisa¢ w postaci: 102 + 6n, gdzie 0 < n < 149, zatem takich

liczb jest 150.

Zauwaziy, ze dwa razy zostaly policzone liczby podzielne przez 30 (sa one

podzielne zaréwno przez b, jak i przez 6).

Liczby trzycyfrowe podzielne przez 30 mosna zapisa¢ w postaci: 120 + 30n,

gdzie 0 < n < 29, zatem takich liczb jest 30.

Liczb podzielnych przez 5 lub przez 6 jest: 180 4 150 — 30 = 300.
Odpowiedz: 300

1. Liczby rzeczywiste



Zadania testowe @

Rozwigz zadania 1 zapisz odpowiedzi w zeszycie. W kazdym zadaniu tvlko
& I I ) ] ]

jedna odpowiedz jest prawidlowa.

1.

10.

11.

Przez 15 podzielna jest liczba:

A. 9720279, B. 2220205, C. 22229220, D. 23420 340.
5_./8

Liczba odwrotna do UQT jest:

A, B, B. 4, C. —4, D. —6.

Najmniejszg liczbg catkowita wieksza od 6 — 2w jest:

A. —1, B. 0, L 1, D. —-2.
Liczba wymierna jest:

2v6-+/16 3—v3 V25+/5 V2-4/3
A. A B. 75 C. g D. L
Ulamek ‘/3—3/6 jest réwny:

~16 16 /
Ulamek & jest réowny:
A. 5%, B. 15 +2-5°, C. 25, D. 57.
Suma 2'° + 21 4+ 21° + 215 jest réwna:
A, 2% B. 8%, C. 2% D. 2%,
Ktéra 7z ponizszych liczb jest rowna 247
A.12-92-2%8  B.8-4/3-8% C. 6-/4-23 D. 3-/6-23

Cena ulgowego karnetu na basen stanowi 60% ceny karnetu normalnego.
Karnet ulgowy kosztuje 60 zt. Za karnet normalny trzeba zaptacié:

A. 84 71, B. 100 =1, C. 360 zt, D. 36 zl.

Liczba logg 4 jest rowna:

Al B. 2, D.

2 3¢

(] o]
i

Oprocentowanie lokaty terminowe] bylo réwne 4%. Po roku bank podwyz-
szyl oprocentowanie do 5%. Oprocentowanie lokaty wzrosto:

A. 0 20%, B. 0 25%, C. o 40%, D. o 75%.

Przed maturg 53 IS
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@ Przed obowiazkowa matura z matematyki

B Zadania krétkiej odpowiedzi

Zadanie 1 (2 pkt)
Ile jest liczb dwucyfrowych, ktéryeh reszta z dziclenia przez 6 jest réwna 27

Zadanie 2 (2 pkt)

Okresl znak iloczynu liczb: @ = 2 —2,(5), b= V2 — Lt

Zadanie 3 (2 pkt)
Oblicz obwéd tréjkata prostokatnego, ktérego przyprostokatne maja diugosci

24/27 i 4/12.

Zadanie 4 (2 pkt)
Wiedzac, ze (\/S)T = 125+/5 oraz (\/E)y = 1024, oblicz 3z — y.

Zadanie 5 (2 pkt)

Cena brutto kurtki zimowej wynosita 307,50 zt. Na ceng te skladata sic cena
netto oraz 23% podatku VAT. O ile zmniejszyta sie cena netto tej kurtki, jesli
po obnizce podatck VAT wynosit 51,75 217

Zadanie 6 (2 pkt)
Cene towaru obnizono o 60%, a nastepnie podniesiono o p%. Wyznacz p, jesli
w ten sposdh otrzymano cene sprzed obnizki.

B Zadania rozszerzonej odpowiedzi

Zadanie 7 (4 pkt)
ITle jest dodatnich liczb trzycyfrowych, ktére sa podzielne przez 4 lub przez 57

Zadanie 8 (4 pki)
O ile procent liczba x jest wieksza od liczby vy, jezeli x = (% — %) ; (% — 0,2),
wi= (5 <8 225317

Zadanie 9 (4 pkt)
Woda plynaca 7z kranéw: A, B i (' moze napelni¢ basen w ciggu 4 godzin.
Woda plynaca tylko 7z kranu A napelnia w ciagu godziny -1% basenu, a tylko
z kranu I3 — 1—12 basenu. Ile czasu trwaloby napelnianie basenu woda pltynaca
tylko 7 kranu C?7

Zadanie 10 (4 pkt)

Uzasadnij, 7e jedli a =45, b= (2 — v/5){(1 —2v/5) i ¢ = (—2+/5)(11 4 2V/5),

to liezba va
b-te

jest liczbg wymierna,.

1. Liczby rzeczywiste



tym St(.)Sl.lIlkl_l; jesli S.tom_mek (?Huzs-

ralego odeinka do dluzszej czgdei:

» »

Doktadna wartosé
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2.1. Zbiory

Zeodnie 7 tradycja zbiory oznaczamy wielkimi literami. Aby opisaé zhiér,
nalezy okresli¢, jakie sa jego elementy. Mozna to zrobié stownie lub (jesli to
mozliwe) wypisaé jego elementy, np.:

N={0,1,2,3,4,5,...} zbiér liczb naturalnych

A={1.2,4,5,10,20} — zbiér naturalnych dzielnikéw liczby 20

Zbiér, ktéry ma skonezong liczbe elementdw, nazywamy zbiorem skonczonym.
Zbiér, do ktérego nalezy nieskoficzenie wiele elementéw, nazywamy zbiorem
nieskonczonym.

Aby zapisaé, ze element nalezy do zbioru, uzywamy symbolu €, np. 7 € N,
aby zapisaé, ze element nie nalezy do zbioru — symbolu ¢, np. v2 € Q.
Zbioér, do ktorego nie nalezy zaden element, nazywamy zbiorem pustym i ozna-
czamy symbolem (.

Cwiczenie 1
Na diagramic przedstawiono szescioclementowy zbior A. Okredl, czy zdanic
jest prawdziwe.

a) 2€ A ¢) V16 e A c) 6¢ A
byle A d) V9 ¢ A f) 6 ¢ A A

Jeszceze innym sposobern opisania zbioru jest podanie warunku, ktory musza
spelniaé¢ jego elementy. Na przyklad zapis A = {n € N : n? < 16} oznacza, ze
A=1{0,1,2,3,4}.

Przyktad 1
Opis zbioru Zapis svmboliczny
A jest zbiorem tych liczb catkowitych, ktorych A= {-2,2}

kwadraty sg réwne 4.

Cwiczenie 2

Wypiss wszystkic clementy zbiordw: D, F i F.
D zbiér tych liczb naturalnych, ktorych kwadraty sa mniejsze od 5
E — zbiér tych liczb catkowitych, ktorych kwadraty sa mniejsze od 5

E' — zhiér tych liczb rzeczywistych, ktéryveh kwadraty sa réwne 5

2. Jezyk matematyki



Dwa zbiory sg réwne wtedy i tylko wtedy, gdy maja te same elementy.

Cwiczenie 3
Ktore sposérad zbioréw A, B i C' sa réwne?

8) A—=fB,-5.0.5.80, B=1{-6,-5.0,368) C=103-86-6)
by A=1{-3,-2-1,2,1,2,3}, B={-3.-2,-1,0,1,2,3}, C zbiér tych

199

liczh catkowitych, ktoryeh kwadraty sa mniejsze od 10

Kazda liczba naturalna jest licgzba catkowita. Mowimy, ze zbiér liczb natural-

nych jest podzbiorem zbioru liczb catkowitych.

Definicja

jest zawarty w zbiorze B.

Zapis A ¢ B oznacza, ze A nie jest podzbiorem zbioru B.

Zbior A jest podzbiorem zbioru B3, jedli kazdy clement ghioru A jest cle-
mentem zbioru B. Zapisujemy to: A € B. Méwimy réwniez, ze zhiér A

Uwaga. Dla dowolnego zbioru A zachodza zawierania: A C Ai() C A.
Jesli AC Bi DB C A, touzbiory Ai B sy réwne: A = B.

Przyktad 2
Na diagramie obok przedstawiono zbiory:

A= {1:2:3:4:5:637}: B = {1:2:3}: C= {0*7}
Miedzy tymi zbiorami zachodzg zaleznosci:

BCAIiCCA

Cwiczenie 4

Czy prawdziwa jest ktéras z zaleznosci: A € B, B ¢ A7

a) A={1,2,3,4,5,6,7}, B={3,4,5,6,7}

B

o

A

b) A={-4 -2, -1,0,1, 2,4}, B — zbi6r tych liczb catkowitych, ktérych

kwadraty sa mniejsze od 20

c) A zbiér dzielnikéw liczby 40, B zbiér dzielnikéw liczby 60

Zwroéémy uwage, z¢ dla poznanych dotychezas

zhiorow liczbowych zachodza zawicrania:
NcZcQcR

Cwiczenie 5

Uzasadnij, ze: a) ZZ N, b) R Z Q.

P

(F)z|e|m

2.1. Zbiory
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Zadania

1.

3.

4,

Czy wiesz, ze...

W jezyvku potocznym stowo ,zbiér” jest uzywanc
w wielu sytuacjach. Na przyktad .zbiorami” na-
zywa sie réznorodne kolekcje gromadzone przez
hobbystow czy tez kolekcje dziel sztuki. Wazon
z wrysami na zoltym tle  obraz Vincenta van
Gogha, nalezy do zbiorow Muzeum van Gogha
w Amsterdamie.

Okredl zhiory A 1 B, wypisujac wszystkie ich elementy. Czy zachodzi ktéras
v zalezno$ci: AC B, B C A?
a) A zbidr dzielnikéw liczby 12, B zbiér dzielnikéw liczby 24

b) A — zbiér dzielnikéw liczby 42. B — zbiér dzielnikéw liczby 45

Wypisz wszystkie dwuelementowe podzbiory zbioru A.
a) A=1{0,1,2} b) A={a.,b,c} c) A=1{1,2.3,4}
Wypisz wszystkic czteroclementowe podzbiory sbioru {a, b, ¢,d, ¢}.

Zbior X jest podzbiorem zbioru nieparzystych liczb naturalnych. Wypisz
jego elementy, jedli sa nimi liczby, ktérych:

a) kwadrat jest mniejszy od 180, b) pierwiastck jest mnicjszy od 5.

Powtorzenie

@ 5. Czy zbiory A1 B majg tyle samo elementéw? Uzasadnij, ze A ¢ B.

I 55

6.

7.

a) A — zbiér dzielnikéw liczby 6, B — zbiér dzielnikéw liczby 15
b) A — zbiér dzielnikéw liczby 18, B — zbiér dzielnikéw liczby 30

¢) A — zbiér dzielnikéw liczby 36, B — zbiér dzielnikow liczby 48
Wypisz wszystkie trzyelementowe podzbiory zbioru {0, 1,2, 3}.

Wypisz trzyelementowe podzbiory zbioru {0,1,2,3, 4}, dla ktérych:
a) suma wszystkich elementéw jest wieksza od 7,

b} iloczyn wszystkich elementéw jest réwny zero.

2. Jezyk matematyki



2.2. Dziatania na zbiorach

Na diagramie obok zbiér U oznacza zbidr wszystkich
rozpatrywanych elementow i jest nazywany przestrze-
nia. Gdy moéwimy o liczbach, to przestrzenia jest zwy-
kle zbior liczb rzeczywistych R.

Definicja
Iloczynem zbioréw A i B nazywamy zbiér elementéw, ktére naleza jedno-
czesnie do obu tych zbioréw. lloczyn zbioréw A 1 B ognacgamy: AN B.

Na diagramie iloczyn A N B jest przedsta-
wiony jako obszar podwojnic zakreskowany.
Zauwazmy, ze iloczyn zbiorow jest ich cze-
$cia wspolna.

Przyktad 1
Niech A = {1,2,3,4}, B = {0,2,4,6,8,10}. Tylko liczby 2 i 4 naleza do obu
zhiorow jednoczesnic, zatem:

ANDB={2,4}

Cwiczenie 1
Na podstawic diagramu podaj clementy zbioréw: A, B oraz AN B.

a) ¢ 1 = b)

Cwiczenie 2

Wryznacz iloczyn zbioréw A i D.

a) A=4{1,3,5,7} B=142,8,4,5,6}

b) A={0,2.4,6,8,10,12,14,16,18}, B = {0,3,6,9,12.15, 18}
¢) A= {14,111 1111 p_fio 20 @ A0 50

23334256 78 9

2.2. Dziatania na zbiorach
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Zbiory A i B nazywanmy rozlacznymi, gdy nie maja
wapdlnych elementéw, czyli gdy AN B = (). Na dia-
gramie obok przedstawiono roztaczne zbiory A 1 B.

7

Cwiczenie 3
Czy zbiory X i Y sa rozlaczne?

a) X  zbiér liczb parzystych, Y  zbidr liczb nieparzystych
b) X — zbidr liczb parzystych, Y — zbiér liczb podzielnych przez 5
Definicja
Suma zbiorow A i B nazyvwamy zbiér elementéw, ktére naleza do co naj-
mniej jednego ze zbioréw: A lub B. Sume zbioréw A 1 B oznaczamy: AUD.

Na diagramic suma A U B jest przedstawiona
jako ohszar zakreskowany.

Przyktad 2
Jesli A=1{2.3,4}i B = {1,3,5,7}, : 7/
to AUB={1,2.3,4,5,7}. L y,

Cwiczenie 4
Na podstawie diagramu podaj elementy sumy zbioréw A i B.

a) A B b) A B

BED) C G

U U

Cwiczenie 5

Wyznacz sumg zbioréw A i B.

a) A={5,10,15,20,25}, B ={9,10,11,12,13,14,15}

b) A — zbiér dzielnikéw liczby 6, B — zbiér dzielnikéw liczby 8

c) A — zbiér liezb parzystych, B — zbiér liczb nieparzystych

Cwiczenie 6
Korzystajac z diagramu, wyznacz zbiory: A m B
a) AUB, AUC, BUC, AUBUC, Aw

C (i

b) ANB, ANC, BNC, ANBNC. :

2. Jezyk matematyki



Definicja

Roé6znica zbioréw A i B nazywamy zbiér elementéw, ktére naleza do zbhioru

A i nic naleza do zbioru B. Réznicg gbioréw A i B oznaczamy: A\ B.

Obszary zakreskowane na ponizszych diagramach przedstawiaja:

zbiér A\ B,

Przyktad 3

zbior B\ A.

-

Wyznacz zbiory A\ Bi B\ A, jesli A =1{0,2,4,6,8}i B={0,1,2,3}.

fi ™y

A\ B = {4,6,8}

Cwiczenie 7

Danc sa zbiory: A = {0,2,4,6,8} — zbiér liczb
parzystvch mniejszych od 91 B = {0,1,2, 3}
— zbiér liczb naturalnych mnicjszych od 4. Wy-

znacz zbiory: A\ B i B\ A.

Cwiczenie 8
Wyznacz zbiory A\ B i B\ A, jesli:
a) A=1{1,2,3}, B=1{2,34,5),

Szczegblnym przypadkiem réznicy zbioréw jest %
dopelnienie zbioru, ktorc oznaczamy przcz A’
i definiujemy jako rdéznice cale] przestrzeni

i vbioru A:

b) A={1

B\ A={1,3}

L

?35 5: 7}: B = {0~ ]-: 2:3: 4: 5}

A=U\NA={zeU:z ¢ A}

Obszar zakreskowany na diagramie to zbior A’

/

2.2. Dziatania na zbiorach
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Zadania

Na diagramie przedstawiono zbiory A 1 B.

Wryznacz sbiory: AUB, ANB, A\ B, B\ A.
Wryznacz zbiory: AUB, ANB, A\ B, B\ A,
jesli:

a) A = {a7 {33 6?9}3 B =2 {d3 e?JC?.q}?

by A={1,5.7,9}, B={4,5,6,7,8}.

W pewnej 30-osobowej klasic 16 uczniow jesdzi na nartach, a 10 — gra
w hokeja. Ilu uczniow nie uprawia zadnego z wymienionych sportow, jesli
polowa ucznidow grajacvch w hokeja jezdzi na nartach?

Ktéry z ponizsgych diagramow odpowiada zbiorowi:

a) (ANB)\C, b) C'\ (AU B), ¢c) (ANC)u(BNC)?
ra ooz Ty
I 111
{)IF
Powtdrzenie

Na diagramic przedstawiono zbiory A i B. Do ktorych ze zbioréw: AU B3,
ANB, A\ B, B\ A, naleza tylko liczby nieparzyste?

a) A B ) b) A B

( o

U U

AN

A jest zbiorem spdlglosck w stowic arytmetyka, B — zbiorem spélglosck
w stowie geometria, a C  gzbiorem spoélglosek w slowie algebra. Wyznacz
zbior:

a) AnB, c) B\ A, e) B\C, g) ANBNC,

b) A\ B, d) BNC, f)y C'\ B, h) AuUBUC.

2. Jezyk matematyki



2.3. Przedziaty

B Przedzialy ograniczone

Przyktad 1
Zaznacz na osi liczbowej zbior tych liczb x, ktére spetniaja jednoczesnie nie-
rownosci: x > —21 x < 3.

Liczby, ktore spelniaja obie nieréwnogdel jednoczes$nie, musza by¢ wieksze od
—2 1 mniejsze od 3, co zapisujemy symbolicznie: —2 < a < 3. Na osi liczhowej
zbior ten przedstawlamy nastepujaco:

& . . . . il
-2 0 3

Liczby —2 1 3 nie naleza do zbioru. Na osi zaznaczamy je pustymi kétkami.

Ten zbiér nazywamy przedzialem otwartym od —2 do 3, co symbolicznie za-
pisujemy (—2;3). Liczby —2 1 3 nazywamy koficami przedziatu.

Podajac, ktére liczby x spelniaja obie nieréwnosci, piszemy: « € (—2;3).

: . : Warunek, ktory spetniaja Tustracja
Nazwa. zbioru Oznaczenie ; ; o e
liczby x nalezgce do zbioru graficzna
v = R raes g F ye ——
przedzial otwarty (a:b) a<x<hb g 7

Uwaga. Przedzial otwarty (a; b) czesto zaznacza si¢ na osi liczbowej nastepujaco:

X 4
i b

Cwiczenie 1
Zapisz nicréwnoded, ktére sa spelnione przez liczby nalezace do podancgo prze-
dziatu. Zaznacz ten przedzial na osi liczbowej.

a) (—3:2) h) (0;4) ¢) (=51 d) (100:150)
Przyktad 2
Zaznacz na osi liczbowe] zbior liczb speiniajacych warunek: —2 < o < 3.
|
| . _ i
2 0 3

Liczby —2 i 3 naleza do zbioru, dlatego na osi konce przedzialéw zaznaczamy
zamalowanymi koétkami. Ten zhidr nazywamy przedzialem obustronnie do-
mknietym od —2 do 3 i zapisujemy symbolicznie (—2;3).
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Jesli do przedziahi nalezy tylko jego lewy koniec, to przedzial nazywamy le-
wostronnie domknietym, zas jesli nalezy do niego tylko jego prawy koniec
— prawostronnie domknigtym.

. ) . Warunek, ktory spelniaja [ustracja
Nazwa zbioru Oznaczenie . g W e
liczby @ nalezace do zbioru graficzna

przedzial domkniety (a; b) G L h - y
przedzial lewostronnie ol < l

i . —
domkniety (a;b) asT<o a b
przedzial prawostronnie _ _ _
domknicty (a;b) a<r<bh s .

Cwiczenie 2

Zapisz nieréwnodcl, ktore sa spelnione przez liczby nalezgce do podanego prze-
dziatu. Zaznacz ten przedzial na osi liczbowej. Podaj, ile liczb caltkowitych
nalezy do tego przedszialu.

: T 5 ; N S : &0

a) (—1;4) b) (%;5) ¢) (—2,—1) d) (—60;40)

M Przedzialy nieograniczone

Przyktad 3
a) Zbiér liczb spelniajacych nieréwnosé x > —1 nazywamy przedzialem otwar-
tym od —1 do o i zapisujemy symbolicznic (—1;0c).

!
=i 0

b) Zbiér liczb spelniajacych nieréwnodé x < 3 nazywamy przedzialem otwar-
tym od —o¢ do 3 1 zapisujemy symbolicznie (—oc; 3).

: . : s
0 3

Przyktad 4
a) Zbidr liczb spetniajacych nieréwnodé x > —1 nazywamy przedzialem lewo-
stronnie domknigtym od —1 do oc i zapisujemy symbolicznic {—1;0c).

:
-1 0

b) Zbiér liczb spelniajacych nieréwnoéé x < 3 nazywamy przedzialem prawo-
stronnie domknigtym od —oc do 3 i zapisujemy symbolicznie (—oc; 3).

4

3

0

Uwaga. Zbior liczb rzeczywistych R mozemy zapisad jako przedzial (—oc; 00).

2. Jezyk matematyki



Cwiczenie 3
Przerysuj ponizsza tabele do zeszytu 1 ja uzupelnij.

: : Warunek, ktory spelniaja Tustracja
Nazwa zbioru Oznaczenie .. o ; S .
liczby x nalezace do zbioru graficzna
przedzial otwarty (a; 00) 11 » n —
przedzial lewostronnie )
domknigty a; 00) T2z a _ 1//7//
D0 sty U,
Zadania

1. Zapisz jako przedziat zbiér liczb spelniajacych podany warunek. Zaznacz
ten przedziat na osi liczbowc;.

a) —7<z<0 ¢ i<o<v2 ¢) z>24 g) &<
b) %<JI-‘<9 d) —%<;f;§5 f) x> -3 h) x < 27

2. Zapisz symbolicznie ponizsze przedziaty i podaj warunki, ktére musza spet-
nia¢ nalezace do nich liczby.

a) T 7 ) ¢) l 2 €) 0 10 g) 1 3

a 3 4
: = & 1y —————0—> i : 3 —_— O
b) ™% o0 d) 314 @ ) 02 h) = 2

3. Zaznacz na osi liczbowe] 1 zapisz w postaci przedziatu zbior wszystkich:
a) liczb dodatnich, ktérych odlegltosé od zera jest mniejsza od 4,
b) liczb ujemnych, ktéryeh odleglodé od zera jest nie wieksza niz 4,
¢) licsb nieujemnych, ktérych odleglodé od zera jest wigksza od 2%,

d) liczb niedodatnich, ktérych odlegloéé od zera jest nie mnicjsza niz /2.

4. Zapisz przedzial, do ktorego naleza liczby:
a) odlegte od liczby 1 o mniej niz 2,
b) odlegle od liczby —1 o mniej niz 3,
¢) odlegle od liczby 3 o nie wiecej niz 2,
d) odlegte od liczby —i o nie wiecej niz %

2.3. Przedzialy
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10.

11.

Wrypisz wszystkie liczby catkowite nalezace do przedziatu:
a) (—=1;4), b) (0;6), ¢) (=2:2), d) (—2;-2).
Ile liczb catkowitvch @ spelnia podany warunek?

a) vz €(1;2)  b)Vze(23) ¢ Vre(l;2) d) Yz (=20

Sprawdz, czy zachodzi ktéras z zalesznosci: A C B, B C A.

a) A=(-1;2), B=(-1:3) c) A= (-1;2), B=(-% 1)
b} A= (—oc;7), B=(27) d) A= (%Z;7), B= (7 V50

Podaj najdtuzszy przedzial domkniety, ktérego kotice sg liczbami catkowi-
tymi 1 ktory jest zawarty w przedziale:

a) (—23; 5>, b) (—m;6), ¢) <—3%; 2‘—?) d) <—\/§ ﬁ)
Wskaz liczbe jednakowo odlegla od koficow przedziatu:

a) {—3;1), b) (—2;3), ¢) (V2;4v2), d) (11;22).

Dla jakich wartodci parametru p przedzialy (p;p—+1) oraz (2p; 2p+1) maja
dokladnie jeden punkt wspélny?

zgcych do prostokata A (rysunek
obok) spelniaja warunki: z € (3;5)
iy € {—1;3). Zapisz warunki, ktére
spelniaja punkty nalezgce do:

a) prostokata B,
b) kwadratu C.

Powtorzenie

12. Zaznacz na osi liczbowej podany przedzial. Ile liczb calkowitych nalezy do
tego przedziatu?

a) {(—3;2) b) (—1;6) ) (—13:4) d) (—2%;5)

13. Zapisz nieréwnosci, ktére sa spelnione przez liczby a nalezace do poda-
nego przedziatu. Ile liczb catkowitych podzielnych przez 3 nalezy do tego
przedziatu?

a) (—3;3) b) (=v/5;v/5) ¢) (=1;%) d) (—m;27)

14. Ktore sposrod liczb: —%, —2%, 5% 7, naleza do podanego przedziatu?

a) (—22:32) b) (—=22:3.4) ¢) {—2;3.14) d) (-23;37)

2. Jezyk matematyki



2.4. Dziatania na przedziatach

Przedzialy to podzbiory zbioru liczb rzeczywistych. Mozna wykonywaé na nich
dziatania: U, N, \.

Przyktad 1
Wyznacz zbiory: AUB, ANB, A\ B, B\ A, gdy A=(-2:3)1 B=1(0;5).

Kiedy wykonujemy dziatania na przedziatach. wygodnie jest postugiwaé sie
ich ilustracja graficzna.

A : B
5 0 3

fba L

. Sumie przedzialéw A 1 B odpowiada ta czesé osi,
AUB =(-2;5) - ;

ktora jest zaznaczona co najmnicj jednym kolorem.

AN DB = (0;3) Hoczynowi przedzialéw A i B odpowiada ta czgéé osi,

ktéra jest zaznaczona dwoma kolorami.

Réznicy A\ B odpowiada ta czedé osi, ktora jest
A \ B = <_2;0> ¥ \ I G : J

zaznaczona tylko kolorem niebieskim.

‘ Roéznicy B\ A odpowiada ta czcdé osi. ktdra jost

ZaZ1aACZ0TIe t}*’lk() kolorem CZEI'WOILVIIL.

Uwaga. Wykonujac dzialania na przedziatach, zwrdé szezegdlng uwage na ich konce,
Na osi liczbowej uwzywamy pustego kotka, gdy liczba odpowiadajaca temu punktowi
nie nalezy do zbioru, a kétka vamalowanego gdy nalezy.

Cwiczenie 1
Wyznacz zbiory: AUB, AnB, A\ B, B\ A.

§) A={134), B'={2]0) ¢) A=(1:3), B=(-5;3)
b) A={—s 1)}, B = (1:3) d) A=(-3;2), B=(-1;2)
Przyktad 2
Zbiér X zaznaczony na osi liczbowej jest sumg przedzialow (—3;0) 1 (1;4).
X =(-3;00U(1:4) a3 !
—3 0 1 4
Cwiczenie 2
Zaznacz na osi liczbowej zbior X.
a) X = (—4;-1) U (2;4) b) X = {—6;-5) U (=3;2) U (4;0¢)

2.4. Dziatania na przedzialach
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Przyktad 3
Wyznacz zbiér A\ B, jezeli A = (-2;3) i B = (0;2).

_ A P B ) . Réznica zhiordw Ai B
_9 : 0 : 9 3 jest suma przedzialow.

A\ B =(-2:0)U(2;3)
Cwiczenie 3
Wyznacz zbiér A\ B.
a) A={-5:4), B=(-3;-1) c) A=(-38;00), B={(-1;2)
b) A=(=3;5), B=(2;2) d) A=R, B={-3:1}
Zadania
1. Wyznacz zbiory: AUB, AN B, A\ B, B\ A.

a) A= (-3;0), B=(-1;4) il A= —ooidy, B = {2

b) A:(—4~2> B = <_%3) P) A:<_12> B:<QOC)

¢) A= (=5:4), B=(-2;0) f) A= (—00;6), B=(-3;00)
2. Zaznacy zbiér X na osi licghowej.

a) X =(—1;3)U {5} b} X = (0;2) U {3,4} ¢) X ={1}U(3:5)
3. Zaznacy na osi liczbowej 1 zapisg jako sumg¢ przedziatéw zbior:

a) R\ (=23), DB R\(-L1), o R\(0:10), d) R\ {vF )
4. Zarnacz na osi licsbowcej zbiory A 1 B, a nast¢pnic wyznacy zbiory: AU B,

ANB, A\ B, B\ A.

a) A=(=3;1)U(3;6), B=(0:4) b) A={(0;7), B=(1:3)U(89)
Powtorzenie
5. Zaznacz zbior X na osi liczbowe].

a) X =(—-4;0) U (2;4) ¢) X ={=2;0)U({1;2) U {4;6)

b) X = (=3;1) U {(2;5) d) X =(-3;-1)uU (0;2) U {3;6)
6. Niech A= (-5;3), B=(-T;4). Ile liczb catkowitych nalezy do zbioru:

a) AU B, by AN B, ¢) A\ B, d) B\ A?
7. Ktoéry ze zbiorow: AUB, AN B, A\ B, B\ A, jest zbiorem pustym?

a) A= {(0;4), B=(0:4) bl A=(1:3). B = (3:8}

7}
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Warto powtorzyc

Rozwigzywanie rownan

1.

Sprawdz, czy liczba p spetnia podane réwnanic.

a) 20 —bx=4—13z, p= -2 ¢) 3z —(1+5z) =sx+14, p=—
b) 6z —9=2—(6—2z), p=1 d) 26—-8(1—2%) =—2s—11, p—3
Rozwigz réwnanie.
a) 2e+4=9 c) dz+3=2x-9 e} 2+ =17 —22
b) —3z4+6=7 d) 2 —6=>5z—2 f) 1 —3x=65+ 1z
Rozwigz réwnanie.
oy A -1 A Bl 22 — 1 1—x
a) — =15 ¢) =4 e) . 3

2 -3z =8 z—3 x— 2
b) ——=1 d) 3—2==; f} ==
Liczgba @ jest rozwiazanicm ponizszego réwnania. Oblicz sumg liczby prze-
ciwnej 1 liczby odwrotnej do .
Ly Bx—5 g _ 3z45 s zt+4  —2z-5  0,52+42,5
) 2 - 6 < 2 6 3

de+l 5 4-8zx b5—4x 6z—1  4dz—1
L B o 3 d) 4 3 1z
Rozwiaz réwnanie.
a) 32x—7)— (Tx —13) =-10 d)3z=x—(1—(x—3))
b) —2(—27 — 32) = —3(2z — 10) c) bx —(2x+ (3—1x)) =11
¢) 6—2(2¢ — 2) =4x —2(3 — 3x) fH)l1l-(x—(z—-(x-1))) =

Sprawdz, czy réwnanic jest tozsamosciowe (spelnione dla kazdej liczby
rzeczywistej), czy sprzeczne.

a) 3x—6=1—(7—3x) ¢)
b) 4 —(3+22) =5—(2r + 6) d} =

(4 — 6)
(8~ 3%)

(‘)J: — 6)

[ i ]

2
3
4 —

| [

u‘...|.—n

Poczawszy od liczby x, wykonano kolejno ciag operacji. Wyznacz liczbe .

lierha pgllllloz dodai B pqdme}

przez 4 przez 3

... pomnoz y wynik:
odejmij 2 o dodaj 9 17

Rozwigzywanie rownar
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2.5. Rozwigzywanie nierGwnosci

Mowimy, ze liczba spelnia nieréwnosé, jesli po podstawieniu jej w miejsce nie-
wiadome]j otrzymujemy nierdéwnosé prawdziwa. Np. liczba 7 spelnia nieréw-
no$¢ x +1 > 5, bo 7+ 1 > 5. Rogwiazanic nicréwnoscl polega na wyznaczeniu
zbioru wszystkich licsb, ktére ja spelniaja.

Cwiczenie 1
Sprawdz, czy podana liczba spelnia nieréwnosé %J, —F < 1.

a) 2 b) 4 c) 6 d) 8

Przyktad 1

_ ) Nieréwnosci > 1 < nazywarny
a) Rozwiaz nieréwnos¢ x +3 > 7.

nieréwnosciami ostrymi.

T3> T
) ) Od obu stron nierdwnosdei odejmujemy 3
E+8—83T—8 nie zmienia to jej zbioru rozwiazan.
S o NierGwnosé jest spelniona dla x € (4; o0c).
b) Rozwiaz nieréwnoéé¢ x — 4 < 5. Nierownoscl > 1 € nazywamny
5 nieréwnosciami nieostrymi.
x—4<5
o —444<544 Doobustron nieréwnosci dodajemy 4
- nie zmienia to jej zbioru rozwiazai.
r <9 Nierdwnosé jest spetniona dla @ € (—o0; 9).

Zauwaz, ze dodanie tej samej liczby do obu stron nieréwnosci lub jej odjecie od
obu stron jest réwnowazne przenicsicniu tej liczby na druga strong nicréwnosci
z przeciwnym znakiem.

Cwiczenie 2
Rozwiaz nieréwnosé. Podaj najmniejsza liczbe naturalna spetniajaca te nie-
rOwnose.

a) v +309 <273 b)x-—

221 coa—-1<-b; d)2z-3>z+17

1
2
Definicja
Dwic nicréwnosci nazywamy réwnowaznymi, jesli maja one te same zbiory
rozwigzan.

Cwiczenie 3
Czy podane nieréwnosci sy rownowazne?

a) x— 13 <36, v +26> 95 bl a2, #4522

2. Jezyk matematyki



Jezeli obie strony nierdéwnosci pomnozymy lub podzielimy przez te sama
liczbe dodatnia, to otrzymamy nieréwnosé rownowazna.

Przyktad 2
Rozwigz nierdownosé 6x + 5 < 17.
6+ 5 < 17 Od obu stron nierdwnosci odejmujemy 5.
6x < 12 / 16 Obie strony nierdwnosci dzielimy przez 6.
& 2

Cwiczenie 4
Rozwiaz nicréwnoscé.

a) 3x+7<34 Bbllz—1>2 ¢ 0la4+l<— d)dz—-T23x+5

Jezeli obie strony nierdéwnosci pomnozymy lub podzielimy przez te sama
liczbe ujemna, to po zmianie zwrotu nieréwnosci otrzymamy nieréwnosc

TOWNOWAZILE.

Przyktad 3

a) Rozwiaz nicréwnosé —ia > 5.

—%I b / : (—5) Mnozymy obic strony nieréwnodei przez —3.
xr < —1b Zmieniamy zwrot nieréwnosci.

Zwrdé uwage na to, ze zamiast mnozy¢ oble strony nieréwnodcl przez liczbe
ujemna, (—3), mozna je pomnozy¢ przez 3 1 przenieéé odpowiednie wyrazy na
druga strone nierdwnosci.

b) Rozwiaz nier6wnoéé —6z — 4 < —13.

—6—4 < —13 Do obu stron nierdwnosci dodajemy 4.
—6x < -9 /: (—6) Duziclimy obic strony nicréwnogei pracz —6.
: 3 0z e —
Tz s Zmieniamy zwrot nierdwnosei.

Cwiczenie 5

Rozwiaz nieréwnodé. Zaznacz na osi liczbowej zbidr rozwiazan nieréwnodci.

a) —8z —T7<2 c)x—1)>z+5 e) 52 < zi2
b) —fz+1<5 d) 2z +1) > 1o+ 4 f) Ze g 24!

2.5. Rozwigzywanie nierdwnosci
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Cwiczenie 6

: , Rozwiaz nierdwnosé.
Przeczytaj przyvklad w ramce. Sprawdz,

P oy : : ‘ 1-3¢ 1, .
czy nierdwnosc jest spelniona przez kazda a) 5 we—sw [+ 6
liczbe x € R, czy jest sprzeczna. 1—-3z < —32

a) 3(2 — %aﬂ) >—05x+1 1 < O0x  sprzccznogé

Nieréwnosé jest sprzeczna
(nie spelnia jej zadna liczba).

6 b) 4r—2>4x—10
4—3x 2—5x e ; .
d) =% 25545 Oz 2 —8
e) %% g 2f_5+1 — -'EEQ Nierownoscé jest spelniona
przez kazda liczbe x € R.
Zadania

1. Zapisz w postaci przedgialu zbiér liczb, ktére jednoczesnie spelniaja obie
merdwnoscl.
z+9213 g4 § ==l —2r+3<4
a) b) ¢)

22 —06 <4 l—x 23 b—dx =1
2. Zaznacz na osi liczbowej i zapisz w postaci przedziatu zbiér liczb, ktore
jednoczesnie spelniaja obie nieréwnodci. Podaj najmniejsza 1 najwicksza
liczbe catkowita nalezaca do tego przedziatu.
a) 20+20>8 i b<l—ux ) 20+3<T7 1 3—-4x<19
b) 26 +3>2 1 42 <3 d)3x+9>-T71i -3¢>4x+21

3. Ktére sposréd liczh: a = 1 — /2, b

nierdéwnosé?

V3 —1, ¢ = 7+ 2, spelniaja podana

a) Sz—2>x+4+1 ¢) 2 > 2l Sl SR

b) jr—gedfr~3 4 BT f) —3(z+3)> =3
4. Rozwiaz nierdwnosc.

a) 2 — E8 228 i) S el B e B

by B2 - 211l —x e) —gr— 2 >3 82

¢) 241>z 22 L) Bt Bk g —d

5. Rozwiaz nicréwnosc.

a) V3r—6<9—2v3z b)V2r+4<V8x—-8 ¢) Vbr< 5\_37;} - 2%
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Czy wiesz, ze...

= Dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b prawdziwa jest jedna z relacii:

a < b, a=>5lub a > b. Wlasnosé ta nosi nazwe trychotomii.

» Dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b, ¢ zachodzi nastgpujaca whasnosé

6.

(zwana przechodnioscig): jeSlia < bib< ¢, to a < ¢

a) Jedli podwoimy liczbe naturalna n, od otrgymancgo iloczynu odejmiemy
11, a uzyskana réznice pomnozymy przez 3, to otrzymamy liczbe naturalna
mnicjsza od 21. Podaj mozliwe wartosci n.

b) Jedli potroimy catkowita liczbe ujemna k&, do otrzymanego iloczynu do-
damy 7, a nastgpnic otrzymana sume pomnozymy przez 4, to otrzymamy
liczbe wieksza od 2. Poda] mozliwe wartosci k.

¢) Jesli od polowy liczby naturalnej m odejmiemy trzecig czesé liczby m
pomnicjszonej o 2, to otrzymamy liczbe mnicjsza od 3. Podaj mozliwe
wartoscl m.

Wrysokosé prostopadioscianu jest réwna &k cm, a jego podstawa jest kwa-
drat o boku 3 cm. Jakie wartosci catkowite moze przvjmowac k., jesli:

a) suma dltugosci wszystkich krawedzi tego prostopadloscianu jest wicksza
od 38 cm 1 mniejsza od 46 cm,

b) pole powierzchni calkowite] tego prostopadlo$cianu jest wieksze od
. Do . 3 D

40 cm” i mnicjsze od 68 cm®?

Czy ponizsze zdanie jest prawdziwe? Odpowiedz uzasadnij.

a) Dla dowolnych liczb p, ¢, jesli p < ¢, to p* < ¢°.

b) Dla dowolnych réznych od zera liczb p, ¢, jesli p < g, to ;—) = é
Powtdrzenie
9. Rozwiaz nicréwnosé.
a) 3—x <4 ¢) 3+ %:;r >sr—1 ¢) fx+12> g0 —2
b) 6x > 1+ 8z d} 1~ Se L 84 f) 2z — < 2z +1

10.

Ktore liczby ze zbioru {—4, -3, —2,—1,0,1,2, 3,4} spelniaja nieréwnosé?
a) € — (22 — 3) < 2(x — 1,5)

b) 1— (0,6 —0,3z) < x —0,1(4z + 5)

¢) 2x—1)=32x+1) > —z — 3(6 — 4x)

2

2.5. Rozwigzywanie nierdwnosci
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Warto powtorzyc

Mnozenie sumy algebraicznej przez jednomian

Przypomnijmy, zc aby pomnozyé¢ sumg algebraiczng przez jednomian, nalezy
kazdy wyraz sumy pomnozy¢ przez ten jednomian.

(a+b)-c=a-c+b-c

1. Wykonaj mnozenie.

a) (32 4+ 2z — 4)x? d) v22* (V8xy + ?)
b) —2a%(1a% — 1z —2) e) (2%y — zy + zy?)ay
¢) —sz’(4x’y — 2zy?) £) 2v/3zy*(V32%y® — 12’y)
2. Dopasuyj do figury wzor na jej pole.
A. B. § D.
1) —e
_|_
a 1 b 2 S
- B
i 1 1 a-+1 2a
I. 2¢> +a II. a®* +a I 2a” + 2a IV.a+1

3. Wykonaj mnozenie i zredukuj wyrazy podobne.
a) 2z(3x — 4) — 6z(x* + 22 — 3)
b) —iz*(a* — 2z +6) — 2z (42 — 4a)
c) V6r*(V3x — v2) + v3z(22? — 4v/22)
d) xy*(2x — 3ay +y) + }l.’rgy(%yg = 83;)
c) —%:1:31_(;(:12_(; — 2xy?) — %;1:;92(4;1;3 — 1622y)
f) —32%y(—2z +y) — 3y(2? — 2%y) — 3(Py + 2y)

@ 4. Uzasadnij, ze wartos¢ wyrazenia nie zalezy od wartosci ymiennej .
i S8 He T DUNEREW A B
a) 4z (I S 1) 3.1.(3 x° — 2x° + 1) —1(‘1, 3 8)

1

b) v/ 15;17(2\/5:1:2 — 651 — 1(2}) D B (3:1: — 3\/1_5) +V6(52 — 1)

E] 5. Uzasadnij, ze suma pél figur Fy 1 F, réwna sie roznicy pol figur Fi i F.

=
f
: - 7| i
4+ 2 - : &
B il
+ ha
= X
& 7 &—1| Fy |
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2.6. Wytaczanie jednomianu przed nawias

Jezeli w poszezegdlnych wyrazach sumy rozpozna si¢ jednakowe czynniki 1 wy-
laczy je przed nawias, tatwiej bedzie wykonaé obliczenia.

Przyktad 1

Oblicz sume 7 -49+ 7 - 51.

Wylaczamy przed nawias liczbe 7: Korzystamy z wlasnoscl dziatan
749+ 751 ="7-(49+451) = 7-100 = 700 sbt+e=e-Brae

zwanej rozdzielnodcia mnozenia
. ; wzgledem dodawania.
Cwiczenie 1

Oblicz w pamicei.

a) 2-183+2.17 ¢) 325143249 e) 12.228+12-172
bh)9-274+9.23 d) 6-378 46222 f) 19-116 419 - 84
Réwnicz w sumach algebraicznych mozna wylaczy¢ wspdlny czynnik przed
nawias.

Przyktad 2

Dana jest suma algebraicsna 6z* + 1222, Wylacz przed nawias wspdlny czyn-
nik.
VV,} _— - d v () 0’% 19,2_6 e 2_.2
e Wylgczamy przed nawias 0: ek gt =blar 2%
» Wylaczamy przed nawias 6z: 62 + 122° = 6z(2* + 2x)
» Wylgczamy przed nawias 6z%:  6z% + 1222 = 62 (x + 2)

o Wylgczamy przed nawias 1222 623 + 1202 = 122° (%.’I: e 1)

To, jaki czynnik wylaczymy przed nawias, zalezy od konkretnego zadania.

Wrylaczanie wspolnego czyvnnika przed nawias jest czynnoscia odwrotna do
mnozenia jednomianu przez sume algebraiczna.
a-bt+a-c=alb+e¢)

Cwiczenie 2

Wrylacz wspdlny czynnik przed nawias.

a) dr + Sy c) 9x — 2742 e) 39y* — 26z g) —48p + 364>
b) 4b — 8a d) —6x* + 18y f) —11la®+22b* h) 7ozy® — 125

2.6. Wylgczanie jednomianu przed nawias
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Cwiczenie 3

Wytacz wskazany jednomian przed nawias.

a) 4z’ +zy, « ¢) 3xy — xyz, TY e) a’b+ 3a*b* — a’b, a?b

b) 22* — 122y, 2¢  d) 6pg+ 18p%q, 6pg ) 4xy®>—bzy’+22%y>, x?y?

Przed nawias wylaczamy zwykle czynnik liczbowy oraz wszystkie mozliwe
zmienne w jak najwyzszych potegach. Na przykilad:

27x%y? + 18x%y° = 922y (3x + 2y)

Cwiczenie 4
Wylacz pryed nawias czynnik liczbowy orag wszystkic mozliwe zmienne w jak
najwyzszych potegach.

a) 8z — 3612 d) 20ax — 15ay g) 2a*b + 4a’b — 4a?b?

b) 7y? — 14y* e) 8ab+ 12bc h) 21p¢* — 27p*¢® + 3p?¢*
¢) bz + 103y f) dxy + 622y i) 48z%y + 18zy? — 122292
Zadania

1. Oblicz.
a) 4-49+4-51 ¢) 113-25+87-25 ¢) 10-17+10-33450-10
b) 40 - 47 + 40 - 53 d) 63-37+37-37 f) 15-174+15-2+15

2. Wylacez podany czynnik przed nawias.
a) a*b+ab®, ab ¢) 9a*b?—3a*c?, 30 e) 3a’V* — 6a*h, 3a?b
b) w3y —ay?, wy?  d) datyt +8y7z, 4y f) 6x2yt + 823yt 22%yP
3. Zapisz wyrazenie algebraiczne w postaci iloczynu, wylaczajac przed nawias
podany jednomian.
a) r*yz + xytz + xy2®, wyz c) 22ty — dx?y? + 62*yz, 22%y

2
s

b) #?yz® + ay?2? — 23y2®, xyL® d) 12z%9% + 623y3 — 92592, 3x3y?
4. Przepisz do zeszytu i uzupehij odpowiednimi jednomianami.

a) 27yt + 36y° — 5dy? = 9y (3y® + 2]+ 7))

b) 3ab(3a + b +[1]) = 9a?b +[?]+ 6ab

¢) 1247 — 983 + 32 =[2]- (2] - 3t + 1)
5. Oblicz warto$é¢ podanego wyrazenia, jesli a + b = 15.

a) —3a — 3b b) 2(a +b) — 4a — 4b ¢) ala+b) + bla+b)
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D] o.
D] 10.

Oblicz wartoéé podanego wyrazenia, jesli 6x + 9y = 12.

a) 60z + 90y b) 122 + 18y ¢) 2x+ 3y d) =+ 2y
Dopasuj wyrazenie opisujace pole figury do odpowiednicj figury.
L i I11. x
: ' BN
B | 2a° + 6a ax
A ax(a+3) B. #%(a + 1) C. x(a+1)*

Przeczytaj podane obok uzasadnienie
stwierdzenia, ze suma trzech kolej-
nych liczb naturalnych jest podzielna
przez 3. Nastepnie uzasadnij, ze:

Niech n, n+11in+2 beda kolej-
nymi liczbami naturalnymi. Ich
suma S jest rowna:

w4+ n+2) =
=3n+3=3(n+1)

Suma S zostala przedstawiona

b) suma trzech kolejnych liczb parzy- w postaci iloczynu, ktérego jed-

St-}"Ch jest podzielna przez 6: nyim z CZ}-’]‘].IlikéW' jest liczba 3,
a drugim liczba naturalna n+1.
Zatemn S jest podzielna przez 3.

a) suma pigeiu kolejnych liczb natural-
nych jest podzielna przez 5,

¢) suma trzech kolejnych liczb niepa-
rzystych jest podzielna przez 3.

Uzasadnij, ze jesli dwie liczby sa podzielne przez 3, to suma ich kwadratéw
jest podzielna przez 9.

Uzasadnij, ze suma dowolnej liczby dwueyfrowej 1 liczby powstale] z prze-
stawienia cyfr tej liczby jest podzielna przez 11 (np. 23 + 32 = 55, a liczba
55 jest podzielna przez 11).

Powtorzenie
11. Wylgez przed nawias czynnik liczbowy oraz zmienng x w jak najwyzsze]

12.

13.

potedze.

a) 92° — 62* + 15z b) 18z* + 242* — 122* ¢) 8z° — 162* + 122°
Wylacz przed nawias czynnik 322 lub 2zy2.

a) 9x* + 3z2y? ¢) 62y — 2ay? e) 63y —6atyt+12a92
b) 3z'y? — 622y d) 8xy® + 122y’ f) 6z'y2+62y*—182"y
Wrytacz przed nawias czynnik liczbowy oraz wszystkie mozliwe zimienne
w jak najwyzszej potedze.

a) 9xty — 12y° b) 8ah* + 4a*b? c) 8 q* +4p*qt — 6prg?

2.6. Wylgczanie jednomianu przed nawias
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2.7. Mnozenie sum algebraicznych

Prostokat narysowany obok ma boki dlugosci a + 0 . b

i ¢+ d, zatem jego pole jest réwne (a +b) - (¢ + d). ' i

Pole tego prostokata mozemy réwniez obliczyd, su-

mujac pola czterech mniejszych prostokatow: d ad bd
ac + ad + be + bd

Mamy zatem réwnosé: i b

(a+b) - (c+d)=ac+ad+ bc+bd

Aby pomnozyé dwie sumy algebraiczne, nalezy kazdy wyraz jednej sumy
pomnozy¢ przez kazdy wyraz drugiej sumy.

oy
(6 +0) (¢c+d) =ac+ad+ be+bd

Uwaga. W zapisie iloczynu sum algebraicznych mozemy pominaé znak mno-

zenia micdzy nawiasami.

Przyktad 1
a) Wykonaj mnozenie (z + 3)(z + 5). Zredukuj wyrazy podobne.
(33 + 3)(;1- R 5) —z-x4+2-5+3-24+3-5= Kazdy wyraz jednej sumy

mnozymy przez kazdy wyraz

=32+ 8¢+ 15

drugicj sumy.
b) Wykonaj mnozenie (a + 4b)(a — b). Zredukuj wyrazy podobne.
(@ + 4b)(a — b) = a® — ab + 4ab — 4b* = a® + 3ab — 41°

Cwiczenie 1
Wykonaj mnozenie. Zredukuj wyrazy podobne.

a) (z+4)(x + 3) c) (p+q)(¢g—2p) e} (a -+ 3b)(3a — 2b)
b) (p+6)(p—q) d) (3x 4+ 1)(22 + 6) £) (2a — 1b)(4a — 3b)
Przyktad 2

Wykonaj mnozenie (x — 3){x* + x — 2).
Zauwazny, ze nie ma znaczenia, w jakiej kolejnosci wykonamy mnozenie da-
nych sum algebraicznych.

(x =3 +x—-2)=2+2> 20 —32* =30 +6=2"-22> - Dbz + 6
(2 +2—-2)(x=3)=2>-3>+2* =32 —-20+6=2>-22> - bz + 6

2. Jezyk matematyki



Cwiczenie 2

Wykonaj mnozenie.

a) (x— )z +z2—-2) ¢ (e+y—4)(xz—y) e) (x—y+2)(x+y—3)
by (x+3)227 —x+3) d) Qx—y+6)(x+3y) ) @*+at+l)(a*—x+1)

Przyktad 3
Wryznacz objetosé prostopadioscianu przedstawionego

|
na rysunku obok. Zapisz otrzymane wyrazenie w jak :
najprostszej postaci. [
_ _ ;
Aby wyznaczy¢ objetosé prostopadio$cianu, mnozymy 7 :
przez sieble wyrazenia opisujace diugosci krawedzi jego J==-==
+ g - -
podstawy i wysokogé: o A
i : | e
V=(+1)(z-1E*+1) 2
(.’1? + l)(@ = 1)(3;2 + l) — Mnozymy dwie dowolnie wybrane sumy i w otrzy-
- (,.‘,.2 4y — 1)("{‘2’ i 1) - manym wyrazeniu redukujemy wyrazy podobne.

s [yl 1YV( 2 T i—s 4 . . ; s
= (f’ - 1)((1» + 1) = Mnozyviny dwic sumy i ponowilic
=zt4+ 22 -—1=az*—-1 redukujemy wyrazy podobue.

Zatem objetodé tego prostopadlodcianu wyraza sie wzorem V = z* — 1.
Cwiczenie 3

Wryznacz objetosé prostopadioscianu, ktérego krawedzic majg podanc diugo-
jci. Zapisz otrzymane wyrazenie w jak najprostszej postaci.

a) x+2, x—2, x*+2 b)x—2,2°—1,2°+1

Przyktad 4
a) Oblicz (v/3 + 2)(v/3 — 1).

Postepujemy analogicznic jak w przypadku mnozenia sum algebraicznych.

(V34+2)(V3—-1)=(V3)? —v/3+2/3-2=84+v3-2=1++3

b) Oblicz (v3 + v/2)(2v3 — v/2).

(V3+V2)(2v3-Vv2) =2(v3)2 - V3 - vV2+2V/3- V2 - (V2)? =
=6-v6+2v6-2=4+6

Cwiczenie 4

Oblicz.

a) (V2+3)(vV2-1) ¢ (V3-v2)(V3-2v2) ¢) (V3+v2)(V3+v2-1)

b) (VB —-2)(V5-3) d) 2VB+v2)(vE+3v2) ) (V3-v2)(VE—V3+V2)

2.7. Mnozenie sum algebraiczrych
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Uzasadnij, ze dla dowolnej liczby calkowitej n liczba S jest podzielna przez 5.
S=dn—-1){n—-2)+(4—n)(2—mn)
Przeksztalcamy wyrazenie opisujace liczbe S:
S = (4n — l)('n — 2) + (4 - 7-;,)(2 = 'n.-) = Mnozymy sumy algcbraiczne,
=4n® —8n—n+2+ 8 —4n — 2n + n? = Redukujemy wyrazy podobne,
= 5n°% — 150+ 10 =
= 5(7-;,2 —3n+ 2) Wytaczamy liczbe 5 przed nawias.

Liczbg S przedstawilismy w postaci ilocgynu, ktérego jednym z czynnikow

jest liczba 5, a drugim liczba n? — 3n + 2. Liczba n® — 3n + 2 jest calkowita,

ponicwaz jest suma liczb catkowitych. Zatem S jest podgiclna przez 5.

Cwiczenie 5

Uzasadnij, ze dla dowolnej liczby catkowite] n liczba postaci:
a) 2n—3)(n+4)+ (n—3)(n+2) — n jest podzielna przez 3,
b) (3n—4)(2n —5) — (2n — 1)(5 — 2n) jest podzielna przez 5,
¢) (6n—3)(n+4)— (3n—2)(2n — 1) jest podzielna przez 7.

Przyktad 6

a) Rozwigz réwnanie (x — 1)(x + 3) =

(= 1){x+3) = a2 Mnozymy sumy algcbraiczne i przenosimy 2

,rz _|_ “3:[; S - ‘3 o (!';2 — {'} Ia ].(_‘-\-’\*'E& SI.-J_'UI].(C‘ rowinarlla e ZINeilonyir znakiem.

Redukujemy wyrazy podobne.

20=3 J32
= 1%

b) Rozwiaz nicréwnoéé¢ (2z + 1){(22 + 5) + = < (4= — 1)(z + 3).
(2z+ 1)(224+-6)+ 2 < (42 —1)(2 +3)

de? 4+ 10422+ 54+ L4+ 122 — 22— 3

f B .- - . 4 . 4
A2 + 10+ 2+ 2 —42° — 122+ x € —3 — 5 Przenosimy ze zmienionym znakiem
T o ,"-._ "’.'}.\--"_‘." "r- 0 -'w\!;'» -1 F
27 < —8 / -9 wyrazenia za \1(1'3,_] %(, 11%(, .\ iadoma
% na lewa strone nierdwnoscei,
hise = a liczby na prawa strone.

Cwiczenie 6

Rozwiaz.

a) (x+2)(x 5)::(‘2 d) (z+4)(z—1)<z(z+2)+2x—1
b) (z+3)(1 —2z) + = (1 e) (26+3)(B3z—1)+4> (6z—2)(x+1)
¢) 3a® — (x+1)(3x + 2) = [J f) (1—2)22+3) < -2(x+1)(x—2)=2

2. Jezyk matematyki



Zadania

Wykonaj mnozenic.
a) (2a+b)(a —1) ¢) (—2a+b)(6a—2) ¢ (2a+b*)(a— 2b)
b) (3a — 2b)(2b+ 3) d) (3+4a)(—=2b—-1) 1) (a®—3b)(2b— 3a)

Wykonaj mnozenie.
a) (+2y+3)(z—-2) ¢ @@+y)(x+y+2) e 2z(x—2y)(3+y)
b) 2 —y+1)22-3) d) (z —y)(z® =2z +1) ) —4z(2x —y)(2x + y)

Uproéé¢ wyrazenie.
a) (a+3)(a—4)+ {(a—3)(a+4) ¢) 3y?—2x(x+2y)—(x—y)(2z+y)
b) (2a — b)(a + 3b) — (a — 4b)(2a +b) d) 22 + 3(a(x +2) — a(xz — 3))

Uproéé wyrazenie i oblicz jego wartosé dla x = —0,5.

a) (x+2)(6(x+4) —5(z+6)) b) —2(x*+ux?)+x*(x+1)+(2*—2)(2*+3)

Dany jest prostokat o bokach dlugosci ¢ 1 a + 2.
a) Przedstaw wzor na pole tego prostokata w postaci sumy algebraiczne;.

b) Krétszy bok tego prostokata przedtuzono o 1, a dluzszy skrécono o 1,
w wyniku czego powstal kwadrat. Wyznacz réznice migdzy polem kwa-
dratu a polem prostokata.

a) Dany jest kwadrat o boku dlugosci @ + 3. O ile zmniejszy sie pole tej
figury, gdy jeden jej bok zmniejszymy o 2, a drugi o 17

b) Dany jest trojkat o podstawie réwnej a + 3 1 wysokosci opuszezonej na
te podstawe réwnej a + 4. O ile gywickszy si¢ pole tréjkata, gdy wysokosé
zwiekszymy o 27

¢) Dany jest prostokat o bokach dlugosci @ +4 1 22 + 3. O ile zwiekszy
sie pole tego prostokata, jesli jeden 7z jego bokéw zwiekszymy o 2, a drugl
o 17 Rozpatrz dwa przypadki.

Oblicz.

a) (V3+2v2)(4v3—8V2) ¢) (2v3-3v2)(vV2++3)-(4-V0)
b) (2v5 — 4v2)(2v2 + v/5) d) (v5+2v3)(2vb—v/3)+(6—3v/15)

Uzasadnij, ze dla dowolnej liczby & wartos¢ wyrazenia jest nieujemna.
a) 3z —6)(de —2) — (62 + 3)(2x — 6)
b) Bx—2)(2x—1)— (ba —2)(x — 1)

2.7. Mnozenie sum algebraiczrych
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10.

11.

12.

13.

Rozwigz réwnanie.

a) (x+2)(x—3)=22+4 ¢) (x—2)(x—-3)=(x+3)(x+6)

b) (x —4)(x + 6) = x(x — 4) d) 2z + 1)(x+3) = (x—4)(2« — 3)
Rozwigz nierdéwnosé.

a) 2* —(z+3)(z—3) < 6z ¢) (26—1)(3x—1)—(3x—2)(22—3) > 0
b) (4—2)(2z+3)+222 <6 d) (4—6x)(22+1)+(4=—5)(3x—1) > =

Ile liczh naturalnych spelnia podang nieréwnoéé?
a) (3z4+1)(2—2)+z(8x—5) 22

by 222 — 2z + 1)(z —3) > 6x—7

¢) Bz+3)2z—-1)+4dz<6(z+2)(z—-1)+9

a) Danc sa dwa prostokaty: P; o wymiarach (2 + 30) cm x (z 4 20) cm
oraz P, o wymiarach (2x+10) cm x (x+10) cm. Réznica pél prostokatow
P, 1 P, jest réwna 900 em?. Oblicz obwody tych prostokatéw.

b) Danc sa dwa prostokaty o wymiarach (6 — z) ¢m x (22 — 5) em orag
(z+3) cm x (2z — 1) cm. Suma ich pdl jest réwna 69 cm?. Oblicz résnice
migdzy polem wickszego 1 mnicjszego prostokata.

Dane sg prostokat o wymiarach (4dx + 1) em X (x 4 3) cm oraz kwadrat
o boku (22+7) em. Pole kwadratu jest o 91 ¢m? wicksze od pola prostokata.
Oblicz rézmice miedzy obwodami kwadratu i prostokata.

Powtorzenie

14.

15.

Uprosé¢ wyrazenie.
a) Bk+5)(4k—2)+2(6—-Tk) ¢) 2k—DGE+1) - 4k+D(k-1)
by 3—-0Dd-0)—-(6-00-1) d) 3k(8k—2])—(6k+1){4k—1)

Rozwigz.

a) 3z —4)(2x—1) = (6x+2)(x—1)

b 9z+1)(22—1) = (1 — 62)(1 — 3z)

¢) 9z — (3 —42)(3 — 2z) < z(xz — 9)

d) (2+13)(22+1) > 22+ 1) (z—1)+62

. Uzasadnij, ze jesli n jest liczba catkowita, to liczba postaci:

a) (3n+2)(1 —2n)+ (2 —5n)(2n — 3) — 2n jest podzielna przez 4,
b} (bn—8)(4n+1)—(2n—=5)(9n—2) +n(dn+2) jest podzielna przez 6.
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2.8. Wzory skroconego mnozenia

Twierdzenie
Dla dowolnych liczb rzccgywistych a i b:
(a aF b)2 — + 2ab + bh? kwadrat sumy

(a — b)2 = a? — 2ab+ b? kwadrat roznicy

Cwiczenie 1
Wrykaz, ze dla dowolnych liczb a i b prawdziwe sa podane wyzej wzory.

Wrzory na kwadrat sumy i kwadrat réznicy mozna zilustrowaé nastepujaco:

(O+Df=of+2—o-m+mz
©O-0°=0"-2-0-0+0?

Przyktad 1

a) (x+5)=2*+2-2-54+45%=2*4+10z+25

by Bz +2)?=Bx)*+2-30-2+22 =92+ 122+ 4

¢) (22 —3y)? = (22)* —2- 2z - 3y + (3y)* = 42* — 122y + 9y°

Cwiczenie 2
Zapisz w postaci sumy algebraiczne].

a) (x+1)? ¢) (x—3)? c) 2z + 1)? g) (dz —1)?
h) (x + 2)? d) (x—5) f) (3x+2)? h) (22— 2)?
Cwiczenie 3

Zapisz w postaci sumy algebraicznej : Na rysunku przedstawiono inter-
a) (x+2y)? d) (3z+ %y)‘ pretacje geometryczng wzoru:
b) (22 —y)? &) (3g — L) b S R

c) (3z + 2y)? ) (32 + %'J)Q bl ab b?

Cwiczenie 4

Ofiltes @ I
2 : 2
a) (\/? + 1) d) (\/§ + \/ﬁ) o b
b) (\@ — 3)2 ¢) (\/6 4+ 4/1 5)2 Podaj analogiczna interpretacje
5 geometryczna wWzoru:

¢) (6—3)° ) (7'? _ \/6‘) (¢ — b)2 = a2 — 2ab + b?

2.8. Wzory skroconego mnozenia
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Twierdzenie

Dla dowolnych liczb rzeczywistych a i b:

a’ —b*={a—0b)(a+Db) roznica kwadratéw

Cwiczenie 5
Wykaz, ze dla dowolnych liczb @ 1 b prawdziwy jest podany wyze] wzor.

Przyktad 2 ‘
2) (@ — [6]) (@ +[6]) :z_z =z? — 36

b) (22 — 3y)(22 + 3y) = (22)? — (3y)? = 42* — 9¢*

Cwiczenie 6
Zapisz w postaci sumy algebraicznc;.

a) (z—3)(x+3) ¢) 2z —4)(2x+4) e) (3z — 4y)(3z + 4y)
b) (x4 7)(xz—T) d) (6 + 5z)(5z — 6) f) (32 +3y)(3y — 32)
Przyktad 3

(T— 3T +v/3) =49— 3 =46
Ten przykiad rozwigzany za pomocy kalkulatora wygladatby nastepujaco:
(7T — V3)(7 + /3) = (7 —1,732050808)(7 + 1,732050808) =
= 5,267949192 - 8,732050808 =~ 46
Cwiczenie 7
Oblicz.

Zadania

1. Uprosé wyrazenie:
a) (z — 3)(?’ +3)+(2+2)(2-1x), d) (by+ 1)(1—5y) — (14 5y)°
b) (w+ )@ —3) — (@ —3)(x+3), ¢ (2u—y)2r+y)+(3z+2y)(Bx—2y),
e) (2y— 37— 0y —-2)(By+2), f) (y+3x)(B3z—y)— (x—5y)(x+5y).

2. Oblicz warto$é¢ wyrazenia:
al (#-+10z — 1+ &4+ D(e—2)— (£ +3)(z —3) dlag—+/3,
b) (1 —22)(1+ 22) + (1L —32)(1 +32) — (1 —4a)(4z + 1) dla = /5,
¢) (22 —1)%— (2o — 1)(1 +2x) — 2z + 1)? dla z = /2,

2. Jezyk matematyki



Oblicz.

2
a) (1+v2) +(1- \/5)

2
b) (V3-1)" — (2-3)

9

¢) (2v3-19)"- (2-\f+ 2)
Oblicz.
a) VVZ+1-v/v2-1 ¢) VVT— V3 VVT+V3
b) vV2+v3-V2-+3 ) V4—2v3- V4 +2V3
Oblicz pole powierzchni calkowitej szescianu o krawedzi a.
a) w=3-++2 b & =24/3 —1 ¢) a=V6+2
Oblicz obwdd tréjkata prostokatnego o prayprostokatnych a 1 b.
::1_)(1:4—\/5: b=4+ 2 b)a=8—|—-\/§, b=4—2/2
Oblicz wartosé¢ wyrazenia:
a) 2o+ 3y 2z —3y)— 22 —3y)? dla z=vV10—3, 5y = 10+ 3,
b) (\/3:1: —y)? = (z— \/?;y)z dla 2= vV6+ V2, y =6 —/2.
¢) (\/i’f: — \/5:9)2 — (V2z — \/gg;)(\/irt + \/5;;;) dla 2 =+v5—4, y = /6,

d) (2% —4y*)” — (4y* — 2%)° ‘

x-”E—I—J_ b

d) (4—-\/3)(44- \/5)—(\/5_2)(2+\/5)
) (\/6_\/5)(\/6+\/3)+(\/6_\/§)2
f) (2v5 - \/1—0)2— (2v5+ 1) (1 — 2v5)

dlg = 721 Y =

. Uzasadnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n liczba:

5)? jest parzysta,

¢) (n+ 1) (n—

d) n* — n jest podzielna przez 6.

a) (n+1)°
b) (2n+ 1)? jest nieparzysta,

— n? jest nicparzysta,

Powtorzenie

g.

10.

11.

Zapisz w postaci sumy algebraicznej.
a) (7—x)? ¢) (2x +4)?

b) (= + %)z d) (3z + 8)?
Oblicz.

a) (3+ \/5)2
b) (1-v5)
Oblicz.
a) (\ﬁ -

g) (0,5x +0,4)?
) (0,1z — 2,5)?

¢) (4-3v2)°
d) (2v7+3)

) (25 + \/5)2 8) ( 7
D (G-2v8)" W) (F+vE)

N@+vD) B B+VE(E-VE) o (V2-VE)(VE+VE

2.8. Wzory skroconego mnozenia
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Liczby tréjkatne
Liczby: 1, 3, 6, 10, 15, tc kolejne liczby tréjkatne. Zauwaz, ze n-ta liczba tréjkatna to suma
liczb naturalnych od 1 do n.

LA A A

1

nfn + 1)

Wzér na n-ta liczbe tréjkatna ma postac 5

Liczby kwadratowe

' 1=12 olofe|e

’Ii 5 14+3=2° e o |00
® ::: m A AAA 1+3+5=22 e e oo
1 4 9 16 25

1+3+5+7=4? e o 00

Zauwaz, ze n-ta liczba kwadratowa jest suma n poczatkowych liczb nieparzystych
{rysunek po prawej). lle jest rowna suma dwudziestu poeczatkowych liczb nieparzystych?

H Wykaz, ze dlan > 1 n1-ta liczba kwadratowa jest suma dwaéch kolejnych liczb tréjkatnych.

Liczby pieciokgtne
1 5 12 22 35

El Korzystajac z podanego obok wzoru, o
oblicz szosta liczbe pieciokatna. n-ta liczba r-katna wyraza sig wzorem:
1 Oblicz pieé kolejnych liczb szesciokatnych. ir— ) M 1
Podaj ich ilustracje graficzna. 2




2.9. Zastosowanie przeksztatcen
algebraicznych

Wzér na rézmicg kwadratéw: (o — b){a + b) = a® — b* mozna zastosowaé do
usuwania niewymiernosci z mianownika.

Przyktad 1
5 5 241 5245 . .
V21 V2-1 v2+1  2-1 =5v2+35

Cwiczenie 1
Usufi niewymicrnosé z mianownika.

2) 1 ) 2v/2 ) 2 d) 24/3—1 o) V'3
642 VE+a 4-3v2 ! 2v3+2 VE+y/3

Wrzory skréconego mnozenia wykorzystujemy przy rozwigzywaniu réwnan
1 nierownoscl.

Cwiczenie 2

. Rozwiaz rownanie.
Przeczytaj podany obok przykiad.

(z—4)(z+4)—(z—3)?2 =17
22 —16—{(z? — 6+ 9) =17
e —16—224+6x—-9=17

R()ZW’iQ’Z rownanie.
a) 22 —(2—-12)?=38
b) (3z 4+ 1)% — 922
(:

= bx — 25 = 17

¢) (+1)°— (£+1)(:r—1):12 Boe=42

2 T="7
Cwiczenie 3
Rozwiaz nierdwnoéé.
a) 43:2—(2;1:+1)2<3 ¢) 2x+1)(2r—1)>42*— 9z
b) (3 —x)* > x? 4+ 12 d) 2—(22—1)2< (3 —2x)(2x +3)
Przyktad 2
Dla jakich warto$ci x wyrazenie 22 + 4z + 4 przyjmnje wartosé réwng 07
x? +4dx +4 = (z + 2)2, wiec: Symbol < czytamy:
e+ =0& (+2) =088=-2 swtedy i tylko wtedy, gdy”.

Cwiczenie 4

Dla jakich wartosci x podane wyrazenie przyjmuje wartosé réwna 07
a) x>+ 8x + 16 ¢) 4z —4x + 1 e) 42 + 12z +9
h) 22 — 6z + 9 d) 2522 + 102 + 1 f) 92? — 3z + 11

2.9. Zastosowanie przeksztatcen algebraicznyeh

87 I



i

Rownanie, ktore nie jest spelnione przez zadng liczbe rzeczywista, nazywamy
rownaniem sprzecznym. Podobmnic taka nicréwnosé nazywamy nieréwnoscia
Sprzecznag.

Przyktad 3
a) Rozwiaz réwnanie (z + 3)? = 6z.

z” +6x +9 = Gz Kwadrat liczby rzeczywistej

g2 = -9 nie moze byé liczba ujemna.
Zatem réwnanic jest sprzeczne — nie jest spetnione przez zadna liczbe @ € R.
b) Rozwiaz nieréwnosé (2z — 1)* < da(xz — 1).
da? —4dx + 1 < 4 — 4o
1<0

Zatem nicréwnosé jest sprzeczna — nic jest spetniona pruzez zadna liczbe € R.

Roéwnanie lub nieréwnosc spelnione przez kazda liczbe rzeczywista nazywamy
rownaniem tozsamosciowym (krétko: tozsamoseia) lub nieréwnoscia tozsamo-
Sciowy.

Przyktad 4
a) Rozwiaz réwnanie (z + 3)? — (z — 3)* = 12z
(x+3)?—(z—3)" =12
2 +624+9— (2?2 —6x+9) =12«
120 = 122

Zatem rownanie jest tozsamodciowe — jest spelnione przez kazda liczbe x € R.

b) Rozwiaz nieréwnosé (x — 2)(z +2) + 5 > 0.
(z—2)(x+2)4+5>0

2 =4
x°—4+5>0 : ! :
+ zawsze jest wickszy od liczby
22 5 —] ujemne;.

Kwadrat liczby rzeczywistej

Zatem nieré6wnosé jest tozsamosdciowa — spetniona dla kazdego x € R.

Cwiczenie 5
Sprawdz, czy réwnanie jest tozsamosciowe lub sprzeczne.

a) (6—x)?—(2—2)?=—8 b) (x —4)* +4x=(x—2)*+12

Cwiczenie 6
Sprawdz, czy nieréwnosé jest tozsamosciowa lub sprzeczna.
a) (z+ 1) —-2<(x—1D{1+2z)+ 2= b) 62 — (3z — 1)* > (22 + 3)?

2. Jezyk matematyki



Zadania

1. Usufl niewymiernos$é z mianownika. Czy podana liczba nalezy do prze-
dziatu (0;4)7
) 1 2 o 1 : V2
rl) 1_’_\/§ d) 1_2\/5 D) vfg_vrg J) _\/g_'_\;.«g
N 1 ; 6 4 N
b 7 ®) 3727 b) 75 k) 7523
3 " & ; 10 1442
) e o ) 77 D 5v2
2. Rozwigz réwnanie.
a) (x —5)(x+5)=ux*—100x ) 4(x+2)? — (22— 1)? =20z + 10
by 3—2)?— (z+1) =2 (o+ t)(—iz 4 6) 4 (22 —4)° =4
¢) 4(z —3)" = (6 —x)? ) (—4z—3)(4z—3)+8(1 —v2z) =1
3. Rozwiaz nieréwnosé. Zaznacz na osi liczbowej zbior rozwiazan.
a) 4x—3)? —(2x—5)* > 2 ) —92—a2)?—(1-3)3x+1) <11
b) 9( € — 1) (1—2x)* -8z d) (%:}: -+ 2)2 + %(1 — %:1:) (1 + %:1:) =0
4. Wyznacz przedzial bedacy zbiorem liczb speliajacych obie nieréwnosci.
[+ > +1 (22 +5)(5—2z)+ (2 —3)>—-2>0
a ) r C
(x—1)7°<(2—-x)° (1——) —d<e—(2—2)(2+x)
x—3 n+1 dp—2
2 g &= & — —6
b) ¢ * 22 d) ! 5 ' | 5
(22 —3) € (65— 22)° 1—(2x—-1)(142z) < -2z — (22— 1)
Powtorzenie

5. Usun niewymiernosé¢ z mianownika.

2 75 b) 575 ) 5o & % &) gjéwi
Rozwiaz réwnanie.

a) (37—1)2—($+2)2=6 c) * —(z—4)(d+=2) =2

b) B2+ (2e+ 12 =52 &) (+3)(5-3)=(5-1)’

Rozwiaz nierdwnosc.
a) (x+3)2—(2+2)?2<0 ¢) 922 4+ (24 32)(2 — 3z) > 62
b) (4—2)+ (24 x)* > 222 d) (22 —4)(3x+4) < (%I - 1)

2.9. Zastosowanie przeksztatcen algebraicznyeh

89 I



o]

Zastosowanie wzoréw skroconego mnozenia w dowodach

Przyktad 1
Urzasadnij, ze liczba 13% — 7% jest podzielna przez 120.

13° — 7% = (13* - 71 (13* + 7) =
= (132 - 73)(13* + 7)(13* + 7%) =
= (169 — 49)(13% + 7*)(13' + 71) =
=120(13% + 7%)(13* + 7%
Zatem liczba 13% — 7% jest podzielna przez 120.

1. a) Uzasadnij, zc liczba 19'¢ — 9% jest podziclna przez 280.

b} Uzasadnij, ze liczba 11%2 — 7% jest podzielna przez 72.

Przyktad 2
ve . . N - , 212
Uzasadnij, ze dla dowolnych liczb a, b zachodzi nieréwnosé % VA ;"’ :

Jesli a + b < 0, to nicréwnosdé jest prawdziwa (dlaczego?).
Zaktadamy teraz, ze a+b > 0. Obie strony nier6wnodci sa wowezas nieujemne,
mozemy wiec podnieéé je do kwadratu, nie zmieniajac zwrotu nieréwnosci.

(a+b)? a2 h?

1 Korzystamy ze wzoru na
a2 + 2ab + b2 < 242 + 2B kwadrat sumy.
()L, a? — 2ab + h? Korzystamy ze wzoru na

kwadrat réznicy.

0< (a—b)?
Ostatnia nieréwnos$é zachodzi dla dowolnych liczb a, b, zatem wyjsciowa nie-
rownosé jest prawdziwa.
2. Uzasadnij, zc dla dowolnych liczb a, b > 0 zachodzi nicréwnosé:

a) ﬁ & B b) ﬁ < Vab.

Przyktad 3
Udowodnij, 7ze dla dowolnych liczb o i y prawdziwa jest nieréwnosé:
20?7 — 2y — 20+ y* +12>0
Przeksztalcamy rownowaznie wyrazenie po lewej stronie nierdwnosci:
207 —2xy — 2z +y*+1l=2*-2ay+y*+a*—2v+1=(z—y)?+(z—1)°

(z—y)> 201 (x—1)? > 0, wiec nieréwnoé¢ jest prawdziwa.

*@ 3. Udowodnij, zc dla dowolnych licgb x 1 y prawdziwa jest nicréwnosé:

I S0

a) y* +2x% —2zy — 62+ 9 > 0, b) 52 + y* + 4 > 4wy + 4x.

2. Jezyk matematyki



2.10. Wartos¢ bezwzgledna

Definicja
Liczbe |a| zdefiniowana za pomocg wzoru: Oznaczenie |a| wprowadzil Karl
o a jesli a>0 Weierstrass w 1841 roku
] = Ly S e s ."‘,-.; rqze
—a el a <0 L.v\- TOC UWAEG, 26 al jest zawsze
liczba nieujemna: |a| = 0 dla
nazywamy wartoscia bezwzgledna liczby a. dowolnego a € R.
Przyktad 1
a)|3,5/=35  b)[-35=—(=35)=35 <) 0|=0 d)|v2]=v2
Przyktad 2

a) [¥5=2=v5—2, edvev5 -2
B 1—v2|=v2—-1,gdyz1—v2<0
Cwiczenie 1

Podaj wartosé¢ bezwzgledna liczby.

a) b b) —5 c) V3 —1 d) v3-3 e) 4—3v2 f) 5 —2v/3

M Interpretacja geometryczna wartosci bezwzglednej

Wartosé bezwzgledna liczhy x to je] odlegtosé na osi liczhowe] od liczby 0.
7 7

St

|
.

—
=
~1e- X

T
Liczby —71 7 lezg w te] samej odleglodci od 0 na osi liczbowe] 1 majg te sama
wartosé bezwzgledns, rowna 7.
—-7l=7 1 |7|=7 Dla dowolnego a € R:
~a = la
Przyktad 3

Rozwigz réwnanie

2| =&

Poniewaz zgodnie 7 interpretacja geometryczng wartosé¢ bezwzgledna liczby
jest roéwna jej odleglodei na osi liczhowej od 0, jedynymi liczbami spetniajacymi
rownanic sa —3 oraz 3.

[
o

 ——
—3 0

Lot

2.10. Wartogé bezwzgledna

91 I



Cwiczenie 2
Podaj, dla jakich wartosci x spelnione jest réwnanie:

a) |2 =2, b} |z| = 10, ¢) |x]=1, d) || =—38.

Cwiczenie 3
Ktéra 7 liczb z, y ma wieksza wartoéé bezwzgledna?
a) g=T,y=-8 b) z = —10, y = —12 ¢} g=—8; =1

Przypomnijmy, ze:
sval=adlaa>=0
eval=—adlaa<

Dla dowolnego a € R:
Ve = o
Na przyktad: V52 = |5| = 5 oraz /(=5)2 = |-5| = 5.

Cwiczenie 4
Oblicz.

a) 1/ (v3-2)° b) /(4—2v3) &) /(2v3 - 3v2)’

Korzystajac z interpretacji geometryvcznej, mozemy rozwiazywac niektére nie-
rownosci 7 wartoécia bezwzgledna.

Przyktad 4

a) Rozwiaz nieréwnosé x| < 5.

Zaznaczamy na osi liczbowe] zbior tych liezb x, ktorych odleglosd od 0 jest
mnicjsza od 5.

—

-5

S
5

e

Nieréwnoéé jest spelniona dla —5 < & < b, zatem x € (—5;5).

| 22

b) Rozwiaz nieréwnosé
Zarnaczamy na osi licgbowej zbior tych liczb x, ktérych odlegloéé od 0 jest
wieksza lub réwna 2.

—] . ——
2 0 2

Nierdwnosé jest spelniona dla x < —2 oraz dla o > 2, zatemn:

x € (—oc; —2) U (2;00)

Cwiczenie 5
Rozwiaz nieréwnosé 1 zaznacz na osl liczbowe] jej zbior rozwigzan.
a) x| <8 b) || < 4 ¢l |z] > 3 d) |z| > 3

I C2 2. Jezyk matematyki



Cwiczenie 6
Rozwiaz nicréwnosé.

a) x| >0 b) |z| <0 ¢} |x| >0 d) || < 0
Zadania
1. Oblicz.
a) |23 + |—21] ¢) |—0,5/+|—0,25|—10,75| e) 1+[1—v2|
b) [73] = |-73 d) 25| - 8[| +4[-F f) V3-[2-V3]
2. Oblicz x + |z| oraz x — 2|z|.
a) =5 b) x= -3 gl =2 6 d)z=3¢2 4
3. Wyznacz liczby spelniajgce rownanie.
a) 2|x| =8 ) 2|z| =4 e) 3lz|+6= g) 3-2z|=1
b) iz| =7 d) -3lz|=-% ) iz|-1=3 h)9-3jz|=6
4. Ktoéra nicrdwnosé jest speiniona dla wszystkich liczb rzcezywistych, a ktora
nie zachodzi dla zadnej liczby rzeczywistej?
a) |xz| > -7, |z < =7 b) |x| = -3, |z| < -3
5. Ktére sposréd licshb: —3, 3, 1 — v/2, 1 4+ V2, spelniaja warunck:
a) |z| < 3, b) |z| < 2, ¢} |z] =1, d) |z| > 37
6. Zaznacz na osilicsbowcej 1 zapisz jako sumge przedziatow zbidr liczb x, ktore
spelniaja obie nieréwnosci:
a) lz| <31 x| >1, b} 2| « B ] > 2, ¢) |z| <41 x> 33.
Powtorzenie
7. Oblicz.
T = ‘ >
a) \/ (V7T -3) b) 1/ (2v2 - 3) ¢) v/ (3v2—14)
8. Rozwiaz réwnanie.
a) 3lg| =2 bl —3lg|=—6 ) te|—5=2% 4] |2|+2=1(9)
9. Zbiér rozwigzan nierdownoscl zaznacz na osi liczbowe] 1 zapisz w postaci

sumy przedzialow.
a) 1< |z| <4 h)2€ [z €5 ¢) 7 < |l <3  d)

2.10. Wartogé bezwzgledna
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Zastosowanie wartosci bezwzglednej w dowodach

Przyktad 1
Wrykaz, zc liczba a = (2 — 32 )2 — 3v/2 jost calkowita.

(2-3v2) =|2-3v2|=3/2 -2
Stad a=3v/2—2—3V2=-2, ewyli n € Z.

Zauwaz, ze

@ Przyktad 2
Wykaz, 7e liczba v/11 — 6/2 + /2 jest catkowita.

Wyrazenie 11 — 64/2 prébujemy zapisaé jako kwadrat réznicy:

(1-v2)" =1-2V/242=3-2/2# 11— 62

(1-3v2) =1—6y2+18=19—6y2 # 11 — 62

(3-v2) =9-6/2+2=11-6v2
VII=62+v2=/(3- v’ +v2=3—vZ| +v2=3—v2+ V2 =3,

czyli dana liczba jest catkowita.

D] Przyktad 3
Wykaz, zc liczba a = VA+2v/3 —/4—-23 jest wymicrna.

Aby rozwiazad to zadanic, mozemy postapi¢ na rézne sposoby.

e Obliczamy kwadrat liczby a:

=4+2\/§—2\/(4+2\/§)(4—2x@)+4—2x/§=
=8—-2/16—12=8—4=4

Poniewaz a > 0, otrzymujemy ¢ = 2 — jest to liczba wymierna.

e Zauwazamy, 7e 4+ 2¢/3 = (V3 + 1)? oraz 4 — 2/3 = (V3 — 1)2, cayli:
/
0= \/(x/:§+1)2—\/(-\/§—1)2: V3+1|-V3-1]=V3+1—-(V3-1) =2,

co oznacza, ze a jest liczba wymierna.

@ 1. Wykaz, ze:
a) VI+4v3+V/12—-6V3=5, <) 3v1l+6v2— /19— 6v2 = 10,
b) V6 —2v5—/9—4/5 =1, d) v/5+2v6 + v5 — 246 = 24/3.

I O/ 2. Jezyk matematyki



2.11. Zagadnienia uzupetniajgce

B Dziatania na zbiorach

1.

Wyznacz zbiory: (AUB)\C, (AUC)\ B, (ANB)\C, (ANC)\ B, gdy:
g A= {1,284} B= {3456} C={2406)

b) A=(-4;0), B=(-1;3), C = (2;00).

Dla vawodnikéw szkolnej drugyny pitki noznej pryygotowano koszulki z nu-
merami od 1 do 11. Niech: A = {2,3,5,7,11}, B = {2,4,6,8,10},

C = {1,2,3,4,5}. llu ucsniéw otrzyma koszulki »z numerami nalezgcymi
do zbioru:

a) (A\C)U B, b) (ANCYU(B\C), ¢) C\ (AU B)?

Niech A,, A3 1 A5 beda zbiorami liczb dwucyfrowych podzielnych odpo-
wiednio przez 2, 31 5. lle elementow nalezy do zbioru:

a) (Az U 443 U 445) \ (AQ M /‘13 M /‘15),

b) (A2 N A3) U (A2NAs) U (AsN Ap)?

W ofercic pewnej stoléwki sa tylko trzy zupy: pomidorowa, szczawiowa

i grochowa. Wardd 300 uczniéw korzystajacych 7 tej stotdéwki przeprowa-
dzono ankicte, ktérej wyniki podano poniscj.

130 uczniow lubi zupe pomidorows,

110 uezniow lubi zupe szczawiowa,

80 uczniow lubi zupe grochows,

40 ueznidéw lubi zupe pomidorows i szczawiows,
30 uczniow lubi zupe pomidorowa i grochowa,
20 ucznioéw lubi zupe szezawiows i grochowa,

10 uezniéw lubi wszystkic zupy.

W SeSL
“CzawioW

Przerysuj do zeszytu 1 uzupelnij powyzszy diagram, a nastepnie podaj], ilu
UCzniow:
a) nie lubi zadnej z oferowanych przez stoléwke zup,

b) lubi doktadnie jedng zupe oferowana przez stoléwke.

W 30-osobowej klasie 14 uczniow ma psa, 9 kota, 3  swinki morskie,
a 8 nie ma zadnego z wymienionych zwierzat. Uczniowie majacy $winki
morskie nie maja innych zwierzat. Ilu uczniéw ma jednoczesnie psa i kota?

Jeden z uczniow z poprzedniego zadania majacy §winke morska dostal na
urodziny psa. Jaki procent uczniéw w klasie nie ma teraz ani psa, ani kota?

2.11. Zagadnienia uzupeiniajace
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Zestawy powtdrzeniowe

B Zestaw |

1. Zaznacz na osi liczbowe] 1 zapisz jako przedzial zbidr liczb jednoczednie
spelniajacych obie nicréwnogdci.

g) 3e+1d>8 1 bal—4dz ¢l dp3eld 1 21 -2527

b)3z+2>11 3z<4 d) 2047221 —-4r>3zx+ 14
2. Rozwigz nierownosc.

a) gzz: & % ¢) 3’;3 < r;rl e) & — 4‘13_2 >x—6

b) == <1 d) 2 -==<0 £) x_‘z%—%a

3. Zapisz wyrazenie w postaci sumy algebraiczne;j.
a) (z+12+(x+2)? ¢ (x—4)7—-(x+4)? e) 22-1)>+(2x-3)?
b) (43 +(x—2)? d) (x=32—=(x—1)* ) 2x+1)*—(3zx—1)*

4. Upros¢ wyrazenie.

a) (=2 (x+2)+(x+5)(x=5) ¢) (5—22)(5+2x)—(3x+4)(4—3x)

3

b) (#—1)x+1)—(x—-Hx+4) d) G-2)(z+3)+E=+3) (-3

g}

5. Oblicz wartoéé¢ wyrazenia dla z = /3 + 1.
a) (=12 —(x—1(z+1) b) (x+3)?— (x—3)*—12
6. Oblicz.
2) (VI3 + (VI3 Q) (VB =17 - (VB +2)?
b) (2+V3)? - (2= V3)? d) (V3 —-1) + (2V3 +1)?
7. Zapisz liczbe w postaci a + bv/3, gdzie a, b s liczbami calkowitymi.

2 . 2 24/3
b) 573 ) 37— 4) 7Z

) v3—1
8. Dla liczb 2 =2 — 51y =2+ /5 oblicz:

a) iloczyn x iy, b) iloraz z i y, ¢) sumg kwadratéw x i y.

9. Zapisz wyrazenie jako kwadrat sumy lub kwadrat roznicy. Dla jakich war-
tosci » podane wyragzenie przyjmuje wartosé¢ réowna 07

a) 2 + 10z + 25 c) 2% — 6z +1 e) 922 +12x +4
b) 2 — 162 + 64 d) 1622+ 8z + 1 f) 2+ +1

2. Jezyk matematyki



W Zestaw Il

1.

10.

Wyznacz zbiory: ANB, AUB, A\ Bi B\ A.

a) A= {-1), B={(2;5) d) A= (—o00;0}, B={0;4)
Hl A=1{2iTL B= (35 e) A=(—o00;—1), B={(-2;4)
&) A={(—42), B=(29) ) A= (200), B={0;5)

Ile liczb catkowitych spelnia jednoczednie obie nierdwnodci?

) 20 +3242—5 b) w4 o o B 0 §+%\<\1
L,
6

2—2< —(1—2x) —2r—1>z—x

Rozwigz rownanie.

a) (x+2)(2—ux)=6x—2° ¢) (x+3)2=(x—5)(z+5)
b) 122 =3z +5= (3o —4)(iz +4) d) (= — %)2 =g?—1
Wyznacz liczbe catkowita n tak, aby rozwiazanie réwnania nalezalo do
przedziatu (n;n + 2).

a) (x+2)?—(x—2)? =56 ¢) (=3)(x+3)+(4—x)d+z)=2x
b) (x —3)2—(4—x)* =13 d) 2z —1)(1+22)— (2 —-1)>=6

Rozwigz nieréwnosé. Zaznacz na osi liczbowej zbiér rozwigzai.

a) Yz+1)?—Bx—1)2> -4 ¢) 48+ 2)*—(2r—1)(2z+1) < 13

b) 4(1z—2)° < (1—z)2+7 d) (2 —3x)(3z+2) >3 — (3z—1)?
Podaj najmnicjsza liczbe catkowita spelniajaca nicréwnosdé.

a) (x—1)2—(z+1)? <28 ¢) (—2)2+x)+(4—x)(4+2) < 3z
b) (x+2)2—(3—2)*>5 d) Bz -1 —-Ba+1)Bx—-1)< 20

Sprawdz, czy liczba p jest licsba wymierna.

a) p=(B- V22 +@VZ-3?  b)p=(V5- VB +(VE+ V)

Uzasadnij, ze liczba ¢ jest liczba wymierna,.

1 1 T 6 A | 5
Ni=Fa-vwmar YiTratas 99T na TR
Podaj wszystkie liczby catkowite x spelniajace warunek:

a) |z| <4, b) 0 < |z| < 3, c) 2< |z| € 4.
D& o= —2% oblicz warto$¢ wyrazenia:
al |l —8|— 3, b) |1 —|z|| + 3, ) |lz| — 6| — |l

Zestawy powtdrzeniowe
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@ Sposdb na zadanie

@ Przyktad 1

I 58

Uzasadnij, sc reszta z dgiclenia prues 3 sumy kwadratéw trzech kolejnych liczb
naturalnych jest rowna 2.
Rozpatrzmy trzy kolejne liczby naturalne: n, n+ 1, n+ 2, gdzie n € N. Suma
kwadratéw tych liczb:
S=n+n+17+(n+2)°=

= +n®+2n+14+n+4n+4=

=3n*+6n+5=3n*+2n-+1)+2
Poniewaz n”® + 2n + 1 jest liczba naturalna, reszta z dzielenia S przez 3 jest
rowna 2.
« Zauwaz, ze w celu wykazania, ze reszta z dzielenia liczby S przez 3 jest
rowna 2, liczbe te przedstawilismy w postaci 3k + 2, gdzie & € N.
« Konieczne jest rozumowanie dotyczace dowolnych kolejnych trzech liczb na-
turalnych. Sprawdzenic dla konkretnych liczb, np.:
o 127+224+32=1444+9=14=3-4+2
o 112 + 122 4 13% = 121 + 144 + 169 = 434 = 3. 144 4 2

nie jest wystarczajacym uzasadnieniemn.

Przyktad 2
Uzasadnij, zc reszta z dziclenia przez 4 sumy kwadratéw trzech kolejnych liczb
nieparzystych jest réwna 3.
Trzy kolejne liczby nieparzyste movna zapisaé¢ w postaci 2n+1, 2n+3, 2n+ 95,
gdzic n € Z. Rozpatrywana sumg oznaczamy przez S.
S=02n+1)+2n+3)>+(2n+35)*=

=@An*+4n+ 1)+ 4n*> + 120+ 9) + (4n® + 20n + 25) =

= 12n% + 36n + 35 = 41(3",0..2 +9n+8)+3
Poniewaz 3n° + 9n + 8 jest liczbg calkowita, reszta z dzielenia S przez 4 jest
rowna 3.
« Zauwaz, ze w celu wykazania, 7e reszta 7z dzielenia liczby S przez 4 jest
réwna 3, liczbe S przedstawilismy w postaci 4k + 3, gdzie k € Z.
» Konieczne jest rozumowanie dotyczace dowolnych kolejnych trzech liczb
nieparzystych. Podobnie jak w przvkiadzie 1 sprawdzenie dla konkretnych
liczb, np.:

12+32452=14+9+25=35=4-8+3
(=72 4+ (=52 + (—-3)2=49+25+9=83=4-20+3

nie jest wystarczajacyim uzasadnieniem.

QY

2. Jezyk matematyki



Zadania testowe @

Rozwiaz zadania 1 zapisz odpowiedzl w zeszycie. W kazdym zadaniu tylko
jedna odpowied? jest prawidiowa.

1. A jest zbiorem kwadratow liczb naturalnych, a B — gzbiorem ich szedciandw.
e liczb mnicjszych od 200 nalezy do zbioru B\ A?
A5 B. 4 C. 3 D. 0

2. Liczba |v/3 — 4| nalezy do przedziatu:
A, (—o0;0), B: {0:2:3); C. (231 4) D. {4:006).

3. A= (-2v3:2v3)NZ jest zbiorem:

A. siedmioelementowym, C. cateroelementowym,
B. szcscioclementowym, D. pustym.

4. Zbiér R\ (—1;1) mozna zapisa¢ w postaci:
A. (—oo;=1) U (—=1;1) U (1;00), C. (—oc; —1) U (1; 0c),
B. (—oc; —1) U (1;00), D. {-1,1}.

3. Zbiorem rozwigzan nierownoscl 3 + 2 < ¢ jest przedzial:

A. (—oc; 12), B. (—o0;—12), C. (—-12;x), 13 (128561

6. Zbior wszystkich liczb spetniajacych jednoczesnie nieréwnosci 1 — o > 2
i2z+4 > —6 mozna zapisaé¢ w postaci przedziatu:
A. (—35;-1), B. (—5;-1), C. {(—5;—-1), D. (—o0;—5).

7. Dla dowolnych liczb a i b zachodzi réwnosé:

A. (a —2b)? = a® — 412, C. (a—2b)? = a*® — 2ab + 41°,
B. (a — 2b0)? = a* + 4b%, D. (@ — 2b)? = a® — dab + 4b°.
8. Dla dowolnej liczby 2 wyrazenie %2 — %:1: + 1 jest réwne:
A (=2 410, B. [—2—1)7 C. (—2—38), D. (3z—1)2
9. Ulamck - L = jost rowny:
1—+2 5
A 1+V3, B. —-1-+3,  C. 12 D, L3,
- ' 3-2/2
10. Nicch a = \/ A4 34/3 \/ 4 — 2¢/3. Wowezas a jest réwne:
A. 2. B. 4+ 23, C. 4 —2/3, D. v/10.

Przed maturg
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@ Przed obowiazkowa matura z matematyki

B Zadania krétkiej odpowiedzi

Zadanie 1 (2 pkt)

Oblicz warto$é wyrazenia (z — 4y)? — (dy +x)> dlaz =114

1Y =5
Zadanie 2 (2 pkt)
Zapisz w postaci przedziatu zbidr rozwiazan nierdéwnoscl:
(3 — 22)° € (21 — V3)(V3 + 22)
(0] Zadanie 3 (2 pkt)

Uzasadnij, ze réznica kwadratéw dwadch kolejnych liczb nieparzystych jest po-
dzielna przez 8.

[D] Zadanie 4 (2 pkt)

Uzasadnij, ze dla dowolnych liczb a, b spelniona jest nieréwnosé a? > b(2a—0b).

Zadanie 5 (2 pkt)

Ile liczb catowitych x spelnia warunck ﬁ < x| < 97

B Zadania rozszerzonej odpowiedzi

Zadanie 6 (4 pkt)

'y .
Oblicz wartosé wyrazenia ‘/f J_r ;’ b \/_G' _b 7 dla e=3++/21h=8—-+2

[D] Zadanie 7 (3 pkt)
7

Uzasadnij, ze kazda liczba z przedziatu (55 oo) speia nierdwnosé:

\/i’l,‘ + 2 < 2z

Zadanie 8 (4 pkt)
Zaznacz na osi liczhowe] zbidr liczb spetniajacych jednoczednie obie nierdw-
nosci.

l;r E ;‘—11“
2x—17 =22 —-3)2x+3)+2

Zadanie 9 (5 pkt)
ITle jest liczb catkowitych spelniajacych jednoczesnie obie nieréwnosci?

{ﬁ:{' (%—%:{) 2:1:—%

(2—2)* < (z+1)?

[D] Zadanie 10 (4 pkt)
Uzasadnij, ze reszta z dzielenia przez 8 sumy kwadratéw czterech kolejnych
liczb nieparzystych jest réwna 4.
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Samolot lecacy pod wiatr przebywa tra
trase z wiatrem pokonuje w 2 h. Jaka jest predkosé samolotu, a jaka wiatru
(przyjmujeny, ze predkosci te sa stale)?
Jesli oznaczymy przez x predkos$d samolotu, a przez y predkosé wiatru, to do

opisu sytuacji potrzebujemy dwdéch réwnan z niewiadomymi x i y. Poszuki-

wanym rozwigzaniem sa wielkosci spelniajace jednoczesnie oba te réwnania:

x =550 km/h i y = 50 km/h.

Rozdziat ten poswiccony jest metodom rozwiazywania ukladow réwnan oraz




3.1. Co to jest uktad réwnan

Przyktad 1
Podaj trzy pary liczb x, y spelniajace réwnanie 2x 4 4y = 20.
Przyktadowe pary:

=) r = =2

Po wybraniu jako z dowolnej

liczby wyznaczamy i, rozwiazujac
1 1

i ={L5
y=>5 y==6 y=4,

=T

5 odpowiednie réwnanie.

Réwnanie 2z + 4y = 20 to przyklad réwnania z dwiema niewiadomymi. Réw-
nanie to jest spelnione przez nieskonczenie wiele par liczb.

Przyktad 2

Do skarbonki wrzucono 7 monet. Byly to monety dwu- 1 piecioztotowe. Ile
monet dwu-, a ile piecioztotowych wrzucono, jesli w skarbonce znajduje sie
26 #d7

Wprowadzmy oznaczenia niewiadomych: z  liczba monet dwuzlotowych,
y — liczba monet piccioztotowych.
Aby opisa¢ sytuacje z zadania, potrzebujemy dwoch réwnan: x» +y = 7 (do
skarbonki wrzucono 7 monet) i 2z 4 5y = 26 (w skarbonce znajduje sie 26 z1).
Rownania te musza by¢ spelnione jednoczesnie  zapisujemy to, taczac je
klamra:

& g T

2z + 5y = 26

Ustalmy najpicrw, ktére pary liczb spelniaja picrwsze rownanie. Liczby mo-
net x 1 y moga by¢ tylko liczbami dodatnimi naturalnymi, zatem réwnanie
x + y = 7 spelnia szesé par liczb:

=l r=2 B=03 % =4 E=5 z=0
# . VRS 3 . . ” . - -
Sposréd nich tylko para . spelnia drugie réwnanie 2x + Sy = 26.
:( i
. N . Jety=T :
Zatem jest ona rozwiazaniem uktadu réownan , czyli do skar-

2z -+ 0y = 26
bonki wrzucono 3 monety dwuztotowe i 4 monety pieciozlotowe.

Cwiczenie 1
Reszte 2 71 10 gr wydano w 9 monetach, wérod ktorych byly tylko 10- 1 50-
-groszowki. Ile byto 10-groszéwek?
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Ukladem dwo6ch rownan z dwiema niewiadomymi (lub krétko: uktadem réw-
nain) nazywamy dwa réwnania jednoczesnie rozpatrywane, opisujace zwiazek
migdzy tymi dwicma niewiadomymi. Rozwigzanie ukladu réwnan to para
liczh, ktéra spelnia jednoczednie oba réwnania.

Przyktad 3

. . ; ) ., JAx+3y =10
Sprawdz, ktéra para liczb spelnia ukiad réwnan

—x4 2y =14
= —2

=1 €

A. B.

y=2 y==0

A. Podstawiamy do réwnan uktadu z =11y = 2.
4.-143-2=44+6=10
—14+2-2=3+#14

Spelnione pierwsze rownanie.
Drugie réwnanie nic jest spetnione,
Zatem para x = 1, y = 2 nic spelnia podancgo uktadu réwnan.

B. Podstawiamy do réwnan uktadu 2 = —21iy = 6.

4-(-2)+3-6=-8+18=10
—(-2)+2-6=2+12=14

Spetnione pierwsze réwnanie.
Spetnione drugie réwnanie.
Zatem para x = —2, y = 6 spelnia podany uktad réwnan.
Cwiczenie 2

3x — 2y = —18

Sprawdz, ktéra para liczb spelnia uklad réwnan 1 )
—s4dy =T

% x = —0 B £ = —=DH C L= —3 D r=—4
ly=0 Cy=-15 “ly=15 " | gt
Zadania
, ) B =2 ] ) ,
1. Sprawdz, czy para liczb ] spetnia podany uktad rownan.
g
g | B Byl , [2mtiy=3 ) Lae—su=2
) C i e . g
Te—y=17 —x—y = C;’l—l-%—l:%
y | a8~ =T gy 20+ =2 | Tty =0
4o +y =11 %;j—%:ﬁzl UglJFyE]__%

3.1. Co to jest uktad réwnar
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2. Sprawd?. ktéra z podanych par liczb spelnia uklad réwnan.

3E + 2= —¥
—fr—gy = 1l
xr=—2 r=—4 = —06 r= -8
A. B. C. D.
y=-—1 y =2 y=29 y=38

3. Podaj wszystkie pary liczb naturalnych dodatnich spetlniajace réwnanie.

a) 3z +2y =17 b) 3z +4y = 17 ¢) 2z +4y =17

4. Do danego rownania dopisz takie drugie, aby utworzony uktad réwnan byt
spetniony przez podana pare liczb.

k=g r=1

a) dx + 3y = 14, ¢) 4o — 9y = —1, .

y==2 y=3
. i r=—9 = —%
b) 3z — Ty = 6, d) 12z + 5y = 10, :
y=-3 =5

5. Zapisz podanc informacje w postaci uktadu réwnan.
a) Liczba x jest o 8 wicksza od licgby y. Liczba y jest pigciokrotnic mnicj-
sza od liczby z.
b) Suma liczby « i podwojonej liczby y wynosi 10. Polowa liczby z jest
réowna .

6. Zapisz podanc informacje w postaci uktadu réwnan.
a) Liczba a stanowi 40% liczby b. Gdy do 20% liczby a dodamy 60%
liczby b, to otrzymamy 4.
b} Liczba o 10% mnicjsza od liczby a jest o 10% wicksza od liczby b.
Rézmica liczby o 15% wiekszej od a i liczby o 15% mniejszej od b wynosi 1.

Powtorzenie

7. Podaj wszystkie pary liczb naturalnych spetniajacych réwnanie = + 3y = 9
oraz te, ktére speliaja réwnanie bz + 2y = 19. Czy istnieje para liczb
naturalnych spetniajaca oba réwnania?

8. Zapisz podane informacje w postaci uktadu réwnan.

a) Suma liczb 2 1 y jest réwna 5. Réznica tych liczb wynosi 2.
b} Suma liczb @ i b jest réwna 14. Gdy do 120% liczby ¢ dodamy 70%
liczby b, to otrzymamy sume a 1 b.
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3.2. Rozwigzywanie uktadow rownan
metoda podstawiania

Jedna 7 metod rozwiazywania ukladéw réwnan jest metoda podstawiania.

Przyktad 1
. . BBy =29 -
Rozwiaz ukltad rownan _ mctodg podstawiania.
dx+ 5y =3
Wybieramy jedno z réwnan i wyznaczany z niego jedna z niewiadoniych. To,
ktéra nicwiadoma wyznaczymy, nic ma wplywu na ostatcczne rozwiazanic
uktadu réwnan.

r=3y+95

Wryznaczamy niewiadoma x z pierwszego réwnania.
4r +5y =3 Drugie rownanie przepisujemy bez zmian.

W migjsce & w drugim réwnaniu podstawiamy wyrazenie 3y + 5, dzicki czemu
otrzymujemy rownanie z jedna niewiadorng.

x=3y—+5 Pierwsze rdownanie przepisujeiny bez ziian.,

) - Podstawiamy wyrazenie 3y + 5
43y +5)+ 5y =3 s - i ;
: w misjsce x w drugim réwnaniu.

B=3Y +5

12y + 204+ 5y =3 Rozwigzujemy drugie rownanie
z niewiadoma y.

B=.9% b
TPa = —17 4 : 17

r=3y+95
==l

Podstawiamy wyznaczona wartodé y
do picrwszego rownaiia

z=3-(-1)+5

y=—1 i obliczamy niewiadoma a.

C Otrzyvmana para liczb jest jedynym
y=—1 rozwigzaniem ukladu réwnan.

—— —— —— —— —— ——

Aby przekonadé sie, czy nie popelnilismy bledu, mozemy sprawdzié¢ otrzymane
rozwiazanie, podstawiajac je do ukitadu réwnan:

2_3. (_1) =243 =5 Spelnione pierwsze rownanie.

s Pl (_1) =8 —5=23 Spehione drugie réwnanie.

Zatem otrzymana para liczh jest rozwigzaniem tego ukladu réownan.

3.2. Rozwiazywanie ukiaddw rédwnar metoda podstawiania
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W wyniku przeksztalcenn réwnan ukladu w kolejne réwnowazne rownania
otrzymujemy réwnowazne uklady réwnan, czyli takic, ktére maja to samo
rozwiazanie (sa spelnione przez te sama pare liczb).

Cwiczenie 1

Rozwiaz uklad réwnan metods podstawiania. Sprawdz otrzymane rozwigza-

nie.

x4+ 245 =12 =3 =3 arA-8u=12
a) c) e)

= ap= Y ai— Dy =s ] Za—y =T

— o = —20 204y =20 —ip+2p=13
b) i d) ! £) Y

2p—y=1 2= Qyp =—=d g L1
Przyktad 2

. [z ry=6-2 -
Rozwiaz uklad réwnan metoda podstawiania.
20— =24y
Zaczynamy od doprowadzenia obu rownan do prostszej postaci — takiej, w kté-
re] niewiadome znajduja sie po jednej stronie rownan.

4o + 3y =6
y—

Wybicrajac réwnanic, z kidrego wyznaczymy nicwiadoma,
= kierujemy sie przede wszystkim tatwoscia obliczen.

443y =06

Wyznaczamy niewiadoms y
y=x4+2 z drugiego réwnania.

dr +3(x+2)=6 _
Podstawiamy wyrazenie & + 2
y=a+2 w miejsce y w pierwszym réwnaniu.

de4+3x+6=06 Rozwigzujeny pilerwsze rownanie z niewiadoma x.
y=x+2

te=0/:7

[

x =10

Wyznaczona wartoéé nicwiadome] x
y=0+4+2 podstawiamy do drugicgo réwnania.

& =)
y=2

p—m ey N N N— T N—  ——

Para liczb x = 0, y = 2 jest rozwiazaniem podanego ukladu réwnain.
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Cwiczenie 2
Rozwiaz uklad réwnan metoda podstawiania.

x4y =2 —4y b Jr=x—y—+3 ) 20 +2)=y—2
; e

a
r+y=7—y B =4— 20 —y=x+y—15
Przyktad 3
y+d @l .1
Rozwigz uktad réwnan 6 3 metoda podstawiania.
2844 =1

Zaczynamy od doprowadzenia pierwszego réwnania do prostszej postaci, a na-
stepnie rozwigzujemy uklad rownan metoda podstawiania.

%z%—l/-ﬁ y=2x—7
2e+y=1 2o+ 22— =l
y+3=2x+1)—6 y=2x—17
2z +y =1 de =8 /14
y+3=2cx+2-06 =28 —7
20+y=1 i,
y=2x—7 = —3
20 +y=1 =g

Zatem rozwiazaniem ukladu jest para liczb: x = 2, y = —3.

Cwiczenie 3
Rozwiaz uktad réwnan metoda podstawiania.

x4+ _ F 2m—1 — 3n+1, 1 z=1 —9 y+1
SRS SR IV SR S
Y =4 z=2(x+y+1) r+y+4=0

Nie kazdy uklad réwnaii ma rozwigzanie. Na przyktad uklad réwnan:
P =T
r+y=2=8
nic jest spelniony przez zadng parg liczb. (Jesli suma dwdéch liezb jest rowna 7,
to nie moze by¢ jednocze$nie réwna 8). Zauwazmy, ze réwniez uklad réwnaf:
E—y=2
2 — =T

nie ma rozwiazania (dlaczego?).
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Przyktad 4

g )T —2y=3 -
Rozwiaz uklad réwnan ‘ metoda podstawiania.
—2x+4y =7

r=3+2y Wyznaczamy niewiadoma z z pierwszego réwnania.
Lo = . . . . & s
Podstawiamy wyrazenie 3 + 2y w miejsce @

—2(3 + Qy) +4y =7 w drugim réwnaniu.

r=3+2y
—6—4y+4dy=7

=3+ 2y

Drugic rownanic jest sprzcczne — nie jest
W= 13 spelnione przez zadna wartosé niewiadomej y.

Zatem zadna para liczb nie spelnia danego ukladu réwnan.

Uklad réwnan moze mieé nieskonczenie wiele rozwiazan. Np. uklad réwnan:
T+y =2
20 +2y =4

spelnia kazda para licsb @, y, ktérych suma jest réwna 2.

Przyktad 5
. ) , | 62 —2y =12 o
Rozwiaz uktad réwnan metoda podstawiania.
—Jry =—5H
s —y=2=6 Doprowadzamy pierwsze réwnanie do prostszej postaci.
. . Wyznaczamy niewiadoma y z drugiego réwnania.
=388 —6
31 — ( 3r — 6) =6 Podstawiamy wyrazenie 3z — 6 w miejsce ¥
W pilerwszym rownaniu.
f=3F —5

o —= dr--h =8
y=3z—6 Réwnanic Oz = 0 (mozemy je rdwnicz zapisaé 0 = 0)
' jest zawsze spelnione, niezaleznie od tego, jaka wartosc
Oz = 0 wslawimy w micjsce niewiadomej .

Zalem o liczbie rozwiazan uktadu decyduje tylko

= dr —6 drugie réwnanie, w ktérym wystepuja obie niewiadome.

Réwnanie y = 3x — 6 jest spetnione przez nieskotficzenie wiele par liczb, co
oznacza, ze uklad réwnan jest spelniony przez nieskoinczenie wiele par liczb,
=0 # =1 g2 r=10.5

np. spelniaja go pary liczb: : ; i
y=—06 y=—3 y =0 y = —4.5
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Uklad réwnan z dwiema niewiadomymi x 1 y:

a1 +biy=c¢ gdzica; £0lub b #£0
asx + boy = o gdzie as #£ 0 lub by #0

nazywammy ukladem réwnan liniowych.

Definicja

Uktad rownan liniowych, ktérego rozwiazaniem jest jedna para liczb, na-
zywamny ukladem oznaczonym.

Uktad réwnan liniowych, ktory ma nieskonczenie wiele rozwiazan, nazy-
wamy ukladem nieoznaczonym.

Uktad réwnan liniowyceh, ktory nie ma ani jednego rozwiazania, nazywanny

ukladem sprzecznym.

Cwiczenie 4
Sprawdz, czy uktad réwnaf jest oznaczony, nieoznaczony, Czy sprzecziy.

20 +4y = 24 b) T+ =8 ) E+84=T
a ) ¢

e By 12 z—3y=—3 2x 4+ 6y =4
Zadania

1. Rozwiaz uklad réwnan metoda podstawiania.

{:J:+6—3:r:-|—y {—2:{:_33;—2 {:f'—3y—1—:fr—y
a) c e

d=x—-2y+5 y— b= —06 . 2g~+0,1y = —0,1

3 —2y=1 2¢ — 3y =07 0dx — 0,3y = —2
b / d) R I R

20 4+y=0 r+4y =153 1.6x + 1.5y = 46

2. Rozwiaz uklad réwnan metoda podstawiania.

) z—y) —4(x—y)=-5 ) 3—2(y—4x)=4(1-2)-19
a ¢
6—x=2(x—3y) —18 —3(2x —y+1) = -2y + 26

b) 6r — 2y —3x)=Ty—9 ) 4(3z—0,5) — 5(y+0,5) =9
) o
—3x+8=—-2(x—2y—9) —2x — 5y —2,53) = -9y + 5,5

) z—2(3—2(z—y)) =23 f) A — 1) -2y —05)=7
¢
6+5(1—-3y—x))=20x+1 3(x—2)+5(y—1,5)=13,5

3.2. Rozwiazywanie ukiaddw rdwnar metoda podstawiania 109 I



3. Czy rozwigzaniem ukladu réwnan jest para liczb catkowitych?

_ 2 2 1 1 3
a) 9 N 5wy i
—3x—y=>5 P
2z 6 3 % -1 y 1
r + 6 = !5 Ty —I_ J- — ]-
by{ 5 Y RS
z—6y—1=2y A==
4, Sprawdz, ile rogwiazan ma podany uklad rownan.
) 2Hoe—B3y+ 3z —2y) =1 z—Ty—1)=-2(2+2x)
a _ ¢
drx—2y=4(y+1) —2(1-2z—y)=1—z—dy

b) 2 —2y)—2(y —x+1.5)=05 ) 31—2)—5(2—-y)=5
Q%JT — 0.3y =0 02(2—-3z)+y=08

5. Rozwigz uklad réownan.
) (2+22+2y=24+15+ (z—2)(z+2)
B - 2 :
t+(y—1)7=1-(V3-y)(y+V3)

(1 —20) — y(l =) = (y— vV22)(y +v2z) + 3
2z — (2y — 2)*+ 165 = (29 +3)(3 — 2y)

6. Sprawdz, czy uktad réwnan jest oznaczony, nicoznaczony, czy Sprzecziy.

2) 2e+3y =T b) dp—y=72 0 y—r=28
204+ 3(y—2) =1 sy=2(x—1) T le+4=20w-2)

7. Dane jest réwnanic 3z — 4y = 2. Dopisz do nicgo drugic réwnanice, tak by
otrzymany uktad réwnan byt:

a) SPrzeczny, b) nicoznaczony, ¢) 0ZNACZONY.

Powtorzenie

8. Rozwiaz uklad réownan metoda podstawiania.
g EEtd sl g pepl=l o BHO 4y 383
20— 6x+7=0 3—3”?—;2"&:5—#2;9

r4+y=1—2x

9. Sprawdz, czy uklad réwnan jest oznaczony, nieoznaczony, czy sprzeczny.

) 3r—2y=25 b) 7,00 — 0y =6 ’ 2z + 3y = —%
—2z 4 4y = -3 2y—3x=-24  |4z—4iy=6
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3.3. Rozwigzywanie uktadéw réwnan
metoda przeciwnych wspotczynnikow

Inna metody rozwiazywania ukladéw réwnan jest metoda przeciwnych wspél-

czynnikow.
Przyktad 1
- ., Jrt+3y=—4 . : :
Rozwigz uklad réwnan metoda przeciwnych wspdlezynni-
—gt Gi= 18

kéw. Sprawd? otrzymane rozwiazanie.

Zauwarmy, 7e wspoiczynniki przy niewiadomej x sa liczbami przeciwnymi
(11 —1). Aby zredukowaé taka niewiadoma, wystarczy dodad oba réwnania
stronami — otrzymamy réwnanie z jedna niewiadoma y.
x4+ 3y =—4
4 | - 0p= 13

r—w4t 3yt by=—4+413 Dodajemy rownania stronami.
9y = 9 Nicwiadoma x zostata zredukowana.

=1
Wyznaczona wartos¢ niewiadomej y podstawiamy do jednego z réwnan wyj-
Sciowego uktadu, na przyklad do rownania @ + 3y = —4. Otrzymujemy:
y=1 Podstawiamy liczbe 1 w miejsce y w réwnaniu
r+3-1=-—4 x + 3y = —4 i obliczamy niewiadoma z.
Stad otrzyrmujemy jako rozwigzanie uktadu réwnan pare liczb:
Fi==T
gy,
Sprawdzenie
—74+3-1=-7+3=—-4 Spelnione pierwsze réwnanie.
—(=7)+6-1=74+6=13 Spetnione drugic réwnanic.
Cwiczenie 1
Rozwiaz ukltad réwnan metoda przeciwnych wspotezynnikow.
dx+y=2>5 2248y = 9 sa— 3y =1

a b C _
2p—gpe=—2 —2a4+y=-1 —dr+y=9

3.3. Rozwigzywanie uktadow rdwnar metoda przeciwnych wspatczynnikow
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Czasami zanim dodamy réwnania stronami, musimy najpierw pomnozy¢ obie
strony jednego réwnania (lub obu réwnan) przez taka liczbe (lub liczby), aby
wspolezynniki przy jednej z niewiadomych w obu réwnaniach byly liczbami
przeciwnynii.

Przyktad 2
o L o tdy =6 , ) e
Rozwigz uktad réwnan metodg przeciwnych wspolezynnikow.

28 =4

Wspéltczynniki przy zadnej z niewiadomych nie sa liczbami przeciwnymi. Prze-
ksztalcimy zatem jedno z réwnan tak, by otrzymaé przeciwne wspdtezynniki
przy niewiadomej .

b+ 4y =06

22+ y=23 / ’ (_4) Mnozymy obic strony drugicgo réwnania przez —4,
o s ; ; : s :
dr +4y =6 Dodajemy réwnania stronami i wykonujemy
- redukeje wyrazéw podobnych.
+ | 8z —4y=—12 IS WyTazow § 3
S —8r=6—12 Niewiadoma y zostala zredukowana.

Rozwiazujemy réwnanie z niewiadoma x:
—dig =—b, stad @ =2.

Wyznaczona wartosé nicwiadomej o podstawiamy do réwnania 2x 4+ y = 3.

& =i
2:2FH=3 Podstawiamy liczbe 2 w micjsce @ w réwnaniu 2z + y = 3.
g =2
.y — _1
Otrzymana para liczh # = 2, y = —1 jest rozwiazanicm podancgo uktadu.

Cwiczenie 2

Rozwigz uklad réwnan metody przeciwnych wspotezynnikow.

) £—2y=3 ) dr —Ty=3 ) 10z + 21y = -9
a C e
3 +-Hy = —2 3+ 14y =5 —br—Ty=2=8
3z +y=-13 by — 29— 16 2z 43y =—35
b) : dy 4 £) # '
| 26+ 3y =—-4 Jai b= —0 3 —2y=4.5
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Przyktad 3
- ;) 2x+dy=2 ; , y
Rozwiaz uklad réwnan metoda przeciwnych wspotesynnikéw.
=8 o
b+ Ty =4
Rozwigzanie uktadu réwnah rozpoczynamy od pomnozenia kazdego z réw-
nan przez takie liczby, aby przy jednej z niewiadomych otrzymaé przeciwne

wspOtegynniki.

[y
2 4+3y =2 / g Muozyuy obie strony pierwszego rownania przez b,

Sr 4Ty =4 / . (_2) a drugiego przez —2.

10x + 16y = 10
10 — 14y ——8

Dodajemy réwnania stronaini,
=32 Niewiadoma x zostata zredukowana.

y=2
20 4+ 3y = 2

Otrzymujemy howy, rownowasny uktad réwnan.

y=2
20+3-2=2 Podstawiamy liczbe 2 w miegjsce ¢y w drugim réwnaniu.

Zatem rogwiazanicm ukladu réwnan jest para licsb: ¢ = -2, y = 2.

Cwiczenie 3

Rozwigz ukiad réwnan metoda przeciwnych wspotezynnikow.
Jo—2y = 10 A= Ty= T b+ 2g=13
2oy = —2 Sr+6y=3 J dr— T—2

Cwiczenie 4

Podaj liczby, przez ktére mozna pomnozy¢ obic strony réwnan uktadu, aby

moc skorzystac 7z metody przeciwnych wspotezynnikdw. Nie rozwiazu] ukiadu.
- g Lo e

e —Ty=2 v | gt LTy =4

a b ;
) —dx+4y =8 ) %;1:—133;:5 3r—>5y=9

%:1: —b6y=1

3.3. Rozwigzywanie uktadow rdwnar metoda przeciwnych wspatczynnikow
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Przyktad 4
. ) | Bz—y)+5=202x+y)
Rozwiaz uklad réwnan
20x—-1)=y+1
Rozpoczynamy od doprowadzenia réwnan ukladu do najprostszc] postaci.
b — By =4z +2y Redukujemy wyrazy podobne. Niewiadome

sapisujemy po lewej stronie kazdego réwnania.

Zi—2=p+1

£ — 1Y =D
20—y =3
Otrzymany uktad réwnan mozemy rozwiazaé jedna 7z dwdch metod.
Metoda Metoda przeciwnych
podstawiania wspolczynnikow
r=-5+Ty B Thp=B f -(—2)
2(-5+Ty)—y=3 20 —y=3
r=—5+Ty —2¢ + 14y = 10
10414y —y =3 & 20 —y=23
r=—-50+Ty 13y =13 /: 13
135=13 7 +18 y=1
z=—5+Ty y=
=l 28— =4
r=—0+7 Y=
r=2 y=1
y=1 % =2

Rozwigzanie ukladu réwnan nie zalezy od:

» wyboru metody rozwiazywania,

» kolejnosci réwnan w uktadzie mozna ja zmieni¢ na kazdym etapie rozwia-
Zywania.

W przypadku metody podstawiania rozwiazanie ukladu réwnan nie zalezy od
wyboru wyznaczonej niewiadomej 1 tego, z ktorego rownania jo wyznaczamy.
W przypadku metody przeciwnych wspotezynnikéw rozwiazanie uktadu réw-
nan nie zalezy od wyboru niewiadomej, ktora redukujemy.
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Rozpatrywane poprzednio uklady réwnan byly ukladami oznaczonymi. Poka-
zemy, jak wyglada rozwigzywanie metodg przeciwnych wspolezyvnnikéw ukta-
du sprzecznego oraz nieoznaczonego.

Przyktad 5

o ) | 3x—2y =4
Rozwiaz uktad réwnan

2
—z+zy=1
8¢ — 2y=d
=g %y =1 / -3 Mnozymy obie strony drugiego réwnania przez 3.

Jr—2y=4
+ | 3r+2y=3

Dodajemy rownania stronami. Obie niewiadome zostaly
Or +0y=7 zredukowane. Otrzymalismy réwnanie sprzeczne.

Réwnania Ox + Oy = 7 (movna je zapisa¢ w postaci 0 = 7) nie spelnia zadna
para liczb x 1 y, zatem ukltad réwnan jest sprzeczny.

Przyktad 6

s Pocs ;
w -+ 2y =—4
Rozwiaz uktad réwnan :

3%:1: — %y =3

o B < ; 5 3 3 p - <
—oX + Y = —4 / '3 Mnozymy obie strony pierwszego réwnania przez 3,
it i : a drugiego przez 4,
33z —Jy=3/ 4 S

—152 + 2y = —12
-+ 152 — 2y = 12

Dodajemy rownania sironami., Obie niewiadome zostaty
U Dy =0 zredukowane, Otrzymalismy réwnanie tozsamosciowe,

Réwnanic 0z + 0y = 0 (mozna je zapisaé w postaci 0 = 0) spelnia dowolna
para liczb x 1 y. WyjsSciowy uklad réwnan jest rownowaziy nieoznaczonermu
uktadowi réwnan:

Or+0y=20
lap— Sne—= 12

Uklad ten jest spelniony przez nicskoniczenic wicle par liczb, ktore spetniaja
drugie rownanie. Jego rozwiazanie mozna zapisa¢ w postaci:

z€e€R

|5
'y:%.’f:—G
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Cwiczenie 5
Sprawdz, czy uktad réwnan jest nicoznaczony, czy sprzeczny.

b — 2y =4 1w —2y =6 —24p 4 3y=14
a) ' b) 4 ¢) ) 3 ) ¥

—+04y=1 I—l sy=4 & — 23y =5
Zadania

1. Rozwigz uklad réwnan metoda przeciwnych wspolezynnikéw.

) F == 2 ) —22 +31 =56 ) 2+ By =18
a ¢ e _
20 +y =13 6 — 8y =3 22z + 3y} = 30
3z —dy =16 3z — oy = 3,5 20z ygy= 2 —3
b) T W=35 gy Aty g
T2y =1 =4 424 =—T r+2u=0

2. Rozwiaz uklad réwnan.

i, 1. 1.
a,) {233+4y—4l'1
o 1 B ‘
—r+zy=3y+3

0,2(z 4+ 2y) — 0,3(2x — y) = 3.5
2x+y)—(x—2)=2y+2
0,01(4x — y) = 0,01y + 0,02
0,6(y — ) =0,1(y + 22 +1)

3. Rozwiaz uktad réwnan.

,L){5(:y+2)+r3:f+y { 2 +1)=3(y—1)+13

5 2.5 4 e 3
o el g =7 byl

ety _ Sy—=x  Ty—3z

2 3 5

Sz +1) =3(y—1)

T—i-y Y
—7’

(z+D)(xz+1)—y=2(x+1)

1
2y—2=1— 3z

Powtorzenie

4. Rozwigz ukitad réwnan metods przeciwnych wspotezynnikéw.

g—y=4z—3y+5 0,01z — 0,01(y — 1) = —0,06
a &
¥+l =340y — 2 0,03z — 0,02(y — 2) = —0,12

U:l'u—ﬁa:wL? 2r — 3y =4 — 3y
b) d) !
o= (g (o~ 24)) =4 — 3y =20 =2y +2
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3.4. Uktady réwnan —
zadania tekstowe (1)

Przyktad 1

Dwic cigzaréwki przewozace piasck wykonaly tacznic 13 kurséw. Jedna z nich
przewozita za kazdym razem 15 ton, a druga — 8 ton piasku. Ile kurséw wy-
konata kazda z cigzaréwek, jesli tacznie przewiozly one 132 tony piasku? Utdz
i rozwigz odpowicdni uklad réwnan.

Wprowadzmy oznaczenia niewiadomych:

x liczba kurséw wykonanych przez pierwsza ciezaréwke,

y — liczba kurséw wykonanych przez druga ciezardowke.

Zapisujemy uklad réwnan odpowiadajacy tresci zadania.
ey =43 bLaczna liczba kurséw dwéch ciezardwek.
15z 8y = 132 Faczna masa przewiezionego piasku.
xr+y=13 /- (=8)

152 4+ 8y = 132 przeciwnych wspdtezynnikdw.

Uklad réwnan rozwiazujemy metoda

—8r — 8y = —104
+ | 15z 4 8y = 132

T — 28
Stad otrzymujemy rozwigzanie ukladu réwnan x =41y = 9.
Pierwsza ciczarowka wykonata 4 kursy, a druga 9.
Cwiczenie 1
Dwie cigzarowki, jedna o tadownosci 6 ton, a druga — 10 ton, przewiozly
lacznic 460 ton piasku podczas 50 kurséw (za kazdym razem byty maksymalnic
obciazone). Ile kurséw wykonala jedna, a ile — druga cigzaréwka?
Cwiczenie 2
a) Sliwki na targowisku kosztowaly 6,50 z1/kg, a wignie — 8,50 z1/kg. Gospo-
dyni kupita tacznie 4 kg tych owocdw 1 zaplacita za nie 31 zt. Tle kupita Sliwek,
a ile wisni?
b) Warzywa znajdujace sie na stoisku kosztuja: marchew — 4 z1/kg, buraki —
6 71 /kg. rzepa 7,50 71/kg. Kierownik stoléwki kupitl 8 kg tych warzyw, w tym
2 kg rzepy. Za wszystko zaplacit 49 zt. Ile kupit marchwi, a ile burakéw?
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Przyktad 2

Piotr i Dorota maja razem 30 lat. Dorota jest o cstery lata mtodsza od Piotra.
Oblicz wiek Doroty 1 wiek Piotra.

Oznaczamy niewiadome:

d — wiek Doroty w latach, p — wiek Piotra w latach.

Zapisujemy warunki zadania w postaci uktadu réwnan:

d—+p=30
d=p—4
Po rozwigzaniu tego ukladu réwnain otrzymujemy (sprawdz):
g =17
d =13

Dorota ma 13 lat, a Piotr — 17 lat.

Cwiczenie 3
Tomck jest o cstery lata starszy od swojej siostry. Za dwa lata beda micli
w sumie 30 lat. Ile lat ma obecnie kazde 7z nich?

Przyktad 3

Szesé lat temu mama Basi byta trzy ragy starsza od swojej cérki, a za cztery
lata bedzie od niej dwa razy starsza. Ile lat ma obecnie Basia, a ile jej mama?
Oznaczamy niewiadome:

b — wiek Basi w latach, m — wiek mamy Basi w latach.

Informacje z zadania wygodnie jest przedstawi¢ w formie tabeli.

Szescé lat temu Obecnie Za cztery lata
Wiek Basi b—6 b b+4
Wiek mamy Basi m—6 m m+4

Zapisujemy uktad rownan, w ktorym pierwsze réwnanie opisuje sytuacje
sprzed szedciu lat, a drugie sytuacje, ktora nastapi za cztery lata.

m — 6 = 3(b— 6)
m+4=2(b+4)
Po rozwiazaniu tego ukladu réwnan otrzymujemy (sprawdz):
b= 1D
m = 36

Basia ma obecnie 16 lat, a jej mama — 36 lat.
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Cwiczenie 4

a) Pigé lat temu Daria miata dwa razy mnicj lat niz Maria. Daria jest mlodsza
od Marii o 5 lat. Ile lat ma obecnie Daria, a ile Maria?

b) Za trzy lata Olck bedzic o polowe starszy od Alka, a dziewigdé lat temu Olek
mial o dwa lata wiecej niz wynosil podwojony wiek Alka. Ile lat ma obecnie
Olek, a ile Alek?

Zadania

1. Dziewie¢ lat temu ojciec byl szes¢ razy starszy od syna. Za dziewieé lat
obaj beda micli razem 85 lat. Ile lat ma obecnic kazdy 2 nich?

2. Dwa lata temu Ania, jej siostra bliZniaczka i ich starszy brat mieli razem
45 lat. Za trzy lata suma wicku blizniaczck bedzic o 12 wigksza od wicku
ich brata. Ile lat ma obecnie kazde 7 nich?

3. Skarbnik klasowy zcbrat 30 monct o nominatach 2 zt oraz 5 zt. Wszystkic
monety wazyly lacznie 169.6 g. Ile monet 2-zlotowych, a ile 5-zlotowych
zcbrat skarbnik, jesli monceta 2-gtotowa wazy 5,21 g, a 5-zlotowa — 6,54 g7

4. Wydano 48 zlotych w 20 monetach: bylo wsréd nich 8 monet 2-zlotowych
oraz moncty 1- i 5-zlotowe. Ile bylo monet 1-, a ile 5-gtotowych?

5. Kwote 100 zlotych wydano w monctach 1-, 2-, i 5-zlotowych — lacznic
w 32 monetach, przy czym liczba monet 5-zltotowych byta o dwa wieksza od
podwojoncj liczby monet 1-ztotowych. Ile monet kazdego rodzaju wydano?

6. Jednego dolara rozmicniono na moncty 5-, 10-
1 25-centowe. Ile bylo monet 3-, a ile 10-cento-

1 dolar = 100 centéw

wych, jesli po rozmienieniu bylo tacznie 12 monet, w tym jedna moneta
25-centowa?

Moneta S-centowa Moneta 10-centowa Moneta 25-centowa

7. W skarbonce znajdowaly sic 4 dolary w monctach 5-, 10- 1 25-cento-
wych. Wszystkich monet byvlo 29, a 10-centéwek bylo trzy razy wiecej
niz 5-centéwek. Ile byto monet kazdego nominatu?

3.4. Uktady réwnan — zadania tekstowe (1)
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8. Dlugosé jednego boku prostokata jest o 3 em wieksza od podwojonej diu-
gosci drugicgo boku. Oblicz pole tego prostokata, jesli jego obwdd jest
rowny 36 cm.

9. Obwdd prostokata jest réwny 56 cm. Gdyby zwickszy¢ diugodé jednego
jego boku o 2 cm, a druglego o 6 cm, to proporcja miedzy dlugosciami
bokéw otrzymanego prostokata wynositaby 1:3. Oblicz dlugodci bokdw
wyjsciowego prostokata (rozpatrz dwa przypadki).

10. Obwdd trapezu réwnoramiennego jest rowny 40 cm. Jego ramie ma diugosé
rowna Srednicj arytmetyeznej dhugosci jego podstaw 1 jest o 6 em dluzsze
od jego krétszej podstawy. Oblicz diugosci bokdw tego trapezu.

11. W sobote wystawe fotografii odwicdzilty 72 osoby: 50 o0séb kupilo bilety
normalne, pozostali kupili bilety ulgowe. Dochdd 7ze sprzedazy biletéw
w tym dniu wynidst 654 z1. W nicdzicle wystawe obejrzato 112 osdb, w tym
42 osobhy, ktére kupily hilety ulgowe. Tego dnia dochdd ze sprzedazy bile-
téw wyniost 994 z1. Ile kosztowal bilet normalny, a ile ulgowy?

12. Réznica miedzy pewna liczba dwucytrowa a liczbg otrzymana w wyniku
przestawicnia cyfr tej liczby wynosi 36. Suma tych licgb wynosi 110. Jakic
to liczby?

13. Dana jest trzycyfrowa liczba A o cyfrze dziesiatek réwnej 5. Po usunieciu
tej eviry otrzymujemy dwucyfrowa liczbe B. Rdéznica liczb A 1 B wy-
nosi 320, a suma liczb A 1 B jest réwna 388. Jakie to liczby?

Powtorzenie

14. Na widowni teatru muzycznego znajduje sie 280 miejsc. Na spektakl sprze-
dano % wszystkich miejse. Cena biletu ulgowego wynosi 30 z1, a normalnego
35 zl. Ile sprzedano biletéw ulgowych, a ile normalnych, jesli przychéd ze

sprzedazy biletéw wynidst 7000 z17

15. Obwdd trapezu réwnoramiennego jest rowny 50 cm. Jego diuzsza podstawa
ma dhugosé 20 cm, a suma dhugoscel jego ramion jest o 2 em krétsza od
krétsze] podstawy. Oblicz dlugodé ramienia tego trapezu.

16. Ramiona trapezu maja dlugosci 25 cm i 65 cim, a jego obwdd jest réwny
205 ¢m. Suma ditugosci dwoéch diuzszych bokéw trapezu jest o 105 em
wicksza od sumy dlugosci jego dwdoch krotszych bokdéw. Oblicz diugosci
podstaw tego trapezu.
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3.5. Uktady rownan -
zadania tekstowe (2)

Uklady rownan sa czesto wykorzystywane przy rozwiazywaniu zadan doty-
czacych wiclkosel podanych procentowo oraz zadan dotyczacych predkosei.

Przyktad 1

Ile kilograméw solanki o stezeniu 6% na- Stezenie procentowe roztwo-

lezy zmicszad z solanka o stezeniu 2%, aby ru okresla, jaki procent masy

shozvmas T e solanlkt o shetenin 5959 catego roztworu stanowi ma-
. £33, =) - tapd ke » L |‘: LW -

sa rozpuszczonej substancii.

Oznaczamy nicwiadome: : . .
o o ) Roztwér soli nazywany jest
r masa w kg solanki 6-procentowe],
i solanka.

iy — magsa w kg solanki 2-procentowe].

Zapisujemy rownania opisujgce warunki zawarte w tresci zadania:

x+y = 100

0,06 -z + 0,02 -y = 0,05 - 100

Rozwiazujemy uklad réwnan: [ solanka 11 solanka SOlfmka _

pO Zmieszaniu
x4y = 100
0,062 + 0,02y =5 /- (—50) + e
x4y = 100 6% 2% 5%
= O
T 8% —¥ 200 xkg ykg 100 kg

—2z = —150 / : (—2)
xi=TH
Stad otrzymujemy rozwigzanie uktadu: @ =751 y = 25.
Aby otrzymaé 100 kg solanki 3-procentowej, nalezy zmieszaé 75 kg solanki

G-procentowe] 1 25 kg solanki 2-procentowe].

Cwiczenie 1

a) Ile kilograméw solanki o stezeniu 13% nalezy zmieszaé 7z solanka o steze-
niu 6%, aby otrzymac 35 ke solanki o stezeniu 9%?

b) Do 5-procentowego rostworu soli dosypano taka jej ilogé, ze otrzymano
95 gramdéw roztworu o stezeniu 6%. Ile soli dosypano?
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kodz ptynaca z pradem i pod prad

Gdy rozpatrujemy ruch lodzi na rzece, waznym pojeciem jest
predkos¢ wlasna todzi.

Predkos$¢ wiasna todzi to predkosé, jaka
osigga todz na stojacej wodzie.

droga
czas

predkosc =

Na predkosc, z jaka po rzece porusza sie t6dz, wptywa predkosc pradu rzeki.
Oznaczmy przez v predkosc wlasng fodzi, a przez v, predkosc pradu rzeki.

v v
- ——
Vp Vp
- <
k. : 2 g
Baay
;;Eg 3
s i Predkos¢ todzi poruszajacej sie Predko$c todzi ptynacej
‘ & z pragdem rzeki jest rowna v + v, pod prad jest rowna v —v,




Przyktad 2

bL6dZz motorowa plynaca z pradem rzeki przebyla trase pomigdzy przystaniami
odleglymi o 36 kilometréw w 2 godziny, droge powrotng zas w 3 godziny.
Oblicy predkosé wlasna todzi 1 predkosé pradu rzeki.

Oznaczamy przez v — predkosé wlasng todui, a przez v, — predkosé pradu rzeki.
Informacje podane w zadaniu mozemy przedstawié w tabeli.

Odleglosé Predkosé¢ (Czas
Plyniccic z pradem 36 km B - 2h
Plyniecie pod prad 36 km B~ 3h

Predkosé todzi plynacej 7 pradem jest rowna:

2l — 18 kin/h
AR

a predkosc¢ todzi plynacej pod prad:

36 kin __ /
=1 =12 km/h

Otrzymujemy uktad réwnan:

v+uv, =18
v—u, =12
20 =5{)
9= 15
=5
v+v, =18
=15
vy = 3

Predkosé wlasna lodzi byla réwna 15 ki /h, a predkosé pradu rzeki — 3 ki /h.

Cwiczenie 2

Ptynac w dél rzeki, 16dz pokonata 24 kilometry w 2 godziny. Oblicz jej pred-
kos¢ wlasna oraz predkosé pradu rzeki, jesli droga powrotna todzi trwala trzy-
krotnie diuzej.

Cwiczenie 3

Pierwszego dnia 16dz ptynaca 2 godziny z pradem rzeki, a nastepnie 3 godziny
pod prad, przebyta trase dtugodci 58 km. Drugiego dnia, ptynac 3 godziny
z pradem 1 4 godziny pod prad, przeplvneta trase dlugosci 82 km. Oblicz
predkosé wilasng todzi 1 predkosé pradu rzeki.

3.5. Uktady réwnan — zadania tekstowe (2)
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Zadania

1. W pewnym liceum uczy sie 500 oséb. Jezeli liczba dziewczat zmniejszylaby
si¢ 0 40%, a liczba chlopcdw zswickszylaby sic o 60%, to liczba 0séb uczgsz-
czajacych do te] szkoly by sie nie zmienita. e dziewczat, a ilu chtopcedw
uczy si¢ w tym liccum?

2. DPawel 1 Bartek pracowali w wakacje przy zbiorze owocow. Pawel zaro-
bit 110% tego co Bartek i jeszeze 280 zl, natomiast Bartek dostal 60%
tego co Pawel i jeszeze 240 zt. Ile zarobil kazdy 7 nich?

3. Kwote 10000 2zl podzielono na dwie cze-

$ci. Jedng z nich wptacono do banku A na Oznaczamy niewiadome:

lokate roczng oprocentowana 3% w skali x — kwota w zl wplacona
roku, druga do banku B na lokat¢ roczng do banku A,
oprocentowana 4% w skali roku. Po roku y  kwota w z! wplacona
z lokat otrzymano taczne 10340 zl. Jaka do banku B.

kwote wplacono do banku A, a jak
I st B Jas &+ = 10000

1,032 4+ 1,04y = 10340

do banku B7 Przeanalizuj przedstawiony
obok poczatek rozwiazania tego zadania
1 je dokoncez.

4. Kwote 20000 7zt zainwestowano w dwie rézne lokaty roczne oferowane przez
bank X i bank Y. Lokata w banku X oprocentowana byta 3,5% w skali
roku. Oprocentowanie lokaty w banku Y bylo o 1 punkt procentowy wyz-
sze. Po roku wyplacono z lokat 20840 zt. Jaka kwote zlozono na lokacie
w banku X, a jaka w banku Y7

Mosigdz to stop miedzi, w ktérym gléwnym dodatkiem
jest cynk. Z mosigdzu wykonuje sie na przyvkiad dzwony
okretowe.

5. Zawarto$¢ miedzi w dwoch réznveh stopach wynosi 40% 1 80%. Ile kaz-
dego z tych stopdéw nalezy uzyé, aby otrzymad 2 kg stopu zawierajacego
50% miedzi?

6. Mamy do dyspozycji dwa stopy miedzi o réznej jej zawartosci. Jesli uzy-
jemy 2 kg pierwszego 1 6 kg druglego, to otrzymamy stop o zawartosci
55% miedzi. Jesli zad uzyjemy 3 kg pierwszego i 5 kg drugiego, to otrzy-
mamy stop o zawartodci 52.5% miedzi. Jaka jest zawartosé miedz w kaz-
dym z tych stopéw?
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7.

Roman przygotowuje sie do zawodow rowerowych. Na sobotnim treningu
przcjechal 90 kilometrow w ciagu 5 godzin., Cugdéé trasy wiodla po dro-
gach astaltowych, czeéé po gruntowyvch. Na drogach asfaltowych érednia
predkosé jazdy wynosita 20 ki /h, a na drogach gruntowych 15 ki /h. Ile
czasu Roman jechal po drogach asfaltowych? Jaka odlegtosé w tym czasie
pokonal?

Z miast A i B wyruszaja jednocze$nie
naprzeciw sichic ze stalymi predkosciami
dwa pociagi. Jeden z nich jedzie 7 predko-
dcia dwukrotnic wicksza niz drugi. Spo-
tvkaja sie po godzinie i 20 minutach.
Gdyby wolniejszy pociag jechal z pred-
kogeig o 10 km/h wiekszy, spotkanie na-
stapitoby po godzinic i 12 minutach. Jaka

jest odleglodé miedzy miastami A i B?

Pociag pokonal 120 km w ciagu godziny i 45 minut. Picrwszy odcinek trasy
przebyl z predkodcia 80 km/h, a drugi  ze wrgledu na roboty torowe
z predkoscia 40 ki /h. Jaka byla dlugosé drugicgo odceinka?

Powtorzenie

10.

11.

12.

13.

14.

Po zmicszaniu roztwordw soli piccio- 1 dziesigcioprocentowego otrzymano
200 g roztworu odmioprocentowego. Ile byto roztworu piecioprocentowego?

Zmieszano 60 g dziesiecioprocentowego roztworu soli z roztworami ogniio-
1 piecioprocentowym. W rezultacie otrzymano 150 g roztworu o steze-
niu 8%. Ile graméw roztworu piecioprocentowego wykorzystano?

Do 7-procentowe] solanki dolano 3 litry wody 1 dosypano pewng ilodé soli.
W rezultacie otrzymano 8,5 kg solanki o stezeniu 10%. Ile soli dosypano?
Przyjmij, ze 1 litr wody ma mase 1 kg.

Pan Tomek podzielit kwote 17000 zt na trzy czedci: 2000 zt odlozyt do
szuflady, a pozostale dwie czesci ulokowal na lokatach oprocentowanych
odpowiednio 2% i 2,5% w skali roku. Po roku mial do dyspozycji 17 350 z1.
Jaka kwote ulokowal na lokacie dwuprocentowej?

7 kwoty 10000 zt wydzielono x zt i zfozono na lokacie oprocentowanej 2,6%
w skali roku, pozostate y zt zlozono na lokacie o oprocentowaniu rocznym
wynoszacym 2,75%. Po roku z obu lokat odebrano 10260 zi. Oblicz x i .

3.5. Uktady réwnan — zadania tekstowe (2)
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3.6. Zagadnienia uzupetniajgce
B Uktady trzech rownan z trzema niewiadomymi

Niektére zagadnienia wymagaja wprowadzenia trzech lub wiecej niewiado-
mych. T'worzy sie wtedy i rozwiazuje uklad tylu réwnan, ile niewiadomych
zostalo wprowadzonych.

Przyktad

Rozwiaz uktad réwnan:
(2x+2y+2=3

S 3 — 2+ =1

L~y —z=4
, : 4 _ .
z=3—2x—2y Wryznaczamy niewiadoma z z pierwszego

rownania i podstawiamy oltzymanc
wyrazenie do pozostalyceh rownan.

3 —2y+(3—-2x—-2y)=1
z—y—(3—2x—2y)=41
[ 2=3 22— 2y

¢ & —dy =2

L3+ =T

Doprowadzamy rdwnania
do prostsze] postaci.

. ; | x—4y=-2 ) =72
Rozwiazujemy uklad réwnan 1 otrzymujemy
g — =1
Podstawiamy wyznaczone wartosci 2 1 y do réwnania 2 = 3 — 2z — 2y

1 otrzymujemy z = —3. )
=2

Zatem rozwigzaniem wyjsciowego ukladu sa trzy liczby: ¢ y =1

2= —3
1. Rozwiaz uklad réwnan.
(z+y+2=10 (2 +y—2=2
a) ¢ x+y—2z=20 ¢) {ox—y—3z=-6
| & —f— =30 (3 +4dy+2z=1
(3x+2y+2=7 (25 +4y+2=25
b) S 2+2y+3z=1 d) de+2y—2=7
bz —3y—2=28 LS+t =1
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2

Czy podany uklad réwnan spelnia tréjka liczb catkowitych?

(42— =4 (2 4+2y—2=8
a) S 2y+z2=2 ¢c) ¢ 20+2y—2=10
L gy = L 2843y F2=5
(2 — 2y —2z=—9 (2 —y—22=-5
b) ¢ 2y+32=16 d) s z+2y+2=4
3y —2=2 \ T —3y—2z2=-3

a) Suma trzech liczb jest réwna 36. Suma pierwszej i drugiej liczby jest
dwukrotnie wicksza od trzeciej liczby, a suma drugiej i trzeciej jest o 10
wieksza od pierwszej liczby. Jakie to liczhy?

b) Suma trzech liczb: a, b, ¢ jest réwna 27. Liczba ¢ jest o 3 wieksza
od Sredniej arytmetycznej liczb a 1 b, a liczba b o 3 mniejsza od $redniej
arytmetycznej liczb ¢ 1 ¢. Wyznacz liczby a, b1 c.

Na pewne przedstawienie w teatrze sprzedano tgcznie 500 biletéw trzech
rodzajow normalnych po 50 zl, ulgowych po 40 zt i wejéciéwek po 30 zt.
Biletow normalnych byto o 40 wiece] niz ulgowych 1 wejdcidwek razem.
Wazystkie bilety kosztowaly tacznie 22 300 zl. Ile biletéw poszczegolnych
rodzajow sprzedano? Przeanalizuj przedstawiony ponizej poczatek rozwig-
zania tego zadania i jo dokoncz.

Oznaczamy niewiadome:

x — liczba sprzedanych biletéw normalnych,

y — liczba sprzedanych biletéw ulgowych,

z — liczba sprzedanych wejsciowcek.

Mozemy zatem utozy¢ uklad trzech réwnan 7 trzema niewiadomymi:
g4y +g =500
r=y+z+40
50z + 40y + 30z = 22300

Suma diugosel wszystkich krawedzi prostopadio-
$cianu (rysunek obok) jest réwna 52. Krawed? ¢

jest o 1 krétsza od sumy dhugosci krawedzi a 1 b,
zas krawedz b jest o 2 krétsza od Sredniej aryt-

metyezne] dlugosci krawedzi a 1 ¢. Oblicz objetosé .
-~
tego prostopadlodcianu. 2l b
83

3.6. Zagadnienia uzupeinigjace
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Zestawy powtdrzeniowe

W Zestaw |
1. Rozwiaz uktad réwnan.
Ly Bx—1  4y-T _
3 tg =1 2 5 2
a) ‘ _ c)
E_y_—b:2 3y—6_5—:r:__1i
4 2 4 6 12
z oy — 0.95 22—y . y+2x — 19
b) . | d) 0 ! ’
22 + 32y _ 3 ’ 2z+3y  Adz—y 0.25
5 2 ‘ 12 g ~
2. Czy rozwigzaniem ukladu réownan jest para liczb o réznych znakach?
1
25 =3(1—-y) +2y y=3(z—1)
y—a)=y-1 z+1)=—-(y+1)
—2—|—I ol = e;‘—8 r=2 'yj.‘j - :T:—I:jf;
3 d) 4 3 6
Z—I—J;c _ 2y+6 x+y—1 — y—1
-2 3 T4

3. Okredl 11('717@ rozwigzan uktadu réwnan.

{2:}:+2y—y~2
{1

22y + 1) = 6(4 — z) )
a c
Sz +2y =11 2(y —3x) =6 —y
0,2y = 6’1,;1; 0 r—y= 2;:1:
B s | a e Y _q _ 223y
’ 6 T8 2

4. a) Suma cyfr pewnej liczby dwucyfrowej jest réwna 13. Gdybysmy zamic-
nili miejscami cyfry tej liczby, to otrzymalibysmy liczbe o 45 wigksza od
szukancj. Co to za liczba?

b) Dana jest dwucyfrowa liczba A oraz liczba B otrzymana 7 przestawienia
cyfr liczby A. Wyznacz te liczby, jesli ich suma jest réowna 121, a liczba A
jest o 7 wicksza od podwojoncj liczby B.

¢) Jeéli do licznika pewnego ulamka dodamy 1, a od jego mianownika
odejmiemy 1, to otrzymamy '5 Jesli natomiast od licznika odejmiemy 1,
a do mianownika dodamy 1, to otrzymamy % Co to za utamek?

5. Na wycieczke pojechalo 23 uezniéw. Na postoju dwie dziewezynki 1 jeden
chlopiec zostali w autokarze. Wérdod dzieci, ktére opuscilty pojazd, byto
trzy razy mniej chlopcéw niz dziewczynek. Ile dziewczynek, a ilu chtopcéw
pojechato na wycieczke?
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M Zestaw Il
1. Podaj, ile rozwigzan ma uklad rownan dla m =1, a ile — dla m = —2.
) 26— my =1 b) % +1my =2 x — |mly = m?
a :

) &

me — 2y =1 max+y=4—2m —x 42y =—4

2. Dla jakich wartosci parametréw m 1 k para liczb: x = 3, y = 2 jest roz-
wigzaniem ukladu réwnan?

mx+khky=2>5

(k—1)x —2my = -1

(1 —m)x+4ky =10
(m —2k)x — (4k + m)y = —8

3. Rozwiaz uklad réwnan.

) % _%1_020 a) 2;}:—@;—6:0. |
r—1)=(2-2)? Bz —1)(1+32) +y = (1 — 3z)?

(:

(g +2)0F =y +m (—gllz+y)=a*—(y— 1)
(

(

b)
(x+y)(z+2) — oy =2°
)?

o9 — 1P =442 —y

. 8z —1)° =92° ) (x—8)*=(x+8){(z+8)+y

2fc+4y:(l—2y) z(y— 1) =y(z - 2)

4. a) Roztwor soli o stezeniu 5% zmicszano z roztworem soli o stezeniu 40%.
Ile graméw kazdego 7 tych roztwordw uzyto, jesh otrzymano 1,4 kg roz-
tworu soli o stezeniu 30%7
b) Laborant potrzebuje 10 g roztworu azotanu potasu o stezeniu 9%. Ma
do dyspogzycji rostwory tego zwiazku o stezeniach 6% 1 10%. Ile gramow
jednego roztworu i ile drugiego powinien zmieszac?

5. Jubiler dysponuje dwoma rodzajami stopu zlota. W jednym na kazde
37,5 g czystego zlota przypada 62,5 g miedzi, drugi ma prébe 750. Ile
gramow kazdego z tych stopéw nalezy stopié, aby otrzymad 100 g ztota
préby 5857

Uwaga. Préba zlota — zawartosé zlota w stopie wyrazona w promilach.

6. Dwa samochody poruszajace sie ze Srednimi predko$ciami v, 1 vy wyru-
szyly jednoczesnie naprzeciwko siebie z miejscowosci oddalonych o 450 km.
Samochody te minely sie po uptywie 3 godzin. Gdyby wolniejszy samo-
chod jechal z predkoscia o polowe wieksza, to spotkanie nastapiloby po
uptywic 2% godziny. Oblicz predkosci, z jakimi poruszaly sic te samochody.
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@ Sposdb na zadanie

Rozwiazujac zadania tekstowe, mozemy spotkac sie z takimi, w ktorych mamy
trzy nicewiadome. Jednak nic zawsze musimy wtedy wykorzystywaé uklad
trzech rownan 7z trzema niewladomymi.

Przyktad 1
Dany jest tréjkat o katach «, 3, v, przy czym suma miar katéw o 1 3 jest
rowna 1057, Wyznacz te katy, jesli spelniona jest réwnosé a + 25 + 3~ = 400°.
» Rozwigzanie tego zadania mozemy rozpoczaé od zauwazenia, ze mamy trzy
niewiadome: a. 3, . Prowadzi to jednak do uktadu trzech réwnan z trzema
niewiadomymi (napisz ten uklad).
o Jesli zauwazymy, ze « = 105° — 3, mozemy napisa¢ uktad dwdch réwnan
z dwiema niewiadomymi:

(105" — 8) + 28 + 3y = 400°

(105° — 8) + 3+ = 180°
Rozwiazujemy ten uklad réwnan i otrzymujemy 3 = 70°, ~ = 75°.
Zatem o = 105" — 3 = 35°.

Odpowied#: o = 357, 3 = 70",

—

i

Przyktad 2

W skarbonce znajduje sie 18 monet — sa to monety 1-, 2- 1 b-zlotowe. Monet 5-
-zlotowych jest o dwie mniej niz monet 1-zlotowych. Oblicz, ile monet kazdego
nominatu znajduje sie w skarhonce, jesli jest w niej 48 zi.

» Zadanie mozemy rozwigzac, wprowadzajac trzy niewiadome:

x — liczba monct 1-zlotowych,

y — liczba monet 2-ztotowych,

z liczba monet 5-zlotowych.

Nastepnie nalezy utozyd i rozwiazad uklad trzech réwnan z trzema niewiado-
mymi (napisz ten uktad).

o Zauwazmy, ze mozemy tu wprowadzi¢ dwie niewiadome: x  liczba monet

1-zlotowych, y — liczba monet 2-zlotowych. Wéowcezas monet 5-ztotowych jest
x — 2. Otrzymujemy teraz uklad dwéch réwnan z dwicma niewiadomymi:

r+y+(xr—2)=18
z+2y+5(x—2) =48
Rozwiazaniem tego ukladu jest: 2 = 9 oraz y = 2 (sprawdz).

Odpowiedz: W skarbonce znajduje sie 9 monet 1-ztotowych, 2 monety 2-zlo-
towe oraz 7 monet 3-zlotowych.
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Zadania testowe @

Rozwigz zadania 1 zapisz odpowiedzi w zeszycie. W kazdym zadaniu tvlko
& I I ) ] ]

jedna odpowicdz jest prawidtowa.

T5

L . ) ) ¢ | Ba— 2= 27
Wskaz rozwigzanie uktadu réwnan
ERy—=2
r=—5 Tz =—b ¥ =5 =5
A B. C. D.
gy = =1 =1 =] y =1
o . J2ty=—-4 . .
Rozwigzaniem uktadu rownan jest para liczh ujermnnych
Wi — 3 =m—1
dla:
— oy — 1 N v B
A.m=—3, B. m = —3, C. m= 3, D.m= 3.

Kuba jest o 5 lat starszy od Magdy. Wiek Magdy stanowi % wieku Kuby.
Ktéry z ponizszych ukladéw réwnan opisuje te sytuacje?
Przyjmij oznaczenia k — wiek Kuby, m — wiek Magdy.

k=m—25 k=m-+5 k=m-+5H k=m—2>
A. R | C. , D. |
m = %k m = :jk m = ékt m = %A

Wiskaz réwnanic, ktore nalezy dopisaé¢ do réwnania 3z —4y = 6, aby otrzy-
mad nieoznaczony uklad réwnan.

A 3 — 4 =—b C. %:1: — 2= —3
B. -3xr+4y=6 D. —%:r: + 2y = -3

. i L, . | 3z +y=10
Wikaz uktad réwnan réwnowazny uktadowi

28— yp=12

y =10 — 3= iy =10 — 3z
L o

—x = 22 O — 22

y =10+ 3z = 10+ 3z
B. " D. {7 !

o — Myg=12 g J0pr= 18

. | 2mPr—-3y=5 | ,
Uklad réwnan _ jest ukladem nieoznaczonym dla:
dr — 6y = —10m

A.om=—3, B. m=—1, C. m=1, D. m =%

Przed maturg
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@ Przed obowiazkowa matura z matematyki

B Zadania krétkiej odpowiedzi

Zadanie 1 (2 pkt)

Rozwiaz uklad réwnan {

Zadanie 2 (2 pkt)

Bankomat wyptacil kwote 940 zl w banknotach o nominatach 10 zi, 20 zt
i 50 zl. Ile bylo banknotéw kazdego rodzaju, jesli banknotéw 10-zlotowych
bylo tyle samo co banknotéw b0-zlotowych, a banknotéw 20-zlotowych bylo
o 7 wiecej niz 50-zlotowych?

Zadanie 3 (2 pkt)
Ro7nica miar katow a1 3 pewnego tréjkata wynosi 30°. Kat « tego tréjkata ma
miare o 20° wiekszg od sumy miar kgtéw a 1 3. Wyznacz katy tego trojkata.

Zadanie 4 (2 pkt)

Para liczb x = 2, y = 3 jest rozwiazaniem ukladu réwnan utworzonego przez
dwa sposrdd ponizszych rownan. Wskaz te réwnania.

I.o—2y=—4 IL. 224+ 3y =15 I1I. 22 — 3y = —5 IV: dp— 3p=2

B Zadania rozszerzonej odpowiedzi

Zadanie 5 (3 pkt)

Cutery lata temu Kasia i jej dwaj bracia blizniacy mieli razem 22 lata. Za dwa
lata Kasia bedzie miata tyle lat co obaj jej bracia razem. Oblicz, ile lat bedzie
mic¢ Kasia, gdy jej bracia beda mieli po 18 lat.

Zadanie 6 (3 pkt)

Tomek ma w skarbonce trzydziesci jeden monet, w tym: trzy monety 5-zloto-
we, monety 1- i 2-zlotowe oraz monety 10- i 50-groszowe. Liczba monet 10-gro-
szowych jest taka sama jak liczba monet 50-groszowych, a monet 1-zlotowych
jest dwukrotnie wiecej niz monet 2-zlotowych. Suma pieniedzy w skarbonce
wynosi 42 zt. Oblicz, ile jest monet kazdego rodzaju.

Zadanie 7 (3 pkt)
e+ -4y +y)=2u) >+ +y

Rozwiaz uklad réwnan
(z—1(y+1)=(z+2)(y—2)
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gularnie przeprowadza si¢ specjalistyczne
badania lekarskie.

Elektrokardiogram wykonuje sie za po-
moca przyrzadu, ktoéry odbiera 1 wzmacnia,
impulsy elektryczne. Jako ik badania
otrzymujemy wykres funkecji napiecia elek-
trycznego, wytworzonego na skutek skurczu

owego, w zaleznodcel od czasu.

Jy\__..yx__

Prawidlowa czyy

Zabhurzenie rytmu serca




4.1. Pojecie funkciji

Przyktad 1
W szkolnym turnicju pitki noznej wuicto udzial pigé druzyn A, B, C, D i E.
Grano systemern kazdy z kazdym. Za zwycigstwo przyznawano 3 pkt, za remis
1 pkt, a za przegrana 0 pkt. Najmnicjsza
mozliwa do zdobycia liczba punktéw to 0,
a najwicksza to 12. Kazdej drugynie przy-
porzadkowano sume zdobytych punktéw

wyniki turnieju przedstawiono w tabeli.

Druzyna A|B|C|D|E
Zdobyte punkty 3 71 8 1 o)

Przyktad 2
Na przedstawionym obok grafic kazdej
7 czterech osdéb przyporzadkowano dzien

/Y

» poniedziatek
= wiorek

» groda.

e czwartek
. Di Qtek

s sobota

» niicdzicla

tygodnia, w ktérym dana osoba si¢ uro-

dzita. Zbiér osob oznaczono litera X,

a zbiér dni tygodnia — litera Y.

Oméwione powyzej przyporzadkowania sa przykladami funkeji. W kazdym
7 nich sg wskazane dwa zbiory, czesto oznaczane przez X 1Y, oraz okreslony
sposOb przyporzadkowania clementom zbioru X clementéw zbioru Y — mozna
to zrobié np. za pomoca tabeli, grafu lub opisu stownego.

Przyktad 3

Kazdej liczbie ze zbioru X = {1, 2, 3, 4, 5, 6} przyporzadkowano jej reszte
z dzielenia przez 4. Zbiér mozliwych reszt oznaczono litera Y. Przyporzadko-
wanie to przedstawiono za pomoca tabeli i grafu.

Liczba I 2
Reszta 1 2

Ch ]
=T
—t i3
M| o

Cwiczenie 1
Kazdej liczbie ze zbioru X = {1,2,3,4.5,6,7} przyporzadkowano liczbe ze
zhioru Y = {0,1,2,3,4} bedaca jej reszta z dzielenia przez 5. Przedstaw to
przyporzadkowanie za pomocy tabeli i grafu.
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Definicja
Funkcjg ze zbioru X w zbiér ¥V nazywamy przyvporzadkowanie, w ktorvm
kazdemu clementowi x € X odpowiada doktadnic jeden clement y € Y.

Zbiér X nazywamy dziedzing funkcji. a jego elementy argumentami.

Zbiér Y nazywamy przeciwdziedzing funkcji. Jesli clement zbioru Y jest przy-
porzadkowany jakiemu$ elementowi zbioru X, to nazywamy go wartoScig
funkcji.

Funkcje zwykle oznaczamy malymi literami, na przyktad: f, g, k.

Méwiac o funkcji f ze zbioru X w gbiér Y, uzywamy zapisu f: X — Y, a war-
tos¢, ktora funkeja f przyjmuje dla argumentu x, oznaczamy przez f(x).

Przyktad 4

Dane sa zbiory X = {-2,-1,0,1,2} i Y = {0,1,2,3,4}. Funkcje f ze zbio-
ri1 X w zbiér Y, ktéra kazdej liczbie przyvporzadkowuje jej kwadrat, przedsta-
wiono za pomoca grafu i tabeli.

Argument x —2l=L]| g | & | 2
Wartoé¢ funkcji f(z) 4 1 0 1 4

Zwrdé uwage, ze liczby 2 1 3 nalezg do przeciwdziedziny funkeji f. ale nie sg
wartosciami tej funkeji.

Funkcja f dla argumentu x = 2 przyjmuje wartosé¢ y = 4, co zapisujemy
Sf(2) =47 1 czytamy: .f od 2 jest réwne 47.

Wartos¢ y = 4 funkcja f przyjmuje réwniez dla argumentu z = —2, zatem

F(=2) = 4.

Cwiczenie 2
Dane sa zbiory X ={1,2,3,4,5} i Y ={-2,—1,1,2} oraz funkcja f: X — Y
przedstawiona za pomoca grafu.

a) Podaj wartosci funkeji f dla argumentéw pa-
rzystych.

b) Dla jakich argumentéw funkcja f przyjmuje
wartosé 2, a dla jakich  wartosé 17

¢) Przedstaw funkcje f za pomoca tabeli.

4.1. Pojecie funkgji
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Cwiczenie 3

Dane sg zbiory X = {-2,-1,0,1,2} i ¥ = {0,1,1,%,2}. Funkcja f: X - Y
przyporzadkowuje kazdemu argumentowi potowe jego kwadratu. Przedstaw te
funkcje za pomoca grafu i tabeli. Ktére elementy zbioru Y nie sa wartosciami

funkeji f7 Ktére wartosci sa przyjmowane dla wiecej niz jednego argumentu?

Cwiczenie 4
Funkcje f:{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} — {-2,-1,0,1,2,3,4} przedstawiono za
pomoca tabeli.

2 0 1 2 3 4 D § 7 8 9
flz) 1 | —2 0 2 1 3 3 3 4

Dla ktéryeh argumentéw zachodzi réwnosé:

a) f(a) =0, b) f(z) =1, ¢) flx) =2, d) f(z) = —1?

Zauwazmy, ze zgodnie z definicja przyporzadkowanie jest funkcja ze zbioru X
w zbior Y, gdy kazdemu clementowi zbioru X przyporzadkowany jest doklad-
nie jeden element zbioru Y.

@ Przyktad 5
Uzasadnij, ze na ponizszym grafie nie przedstawiono funkcji ze zbioru X
w zbior Y.
a) x ¥ b)

Liczbie 2 nalezacej do zbioru X nie przy- Liczbie 2 nalezacej do zbioru X przy-
porzadkowano zadnego elementu zbio- porzadkowano dwa elementy zbioru Y.
ru Y. Zatem graf nic przedstawia funkeji Zatem graf nic przedstawia funkeji ze
z¢ zbioru X w zbidr Y. zbioru X w zbioér Y.

Cwiczenie 5
Czy na ponizszym grafie przedstawiono funkcje ze zbioru X w zbior Y7 Jesli
tak, to podaj argument, dla ktérego funkcja ta przyjmuje wartodé 0.

b)
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Definicja
Miejscem zerowym funkcji f nazywamy taki argument x, dla ktérego:

flz) =20

Przyktad 6

Funkcja f:{-2,-1,0,1,2} — {0,1,2,3,4}
przedstawiona za pomocy tabell ma dwa _ _
.. o . da 1 | 04|30
miejsca zerowe: —1 1 2.

Cwiczenie 6

Przedstaw za pomoca tabeli funkcje f i podaj jej miejsca zerowe, jesli kazdej
liczbie ze zbioru X = {—1,0,1,2, 3} przyporzadkowuje ona:

a) liczbe o 2 mniejsza, ¢) kwadrat tej liczby pomniejszony o 1,
b) liczbe o 3 wicksza, d) szedcian tej liczby pomnicjszony o 8.
Zadania

1. Funkeje f:{-2,—-1,0,1,2} — {-1,0,1,2,3,4} przedstawiono za pomoca
tabeli. Przedstaw te funkcje za pomoca grafu i podaj jej miejsca zerowe.
)l g [—a|—1]0|1]2 bl & |—2/-1|0]1]2

Ml 31 2)10(2]3 flzg)|-1/0 |1 2|3
2. Funkcja f:{-2,-1,0,1,2,3} — {0,1,2,3,4,5} zostala podana w postaci

tabeli. Przedstaw ja za pomoca grafu oraz opisu stownego. Dla ilu argu-
mentoéw przyjmuje ona wartosci nieparzyste?

a) | 2| 1]lof1]2]3| Pl & |=l-1lol1]2]3
faylol1]2]3]4]s f@)21]o]1]2]3

3. Funkcje f: X — Y przedstawiono w postaci grafu. Przedstaw te funkcje

za pomoca tabeli 1 podaj jej micjsca zerowe.
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4. Dane sy zbiory X = {—2,—-1,0,1.2} oraz ¥ = {0,1,2,3,4,5}. Funkeja
[: X — Y kazdemu argumentowi przyporzadkowuje jego kwadrat.
a) Przedstaw te funkcje za pomocy tabeli i grafu.
b) Ktore elementy zbioru Y nie sa wartociami funkeji f7 Ktore wartosei
sa przyjmowane dla wiecej niz jednego argumentu?

5. Funkcja f zostala podana w postaci tabeli. Okresl jej dyiedzing, a nastep-
nie przedstaw te funkcje za pomoca grafu oraz opisu stownego. Dla ilu

argumentow przyjmuje ona wartosci dodatnie?

a) p |-1lol1l2l3]a| P 5 |-3[-2l-1l0o]1]2

flz) | —4|-3 -2|-1 0 | 1 flz)| 3210 (|-1|-2

6. Funkcja f kazdej liczbie ze zbioru X = {-3,—2,—1,0,1, 2} przyporzad-
kowuje jej kwadrat pomniejszony o 4. Dla ktorych argumentdéw funkeja ta
przyjmuje wartosci ujemne? Czy ma ona micjsca zerowe?

@ 7. Rozwazmy przyporzadkowanic, w ktérym liczbic odpowiada jej pierwia-
stek kwadratowy. Uzasadnij, ze przyporzadkowanie to nie jest funkcjg ze
gbioru X w zbiér Y, jesli:

a) X ={0,1,2,3,4}, Y = Q, b) X ={-1,0,1,2}, Y =R.

8. Funkcja [ kazdej dwucyfrowej liczbie naturalnej prsyporzadkowuje sume
jej cyfr, np. f(24) = 6. Podaj zbiér wartosci funkeji f. Dla jakich argu-
mentéw funkcja f przyjmuje wartosé 3, a dla jakich 77

Powtorzenie

9. Funkcje f:{-1,0,1,2,3,4} — {-2,-1,0,1,2} przedstawiono za pomoca
tabeli. Przedstaw t¢ funkeje za pomoca grafu. Dla ilu argumentdow zachodzi
réwnosé f(x) = z?
sl —1|o|1|2]a|4a| Dz |-1|o|1]|2]3]4

fle)|—1| 2 |-1|2 0] 2 fle) [—1| 1 |1 [-2| 2|1
10. Funkcja f kazdej liczbic ze zbioru X = {-2,—-1,0,1,2,3} przyporzadko-

wuje liczbe przeciwna do jej kwadratu. Przedstaw te funkcje za pomoca
tabeli. Dla ilu argumentéw przyjmuje ona wartosé wicksza od —27

11. Funkcja f kazdej dwucyfrowej liczbie naturalnej przyporzadkowuje jej
resgte z dziclenia przez n. Ile micjse zerowych ma funkeja f7
a) n=2 b) n=4 c) n=>5 d) n=10

I 138 4. Funkcje



Warto powtorzyc

Uktad wspotrzednych

Prostokatny uktad wspélrzednych to uktad dwdch
prostopadlych osi liczbowych o wspolnym po-
czatku. O8§ pozioma nazywana jest osia OX lub
osig odcietych, a o8 pionowa to 0§ OY lub inaczej
0$ rzednych.

Kazdy punkt plaszezyzny jest w ukladzie wspol-
rzednych jednoznacznie okreslony przez pare liczb
zwanych wspoétrzednymi. Na przyklad punktowi P
na rysunku obok odpowiadaja wspéirzedne (4,2).

Prostokatny uktad wspolrzednych nazywany jest réwniez kartezjanskim ukla-

dem wspdélrzednych na czesé francuskiego matematyka, fizyka i filozofa René

Descartes’a (1596 1650) zwanego w Polsce Kartezjuszem.

1. Odczytaj wspdtrzedne punktow: P, @, L. S,
T, U, W (rysunck obok).

2. Podaj, w ktérej éwiartce uktadu wspéirzed-
nych polozony jest punkt:

a) A(—3,6), ¢) C(%, 1),
b) B(4,—11), d) D(—50, —60).

3. Naszkicuj uklad wspétrzednych, a nastepnie zaznacz w nim punkty: A(0, 5),

B(_2:4): C(_la _4): D(b 1%): E(__Q:U): F(3 _3)

Definicja

Punktami kratowymi nazywamy punkty, ktorych obie wspotrzedne sa

liczbami catkowitymi.

4. Nasgkicuj prostokat ABCD. Ile punktéw kratowych lezy wewnatrz tego

prostokgta?
El) A(L _1): 8(4: _1): 0(4: 3)* D(IS)
b} A(—4,—-2), B(5,—2), C(5,4), D(—4,4)

5. Dany jest tréjkat T} o wierzchotkach: A(—4, -2}, B(2,—-2) 1 C(—4,4) oraz
trojkat 15 o wicrzcholkach: D(0,2), E(8,2) i F(4,6). Do wngtrza ktérego

7z tych trojkatéw nalezy wiece] punktow kratowych 1 o ile?

Uklad wepdtrzednych
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4.2. Szkicowanie wykresu funkciji (1)

Funkeje, ktorej argumenty 1 wartosei sa liczbami, nazywamy funkcja liczbowa.
Jednym ze sposobéw przedstawienia takiej funkeji jest wykres.

Przyktad 1
Dziedzing funkeji f jest zbiér {1,2,3,4.5,6}. Funkeja f przyporzadkowuje
kazdemu argumentowi liczbe o 2 mniejsza. Ponizej te funkcje przedstawiono
za pomoca tabell oraz wykresu.
i 1 2 3 4

= flzi| —-1| O 1 2 3 4

Ly |
i

Do wykresu funkeji f naleza punkty o wspél-
rzednych (z,y), gdzie x jest argumentem, a y
— wartoscig funkeji. Sa to punkty: (1,—1),
(2,00, 63,10, (4, 2).16,8) & [y

Definicja
Wykresem funkeji f : X — Y nazywamy zbior wszystkich takich punktow
(z,4), 76 x € X oraz y = f(x).

Cwiczenie 1

Dziedzina funkcji f jest zbiér {—2,—1,0,1,2}. Funkcja [ prayporzadkowuje
kazdermu argumentowi liczbe o 2 wieksza. Przedstaw te funkcje za pomocy
tabeli oraz wykresu.

Przyktad 2

Dziedzing funkeji f jest zbior {1,2.3,4.5.6,7,8}. Funkcja f przyporzadko-
wuje kazdemu argumentowi jego reszte z dzielenia przez 3. Ponizej te funkcje
przedstawiono za pomocy tabeli oraz wykresu.

Cwiczenie 2
Naszkicuj wykres funkeji, ktéra kazdej liczbie ze zbioru {1,2,3.4.5.6,7,8}
przyporzadkowuje jej reszte z dzielenia przez: a) 2, b) 4.
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Czesto mozliwe jest okreslenie funkcji za pomoca wzoru. Na przyktad:
Opis stowny Wzor
J przyporzadkowuje kazdemu argumentowi z liczhe o 3 wieksza = f(z) =2+ 3

f przyporzadkowuje kazdemu argumentowi x jego polowe flel =

b=
E‘%

[ przyporzadkowuje kazdemu argumentowi x jego kwadrat ¥ (:I?) = %

Uwaga. Wuér funkeji f(x) = = + 3 mozemy zapisaé tez w postaci y = z + 3.

W zaleznosci od zagadnienia korzystamy z jednego lub kilku sposobow przed-
stawiania funkeji.

Sposoby przedstawiania funkcji

opis stowny graf W ’ tabela wykres WZOr

Przyktad 3

Funkcja f kazdej jednocyfrowej liczhie naturalnej przyporzadkowuje liczbe

przeciwna do jej potowy. Przedstaw te funkcje za pomoca tabeli, grafu i wy-
kresu. Podaj jej wzér.

rolin

Funkcje f mozna opisaé¢ wzorem f(x) = —%r (lub y = —ér)

Cwiczenie 3
Naszkicuj wykres oraz podaj wzor funkcji f, ktéra kazdej liczbie ze zbioru
{—3,—-2,-1,0,1,2,3} przyporzadkowujc:

a) liczbe o 3 mniejsza, b} polowe kwadratu tej liczby.

4.2. Szkicowanie wykresu funkeiji (1)
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Przed naszkicowaniem wykresu funkeji, nalezy zwrécié uwage na jej dziedzine.

Przyktad 4
Na rysunkach ponizej przedstawiono wykresy funkeji okreslonych tym samym
wzorern, ale ktérych dziedzinami sa kolejno:

L. zbior {—2,-1,0,1,2} IT. przedziat (—2;4) III. przednial (—2;4)

F{=2,—1,0, 12} 4 R g: (—2:4) - R hi(—2;4) = R
flo) = gz +2 glz) = 32+ 2 h(z) = 4a +2

» Wykresem funkcji g (rysunek II) jest odcinek taczacy punkty (—2,1) i (4,4)
jego konce zaznaczono pelnymi kétkami.

» Na rysunku IIT puste kétka w punktach (—2,1) i (4,4) oznaczaja, ze punkty

te nie naleza do wykresu funkcji i (poniewaz liczby —2 1 4 nie naleza do

dziedziny tej funkcji).

Jesli dziedzing funkceji f(x) = az + b, gdzic a,b sa dowolnymi liczbami, jest
przedzial domkniety (zq;24), to wykresem tej funkecji jest odeinek. Aby go
naszkicowadé, nalezy obliczyé wartosci f(x) 1 f(x,). Jedli dziedzing funkeji f
jest przedziat otwarty, to je] wykresem jest odcinek bez swoich koncow.

Przyktad 5
Naszkicuj wykres funkeji f: (—2;6) — R danej wzorem f(z) = —%:1: + 2.
Obliczamy wartosé funkeji dla @ = —2:
f(=2) =~} (-2) +2=3
Obliczamy wartosé wyrazenia —%f!:-l—? dla x = 6:
—g o2 =—1

Wrykresem funkeji f jest odcinek taczacy punkty
(—2,3) 1 (6,—1) bez konca w punkeie (6, —1).

Cwiczenie 4

Nagzkicuj wykres funkeji f: D — R, jesli:

g) L= {—-89:3), fle)=w+1, gy J)= (04 5); 70r] =u—1,

b) D = (-2;6), f(z) = 32 — 2, d) D= (-4;2), f(z) = 3z + L.
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Dla dowolnych liczb a, b € R wykresem funkcji
/: R — R okreslonej wzorem f(x) = az+b jest
prosta. Takie funkcje beda szezegdlowo oma-
wianc w nastepnym rozdziale.

Na rysunku obok przedstawiono wykres funk-
cji f:R — R dancj wgorem f(z) =z — 2.
Aby naszkicowaé wykres tej funkcji, wystarczy

obliczy¢ jej wartosci dla dwéch dowolnych ar-
gumentéw (dlaczego?), zaznaczyé odpowied-
nic punkty i poprowadzié¢ przes nic prosta.

Przyktad 6
Naszkicuj wykres funkeji f: R — R okreslone) wzorem f(z) = %”I — L.

vy

Oblicgamy wartosci funkeji f dla dwéch do-
wolnych argumentéw, np. dla x =212 = 4:
(2)=0, f(4) =1.

Do wykresu funkcji f naleza punkty: (2,0)

oraz (4,1). Szkicujemy prosta przechodzaca

przez te punkty.

Cwiczenie 5
Wrykresem funkeji f: R — R jest prosta. Wyznacz dwa punkty nalezgce do
tego wykresu 1 go naszkicuj.

) il = b) f(z) = —= ¢y flea)=2—1 d) flz)=—2542

Przyktad 7
Na rysunkach ponizej przedstawiono wykresy tunkeji okre$lonych tym samym
wzorem, ale ktorych dziedzinami sa kolejno:

L. przedzial (—3; o) I1. praedzial (—3; o) ITI. przedziat (—oo; 3)

f:{-3;x)—=R g:(—3;00) = R h:(—o0;3) = R
flx)=sx+2 g(z) = sz +2 h(z) = 52+ 2

Wykresami funkeji f 1 h sg poélproste domkniete (zawierajace swoj poczatek).
Wrykresem funkeji g jest pélprosta otwarta (bez poczatku).

4.2. Szkicowanie wykresu funkeiji (1)
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Zadania

1. Naszkicuj wykres funkeji f: {—1.0,1.2,3} — R, kt6ra kazdej liczbie z dzie-
dziny przyporzadkowuje:

a) liczbe o 1 mniejsza, c) jej wartosé¢ bezwzgledna,
b} liczbe przeciwna, d) jej kwadrat.

2. Duiedzing funkeji f jest zbidr {—2,—1,0,1,2,3}. Prredstaw te funkcje za
pomoca tabeli i naszkicuj jej wykres.

8 flei=g+9 b ) =1z g) flz) = |z d) f(z) = —|z|

3. Funkcja f podana zostala za pomoca tabeli. Naszkicuj wykres tej funkeji
i sprobuj odgadnad wzér, ktéorym mogtaby by¢ okreslona.

a) b |—1lo|1]23]a| 90 & |=2(=1|0]1]2]3

)| —5|—4|-3|-2|-1| 0 fiz) 6|5 4|3 |21
by .. ' ' : d)| .. ' ' :
Wa |-tlo|t|1]z]2] D= [-2lof2]1]2]2

flm)|-1(0 12|34 flz)|-2|-1{0 1|23

4. Naszkicuj wykres funkeji f(x) = 2 + 1, jedli jej dziedzing jest przedzial:

a) (0;4), b) {—2;3), 6] {1im0); d) (—o0;2).

Powtorzenie

5. Funkcje f:{—1,0,1,2,3} — {—=2,-1.0,1,2,3} przedstawiono za pomocy
tabeli. Przedstaw te funkcje za pomoca grafu i wykresu.
a)l p |-1l01]2 3 bl 5 [-1]l0o]1]2]3
flz)| 2|1 |-1|2 |1 flz) -2/ 3 -1 -2/ 0

6. Dziedzina funkeji f jest zbior {—3, -2, —1,0,1,2,3}. Przedstaw te funkcje
za pomoca tabeli oraz wykresu.

a) flg)=2% b) flz)=2—2 c) fla)=a2+3

7. Naszkicuj wykres funkeji f: D — R, jesli:
a) D=(-3;3), f(z) =2 -2 ¢) D={-20), flx)=2+3
b) D=(-1;4), f(x)=2x -3 d) B={0in], flg)=22+2
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4.3. Szkicowanie wykresu funkciji (2)

Fragiagd | z dlaz e (=2;1) Zauwaz, 7e dziedzing
Naszkicuj wykres funkeji f(x) = ' funkcji f jest przedziat
2 dla z € (1;5) (—2:5).

Fragment wykresu Fragment wykresu Wrykres funkeji f
funkcji f dla z € (—2;1) funkcji f dla x € (1;5)

Cwiczenie 1
Naszkicuj wykres funkeji f.

—1 dlaze (—2;1) 1 dlaxe(—3;-1)
W fa) =1 § fwy=q = AT
2 dlaze (1;4) —z dla z € {—1;4)

-2 dla z € {(—4;-2) z dlaz € (—oc;1)
b) flx) = ' dl Fz) = '
) f(@) { # dlaze(—2:3) ) f{@) ?

3 dlaze{lipo)
Przyktad 2

Na rysunku obok przedstawiono wykres funkcji
f:R — R danej za pomoca wzoru f(x) = |z|.
W tabeli podano wartosci funkcji f dla wybra-
nveh argumentow.

e

- ElE1EIE TERERE
fley | 8 | 2| 10| 1] 2|3

Tabele takg nazywamy tabela wartosci funkcji.

o o o o —z dla x € (—oc;0)
Wzér tej funkeji mosna zapisaé¢ w postaci: f(z) = ;
z dlaa € (0;00)
Cwiczenie 2
Sporzadz tabele wartosci funkcji f:R — R dla calkowitych argumentéw z,
takich ze |x| < 3. Naszkicuj wykres tej funkeji i zapisz jej wzdr bez uzycia
symbolu wartosci bezwzgledne;.

a) flx) = |2z b) flz) = |32 ¢) f(x) =|32] d) flz) = —|z|
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Z wykresu funkcji mozna czasem odezytaé war- ¥
tosé, jaka przyjmuje ona dla danego argumentu.

Zauwaziny, ze dla argumentu x istnieje doklad- g = Fir)
nic jedna wartoéé y taka, ze punkt (z,y) nalezy

do wykresu funkeji f.

Przyktad 3
Z podancgo obok wykresu funkeji f odezyta]j jej

wartosci dla argumentéw z = —1 oraz x = 2.

Dla z = —1 odezytujemy f(—1) = 2.
Dla z = 2 odezytujemy f(2) = —1.

Cwiczenie 3
Wrykresem funkeji f:R — R jest prosta przechodzaca przez punkty A i B.
Naszkicuj ten wykres 1 odezytaj z niego wartosci funkejidlaxz =1lidlaxz = 7.

a) A(—3,—1), B(5,3) b) A(3,0), B{5,-3)

Cwiczenie 4
Naszkicuj wykres funkeji f. Podaj jej wartosei dla z =1 oraz x = 3.

—3 dlaz € (—oo0;—2) —2 dla x € (—o0;—2)
a) flw)=¢ = dlaxe(-2;4) b) f(z) =< —z dlaz € (-2;2)
4  dlax € {4;00) 3 dlaxe (2;00)

Doktadne odezytanie wartosci funkeji z wykresu moze by¢ trudne lub nicmoz-
liwe. Wartosci funkeji jestesmy w stanic wyznaczy¢, gdy znamy jej wzor.

Przyktad 4
Oblicz wartoéci funkeji f(z) = 2 + 3, g(z) = bz —6x i h(z) = 2* — 1 dla
argumentu x = 2. Czy punkt P(2, 7) nalezy do wykresu ktdrejs z tych funkeji?
Obliczamy wartosci funkcji dla @ = 2: Punki o danych wspéirzednyeh nalezy
1(2) =82 L3487 do wykresu [unkcji y = f(z), jesli po
‘ T iy . ) wstawieniu jego wspélrzednych odpo-
9(2)=5-22-6-2=20-12=38 wiednio w miejsca 2 1 y do wzoru funk-
h(2) =22 _1=8-1=7 ¢ji otrzymamy réwnosc,

Zatem punkt I’ nalezy do wykresu funkcji f oraz do wykresu funkcji h.

Cwiczenie 5
Sprawdz, czy punkt P nalezy do wykresu funkcji f: R — R.
a) f(x)=32*+1, P(-2,-11) b) f(z) = —22* — x, P(—1.0)
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Funkcja kazdemu argumentowi x przyporzadkowuje tylko jedna wartosc y.
wige do wykresu funkeji nic moga nalezeé dwa punkty o tej samej odcigte;j.

Przyktad 5
Okrag (rysunek obok) nie jest wykresem funkeji,
gdyz mozna wskazad takic licgby x, ktérym odpo-

wiadaja dwie rézne wartodci ¥y, ¢, np. dla x = 3
mamy 41 = —4 1 y2 = 4. Jest to sprzeczne z defini-

cja funkeji.

Zadna prosta pionowa (réwnolegla do osi OY') nie przecina wykresu funkcji
w wicee] niz jednym punkcic.

Zadania

1. Czy na rysunku przedstawiono wykres funkcji? Odpowied7 uzasadnij.
ESEREEER N BN BRI EE AEEER

2. Naszkicuj wykres funkeji danej wzorem f(x) = || o podanej dziedzinie D.

a) D=1{-3,-2,-1,0,1,2,3} b) D = (—4;4) ¢) D={-2;00)

3. Dana jest funkcja f:R — R. Ktéry z punktéw P(—1,—5), @(2, —9) nalezy

do wykresu tej funkeji?

a) flay=—3z—6 b) flz) = —42® + =z ¢} flz)=x®— 42?
4. Naszkicuj wykres funkeji f. Podaj jej wartosci dla @ = —3 oraz dla x = 2.
—4 dlaz € (—o0;—2) 2 dlaxz € (—o0;—3)

a) fle)=<X 22 dlaze(-2;2) b) f(z) =< |z| dlaz e (—3;3)

1 dlaz e {2;0) 3 dlaz e (3;0)

Powtorzenie

5. Naszkicuj wykres tunkeji f. Podaj je] wartosci dla @ = —4 oraz dla z = 4.

) fa) —x dla € (—oo;0) b) £(s) 2 dlaze (—o0:—2)
al fig)= 2 JiUE) =
' 2z dla x € (0; 00) ' |z| dla x € (=2;00)
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Inne przyktady wykresow funkcji

Przyktad 1
Nagzkicuj wykres funkecji f: R — R okreslonej za
pomocy wzoru f(z) = z°.

Aby naszkicowaé wykres funkeji f(x) = z?, spo-

rzadzamy tabele je] wartosci dla wybranych argu-

mentow.
¥ |-3[-2|-1|—-3|0 |3 |1]|2]|3
flay | 9 |4 |1 | 3|0 |3 |1]4]9

Wyznaczone punkty saznaczamy w ukladzie wspét- L TSN E B
rzednych i laczymy je krzywa, jak na rysunku — i Nogleed i
w ten sposéb otrgymujemy wykres funkeji f. Wy- :

kres ten nazywamy parabola.

1. Naszkicuj wykres funkcji danej wzorem f(x) = 2* o podanej dziedzinie D.

a) D= {-22) b) D = {1;3) &) D= {0;0)

2. Dzicdzina funkeji f jest zbiér {2, —1,—1,0, £, 1,2}. Przedstaw t¢ funkeje
za pomocy tabeli i grafu, a nastepnic narysuj joj wykres.

a) f(x)=—x? bl filw] = 2 el Jfim) = s

Przyktad 2
Naszkicuj wykres funkeji f: R\{0} — R okre-

2

glonej wzorem f(z) = =.

Ry |es

Aby naszkicowaé wykres funkcji f(x) =
sporzadzamy tabele jej wartosci dla wybra-

nych argumentéw (zwréé uwage, ze liczba 0
nie nalezy do dziedziny funkeji).

-4 -2 -1 —3
flo) | —%|-1|—-2|—4

9

NS Y T
[ ]

2
L] R

Wryznaczone punkty zaznaczamy w ukladzie wspolrzednych 1 odpowiednio je
taczymy — w ten sposédb otrzymujemy wykres funkeji f (sklada si¢ on v dwéch
osobnych gatezi). Wykres ten nazywamy hiperbola.

3. Naszkicuj wykres funkeji f:R\ {0} — R.
a) f(x)=1 b) f(z)=12 af Jl#) =—
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4.4. Monotonicznosc¢ funkcj

Na rysunku ponize] przedstawiono wykres funkcji f. Zauwaz, ze wiekszemu
argumentowi odpowiada wicksza wartosé funkeji.

Definicja
Funkcje f: X — R nazywamy rosnacg. jesli
dla dowolnych argumentéw @, 2, € X spel-

niony jest warunek:
jesli iy < @y, to flay) < fluas)

Przyktad 1
Wrykaz, ze funkcja f:R — R dana wzorem f(x) = él — 4 jest rosnaca.

Zatézmy, ze xy, x5 € R sa dowolnymi argumentami, takimi ze @y < 3.

Wowczas: i i
5E) < 52

%;’L‘] — 4 < %:1;2 —4
Zatem f(x,) < f(x) dla dowolnych z,,x, € R, takich ze x; < 2, co oznacza,

ze funkcja f jest rosnaca.
Na rysunku ponizej przedstawiono wykres funkeji f. Zauwaz, ze wickszemu
argumentowi odpowiada mniejsza warto$é funkeji.
Definicja

Funkeje f: X — R nazywamy malejaca, jesli
dla dowolnych argumentéw x,,z, € X spel-

niony jest warunck:
jesli @y < @y, to fay) > fl22)

Przyktad 2
Wykaz, ze funkeja f: (0;00) — R dana wzorem f(z) = 2 jest malcjaca.

Zalézmy, ze xy, x5 € (0:00) sa dowolnymi argumentami, takimi ze &, < x».

Wowczas:
dpy < Ay [: (1 - 22)

4 - 4 Dzielenie obu stron nieréwnosdcl przez 1 - &z nie
To ] ziienia gwrotu nieréwnoscl, gdvz xq - 22 > 0.

Zatem f(x9) < f(xy) dla dowoluych x1,25 € (0;00), takich ze x; < x5, co
oznacza, ze funkcja f jest malejaca.

4.4. Monotonicznosd funkgii
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0] Ewiczenie 1
Uzasadnij, zc:

a) funkcja f: R — R dana wzorem f(x) = —2x + 6 jest malejaca,

b) funkcja f:(0;00) — R dana wzorem f(z) = —2 jest rosnaca,
¢) funkeja f:(—o00;0) — R dana wzorem f(x) = —% jest rosnaca.
Definicja

Funkcje f: X — R nazywamy stalg, jesli dla dowolnych argumentow
r1, 29 € X prawdziwa jest rownosé: f(x,) = f(x2).

Na ponizszych rysunkach przedstawiono wykresy funkeji statvch.

Definicja
. . : Y J
Funkcje f: X — R nazywamy niemalejacs, -

jesli dla dowolnych argumentéw xq, 25 € X

; . 9] X
spelniony jest warunek: /—/

jesli @y < @9, to flx1) < f22)

Przykiad funkeji niemalejacej

Cwiczenie 2
Czy na ponizszym rysunku przedstawiono wykres funkeji niemalejgce]?

: Y I ¥ ; ¥

_/O X O X O X
—_— —a

Definicja

o : 4
Funkcje f: X — R nazywamy nierosngca,
jesli dla dowolnych argumentow .29 € X . >
_ ; P O f .
spelniony jest warunck: ;

jesli &y < @y, to flxy) 2 flay)

Przyvkiad funkeji nicrosnaec
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Cwiczenie 3

a) Naszkicuj wykres funkeji nierosnacej
f:{=5:5) — R, tak aby nalezaly do niego
crtery sposrdd punktéw A F.

b) Czy mozna naszkicowaé wykres funk-
¢ji niemalejacej f: (—5;5) — R, tak aby
nalezaly do niego cztery sposréd punktéw

A=Ire

Uwaga. Kazda funkcja malejaca jest funkcja nierosnaca, a kazda funkcja ro-
sngca jest funkeja niemalejgca. Funkeja stata jest zaréwno funkejg niemale-

jaca, jak 1 nierosnaca.

Definicja

Funkcje rosnace, malejace, nicrosnace, niemalejace 1 stale nazywamy funk-

¢jami monotonicznymi.

Przyktad 3

Na rysunku przedstawiono wykres funkcji
f: R — R okreslonej wzorem f(x) = i:rz.
Funkcja f rozpatrywana w calcj swojcj
dziedzinie nie jest monotoniczna. Jest to
funkcja przedzialami monotoniczna.

i

W przedziale (—oc;0) funkcja f maleje, a w przedziale (0;0c) — roénie. Prze-

dzialy te nazywamy przedzialami monotonicznosci tej funkciji.

Przyktad 4

Na rysunku przedstawiono wykres funkeji
fi(—0o0;0) U (0;00) — R danej wzorem
f(x) = 1. Funkcja ta jest malejaca w kaz-

PR

dym z przedzialéw: (—oc;0), (0;00).

Jednak tunkcja f nie jest funkcjg malejaca
w zbiorze (—o0;0) U (0; 0¢). Na przyklad
dla pary argumentow z,, x,, mamy:

< o1 flm) < flay)

Cwiczenie 4

Naszkicuj wykres dowolnej funkeji, ktora jest przedziatami rosnaca, ale nie

jest funkeja monotoniczna.

4.4. Monotonicznosd funkgii
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Zadania

1. Dany jest wykres funkeji f: (—3;6) — R. Podaj przcedzialy monotonicz-

nosai tej funkeji.

2. Na rysunku przedstawiono wykres funkeji f: (—=5;4) — R. Podaj jej prze-
dzialy monotonicznosci. Ktére z ponizszych zdan sa prawdziwe?
E 2 £ 4 }f t 3

A. Funkcja f jest nierosnaca w (—4;2).

B. Funkcja f jest niemalejaca w (—5; —2). - ------- -------- --------

C. Funkcja f jest niemalcjaca w (2;4).

@ 3. Dany jest wykres funkeji f: (—4:5) — R. Uzasadnij. ze funkcja ta nie jest
monotoniczna. Podaj przedzialy monotonicznosci tej funkcji.

b)

Powtorzenie

4. Naszkicuj wykres funkeji f. Czy jest to funkcja monotoniczna?
{—%:’C—i—? dla £ <0 {2:{:—1 dla =<0
2 dla z =20 %m—l dla >0

b) f(z) =

5. Odezytaj z wykresu funkeji f: (—5;6) — R przedzialy, w ktérych funkcja
rosnie, maleje, jest niermalejaca.
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4.5. Odczytywanie wtasnosci funkcji

z wykresu (1)

B Odczytywanie dziedziny funkcji

Dziedzina funkcji y = f(x) to zbiér wszystkich argumentéw x. dla ktérych
tunkcja jest okreslona. Dzicdzing funkeji f oznaczamy przez D lub Dy.

Przykfad 1
Na rysunku obok przedstawiono wykres
funkeji f. Jej dziedzina jest zbior:

D= {—6;-3)U{-2;3)

Na rysunku zostal on zaznaczony na osi

(X kolorem nichieskim.

Cwiczenie 1
Z wykresu funkcji f odczytaj jej dziedzine.

B Odczytywanie zbioru wartosci funkcji

7 wykresu funkecji mozna odczytaé nie tylko wartosé, jaka ta funkcja przyjmuje
dla danego argumentu, ale takze zbiér wszystkich liczb, ktére sa wartosciami
te] funkeji. Zbidr ten nazywamy zbiorem wartosci funkeji.

Przyktad 2

Na rysunku obok przedstawiono wykres
funkeji f: (—4;6) — R. Odczytaj z niego
f(—=4), f(=2), f(1) 1 f(3) oraz zbidér war-

Lk |__{ _____ _ = -
7 wykresu odczytujemy wartosci funkcji: I l N

fl—dy=1,f(-2) =3, fy=4if@) =2 # 2Q 113} ;X
Wartosciami funkeji f sa wszystkie liczby y speliajace warunek 1 < y < 4.

Zatem zbiorem wartodci funkeji f jest przedzial (1;4).

4.5. Odezytywanie wtasnodei funkeji z wykresu (1)
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Definicja
Zbior wartosci funkeji f: D — Y to zbidr tych wszystkich y € YV, dla kt6-
rych istnicje taki argument x € D, ze f(x) = y.

Zbi6ér wartoéci funkcji f oznaczamy przez f(D) lub f(Dy).

Przyktad 3 Lo Y
Z wykresu funkcji f odczytaj jej zbidér wartosci. P B
Przy odezytywaniu zbioru wartosci funkeji wy-
godnie jest poprowadzi¢ odpowiednie proste po-
ziome (réwnolegle do osi OX ).

Zbiér wartodcei f(D) = (—3;—2) U (—1;6) zostal
zaznaczony na osi OY kolorem niebieskim.

Cwiczenie 2

Linia ciggla narysowano wykres funkeji f(x) = 22* o dzedzinic D. Odczyta]

7 wykresu zbhiér wartoséci funkeji f.

a) D= (2;4) b) D =(-2;4) ¢c) D= (—oc;4)
A #ogE O }/’

e P : : : E S i : : : 5 H : Bl 2
b S B IR

Cwiczenie 3

Na rysunkach przedstawiono wykresy funkcji f, g i i okreslonych w przedziale
(—3;4). Najmniejsze wartosci kazdej z tych funkeji podano pod wykresami.
Odecgytaj ich najwicksze wartosci. Dla jakich argumentéw sa onc przyjmo-
wane?

vy

Najmmniejsza wartosé funkeji Najmniejsza wartogé tunkeji Funkcja b nie przyjmuje

f jest réwna —3. Jest ona g jest réwna —2. Jest ona najmniejszej wartosci.
przyimowana dla & = 2. przyvjmowana dla x = —3.
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Przyktad 4

Na rysunku obok przedstawiono wykres funkeji f(x) = 22
o dziedzinie D = R.

Zbiorem wartosci funkeji f jest przedzial (0; 00).
Najmniejsza wartos¢ funkcji f réwna 0 jest przyjmowana
dla x = 0. Funkcja f nic przyjmuje wartosci najwickszcj.

Zadania

........ 1

0

1. Odezyta] z wykresu funkeji f jej dziedzine, zbiér wartoSel, najmniejsza

wartosc i najwieksza wartosé oraz argumenty, dla ktorych sa one przyjmo-

warllc,

a)

v

4.5. Odezytywanie wtasnodei funkeji z wykresu (1)
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2. Na rysunku obok przedstawiono wykres funk-
cji f: R — R danej wzorem f(z) = :x+1. Po-
daj zbidér wartosci funkeji danej tym samym

wzoremn, jesli jej dziedzing jest zbidr D. 2 OI 1 X
a) D= (—4;4) b) D ={(—-4;-2)U{0:4) ¢) D= {—-4;0)U(2:4)

3. Naszkicuj wykres funkcji f(z) = 22+3 o dziedzinie D. Odczytaj z wykresu
zbior wartoscl te] funkeji.

a) D= {—4;6) b) D = {—4;0) U (2;4) ¢) D= ({—4;—2)U(4;6)

4. Funkcja f dana jest wzorem f(x) = 2x — 4. Podaj jej dziedzine, jesli zbior
wartoscl jest rowny:

a) (-3i4), D) (<22U200), <) (52U{3},  d) {0,2,3}.
5. Na rvsunku obok przedstawiono wykres funk-

¢ji f: R — R danej wzorem f(x) = |z| — 2.
Dla funkeji ¢ danej tym samym wzorem podaj

wartosci najwieksza 1 najmniejsza oraz argu-
menty, dla ktérych sa one przyjmowanc, jesli

driedzing tej tunkeji jest zbidr: P 8§ 4 P
a) D= (—4;-1), b) D = (-3;4), ¢c) D= {-2;00).

6. Naszkicuj wykres dowolnej funkeji f:{—2;6) — R, ktérej zbidr wartosci
jest rowny:

a) (—2;6),  b) (—4;0) U (1;4), ¢) (—=2;3)u {5},  d) {0,4}.

Powtorzenie

7. Naszkicuj wykres funkcji f(z) = —3¢ — 2 o dziedzinie D. Odczytaj z wy-
kresu zbiér wartosei tej funkeji.

a) -Li={le4) b) D =(-1;2) ¢) B = {1500 U1 8

8. Na rysunku obok przedstawiono wykres

Yy b
funkcji f: R — R okredlonej za pomoca e s bt b

wzorn  f(x) = 12* — 1. Wyznacz zbiér

wartosei funkeji g(x) = ;2° — 1, ktoére]

dziedzina jest przedzial:
a) (2;4), c) (—4;2),
b} (—2;0), d) (—oc;4).
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4.6. Odczytywanie wiasnosci funkc

z wykresu (2)

Na podstawic wykresu funkeji mozemy podad
argumenty, dla ktérych funkcja przyjmuje dana
wartosc. Zwrdé uwage, ze funkeja f, ktore] wy-

kres przedstawiono obok., przyjmuje wskazana
wartosé y dla dwdch argumentéw: x1 i zs.

Przyktad 1

Dany jest wykres funkeji f:R — R. Odezytaj,
dla jakich argumentéw funkeja f przyjmuje war-
tos¢ 3 oraz podaj je] miejsca zerowe.

Rysujemy prosta y = 3. Przecina ona wykres
funkeji w punktach (1,3) 1 (5,3). Zatem funk-

cja [ przyjmuje wartosé¢ réwna 3 dla ¢ = 1
g — 3,

Miejscami zerowymi tej funkeji sa licsby 2 1 4.

Cwiczenie 1

Na podstawie wykresu funkeji f:(—4;4) — R podaj jej miejsca zerowe oraz

te argumenty z, dla ktérych spetnione jest réwnanie f(z) = 2.

ol X

Przyktad 2
Dany jest wykres funkcji f: (1;8) — R. Odczytuje-
my z nicgo:
réwnanie f(x) =0 jest spelnione dla z = 1,
¥ =3 =58
—nieréwnoéé f(x) > 0 rachodzi dla z € (1;3),

—nieréwnoséé f(x) < 0 zachodzi dla z € {1} U (3;8).

4.6. Odezytywanie wtasnodcei funkeji z wykresu (2)
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Cwiczenie 2
Z wykresu funkejl f odezytaj jej miejsca zerowe, zbior rozwigzan nieréwnodci
f(x) > 0 oraz nicréwnodci f(z) < 0.

Przykiad 3

Na rysunku przedstawiono wykres funkeji f: R — R okrcslonej wzorem:
2 dlax e (—oc;—2) AN o L

x| dlaze (—2;4)

3 dlaz € {4;00)

Odczyta) z wykresu zbidr rozwiazan nieréwno- T SRR

$ci f(x) > 2 oraz nieréwnodei f(z) > 2. SR NERED

Nieréwnosé¢ f(x) > 2 jest spelniona dla x € (2;00), a nieréwnos$é¢ f(z) > 2
zachodzi dla x € (—o0; —2) U (2; 00).

Cwiczenie 3

Naszkicuj wykres funkeji f: R — R. Odezytaj z niego rozwiagzanie rOwnania:
« f(x) = 31 zbiér rozwigzan nieréwnosci f(x) > 3.

o f(x) =11 zbibr rozwigzan nieréwnodci f(z) < 1

5 dlawx € (—o0;—5) 1 dlax e (—oc;—1)
a) flx) =1 |z| dlaze {—5;3) b) f(z) =< |z| dlaxze{-1;1)

1 dlaze (3;00) 3 dlaz e (1;00)
Przyktad 4
Rozwigz graficznie réwnanie %:1:2 = || oraz nieréwnosdé %:1:2 < |zl
W jednym ukladzie wspétrzednych szkicujemy \ | @ @ Y}

wykresy funkeji f(z) = 322 1 g(z) = |z|.

Z wykreséw odegytujemyr:
= = g dla g =—4, =08 =
2 < x| dla z € (—4;0) U (0;4)

L.
1t
L.
a®

Cwiczenie 4
Odezytaj wykuﬁow funkeji f(z) = 1a? i g(x) =

3

x| z preykladu 4 rozwiaza-

nie nieréwnosei 2% > |xz|.
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Zadania

1. 7 wykresu funkeji f: (—4;4) — R odezytaj jej miejsca zerowe oraz zbiory
rogwiazan nieréwnodcei f(x) > 01 f(z) > 0.

a)E

2. Naszkicuj wykres funkeji f: R — R. Odcezytaj z wykresu rozwigzanie réw-
nania f(x) = —1 oraz zbidr rozwiazan nieréwnosci f(x) < 3.

a) flz)=2z+1 b) fle)=—2—2 ¢) flz)=31z+1

3. Naszkicuj wykres funkeji f: R — R, a nastepnie odezytaj z niego rozwia-
zanie rownania f(x) = 1 oraz zbiér rozwiazan nieréwnosci f(z) > 1.

4 dlaz € (—o0; —4) 1 dlaz e (—o0;—2)
a) f(z) =« |z| dlaxz e (—4;1) ¢) flz)=<¢ |2z] dlaxe (-2;2)
3 dlaze (1;00) 2 dlax e (2;x)
1 dla x € (—oc;—4) 0 dlaz e (—oc;-2)
b) f(z) =< |#| dlax € (—4;2) d) f(z) =< [2z| dlaze {-2:1)
4 dla z € (2;00) 1 dla 2z € (1;00)
Powtdrzenie
4. Odczytaj z wykresu funkeji f:(—4;4) — R jej miejsca zerowe oraz zbiory

rozwiazan nieréwnosci f{z) < 01 f{x) <0.

5. Naszkicuj wykres funkeji f: R — R, a nastepnie odczytaj z niego rozwiag-
zanie réwnania f(z) = 2 oraz zbiér rozwiazan nieréwnosci f(x) < 1.

—x dla x € (—o0;0) |z] dla z € (—o0;2)

a) f(x)= { lp dlaz € (0;00) b} flz) = { 2 dlaze€ (2;00)

2
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Wykresy jako nosnik
informacji finansowych

Wiele informacji finansowych jest prezentowanych w postaci wykresow.
Ponizej przedstawiono zmiany kursu franka szwajcarskiego w stosunku do
zlotego w okresie od 2 stycznia do 29 grudnia 2017 r. Taki wykres sklada sie

z bardzo wielu punktow odpowiadajacych kursom franka w kolejnych dniach -
zwyczajowo faczy sie je odcinkami. Poprawia to czytelnos¢ wykresu.

os pionowa
- ceny

[
4,15
4,1
4,05
4
3,95
3,9
3,85
3,8
3,75
3,7
3,65
3,6

Badaniem zachowan rynku

na podstawie analizy wykreséw
finansowych zajmuje sie
analiza techniczna.

0s pozioma
- czas

02.01 02.02 02.03 02.04 02.05 02.06 02.07 02.08 02.09 02.10 02.11 02.12
dzien

Zrédio: http://www.nbp.pithome.aspx?f=/statystyka/kursy.htmi

Na rysunku przedstawiono ceny akciji spotki X
(kolor czerwony) i spdtki Y (kolor niebieski)
na koniec kolejnych miesiecy 2018 roku.
a) Jaki jest najwiekszy mozliwy zysk przy
zakupie i sprzedazy po 3 miesiacach
jednej akcji spotki X, a jaki — spotki Y?

TTIRELTR

b) Jaka jest najwieksza mozliwa strata przy
zakupie i sprzedazy po 5 miesigcach jednej :
akcji spotki X, a jaka — spotki Y? ' l“ l
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4.7. Przesuwanie wykresu
wzdtuz osi OY

Przyktad 1
Na rysunkach ponizcj pracdstawiono wykresy funkeji: y = 2%, y = $a7 + 2

Oraz Y =k 3,

¥

Wrykresy funkeji: 4 = %:1:2 +2iy= é:}:z — 3 mozna otrzymac przez przesuniecie

wykresu funkcji y = é:z:2 wzdhuz osi OY o odpowiednia liczbe jednostek.

Twierdzenie

Wykres funkcji y =

flz) 4+ ¢ dla g > 0 otrzymujemy przez przesuniecie
wykresu funkcji y = f(x

)
() 0 ¢ jednostek w gore wzdtuz osi OY .
)

Wykres funkeji y = f(z) — ¢ dla ¢ > 0 otrzymujemy przez przesuniccic

wykresu funkeji y = f(#) o ¢ jednostek w dot wzdluz osi OY.

Przyktad 2

Jesli przesuniemy wykres funkeji y = é:z:
o 2 jednostki w gore, to otrzymamy wy-
kres funkeji y = s + 2.

Jesli przesuniemy wykres funkeji y = %:r:
0 3 jednostki w dot, to otrzymamy wy-
kres funkeji y = s — 3.

Cwiczenie 1
Stosujac odpowiednie przesuniecie wykresu funkeji y = ||, naszkicuj wykres
i podaj zbiér wartogci funkeji:

a) y = |z| + 2, b) y = |z| — 2, ¢) y=|z| -3, d) y=|z| + 3.

4.7. Przesuwanie wykresu wzcluz osi OY
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Zadania

1. Dany jest wykres funkeji y = f(z).
Naszkicuj wykres funkeji g i podaj
jej zhiér wartodel.

a) g(z) = f(z) +2
b) g(z) = f(z) —2
c) g(x) = f(z) -3

2. Naszkicuj wykres funkeji f, a nast¢pnie wykresy funkeji g(z) = f(z) + 1

oraz h(x) = f(x) — 2. Podaj zbiory wartosci funkeji f, g i h.

2 dlax € (—oc;—1) 1 dlax e (—oc;—2)
a) flz) =4 [2z| dlaze (-1;2) b) flz)=1 |3z| dlaze({-2;2)
4 dla z € (2;00) 3 dlax e (2;00)

3. Naszkicuj wykres funkeji f(x) = |z|, a nastepnie naszkicuj wykres funkeji
g(x) = |z| + a oraz podaj wartosé parametru a, jesli:
a) zhiorem wartosci funkcji ¢ jest przedzial (1;00),

b} miejscami zerowymi funkeji ¢ sg liezby —4 1 4.

4. Na rysunku obok przedstawiono wykres funk-
¢ji y = 2? (kolor nicbieski) oraz wykresy funk-
cji f1¢g (kolor czerwony). Podaj wzory funkeji
fig.

5. Naszkicuj wykres funkcji y = z°, a nastepnie
wykres funkcji f. Podaj liczbe rozwiazan row-
nania f(x) =m dla m € {-3,-1,2}.

a) flz)=22+2 ¢) fle) =% -3
b) f(z)=2"—1 d) fx) =2> -9

Powtorzenie

6. Naszkicuj wykres funkeji y = %;1:, a nastepnie wykres funkeji:

8] Y= %1 +35, b)y= %ar -4, c¢)jy= %J, -6, d)y= %:z: + %

7. Naszkicuj wykres funkeji g(x) = 2|x|, a nastepnie wykres funkeji f. Podaj
zbiér wartosci funkcji f.

a] flg)= %‘:’I.“ +3 bl flel = %l.‘]:‘ —1 ¢] fiu) = %‘:’I_I‘ -3

BN 162 4. Funkcje



4.8. Przesuwanie wykresu
wzdtuz osi OX

Przyktad 1

Na rysunku przedstawiono wykresy funkcji y = 2
oraz y = (& — 2)* naszkicowane na podstawie od-
powiednich tabel wartosci funkcji.

z ~g|=2|=1|0 |1 |23
y = ° g |4|1]|0|1]|4]|09
x Al D | 1|2 |8|4]|5

y=({z—2)| 9 |4 |1 |0 |1 4] 9

Zauwazmy, zc wykres funkeji y = (2—2)? mozemy otrzymad przez przesuniceic
wykresu funkcji y = 2% o 2 jednostki w prawo wzdluz osi OX.
Przyktad 2
Na rysunku przedstawiono wykresy funkeji y = x?
oraz y = (& + 3)? naszkicowane na podstawie od-
powiednich tabel wartosci funkcji.
& —6|—-5|—-4|-3|-2|-1|0
y=(x+3*| 9|4 | 1|0 |14

Zauwazmy, ze wykres funkcji y = (x + 3)? mo-
zemy otrzymac przez przesuniecie wykresu funkcji

y = 2° o 3 jednostki w lewo wzdluz osi OX.
Twierdzenie

Wrykres funkeji y = f(x — p) dla p > 0 otrzymujemy przez przesuniecic
wykresu funkeji y = f(x) o p jednostek w prawo wzdluz osi OX.

Wykres funkeji y = f(x + p) dla p > 0 otrzymujemy przez przesuniecie
wykresu funkeji y = f(z) o p jednostek w lewo wzdluz osi OX.

Cwiczenie 1
Naszkicuj wykres funkcji g, stosujac odpowiednie przesuniecie wykresu funkcji

f(x) = |z|. Podaj miejsce zerowe funkcji g.
a) glx)=1lr—1] b)glx)=|r+2| c)glz)=x+3] d) glx)=|x—A4]

4.8. Przesuwanie wykresu wzdiuz osi OX
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Przyktad 3

Na rysunku obok przedstawiono wykres funk-
cji f:(—4;4) — R. Naszkicuj wykres funkcji

g(x) = f(x — 3) i podaj jej dziedzine.

Wykres funkeji g(x) = f(z—3) otrzymujemy,
przesuwajac wykres funkeji y = f(x) o 3 jed-
nostki w prawo.

Driedzina funkeji g jest prrzedzial (—1;7).

Cwiczenie 2

Naszkicuj wykres funkcji g, stosujac odpowiednie przesuniecie wykresu funk-
cji f z przyktadu 3. Podaj dziedzine funkcji ¢.

a) g(z) = f(x—2)

Cwiczenie 3

b) g(x) = f(x +3)

¢) glx) = fla+4)

Naszkicuj wykres funkcji f., a nastepnie stosujac odpowiednie przesuniecie,
naszkicuj wykresy funkeji g(x) = f(z —3) i h{z) = f(z +2).

) fo)={

Przyktad 4

dla z €0
dla > 0

by f(z) = {

Naszkicuj wykres funkeji y = (x — 2)? + 3.

T dla. @< 2

—%;’L‘ +3 dlaxz>2

Wykres funkeji y = z? przesuwamy najpierw o 2 jednostki w prawo wzdluz

osi OX, a nastgpnic otrzymany wykres przesuwamy o 3 jednostki w gorg

wzdluz
.: 5 !}f

ost OY.

ol 1

>

- \-\-';y kres funkcji -

2
=it

Cwiczenie 4

Naszkicuj wykres funkeji f.
a) fle)=(x—-2)?-1
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b) f(z)={(x+3)* -2
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¢) fxy=(x+1)*+1



Zadania

1.

Naszkicuj wykres funkeji f(z) = x?, a nastepnic stosujac odpowiednic
przesuniecie, naszkicuj wykres funkeji ¢g. Poda) jej miejsce zerowe.

a) g(z) = (z—1)? b) g(x) = (x+1)? ¢) g{z) = (z +2)?
Naszkicuj wykres funkeji f(x) = |2z|, a nastepnie stosujac odpowiednie

przesunigeic, naszkicuj wykres funkeji g.
a) glz) =2z =3)|  b) glz) =2 -2)] ¢ glx) =2(x+2)|

Naszkicuj wykres funkeji f(x) = [3x|, a nastgpnie stosujac odpowiednie

przesuniecie, naszkicuj wykres funkeji g.

a) g(z) = |3(x —1)| b) g(x) = |3z + 3| ¢) g{z) = |3z + 12

Na rysunku obok przedstawiono wykres funk- e X

cji f:{(—4;3) — R. Naszkicuj wykres funk-

¢ji g 1 podaj jej dziedzing.
a) g{z) = flz—2) c) g(z)
b) g(z) = f(z— 3) d) g(x)

I

Fa+ 1)
fe+2

Naszkicuj wykres funkeji f. Podaj jej miejsca zerowe 1 zbidr wartosei.

a) flx)=|x+2|+3 b) flx)=lr—-2/-3 ¢) fle)=|z+1|-2

Wykres funkeji g otrzymujemy przez przesuniecie wykresu funkeji ¢y = |x|:
a) o 3 jednostki w prawo 1 2 jednostki w gore,

b) o 4 jednostki w lewo i 3 jednostki w dét,

¢) o1 jednostke w lewo i 2 jednostki w gére.

Podaj wzor funkeji ¢ 1 naszkicuj jej wykres.

Wykres funkcji f otrzymano przez przesuniecie wykresu funkcji y = z2.

v

Podaj wzor funkeji f

4.8. Przesuwanie wykresu wzdiuz osi OX
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8. Na rysunku obok przedstawiono wykres
funkcji f: (—2;6) — R. Naszkicuj wy-
kres funkecji g, odezytaj jej dziedzine
i zbidér wartodel.

a) g(x) = flz+2) +1

b) glE) = (f—i—4)—2
c) glz) = flz—1)+
d) g(z) = f(z —2) -4

9. Oblicz pole obszaru ograniczonego wykresem funkeji f 1 osia OX.
a) fl&)=|x—3|-2 b) f(z)=|z+1|—4

10. Oblicz pole obszaru ograniczonego wyvkresami funkeji f i g.
a) fla)=2z| i glx)=|x—2|+1
b) flz) = 22| -2 i g(z)= |z —1[+1

Powtorzenie

11. Na rysunku obok przedstawiono wykres
funkeji f:({—3;5) — R. Podaj dziedzine
i micjsca zerowe funkeji g.
a) glx) = f(z—3)
b) g(z) = f(z +2)

12. Naszkicuj wykres funkeji f(z) = 22|, a nastepnic wykresy funkeji g i A.
Podaj zbiory wartosci oraz miejsca zerowe funkeji ¢ i h.
a) g(x) = [2(z + )|, h(z) = 2(z + 1)[ -1
b) g(x) = |2(x — 4)|, h(x) = |2(x — 4)| — 2

13. Nasgzkicuj wykresy funkeji f i g.

2) f(z) = {;3: dla z € (—o0;2)

2 dlaz € (2;0¢) » 9(z) = flz +3)

| 4 [~ dlagt € (~op—1) k.
b) f(a-)—{l ome (o 4le) = fa=5)
. [l dlaxe(:x:—) e
RAC) _{ v dlaze{-1;00) g(w) = flz —2) +4
oy [—2 dlaz € (~oc2) .
@ 10 ={_ e i g0 = fo B+
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4.9. Przeksztalcanie wykresu
przez symetrie wzgledem osi OX

Przyktad 1
Naszkicuj wykresy funkeji y = 32?1 y = —12? okredlonych dla z € (—4;4).
W tabeli obok poda- i —4 | =2 | -1 0 1 2 4
11.(? “ral‘tOSfjl tych funk- y=1a2 4 1 r 0 : 1 A
cji dla wybranych ar- L s 1 1

gt —4 | —] |—5 | 0 | =5 | —L |~

gumentow.

Dla pordéwnania wykresy tych funk-
cji narysowano w jednym ukladzie

wspolrzednych. Zauwazmy, ze wy-
e Gt ne LBl v 5 . T8
kresy funkcji y=z2° i y=

sa symetryczne wrzgledem osi OX

punktowi P(z,y), nalezacemu do
ﬁ;;tg , odpowiada
punkt Q(z, —y), nalezacy do wykresu

funkeji y = — 322,

wykresu funkeji y =

Twierdzenie

Wykres funkeji y = — f(x) otrzymujemy przez symetryczne odbicie wy-
kresu funkeji y = f(x) wzgledem osi OX.

Cwiczenie 1

Na rysunku obok przedstawiono
wykres funkeji f oraz wykres funkeji
g(z) = — f(x). Podaj zbiér wartosci
kazdej 7 tych funkeji.

Cwiczenie 2
Naszkicuj wykresy funkcji f i g oraz podaj ich zbiory wartosci.

a) fit) = |lg| 1 gla) =—|x b) J{zx) =" 1 glo)= —i?

4.9. Przeksztalcanie wykresu przez symetrie wzgledem osi OX
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Cwiczenie 3
Na rysunku ponizej przedstawiono wykres funkeji f: (—6;4) — R. Naszkicuj
wykres funkeji g(x) = — f(x). Podaj zbiory wartoéei funkeji f 1 g.

a) Yo

Przyktad 2
Naszkicuj wykres funkcji f(z) = 2%, a nastepnie kolejno wykresy funkeji:

glx) = flr—=2), hix) = flx=2) =4, k{x) = —=[f(x—2) —1].

:\:

\Y e CLRMYE L

Linig przerywana zaznaczo-

no wykres funkeji:

fig)=ga"
linia ciagta wykres funkeji:
gl) = (@ — 2)?

Cwiczenie 4

Naszkicuj wykres funkeji f(z) = {

wykresy funkeji:

a) g(z) = f(z) -3, h{x)
b) g(z) = f(z+3), h(x)

Cwiczenie 5

Liniag przerywana zaznaczo-
no wykres funkeji:
glz) = (w — 2)?
linia ciggta wykres funkeji:
h(z) = (z —2)* — 4

Na rysunku obok przedstawiono wykres funkeji f.

Naszkicuj wykres funkeji g.

a) g{z) = —f(x—1)

BN 168 4. Funkcje

b) g(z) = —flz +2)

Linia przerywana zaznaczo-
no wykres funkeji:
hiz) =(x —2)% -1
linia ciagla  wykres funkgji:
k(z) = —[(z — 2)* — 4]

z dlax € (—o0;2)
2 dlare {2;5)

, a nastepnie kolejno

fe—2)—3, Ka)= —[fe—2) 3]
flea+3)+1, k(z)=—[f(xz+3)+1].




Zadania

1. Na rysunku przedstawiono wykres funkeji f. Naszkicu] wykres funkeji
g(x) = —f(x) oraz podaj zbiory wartosci funkcji f i g.

b) +: oy

2. Naszkicuj wykresy funkeji f i g(z) = —f(2). Podaj punkty wspédlne tych
wykresow.

a) flx)=|z] -1 b) flz) = |z| + 2 ¢) flz)=|xr -2

3. Naszkicuj wykres funkcji f oraz kares funkeji g(z) = — f(x). Podaj prze-
dziaty monotonicznosei funkeji f i
8] Pl z4+2 dlaz<( —z dlaz <0
VAT 2 dlaz>0 g dla z >0
2 dlax <=2 dla z < =2
b) flz) =< —x dla-2<x<3 2¢ da-2=zazxl
-3 dlax >3
Y

r—3 dlax>1

4. Na rysunku przedstawiono wykres funkeji f,

ktéra kazdej liczbie naturalnej n przypo-
rzadkowuje joj reszte z dziclenia przez 3. Na-

szkicuj wykres funkeji g(n) = —f(n).

Powtorzenie

5. Na rysunku przedstawiono wykres funkeji f. Naszkicuj wykres funkeji
g(x) = —f(z). Podaj zbiér wartoéci funkeji g oraz jej przedzialy monoto-
NiCZNOSCL.

4.9. Przeksztalcanie wykresu przez symetrie wzgledem osi OX
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4.10. Przeksztatcanie wykresu przez
symetrie¢ wzgledem osi OY

Przyktad 1
Naszkicuj wykres funkcji f: {0;0c) — R danej za pomoca wzoru f(z) = 1/x
oraz wykres funkeji ¢g: (—oc; 0) — R danej za pomoca wzoru ¢ ‘;( ) = \/_
Zauwazmy, Zc:
g(-4)=f4)=2
g(-1)=f(1) =1
al~5l=FG=2

Wykresy funkeji f 1 g sa symetryczne wzgledem osi OY — punktowi P(x,y)
nalezacemu do wykresu funkeji f odpowiada punkt Q(—u, y) nalezacy do wy-

kresu funkeji g.
Twierdzenie

Wykres funkcji y = f(—x) otrzymujemy przez symetryczne odbicie wy-
kresu funkeji y = f{x) wzgledem osi OY.

Przyktad 2

Na rysunku obok przedstawiono wykres
funkeji y = f(z) (kolor czerwony) oraz wy-
kres funkeji y = f(—x) (kolor nichicski).
Zwrod uwage na to, ze dziedzing funkeji
y = f(x) jest przedzial (—5; 3}, a dziedzing
funkeji y = f(—x) jest przedziat (—3;5). :
Funkcje y = f(x) i y = f(—x) maja takie same zbiory wartodci.

Cwiczenie 1
Dana jest funkcja f: (—2;6) — R, ktore] miejscami zerowymi sa liczby: —1, 0,
3 i 5. Podaj dziedzing i miejsca zerowe funkcji g(x) = f(—z).

Cwiczenie 2

Na rysunku obok przedstawiono wykres
funkeji f:(—4;5) — R. Naszkicuj wykres
funkeji g(x) = f(—x). Podaj jej dziedzing

1 micjsca zerowe oraz przodzialy monoto-

nicznodcl funkeji f1 g.
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Cwiczenie 3

Na rysunku przedstawiono wykres funkeji:
s 22 dlaz e {(—sop—1)
flz) = { r?  dlaz € (—1;00)

Naszkicuj wykres funkeji g(x) = f(—x) i podaj

jej wzor.

Zadania

1. Na rysunku przedstawiono wykres funkeji f. Naszkicuj wykres funkeji
g(x) = f(—=x) oraz podaj dziedziny funkcji f i g.

iy W

2. Naszkicuj wykres funkeji f, a nast¢pnic wykres funkeji g(x) = f(—ax) oraz
podaj je] wzor.

—3 dla x € (—5;-3)
a xr) =
) f( ) { r dlazxe <_3§3>

2 dlax € (—4;,-2)
—z dla z € {—2;6)

b) (e = {

3. Naszkicuj wykres funkeji f. a nastepnie kolejno wykresy funkeji ¢ i h.
2) F@) = lal, 9(z) = fle—2), h(z) = f(—z —2)
b) f(z) = 2%, g(z)= flz+2), h(z)= f(—x+2)

Powtorzenie

4. Naszkicuj wykres funkcji f, a nastepnie wykresy funkeji g(z) = f(—=z)
i h{z) = — f(x). Podaj przedzialy monotonicznosei funkeji f, g i h.

o x dlaz e (—o0;4) _ —z dlax € (—o0; 1)
a) f(z) = c) flz) = |
4 dlaz € (4;00) —1 dla z € (1;00)
2 dlaz € (—0;2) 1 dlaze(—oc;—1)
b) f(z) =14 z dlax € (2;3) d) flz) =< —x dlaze (—1:4)
3 dlaz € (3iex) —4 dla x € (4; )

4.10. Przeksztalcanie wykresu przez symetrie wzgledem osi OY
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4.11. Proporcjonalnos¢ odwrotna

Przyktad 1 VA
Na rysunku obok przedstawiono wykres funkeji y = %
gdzie @ > 0. Zwrod uwage, ze jesli punkt (@, y) nalezy
do wykresu tej funkcji, to jego wspoéirzedne spetlniaja ...

zaleznosé x - 4y = 3. e

Jedynymi punktami o wspotrzednych catkowitych na-

lezacymi do wykresu tej funkeji sa punkty (1,3)1 (3, 1).

Cwiczenie 1

Funkcje f, g 1 h, ktorych wykresy przedstawiono ponizej, okreslone sg dla
x > 0. Podaj punkty o obu wspolrzednych catkowitych nalezace do wykresu
kazde] z nich.

}f

(@)

Definicja
Funkcje postaci y = 2, gduie z > 0 oraz a jest stata dodatnia, nazy-

Walny proporqona]no%ma odwrotng. Wielkosci z 1 ¢y nazywamy odwrotnie
proporcjonalnymi, a stala a — wspoélczynnikiem proporcjonalnosci.

Jesli wielkosci x i y sa odwrotnie proporcjonalne, to ich iloczyn jest staty. Wzoér
proporcjonalnosci odwrotne] mozemy rowniez zapisa¢ w postacl x -y = a.

Czy wiesz, ze...
Dwie masy m, 1 my umieszczone na réwnowazni
w odleglodciach ry 1 r» od punktu podparcia znaj- @

Tila

4

duja sie w rownowadze, jesli zachodzi réwnosé: ™ A

Wiy 71 = Mo * Ty
Oznacza to, zc masa i jej odleglosé od punktu podparcia sa wiclkosciami
odwrotnie proporcjonalnymi. Odkrycie tego prawa (zwanego tez zasada
dzwigni) zawdzieczamy Archimedesowi (ok. 287 r. p.n.e. ok. 212 r. p.n.e.).
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Przyvkladem wielkogci odwrotnie proporcjonalnych sa dlugodci « i y bokdéw
prostokata o ustalonym polu P. Zachodz wowcezas zaleznosé x -y = P.

Przyktad 2 Y

Rozpatrzmy prostokaty, kazdy o polu row-
nym 12 i dwoéch bokach z, y zawartych

w osiach ukladu wspéhrzednyeh (rysunek
obok). Wierzcholki A;, As, A3 1 Ay tych

prostokatéow mnaleza do wykresu funkeji

y = 2. Ich wspolrzedne (z,y) spelniaja

zaleznosé: x -y = 12. of 1 T X

Cwiczenie 2

Naszkicuj wykres funkeji f(x) = (—Z gdzie x > 0, 1 narysuj prostokat, ktérego
jeden 7z wierzcholtkéw nalezy do wykresu tej funkeji, a dwa boki zawieraja,
sie w osiach ukladu wspéhrzednych. Ile jest rowne pole tego prostokata? Czy
odpowiedz zalezy od wyboru wierzchotka nalezacego do wykresu funkeji f7

Zauwaz, ze Jesli wielkosci x 1 i sa odwrotnie proporcjonalne, to wraz ze wrzro-
stem jednej z nich proporcjonalnie maleje druga.

Przyktad 3
W tabeli podano, ile kilograméw winogron mozemy kupié za 24 st w zaleznosci
od ceny za jeden kilogram.

2 — cena [zl] 1 5 6 8 13
y — liecgba [kg] 6 48 | 4 3 2

Wraz ze wzrostem ceny za kilogram 2 proporcjonalnie maleje liczba kilogra-
mow winogron y, ktore mozemy kupic.
Wielkosci z 1 y sg odwrotnie proporcjonalne: y = 2,
r
Cwiczenie 3
Na zakup jabtek przeznaczono kwote v ] 15 2 3 | 45| 6
9 z1. Niech x oznacza cene za kilo- 77778777 -
. : . y [kg| V04877 7/ 1,5
gram, a y — liczbe kilogramoéw ja- ; /
bick, ktoére mozemy kupic.
a) Przerysuj tabele do zeszytu i jg uzupeinij.
i o . .- L} - - .
b) Naszkicuj wykres funkcji y = ;J gdzie x > 0, 1 zaznacz na nim punkty
odpowiadajace wartodciom 7 tabeli.

4.11. Proporcjonalnosé odwrotna
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Zadania

1. Wiclkosci x 1 y sa odwrotnic proporcjonalne. Przerysuj tabele do zeszytu
i ja uzupeij. Podaj wzdr tej proporcjonalnodci i naszkicuj jej wykres.

a) b)
€ i 2 |25 4

¥ ) 32

W1

I 1 2 |25 4 5
y IR 2.5 Vi

-

2. Pewna stala kwote & zl przeznaczono na za-
kup Sliwek. Na wykresie przedstawiono za-
leznoéé miedzy ceng @ w zlotych za kilogram
a licgba kilograméw y, ktoére mozna w tej ce-

nie kupi¢. Poda) wartosé¢ &k 1 przedstaw za
pomoca tabeli zaleznogé micdzy x 1 y dla : 1§ i
%€ {1,2,3,4,5,61, of 1 111X

Zalezno$é miedzy czasem ¢ potrzebnym do przebycia drogi s ze srednia
predkoscig v wyraza sie wzorem ¢ = 2.

3. Rowerzysta ma do przebycia dystans 60 km. ¢[h]
Na wykresie przedstawiono zalezno$é czasu
T . £ 4 . . 2 . 5
jeco jazdy od sredniej predkosgci. Ile czasu %
zajimie rowerzysécie pokonanie catego dystan- 5.,
su, jesli bedzie jechal z predkoscia: 2 ;
a) 15 km/h, ¢) 24 kin/h, o
_ : = o HMEEEEE N
b) 18 km/h, d) 25 km/h? O 1020 30 ofkm/h]

4. Samochod ma do przebycia trase 240 kin. Dobierz odpowiednio jednostki
na osiach uktadu wspoélrzednych i naszkicuj wykres zaleznosci miedzy sred-
nia predkodcia samochodu a czasem podrézy.

Powtérzenie

5. Naszkicuj wykres funkeji y = f(x), gdzie z > 0. Ile punktéw o obu wspdl-
rzednych catkowitych nalezy do wykresu tej funkeji?

a) flz)= —f by Flx) = f e) Flx) = % d) f(x)= %

6. Rozwazmy n-katy foremne o obwodzie réwnym 12. Sporzad? odpowiednia
tabele 1 naszkicuj wykres funkeji opisujacej zaleznoéé dhugosci boku n-kata
od liczby bokow dla n < 12. Podaj dziedzine tej funkeji.
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4.12. Zagadnienia uzupetniajgce

B Predkosé, droga, czas

1.

Przejazd samochodem z miasta A do odlegtosé | = |
odleglego o 240 km miasta B iz po- 2V ﬁiﬂl]ma’bt”l
wrotem zajal (razem 7 dwugodzin- 200
nym postojem) 10 godzin., Korzysta- 160
jac 7z wykresu, podaj $rednig pred- 120~

kogé¢ przejazdu: 80 [t oy
a) z miasta B do miasta A, 10 : & ““‘[’1‘:]’
b) calej trasy bez postoju. O 1 2 3 435 6 78 910

Na wykresie ponize] przedstawiono. jak zmieniata sie odleglosé samochodu
od Plocka podezas jazdy na trasie Plock—Gdansk—Ptock.

a) Oblicz $rednia  predko§é samo-

: ] L 220 b pg e
chodu bez uwzgledniania postojow.

240 |+
b) Jaka bytaby érednia predko$é na 200
trasic » Gdafiska do Plocka, gdyby 60|~
1] [
80
10

posté] w Gdansku przedhuzyl sie
o godzing, a cala wyprawa trwataby

11 % godziny?

Jacht znajdujacy sic w odlegloda
10 mil morskich od portu plynal
w jego kierunku z predkoscia 8 we-
ztow. Po pélgodzinie wiatr oslabt,
a predkosé jachtu spadia o potowe.
Na wykresie pokazano, jak zmieniata

sie odlegtodc jachtu od portu w zalez-
nosci od czasu.

Naszkicuj wykres przedstawiajacy
zmiany odleglosci jachtu od portu
w zaleznosci od czasu, jeshi jacht be-
dacy 10 mil morskich od portu ptynat
w jego kierunku przez godzineg z pred-
koscia 2 wezléw, a nastepnie jego
predkosé wzrosta do 6 weztéw. Po ja-
kim czasie jacht dotart do portu?

412, Zagadnienia uzupeiniajace
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B Wzrost wykladniczy i funkcja wyktadnicza

Przyktad 1 v
Pewne doswiadczenie polegato na badaniu wzrostu 3200 [--
liczebnosei kolonii bakterii. Na poczatku dodwiad-  9gqg
czenia byto 400 bakterii, nastepnie stwierdzono, ze 2400
ich liczba podwajala si¢ w ciggu godziny. Funkeja

2000
y =400 - 2" (wykres obok) opisuje liczbe bakterii i
500 |-
po uplywic czasu t micrzonego w godzinach. Na
przyktad po 2 godzinach liczba bakterii wynosita 1200
400 - 22 = 1600, a po uplywic 2 godzin i 30 mi- il
nut liczha bakterii wzrosta do 400 - 2%° ~ 2263. A0 P01
W tabeli podano wartosci funkeji y = 400 - 2¢ dla O 5 1 : z
wybranych argumentéw. th]
t [h] L 1.5 2 2.5 3 3.9
y = 400 - 2° 800 1131 1600 2263 3200 4525

W opisie dodwiadczenia wykorzystana zostala funkcja f(¢) = 2'. Funkcje
opisanc wzorem y = a*, gdzic a jest liczba dodatnia rézng od 1, okreslone
dla @ € R, nosza nazwe funkcji wykladniczych.

@ 4. Podczas pewnego doswiadcegenia liczba bakterii, ktorych poczatkowo bylo
600, podwajala sie w ciggu pol godziny. Uzasadnij, ze funkcja y = 600 - 4°
opisuje licsbe bakterii w zaleznosci od czasu ¢ micrgonego w godzinach
i uzupelnij tabele.

Czas t [h] 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5
Liczba
) 2 7 4 ) 9 v b

bakterii y

5. W pewnym doswiadezeniu badano liczebno$é kolonii bakterii. Zgodnie
7z modelem teoretycznym liczbe bakterii, w zaleznosci od czasu ¢ mierzo-
nego w godzinach, wyraza wzor:

y =1 -a
gdzie yy jest poczatkowa liczba bakterii, natomiast a — pewna stala. Wy-
znacz stala a, jesli poczatkowo bylo 1500 bakterii, a po & godzinach ich
liczba wzrosta do 24 000. Po jakim czasie liczebnosé kolonii bakterii bedzie
rowna 96 0007
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Na rysunku obok przedstawiono wykres funk-
cji y = 2%. Zaznaczone zostaly punkty odpo-
wiadajace danym z tabeli (wartosdci funkeji po-
dano z dokladnoscia do 0,01), ktére polaczono
krzywa, jak na rysunku.

z | —2 _% | _% 0|11 % 9
2%10.25(0,35( 0,56 10,71 1 |1.41| 2 (2,83 4 15

6. Podaj wartosé funkeji y = 27 dla argumentu:
a) 3, b) 4, c) 10, d) —10.

Wykresy funkeji y = 27 1 y = 4* dla pordéwnania
umieszezono w tym samym ukladzie wspolrzed-
nych.

Zauwazmy, ze dowolna funkcja okreslona wzo-
rem y = a®, gdzic @ > 1, jest funkcja rosnaca.
W przyvpadku zjawisk opisywanych za pomoca ta-

kich funkeji méwimy o wzroscie wykladniczym.

7. Sporzad7 odpowiednia tabele wartodci funkeji y = 3%, a nastepnie naszki-

cuj jej wykres.

Na rysunku obok przedstawiono wykres funkeji
danej wzorem y = (%)I Funkcja ta jest funk-
cja malejaca. Jej wykres mozgemy otrzymad przez
syimetryczne odbicie wzgledem osi OY wykresu
funkeji y = 2% (uzasadnij).

Funkcja y = (é)x wykorzystywana jest przy opi-
sie zjawiska rozpadu promieniotworczego.

v 3 . v ‘g €T, § . .
8. a) Naszkicuj wykres funkcji f(x) = (%) i na jego podstawie podaj roz-
wigzanie nieréwnosei 1 < f(x) < 9.
. . an E | £ . . .
b) Naszkicuj wykres funkeji g(x) = (il) i na jego podstawie podaj roz-
wigzanie nierdwnosci i < g(:‘}:) £ 4,

412, Zagadnienia uzupeiniajace
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B Funkcja logarytmiczna

Na rysunku obok przedstawiono wykres
funkeji opisanej wzorem y = log, z. Za-
znaczone punkty odpowiadaja wartos-
ciom 7 tabeli.

1 12 4]| 8

A 1
i >

e o

logee —2 (=1 0 [ 1 |2 | 9

Funkcje opisane wzorem y = log, x. gdzie a jest liczba dodatnia rozna
od 1, okrcélone dla x € (0; o), nosza nazwe funkeji logarytmicznych.

9. Dla jakiego argumentu x funkcja y = log, # przyjmuje wartosé réwneg:

a) 4, b) 5, e 140, d) 37

10. Wykresy funkeji y =log,z iy = log, x
umieszczono dla pordwnania w tym sa-
mym ukladzie wspélrzednych (rysunek
obok). Podaj po cztery punkty o obu

wspolrzednych catkowitych nalezace do
wykresu kazdej z tych funkcji.

11. Sporzadz odpowiednig tabele wartosdel funkeji y = logs 2, a nastepnie na-
szkicuj jej wykres.

Ponizej przedstawiono wykres funkcji y = log .

Y

Zauwaz, ze funkcja y = loga (oraz dowolna funkcja y = log, z, gdzie
a > 1) jost funkeja rosnaca. Jednak jest to wzrost bardzo powolny.

12. Dla jakich argumentéw x funkcja y = log & osiaga wartosci wieksze od:
a) 2, b) 3. ¢) 6, d) 107
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Zestawy powtdrzeniowe

M Zestaw |

1.

Funkeje f przedstawiono w postaci grafu. Podaj jej dziedzine, zbior war-
tosel, miejsca zerowe oraz wartosSé najmniejsza 1 wartosé najwicksza. Spo-
rzadz tabele i naszkicuj wykres funkeji f.

a) X b) X

Naszkicuj wykres funkeji f: X — R okreflonej za pomoca wzoru
f(x) = |z|. Odezytaj z wykresu zbidér wartosci funkeji f.
a) X ={-4,-1,0,1, 3} b) X = (—4;4) c) X = (—2;00)

Dany jest wykres funkeji f: (—4:4) — R. Podaj jej przedzialy monotonicz-
nosci i miejsca zerowe oraz argumenty, dla ktérych funkcja f przyvimuje

wartoscl dodatnie.

Naszkicuj wykres funkeji f, korzystajac z wykresu funkeji y = |z|.
2) fl@)=lel =4 o fl@=le—3] e fl&)=le+32
b) f(z) = |z| +4 d) flz) =|z+ g f) fle)=|x—2|+3

Naszkicuj wykres funkeji f, a nastepnie wykresy funkeji g(x) = f(x) + 3
i h{z) = f(x) — 2. Podaj zbiory wartodci funkcji g 1 h.

e dla e (—=3;1) v |4 dla ze€(—4;-2)
n) fla) = { —1 dla x € (1;4) b) flx) = { 2 dla x € (=2;2)

Na rysunku obok przedstawiono wykres Y
funkeji f:(0;4) — R okredlonej za pomoca
wzorn f(z) = «/z. Podaj dziedziny funkeji
g(x) = flx+2) i h(x) = f(z — 3) oraz na-

szkicuj ich wykresy.

Zestawy powtdrzeniowe
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v/

7. Dgziedzina funkcji [ jest zbior D). Nasgkicuj wykres funkcji f, a nastepnie

wykres funkeji g(z) = — f(x). Podaj wzér funkcji g oraz zbiory wartodci
funkeji f 1 g.
a) fle)=x2—-2, D=(-2,1) b} flz) = —%:1': +1, D={-2;4)

8. Dugiedzina unkeji f jest zbiér D. Nasgkicuj wykres funkcji f, a nastepnie
wykres funkeji g(x) = f(—x). Podaj dziedzine 1 wzér funkeji ¢ oraz jej
wartos¢ najmniejsza 1 wartosé najwieksza.

8] flgy=a—1y B =1{1:3 b) f(z)=3x+2, D={-4;2)
@ 9. Uzasadnij, ze nic istnicje funkeja, do ktérej wykresu naleza punkty: (—5, 1),

(_2: _1): (_2: _2)? (U~ _3): (4: 1)'

B Zestaw Il
1. Naszkicuj wykres funkeji f: R — R. Podaj wartosci f (3\/5) if (\/§ = 6).

-3 dla z < —4 1 dla < -3
a) flx)=<¢x+1 dla —4<2<2 b) f(z)=¢ -2 dla -3<z<3
1 dla = > 2 4 dla =23

2. Dany jest wykres funkcji f: (—4:4) — R. Odczyta] z wykresu rozwigzanie
réwnania f(x) = —2 oraz zbidr rozwigzan nicréwnodel f(x) < 0.

b)

3. Wykres funkcji g przechodzi przez punkt (0, 1). Wykres ten mozna otrzy-
ma¢é przez przesuniccic wykresu funkeji f wzdhuz osi OY. Naszkicuj wy-
kresy funkcji f i g.

_ z+3 dlaxz<0 . z+2 dlax < =2
. z) = I =) =
a) Jlz) { 3 dlaz>0 ) fla) { 2 dlaz> —2

4. Wrykres funkeji g przechodzi przez punkt (—2,0). Wykres ten mozna otrzy-
maé przez przesuniecie wykresu funkcji f wzdiuz osi OX. Nasgzkicuj wy-
kresy funkeji f i g.

; 3 dla z < —1 s s | =@w=1 dlazs =3
a) flz)= {—x +1 dlaz>—1 b) fla) = { —x—2 dla x> -3
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10.

[p] 11.

Prrzedstawione na rysunku obok wykresy N\A\N. | Yt |
funkeji: f, g, h, k otrzymano przcz od- \ '
powiednie przesuniecia wykresu funkcji
fi L

Yy =g«
a) Podaj wrzory funkeji: f, g, h, k.

gaznaczone] kolorem nicbicskim.

b) Do ktérego wykresu naleza poszcze-
gélne punkty: P(8,6), Q(—4,3), R(2,22)?

Na rysunku obok przedstawiono
wykres funkeji f: (—6;6) — R. Na-
szkicuj wykres funkcji:

2y y=—f(2),  b)y=f(-a).

Naszkicuj wykres funkcji f, a nastepnie wykresy funkeji g(x) = —f(x)
i h{z) = f(—=x). Podaj sbiory wartoéci funkeji: f, g i h.

—2 dla 2« -2 z+2 dlaz<l
o) f{m) = { z dlax> -2 b o tm)= { 3 dlaz>1

Dzicdzina funkeji f (rysunck obok) jest prze-
dzial (—5;2). Podaj dziedzine i naszkicuj wykres
funkcji g.

a) glz) = f(z—3) c) gle) = —f(z+2)
b) glz) = f(2 — =) d) g(z) = —f(1—x)

Funkcja f przyporzadkownje kazdej liczbie ze zbioru {1, 2, 3,4} jej kwadrat
pomniejszony o podwdjna wartosé¢ tej liczby. Naszkicuj wykres funkeji f,

a nastepnie wykres tunkcji g(z) = f(—x).

Naszkicu] wykres funkeji f, a nastepnie wykres funkeji g(x) = —f(x).
Podaj zbiory wartosci obu funkcji, jesli funkcja f przyporzadkowuje kazdej
liczbie naturalnej:

a) jej reszte z dziclenia przez 3 powickszona o 1,

b) jej reszte z dzielenia przez 4 pomniejszona o 4,

c) polowe jej reszty z dzielenia przez 5.

Podstawa tréjkata réwnoramiennego jest odeinek o koncach (0,0) i (a,0),

gdzie a > 0. Trzeci wierzchotek tréjkata nalezy do wykresu tunkeji y = f
Uzasadnij, ze pole tego tréjkata nie zalezy od wyboru parametru a.

Zestawy powtdrzeniowe
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@ Sposdb na zadanie

Przykfad 1
Ile miejsc zerowych ma funkcja f7

—2 —2 dlag € [—ooy—2)

flz) = %ffi +3 dlax e {—2;2)
—2z+8 dlaz € (2;0¢)
A. 0 B. 1 6.2 D. 3

Aby wskazaé¢ poprawna odpowicdz, mozemy postapi¢ na rézne sposoby.
» Miejsca zerowe funkeji f mozemy wyznaczyé, rozwigzujac réwnania:
—2x —2=0,skad x = —1, ale =1 & (—oc; —2)

~z+3=0,skad z = —6, ale —6 ¢ {—2;2)
—2r48=0, skad x =4 € (2;)

Liczby —1 1 —06 nie sg miejscami zerowymi
funkeji f, jedynym jej micjscem zerowym
jest liczba 4.

Zatem funkcja f ma jedno micjsce zerowe.

« Mozemy tez naszkicowa¢ wykres funkcji

f 1 odezytaé z niego liczbe jej miejsc zero-
wych.

Odpowiedz: B

Przyktad 2

Na rysunku obok przedstawiono wykres

funkeji f:(—2;6) — R. Suma micjsc ze-
rowych funkeji g(z) = f(—x) jest réwna:

A.—2, B.-4, C.-6, D.-8.

Aby wskazaé poprawna odpowiedz, mozemy postapié na rézne sposoby.

« Miejscami zerowymi funkeji f sa liczby: —1, 2, 5. Zatem miejscami zerowymi

funkeji g sa liczby: 1, —2, —5. Ich suma jest réwna —6
» Mozemy tez naszkicowad wykres funk- T
¢ji g 1 odezytad z nicgo jej micjsca ze- : g
rowe. 53 to liczby: —5, —2 1 1. Ich suma

jest réwna —6.

Odpowiedi: C
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Zadania testowe @

Rozwigz zadania 1 zapisz odpowiedzi w zeszycie. W kazdym zadaniu tvlko
& I I ) ] ]

1.

jedna odpowicdz jest prawidtowa.

Funkcja f przyporzadkowuje kazdej liczbie naturalnej jej reszte z dzielenia
przez 4. Niech a = f(129). Wowczas:
A. a > f(29), B. a = f(59), C. a < f(89), D. a = f(149).

Licgba —2 jest micjscem zerowym funkeji:
— 9 Y = _ 27 — 3 _ 2.2 gy =3 _ 1.3
Ay=27 +55 B. y =z* =y Giy=3—z2°, D.y=35—32%

Liczba —2 nie jest micjscem zerowym funkeji dancj wzorem:

Acy=vy2+2; B.y=a®—2 C.y=2*+8 Diy=241
Do wykresu funkeji f(2) = z + /22 nalezy punkt:
A. A(-2,0), B. B(4,6), C. C(3,9), D. D{—4,—8].

Do wykresu funkcji f(z) = +/3(z — 1) nalezy punkt:
A. (—2v/3,-13V3), C. (-2v3,-13v3 +12),
B. (2v/3,13V3), D. (24/3,13v3 — 12).
Ile miejsc zerowych ma funkeja f7
_ || =2 dlaz € (—oc;4)
J@) =1 ; .
sx+2 dlax € {4;00)
A. 0 B. 1 C. 2 D. 3
Wrykresy funkeji: f, g, b, k otrzymano

przez odpowiednie przesuniecia wykre-
su funkeji y = 6z2. Zatem:

A flx) =6(r? — 122 + 36),

g(w) = 6(a + 67+ 9),
C hiz) =6(x? =2z +1)+ 2,
D. k(z) = 6(z2 — 1) + 1. ;&

Jesli D, = (=5;3), to dziedzing funkcji g(x) = f(—x + 1) jest zbidr:

A. (—2;6), B. (—3;5), C. {(—4;4), D. {(—6;2).
Funkcja f ma pieé miejsc zerowych: —5, —3, —1.0, 2. Wynika stad, ze suma
micjsc zerowych funkeji y = — f(—x) jest réwna:

A, -9, B. -7, C. 7, D. 9.

Przed maturg

183 I



@ Przed obowiazkowa matura z matematyki

B Zadania krétkiej odpowiedzi

Zadanie 1 (2 pkt)

. = ; o ; , —3r+5 dlag <2
Wyznacz miejsca zerowe funkeji f danej wzorem f(z) = {

—bx+3 dlazg > 2
Zadanie 2 (2 pkt)

Funkeja f okreglona na zbiorze liczb rzeczywistych jest funkcja nierosnaca,
a punkty: (—6,4), (=3,2), (1,2) i (4,—5) naleza do jej wykresu. Wyznacz
wartosc f (—2\/5).

Zadanie 3 (2 pkt)

Na rysunku obok przedstawiono wykres funk-
cji f:{—3;6) — R. Poda] dziedzine funkcji
g(x) = f(—=x) i naszkicuj joj wykres.

3

Zadanie 4 (2 pkt) —g —9 g < —1

Wyznacz miejsca zerowe funkeji f(e) =< s2—3 dla-1<2<3
z—2 dag>3

B Zadania rozszerzonej odpowiedzi

Zadanie 5 (3 pkt)
Miejscami zerowymi funkcji f sa liczby: —3, 2 1 4. Wyznacz sume miejsc
zerowych funkeji g(x) = f{(—x + 6).

Zadanie 6 (4 pkt)

Dana jest funkcja f(z) = 2z + 2. Naszkicuj wykresy funkeji g(z) = —f(2)
i h(x) = f(x —4). Oblicz pole obszaru ograniczonego osig OX 1 wykresami
funkcji g 1 h.

Zadanie 7 (4 pkt)

Zhior X jest zbiorem liczb naturalnych mniejszych od 12. Funkcja f kazdej
liczbie ze zbioru X przyporzadkowuje reszte z dzielenia przez 4. Naszkicuj
wykres funkcji g(z) = f(x) — 1 i podaj jej miejsca zerowe.

Zadanie 8 (4 pkt)

Na rysunku obok przedstawiono wykres
funkeji f: R — R. Naszkicuj wykres funk-
cji g(x) = — f(x). Podaj przedzialy mono-

tonicznosci funkeji g 1 odezytaj zbior roz-

wigzan nieréwnosei g(x) < 0.
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Dla snowboardzisty czy na,
Jest to jeden z czynnikéw branych pod uwage przy ustalaniu stopnia trudnosei

trasy narciarskiej.

Kat nachylenia terenu ma tez zasadnicze znaczenie w zagadnieniach inzynie-

rvijnych, takich jak budowa drég czy kolei.
e] wykresem funkeji liniowej y = ax + b decyduje

o

O nachyleniu prostej b
wspotezynnik a.




5.1. Wykres funkciji liniowej (1)

g

Przyktad 1

Naszkicuj wvkres funkeji okreélonej za pomocg wzoru
flx) = 22 + 1, jesli jej dziedzing jest zbidr liczb rze-
czywistych.

Aby naszkicowaé¢ wykres funkeji f(x) = 2z + 1, spo-
rzadzamy tabele wartosci funkcji dla wybranych argu-

mentow.
1 -3 —2 —1 0 1 2
Iz) -5 -3 —1 1 3 5

Otrzymane punkty zaznaczamy w uktadzie wspotrzednych. Zwrédé uwage, ze
wszystkie te punkty lezg na jednej prostej — jest ona wykresem tunkeji f.

Cwiczenie 1
Naszkicuj wykres funkcji f, jesli jej dziedzing jest zbiér liczb rzeczywistych.

a) fle)=x4+2 b} flz) =20 —1 ¢} fle) =—= d) flz)=—-2+3
Definicja

Funkcje okreélona wzorem f(x) = az+b dla € R, gdzie a 1 b sa stalymi,
nazywamy funkeja liniows.

Wykresem funkeji f(z) = ax+b (uzywamy tez zapisu y = ax + b) jest prosta.
Aby naszkicowad wykres tej funkeji, wystarczy znalezé dwa nalezace do niego
punkty i poprowadzi¢ przez nie prosta (przez dwa rézne punkty przechodzi
tylko jedna prosta). Prosta ta ma réwnanie y = ax + b.

Przyktad 2

Naszkicuj wykres funkcji f(z) = %r — 1.
Dla # =0 mamy f(0)=2-0—-1=—1.
Dla # = 3 mamy f(3) = % g =1 =4

Otrzymane wyniki mozna przedstawié¢ w tabeli.

£ 0 3 Punkty (0, —1) i (3,4) naleza
f( I) 5 A do wykresu funkeji f.
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Cwiczenie 2
Znajdz dwa punkty o obu wspolrzednych catkowitych nalezace do wykresu
funkeji f. Naszkicuj ten wykres.
gy fl@gl=tx—2 B flui=—tx =) fej=3z42 d faz)=—Lz—1
Definicja
Liczbe a wystepujaca we wzorze funkcji liniowej f(2) = ax + b nazywamy
wspotczynnikiem kierunkowym prostej.

Przyktad 3

Wykresy funkeji liniowych y =204+ 2iy =2 — 3
sa prostymi réwnolegtymi. Kazdy z nich moze-
my otrzymaé przez przesuniecie wykresu funkeji

y = 2x wzdluz osi OY.

Po przesuniceiu prostej 4y = 22 o 2 jednostki w gore

otrzymamy prosta y = 2z + 2.

Po przesunieciu prostej y = 22 o 3 jednostki w dél

Cwiczenie 3 |
Naszkicuj wykres funkcji y = 3z, a nastepnie wykres funkeji f.

a) flegl=3x+1 b flal=9243 © Jo=0z—2 d) Hzg=35—_

otrzymamy prosta y = 22 — 3.

Twierdzenie

Wykresy funkeji linilowvch o tym samym wspoélezynniku kiernnkowym sa
prostymi rownolegtymi.

Podane powyzej twierdzenie mozna tez stormulowaé nastepujaco:

Proste dane réwnaniami y = ayz + by 1 y = aux + by 83 rownolegle wtedy
i tylko wtedy, gdy a; = as.

Cwiczenie 4

Ktére sposrod prostych [y, 1, ..., 1l sa réwnolegte?

big=ls—-3 lsry=—-12+43 st y=8—-u ap=1—9
loiy=2x—-3 li:y =442z lo:y=28—+/3 Zgi'y:\/g—%ff:

5.1. Wykres funkgiji liniowej (1)
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Przyktad 4

Wyznacz wgdr funkeji liniowej, ktérej wykresem
jest. prosta przechodzaca przez punkt (4, 1) 1 row-
nolegla do prostej y = 2 + 3.

Funkcja liniowa dana jest wgorem y = ax + b,

a Je] wykresem jest prosta rownolegla do pro-
stej y=s3x+3, wicc a=3. Aby wyznacsyé

wspotezynnik b, podstawiamy wspotrzedne punktu
P(4,1) do réwnania y=ix+b 1 otrgymujemy
] = ﬁ 4+ b, skad b= —1.

Zatem warunki zadania spetnia funkcja y = %:{: —1.

Cwiczenie 5
Wyznacz wzdr funkeji liniowej, ktore] wykresem jest prosta réwnolegta do
prostej [ 1 przechodzaca przez punkt P.

g by =20—4, P13,7) ¢) by=—22+3, P(3,—-4)
b) l:y = -3z +35, P(—%,Q) d) Ly =—2x—z, P(%—%)
Zadania

1. Naszkicuj wykres funkecji. Ktére z punktéw P(4,3), Q(2.5), R(—2,—3)
nalezg do jej wykresu?
a) y=x+3 ¢) y=2x-5 e) y=—x+7 g) y=-3z+6
b)y=xz-1 d) y=3z—-1 fy y=-22—-7 h)y=-4z-3

2. Naszkicuj wykres funkeji. Podaj trzy punkty o obu wspolrzednych calko-
witych nalezace do tego wykresu.
a) y=3r—2 ¢ y=—32+3 e y=
b)yy=3x+4 d)y=-32-2 f)y=

vl Wi
=5 B

3
3. Ktore sposrdd prostych: {1,165, ..., [ sa rownolegle?
l1: y = 5w — % lsi = %.’L‘ —f3  lgry= —%:1: + 3 lr:y=4— %:1:
bos = —%;‘1: l4: 4 = 5x — %J lg: gy = é + 5 la; 4= b — Vo

@ 4. Cuzy czworokat, ktérego boki sg sawarte w prostych &, [, m, n, jost trape-

zem? Czy jest réwnoleglobokiem? Odpowied? uzasadnij.
%] kig = -—%:1_: + 8, by=08z—2, my= %J{ +4, niy =6 — 0,752
b} kiy = 22 —4, Ly =4—25x, my=1++8x, niy = —%:‘I_: - %
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5. Wyznacz wzdr funkeji, ktérej wykresem jest prosta réwnolegla do prostej
o podanym wzorze i przechodzaca przez punkt P.

a) g=dz —2, P{0,5) ] y=—4x+ 6, P{-6,5)
b) y = -3z +4, P(1,8) d) y=

6. Dwa boki rownolegtoboku sa zawarte w pro-

sz —1iy = 3z+4 (rysunek

obok). Wyznacz réwnania prostych zawiera-

stych y =

jacych pozostate boki réwnolegtoboku.

7. Jedna z podstaw trapezu o wierzcholkach
A(0,-3), B(4,0), C(—2,4), D(-3,-1) jest

zawarta w prostej y = —%:{: + % Wyznacz

réwnanie prostej zawierajacej druga pod-

stawe trapezu.

8. Proste !y i {; sa réwnolegle do prostej k. Do prostej Iy nalezy punkt A,
a do proste] I, punkt B. Wyznacz réwnania tych prostych.

a) k:y=+3x—3, A(2v/3,6), B(1—+3,v/3—4)
b) k:y=(vV2—-1)xz+6, AVE,3—+2), B(1+v2,4)

Powtorzenie

9. Naszkicuj wykres funkcji. Podaj wspélezynnik kierunkowy proste;j.

a) y=x — 3 ¢c) y=3—2x o g=c2+2 g) y= 3(6—bx)
b)y=2x+4 d)y=2->5x f) y=2£8 h) y = 3(4z—6)

10. Wiéréd trzech podanych prostych wskaz dwie pro-
ste réwnolegle.

a)y=2—1z, y=2r-1 y=5%

b) y =2(z —4), 3/24(1—§), y=—2(x+1)
C)y:%gx+l, y:\/g:lt—:ﬂ? -y:%

11. Proste przedstawione na rysunku obok sa réwno-

leglte do prostej k:y = %a:. Podaj ich réwnania.

12. Wyznacz wzor funkeji f, ktérej wyvkresern jest prosta réwnolegta do prostej
y = —6x + 5 1 przechodzaca przez punkt P.

a) P(L,-4) B PE2) o PE-i) ) P(1-£3/2+2)

v}
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5.2. Wykres funkciji liniowej (2)

Szezegdlnym przypadkiem funkeji linilowe) jest funkcja stata.

Przyktad 1

o Y
Funkcja f(z) = 2 dla dowolnego argumentu x € R . — f
przyjimmje wartos$é rowna 2. Jej wykresem jest pro- 1
sta réwnolegla do osi OX 1 przechodzaca przez .
punkt (0,2). o1 &£
Cwiczenie 1
Naszkicuj wykres funkeji f(2) = ax + b, jesli:
a) e =0,b=1, b) a=0,b=-2, ¢c) a=0,b=0.

Wspblezynnik b we wzorze funkeji liniowej f(xz) = ax + b wskazuje punkt
przeciecia proste] bedace] wykresem funkeji z osig OY.

Przyktad 2

Wyznacz wspoélrzedne punktu przeciecia wykresu
funkeji f(x) = 22 + 2 z osig QY.

Jesli podstawimy x = 0 do wzoru tunkeji, to otrzy-
mamy rzedna punktu, w ktérym jej wykres prze-
cina 0§ OY. Zatem f(0) = i} 0+ 2 = 2, czyli
wykres przecina o OY w punkcie (0,2).

Twierdzenie

Prosta bedaca wykresem funkeji liniowej f(x) = ax + b przecina 0§ OY
w punkcie (0,b).

Przyktad 3
Wyznacz wzor funkeji, ktérej wykres jest prosta réownolegla do prostej o réw-
naniu y = %a“ — 6 oraz przecina o OY w punkcie (0, 3).

Szukany wzér funkeji ma postaé f(z) = ax + b. Z warunkéw zadania: ¢ = 2,
= sea Y = S g ¢
b =3, zatem f(x) = 32+ 3.

Cwiczenie 2
Wyznacz wzdr funkeji, ktore] wykresem jest prosta réwnolegla do prostej [
i przecinajaca oé OY w punkcie P.

a) l:y =3z — 4, P(0,6) b) y=—32+1, P(0,-32)

2
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Cwiczenie 3
Na rysunku przedstawiono proste przechodzace
przez punkt (0,3). Sa one wykresami funkeji li-

niowych:
filz) =x +3, fa(x) = =32 + 3,
Fo(2) = 3, fa(x) =3z + 3.

a) Oblicz wartosei tych funkeji dla = = 1.

b) Dla kazdej z tych funkeji okreél, ktéra prosta

jest jej wykresem.

Czy wiesz, ze...
Zbior wszystkich prostych przechodzacych przez ustalony punkt nazy-
wamy pekiem prostych, a punkt przeciecia tych prostych $rodkiem peku.

Przyktad 4
Wyznacz wzor funkeji liniowej, ktore] wykres
przechodzi przez punkty P(0,3) i Q(3,5).

Funkcja liniowa dana jest wzorem y = ax + b.
Jej wykres przecina o8 OY w punkeie (0, 3), wiec
b = 3. Aby wyznaczy¢ wspolezynnik a, podsta-
wiamy wspoélrzedne punktu (3, 5) do 1“(’)\\*I1dnic1
y = ax+3 i otrzymujemy 5 = 3a+3, skad a = 2

wl'

Zatem szukany wzor tunkcji: y = —,;;r, + 3.

Cwiczenie 4
Wyznacz wzor funkeji liniowej, ktérej wykres przechodzi przez punkty PP 1 Q).
Czy punkt R nalezy do wykresu tej funkeji?

a) P(0,5), Q(4,2), R(8,—1) b) P(0,—4), Q(—3,-9), R(6,5)
Cwiczenie 5 {

a) Ramiona trapezu ABC D zawieraja sie w pro- &2

stychy = 22— 2 1 y = —3z+ I (rysunek -
obok). Wyznacz wspoélrzedne wierzcholtkéw A i y
i D, a nastepnie oblicz pole tego trapezu. ol 1 B, 0)\%

b) Proste y = %1 +oi1y= —%:1: — 1 przecinaja
sie w punkeie (—3,0). Oblicz pole trojkata ogra- }

niczonego tymi prostymi i osig OY.

5.2. Wykres funkgiji liniowej (2)
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Zadania

Nagzkicuj w jednym uktadzie wspdélrzednych te sposrdd prostyeh [, ..., Ig,
ktére przecinaja oé OY w punkcie (0,2), a w drugim te, ktére przecinaja
o$ OY w punkcie (0, —1).

liry=3x+2 l3:y=—1 li:y=—2z+2 fot g = 5w 1
lo:y=38x—1 bitg—2 lg: y=—2x-—1 lg: y = %:z:+2

Sprawdz, czy punkt ) nalezy do wykresu funkeji liniowej f, jesli nalezy

do niego punkt I°.
a) P(8 3), ( (16 9) b) P(—6,-9), Q(7,19) «¢) P(9,—4), Q (8,-3%)

Wykres funkeji liniowej przechodzi przez punkt P i przecina o OY
w punkcie (0,4). Wyznacz wzdr tej funkeji i naszkicuj jej wykres.
a) P(2,6) b) P(—6,1) c) P(5,—11) d) P (3, -2)

1
Oblicz pole zacieniowanej figury.
a) v

e
R

3

Powtorzenie

5. Prostal przecina o§ OY w punkcie P, a prosta kb w punkcie ). Naszkicuj

te proste. Podaj dtugos$d odeinka PQ).

a) by=2r+6, h:y=x+3 B) ley= —%:‘1: —2, kap= —%:}; + %
Naszkicuj w jednym uktadzie wspélrzednych proste: ki, kg, ky 1 ky. Podaj
punkty, w ktérych te proste przecinaja os rzednych.

a) kuy=1z, kny=+<x—4, kpy=1z+3, kuy=1x+5
b) Biiy= 20 kiy=-2z-1, bpy=—20+8, but=—204

)

BN 192 5. Funkgja liniowa



5.3. Wtasnosci funkciji liniowej

B Miejsce zerowe funkciji liniowej

Na rysunku przedstawiono wykres funkeji y = 2x + 3.

Jej miejsce zerowe jest réwne —3 Mozna je wyznaczy¢,
rozwiazujgc rownanie 2z 4+ 3 = 0.

Jesli a # 0, to funkcja liniowa y = ax + b ma jedno

miejsce zerowe: —%,

Cwiczenie 1

Uzasadnij powyzsze twierdzenie.

Cwiczenie 2
Wyznacz miejsce zerowe funkceji:

a) y = —4z + 6, by yp= —8x— 4, e) Yy = %'I + 3, d)y = %f.t: — %

o

Cwiczenie 3
Dla jakich wartosci wspélezynnikéw a,b funkcja f(x) = ax + b:

a) nie ma miejsc zerowych, b) ma nieskonczenie wiele miejse zerowych?
Przyktad 1
Oblicz pole trojkata ograniczonego osiami uktadu S

wsp6lrzednych i wykresem funkeji f(z) = 243
(rysunek obok).

Wyznaczamy miejsce zerowe funkeji f:

2z +3=0dlaz=—22 Zatem |OA] = L. S

Punkt B ma wspolrzedne (0, 3), stad |OB| = 3. /’4l

Obliczamy pole tréjkata AQOB: L
Pa=1.8.3-38

Cwiczenie 4
Oblicz pole trojkata ograniczonego osiami ukladu wspélrzednych i wykresem
funkcji f.

a) fx)=2x+4 ¢) fx)=—32—-4
bl fle) =—8-+2 d) fx)=2z2-5

5.3. Wlasnosci funkeii liniowe;
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B Monotonicznos¢ funkgji liniowej

Funkcja lintowa moze by¢ funkcja rosnaca, malcjaca lub stala.

Przyvpomnijmy, ze funkcje f nazywamy rosnaca,
jesli dla dowolnych argumentéw xy, x5 spelniony
jest warunek: jesli @y < xy, to f(a) < f(xs).

Jesli @ > 0, to funkeja lintowa f(x) = ax +b
jest rosngca.

Dowod

Rozpatrzmy funkeje f(x) = ax + b, gdzie a > 0.

Na rysunku przedstawio-
no wykres funkeji liniowej,
ktorej wartodel rosng wraz
ze wzrostem argumentow.

Niech z, x» beda dowolnymi argumentami takimi, ze x; < z».

Wéwezas mamy:

Ty <T3/-a
ar; < aly
ar; +b<azxy+b

Mnozymy obie strony nieréwnosci
przez liczbe a > 0, zatem nie
zinieniamy jej zwrotu,

Oznacza to, ze f(x1) < f(xq). Zatem f jest funkcja rosnaca.

Funkcja f jest funkeja malejaea, jesli dla dowol-
nych argumentéw ;. xo spelniony jest warunek:
jesli oy < xa, to faq) > flxa).

Jedli a < 0, to funkcja liniowa f(z) = az +b
jest malejaca.

D] Cwiczenie 5

Udowodnij powyzsze twicrdzenic.

Funkcja f jest tunkcja stala, jesli dla dowol-
nych argumentéw xy, zo prawdziwa jest row-
noéé: f(x) = flxs).

Jesli a = 0, to funkcja lintowa f(z) = ax +b
jest funkcja stala.

Jesli funkcja liniowa jest funkeja stata, to jej wy-
kresem jest prosta rownolegla do osi OX.

BN 194 5. Funkgja liniowa

Na rysunku przedstawio-
ne wykres funkeji linio-
wej, ktorej wartosei male-

] & wWraz zc WZIostem argii-

mentow.

Na rysunku przedstawio-
no wykres funkeji liniowej,
ktora przyjmuje stale te
samg wartosé.



Cwiczenie 6
Okreél monotonicznodé funkeji f.

a) flz) =5x—12 b) flx)=8 -3z < flo)=03B—2vDz d) flz)=-3

Cwiczenie 7
Dany jest wykres funkcji f(z) = ax + b. Podaj znaki wspélczynnikéw a i b.

a)

B Proporcjonalnos¢ prosta

Przypomnijmy, ze zaleznos¢ miedzy dwiema dodatnimi wielkosciami 221 y dana
wzorem y = ax, gdzic a > 0 jest stala, nazywamy proporcjonalno$cia prosta.
Wielkosci x 1 y nazywamy wprost proporcjonalnymi, a liczhe @ wspolczyn-
nikiem proporcjonalnosci.

Przyktad 2
Dhugosé boku kwadratu x 1 dlugosé jego przekatnej y sa
wiclkosciami wprost proporcjonalnymi: zachodzi réwnosé

y = +/22. Zalezno$é te przedstawiono na wykresie obok.

Cwiczenie 8

Czy opisane wielkoéei sa odwrotnie proporcjonalne, c¢zy wprost proporcjo-
nalne? Podaj wzdr tej proporcjonalnosci.

a) Dlugos§é boku kwadratu i jego obwdd.

b) Diugosci przyprostokatnych trdjkata prostokatnego o ustalonym polu P.
¢) Obwdd i promien okregu.

d) Dhugosci prackatnych rombu o ustalonym polu P.

Cwiczenie 9

Wiclkosci @ 1 ¢ sa wprost proporcjonalne. Podaj wzér tej proporcjonalnogei,
a nastepnie przerysuj do zeszytu i uzupeinij ponizszg tabele. Naszkicuj wykres
tcj proporcjonalnosei.

a) | o

o

=
—_t

Lol La—
[aby §
_\_;.

1.8 V) €| =
1,2 | 2

31_2

e i

g | 2

5.3. Wlasnosci funkeii liniowe;
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Zadania

1. DPrzez ktore éwiartki ukladu wspolrzednych przechodzi prosta:
m) y=r—=lw i, ¢) y=—8r — 3, e) y=(1—v2)z+3,
b) y =4x +1, d) y =12z —1, 1) 3= bt

2. Okredl monotonicznodé funkeji f(x) = ma — 4, gdy:
8] m =3 — 2, b} m= 5~ %5, ¢c) m=3— =27

3. Okresl monotonicznoséé funkeji f w zaleznosci od parametru m.

a) fle)=(5—m)z b) flz) =(1+bmiz ¢} flg)=(m|— 1)z

4. Okresl monotonicznosé funkeji, ktérej wykresem jest prosta przechodzaca
przez punkty:

a) (=37.-9)1(-9.-37), b) (3v2,7)i(2V3,5). ¢ (3.-8)i (2 7).

vl

5. Wyznacz wzoér tunkeji liniowej, jedli do jej wykresu nalezy punkt:
a) (0,4) i przyjmuje ona wartosci ujemne tylko dla z < —6,

b) (0,—2) i przyjmuje ona wartodci nicujemne
tylko dla x < —4.

6. Wyznacz réwnania prostych, w ktérych za-
wicraja sig:

a) boki przedstawioncego obok czworokata,

b) boki czworokata o wierzchotkach:
A(—48,0), B(0,—72), C(36,0), D(0,144).

7. Wyznacz wzor funkcji linlowej, jedli trojkat ograniczony jej wykresem
i osiami ukladu wspoélrzednych jest réwnoramienny oraz:
a) funkcja ta przyjmuje wartodei ujemne tylko dla z > 3,

b) do wykresu tej funkeji nalezy punkt (0, —4).

Powtorzenie

8. Wyznacz punkty, w ktérych prosta przecina osie ukladu wspodtrzednych.
Naszkicuj te prosta i okredl monotonicznosé funkcji, ktorej jest wykresem.
a) y=3r+6 by y=-26-3 ¢) y=z2x+3 d) y=—3z-2

9. Oblicz pole tréjkata ograniczonego osiami ukladu wspoétrzednych i prostas:

a) y=—2x+4, b)y=3z—06, ¢} 1= —i:‘;; —1, d) y=6z+3.
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5.4. Rdwnanie prostej na ptaszczyznie

Jedli znamy wspdlrzedne dwéch punktéw nalezacych do prostej, mozemy wy-
7naczyé jej réwnanie. Dla proste] bedace] wykresem funkeji liniowe] wyzna-
czamy rownanie postaci y = ax + b.

Definicja

Réwnanie postaci y = ax + b nazywamy rownaniem kierunkowym proste;j.

Przyklad 1 e . anmer
s vowmanie proste procchodmess 1T

przez punkty C(—2,1) i D(4, 3).

Aby wyznaczyé wspdlezynniki a, b réwnania

8 - a ; ; )
y = ax + b, rozwigzujemy uktlad rownan: : Lo X

1=a- (_2) +b Réwnania uktadu otrzymujemy,
podstawiajac wspdlrzedne punkidw

3=a-4+b C'i D do réwnania y = az + b.
Powyvzszy uklad spelniony jest przez pare liczb a = %: b= 3.

Zatem réwnanie prostej ma postaé y = '—g -+ %

Cwiczenie 1
Wyznacz réwnanie prostej przechodzace] przez punkty C'i1 D.
a) C(—1,-5), D(3,3)  b) C(~2,4), D(8,—-1)  ¢) C(—3,-3), D(6,3)

Cwiczenie 2

Sprawdz, czy punkty A, B, (' sg wspolliniowe.

a’) A(Ualjz 8(62)1 (;1(123) C) A(_2:6):~ B(Q:_Q): (;(5_7)
b) A(8,3), B(6,4), C(~2,8) d) A(—4,5), B(7,5), C(7.2+/6)
Przyktad 2

Wyznacz réwnanie prostej przechodzace] przez
punkty C(3,2) 1 D(3,—1).

Do szukancj prostej naleza wszystkie punkty

o pierwszej wspolrzednej réwnej 3. Jej réwna-

nic ma postac¢ xr = 3.

Zwrdé uwage na to, ze prosta réwnolegla do osi OY nie jest wykresem funkcji

(dlaczego?), a jej réwnania nie mozna zapisa¢ w postaci kierunkowe;.

5.4. Rdwnanie prostej na ptaszczyznie
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Uwaga. Réwnanic prostej y = b (réwnoleglej do osi y—t Y

0X) jest roéwnaniem w postaci kierunkowej. Dla tej b
prostej wspoétczynnik a = 0. O x

Cwiczenie 3
Wyznacz rownanie prostej przechodzacej przez punkty C' i D. Cgy ta prosta
jest wykresem funkeji liniowej?

a) C(=3.,4), D(-3,6) b) C(-5,-3), D(7,-3) ¢) C(8,-2), D(8,0)

Przyktad 3
Naszkicuj prosta dana za pomoca réwna-
nia. -+ 3y—3d= .

Réwnanie przeksztalcamy do postaci kie-

. N SR | T,
runkowe] y = —z 2 + 1 1 nastepnie szkicu-

jemy prosta.

Definicja
Réwnanie Az+ By+C' = 0, gdzie A # 0 lub B # 0, nazywamy réwnaniem
ogolnym prostej.

Réwnanic kazdej prostej na plaszezyznic (réwnicz prostej réwnoleglej do
osi OY) mozna zapisa¢ w postaci Az + By + C = 0.

Cwiczenie 4

Naszkicuj prosta dang réwnaniem ogdlnym.

a) —z+2y—4=10 b) 6z+3y—9=10 ¢) sx—3y+2=0
Jedna prosta moze mieé¢ wiele réwnai ogdlnych. Na przykltad kazde z poniz-
szyvch rownan opisuje te samg prosta.

I. 204+ y—4=10 II. e+ 2y —8 =0 III. = + %y —2=0

Zauwaz, ze po przeksstalceniu do postaci kierunkowej w kazdym z powyzszych
przyvkladéw otrzymujemy réwnanie y = —2x + 4.

Cwiczenie 5
Ktére z ponizszych réwnan opisuja t¢ sama prosta?
: 4 _ : _ . ; 1
I: —22+y—1=0 n: 92 —12y+12=20 p: 3z —4y+4=0
m: —3x+4y+4=10 é: B —8y+12=10 il —%:’L‘ +2y—2=0
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Zadania

1. Sprawdi, czy punkt C nalezy do prostej AB.
a) A(1,3), B(7.4), C(13,5) c) A(-5,4), B(-1,-4), C(2,9)
b) A(9,0). B(4,5), C(0,9) d) A(3,0), B(3,7), C(3,4/6)

2. Rownanie prostej pryedstawionej na rysunku gapisz w postaci kierunkowe;j

oraz w postaci ogolnej. Czy punkt A(—10, —5) lub punkt B (—‘3 8) nalezy
do tej prostej?

!,5

Y

3. Naszkicuj prosta o podanym réwnaniu. Wyznacz wspodtrzedne punktow,
w ktoryeh przecina ona osie uktadu wspolrzednych.
a) 2r—y+2=0 ¢) —Sx+1y—2=0 e —4(y—3z)=16
b) 10z +5y—5=10 d) g —3y—2:=0 ) 2(1—3y) —42=0

4. Zapisz w postaci ogélnej réwnania prostych, w ktérych sa zawarte boki
réwnolegtoboku ABC'D.

Powtorzenie

5. Zapisz w postaci ogdlnej rownanie prostej przechodzace] przez punkt (4, 3)
i przecinajacej o$ OY w punkcie:
a) (0,—5), b) (0,6), o) (0,3).

8. Dany jest prostokat ABCD (rysunek obok).
Wyznacz réwnania prostych, w ktdérych za-

wieraja si¢ boki oraz przekatne tego prosto-
kata.

5.4. Rdwnanie prostej na ptaszczyznie
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5.5. Wspodtczynnik kierunkowy prostej

Twierdzenie

Wspélezynnik kierunkowy prostej y = ax + b przechodzacej przez punkty
(Z1,y1) 1 (22,92), gdzie z) # s, dany jest wzorem:

Y2 = Y1
Ty — I

Dowéd
Podstawiamy wspolrzedne punktow (mq, y1) 1 (22, y2)
do réwnania prostej 1 zapisujemy uklad réwnai:
y1 = axy + b
Y2 = axp +b
Odejmujemy réwnania stronami i otrzymujemy:
Y2 — Y1 = QL9 — QT

czyli yo — y1 = alxs — x1), skad:

g Ya2—Y1 U \-&-’{tgza.:
ETa—a Ty F L.
Przyktad 1
Oblicz wspdlezynnik kierunkowy prostej przechodzacej przez punkty A(—2, 3)
i B(4,6).
Mamy (#1,91) = (—2,3) oraz (x2,y2) = (4,6).
Zatem wspolczynnik kierunkowy proste] y = ax + b przechodzace] przez

punkty A 1 B jest réwny:
y—y1 _ 6-3 3 _ 1

zo—x1  4-(-2) 6 2

1 =

Cwiczenie 1
Oblicz wspotezynnik kierunkowy prostej, do ktérej naleza punkty A i B.

a) A(3,7), B(9,12) b) A(3,3), B(—7,—5) ¢} A(12,—-2), B(6,8)

Cwiczenie 2
Czy prosta przechodzaca przez punkty (4, 8) 1 Q(—2,—1) jest réwnolegla do

prostej przechodzace] przez punkty R 1 57

a) R(0,6), 5(—4.0) b) R(—2,4), 8(1,7) ¢) R(5,-%), 5(8,2)
0] Ewiczenie 3

Uzasadnij, ze czworokat ABC D o wierzcholkach A(—3, —5), B(6,—2), C(4,2)

oraz D{(—5,—1) jest réwnoleglobokiem.
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M Interpretacja wspotczynnika kierunkowego

Wspélczynnik kierunkowy prostej Y

pozwala okresli¢, jak bardzo jest
ona ,stroma”. Na przyvkitad dla pro-
ste] ¥y = 2x + 1 wzrostowl argumen-
tu o jedna jednostke odpowiada
wzrost wartoscel funkeji o dwie jed-
nostki, a dla prostej y = ;l;:c—kl
wzrostowi argumentu o trzy jednost-

ki odpowiada wzrost wartoéci funkeji 5 S
o jedna jednostke. IR EERERERE:

Cwiczenie 4

Wrykonaj rysunek przedstawiajacy interpretacje wspolezynnika kierunkowego
podancj prostej.

a) y=3x+2 b) y=32+2 ¢) y=-2x+2 d) -yz—%:zr—i—Q

Cwiczenie 5
Wykonaj rysunek przedstawiajacy interpretacje wspotczynnika kierunkowego
podanej prostej.

a) y=32x—3 b) y=3z—3 c)y=—32—3 d)y=—22-3

Przyktad 2

Wyznacz réwnanie prostej przechodzacej przez punkty P(3,—7) 1 Q(—2,3).

Obliczamy wspotezynnik kierunkowy prostej y = ax + b:

L EeetE 10
=B H =5

= —2

(43

Nastepnie do rownania y = —2x4b podstawiamy wspolrzedne jednego z punk-
tow: P lub ).
Dla punktu P(3, —7) otrzymujemy:

—1 =—2- 3~ b, stad b =—1:

Réwnanie proste] ma zatem postaé y = —2x — 1.

Cwiczenie 6
Wyznacz réwnanie proste] przechodzace] przez punkty P i Q).
a) P(4,5), Q(—4.9) h) P(4,-13), Q(2,-7) ¢) P(3,3), Q(1,:

Lal=1
e

5.5. Wspdlczynnik kierunkowy proste
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Zadania

Odezyta] z rysunku wspétrzedne wierzchot-
kéw trojkata ABC. Podaj wspdétezynniki kie-
runkowe prostych zawierajacych jego boki.

Oblicz  wspoétczynniki kierunkowe prostych,
w ktorych sq zawarte boki caworokata ABCD, - c T/
gdzie: A(—4,-2), B(2,1), C(0,3), D(-35,4). i B

Oblicz wspdlezynnik kicrunkowy 1 wyznacz réwnanic prostej przechodzacej
przez punkty I’ i Q).

b) P(-2,7), Q(2,-1) d) P(3,1), Q(2,}) f) P(+/3,4), Q(3+/3,10)
Oblicz wspotezynniki kierunkowe 1 wyznacz réwnania prostych zawieraja-

cych boki czworokata ABCD. Uzasadnij, zc czworokat ten jest réwnole-
globokiem.

Oblicz wspodtezynniki kierunkowe prostych, w ktorych zawieraja sie hoki
cgworokata PQRS. Uzasadnij, zc cyworokat ten jest trapezem.

a) P{0,—5), Q(9,1), R(6,11), S(—6, 3)

b) P(—8.5), Q(—6,—2), R(4,—6), S(7,—1)

Powtodrzenie

6.

Naszkicuj proste o wspélczynnikach kierunkowych: 1, 2, 3, —2 1 —3. prze-
cinajace sie¢ w punkecie P.

a) P(0,2) b) P(0,—4) c) P(3,0) d) P(—4,-2)
Podaj, ktéry ze wspotezynnikow kierunkowych prostych zawierajacych
boki tréjkata ABC' jest najwiekszy, a ktéry — najmniejszy.

a) A(0,—2), B(3,4), C(=2,2) b) A(6,3), B(0,1), C(=2,—1)

B 202 5. Funkgja liniowa



Nachylenie trasy

Wspodlczynnik kierunkowy prostej méwi nam o jej stromosci,
czyli o jej nachyleniu do poziomu.

Nachylenie trasy

Nachylenie trasy czesto podaje sie w procentach.
Wyraza sie je wzorem:

n=%-100% >

d

Nachylenie rowne 100% odpowiada katowi 45°, a nachylenie 10% - kgtowi ckoto 6°.

Kat a H* 10° 15° 20° 30° 45°
NMachylenie | ok. 9% ok. 18% ok. 27% ok. 36% ok. 58% 100%

Skocznia narciarska

Najwieksza skocznia narciarska na swiecie znajduje sie w Vikersund
w Norwegii. Ma ponad pdt kilometra diugosci: od najwyzszej belki
startowe] do kenca odjazdu jest okoto 570 metréw. Maksymalne
nachylenie zeskoku to 38°.

B} Wyszukaj informacje dotyczgce nachylenia
poszczegolnych czesci skoczni narciarskiej:
rozbiegu, progu, grzbietu skoczni i zeskoku.



5.6. Warunek prostopadtosci prostych

0] Przyktad 1
Wykaz, ze proste y =2x iy = ——i;x sa prostopadte.
Punkt A(1,2) nalezy do proste] y = 2z, a punkt
B(2,-1) do prostej y = — s (rysunek obok). Troj-
katy prostokatne OFPA i BQO maja przyprosto-

katne te] same] dhugosel, sq wiec przystajace.

P[‘Z-yjﬂlijﬂly, 70 <):A()P = @, wOwWCzas w tlé]kcy]@ ............... : 1 -
BQO: 40OBQ = « oraz 4BOE = 90° — a. Stad
otrzymujenyy: & IP « >
JAOB = 4AOP+ 4BOQ = .-?/;:Q;\z B
=a+90°"—-a=90" /) ‘?7 N

Zatem proste y = 2x 1 y = — 3z sg prostopadle.

@ Cwiczenie 1
Udowodnij, stosujac metode pokazana w przyktadzic, ze proste sg prostopadte.

o g .. . /3
a) y=3z i y=—-32z bly=2ziy=-3%z ¢ y=v2ziy=-Lx

Twierdzenie

Proste y = ajz + b, (a; # 0) 1 y = axz + by sa prostopadie wtedy i tylko
wtedy, gdy as = —a_—ll (czyli ap - ap = —1).

Przyktad 2
Sprawdz, czy proste przedstawione na rysunkach Ii II sa prostopadte.

I. Wspdlezynniki kierunkowe

prostych & 11 sa odpowiednio
. 3 2

réwne: a; = —z 1 ay = 15,

@y - ay = —1, wiec proste k1

sg prostopadte.

II. Wspotezynniki kierunkowe
prostych m i n sa odpowiednio

rowne: ¢, = 1% i s — —3

ay - as # —1, wiee proste m i n

nie sy prostopadte.
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Cwiczenie 2

Sprawd?z, czy proste przedstawione na rysunku sg prostopadte.

Yol DL

Przyktad 3

Oblicz wspotczynnik kierunkowy prostej k, jesli jest ona prostopadta do pro-
ste] y = gfr — 4,

Oznaczmy przez a; wspolczynnik kierunkowy prostej k. Wowcezas:

W S
=g = —
7 3

Cwiczenie 3
ODblicz wspolezynnik kicrunkowy prostej prostopadiej do podanej prostej.

a) y=zr+4 b} y =9z ) y=-2;¢— 38 d) g= %?;1:—1

[0] Cwiczenie 4
Uzasadnij, ze jesli proste y = a12 1 y = a»x sa prostopadle, to dla dowolnych

wspoOtezynnikdw by, by prostopadle sa réwnicz proste y = aqx+by 1y = arx+bs.

Przyktad 4

Prosta k& ma réwnanie y = %:33 + 2. Wyznacz
rownanie prostej [ prostopadle] do prostej &
1 przechodzace]j przez punkt P(—3.4).

L % i ot - 3
Réwnanie prostej ! ma posta¢ y = —5x + b
(poniewaz [ L k). Podstawiamy do réwnania

wspolrzedne punktu P(—3.4) i otrzyvmujemy
4=—2.(=-3)+0b,stad b= —1.
Prosta [ ma zatem rownanie y = —

|

:1’:_

1
=

2

§

Cwiczenie 5
Wyznacz réwnanie proste] prostopadle] do podanej prostej i przechodzace]

przez punkt P.
a)y=-3x+2, P(0,-1) b)y=-01lz, P(1,9) c)y==2zx+9, P(3,2)
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Przyktad 5
Miejscem zerowym funkeji liniowej jest liczba 3, a jej wykresem jest prosta {
prostopadtia do proste] 4x 4+ 3y — 7 = 0. Wyznacz rownanie prostej /.
Roéwnanie 4x + 3y — 7 = 0 przeksztalcamy do postaci kierunkowej:

y= v+
Stad réwnanie prostej [ ma postla.c': y = 331‘ + b. Podstawiamy wspétrzedne
punktu (3,0) i otrzymujemy 0 = % 34+ b, czyli b= —%

: 9

Réwnanie prostej [ ma zatem postaé y = %3: — =

Cwiczenie 6

Miejscem zerowym funkeji liniowej jest liczba —2. Wyznacz réwnanie prostej
bedacej wykresem tej funkeji i jednoczesnie prostopadtej do podanej proste;j.
a) 3z +2y+6=0 b) 2z —iy—5=0 ¢) =32+ 32y+3=0

Przyktad 6
Wyrznacz réwnanie prostej prostopadie] do proste]

y = 3 i przechodzacej przez punkt P(—2,1).

Powyzsze warunki spelnia prosta @ = —2.

Cwiczenie 7
Wyznacz réwnanie prostej przechodzgcej przez punkt P(6, —5) i prostopadlej
do prostej:

a) y = —3, b) 2 = =3, ¢) &= —2/3.
Zadania

1. Wyznacz réwnanie prostej prostopadie] do prostej [ 1 przechodzgce] przez
punkt P.

a) lby=—-3z+1, P(3,-2) ¢) hy=—%z+11, P(—4,-2)
b) Ly =2z — 3, P(4,1) d) g =3 w—3, P(14,.—4)
2. Wyznacz réwnania prostych: AB, AC i BC. Cgzy tréojkat ABC jest pro-
stokatny?
a) A(l,5), B(4,2), C(7,5) ¢) A(—7,-2), B(8,-2), C(-2,3)
b) A(—2,-1), B(0,-3), C(4,5)  d) A(43,6), B(-2,—3), C(43,—3)

3. Punkty: A, B, C'i D sa kolejnymi wierzchotkami rombu. Wyznacz réwna-
nia prostych, w ktérych sa zawarte przekatne tego rombu.
a) A(—=2,-6), B(5,—-3), C(8.4) b) A(-1,-2), B(6,—1), D(—6.3)
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@ 4. Uzasadnij, ze przedstawiony na rysunku czworokat ABCD jest trapezem.
Cyy jest to trapez prostokatny?

a) v o(5.5) b) v -

D(S,;)/ D(—A, 1% —_—
1 B(7,3) _ '

B3| =7
B3]~
j S—

@ 5. Uzasadnij, ze czworokat PQRRS jest prostokatem.
‘d) P(_—E):U): Q(_la _b) R(&U) 5(46)
b) P(_8a _2)? Q(()* _8)? R(9~ _1): S(_S? 5)

@ 6. Puunkty A(0,0)iC(2,8) sa wierzcholkami prostokata ABCD, ktorego prze-
katna BD jest zawarta w prostej y = —i:‘}: + 4?1. Uzasadnij. ze prostokat
ten jest kwadratem. Oblicz jego obwdd i pole.

7. Dany jest trojkat prostokatny ABC, ktérego przeciwprostokatna jest za-
warta w prostej y = 3x+ 10, a odcinek BC jest przyprostokatna. Wyznacz
wspolrzedne wierzcholtka A tego trdjkata, jesli:

aj B(—2,—8), 0fl—2.1), b) B(—6,—8), C(—6,7).

8. Wyznacz réwnania prostych prostopadiych [, I, przecinajacych sie
w punkeic (2,4), jesli jedna z nich przecina o§ OX w punkcie (—6,0). O ile
procent wieksze jest pole tréjkata ograniczonego tymi prostymi i osig OX
od pola tréjkata ograniczoncgo tymi prostymi i osia OY7

Powtorzenie

9. Wyznacz rownanie proste] prostopadle] do prostej { 1 przechodzace] przez
punkt P(6,—2).

a) I:y=—-2x+4 ¢c) by=—3x2+6 e) :3x+y—3=0
b)Ly=3xz—-1 d) & y=1be—25 f) La+2y—3=0

10. Punkty: A, B, C sa wierzchotkami prostokata ABCD. Wyznacz réwnania
prostych zawierajacych jego boki.
a) A(—2,1), B(1,-2), C(6,3) b) A(—=15,3), B(-3,-3), C(0,3)
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5.7. Interpretacja geometryczna
uktadu réwnan liniowych

Rozpatrzmy proste {; 1 [, opisane réwnaniami uktadu:

ar + by = ¢

asT + boy = ¢y
Wspbétrzedne punktéw (x, y) nalezacych jednoczesnie do obu prostych sa roz-
wigzaniami tego uktadu. Moze zachodzié¢ jedna 7z ponizszych sytuaciji.

¥ Y Y

N D,

o 2 /
/ 9] \ % X / O X

Uklad oznaczony (ma jed- Uklad sprzeczny (nie ma. Uklad nieoznaczony (ma

no rozwigzanie) — proste rozwigzan) — proste sa nieskoficzenie wiele roz-
przecinaja sic w jednvm  réwnolegle i rozne. wigzan) — proste pokrywa-
punkcie. Jja sie.
Przyktad 1
Rozwiaz graficznie uktad réwnan.
r+y=—3
3 —2y=—-4
Picrwsze réwnanic po przcksztalceniu do po-
stacl kierunkowej ma posta¢ y = —x — 3, a dru-
gic y = 2a + 2. Szkicujemy obic proste i od-
czytujemy wspoétrzedne ich punktu przeciecia:
P(—2,-1).
Rozwigzaniem ukladu jest wiec para liczb: @ = —2, y = —1 (poprawnosé

rozwigzania mozna sprawdzié, podstawiajac je do ukladu réwnan).
Cwiczenie 1
Rozwiaz graficznic uktad réwnan. Sprawdz otrzymanc rozwiazanic.

2r —y=—4 dr —y =3 r—y—3=0

a) b) ) c _
ey =d —r+2y=28 Jz4+y=1
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Przykiad 2
" . o, 2= dy=—4
Rozwiaz graficznic uklad réwnan ]
x— 2y =—6
Réwnania uktadu przeksztalcamy do
postaci kicrunkowej i szkicujemy obic
proste.
g= %:{: +1

y=32+3

Sa to proste rownolegle nie maja punk-
tow wspolnych. Zatem ukltad réwnan nie

ma rozwigzania — jest sprzeczny.
Przyktad 3
Rozwiaz graficznie uktad réwnan.
o~ Bgp——3
21— 6y = —6

Obydwa réwnania opisuja te samg pro-

sta o réwnaniu kicrunkowym y = é:.t:—i—l.
Uklad ma zatem nieskonczenie wiele rozwigzan. Sg nimi wszystkie pary liczb
(:f:, %:1: - 1), gdzie = € R.

Rozwiazaniami tego ukladu s na przyklad pary: (—=3,0), (0,1) czy (3.2).

Podaj trzy inne pary liczb bedace rozwiazaniami tego uktadu réwnan.

Cwiczenie 2
Rozwiaz graficznie uklad réwnan.
%—=Y=—l 2 —9—=0 —3x 42y =2

a) b) . ¢) :
—x+y=3 0.5y —g=—3 6z —dy =8

Czasami nie musimy przeksztalcaé réwnan ukladu, aby okresli¢, czy jest on
0oznaczony, nieoznaczony czy sprzeczny. Wystarczy przyjrzeé sie wspolczynni-
kom przy niewiadomych oraz wyrazom wolnym.

Cwiczenie 3

Okresl, czy uktad réwnan jest oznaczony, nieoznaczony czy sprzeczny.
Zo—gp=1 b S 2= 1 2rd-pg=1
4 — 2y =6 ]l ¥t 2p=1 ' —B2 4+ 4= —4

5.7. Interpretacja geometryczna uktadu réwnan liniowych
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Zadania

1. Rozwiaz algebraicznic 1 graficznic uktad réwmnan.

Y= +x4+3 3r— 2y =4 20 — 3y =6
a) R ¢) e)
-' = F Jr—ap= 5 —%;13—1—23;:—4

b) y=—2r+2 Q) Yy —2x =4 f) 3y+x =9
dy+ 3 =—12 92 — 2y = -3 y+3=—%x

2. Rozwigz graficznie uktad réwnan. Sprawdz otrzymane rozwigzanie.

St 29 =8 Voz =1 =0 2
a) c e)

xr =3+ 2y g= F— g 3’,Ty-|—3:1::0
b) y =28 —2 Q) 2E=06—4 f) 29— 1=%
Tl —2z+3y=¢6 ' "’L,)—l = b6y — 32 =3

3. Napisz uklad réwnarn, ktérego interpretacje geometryczna przedstawiono
na rysunku.

a) - b)

4. Rozwazmy uklad réwnai:

Y = a1 + by

{yala’—i—bl

Jakie warunki powinny speiac¢ wspotezynniki: ay, as, by, b2, aby uktad byt:
a) nieoznaczony, b) sprzeczny, ¢) oznaczony?

5. Narysuj réwnoleglobok, ktdrego boki sa zawarte w podanych prostych.
Wryznacz wspolrzedne wierzchotkéw tego réownolegloboku.
a) y=x-2, y=z-6, y+3=0, y—2=0
b} y = %:}_:+3, Y = %:r:—?, Y= =20 —7; y=—2x+8
¢) 3r—y=-2, 3x—y=4, r—2y=6, x—2y=-14
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6.

Trzy boki trapezu prostokatnego ABC'D sa zawarte w prostych: y = %;B—Z_
= %:L’ + % y = 2z + 3. Wicrzcholck B jest punktem przecigeia osi OX
7Z prosta y = %3_: — 2. Wyznacz wspoélrzedne wierzchotkéw tego trapezu.

Q

Dany jest réwnoleglobok ABCD (xy- = = = Yt p
sunek obok). L
a) Punkt P jest punktem przeciecia
prostej AD z prostg y = —x+2. Oblics
pole tréjkata ABDP.

b) Punkt @ jest punktem przeciecia
prostej BC z prosta y = —2x+ 7. Ob-
licz pole trapezu ABQD.

a) Uzasadnij, ze trojkat, ktérego boki sa zawarte w prostych: x +y = 0,
x—y =01y =3, ma pole réwne polu trojkata o wierzchotkach: A(0,0),
B(2,2), €(9.0).

b) Uzasadnij, ze tréjkat, ktorego boki sa zawarte w prostych 2z — y = 0,
y—x—2=01y4+2 =0, ma pole rowne polowie pola réwnolegtohoku

o wierzchotkach: A(—2,-1), B(4,—1), C(6,2), D(0.2).

Powtérzenie
9. Sprawdz, czy wspilrzedne punktu P(r, y), ktory jest punktem przeciecia

10.

11.

12,

prostych [; i I, spetniaja warunek z? + y* < 25.
ay lipy=—x+1, lyny= %:}: 45 ) liry=2x+1, lyry=4x+35
D)y lpy=2—-2, lry=—3zx+4 d) lipy=—32-2, bry=—-2z+4

Ktéra para prostych (rysunek obok) przed-
stawia Interpretacje geometryezng uktadu

réwnan?
x—y=3 x4+ 2y =10
a) e b) <, J
r+2y=26 sr+y=3

Podaj rownanie dowolnej prostej, ktére wraz
7z réwnaniem prostej [ (rysunek obok) two-

rzy uktad sprzeczny.

Rozwiaz algebraicznie i graficznie uktad réwnan.

z+y=-—4 Jr—y=3 3r+2y=1
a){lr g i b){I 4 c){‘r “

20 +y=-5 2q —DY =2 r—2y=—->5

5.7. Interpretacja geometryczna uktadu réwnan liniowych
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5.8. Funkcja liniowa - zastosowania

Cwiczenie 1
Funkcja y = 1500 + 122 opisuje miesieczne koszty (w ziotych) firmy Skrzat
produkujacej kragsnale ogrodowe: 1500 7zt to koszt staly, 12 zl to koszt wypro-

dukowania jednego krasnala, x liczba
Y

krasnali. S -

a) Jaki byl pdlroczny zysk firmy, jesli R B B B e
w tym czasie wyprodukowano 1800 kra- 7500 e
snali i sprzedano je po 37 zt za sztuke?  goog
b) Naszkicuj wykres funkeji opisujace] x4,
miesicczne koszty firmy, jesli podjeto
decyzje o produkeji wiekszych krasnali, T
a koszt wyprodukowania jednego wy- 1500 [ ie

niesie 18 zt (koszty stale bez zmian).

O 100 200 300 400 500 600 700 X
Cwiczenie 2

Wzér y = 22 + 800 opisuje dzienne koszty, jakie ponosi firma produkujaca
pokarm dla kotow: 800 z! to staly koszt dzienny, @ — liczba puszek po-
karmu wyprodukowanych dziennie, a 2 zt — koszst wyprodukowania jednej
puszki. Dochody firmy opisuje wzor y = 4x, gdzie & jest liczba sprzedanych
dzicnnic puszck pokarmu, a 4 zt to ce-

na jednej puszki. Przyjmujac, ze liczba 28[;]

wyprodukowanych i sprzedanych danc-

go dnia puszek jest taka sama, poda] e
wiclko$¢ dziennej produkeji, dzigki k6= 2000 i o g
rej firma osiagnie: ro o | TR AR N U il M N S—

jest réwny kosztom), 300
b) dzienny zysk w wysokosci 400 71, T | TR .00 U TN T . N T

¢) dzienny zysk w wysokosci 1400 #1.

O 100 200 300 400 500 600 700 X
Cwiczenie 3

Wynajecie lokalu 4 na dyskoteke kosztuje 400 zt za sale i 10 zt za kazdego
uczestnika. Wynajecie lokalu B kosztuje 100 zl za sale 1 15 zt za kazdego
uczestnika. Naszkicuj wykresy przedstawiajace koszty zorganizowania dysko-
teki w lokalach A 1 B w zaleznosci od liczby uczestnikéw. Dla jakiej liczby
uczestnikéw koszty te beda réwne?
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Zadania

1. Samochod A kosztuje 33 tys. zt 1 spa- v
la 8 1 benzyny na 100 km, a samo- 70000 |-
chod B kosztuje 40 tys. zt 1 spala 61
benzyny na 100 km. Niech z oznacza  gpooo
liczb¢ przcjechanych tysicey kilome- e AU .
trow, y — cene samochodu plus kosz- ;449
ty paliwa w zlotych (pozostale kosz-
ty pomijamy). Na zamieszczonym

10000
obok wykresic przedstawiono taczny

koszt dla samochodu B. jesli cena B 2 I T
benzyny wynosi érednio 4 zt za litr. 0 20 40 60 80 100 120 X

a) Naszkicuj analogiczny wykres dla samochodu A.
b) Jezeli zakupiono samochéd B, to po przejechaniu ilu kilometréw zwrédci
gie roznica w cenie?

2. DPrrzeczyta] informacje dotyczace warunkow wypozyczenia rowerdw w wy-
pozyczalniach Wagabunda i Szprycha (x oznacuza liczbg godzin).

WYPQOZYCZALNIA WAGABUNDA WYPOZYCZALNIA SZPRYCHA
« Rower goérski 10 2zt + 22 21 » Rower gorski 6zt + dz 2l
e Rower dzieciecy 6 zl + 2x zt e Rower dzieciecy 2 zl + 3x zl

Na wykresic obok przedstawiono
koszt wypozyczania roweru gorskie- 22 e
go w wypozyczalni Wagabunda w za- 90 |-
leznosci od czasu.

a) Naszkicuj analogiczny wykres dla
wypozyczalni Szprycha.

b) Odczytaj 7z wykreséw, dla jakiej
liczby godzin korzystniejsze jest wy-
pozyczenie roweru gorskiego z wy- 10 -

pozycezalni Wagabunda, a dla jakiej 8

z wypozyczalni Szprycha.
¢) Cheemy wypozyczyé dwa rowery gorskie i jeden rower dzieciecy. Dla
jakiej liczby godzin korzystniejsza jest oferta wypozyczalni Wagabunda?
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3. Piotr i Stefan wyruszaja na wycicczke ro- 30 km, 105 km :

. . . . . 7 & |

werowa, do miasta C' o tej samej godzinie. A B ¢

Piotr startuje z miasta B i jedzie ze stala predkoscia 15 km/h, a Stefan

7 miasta A 1 jedzie ze staly predkoscia 22,5 km /h.

a) Naszkicuj wykres pokazujacy odleglosé Piotra od miasta C' w zaleznosci

od czasu oraz w tym samym uktadzie wspotrzednych — wykres pokazujacy

odlegtogé Stefana od miasta C' w zaleznodei od czasu.

b} Po jakim czasie Stefan dogoni Piotra?

¢) O ile Piotr musialby zwigkszy¢ swoja érednia predkosé, aby Stefan do-

gonit go dopiero w miescie C'7

4. 7 miasta A o godzinie 8.00 wyjechal rowerzysta poruszajacy sie z predko-
$cig 20 km/h. Dwic godziny péznicj » miasta A w t¢ sama strong wyjechal
samochdd, ktéry poruszal sie z predkoscia 60 km/h. Naszkicuj w jednym
uktadzie wspolrzednych wykresy zaleznoSca liczby przejechanych kilome-
trow przez kazdy z pojazdéw od czasu, jaki uplynal od rozpoczecia po-
drozy przez pierwszy z nich. Oblicz na podstawie wykresu:

a) o ktérej godzinie samochdd wyprzedzil rowerzyste,
b) jaki dystans dzielil rowerzyste 1 samochéd o godzinie 10.30,

¢) o ktérej godzinie samochdd oddalil sie od rowerzysty o 40 kim.

5. Z Kartuz do odleglych o 15 km Ostrzye wyruszyl pieszo turysta. Godzine
poézniej z Ostrzye do Kartuz wyjechal samochéd, ktéry minatl turyste po
15 minutach jazdy. Po pélgodzinnym postoju w Kartuzach kierowcea ruszyt
w droge powrotna. Po raz kolejny minat turyste zmierzajacego do Ostrzyc
po 50 minutach od ich ostatniego spotkania. Oblicz, ile czasu zajeta tu-
rvscie droga z Kartuz do Ostrzyc. Przyjmij, ze turysta szedl cata droge
w tym samym tempie, a kierowca w obie strony jechal z takg sama stala
predkogcia.

6. Z miejscowosci A do oddalonej o 40 km miejscowosci B wyruszyl rowe-
rzysta jadacy z predkoscia 16 km/h. Jednoczesdnie z miejscowosci B do
miejscowosci A wyruszyl drugi rowerzysta, ktéry poruszal sie z ta sama
predkoscig.

a) Przedstaw na wykresie i za pomocg wzoru odleglodé kazdego z rowe-
rzystow od miejscowosci A w zaleznosci od czasu.

b) Zapisz wzér okredlajacy odlegltodé miedzy rowerzystami w zaleznosci
od czasu. W jakim czasie od chwili rozpoczecia podrézy odleglosé ta byta
rowna 8 km?
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5.9. Zagadnienia uzupetniajgce
B Nierodwnosci liniowe
Pélptaszezyzne zawierajaca swoja kraweds nazywamy poélplaszcezyzna

domknieta. Polplaszezyzne, do ktorej nie nalezy zaden punkt z jej kra-
wedzi, nazywamy poélplaszczyzng otwarta.

Prosta l : y = ax+ b wyznacza dwic pélplasz- ¥ -
czyzny otwarte: e
o 7biér {(z,y): 2 € R,y e Riy < azx + b} y>ax+b gf’/
jest polplaszezyna lezaca ponizej prostej I, e i

y zbic’n: {{z,y) : z € R'z,; R 1 y > ax — .’J} = O X
jest polplaszezyna lezaca powyzej tej prostej. -~ b
Prosta [ jest krawedzia obu polptaszezyzn.

Przykiad 1
Zaznacz na plaszezyznie zbior punktéw spel-
niajacych nieréwnosé 2z —y + 1 > 0.
Nieréwnosé zapisujemy w postaci:

Yy = 221

Szukany zbidr punktéw jest polplaszezvzna
otwartg lezaca ponizej prostej y = 22 + 1.

Wspolrzedne punktéw tej prostej nie spelnia-
ja nieréwnosci y < 2x + 1, wige t¢ prosta rysujemy linia przerywana.

Przykiad 2

Zaznacy na plaszezyznice zbiér punktéw spel-
niajacych nieréwnosé %;’I; +y+1 2 0.
Nieréwnosé zapisujemy w postaci:

y>—2z-1

Srukany zbidr punktdéw jest pdlplaszezyzna
domknicta lezaca nad prosta y = —%.’IJ — 1,
Wspolrzedne punktéw te] prostej spelniaja
s 24 2 2 x ; :
nicrownos$é y > —sux — 1, wige t¢ prostg rysu-

jemy linig ciagla.

1. Zaznacz na plaszezyznie zbiér punktéw spelniajacych nieréwnogé:
a) —3x+ 2y —6 >0, b)yz—1r-—1, ¢)y — 2 < —3,
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Przyktad 3
Przedstaw ilustracje graficzna uktadu nieréwnosci.
r+y+1<0
g =l
Zaznaczamy odpowiednia pdlplaszezyzne
domknieta, ktorej krawedzig jest prosta
y = —x — 1. Dla drugiej nieréwnosci zazna-

czamy polplaszezyne otwarta ograniczona
z 201y prosta y = 3. Czesé wspdlna obu pol-

ptaszcezyzn jest zbiorem punktéw, ktorych

wspolrzedne spelniaja uktad nieréwnosel.

Zauwaz, ze punkt (—4, 3) nie nalezy do czesci wspélnej obu péiplaszczyzn.

2. DPrzedstaw ilustracje graficzna ukladu nieréwnosdci.

—2r+y—3<0 " Jr—y—2<90 r—3y+3=20
a _ e
x> —1 —6ax +2y <0 2r+y =2 8

3. Przedstaw ilustracje graficzng ukladu nieréwnosci. Ktére z punktow
P(6.1), Q(=3.5), R(8, —3) nalezy do otrzymanego zhioru?

{my+1>[} {;ry+1>{] {2m+y+1>{}
a b) ¢

y+3=20 z—y—3<() T4 20— 7= 0

4, Napisz uklad nieréwnosci opisujacy zbiér punktéow przedstawiony na po-
nizszym rysunku.
vi |

a) Y

N Y

b) .

ol RN X

5. Napisz uktad nicréwnosci opisujacy gbiér punktow lezacych wewnatrz trédj-
kata ABC, jesli:

a') A(]-s2)a 3(5,—2), C( 4)

5, .
b} A(—6,7), B(0,1), C(2,3).

6. Napisz uklad nieréwnosci opisujacy zbiér punk-
tow nalezacyceh do przedstawionego obok czwo-

rokgta. Oblicz pole tego czworokata.
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B Programowanie liniowe

Przykiad 4
Checemy wyznaczy¢ najwieksza 1 najmniejsza wartodé sumy x4y dla punk-
tow (2, y) nalezacych do wiclokata opisancgo za pomoca uktadu nieréw-

Nnosci: ¢ y > _:éx_i_ _lgt_l
y < v+l
y >0
2 <06

Wiclokat ten przedstawiono na rysunku - L
O 1 2 3 4 v 6 X

obok.
Skorzystamy z twicrdzenia mowiacego, ze wartosé najwicksza oraz wartosé
najmuniejsza sumy x + y jest osiagana w ktéryms z wierzchotkéw (lub na
alym boku) danego wielokata.

Wierzchotkami wielokata sa punkty: (5,0),

(6,0), (6.4)1(2,2). Obliczamy dla nich war- v
tosci sumy x + y: A e
(5,0 z+y=54+0=5 3|
(6,0 x+y=6+0=6 2
(5,4):$+y=6+4=1(} L
(2,2):z+y=212=14 O

Zatem najwigksza wartoscia sumy jest 10, a najmniejsza 4.

W powvzszym przykladzie przedstawiono proste zagadnienie z dzialu ma-
tematyvki zwanego programowaniem liniowym. Dgzial ten zajmuje sie za-
gadnieniami optymalizacyjnymi, czyli szukaniem najlepszego rozwiazania
wérdd wszystkich mozliwyeh (np. maksymalizacji zyskéw lub minimaliza-
cji kosztéw). Programowanie liniowe bylo intensywnic rozwijane podczas
IT wojny swiatowe], kiedy wykorzystywano je w logistyce.

7. Znajd7 wartosc¢ najwieksza 1 wartos¢ najmniejsza sumy x4y dla wielokata

opisanego ukltadem nieréwnosci.

(y< 22 +4 (y<22+9 (2 —6<0

y 2 2 —4 Y2 2x—06 #— y4+3 =0
a) < b) < ¢)

e —2 g2 —L—a 4+ y—T7T<0

\;'1:46 kyé—%:ﬁ—l—il \:1:-1—3y+3>()

5.9, Zagadnienia uzupeinigjace
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Zestawy powtdrzeniowe

M Zestaw |

1. Naszkicuj prosta [. Podaj, ktore » punktéw P, 2, R naleza do tej prostej.
a) Iy =2x —4, P(5,6), Q(—3,—10), R(-%,-11)
b) Iy =1r+2 P(-8,-2), Q(9, 1), R(17,10%)

2. Naszkicuj wykres funkeji f. Dla jakich argumentow funkcja f przyjmuje
wartosci ujemne, a dla jakich wieksze od 27
a) f(z)=32z+4 b) flz)=—-3x+5 ¢ flg) =—-2.52—3

3. Wyznacz punkty przeciecia wykresu funkeji f z osiami ukladu wspélrzed-
nvch. Oblicz pole obszaru ograniczonego osiami uktadu wspélrzednych
i wykresem funkeji f.
a) f(z)=—32+3 b) f(z) =32z -8 ¢) flx)==-32—-75

4. Okredl monotonicznosé funkeji f w zalesnosci od parametru m.
a) flx)=(m+3)z -7 b) f(x) = (6—2m)x+9

5. Sprawdz, czy punkty A, B i C nalezg do wykresu tej samej funkeji liniowe;.
d“) ‘4(_4! 1)3 B(& 7): ()(11? 5) C) ‘4(_4: 4): B(_Q: 0): Cj(ls __(3)
b) A(2,-7), B(3,-10), C(-2.5) d) A(—4,-3). B(—-2,-2), C(12,5)

6. Oblicy k, jesli punkty P i @ nalezg do wykresu funkeji y = ax.
a) P(2,2), QG.k)  b) PU6), QL1 ) P(L8, 24), QU2,K)

7. Wyznacz wzdr tunkeji, ktore] wykresem jest prosta przechodzaca przez
punkt P i réwnolegla do prostej . Czy ta funkcja jest malejaca’?
a) l:y=3z-9, P(-8,3) c) Ly=—6x+27, P(Z, 1)

1203

b) &g == w41, P65 d) I: y = 3o — 11, P(-6,1)

8. Wyznacz rownanie prostej przechodzacej preez punkt P(—3, —1) i prosto-
padiej do prostej (.

a) l:-yz%;):—? ¢) lLy=-6 e) 3x—5y—1=0
b)l: y=—4,52 -5 d) L &=11 Y ioa—y=y+=x

9. Wyznacz wzér funkeji liniowej f, ktéra spelnia warunki:
a) f(=2)=-4i f(4)= -1, ¢) f(—8) =61 f(—3)=4,
b) f(-3)=21 f(3) =6, d) £(0)=01i f(+/2) =2.
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B Zestaw |l

o] 3.

Wyznacz gbior argumentow, dla ktérych funkeja przyjmuje wartosel nic-
dodatnie, jesli jej wykresem jest prosta o rownaniu:

a) y = 6x+ 18, b) y = —3z — 10, ¢) V2zr+y—4=0.
Wyznacz réwnania prostych, w ktérych zawarte sa boki tréjkata o wicry-
chotkach: A, B, C. Czy jest to trdjkat prostokatny?

a) A(0.0), B(8,6), C(—6,8) b) A(—6,0), B(1,1), C(-3,4)
Wyznacz réwnania prostych zawierajacych boki czworokata o wierzchol-

kach: A(—2,-3), B(4,0), C(2,4), D(—4,1). Uzasadnij, ze czworokat ten
jest prostokatem.

Rozwigz algebraicznic i graficznic uktad réwnan.

{ T —y=—5 { 3r—2y=5 { 0,5y — 0,125z = 1,5
a) c) e)

20 +y =—4 —6r +4y =38 Y~ @
: 3x—4
3r—y=23 3¢+ 4y = —19 . 2y~ =0
b) N d) < f) ’
r—3y=—15 se—y=-15 §—~ Lo =9

Wyznacz wspoélrzedne wierzchotkdéw tréjkata, ktorego boki sa zawarte
w prostych: Iy, Iy 1 l3. Narysuj ten tréjkat i oblicz jego pole.

a) liry=x42, bhry=—x+2, lyy=—-3x+6

b)l: 20 —y+6=0, I, 30 —4y+4=0, Iy y—4=0

) lyix—2y—4=0, lp:30+4y—28=0, ls:x+2=0

Przckatne rombu sa zawarte w prostych 3x+4y—10=01i4x—3y—5 =10,
a dwa sposrod jego bokéw w prostych x—2y—5 =01z — 2y + 5 = 0. Nary-
suj podanc proste 1 odegyta] wspdlrzedne wicrzchotkéw rombu. Wyznacz
réwnania prostych, w ktérych sa zawarte pozostate boki rombu.

Narysuj trojkat prostokatny, ktorego boki sa zawarte w prostych &, I, m
i odczytaj wspodtrugdne jego wicrzchotkdéw. Wyznacz wspolrzedne spodka
wysokosci opuszezone] z wierzchotka kata prostego.
e — D vy iy B o2 POT——— 51l
a) kiy=2x+2, l:y=32-3, m:y=—3z+5;3
: S . T § B — R .
bl kiy=~-206~0, l:y=20-3, Hy=32+3
1
2
a jeden z jego wierzcholtkéw ma wspdlrzedne (—1,2). Wyznacz wspdt-
rzedne pozostalych wierzcholkéw tego rownolegloboku.

Dwa boki réwnolegltoboku sg zawarte w prostych y = sr—11y = — %:L‘ +6,

Zestawy powtdrzeniowe
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@ Sposdb na zadanie

Przyktad 1

Prosta y = ax+b przechodzi przez punkty P i . Wspdlezynnik a jest ujemny,
gdy:

A. P(-3,3), Q(-%.3),
B. P(3,-1). Q%) D. P(-3.3). Q5. ).

Aby wskazaé poprawng odpowiedz, mozemy postapi¢ na rézne sposoby.

C. P(-1.-), Q(%.9),

=~z
o |
(Esa B

o

» Obliczamy wspotezynniki kierunkowe prostych w kazdyim z przyvpadkéw A,
B, CiD.

» Zagnaczamy punkty P i @@ w ukladzic wspélrzednych,
aby sprawdzié¢, w ktérvm przypadku prosta P@Q jest wy-

kresem funkeji malcjacej (na rysunku obok przedstawio-
no prosta I’Q} dla przypadku D).

! 7y 7 (e y r Ty - ¢ L - ey 5 7 Ly E
« Mozna zauwazy¢, ze w przypadku D: wp < zg (gdyz —5 < §) oraz yp > yq
(gdyz % > 23, zatem prosta PQ jest wykresem funkeji malejacej, czyli a < 0,

1
Odpowiedz: D

Przyktad 2

Ktora para punktéw nie nalezy do prostej y = ax + 2 dla zadnej wartosci

wspolezynnika a?

A. (—8,-5), (8,9) C. (—8,-6), (4,-2)

B. (-9,6), (9,-2) D. (—-10.4), (5.1)

Aby wskazaé poprawng odpowieds. mozemy postapi¢ na rézne sposoby.

» Sprawdzamy wspolliniowoéé podanych punktéw z punktem (0, 2) w kazdym

7 przypadkéw A, B, C i D.

« Zauwazamy, ze prosta y = ax + 2 nie moze przechodzié¢ jednoczednie przez
punkty nalezace do III 1 IV éwiartki uktadu wspotrzednych (patrz rysunki),

a takic punkty p

a>@ Y

odano w przypadku C.
» &

a =0

b

a <0
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Zadania testowe

>

Rozwiaz zadania 1 zapisz odpowiedzl w zeszycie. W kazdym zadaniu tylko

jedna odpowicdz jest prawidtowa.

1.

Y

Na rysunku obok przedstawiono wykres funk-

¢ji liniowej o wzorze:

As fle) =2+ 2,
B. f(x)=—3x+2,

G fl) = Lppl, i@l
D. f(I) S _é;+1 S

Przez ktora éwiartke ukladu wspolrzednych nie przechodzi wykres funkcji

flay= -3z - 47
AT €. 11T 1.

B. II IV

Miejsce zerowe funkcji f(x) = V2x + 4 jest réwne:

Y B. /2, 2, D 2472,

Prosta przechodzaca przez punkt (—1,6) i przecinajaca o8 OX w punkeie
o odcietej 1 przecina o OY w punkcie:

A. (0,3), B. (0,2), C. (0,-3), D. (0,—6).

Punkt A(2k,7) nalezy do wykresu funkeji f(x) =22+ 1 dla:

A k=2 B. k=42, Cok=+, D. k=T
Do wykresu funkcji f(x) = —%:zr + 6 nie nalezy punkt:
A. (-8,12), B. (51,2), C. (—16,15), D. (—32,30).

Proste y = 3+ 3m 1 y = (2m + 1)a + 6 sa prostopadle, gdy:
A.m =0, B. G = Dy =— 2.

Lo

m= —1,

37 .

(¥

Dwa boki tréjkata prostokatnego o kacie
prostym przy wierzchotku P sa zawarte
w prostych przedstawionych na rysunku

obok. Pole tego trojkata jest rowne:
A. 20, C.. 28,
B. 24, D. 40.

Ktéra para punktéw nie nalezy do prostej y = a(x — 2) dla zadnej wartosei
wspotezynnika o7

A. (4,1), (—4,-3) C. (-3,-2), (-1,3)

B. (-3,-10), (1,-2) D. (1,3), (3,-3)
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@ Przed obowiazkowa matura z matematyki

B Zadania krotkie] odpowiedzi

Zadanie 1 (2 pkt)
Dla jakicj wartodci wspdlezynnika ¢ miejsce zerowe funkeji f(x) = %x + ¢ jest
rowne 67

[D] Zadanie 2 (2 pkt)

Uzasadnij, ze proste y = 22 — (1 — ) 1 y = 0,42 — (x — 1) sa prostopadle.

Zadanie 3 (2 pkt)
Wryznacz réwnanie prostej &, jesli jest ona prostopadta do prostej l: y = %:{:—1—2
i przecina o8 OX w tym samym punkcie co prosta .

Zadanie 4 (2 pkt)
Zmajdz najwiekszy liczbe catkowita m, dla ktore) prosta y = (%m + 9) x—4
jest wykresem funkeji malejgceej.

B Zadania rozszerzonej odpowiedzi

Zadanie 5 (4 pkt)
Oblicz pole tréjkata ograniczonego osia OX oraz prostymi 2z —y — 2 = 0
Tg— M- a=1

[0] Zadanie 6 (4 pkt)
Dwa. boki tréjkata sa zawarte w prostych y = —%:(:—1—4 14 = %:L’ — 6. Uzasadnij,
ze jesli punkty P(2,—4) i Q(—2,2) naleza do trzeciego boku tego tréjkata, to
jest on prostokatny.

Zadanie 7 (4 pkt)
Punkty: A(0,—5), B(8,—3), C(4,5) sa wierzchotkami réwnolegloboku ABCD.

Wyznacz réwnania prostych, w ktdéryveh sg zawarte odeinki AD 1 CD.

Zadanie 8 (4 pkt)
Punkty (—3,—5) i (3.4) sa wicrzcholkami trojkata prostokatnego, ktoérego
przeciwprostokatna jest zawarta w prostej £ = —3. Oblicz pole tego tréjkata.

Zadanie 9 (5 pkt)
Prosta y = %I + 5 przecina osie ukladu wspolrzednych w punktach A i B,
a prosta y = 1,5 — 6 — w punktach C' i D. Oblicz pole czworokata ABCD.

Zadanie 10 (6 pkt)
Wyznacz punkt przecigcia przekatnych prostokata PQIRS, jesli wiadomo, ze
P(-3,0), S(—1,4), a punkt R lezy na osi OX.
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Jednym z pojeé¢ omawianych w tym rozdziale jest pojecie kata. W zeglar-
stwie od kgta miedzy kierunkiemn wiatru a kursem jachtu zalezy ustawienie
zagli. Na ponizszych rysunkach podano nazwy kurséw jachtu wzgledem wiatru
(strzalka w oznacza kierunek wiatru, punkt .JJ polozenie jachtu, a strzatka k

— kurs obrany przez jacht).

2. L’w 3. l.w 4. lw
| | |
| |
| o Jle
o J
J k k
bajdewind polwiatr haksztag fordewind



6.1. Miary katow w tréjkacie

Trojkat to figura wyznaczona przez trzy punkty nielezace na jednej prostej.
Kazdy z tych punktéw jest wierzchotkiem tréjkata, a odcinki taczace wierz-
cholki nazywamy bokami. Tréjkaty mozna klasyfikowaé zc wzgledu na ich

katy.

Trojkat ostrokatny ma Trojkat prostokatny Tréjkat rozwartokatny

wezystkie katy ostre. ma jeden kat prosty. ma jeden kat rozwarty.

(Kat ostry to kat o mie- (Kat prosty to kat (Kat rozwarty to kat

rze mniejszej od 90°.) o mierze réwnej 907.) o mierze wiekszej od 90°
i mniejszej od 180°.)

Twierdzenie

Suma miar katéw wewnetrznych tréjkata jest réwna 180°.

Dowod

Rozpatrzmy trojkat ABC (rysunek obok). Ry-
sujemy pomocnicza prosta [ réwnolegly do
boku AB, przechodzaca przez wierzchotek C.
Katy a 1 ¢ sa réwne (sa to katy naprzemian-
legle). Rowniez katy 1 3 sa rowne (jako katy
naprzemianlegle). Zatem o434+ = o' +3'+7.
o + 3 + v = 180°, wiec réwniez:

a+ 8+ =180°

A B

Zauwaznmy, 7e powyzsze rozumowanie jest takie samo dla tréjkata rozwarto-
katnego czy prostokatnego. Udowodnilismy w ten sposéb, ze suma miar katéw
wewnetrznych w dowolnym trojkgcie jest réwna 180°.

Uwaga. Tam, gdzie nie powoduje to nieporozumien, bedzieny zamiennie uzy-
wacé okreslen kat” 1 ,miara kata”.

Cwiczenie 1

@ a) Wykaz, ze tréjkat ABC, w ktérym kat B jest dwa razy wiekszy od kata A,
a kat C' jest trzy razy wickszy od kata A, jest trdjkatem prostokatnym.
b) Stosunek miar katéw trojkata jest jak 1:4:5. Podaj miary tych kgtéw.
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Dwusieczna kata nazywamy polprosta o poczatku
w wierzcholku kata, dzielaca ten kat na dwa katy
przystajace.

Przyktad 1
Dany jest trojkat prostokatny réwnoramicnny ABC o kacic prostym przy
wierzchotku B. Dwusieczna kata BAC przecina bok BC w punkcie P.

ODblicz miare kata APC.

Trojkat ABC jest prostokatny réwnoramienny, wigce:
JBAC =4 BCA = 45"
Stad:

JCAP = 2 - 45° = 22,5°
Zatem S APC = 180°—(45°+22,5°) = 112,5".

. - i
A B

Cwiczenie 2

Dany jest tréjkat prostokatny ABC o kacie prostym przy wierzchotku C.
Dwusicczna kata BAC przecina bok BC' w punkcic P. Oblicz miary katéw
tréjkata APB, jesli: a) $BAC =30°, b) ¢<BAC = 35" c

Cwiczenie 3
Dwusieczne katéw trojkata ABC (rysunek obok) dziely
go na szesé trojkatow. Wygnacz miary katow tych
trojkatow, jesli miary katéw CAB 1 CBA

sa odpowiednio réwne 327 1 108°.

Zadania

1. Wygnacy miary katéw a1 0.

2. Stosunck miar dwdch katow trojkata wynosi 2:3, a miara trzeciego kata
jest o 26" wicksza od miary najmniejszego kata. Wyznacz miary katow
tego trojkata.
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3. Wyznacz miary katow «, 31 .
a) 4 B b)

AB|| CD |AC| = | BC|

C

D C

4. Wyznacz miary katéw przyleglych, i :
_}\,}_ _ ) kr} } FEEYEL | Dwa katy sa przylegle, jesli maja
jesli ich stosunek jest réwny 1:4. ; . : _
' ' ' wspolne ramie, a ich pozostate ra-
@ 5. Uzasadnij, ze dwusieczne katow | miona dopelniaja si¢c do prostej.
przyleglyvch sg prostopadie.
6. Wyznacz miary katow zewnetrz- | gt jewnetrzny trojkata to kat
przylegty do kata wewnetrznego

tego trojkata.

nych tréjkata, jesli miary jego ka-
tow wewnetrznych sa w stosunku

1:246.

@ 7. Wykaz, zc miara kata zewnctrzne-
go v trojkata jest rowna sumie miar

katow wewnetrznych a i 3.

@ 8. Wykaz, zc suma miar katéw wewngtrznych w cxworokacic jest rowna 3607,
9. Ile wynosi suma miar katéw wewnetrznych:
a) w pieciokacie, b) w szedciokacie, ¢) w n-kacie?

10. Tle bokéw ma wielokat, w ktérym suma miar katéw wewnetrznych jest
rowna 144077

Powtdrzenie
11. Do wykonania pomiaréw geodezyjnych 2

wykorzystuje sie metode zwana
triangulacja. Polega ona na po-

dzicleniu micrzonego obsza- A
ru na przylegajace do siebie
trojkaty, czyli utworzeniu tak zwa-

nej siatki triangulacyjnej. Okresl miary B r
pozostalych katéw narysowanego obok fragmentu siatki triangulacyjnej.

12. Przekatne poprowadzone z jednego wierzchotka pieciokata foremnego po-
dzielity pieciokat na trzy trojkaty. Podaj miary katow tych trojkatow.
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Punkty specjalne w tréjkacie

Dwusieczna kata nazywamy polprosta
o poczatku w wierzchotku kata, dzielaca
ten kat na dwa katy o réwnych miarach.

Dwusieczne katow trojkata przecinaja
sie w jednym punkcie.

F
1

A B

C
Symetralng odcinka nazywamy prosta pro-
stopadty do tego odcinka, przechodzacy
przez jego srodek.

Symetralne bokéw tréjkata przecinaja

sie w jednym punkcie.

C
A
C

Wiysokosciag trojkata nazywamy odcinek

prostopadtly do boku trojkata, taczacy ten
bok (lub jego przediuzenie) z przeciwleg-
tym wicrzchotkiem.
Proste zawicrajace wysokosci tréjkata
przecinaja sie w jednym punkcie. 2]

A B

Punkt przeciecia wysokosci trdjkata nazywamy ortocentrum troéjkata.

Srodkows tréjkata nazywamy odeinek la- ;
czacy wierzcholek tréojkata ze sSrodkiem
przeciwlegtego boku.
Srodkowe trojkata przecinaja sie w jed-
nym punkceie.
A B

Punkt przeciecia $rodkowych tréjkata nazywamy Srodkiem ciezkoSei lub

barycentrum tréjkata. Punkt ten dzieli kazda ze srodkowych w stosunku 2:1,
gdy liczymy od wierzchotka.

1. Wskaz wyze] wymienione punkty specjalne w tréjkacie:

a) rozwartokatnym, b) prostokatnym.
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6.2. Trojkaty przystajgce

Figury przystajace to, intuicyjnie, figury tego samego ksztattu 1 wielkosel.
Dwa wielokaty sa przystajace, jesli ich odpowiednie boki 1 odpowiednie katy
sg rOwne.

W tej lekeji omoéwimy przystawanie trojkatow.

Symbolem |AB| oznaczaé bedziemy dilugosé odeinka ADB.

Cwiczenie 1

Tréjkaty przedstawione na ponizszym rysunku sg przystajace. Wskaz pary

rownych bokéw 1 katow.
& E D

N N

A VE] v

Do stwicrdzenia, ze tréjkaty sa przystajace, nic jest konicczne pordwnanic
az 6 par wiclkodci (3 par katéw i 3 par bokéw). Przypomnijmy twicrdzenia
pozwalajace wnioskowad o przystawaniu tréjkatow.

Cecha BBB

Jesli trzy boki jednego tréjkata sa odpowiednio réwne trzem bokom dru-
giego trojkata, to trojkaty te sq przystajace.

Jeall & = ¢ b= 1 & =€, T B B’
trojkaty ABC 1 A'B'CY sy przy-
stajace, co zapisujemy:

ANABC = AA'B'CY

Cecha BKB

Jesli dwa boki 1 kat zawarty miedzy nimi w jednym tréjkacie sa odpo-
wiednio rowne dwom bokom 1 katowl zawartemu miedzy nimi w drugim
tréjkacie, to tréjkaty te sa pryystajace.

Jeglia=a, b=t 1=, 10;

ANABC = AA'B'CY

B 228 6. Planimetria



Cecha KBK

Jedli bok i dwa lezace przyv nim katy w jednym trojkacie sa odpowiednio
rowne bokowi 1 dwom lezacym przy nim katom w drugim tréjkacic, to
trojkaty te sa przystajace.

Jedlib=V, a=a1i~v =+, to:
) ¥ J

NABC = NA'B'CY

Cwiczenie 2
Czy przystajace sa trojkaty, o ktorych wiadomo, ze:

a) trzy katy jednego z nich sg réwne trzem katom drugicgo,

b) maja jedna pare réwnych katéw i dwie pary réwnych bokéw?

Cwiczenie 3

Podaj ceche przystawania, na podstawic ktorej mozna stwicrdzid, ze tréjkaty

Ty i 15 sa przystajace.

AB | DE, |AC| = |CE| |AD| = |CD| AB || CD, AD | BC

Przyktad 1
Uzasadnij, zc dowolny punkt symetralnej odeinka jest réwno oddalony od
koncéw tego odcinka.

Rozpatrzmy odcinek ADB i jego symetralna [, tj.

prosta przechodzaca przez srodek tego odecinka P
(punkt S) i do niego prostopadia.

Niech P bedzie dowolnym. réznym od S. punk-

tem symetralne;j.

Korzystajac z cechy BKB, stwicrdzamy, ze tréj- b\
katy ASP 1 BSP sy przystajgce (uzasadnij). - 5 / #
Zatem zachodzi réwnosé |AP| = |BP.

Cwiczenie 4
Ugasadnij, ze symetralne bokéw dowolnego tréjkata przecinaja sic w jednym
punkcie.
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0] Ewiczenie 5
a) Polprosta AP jest dwusicezna kata BAC
(rysunek obok). Korzystajac z cechy KBK B
przystawania trojkatow, uzasadnij, ze punkt P
jest rowno odlegly od ramion tego kata. F
b) Uzasadnij, zc dwusicezne katéw dowolnego

trojkata przecinaja sie w jednym punkcie. 4 .
. C

Przyktad 2
Skonstruuj (narysuj za pomoca cyrkla i linijki) tréjkat o bokach dlugosci:
1,bem, 2cemi 3 cm.

151 3 em B

A o, 8
~ ~
H"“w‘_’/
s
krok 1. krok 3.

W kroku 2. z punktéw A i B zataczamy tuki okregéw, ktore przecinaja sie
w punkcie C) oraz w punkcie Cs.

Konstrukcja trojkata jest mozliwa tylko wtedy, gdy najdiuzszy odeinck jest
krotszy od sumy dwdch pozostalych.

Nierownosé¢ tréjkata
Z odcinkéw ditugosci: a, b, ¢ mozna gzbudowaé trojkat tylko wtedy, gdy:

a+b>c
gdzie ¢ jest dlugoscia najdiuzszego odcinka.

Cwiczenie 6
Czy boki tréjkata moga mieé¢ dlugosei:

a) 2, 2, 4/7, b) 7, 8, v/225, ¢) -

B | =
Lo

Cwiczenie 7
Na ile sposobdw mozna zbudowad trdjkat, jezeli sa do dyspozyveji dwa odcinki
dhugosei 2 dm, trzy odeinki dlugosei 3 dm 1 dwa odceinki dtugosei 5 dm?
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Zadania

@ 1. a) W prostokacic ABCD punkt P jest érodkiem bolku ADB.  ~
Uzasadnij, ze trojkaty APD 1 BP(C' sy przystajace.

b) Uzasadnij, zc punkt przecigeia prackatnych row- £

nolegtoboku dzieli je na potowy.

@ 2. Tréjkat ABC jest réwnobocezny (rysunek obok).
Odecinki AD, BE i CF maja réwne dtugosci. Uza-
sadnij, ze trojkat DEF jest réwnoboczny. A D B

@ 3. Dany jest trojkat prostokatny réwnoramienny ABC o kacie prostym przy
wierzchotku C. Srodkowe AP i BQ tego tréjkata przecinaja sic w punk-
cie O. Uzasadnij, ze trojkaty AOQ i BOP sy przystajace.  ~

@ 4. W trdjkacie réwnobocznym ABC (rysunck obok)
na bokach AB i BC wybrano odpowiednio punkty
PiQ tak, ze |AP| = 2|BP|i |CQ| =2|BQ|. Od- 0
cinki AQ i CP przecinaja sie w punkcie S. Uza-

sadnij, ze trojkaty APS 1 CQS sa przystajace. A P B

@ 5. W czworokacie wypuklym ABC D dwie pary bokéw sa réowne: |AB| = | BC|
oraz |CD| = |DA|. Przekatne AC' i BD tego czworokata przecinaja sie
w punkcie O. Uzasadnij, ze trojkat AOB jest przystajacy do tréjkata COB
oraz trojkat AOD jest przystajacy do tréjkata COD.

@ 6. Kula bilardowa odbija sie od bandy stolu ¢ B
bilardowego pod takim samym katem, pod F
jakim w nig uderzyla (rysunek obok). Kula
przebyla droge z P do 51z 5 do , gdzie
S jest drodkiem bandy AB. Uzasadnij, ze @
|PC| = |QD|. D A

@ 7. Uzasadni], ze jesh wysokodd trojkata zawiera sie w dwusiecznej kgta tego

trojkata, to trojkat ten jest réwnoramienny.
€

@ 8. W czworokacie ABCD (rysunek obok) katy
EFB i FED sa rowne oraz |AE| = |CF]|.
Uzasadnij, ze:

a) trojkaty BAF 1 BCOE sa przystajace,

b) czworokat DEBF ma dwie pary bokow

réwnych. A

6.2. Tréjkaty przystajace 231 I



Czy wiesz, ze...
Cechy przystawania mozna sformutowaé réwnicz dla wiclokatéw o wigkszej
liczhie bokéw. Ponizej przedstawiamy cechy przystawania pieciokgtow.

Cecha BKBKBKB

Jezeli cztery boki oraz katy zawarte migdzy
tymi bokami w jednym pieciokacie sa odpo-
wicdnio réwne czterem bokom oraz katom
zawartym miedzy tymi bokami w drugim

picciokacie, to picciokaty te sa przystajace.

Cecha KBKBKBK

Jezeli trzy kolejne boki oraz cztery katy le-
zace przy tych bokach w jednym pieciokacie
sa, odpowicdnio réwne trzem kolejnym bo-
kom oraz czterem katom lezacym przy tvch
bokach w drugim picciokacie, to pigcciokaty
te sa przystajace.

@ 9. Uzasadnij, zc przedstawione na rysunku pigciokaty sa przystajace.

Powtérzenie

10. Na ile trojkatéw przystajacych wszystkie osie symetrii dziela:

a) trdjkat réwnoboczny, b) kwadrat, ¢) szesciokat foremny?

@ 11. Korzystajac z odpowiedniej cechy przystawania tréjkatow, uzasadni], ze
przekatna réwnolegloboku dzieli go na dwa tréjkaty przystajace.

IEI 12. Dany jest osmiokat foremny ABCDEFGH. Uzasadnij, ze czworokat
ACEG jest kwadratem.

13. Danych jest pie¢ odcinkdéw o dtugosciach: 1 em, 2 cm, 2,5 ¢, 5 em i 7 cm.
Ile r6znych tréjkatéow mozna zbudowaé z tych odeinkéw?

B 232 6. Planimetria



6.3. Twierdzenie Talesa

Twierdzenie Talesa

Jezeli ramiona kata AOA’ sa prsecigte dwicma prostymi réwnoleghymi
AA"1 BB, to dlugosci odcinkéw wyznaczonych przez te proste na jednym
ramieniu tego kata sa proporcjonalne do diu-
gosci odpowiednich odcinkéw wyznaczonych
przez te proste na drugim ramieniu:

|0A'| _ |AB| 0A| _ |OB|

Oiaz

0A| — |AB] 04| [0B] O

Cwiczenie 1
a) Dlugosé ktérego odeinka (rysunck obok) na-

lezy wstawi_(’: w miejsce [7], aby otrzymaé proporcje p C BD | CE
prawdziwa ! Zapisz te proporcje w zeszycie.
7] AD AC ?
2] _ |AB| : | 1 _ A AR
|AE|  |AD| |BC| |DE]

b) Oblicz dlugosé¢ odeinka AD, jedli: |AB| = 3.6; |[AC| = 5,4; |DE| =1,2.

Cwiczenie 2 B \C \ 8
Proste: BD, CE i ST (rysu- 2 :

nek obok) sa réwnolegle.

a) Uzasadnij, ze:
BC| _ eS|
|DE|  |ET)|
b) Oblicz dlugosci odeinkéw: AD 1 DE, jesli

\ . 5 e K b S o - q .
Zauwazmy, ze réwnos¢ — = — zachodzi rowniez w sytuacji przedstawionej na
e

d
rysunku ponizej (BD || CE).

Cwiczenie 3

Oblicz dlugoéc odeinka ED (rysunek
obok), jeslia = 3,6, b =48, c =45
oraz proste BD i CE sg réwnolegle.
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Przyktad 1
Za pomoca cyrkla i linijki podziel dany odcinek AB na frzy réwne czedci.

B
A A
P 1 P ) P. 9 Pl\ P2\ P-d\
Odcinek AB umieszczamy na jednym ra-  Przez punkt Ps i B prowadzimy prosta
mieniu kata. Na drugim ramieniu odmie- {prosta k), nastepnie konstruujemy dwie

rzamy trzy odcinki tej samej (dowolnej)  proste réwnolegle do prostej k& przecho-
dtugosci. Sa to odcinki APy, Py Py i P D5 dzace przez punkty % 1 Py (proste [ im).
Patrz str. 254.

Zgodnie 7z twierdzeniem Talesa odcinki wyznaczone na ramionach kata przez
proste réwnolegle sa proporcjonalne, wiec opisana konstrukcja prowadzi do
podzialu odcinka AB na trzy réwne czesci.

Cwiczenie 4
Jak za pomoca cyrkla i linijki podzieli¢ dany odcinek:
a) na b rownych czesei, b) na 7 réwnych czesdci, ¢) w stosunku 4:57
Prawdziwe jest réwniez twierdzenie odwrotne do twierdzenia Talesa mdwi
ono, zc z proporeji odpowicdnich odcinkéw wynika réwnoleglosé prostych.
Twierdzenie

Jezell odeinki wyznaczone przez dwie proste na jednym ramieniu kata sa

proporcjonalne do odpowiednich odcinkéw wyznaczonych przez te proste
na drugim ramiemu kata, to te proste sa rownolegle.

Cwiczenie 5
a) Podaj przyklady proporcji, z ktérych wynika
réwnolegloéé prostych & 1! (rysunck obok).

[D] b) Uzasadnij, ze jesli |AB| = 2.4, |AC| = 3,6,

|AD| =281 |DE| =14, to proste BD 1 CFE sy
rownolegle.
% ; &
@ Cwiczenie 6
Wykaz, ze w dowolnym trojkacie odeinck ta-
czacy Srodki dwoch bokdéw jest rownolegly do
trzeciego boku.
A B
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[0] Cwiczenie 7
Wyvkaz, 7e w trapezie niebedgcym réwnoleglobokiem odcinek taczacy srodki:

a) ramion trapezu jest réwnolegly do jego podstaw (rozpatrz kat otrzymany
przez przedluzenie ramion trapezu),

*b) przckatnych trapezu jest réwnolegty do jego podstaw.

Zadania

1. Wiedzge, ze proste &, [ 1 m sq réwnolegle, oblicz dhugosci x 1 y.
a) k b)

18 f 88 | ¥}

2. Dany jest trapez ABCD o ramionach |[AD| = 9 cm,

BC| = 12 ¢cm. Na
AQ| =¥ em i |BP
Oblicz dtugodci odcinkdéw, na jakie proste rownolegle do podstaw trapezu

= §:¢il,

ramicniu AD wybrano punkty P i () takic, e

i przechodzace przez punkty P i @ podzielity ramie BC.

3. Na rysunku pokazano, jak — majac dane od-
cinki o dtugosciach 1 i a skonstruowaé od-
cinek o dlugosdci x = é Opisz, jak majac
dane odcinki o dtugosciach 1 1 a, skonstruo-
wa¢ odeinki o diugosciach a? i a®. b LN

4. Opisz, jak podzieli¢ dany odcinek w stosunku 1: /2.

5. Sprawd?, ktére z prostych k, I 1 m sa réwnolegle.

a) b)
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Dowod twierdzenia Talesa

Zakladamy, ze proste k il sg rownolegle (rysunek ponizej).

Tréjkaty ADB i DEB maja
wspolng wysokosé Ly, zatem:

Pape .lz'r:'.h-| €

Pppp  %dhi  d

Tréjkaty ADB i CBD maja

wspolna wysokosé ho, zatem:

Pepp bhso b

PADB . %G‘:h‘z_ _a
— .I e
Eis

Trojkaty DEB 1 CBD maja
wspolng podstawe BD oraz te
sama wysoko$¢ (gdyz proste

k11 sy réwnolegle). Zatem:

3 —
I_L)Eb’ - I_(TBJ)

o = = & a C - £ el a
cLuic ; i ¥ X e 3 e Rl — e
Zatem otrzymujemy ; y lub réwnowaznic ;
2 ek C b

Powtérzenie

6. Dany jest trapez ABCD. ktérego ramie AD ma dtugodé 30 ecm. Punkt P
lezy na ramieniu AD, punkt @ na ramieniu BC oraz PQ || AB. Oblicz x
1, jesli

@ 7. Punkty: P, Qi R sa $rodkami odcinkéw: AB, BC' 1 DE (rysunek ponizej).
D

A P B 3] C
a) Uzasadnij, ze czworokaty BCDE i ABDFE sa trapezami.
b} Wykaz, ze RQ || DC'i PR || BD oraz ze trojkat PQR jest prostokatny.
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6.4. Wielokaty podobne

Dwie figury geometryvczne sa podobne, jedli sa tego samego ksztaltu, lecz nie-
koniecznie tej samej wielkosci. Na przykiad podobne sg dwa dowolne kola,
dwa dowolne kwadraty czy tréjkaty réwnoboczne.

Na rysunku ponizej podobne sa czworokaty Iy 1 F,. Zaden 7z nich nie jest
podobny do czworokata Fj.

A A

Dwa wielokaty sa podobne, jesli ich odpo-
wicdnic katy sa rowne, a odpowiednie boki

Jegli figury Fy i F5 sa po-

o dobne, to piszemy F| ~ Fj.
proporcjonalne.

Przyktad 1
Uzasadnij, 7e rownolegloboki /| 1 F, sa podobne.

Dlugosci bokdw réwnoleglobo-

kéw F) 1 Fy sa proporcjonalne,

10
ponicwaz 2 = 42 a ich odpo-
" (e I[-) 8 * 3 4} . 8
wiednie katyv sg réowne. Zatem
Fy ~ F5, @

Cwiczenie 1

Dany jest prostokat P, o bokach a = 2,41 b = 1,8. Sprawdz, czy prostokat ten
jest podobny do prostokata % o bokach ¢ 1 d.

a) 6=23:6, d=2.7 b) ¢e=4, d=86 ¢) e=54d, d="72

Cwiczenie 2
Sprawdz, czy rownolegtoboki Fy 1 F, sa podobne.

a)

e |

70°
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Stosunek dtugosei odpowiadajacych sobie odeinkéw w wielokatach podob-
nych nazywamy skala podobienstwa (zwykle oznaczamy ja litera k).

Przyktad 2 g6
Prostokaty Py 1 P, (rysunek obok) sa 2.7 -
podobne. Podaj skale podobienstwa 5

2 Ve

_l—‘
o

prostokata P, do prostokata P, oraz P

prostokata P do prostokgta Ps.

Skala podobictistwa prostokata F» do prostokata P jest réwna:

.o 2 4
kl_1,5_3

PV R
ZwrOE uwage, ze rowniez 5= =

Wk

Skala podobienistwa prostokata Py do prostokata P, jest réwna:

ks = 1.5 & Zauwaz, 7e skale podobienstwa
T2 T A

ki i ke sa licgbami odwrotnymi.
1 >

Zwroé uwage, ze jedli figury F) 1 F, sg przystajace. to sa podobne, a ich skala
podobiciistwa jest réwna 1.

Cwiczenie 3
Figury F; 1 F; sa podobne. Podaj skale podobienstwa figury F, do figury Fj
oraz skale podobienstwa figury Fy do figury F5.

a) 1.4 b)
3,9 :
19
By |20 E:
21 F: B ‘ &
) 1 Fl
3,6 2
Przyktad 3

Dane sg prostokaty: P; o bokach ay = 51 b = 8 oraz podobny do niego P
o krétszym boku as = 15. Oblics dtugosé drugicgo boku prostokata Fs.

Oznaczmy przez by diugosé szukanego boku. Prostokaty sa podobne, zatem:

by 15 b2 _ @2

s 5 b1 ]

Stad %‘2 = 3, cuyli by = 24.

Dlugosé boku by mozna tez wyznaczyc, obliczajac najpicrw skale podobicn-
stwa. Skala podobienstwa k prostokata [% do prostokata P, jest réwna 3, co
OZNACTA, 76!

b=k -8=3-8=24
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Cwiczenie 4
Czworokaty ABCD i A/ B'C'D’ sa podobne. Oblicz skalg podobicnstwa wigk-

szego czworokata do mniejszego oraz brakujace diugodel bokéw tych czworo-

katow.

Dli'

b) g2 B

2\

Cwiczenie 5
Przeczytaj informacje w ramce, a nastepnie

Jesli dwa wiclokaty sa podobne
w skali £, to proporcjonalne sa
nie tylko ich hoki, lecz takze
Dany jest réwnoleglobok ABCD o bo- m ne ol OW{adaJ?’ce Svo_lile O,d i

cinki, na przyvklad wysokogei
kach diugosci 6 ¢cm i 12 cm. Jego krétsza czyv przekatne.

wyznacz szukane wiclkosci.

przekatna tworzy 7z jego krétszym bokiem by _ di g
kat prosty. Rdéwnolegtobok A'B'C'D’" jest .
podobny do réwnolegloboku ABCD, a jego

krétsza przekatna ma dhugoéé 9v/3 en. By N2
a) Oblicz obwdd réwnolegloboku A'B'C'D’. /’hld] g

b) Oblicz wysokosei obu réwnoleglobokdw.

Zadania

1. Oblicz skale podobienstwa kwadratu K, o boku 5 ¢m do kwadratu Ks:
a) o przekgtnej 8v/2 cm, b) o obwodzie 40 cin.

2. Trapez o podstawach diugosci 4 cm 1 9 cm podzielono prosta réwnolegla do
podstaw na dwa trapezy podobne. Oblicz skale podobiefistwa otrzymanych
trapezow.

3. Dany jest prostokat P o bokach dlugosei 12 ¢m i 8 cm. Oblicz obwdd
prostokata P’, jedli skala podobienstwa prostokata:

a) P’ do P jest réwna 3, b) P do P’ jest réwna 2.

@ 4. Uzasadnij, ze dwa prostokaty sa podobne, gdy stosunck diugosei do sze-

rokosci jest w obu prostokgtach taki sam.
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5. a) Dwa romby sa podobne w skali & = 2. Oblicz obwo6d kazdego z nich,
jesli dhugosci przekatnyeh mnicjszego sa réwne 121 16.

b) Przckatne rombu ABCD maja dlugoéci 101 24, D 2 C©

obwdéd podobnego do niego rombu A'B'C'D’ jest
rowny 78. Oblics skale podobichstwa wickszego
rombu do mniejszego.

6. Trapez A'B'C'D' o obwodzie réwnym 24 jest po-
dobny do trapezu prostokatnego ABCD (rysunck B
obok). Oblicz dlugoéci bokéw trapesu A'B'C' D). A 5 B

7. Dany jest trojkat prostokatny ABC o bokach dlugodei 9 em, 12 em i 15 cn.
Tréjkat A'B'C' jest podobny do tréjkata ABC w skali & = % Oblicz
wysokosé opuszezona na przeciwprostokatng w kazdym z tych trojkatow
oraz sume ich obwoddw.

8. Dwa kwadraty o przekatnych diugodci d, i dy sa podobne w skali k = /2.
Oblicz sume¢ obwoddw tych kwadratéw, jesli dy +dy = 2.

D C
9. Prostokat A'B'C'D’ jest podobny do prostokata
ABCD (rysunek obok). Oblicz skale podobiehstwa 0 8
tych figur, jesli obwdd prostokata A’ B'C'D’ jest réwny '
20 + 20/ 3.
) +20v/3 b .

EI 10. Prostokat o bokach dlugodci z i 4, gdzie x > 4, jest podobny do prostokata
o bokach dlugogel 6 1 x4 5. Uzasadnij, ze suma obwodow tych prostokgtow

jest rowna 70.
D F C

@ 11. Dany jest prostokat ABCD o bokach dhigodci %
i 1. Uzasadnij, ze po odcigeiu od tego prostokata kwa-
dratu o boku 1 (rysunek obok) otrzymamy prostokat
DBCFE podobny do prostokata ABCD.

| B S . s
=522 nosi nazwe ztotej liczby. A 1 E B

Liczbha

Powtérzenie

12. Czy prostokaty o podanych wymiarach sg podobne? Jesli tak, to oblicz ich
skale podobienstwa.
a) 12x 18 oraz 5 X 7.5 b) 1,5 x 2,5 oraz 10,5 x 17,5

13. Prostokat P, o bokach 6 cm 1 9 cm jest podobny do prostokata P,. Oblicz
diugosci bokéw prostokata P, jesli jego:

a) obwdd jest réwny 50 em, b) przekatna ma dlugosdé 24/13 cm.
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6.5. Trojkaty podobne

Aby ustali¢ podobienistwo tréjkatéw, nie musimy sprawdzaé przystawania
wszystkich kgtéw 1 proporcjonalnosel wszystkich bokéw. Mozemy skorzystacd
z twierdzen znanych jako cechy podobienstwa trojkatow.

Cecha BBB

Jesli trzy boki jednego tréjkata sa odpowiednio proporcjonalne do trzech
bokéw drugiego tréjkata, to tréjkaty te sa podobne.

Jesli ;—l, =2 5 to tréjkaty ABC

Y

i A’B'C' sa podobne, co zapisujemy:

AABC ~ AA'B'C'

Cwiczenie 1

Przedstawione na rysunku tréjkaty sa podob-
ne. Oblicz dhugosci bokdéw x 1y tych tréjkatow.
Podaj skale podobienstwa.

Cwiczenie 2
Dane sa dtugosci bokéw dwéch trojkatow. Czy te tréjkaty sa podobne?
a) 6.8, 12 oraz 9, 12, 18 b) 12, 22, 32 oraz 9, 15, 20

Cecha KKK

Jesli katy jednego trojkata sa rowne katom drugicgo tréjkata, to trojkaty
te sa podobne.

Jedli o=/, =0 13y=+, to:

AABC ~ AA'B'CY

Cwiczenie 3

a) Uzasadnij, ze jesli dwa katy jednego tréjkata sa réwne dwdém katom dru-
giego trojkata, to trojkaty te sa podobne.

b) Uzasadnij, ze tréjkat prostokatny, w ktérym jeden z katéw ma miarg 27°,
jest podobny do trojkata prostokatnego, w ktorym jeden z katéw ma miarve 63°.
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Cecha BKB

Jesli dwa boki jednego tréjkata sa proporcjonalne do dwédch bokéw dru-
gicgo trojkata i katy zawarte migdgy tymi bokami sa réwne, to trojkaty te
sa podohbne.

wips b
Jesli — = —
a b

ADABC ~ AA'B'C

1y =, tor

By J 74 A’
Cwiczenie 4
Dane sa trojkaty prostokatne 7, 1 75,. Uzasadnij, 7ze jesli stosunek dlugosci
przyprostokatnych w tréojkacie T rowna sie stosunkowi dtugosci przyprosto-
katnych w tréjkacie Th, to trdjkaty te sq podobne.

(0] Cwiczenie 5
Uzasadnij, ze tréjkaty 7Y 1 75 sa podobne. Podaj skale podobienstwa. tréjkata
T, do trojkata Ts.

b)

9 12 /B

Zadania

1. Wiérod tréjkatéw przedstawionych na rysunku wskaz pary tréjkatéw po-
dobnych. Dla kazdej pary podaj skale podobienstwa.

=1

15

2. a) Dany jest tréjkat ABC o bokach dlugodci: 6, 8, 12. Najdluzszy bok
tréjkata A’B'C’ jest réwny 16 oraz AABC ~ AA'B'C’. Jaka jest skala
podobiefistwa tych trojkatow? Oblicz obwdd trojkata A’ B'CY.

b} Tréjkat ABC, ktérego obwdd jest réwny 55, jest podobuy do tréojkata
o bokach dhugosci: 4, 8, 10. Oblicz dlugoséci bokéw trdjkata ABC.
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Korzystajac z podobienstwa odpowiednich tréjkatéw, oblicz dlugoscei od-
cinkéw x 1 y.

D
a) 3

7.5
A
A 8 BT C
Wiedzge, ze ED || BC, oblicz obwéd tréjkata ABC.
8.) C b) A
4
E 5
1) ‘Q%
A 12 E 6 B b ¢

a) Tréjkat prostokatny o przyprostokatnych réwnych 12 1 16 jest podobny
do tréjkata o obwodzie réwnym 6. Oblicz dhugosei przeciwprostokatnych
obu tréojkatow.

b) Tréjkat prostokatny o przeciwprostokatnej réwnej 100 jest podobny do
tréjkata o przyprostokatnych 12 1 3,5.
Oblicz obwody obu tréjkatéw.

C

Uzasadnij, e AABC ~ ADEC. Oblicz: ™

a) skale podobiefistwa tych trojkatéw, 1} ' 91/5\
s , 15 ‘

b) obwody tych tréjkatow.

5) obwody tych tréjkatow A I

a) Wypisz pary tréjkatéw podobnych (rysunek ponizej). Odpowied? uza-
sadnij. B
b) W tréjkacie prostokatnym o przyprostokat- D

nych dhugogci 3 1 4 poprowadzono wysokosé

z wierzchotka kata prostego. Oblicz dhugosci od-

cinkow, na jakie wysokosc ta podzielila przeciw- [+

prostokatna. ¢ A

Oblicz pole tréjkata prostokatnego, w ktérym wysoko$é poprowadzona
z wierzcholka kata prostego podzielila przeciwprostokatng na dwa odceinki
dingosel 2 cm 1 8 cin.
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@ 9. W tréjkacie ostrokgtnym DEF poprowadzono wysokosci DM i EN. Wy-
kaz, zc tréjkaty FEN i FDM sa podobne.

C

EI 10. W tréjkacie ABC polaczono odcinkami punkty
bedace srodkami bokéw (rysunck obok).
a) Wykaz, zc tréjkaty ABC i EFG sa podobne.
b) Uzasadnij, ze tréjkaty: 71, Ty, T3 1 T} sa
przystajace. A G ¥5;

F

@ 11. a) Dany jest trapez o podstawach AB i CD. Jego przekatne przecinaja sie
w punkcic O. Uzasadnij, zc tréjkaty ABO 1 C DO sa podobne.
b) Jaka jest odlegloéé punktu O (rysunck D e,
obok) od krétszej podstawy, jesli wysokosé
trapesu wynosi 6 cm, a dlugodci podstaw sa
réwne odpowiednio 4 ecm 1 8 em? Oblicz pola
tréjkatéw ABO i CDO. A B

@ 12. a) Dany jest trapez o podstawie AB i przekatnych AC' i BD. Wykaz, ze
jesli przckatne trapezu przecinaja si¢ w punkcic O, to pola tréjkatéw AOD
i BOC sg réwne.
b) Diuzsza podstawa trapezu ma dlugosé 10 em. Punkt przccigeia przckat-
nych tego trapezu jest odlegly o 5 cm od jego diuzsze] podstawy i 0o 3 cm
— od krotszej. Oblicz pola tréjkatow, na ktore przckatne dzicla trapez.

Powtorzenie

13. Tréjkaty przedstawione na rysunku sa podobne. Oblicz dlugosci pozosta-
lych bokéw tych tréjkatéw. Podaj skale podobiefistwa.

a) 3i : b)

G

@ 14. Uzasadnij, ze trojkaty o podanych diugosciach bokéw sg podobne.
a) 2,7,8 oraz 3,103, 12 b) V2, 2v2, 4 oraz 2, 4, 44/2

15. Tréjkat prostokatny CDFE ma przeciwprostokatna dtugosci 2v/5 i jest po-
dobny do trojkata ABO o wierzchotkach: A(—6,0), B(0,3), O(0,0). Podaj
skale podobiefistwa tych trojkatow. Oblicz obwéd 1 pole tréjkata CDE.
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Proste i odcinki pomocnicze

Przeprowadzajac dowody w geometrii, czesto doryvsowujemy pomocnicze od-
cinki lub proste.

@ 1. Udowodnij, ze srodkowe tréjkata przecinaja sie w jednym punkcie. Punkt
ten dzieli kazda 7e srodkowych w stosunku 2: 1, gdy liczymy od wierzchotka.

Rozpatrzmy srodkowe AP i B trdjkata ABC. C

Punkt O jest punktem ich przeciecia. Rysujemy

pomocniczy odcinck PQ).

Uzasadnij kolejno, ze: Q P
a) odcinek PQ jest réwnolegly do odcinka AB,
b) tréjkaty ABO i PQO sa podobne,

¢) punkt O dzieli kazda ze srodkowych AP A B
i B} w stosunku 2:1, gdy licsymy od wicrzchotka.

Przeprowadz analogiczne rozumowanie dla srodkowych poprowadzonych
z wierzcholtkéw A i C, a nastepnie uzasadnij, ze wszystkie $rodkowe trojkata
przecinaja sie w jednym punkcie.

@ 2. Udowodnij, ze proste zawierajace wysokosci tréjkata przecinaja sie
w jednym punkcie.
B\ ¢ m Ay

Dany jest trojkat ABC. Rysujemy
proste pomocnicze:

« prosta & jest rownolegla do boku BC .
i przechodzi przez wierzcholek A,

e prosta ! jest rownolegta do boku AC
1 przechodzi przez wierzcholek B,

e prosta m jest rownolegta do boku AB
i przechodzi przez wierzcholek C.

Punkty przeciecia prostych k, I, m oznaczamy przez A, By, C; — jak na
rysunku. Uszasadnij kolejno, ze:

a) czworokaty ABCB, i AC, BC sa réwnoleglobokami (skad wynika, ze
|AC,| = |AB,|, analogicznie |BC,| = |BA,| 1 |CA| = |CDB|),

b) punkt przeciecia symetralnych bokéw tréjkata A, B,C, jest punktem

przeciecia prostych zawierajacych wysokosci trdojkata ABC.

Uwaga. Zauwazmy, 7e powyzsze rozumowanie jest takie samo dla tréjkata rozwarto-
katnego czy prostokatnego.
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6.6. Pola wielokgtow podobnych

Przyktad 1

Bok jednego kwadratu jest o 20% diuzszy od boku drugiego kwadratu. Jaka
jest skala podobicnstwa tych kwadratéw? Ile wynosi stosunck ich p6l?

Niech bok pierwszego kwadratu ma dlugosé a, wéwezas bok drugiego z nich
ma dlugoéé a +20% a = 120% a = %a

Zatem skala podobienstwa & =

bl ¥ fertt

36 2

Sea”, zatem stosunck ich pol jest

Pola kwadratéw sa odpowicdnio réwne a? i
rowny % Zauwazniy, ze i—g =

Cwiczenie 1

Na rysunku przedstawiono wielokaty podobne F 1 F;. Podaj skale podobien-

stwa 1 oblicz stosunek pola figury £, do pola figury Fj.

@ Przyktad 2
Tréjkat T5 jest podobny do tréjkata 7% w skali k. Uzasadnij, ze stosunek pola

tréjkata T» do pola tréjkata Ty jest réwny k2.
Pole trojkgta T): Py = zaihy.

Dla tréjkata T3 mamy: 1
ay=Fk-a,, ha =%k hy.

Stad pole tréjkata 7:

Py = 2ashy = 3(k-ai)(k-hy) = $k* - a1hy

Py sk?athi ;9
Za.tLIIl ’,_—) = ﬁ = k .
1 PRLAREN] o

[0] Ewiczenie 2
Prostokat I, jest podobny do prostokata I’} w skali k. Uzasadnij, ze stosunek
pola prostokata P do pola prostokgta P jest réwny k2.
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Twierdzenie

Jesli skala podobiefistwa figur podobnych réwna sie %, to stosunek ich pol
jost réwny k2.

Cwiczenie 3
Jaka jest skala podobiefistwa dwoch kwadratdw, jesli pole jednego z nich jest:

a) o 19% mniejsze od pola drugiego,  b) o 125% wicksze od pola drugiego?

Cwiczenie 4

Dany jest trapes prostokatny 77 o podstawach dtugodei 5 ecm 1 7 em oraz wyso-
koéci rownej 4 cm. Pole trapezu T, podobnego do trapezu T; jest réwne 6 cm?.
Oblicy skalg podobicnstwa trapezu 15 do trapesu 17 oraz ich obwody.

Cwiczenie 5

Na rysunku obok przedstawiono plan
sasiadujacych dzialek budowlanych.
a) Wyznacsz skale planu, jesli dziatka B A
jest prostokatem o wymiarach 32 m x 24 m.

2.5 cm

b) Dziatka A jest trapezem prostokatnym. Jego

najdtuzszy bok ma na planie dtugosé 5,875 cm.
Czy na ogrodzenie dziatki A ze wszystkich stron
wystarczy 125 m biezacych siatki, jesli furtka ma

vy
3 e

mie¢ szerokosé 1.5 m?

‘.
(1

c) Jaka jest powierzchnia dzialki C, jesli na planie

wykonanym w te] samej skali jest ona kwadratem

F D e
o polu réwnym 9 cm=? 4 cm

Cwiczenie 6

Dany jest tréojkat réwnobocuny ABC, ktérego bok ma dlugodé 12 em. Odci-
nek DE jest rownolegty do boku AB, a pole tréjkata DEC jest réwne IP. Wy-
znacz stosunek dtugosdel odeinkéw DC do AC 1 oblicz obwéd trapezu ABED.

a) P =93 cm? b) P = 44/3 e¢m? ¢) P =163 cm?

C
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Zadania

1. Prostokaty P, i F» sa podobne. Oblicz skale podobienstwa prostokata P
do prostokata P, oraz pole prostokata %, jesli pole prostokata P, jest
réwne 144 cm?.

a) b)

P,

By P P

16 12 18 30

2. Prostokat o bokach dlugodci 6 cm i1 12 cm jest podobny do prostokata
o obwodzie 60 cm. Oblicz pole wiekszego prostokata.

3. a) Tréjkat prostokatny 7o jest podobny do tréjkata 77 o polu réwnym
45 em? w skali k = % Oblicz obwdd tréjkata Th, jedli jedna z jego przy-
prostokatnych ma dtugosd¢ 10 cm.

b} Romb R, jest podobny do rombu Ry w skali k& = 3. Pole rombu R, jest
rowne 648 em?. Oblicz obwdd kazdego z rombdw, jedli jedna z pruckatnych
rombu 2; ma dlugosé 6 em.

4. Dany jest rownoleglobok R,, ktérego hoki maja diugosci 4 ¢cm 1 6 cm.
Jedna 7z przekatnych tego rownolegloboku jest prostopadia do jego krot-
szych bokdw. Rownoleglobok Ry o polu 2005 cm? jest podobny do réw-
nolegtoboku R;. Oblicz obwdd rownolegtoboku R.,.

5. a) Suma pol dwdch figur podobnych jest réwna 340 dm?, a ich skala po-
dobiefistwa k& = 4. Oblicz pole kazdej z tych figur.

b) Suma pél dwéch tréjkatéw prostokatnych réwnoramiennych jest réw-
na 180 cm?, a ich skala podobienistwa k = 3. Oblicz obwdd kazdego 7 tych

trojkatow. D
6. Przekatne deltoidu ABCD maja dlugosci: \
AC| = 15 cm i |[BD| = 10 e¢m. Oblicz BN

A /
pole powierzchni latawca podobnego do tego \ /

deltoidu, jedli jego wymiary sa czterokrotnie

wicksze. B
7. Wielokat F) jest podobny do wielokata F, w skali 2. Stosunek pél wielo-

1
4

katéw podobnych F, 1 Fy jest rowny 5. Oblicz skale podobienstwa wielo-

kata F3 do F).
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8. Trzy odbitk: zdjeé to prostokaty
podobne P, P, 1 P;. Pole pro-
stokata I jest o 44% wieksze
od pola prostokata P, a polc
prostokata s jest o 125% wiek-
sze od pola prostokata F;. Ob-
licz wymiary prostokata Ps, jesli
wymiary prostokata I sa réwne
24 ¢m x 36 cm.

9. W tréjkacie prostokatnvim ABC, ktérego przeciwprostokatna AB ma dliu-
god¢ 15 cm, poprowadzono wysokosé C'D. Stosunck pdl trojkatow ADC
i BOD jest réwny 4. Oblicz obwdd tréjkata ABC.

10. Przckatne trapezu o podstawach AD 1 C'D oraz wysokoSci réwnej 10 przeci-
naja sie w punkcie I°. Oblicz odleglodcei punktu I” od podstaw trapezu, wie-
dzac, ze stosunck pola trojkata ABP do pola tréjkata C D P jest réwny %

11. Trapez o wysokosci réwnej 5 ecm 1 podstawach dtugosci 4 em 1 9 ecm po-
dziclono prosta rownolegta do podstaw na dwa trapezy podobne. Oblicz
pole kazdego 7 trapezdéw otrzvmanych w wyniku tego podziatu.

12. Dzialka budowlana o powicrzchni 1025 m? ma ksztalt trapezu o podsta-
wach 32 m i 50 m. Dzialke te podzielono prosta réwnolegla do podstaw
trapezu na dwie dziatki bedace trapezami podobnymi. Oblicz pole kazdej
z nowo powstatych dzialek.

Powtorzenie

13. a) Prostokaty P, i P o przekatnych dtugoséci /12 ¢m i /18 ¢m sa podobne.
Oblicz stosunek pdl tych prostokatow.
b) Trojkaty T i T, sa podobmne. Pole tréjkata 15 jest o 300% wieksze od
pola tréjkata 77. Podaj stosunek obwodow tych trojkatow.

C’f
14. W tréjkacie prostokatnym ABC (rysunek obok) poprowadzono
wysokosé BD. Oblicz podany stosunck pol trojkatodw, jesli D
|BD| 2 |CB| =4 5.
‘rl) Prasn: Pranc b) Preen:Paasp
A B

15. Dane sa dwa romby, obvdwa o kacie ostrym 60°. Stosunek ich pdl wy-
. ;i ; ; p : 9 - .
nosi 9:4, a pole wickszego jest réwne 18v/3 em?. Oblicz sume obwoddw
tych rombow.
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Fraktale

Fraktal to figura geometryczna cechujaca sie samopodobienstwem
- dowolnie male czeéci tej figury sg podobne do calosci.

Krzywa Kocha i $niezynka Kocha

Przyktadem fraktala jest krzywa Kocha (jej konstrukcje opisat w 1904 r. szwedzki
matematyk Helge von Koch}. Oto kolejne etapy jej powstawania.

il sl
1 3/\3 4
1 §/\?__AJAZ_/\_JJ%

Na kazdym kolejnym etapie konstrukgji

krzywej Kocha jej dtugosé powigksza

sie o%-dfugos’ci krzywej z poprzedniego

etapu. Jesli zatem diugosc poczatko-

wego odcinka jest rowna 1, to kolejne

krzywe maja dhugosci:

4 (42 (A Krzywa Kocha
= 1,5,(3),(5), -

SAMOPODOBIENSTWO ‘

Powiekszajac dowolnie
maty fragment krzywej '
Kocha, otrzymamy jej :
idealng kopie.

Jezeli konstrukcije krzywej przeprowadzinmy
na bokach tréjkata réwnobocznego,
otrzymamy figure nazywang sniezynka
Kocha.

Sniezynka Kocha ma skorczone pole,
ale jest ograniczona przez krzywa
o nieskonczonej diugosci.

Sniezynka Kocha



6.7. Twierdzenie o dwusiecznej kata
w trojkacie

Korzystajac z twicrdzenia Talesa, mozemy udowodnié nastepujace twicrdze-
nie.

Twierdzenie o dwusiecznej kata w trojkacie

Dwusieczna kata w trojkacie dzieli przeciwlegty ¢

bok na odcinki proporcjonalne do pozostatych éb
bokéw trojkatas b &

Dowod
Rysujermy pélprosta AC oraz prosta | réwnolegla do prostej C'D przechodzacy
przez punkt 3. Punkt przecigeia potprostej AC z prosta [ oznaczamy przez P.
Proste C' D i BP sa réwnolegle, wiec:

JACD = 4APB oraz < DCB = 4CBP (uzasadnij).

Oznacza to, ze trojkat BPC jest rownoramicnny
1 [OP| = |GB| = &

_ . - : DB |C P
7 twicrdzenia Talesa otrzvmuijemsy: | = —,
YIMUWEIY: 125 — (A’

it a3

zatem — = —.

Y b

Cwiczenie 1
a) Dany jest trdjkat prostokatny o przyprostokatnych 51 12, Oblicz dlugodci
odcinkdéw, na jakie dwusieczna kata prostego tego trdjkata dzieli jego przeciw-
prostokatna.

b) Przcciwprostokatna tréjkata o katach 307, 60°, 90° ma dlugosé 2. Oblicz
dtugosel odeinkéw, na jakie dwusieczne katéw dziela boki tego tréjkata.

¢) Dwusicczna kata prostego dzicli przeciwprostokatna tréjkata prostokatnego
na odcinki dlugosci % i ? Oblicz obwéd tego trdjkata.

d) Jeden z katéw ostrych tréjkata prostokatnego ma miare 22.5°. Oblicz diu-
gos¢ krétszej przyprostokatnej tego tréjkata, jesli diuzsza prayprostokatna ma
dhugoséé réwng 1.
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Zadania

1. Dany jest tréjkat ABC o bokach |BC| = a, |AC| = b1 |AB| = ¢. Oblicz
dlugosci odeinkéw, na jakie dwusieczna kata AC B dzicli bok AB, jesli:
8l =2 B="10 4 = b) &= 6; b= 10,¢ = 12.

2. Dany jest tréjkat prostokatny réwnoramicenny ABC, ktérego pracciwpro-
stokatna AB ma dlugoéé v/2. Dwusieczna kata ABC przecina bok AC
w punkcic P. Oblicz obwody tréjkatéow BCFP 1 BAP.

@ 3. Dany jost tréjkat ABC o bokach dlugodei |BC| = a, |[AC| =b1i |AB| =c.
Uzasadnij, ze dwusieczna kata AC B dzieli bok AB na odcinki dhigogci

ac  :  be

a+b a-+hb’

@ 4. Przeczytaj podany ponize] dowdd twierdzenia o dwusiecznej kata w troj-
kacic. W micjscach oznacronych [ 7] podaj brakujace uzasadnicnia.

Na rysunku odcinck CD jest sawarty w dwusiceznej kata AC D,
a C( jest wysokoscia trojkata opuszegona

7 wierzcholka C. C
Pappo _ |DB| =
Gtad LADBC _
@ Prapc | A D] F

Odecinki DE i DF maja réwne
diugodei [7]. Zatem:

Pappe _ |BC| 7] a
Prape  |AC] A G D G
- o ae DBl |BO|
czyll prawdziwa jest proporcja AD| — |AC|

Powtorzenie

5. Dany jest tréjkat DEF o bokach |EF|=d, |DF|=¢1 |DE| = f. Oblicz
dlugosci odcinkéw, na jakie dwusieczna kata DEF dzieli bok DF, jesli:

a) d=5,¢=86, f=1, bl &= 12,e= 15, F =18

@ 6. Dany jest réwnoleglobok ABCD o bokach |AD| =6 cm, |[ADB| =12 cm.
Dwusieczne katow BAD i BCD prze- D C
cinaja przekatna DBD  odpowiednio
w punktach P i . Uzasadnij, ze Q

punkty te dziela przekatng BD na trzy

odeinki rownej dhugodei. A B
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6.8. Zagadnienia uzupetniajgce

M Problemy konstrukcyjne

Klasyczne konstrukeje wykonuje sig, korzystajac tylko z cyrkla i linijki.

Oto niektére z nich.

Konstrukecja symetralnej odcinka

1.

Z jednego konca odcinka rysujemy tuk
okregu o promieniu wiekszym od po-
lowy odeinka.

Z drugiego kofica odcinka rysujemy
huk okregu o tym samym promieniu.
Punkty przeciecia lukéw oznaczamy
przez P i Q.

Rysujemy prosta PQ — jest ona sy-
metralna odcinka AB, poniewaz od-
cinki PQ) 1 AD sa przckatnyimi rombu
APBQ.

Konstrukeja dwusiecznej kata

1.

Z wierzchotka kata rysujemy tuk okre-
gu przecinajacy jego ramiona. Punkty
przecigcia oznaczamy przez A 1 DB.

Wewnatrz kata rysujemy tuki okregéw
o takim samym promieniu oraz Srod-
kach w punktach A i B. Punkt przc-
ciecia tych lukéw oznaczamy przez R.

Rysujemy prosta PR — jest ona dwu-
sicczna kata APD, poniewaz trojka-
ty PAR i PBR sa przystajace (cecha
BBB).

—)
A@
i v B
P
Q
A B
P
B
Al
B
e
Al
B
Al
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Konstrukcja prostej prostopadlej do danej prostej i przechodzacej przez
punkt nielezacy na tej prostej

< 5
1. Z danego punktu P rysujemy tuk okre- k
: . N St
gu przecinajycy prosta k. Punkty prze- A B
ciecia oznaczamy przez A i B.
: : : . P
2. Z punktéow A i DB rysujemy przcci-
najace sie luki okregéw o promieniu k
. , A B
|AP|. Punkt prazccigeia tukéw oznacza-
_ \/
my przez Q). XQ
3. Rysujemy prosta P — jest ona pro- P
stopadta do prostej &, poniewaz odcin- i
: . : \ / !
ki P() i AD sa przckatnymi rombu A B
APBQ. Gl
: e

1. Dana jest prosta k i lezacy na niej punkt I°. Skonstruuj prosta prostopadta
do prostej k 1 przechodzaca przez punkt P.

Konstrukeja prostej przechodzacej przez dany punkt, rownoleglej do danej
prostej

1. Rysujemy dowolng prosta przechodzaca
przez dany punkt P. Punkt przecigeia
tej prostej 7z dana prosta & oznaczamy
przez (.

o

Rysujemny tuki okregéw o tym samym
promieniu i sSrodkach w punktach P i Q.
Punkt przeciecia tuku o srodku w punk-
cie () z prosta k oznaczamy przez S.

3. Rysujemy tuk okregu o srodku w punk-
cic 7 1 promicniu |RS|. Punkt przccic-
cla tego luku z tukiem o $rodku w punk-

cic P oznaczamy przcz U.

4. Rysujemy prosta PU  jest ona réwno-
legla do prostej k, poniewaz kat T1°U
jest przystajacy do kata RQS.
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2. Prosta réwnolegla do danej prostej & 1 przecho-
dzaca przez punkt P mozna skonstruowaé, ry-
sujac kolejno proste { 1 m takic,zel L kim L 1.
Przeprowad? te konstrukcje i podaj jej opis.

2 !

2

By k
{

3. Majac dany trojkat, skonstruuj punkt przecigcia jego:

a) symetralnych,

b) dwusiecznych, ¢) wysokodci.

Konstrukeja szesciokata foremnego

O

o/

Rysujemy okrag i wy- Zaczynajac od punk- Wielokat ABCDEF jest
bieramy dowolny punkt tu A, odmierzamy tuki szesciokatem foremnym.
tego okregu — oznacza- o promieniach réwnych
my go przez A. promicniowi okregu.
4. Skonstruuj:
a) trojkat réwnoboczny, ¢) ofmiokat foremny,

b) kwadrat,

d) dwunastokat foremny.

5. Narysuj dowolny kat. Skonstruuj kat do niego przystajacy.

6. Skonstruuj kat o mierze:
a) 30°, b) 45°, e 75°%, d) 1057,

Nad wymienionymi ponizej klasycznymi problemami konstrukcyjnymi za-

stanawiali si¢ juz starozytni Greey. Jak udowodniono pdzniej, nie maja

one rozwigzania.

s Kwadratura kola
kola.

konstrukeja kwadratu o polu rownym polu danego

= Trysekcja kata podgial dowolnego kata na trzy rowne czesci.

6.8. Zagadnienia uzupeinigace
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Zestawy powtdrzeniowe

B Zestaw |

1. Wyznacz miary katow tréjkata, jesli ich stosunek jest réowny:
a) 1:2:3, b} 1:8:5, ¢) 2:9:13.

2. Katy miedzy bokiem tréojkata ostrokatnego a wysokosciami poprowadzo-
nymi 7z wierzchotkdéw nalezacych do tego boku maja miary 40° 1 20°. Wy-
znacz miary katow tego trojkata.

3. Dane sa dlugogci bokéw dwdch trojkatow. Cuy trojkaty te sa podobne?
a) 15, 18, 24 oraz 20, 24, 32 e} 1,2 14y 1.8 oraz 1,8;2,1; 2.8
b) 4, 8, 10 oraz 6, 3, 7,5 d) 20, 25, 30 oraz 6, 9, 7,5

4. Tréikat T o bokach 5 em. b em i 4 em jest podobny do tréjkata 7h. Oblicz
dlugosci bokdw trojkata 75, jesli:
a) jego obwdd jest rowny 35 cm, b) jego pole jest réwne 44/21 em?.

5. W trojkacie ABC' o polu 50 dm? bok AB ma dlugoéé 20 dm. Punkt P lezy

na boku AC i |CP| = £|AC|. Punkt @ lezy na boku BC i |CQ| = £|BC].
Oblicz dlugosé odeinka P} i pole tréjkata CPQ. &,

FE

6. Przyprostokatne tréjkata ABC (rysunek obok) F
maja diugosci 10 1 15. Oblicz pole kwadratu N
ADFEF. A D B

7. Dany jest tréjkat o bokach 4 ¢m, 6 em i 8 em.  p C
Oblicz dlugosci odcinkow, na jakie dwusleczne

katow tego trojkata dzicla jego przeciwlegle boki.

E] 8. Punkt C jest wspdlnyvm wierzchotkiemn kwadra- o
tow ABCD i CEFG (rysunek obok). Wykaz, ze
pola tréjkatéw DEC i C'BG sa réwne.

A B

9. Drziatke budowlana w ksztalcie tréjkata o bokach diugosci: 60 m, 60 m
i 40 m podziclono na dwie cz¢del o réwnych polach plotem réwnolegltym
do boku dtugosei 40 m. Oblicz z doktadnoseia do 1 m obwéd kazdej z nowo
powstalych dzialek.
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V4

W Zestaw Il

[o] 1.

a) Wykaz, ze dowolne dwa prostokaty, w ktérych przekatne przecinaja sie
pod tym samym katem e, sa podobne.

b) Wykaz, ze jedli prostokat o bokach z i y jest podobny do prostokata
o bokach odpowiednio = + 11 y + 1, to prostokaty te sa kwadratami.
Oblicz obwéd tréjkata AEC.

a) BD | CE b)

o

A z+2 D x+5 E A 3

a) Suma obwodéw dwoch figur podobnych jest réwna 260 cm, a ich skala
podobienstwa &k = g Oblicz obwdd kazdej z tych figur.

b) Figury Fy i F5 sa podobne w skali 1:2, a figury F5 i F3 sg podobne
w skali 1:3. Oblicz pole kazdej z tych figur, jedli suma ich pol jest réwna
410 dm?.

AF| _ |FC

Uzasadnij, ze jesli proste AC' 1 BD sa réwnolegle, to 55 = |ED

a) Bl

W rombie ABCD potaczono srodki kolejnych bokéw 1 otrzymano czwo-
rokat A'B'C"D'. Uzasadnij, zc czworokat ten jest prostokatem o polu dwa
razy mniejszym od pola rombu.

W trapezie ABCD o podstawach ¢ 1 b (rysu- D b e,

nek obok) poprowadzono odcinek PQ o dlu-

gosci Vab rownolegly do podstaw trapezu. P vab Q

Uzasadnij, ze: / \
JAP| _ |AB]|

%) IpDl = TPal

A a B
b) trapezy ABQP i PQCD sa podobne.
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@ Sposdb na zadanie

Przy przedstawianiu dowodu nalezy precyzyjnie uzasadni¢ kazdy krok rozu-
mowania. Mozna to zrobié¢ tak, jak w przykladzic 1, lub w postaci dowodu
dwukolumnowego (przyklad 2).

D] Przyktad 1 D C
Dany jest kwadrat ABCD i réwnolegtobok EFBA
(rysunck obok). Udowodnij, ze tréjkaty ADE i BCF
s, przystajace.

Oznaczmy przez o kat ostry réwnolegloboku. Wéw- N ap
czas LCBF = 90° + . Suma miar katéw przy jednyim A &

boku réwnolegltoboku jest réwna 1807, wiec:
4BAFE = 180" — «

E 5

<DAE = 360" — ({BAE + {BAD) =
= 360" — (180" — a +90°) = 90" + &
coyli $DAE =<4CBF. Jednoczeénie |AD| = |BC| (boki kwadratu) oraz
|AE| = |BF| (przeciwlegle boki réwnolegloboku).
Na podstawic cechy BKB wnioskujemy, ze trojkaty ADE 1 BCEF sa przysta-
jace.

Stad:

@ Przyktad 2 ¢
Srodkowa tréjkata ABC poprowadzona z wicrz-
chotka C' przecina bok AB w punkcie D. Punkty
FE i F leza na tej srodkowej, przy cgym AE 1 CD
oraz BF L CD (rysunek obok). Udowodnij, 7e

A 5 B
trojkaty ADE 1 BDF' sa przystajace. \4/7/
E

Dowad prrzedstawimy w dwukolumnowe] tabell.

W jednej kolumnic zapisujemy kolejne stwicrdzenia, a w drugicj — ich uzasad-
nienia. Pozwala to uporzgadkowad cale rozumowanie.

Stwicrdzenic Uzasadnicnic
|AD| = |BD| Punkt D jest érodkiem boku AB.
JADE =4BDF Sa to katy wierzchotkowe.
JAED =< BFD Sa to katy proste.
4DAE =4DBF Tréjkaty ADFE 1 BDF maja dwa katy réwne, wiec

wszystkie ich katy sg rowne.

NADE = ABDF Na podstawie cechy KBK przystawania trojkatow.
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Zadania testowe @

Rozwigz zadania 1 zapisz odpowiedzi w zeszycie. W kazdym zadaniu tvlko
& I I ) ] ]

jedna odpowicdz jest prawidtowa.

1. Przekatna odmiokata foremnego dzieli go na siedmiokat i tréjkat réwnora-
mienny. Miara kata ostrego tego tréjkata jest réwnac
&, 225", C. 26,57,
B. 24,5°, D. 28.,5°.

2. Na rysunku obok RK
katow x iy jest réwna:
A. 1047, C. 106°,
B. 1057, D. 110°.

| SL. Suma miar

3. Suma obwoddéw dwaoch figur podobnych jest réwna 340 cm, a ich skala
podobiefistwa k = 5. Roznica obwodéw tych figur jest réwna:

A. 60 cm, B. 65 cm, C. 75 cm, D. 80 cm.

4. Przyprostokatne tréjkata ABC (rysunck ponizej) maja dlugosei 5 cm
i 12 cm. Ile wynosi obwdd trojkata AE D, jedli jego pole jest réwne 4,8 cm??
B

A E ¢
A. 6 cm B. 8 ecm C. 10 cm D. 12 em

5. Jezeli prostokat P; o bokach diugosci 9 em i 12 e¢m jest podobny do pro-
stokata % o przekatnej dlugodci 20 cm, to:
A. obwdd prostokata P jest réwny 54 e,
B. pole prostokata P jest roéwne 200 ¢m?,
C. pole prostokata I’ jest o 64 cm? wieksze od pola prostokata I,
D. stosunek pola prostokata P, do pola prostokata P, jest réwny 9: 16.

6. Na boku AD trojkata ABC wybrano punkt P, a na boku AC — punkt ()
tak, ze PQ || BC. Jedli |AB| = 4,5 em, |[AC| = 5 cm, |AQ| = 2 em
i |BC| =3 cm, to obwdd tréjkata APQ jest réwny:
A. 5 cm, B. 6 cm, C. 6.5 em, D 7 e
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@ Przed obowiazkowa matura z matematyki

B Zadania krotkie] odpowiedzi D C

0] Zadanie 1 (2 pkt)
Na bokach AB 1 BC kwadratu ABCD wybrano odpowied- :
nio punkty £ i F takie, ze CE L DF (rysunck obok). Uza- E
sadnij, ze trojkaty BCE 1 CDF sy przystajace.
Zadanie 2 (2 pkt)
Romb o przckatnych 6 i 10 jest podobny do rombu o polu 270. Oblicz obwéd
wiekszego rombu.
Zadanie 3 (2 pkt)
Wyznacz miar¢ kata wewngtrsnego dwunastokata foremnego.
Zadanie 4 (2 pkt)
Dany jest trojkat prostokatny réwnoramienny o prrzeciwprostokatnej rownej 6.

A E I

Oblicz odleglosé jego érodka ciezkosci od wierzcholtka kata prostego.

B Zadania rozszerzonej odpowiedzi
Zadanie 5 (4 pkt)
Dany jest trapez ABCD o podstawach |AB| = 40 cm i
mionach dlugogci 12 em i 9 cm. Przedtuzenia ramion tego trapesu przecinaja
sie w punkcie PP. Oblicz obwdd tréjkata ABP.

[D] Zadanie 6 (4 pkt)
anv jest réwnoleglobok ABCD o bokach |AB| = a

i |[BC| = b. Csworokat EBCF jest réwnoleglobo-
kiem podobnym do réwnolegtoboku ABC' D. Wykaz,
ze obwdd czworokata AEF D jest rowny i 252“‘”}

[D] Zadanie 7 (4 pkt)
Uzasadnij, ze suma diugosci srodkowych trojkata o obwodzie L jest mniejsza

= 25 o1t 1 ra-

od 2L

Zadanie 8 (4 pkt)

Dany jest trojkat rownoramienny o ramieniu dtugodei 6 em i kgcie przy podsta-
wic rownym 30°. Oblicz odleglogei punktu przecigeia prostych zawicrajacych
wysokoscl tego trdjkata od jego wierzchotkdw.

D C
Zadanie 9 (4 pkt)
W trapezie prostokatnym (rysunek obok) dane sa O
= 61|CD| = 2 oraz ramienia
|AD| = 4. Punkt O jest punktem przecigcia przekat- 7
nych tego trapezu. Oblicz obwdd tréjkata AOB. A B
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Wstep
do funkcji kwadratowej

Liny podtrzymujace most wiszacy maja ksztalt paraboli (na zdjeciu most
Golden Gate w San Francisco).

Funkcje postaci f(x) = az® + baz + ¢ (a,b,c € R,
a # 0) nazywainy funkcja kwadratowa lub tréjmia-
nem kwadratowym. Wykres funkeji kwadratowej na-

Y1

zywainy parabolg. Mdowimy ,parabola okreslona row-

naniem y = az? + bx + ¢” lub krétko: ,parabola

y=ax’ +bx+ ",

Na rysunku obok przedstawiono wykres funkeji kwa-
9

dratowe] f(z) = —3* + 2+ 2.




7.1. Wykres funkgcji f(x)=ax?

Na rysunku ponizej przedstawiono parabole, ktdra jest wykresem funkcji
f(x) =22 Jej dziedzing jest zbior liczb rzeczywistych, a zbiorem wartosci
— przedzial (0;00). Z wykresu mozemy odezytaé nastepujace wlasnosei:

a) ramiona paraboli sa skicrowane do gory,
b) 0§ OY jest osig symetrii paraboli,

¢) punkt (0,0) jest wierzcholtkiem paraboli,

d) funkcja f jest malejaca w przedziale
(—oc; 0) i rosngca w przedziale (0; o0),

e) dla x = 0 funkcja f przyjmuje wartosé
najmniejsza réwna zeru, natomiast dla
kazdego x # 0 prawdziwa jost nicrownosé

#(z) > 0,

t) funkcja f nie przyjmuje wartoéci najwiek-
szej.

Cwiczenie 1

Sporzadz odpowiednie tabele wartodei funkeji i naszkicuj w jednym uktadzie
148

2

wspotrzednych wykresy funkcji fi(x) = 22, fo(x) = 222 1 f3(x) = 2a°.

Parabole y = 122, y = 2%, y = 42? zostaly
dla poréwnania naszkicowane w jednym
uktadzie wspéirzednych. Zwrdé uwage na za-
leznosé micdzy wspolezynnikicm a w réwna-
niu paraboli ¥ = az? i rozchyleniem ramion
tej paraboli.

Cwiczenie 2

Czy punkt P nalezy do paraboli y = 4227
a) P(—1,1) ¢) P(3,1)
b} P(4,32) d) P(—2,16) O

Cwiczenie 3
Dla jakiej wartoéci wspdtezynnika a punkt € nalezy do paraboli y = aaz??

a) Q(1,6) b) Q(2,8) ¢) Q(—4,8) d) Q(~8, 48)
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Wykres funkcji y = —2? mozna otrzymaé, od-
bijajac symetrycznie wzgledem osi OX wykres
funkcji y = z?. Zwré¢ uwage na to, %e ramiona
paraboli bedace] wykresem funkeji y = —x? s3
skicrowane w dél.

Cwiczenie 4
a) Podaj przedzialy monotonicznodci funkeji
flx) = —22.
b) Podaj réwnanie osi symetrii i wspélrzedne

wierzchotka paraboli bedace] wykresem funkeji

f@) =

Cwiczenie 5

2
b

trycgnic wzgledem osi OX wykresy funkeji y =
y = 4z*. Podaj wzory funkcji f1, fo, fa, fa, f5.

Wartos$é wspdlezynnika a we wzorze funkeji f(x) = az?, a # 0, decyduje
0 tym, czy ramiona paraboli bedace] je] wykresem skierowane sa do gory
(gdyv a > 0) czy do dotlu (gdy a < 0) oraz o tym, jak bardzo sa rozchylone.

Cwiczenie 6
Naszkicuj wykres funkeji f(x) = ax?, jedli nalezy do niego punkt P. Podaj
picé punktéw nalezacych do wykresu funkeji f, ktérych obic wspdlrzedne sa
catkowite.

a) P(2,—4) b) P($.-1)

¢) P(—v/2,—-6) d) P(-2v2,-4)

7.1. Wykres funkgji fix) =ax?
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Zadania

1. Naszkicuj wykres funkeji f o dziedzinic D. Podaj zbiér wartosci tej funkeji.

a) flo)=—2af, D=2} e} flo) =82 D=["17
b) f(z) = 22, D= (-4;2) d) flz) = —2%% D ={1:2)
2. Ktére z ponizszych parabol dane sa réwnaniami: y = 2°, y = 32°, y = 277

Podaj réwnania pozostatych parabol.

AV SO0 L

3. Dla ktoérej sposrdd trzech podanych funkeji odlegtosé od osi OX punktu
o odcietej « = 1 nalezacego do jej wykresu jest najmniejsza?
a) y=1a’, y=4z°, y= 627 ¢ §=—l =388 =003
b) y = %:1:25 y =242, y= 22 dl w = <32%, 9y=wz, y=>23,14x?

4. Punkty P(zy.y1) 1 Q(xs, 1) naleza do paraboli y = az?®. Oblicz odleglogé¢
punktu ¢ od osi OX, jesli:
a) &1 =3, y1 = —32, @» = -2, bl iy =242, 5y =20, 25 =32

5. Prosta y = 4 przecina parabole y = az® w punktach 4 i B. Oblicz a, jesli:
a) |AB| =2, b) |AB| = 8, ¢} [AB] = d) [AB| = 2v/2.

6. Punkty: O(0,0), A(2,3) i B(—=x,3), naleza do paraboli y = ax®. Naszkicuj
te parabole, jedli pole tréjkata AOB jest réwne 12.

Powtorzenie

7. Naszkicuj wykres funkeji f(z) = ax?, jesli nalezy do niego punkt P.

D PELY B PLY o PL-b 4 P(—vEY)
8. Naszkicuj wykres funkeji f o dziedzinie D = (—2;2).

a) flg)=a* b) fz)=322® ¢) flx)=—-2* d) f(z)=—12?
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7.2. Przesuniecie wykresu funkcji
f(x)=ax? wzdtuz osi OX i OY

Przyktad 1

Wykres funkcji f{z) = 2z% — 4 otrzymamy,
przesuwajac parabole y = 222 0 4 jednostki
w dot (rysunek obok).

Cwiczenie 1
Naszkicuj wykres funkeji f i okredl jej zbidr

wartosci.
2 fl@)=22—3 o) fla) = -2 —4
b) flz)=2+1  d) flz)=—2x+2

Przyktad 2
Wykres funkeji f(z) = 2(2—3)? otrzymamy,

przesuwajac parabole y = 222 o 3 jednostki
w prawo (rysunek obok).

Cwiczenie 2

Naszkicuj wykres funkcji f 1 podaj jej prze-
dzialy monotonicznosci.

2) f@)= (@ +3) o fla) = —2x +2)?
b) @)= (@ —1)2 ) f(z) = —2(z—2)°

Przyktad 3

Wykres funkcji f{x) = (z — 2)® + 1 otrzy-
mamy, przesuwajac parabole y = % o 2 jed-
nostki w prawo, a nastepnie o 1 jednostke
w gore (rysunck obok).

Cwiczenie 3

Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj wspot-
rzedne wierzchotka otrzymanej paraboli.

a) f(@)= (e —3) 2

by f(x)=(x+2)*+1
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Wykresem funkeji f(z) = a{z —p)? +4q, gdzie a # 0, jest parabola o wierz-
chotku w punkcie (p,q). Jej osia symetrii jost prosta x = p.

Cwiczenie 4

Podaj wspdlrzedne wicrzchotka paraboli bedace] wykresem funkeji f. W jaki
sposdb nalezy przesungé parabole dang wzorem iy = 222, aby otrzymad wykres
funkeji 7

a) flz)=2(x—4)* 42 ¢) flz)=2(z+6)>—3

b) fle)=2(x—6)* -1 d) flz)=2(x+2)*+3

Ponizsze wlasnosci funkeji f(x) = a(x — p)? + g zaleza od wspolezynnika a.

3 '
a>0 \ j
ramiona paraboli sa skicrowane do goéry
dla & = p funkcja osigga wartosé naj-
mniejsza y = ¢
funkcja maleje w przedziale {(—oc; p)

funkcja rosnic w przedziale (p; 00)

zbiorem wartosci funkeji jest przedziat |

(q; 00) %) » X

a <0

ramiona paraboli sa skierowane w dod
dla z = p funkcja osiaga wartos¢ naj-
wicksza y = ¢
funkcja roénie w przedziale (—oc; p)
funkcja maleje w przedziale (p; o)
zbiorem wartosci funkcji jest przedzial
(—o0:q) / 0

Cwiczenie 5
Podaj przedzialy monotonicznosci i zbior wartosci funkeji f oraz wspotrzedne
wierzcholka paraboli bedacej jej wykresem. Naszkicuj te parabole.

a) fle)=2(x—3)* -4 ¢) fl&)=—(x+4)* -1
b) flz) = (z +2)? + 2 d) f(z)=—-3(z—1)*+3
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Zadania

1. Wrykres funkeji ¢ otrzymano przez przesuniecie wykresu funkceji y = x?:
a) o 3 jednostki w prawo, b) o 2 jednostki w lewo.
Podaj wz6r funkeji g, jej przedzialy monotonicznodei i naszgkicuj jej wykres.
2. Wykres funkeji ¢ otrzymano przez przesuniecie wykresu funkcji y = —a?:
a) o 2 jednostki w lewo 1 3 jednostki w gorg,
b) o 1 jednostke w prawo i 2 jednostki w dét.
Podaj wzdr funkeji ¢ 1 naszkicuj jej wykres.
3. Naszkicuj parabole dana ponizszym wzorem. Podaj wspolrzedne jej wicrz-
chotka oraz réwnanie jej osi symetrii.
a) y=a"+2 ¢) y=(x—2)* e) y=(x—1)*—-4
b) y=a2—-14 d) y=(x+1)? Y y=(z+3)*+1

[ B

[ 2]

4. Nasgkicuj wykres funkcji f i podaj jej zbiér wartosci.
a) flo)=—2?+4  d) flz) =—2=—2%+1 g) flzg)=1s2-2
b) f(z) = —(z=2)°-1 &) f(z) =2(2-2)"+1 h) flz) = —32*+4
¢) fl@)=—(2+3)*+1 ©) flz) =2=+1)2-8 1) flo)=222 4

Powtorzenie

5. Podaj zbioér wartoscil funkeji f, jej przedzialy monotonicznodei i1 wspol-
rzedne wierzchotka paraboli bedacej jej w_ykresem.

a) f(z) =38z —6 d) f(z)=—-52*+9 flg) = (2 —x)?+1
b) f(z)=3(x—4)* ) f(z)=—-3(x+8)° ) flz) =4—3(z—1)
c) flz)= )= (3+1)2 V2

3(x+2)2+5 f) flz) = —5(2—3)2-2 1) f(r

6. Wykresem funkcji f jest parabola otrzy-
mana przez przesuniecie wykresu funk-
¢ji y = 327 (rysunek obok). Podaj wzér
funkeji f, jesli wierzchotkiem jej wykresu
jest punkt:

4] P, b)Y & c) R, d) S.

7. Naszkicuj wykres funkeji f i podaj jej zbidér wartosci.
a) fleay=2(x—-2)2+2 ¢) fl&)=1(z+3)*-2 e) flx)=—12>+2
b) fey=12(x—-12—-4 d) f(z)=3(x+2)*+3 f) f(x)=-22*-1
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7.3. Postac¢ kanoniczna i posta¢ ogdlna
funkcji kwadratowej (1)

Definicja

Postad: ; ,
y=axr®+br+c, gdzica,bceR,a#0

1ALy WAILY i ) ¢ji kwadratowc;j.
nazywamy postacig ogolng funkeji kwadrato

Postad: ; :
o y=alzx—p)*+q, gdziea,p,ge R, a#0

nazywamy postacig kanoniczng funkeji kwadratowej.

Uwaga. Funkcje kwadratowa nazywamy tez tréjmianem kwadratowym.

Cwiczenie 1
Przeczytaj przyktad w ramce pokazujacy., w jaki sposob przejsé od postaci
kanonicznej funkcji kwadratowej do postaci ogdlnej.

a,) Yy = d(a’ = 4)2 — 7= Postaé kanoniczna
= 5(1‘3 — 8x + 16) — 7= Korzystamy ze wzoru (e — b)* = a® — 2ab+ b°.
= 3% — DA4x - 41 Postad ogdlna
2
b) y = —4(:’8 s = %) -+, & Postaé kanoniczna
=—4 (;’L‘2 e %) + 1 = Korzystamy ze wzoru (a+b)* = a® + 2ab+ b°.
——lg? =l Postaé ogdlna

Przedstaw funkcje kwadratowa w postaci ogoélnej.
a)y=—2(x—3)"+6 b = —pl@+) 45 c)y=3(z—-5°+9

Przejscie od postaci ogdlnej funkeji kwadratowej do postaci kanonicznej wy-
maga zastosowania uzupelniania do kwadratu.

Przyktad 1

Przedstaw funkcje kwadratowsg w postaci kanonicznej.

a) y=2>—100+27= Postaé¢ ogélna
=72 —2.514+27 = Wepdtezynnik —10 zapisujemny jako —2 - 5.
=22 —2-Bx+25—25+27= Dodajemy i odejmujemy 25 = 5°.
= (£ — 5)2 — 25427 = Korzystamy ze wzoru (a h_'}'2 S ey T
— (:‘I..‘ = 5)2 + 2 Postac kanoniczna
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b) y = 2>+ b5z +3= Postaé¢ ogdlna

— 72 492 . ;zg; + 3= Wapdlezynnik 5 zapisujemy jako 2 - 3’
o =y 2 a2 3
=L EJ;'): ~+ (3’) = (%) +3 = Dodajemy i odejmujemy (3’)2.
5y 2 I, 7 pocntis s e
(IE + 3) _ % +3= K(_luyh_:l)..(nn} _Ze Wzoru ;
A2 ia (a+b)* =a” + 2ab+ b".
:(:1:+§) -7 A
Postad kanoniczna

Cwiczenie 2
Przedstaw funkcje kwadratowa w postaci kanoniczne]. Poda] wspélrzedne
wierzchotka paraboli bedacej wykresem tej funkcji.

a) y=2>—8x+6 ¢c) y=a*—6x —2 ) == g

bh) y=u2?+4x + 8 d)y=2*—-3z+1 f y=a*—2-2
Wykresem funkeji kwadratowe] f(z) = a(x — p)* +q jest \Y ¥
parabola o wierzcholku (p. ¢). Wspdhrzedne wierzchotka \

paraboli oznaczamy takze (2. . ). 0 \/ X
Twierdzenie (% Yoo)

Parabola y = ax? + bx + ¢ ma wicrzcholck w punkecic o wspolrzednych:
b A : .
Ty = ——, Yo=—-—, gdzie A =b" — dac
(28 2 a’ yu- 4 a bl g

Wryrazenie A nazywamy wyrdznikiem tréjmianu kwadratowego.

Dowod
y = ax’ + bz + (":(1-(;1?2—1—9 +c —(L( % ) +e=
= [(‘B—'_ 2(1) ] —I_(J—(L(”B—i_ ) —la +( _(L(I+ 221.)2 bgélim‘
Jest to postaé kanoniczna funkeji y = a{z —p)* +q dlap = —% 15 = —%
- f _ A
7atem &y, = —5-. Yo = — ;-
Przyktad 2
Oblics wyrdznik tréjmianu kwadratowego y = —ax? + 5z — 2.
Wspoélczynniki tréjmianu: a = -1, b=51ic= —2.
A=b—4ac=5"—4-(—1)-(-2)=2—-8=17
Cwiczenie 3
Oblicz wyroznik tréjmianu kwadratowego.
a) y=x"+3z+1 c) y=a?—4da+4 e) y=—1z"+4
b) y=2a+4x +1 d) y=—2x* 462 —6 f) y=22%— 2z

7.3. Postad kanoniczna i postaé ogdlna funkeji kwadratowej (1)
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Przyktad 3
Wygnacz wspdlrzedne wicrzchotka paraboli bedacej wykresem  funkeji
y = 2x® — 6z + 1, a nastepnie zapisz te funkcje w postaci kanoniczne].

Wspétezynniki tréjmiann: a =2, b= —61¢c=1.

b (=6) _6 _ 3
Tw="5,="""2 T172
A=b—4dac=(-6)?—-4-2-1=36—-8=28
.y_:_éz_ﬁz_z
v da 8 2

i

Zatem wierzcholkiem paraboli jest punkt o wspolrzednych (% =

b=

) i
Postad kanoniczna: y = 2(:‘{: — %) s

Cwiczenie 4
Wyznacz wspolrzedne wierzcholka paraboli bedacej wykresem podanej funk-
¢ji, a nastepnie zapisz te funkeje w postaci kanoniczne;.

a) y=4x>+ 6z +3 b) y=—-2z>+45+1 ) y=32"—z+1

Zadania

1. Przedstaw funkcje kwadratowa w postaci ogélne;j.
a) y=(x—3)"+4 c) y=2(x—-3)*+1 e) 1 _
b) Y= _(5"'-' = 4)2 —ig d) Yy = —3(:1: -+ 2)2 -4 f) oy = —L{yp

2. Wykresy funkeji kwadratowych f, g i b (ry-
sunek obok) otrzymano, przesuwajac wy-
kres funkcji y = 222, Odczytaj wspodlrzedne
wierzchotkow otrzymanych parabol. Podaj
wzory funkcji f, g i h w postaciach kano-
nicznych i ogélnych.

3. Zapisz w postaciach kanonicznej i ogdlnej
wzOr funkeji g, jesli jej wykres otrzymujemy,

przesuwajac wykres funkeji:
a) f(x) =3z o 3 jednostki w prawo i 2 jednostki w dél,

b) f(z) = —42? 0 5 jednostek w lewo i 100 jednostek w gore.

4. Oblicz wyroznik tréjmianu kwadratowego.
a) y=—-22>+50+7 c) y=—-22+3z—1 e) y=1z2+6x—3

7
b) y = 2x? + 31 + 2 d) y=4x*—122+9 f) y %:1:2 —92r+5
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5. Oblicz wyréznik tréjmianu kwadratowego. Wyznacz wspolrzedne wierz-
chotka paraboli bedacej wykresem tego tréjmianu.
a)y=a+4x—3 c) y=2z*+4x—5 g y=dyt— Gpts
b) y=—-22+6z—-1 d) y=—-3z*+6x — 2 f) y=-32>+z+1
6. Podaj wspoélrzedne wicrzchotka paraboli bedacej wykresem funkeji f, a na-
stepunie przedstaw te funkcje w postaci kanoniczne;.
a) fla)=2*+22+3 ¢ f(z)=—42°4+82+1 o) flz)=a%—2
b floy=zse*—dud-8 d) fl@)j=20"+8 -7 {) flz)=—20°1bx
7. Do wykresu funkeji kwadratowej f(x) = 22% — 4x + ¢ nalezy punkt P.
Oblicz wspotezynnik ¢ 1 zapisz wzoér funkeji f w postaci kanonicznej.
a) P(0,1) b) P(0,—2) &F P14 i P12, 2) e) P(—2, —4)
8. Na ponizszym rysunku przedstawiono wykresy funkeji:
filey=—22+ 1+ 3, fole) =—22 — f2+ 5,
f3(z) = —32* + 32— 6, fi(z)=—312?—3z+3

a) Wrzor kazdej funkeji zapisz w postaci kanonicznej.

b) Do kazdej funkeji dopasuj odpowiedni wykres.

o

Powtorzenie

9. Oblicz wyrdzmik tréjmianu kwadratowego.

a) y=a*—3z—14 b) y =327 + 5x + 2 c) y=—-a—4dxr+1

10. Wyznacz wspohrzedne wicrzchotka paraboli.
a) y =4z’ —8x+1 c) y=z"+6x—10 e) y=a’+x
b) y = —4dz? + 6z + 2 d)y=—2>—-3c+2 f) y=—22*—3x

11. Przedstaw funkcje kwadratowa w postaci kanoniczne;j.

a) y=a>—4x—2 ¢] y=—8z" +-br—1 e) y=28x>—=x
b)y=2x>—8x+1 d} g = —%:'1:2 — 2 L B 4= —i:'l,j R

7.3. Postad kanoniczna i postaé ogdlna funkeji kwadratowej (1)
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7.4. Posta¢ kanoniczna i postac ogolna
funkcji kwadratowej (2)

Przyktad 1
Wyznacz wspodlrzedne wierzchotka paraboli y = —a2? 4 62 — 5. Naszkicyj te
parabolg.
5 oa iY 4o et omAE g
a=—1,b=6, c= —5, zatem: PG y = —(z — )~
__b_—6_.3 ': s

Loy = % e __2 s
A=b—4ac=6*—4-(-1)-(-5) =16

TR .

il 4a —4

Trojmian kwadratowy zapisujemy w postaci
kanonicznej: y = —(x — 3)* + 4.

Szukana parabole otrzymujemy, przesuwa-
jac parabole y = —a® 0 3 jednostki w prawo
i 4 jednostki w gore.

Cwiczenie 1
Wyrznacz wspolrzedne wierzchotka paraboli, a nastepnie przedstaw trojmian
kwadratowy w postaci kanonicznej. Naszgkicuj te parabole.

N a2 N e 92 o 1,2y a1
a) y=a°+4r+1 ¢) y=2a*+4dx +2 e) y= e Y

b) y = —2%+2x — 3 A g=-25 —8x—56 ) g=—10—20+8

Zauwazimy, zc¢ jesli wyznaczymy picrwsza wspohrzedna wierzchotka paraboli
bedace] wykresem tunkeji kwadratowej f. to jego druga wspdlrzedng mozemy
obliczyé, korzystajac 7 tego, 7ze y, = f(x,).

Cwiczenie 2
Przeczyta] podany w ramce przyktad.

Wryznacz wspoélrzedne wicrzchotka paraboli bedacej wykresem funkeji:
F(a) = —2¢% + 8z — 1
a=—-2,b=8 wicca, = -2 =—2_=2
b ;! T Za 2{_2) .

Wspotrzedna v, = f(x,) = f(2) =-2-224+8.2—-1=7.

Wierzcholkiem paraboli jest punkt (2,7).

Wyznacz wspdlrzedne wicrzchotka paraboli bedace] wykresem funkeji f.
a) flx)=222—424+3 b) f(z)=-2*-3c+4 c¢) flx)=32>—2+10
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Przyktad 2
Oblicz wspdlezynnik b funkeji kwadratowe] f(z) = 32 + bz — 4, jesli prosta
x =1 jest osig symetrii paraboli bedace] wykresem tej funkceji.

Osig symetrii paraboli jest prosta @ = —21 zatem _ﬁ = 1. Stad b = —6.

Cwiczenie 3
Wryznacz wspotezynnik b funkeji kwadratowej f, jesli prostal jest osia symetrii
paraboli bedacej wykresem tej funkeji.

a) f#)=x22+bzx+4, I: 2=2 ¢] flz] = br—1, I: z=-1
b) flx)=—x*+bxr—3, I: z=4 d) f(x) =—32>+bz—7, I: x=-6
Przyktad 3

Wykresem funkeji f jest parabola o wicrzchotku (3, —2). Zapisz wzor funkeji f
w postaci kanonicznej i ogdlnej, jesli wiadomo, ze punkt P(4, 1) nalezy do tej
paraboli.

Wrér funkeji zapisujemy w postaci kanoniczne] f(z) = a(x — p)? + ¢, gdzie
punkt (p.q) jest wicrzcholkicm paraboli bedace] wykresem funkeji f:

}((’?) = G(I - 3)2 — 2 Wierzchotkiem paraboli jest punkt (3, —2).
Podstawiamy wspélrzedne punktu P do powyzszego wzoru: 1 = a(4—3)* —2
czyli a = 3. Zatem otrzymujemy postaé kanonicznag funkeji:

He)=3(z—3)2—2
Nastepnic wyznaczamy postaé ogdlna:
fla)=3(x—-32-2=3(x*—62+9) —
=32" — 182 +27T—2=32" — 18z + 25

Cwiczenie 4
Wykresem funkeji f jest parabola o wierzchotku w punkcie W. Zapisz wzor
funkecji f w postaci kanonicznej 1 ogélnej, jesli wiadomo, ze punkt P nalezy

do tej paraboli.

a) P(3,1), W(2,2) b) P(3,-2), W(4.0) ¢) P(=2,-4), W(~1,-6)

Cwiczenie 5

Oblicz wspotezynniki a, b, ¢ funkeji kwadratowe] f(x) = ax?® + bx + ¢, jedli do
paraboli bedace] jej wykresem nalezy punkt P, a wicrzchotkiom tej paraboli
jest punkt W.

a) P(0,2), W(2,0) o) P(3,1}, Wil,8) e) P(2,1), W(1,2)
h) P(0,0), W(-1,-1) d) P(-2.0), W(-1,3) f) P(1,2), W(2,4)

7.4. Postad kanoniczna i postaé ogdlna funkeji kwadratowej (2)
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Zadania

1. Zapisz wzér funkeji f w postaci kanonicznej. Naszkicuj jej wykres, podaj
przedziaty monotonicznosci i zbidr wartosci.
a) f()=a?—6x+2 ) fl@)=22"+8z+4 e) f(z)=32"—4z+9

b) f(g)=a2*+2x -3 d) fla)=-22+2zx 1) flz)=-J*-z-1

. s . . . ) ) r B . i

2. Zapisz wzor funkeji kwadratowej y = a2® + 6 — 8 w postaci kanonicznej,

jesli jej wykresem jest parabola o wicrzchotku, ktorego picrwsza wspol-
rzedna jest réwna ...

I A

a) T, = —3 c) T, = —6 e) T, =
B) e =8 d) %y = 12 f) #y=—

[ I

3. Oblicz wspdlezynniki b i ¢ funkeji kwadratowej y = x° + b + ¢, jedli punkt
W jest wierzchotkiem paraboli bedgcej jej wykresem.

a) W(2,4) ¢} W(z:—1) ¢) W(10,0)
b) W(-1,-3) d) W(0,3) f) W(—4.4)

4. Wykres funkcji f{z) = z* + bx + ¢ jest symetryczny wrzgledem prostej |
i przecina oé8 OY w punkcic P. Oblics wspdlezynniki b 1 ¢. Zapisy wzér
funkeji f w postaci kanoniczne;j.

ol J o=l FHILL) e) I w= 3, P{l,—6)
b) I: x =—4, P(0,2) d) & o= —2, P(0,—4)

5. Punkty A(0,—2) i B(1,1) naleza do paraboli bedacej wykresem funkeji f.

Wyznacz wzér tej funkeji, jesli jej wierzchotkiem jest punkt: a) A, b) B.

@ 6. V\F}rkl‘(_‘.b‘ f'llIlk(_',ji f(;'[.‘) — _'1;2 A by + ¢ _j()St “[')?LI‘H.I)(')I’(?: & et i met punk(;ic
(p,q). Uzasadnij, 7e b= —2pic=p*+q.

Powtorzenie

7. Przedstaw funkcje f w postaci kanonicznej. Przesuwajac odpowiednio pa-
rabole y = 22 lub parabole y = —x?, naszkicuj wykres funkeji f.

a) fl)=2*+2x+1 ¢} f(x) =242z e) flr)=22—6x+38
b) flz) =2*+2z+4 d) f(z)=—-2?+4z ) f(z)=—-a>+82x-8

8. Wyznacz wzdr funkeji kwadratowe] f, jesli do paraboli bedacej jej wykre-
sem nalezy punkt P, a wierzchotkiem tej paraboli jest punkt W.
a) P(2,5), W(1,4) b) P(-3.6), W(-2,3) «¢) P(—4,-8), W(-3,-4)
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7.5. Zagadnienia uzupetniajgce

B Parabola

Parabola jest zhiorem punktéw plaszezyzny
réwno odleglych od ustalonej prostej k (zwa-
nej kierownica) i ustalonego punktu F' (zwanego
ogniskiem). Na rysunku obok mamy:

‘PLF‘ — ‘P1Q1|_~. PzF‘ = ‘PzQz‘; ‘PaF‘ — ‘P%Qs‘

k Q32 Ch

Parabola, ktéra jest zbiorem punktéw réwno odleglych od prostej y = —p
. & » e = < e o — 1 i 2
i punktu F(0, p), jest okreglona za pomocy réwnania y = prical

Przyktad 1
Parabola y = & ma kierownice Parabola y = —;x” ma kierownice
dana réwnaniem y = —1 i ognisko danag réwnaniem y = 1 i ognisko

F(0,1). o, —1).

1
I

y=1

Parabola y = 2 ma kicrownice¢ dana réwnaniem y = —i i ognisko F (D, i)

1. Podaj rownanie paraboli. ktora jest zbiorem punktow rdwno odlegltyeh od
prostej &k i punktu F.
a) kiy=—1, F(0,2) b)kiy=1 F(0,—-1) ¢ kiy=—1 F(0,1)

2 -6 6
2. Wyznacz réwnanie kierownicy i wspdlrzedne ogniska paraboli danej réw-

naniem:

a) y = —ux°, b =222, ¢ §=—2z% d) 4= zu°.

bl L]

3. Wyznacz réwnanie kierownicy i wspotrzedne ogniska paraboli:

al ¥ = i;’f:2 +1, b) y = 11;1:2 —2
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4. DPrzeprowad? konstrukcje paraboli zgodnie z podanym nizej opisem.
» Narysuj kierownice i prosta do niej prostopadla o$ symetrii paraboli.
e Na osi symetrii wybicrz punkt F —ognisko paraboli 1 zaznacz wierzcholek
paraboli w polowie odleglodci miedzy ogniskiem a kierownica.
» Po tej samej stronie wierzchotka, po ktérej znajduje sie ognisko, narysuj
kilka prostych rownoleglyvceh do kierownicy.
o Odmierz cyrklem odleglodé kazdej z narysowanych prostyvch od kierow-
nicy, a nastepnie narysuj tuk okregu o frodku w punkcie F' 1 promieniu
rownym tej odleglosci — punkty przeciecia tuku z dana prosta naleza do
paraboli.

Czy wiesz, Ze...

Promienie réwnolegle padajace na zwierciadlo o parabolicznym ksztalcie
po odbiciu skupiaja sie w jednym punkcie zwanym ogniskiem paraboli.
Zjawisko to wykorzystuje sie w telewizyjnych antenach satelitarnych i ra-
dioteleskopach, w ktorych odbiornik wmieszeza sie w ognisku, aby uzyskacé
silny sygnal.

Natomiast promienie wychodzace 7z zaréwki umieszczone] w ognisku zwier-
ciadta parabolicznego po odbiciu sa réwnolegle. Zjawisko to jest wykorzy-
stywane na przyklad w reflektorach samochodowych.
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v/

Zestaw powtorzeniowy

1.

Dute 5 funlkge flg) = 2° —3, gla) = — #* 8, M) = —5*+ &
Do wykresu ktorej spoéréd tych funkeji naleza punkty A(—2,1), B(2,1),
C{—4, —2)7 Naszkicuj wykres tej funkeji.

Naszkicuj w jednym ukladzie wspolrzednych wykresy funkeji f(z) = —z2,

gla)=—(x—2)%1i h(z) = —(z —2)? + 3.

Wyznacz zbidr wartoéei oraz przedzialy monotonicznosei funkeji f.
a) fley=sa*=7 b) f(x) = 327 + 62 — 2 ¢) flay= =22 -122+ 1

Przedstaw funkcje kwadratowa f w postaci kanonicznej oraz podaj wspot-
rzedne wierzchotka paraboli bedacej jej wykresem. Przesuwajac odpowied-

nio parahole y = x? lub parabole y = —2?, naszkicuj wykres funkcji f.
1) fle)=2"— 4z ¢) flx) =22+ 10z + 26
b) f&)=—2°+22 -3 d) flz)=—a* + 8z — 17

Wykresem funkeji f(z) = 2* + bz + ¢ jest parabola o wicrzchotku w punk-
cie W. Wyznacz wspdlezynniki b 1 ¢ oraz zapisz wzdér funkeji f w postaci
kanoniczne;j.

a) W(0,1) b) W(1,3) ¢) W(-2,2) d) w(4,-1)

Do wykresu funkeji f(z) = az? + ¢ nalezy punkt ’(—1,2). Podaj wzoér tej
funkeji, jesli jej zbiorem wartodel jest przedzial:
a) 1lioel, b) (0;00), ¢) (—oc:3), d) (—00;6).

Wrykres funkeji f przecina o8 rzednych w punkcie P. Wyznacz wspdlezyn-
nik a oraz przedzialy monotonicznosci i zbidr wartosci funkeji f. Naszkicuj
parabole bedaca jej wykresem.

2) fla) =a(e—2)? -1, P(0.1) <) f(
b) f(z) = alz — 42 +3, P(0,~3)  d) f(

r)=alz+1)2—4, P(0,—-2)
z)=alz+2)*+5, P(0,-3)

W prostokacie, ktérego dtuzszy bok ma diugosdé x. stosunek dlugosci bo-
kéw jest rowny 1 : 4. Wyznacz wzor funkeji opisujace] pole tego prostokata.
Podaj jej dziedzine, jesli obwdd prostokata jest mniejszy od 15. Naszkicuj
wykres tej funkceji.

Dany jest kwadrat o obwodzie nie wiekszym niz 8v/2 i przekatnej o diu-
goscl x. Wyznacz wzor funkeji opisujacej pole tego kwadratu w zaleznodei
od dhugogcei przekatnej. Podaj dziedzine tej funkeji i naszkicuj jej wykres.
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Odpowiedzi do éwiczen i zadan

1.1. Liczby naturalne

n

1.

b

Z]1.

. a

.a)2 b)2,3,5 7

« a

)
ca)5-T+4 D) 51242
) 5

a) 1,2, 3,4, 6,12
b) 1,2, 4,7, 14, 28
c)1234691218 36

d) 1,2 3,4, 6,8, 12, 16, 24, 48
c) tak b), d) nie

842 b)3-25+1

3:36 d)3-4241 ) 3-237+2

a)4-04+3 b}4-1241 ¢)4-19+3
d)4-31+2 e) 4123
, 11, 13, 17, 19

)
¢) 23, 29, 31. &7, —ll 43, 47
(1) !Ji3= 09’ 6].. bl’:

a

x]

):
)3
)
)

99 =3.3.11,

TAF=D s T2 e BB B,
TRO=" B 7o 11,

I =388 DB e B Pl
1323=3-3-3-7-7

. a) NWD(18,30) = 6,

NWW(18,30) =90

b) NWD(15,50) =5
NWW(15,50) = 150

¢) NWD(24, 72) = 24,
NWW(24, 72) = 72

d) NWD(144, 192) =
NWW(144, 192) = 576
¢) NWD(84, 105) = 21,
NWW(84, 105) = 420

£) NWD(196,420) = 28,
NWW (196, 420) = 2940
NWD(z, ) = 1,
NWD{z,¢) =%y
a)2,4 b)2, 3,6 ¢) 3,9
(1)2546129)23—16912

41 b) 26 ¢) 23 d) 19
BE 40

€)5-31+1 d) 5
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71, 73, 79, 83, 89, 97

4.

10.

a) nie b) tak, dla r = 2

¢) tak, dla r =3 d) nie
a)6n+9 b) 6n+3
¢)6n—9 d) 12n+ 15

a)6 b)d ¢)2 d)9 e) 12
a) 9 reszta 3 b) 25 reszta 0
¢) 18 reszta 1 d) 184 reszta 2
e} 540 reszta 1

a) NWD(24,10) = 8,
NWW(24,40) = 120

b) NWD(36,45) = 9,
NWW(36,45) = 180

c) NWD(418, 72) = 24,
NWW(48, 72) = 1441

d) NWD(54,96) = 6,
NWW(54,96) = 864

e) NWD(112, 144) = 16,
NWW(112, 144) = 1008

f) NWD(105, 150) =
NWW{(105,150) = lf)S[]

Cechy podziclnoéei liczb

1.
2.

5.
6.

a)3,5 5)2,3,9 ¢)2,5 d) 2,3
a) 4 — tak, 8 — tak b) 4 — tak, 8 — nie

c)d nie, 8 nie d)4 tak, 8 tak

. a) 6,12 b)6, 15

¢) przez zadna d) 6

a)a=6 b)a=0luba=26
¢)a=2lubae=6 d)a=6

a) 15 b) 15, 75 ¢) zadua d) 15, 45
a) tak b) tak c¢) nie

1.2. Liczby caltkowite. Liczby wymierne

(@] 1.

T o 0 b

a) —36 b) 16 ¢} 720

d) —481 e) —58 f) 26
a),bjz=y c)jz#fy
]

a) =222 b) & ¢) 38 d) 22
a) 2% d) 5

b) —% c) —2%



10.

11.

.a) A=101, B=11%, ¢ =124

b)D=-32 K=-12 Fp=2¢
€) G=2&, 11 =6%, 1 =828
d)f_—%,Kzﬁ L=2%
a) — -;0 b 65521“ c) 1 d) _1% e) gf._;
£ ~% 4 W22 § 5
a) 21 b) 5 ¢) —2%

a) 11 b) 12 ¢) 8% d)13

e) 12 )12 g) -2 h) -2

a) 14 b) —22 ¢) 8

b<ec<a

Ba=gt+s WH=stm
a) 14 b) 22 ¢) 22

dy 113 o) g5 D) —x5

a) —8 b) —1528 ¢) 8

d) 3 e) b% f) 226

a) 13 b) 14 ©) 23

1.3. Liczby nicwyimierne

(€] 1.

5]
ot

10.
11.

® W N @ Pk W

a) V7,V18, V44

b) V2, V10, V16, /25

a), ¢}, e) jest b), d), f) nie jest
a) np. v3,2— 3

b} np. V3, /27

. a) V164 b) v29 ¢) V125

d) V286 c) ¥2 f) V81

a) V5, nie b) 4/10, nie

b), c), e) f) tak a). d) nie

a), ¢). e) jest b), d}, f) nie jest
a)11 b)8 ¢) 4

szedciokata

a)p.glubp,r byg,r ¢)g. s d)g, s
a) tak b} nie

a) 0, -\F , V125

b) —12, -3, 0, V4, V125

¢) —2,-3,0,0,1, V4, V125, 121+
d) —v3,2— 2

ay==8 bjr=3 =12

a), ¢) tak b) nie

1.4. Rozwiniecie dziesietne

(€] 1.

liczby rzeczywistej
a) 0,35 b) 0,41 ¢) 2,08
d) 2,86 e) 0,032 f) 0,068

. a) dziesiate miejsce: 2,

dwudzieste miejsce: 1
b) dziesiate miejsce: 7,
dwudgzieste miejsce: 3
¢) dziesiate miejsce: 5,
dwudzicste micjsce: 4
d) duzicsigle micjsce: 0,
dwudzicsie micjsce: 4

1.6,2, 3
ey .3 7 4 3
4. rozwinigcia skonczone: 3, 7, &, 1,
rozwinigeia nicskonczone: 2, 2, 2
: GCla 5 By g 7

a2 e

(z]1.

a) V8. \/E b) V9, V16
a)21 b)20 ¢)0 d) 1 ¢)2
a) 3,141593; z nadmiarem
b) 3,14159; z nicdomiarcm
c) 3,1416; z nadmiarem

d) 3,142; z nadmiarcm

e) 3,14; z niedomiarem

. a) 6,78; blad prayblizenia: 0,0024

b) 8,47; blad przyblizenia: —0,0047

¢} 7.90; blad przyblizenia: —0,0049

d) 10,00; blad przyblizenia: —0,0038
€) 5,90; blad przyblizenia: 0,0039

a) 1,25 b) —6,75 ¢) —0,125

d) 0,375 e) 0,626 f) 1,375

g) 0,0375 h) 0,0875

a) 0,(7) b) 0,01(6)

c) 0,00(3) d) 0,00(5)

e) 0,3(6) f) 0,1(8)

. a) na 12. miejscu: 6,

na 25. miegjscu: 0: 1,046
b) na 12. migjscu: 2,
na 25. micjscu: 5; 0,325
¢) na 12. migjseu: 3,
na 25. miejscu: 7; 7,004
d) na 12. miejscu: 6,
na 25. migjscu: 3; 9,349
¢) na 12. migjscu: 3,
na 25. micjscu: 4; 2,863
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4. a) na 21. miejscu: 4, na 100. miejscu: 7 6. a) 95 b) NE ¢) 7V3 d) —2/5

b) na 24. miejscu: 5, na 100. miejscu: 2 e) 1,62 f) — 255
5 0=6 =3 7. a) ‘,23 b) ‘? c) "'510
6. 2=1,y=6 d) 22 o) ¥12 ) 4B
7. a), d) skoficzone 8. a) 4v/2+1~66
b), ¢) okresowe N b) %(\/j — 1)~ 0,6
B ) 2 BYAL o] —2 ¢) 2(1—v2) ~ 0,5
dj1 &) 5= ff 55 9.2)6 b) 16 c) 20 d) 30
9. x=2,y=32, v+y=>55. e} 12 ) 30 g) 120 h) 120
g —y=—B8p, g4 =2 10. a) 30 b) /6 ¢) 22 d) 22
10. a) 4,75 b) 0,175 ¢) 0,0375 11. a) 6 + 18/2
d) —7,37 c¢) 3,125 f) 8.(6) b) £v2 - 23 -6
g) 2.(3) h) —6,(4) i) 0,(2) 12. a) 15 b) 6+/2+8V3 ¢) 16
et LR
j] Gynas 13. a) 11 b) 15 ¢) 2 d) &
11. a) 5 b)3 ¢) 6 d) 6 )5 (i A5
12. a) 2,2360680 b) 2.23607 ¢) 2,2 - )'ﬂ b) VITT c) vI62
d) v/338 e) /3

Dlugoé¢ okregu. Liczba «
1. kwadrat: 1,4142; 2,8284;
&-kat: 0,7654; 3,0615;
16-kat: 0,3902; 3,1214;
32-kal: 0,1960; 3,1365;
64-kat: 0,0981; 3,1403;
dla 32-kata i 61-kata

16. a) 42 cm b) 108 cm ¢) 1,bm d) 0.5 m

1.6. Pierwiastek szedcienny

[€J1.a) 1 b)4 ¢) 6 d) 20
2.2)8 b) 5 ¢) 11 d) 2 ¢} 1.1 f) 2
.a)6 b)b ¢) 14 d)2 e) -5 f) 21

4 12
3 e
4. a) X2 b) 292 ¢) 22
1.5. Pierwiastek kwadratowy : ) E ) ) 5
6

[€]1. a) 12 b) 15 ¢) 18 d) 25 e) 50
f) 90 g) 1,1 h) 1.9 i) 2,1
222)3 b)3 ¢)9 d) 1,2 e) V3

a) =3 b) —4 ¢) =5 d) -} e) -5
.a)3 b) -2 ¢) 0,2 d) 0,1 €3
£)—1 g2 h)—2 )2 j) -2

(z]1.2a) 3 b) 3 ¢) 5 d) 5
3.a) 7,2 cm b) 128 c,mcJ B )L £)2 gt )L
4. a) 18, b) 5> 3 5 .a)7 b)1 ¢)13 d) 2 €) 0.6 £) 0,5
c)4, 3 lD d) 3% 2 4 5 i
g 3. a) 2{/4 b) 5v2 ¢) 395
. 4 r
Z)1. a;% )f)]l]lgc)4,2 d) 0.5 &) 593 o) 3V
c - P : .
5. 8)2, 3 4 5 2 4. a) /24 b) V54 c) /432
v ) £ < 8 F -
b) 1,3, 6, 7,8, 9, 10, 11 d) V610 e) /1080
¢) 9, : 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17 5. Wsgystkic réwnodcel sa prawdzsiwe,
4.a)3\/§b2\/gc A3 6.a)y b)ex=y ¢)y d) =
d) 176 e) 63/3 f) 6+/7 7. a), b) Wicksza jest pierwsza liczba.
g) 142 h) 15v/2 ¢) Sa réwne.
5. a) 6v/2 b) V2 ¢) 102 8. a) & cm b) 20 ¢
d) 5v/2 e) 2[]\/_’ f) 222 9. a) 12¢/2 em b) 15 em
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10. a) V162 b) ¥/2500 ¢) /2048
d) /10000 o) ‘Y5120

11. a) 14 b} 9 ¢) —10
d) 0.6 e 2,1 )15

12, a) —20 b) —0,1 ¢) -2 d} —1.,5

13. a) 1 b) 0.3 ¢) &
d) —1 ¢) —24 )4

15. a) 6 b) —1 ¢) —0.2
d) 0.3 ¢} 3,1 £) 1,8

16. a) b — najmniejsza, d — najwieksza

b) ¢ mnajmniejsza, & najwieksza

1.7. Potega o wykladniku caltkowitym
[€]1. a) 81_._ 729, 6561

b) 55+ 511 756
ey

% (-8 < (-2 < (-2’ < (-2 =
=2 ¢ § = (3"

3.a)% b)GiJf c)% d)—— c) 4

£)32 g) 2 h) & 1) 25 j) —125
4. a) tak b) tak ¢) nie
5.2) 2T b) g ©) mmr b me
e) 25 f) 1024 g) 32
h) 1024 i) Z° j) 400
6. a) 2%, 2 £0
b) & w240
<) Z, 2.y # 0
d) &, 2,y #0
(Z]1. a) —32, —=5. 55 b) 9, —27, 81
)9, 3,5 d) 8 8V2 &
2. a) 2 B2 g 2 d)2¥
3. a) 24 n—6 29 22 22[]
b) 34, 3%, 34 53 32
c) 10 3 101“ 10’* 10 @
d) (’) |~2 5 12 5 20
4. a) — )H—l c) —40v/5 d) 18
5. a # 0 a) a® b) a® ¢) o
d)a'" e a'® f)a
6.a)x by
7. a) 1% b) 2 ¢) 6
d) 32 ) 0 f) 23

-.,\-]

. a) &, 64, —

. a) 36 b) —

b) 64, —g5, —g5, 64

c¢) 8L, 3, —81 d) &, 8, —3
c)32 d) £
¢) 55 f) 9 g 5 h)%
i) & j) = k) 61 1) 61

1.8. Potgga o wykladniku wymicrnym

[€]1.

2.

i

(Z]1. ¢

Ol

a)2 b)1 ¢)9 d)2 e} 3 £)3
a)8 b)9 ¢) 16 d) 8 e) 729

£) 32 g) = h)27 i) 32 j) 2
a) 1000 b) 1021 ¢) 25 d) 8 €) 5
f)3 g3 h)21)7 j4

a)4 b) 125 ¢) 16 d) 32 ¢) V3
a) 216 b) 32 c) 12 d) 2 e) 15
a) 8l b)4 ¢) &= d)5/3 ) £
a) 1995262 b) 2818,3829

¢) 42,1697 d) 0,0200

b p)2t 2% d)2f

25 ¢} 3 d) 5 ) & )8
2,5 ¢) 0,09 d) 125 ¢) 32
f) 0,00_ g (g)* h) 0,008

a) 16 b) + ¢) 1 d) 64

5 ¢)1 d)3

a)32 b) 16 ¢) 55 d) = €) 5=

52 FF
a) 8 b) /7 ¢) 7 d)27

Nazwy wiclkich liczb

2.

nazewnictwo europejskie:

Stonce — 1,989 kwintyliondw kg,
Merkury — 330,2 trevliardéw kg,
Jowisz — 1,899 kwadryliardow kg,
Ziemia — 5,971 kwadryvliondw kg;
nazewnictwo amerykaiskie:
Stonce — 1,989 nonyliondw kg,
Merkury — 330,2 sekstyliondw kg,
Jowisz — 1,899 okiylionow ke,

Ziemia — 5,974 septyliondw kg
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1.9. Logarytm i jego wlasnodci

[€]1.a)1 b)2 ¢)5 d) —2 e) 2
2.a)4 b)10 ¢} —1 d) -3 e) 3
1 b)dc)s d)3 e)—2f) 3

14 h) ¢) 15 d) 33 ¢) 25
b) 13 ¢) —25 d) 35 e) 43

a) 20 b) 20 ¢) 12 d) —16

!\”."":‘"'?-".”-"9’
o

9 b)1 ¢)—5 d)L el
a)0 b)3 ¢)—1 d) 5 ¢) —3
3. a =
4.a)2 b)4 ¢) 16 d) 256 e) & f) &
5.a)2+4=6 b)3—-2=1¢)1+2=2
6.2)3—-1=2b)4-2=2¢)1—3=3
T.a)1 b)3 ¢)2
8.a2b)3c)—2 d)1e) -1 f)1
9. a b)2 ¢)9 d)1 €8 f) 1

a)
a)
a)
)=
)
a)
)
)1 b)2 ¢)4 d)3 ¢) 4
)
)
)
)
)
) 3
g) 1

000000 h)

Skala logarytimiczna

1. a) log 40 ~ 1,6; log 90 ~ 1,95
b) log 400 =~ 2,6; log 900 = 2,95

2. loga=1,logh=1, logc=6,
logd = —4, loge = —6

1.10. Procenty
1. czapka 27 zl, rekawice 39 zl,
razem 66 zt

2. cena nart po obmnizce: marcowej — 462 =zi,

0 50% — 412,5 4t

1380 z1, wzrosla o 38%

a) 20 b) 30

a) 2,4 b) 308 ¢)5 d)5 e) 0.036 £) 0,99
firma Y: o 35%, finna Z: o 12,5%

a) y = 0%z, x = 200%y

b) y = 80%z, & = 125%y

c) y = 160%z, x = 62,5%y

8. ccena srednicgo zestaww: 250 1,

il A o

cena malego zestawu: 125 zl
(Z]1. a) 160,14 b) 4,5 ¢) 0,004
2. a) 100% b) 25% c) 56,25%
3. a) 36% b) 552%
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a) 110 b) 6 ¢) 5
a) 162 b) 0,8 ¢) 1

a) 1188 zt b) 1125 zt ¢) 1080 #t

a) 62,5% b) 75%
dobra: 25%, pozytywna: 87,5%

x wieksze od y o: a) 60% b) 25%

c) 333% d) 300% e) 400% f)

y mniejsze od x o a) 37.5%

220%

b) 20%

c) 25% d) 5% e) 80% f) 68,75%

1.11. Zagadnienia uzupelniajace

10.

a) 5,02-10%" b) 2,7-107*

)
c) 2,99 -10°%° d) 9,10956 - 10!
)

. a) 6,32-10° b) 1,09 - 10

c) 4,3728 - 10" d) 8,7652 - 10°
e) 6,5-107" ) 3,02-107°
g) 1,00324-10 * h)1-10 °
a) 86200 b) 0,000 789
c) 0,0000834 d) 6,02
a) 1,36 - 10% = 1360
b) 1,12 - 10° = 1120000

¢) 3-10% = 300

d)6-10 1 =06

a) 2,73 - 10% = 273000000
b) 2-10" = 20

c) 2,42 - 10 * = 0,000 242

d) 5,203 - 10 = 520,3

. a) 2-10% = 20000

b) 9 - 10*¥ = 90000 000000

¢) 3-10"% = 3000000000000
d) 1,6 - 10" = 160000000 000
a) 9,6-10° b)6-10 **

¢) 1,02-10% d) 1,2-10°

. wlos: 0,0000000046 m/s,

dlimale: 1,91- 107 m/s,
sprinter: 1- 10" m/s,

Zicmia: 29600 m/s,

Swiatlo: 2,997 92458 - 10° m/s

. rok éwietlny: 9,4608 - 1012 km;
kolejno: 3,9 10°, 1.5 10%, 5,9 .

4,1 ¢ 10", 2.6 10, 14107
1,017 - 10 h

10,



Zestaw powtérzeniowy 1

1.

a) 1,2, 3,609, 18

b) 1, 2, 19, 38

c) 1,2 4,35, 8,10, 20, 40

d) 1, 2, 29, 58

e) 1,2, 4,17, 34, 68

a) 995 b) 996 ¢) 991 d) 990
a) 11 b) 8 ¢) —% d) 10,9
e) —13% f) 33

a) —x =33, % =4
b) —:}:z—%_,;—j:'l%
c) —z = —84, ;' = —%
0o F 3ok

a) 41— % 2

b} \,/gvl

¢) V8L + V8L, 13

d) v5- V125, 8

a)z b)2 ¢) 55 d) 55 )2
f) 22 g) % h)§

a) —3++/5 b) —375 ¢) &

9. a) Zmniejszylo sie o 36%.

10.
11.

b} Zmniejszylo si¢ o 1%.
150
a)ly b) 3 ¢) = d)

2 16

o

Zestaw powtérzeniowy 11

1.
2.
3.

a) 16, 17, 18 b) 26, 28, 30, 32
a) 3% B) 9% o 45 d) —{F
a)r+y=13, 2y =
b)x+y=23, ay=1
) r+y=17 2y =0y
dy z+y=—-275 zy

a)a=3V3 b)a= 2L

b=

L= »—'|Lu-
[ R

¥

)

1,5

il

__ 18 S |
C)a-—? d)ﬂ';—-l

e)a=144 f)a =324
a)2,1 b) —% ¢)0

d) 62452 ¢) 99 f) 2

6.a) —1 b)9 ¢) -3 d) 3

a) 3 b}z %

2 &) d 5o

9.
10.
11,
12.
13.

cdlw=A By =2.3=2 ¢ m—=3

de=2 ez=% flg=12
4 & .
ajz b)z ¢)2 7 d) %

a) d.b,c,a b) d,a.bc

a)2,5 b)75 ¢ 7.5

a) 24 b) 1,8 ¢) 0,032 d) 0,164
a) 100,2 b) 500,8

Zadania testowe
1.0 24 3. B 4.0 h & 6.4 %D 86
9.B 10. C 11. B

Przcd obowiazkowa maturg z matematyki

2 N B e P

15
ujemny
243

1

25 zt
150

360
12,5%
15 h

2.1. Zbiory

(€] 1.

a), ¢}, f) jest

b). d), e) nie jest

B0 10 B= 0101,
F={-V5,V5}

.a) A=C b)B=C
.a)BC A b)AC c)nie
« a) A= 1,2 8,4.6,12],

b) A ={1,2,3,6,7,14,21, 42},
B =1{1,3.5,915,45}, nie

E a) {O= l'}, {032}: {132}

b} {a, b}, {a,c}, {b.¢}

o) 41,2} 11,8} {14F {28} {84
{3.4}

{a.b,¢,d}, {a.b,¢ e}, {a,b.d,e},
{age ek, g4 0}

a) {1,3,5,7,9,11,13}

b) {1,3,5,7,9,11,13, 15, 17, 19, 21, 23}
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5. a) tak b) nie c¢) nie 6. a) AN B = {m,r i}
6. {0,1.2}. {0,1.3}, {0,2,3}, {1,2.3} b) A\ B = {k}
7. a) {1.3,4}, {2.3,4) c) B\A={g}

b) {0,1,2}, {0,1,3}. {0. 1,4}, {0,2,3). d) BNC = {g,r}

oy iy e) B\ C = {m,t}
{07 2:' 4}" {ﬂa '3:' 4} f) (,-Y \\ B - {}).IT}

2.2. Dzialania na zbiorach g) ANBNC ={r}
1. a) A= {1,3,6,7,8), W) AU B C'={kag R Lmort)
B=1{1,2,3,4,5}, AN B= {1,3)
b) A={a,b,¢,d, e}
B=ded e fi 84
ANB={c¢de}
2. a) {3,5} b) {0,6,12,18)

2.3. Przedzialy
[€]1. a) 3<a<?
b) 0 <@ <4
¢) —z<z< %
d) 100 < z < 150

<) 125} 2. a) —1 < & < 4, 6 liczb calkowitych
3. a) tak b) nie b) % £ < 9, 3 liczby calkowite
4. a) 1,2,6,7,8,9,10 c) —2<z g —=., 1 liczba catkowita
b) s,&,u, v, w d) -60< < 40 101 liczb catkowitych
5. a) {5,9,10,11,12, 13, 14, 15, 20, 25} [Z)1. a) <_7;(]> b) (1:9)
b) {1,2,3,4,6,8} c) Z ¢) {1:v/2) d) (—-1&5)
6. a) AUB ={1,2,3,4,5,6, 7}, ¢) (21;00) £) (—3;00)
AUC = {1,2,3,5,6,7,8,9}, g) (—oo; —1) h) (—oc;27)
BUC =1{2,3,4,5,6,7,8,9}, 2. 8) (_7:2), T<z<2
AUBUC = {1,2,3,4,5,6,7,8,9) b) {—50: 20, —50 < & < 20
Friam e  ialslia<n Xy
) (3,14:7), 3,14 <z < 7
BT =450, ¢} (—o0; 10), & < 10
AR BAC =13} §) (/Fcco0), &> /3
7. A\B = {4,6,8}, B\ A= {1,3) g) (—13%0), 2> —1
8. a) A\ B= {1}, B\ A= {4,5} h) (—oc;27), = < 27
b) A\ B={7}, B\ A={0,2,4} 3. a) (0;4) b) (—4;0)
L. AuB={k Il m,no0pq,r,s}, ¢) (24:00) d) (—o0; —V/2)
AN B={n,0}, A\ B = {k,l,m}, 4. a) (—1;3) b) (—4;2)
B\A={p,qrs} c) {1;5; d){—zl%)
2. a) AUB = {a,c,d,e, f, g}, 5 a) —1,0,1,2 3
AnB={eg}, A\ B={a,c}, b)1,2,3,4. 5
B\A={d. I} ¢) 0,1, 2
b) AUB = {1,4,5,6,7,8,9}, A} 6, —8 ~d, ~§ 3
ANB=1{57} A\ B=1{1,9}, 6.a)4 b)6 ¢)6 d)8

B\ A={4,6,8} T.a) AC B

3. 9 uczniow b) Nic zachodzi zadna z tych zaleznodci.
4. a)1l b)III ¢) I c) BCAd ACBHB
5.a) ANB, B\ A b) A\B, B\ A 8. a){—2;3) b){—3;5) ¢) (—3;2) d) {—1;1)
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9.a) —1 b) L ¢) 22
10. p=—1lubp=1
11 a) 2 € {1;2) iy € {1;:5)

b}z € (—b;—1) iy e (0;4}

d) 2

12. a) 6 b) 6 c) 5 d) 8
13.8) -3<2<5 3
b) — VB <2< VB 1
¢ —I<ar<31
d) —7 < x < 27 4
14. a) 32, 7 b) -2, 7 ¢) zadna d) =

2.4, Dzialania na przedzialach

[€]1. a) AUB=(1;6), AN B = (2;4),
AN B=(1:9). B A=B)
b)AUB—-f—fl 3 AN B=11)
AL B={-41) B\ A={1:3)
c)AuB—{ 5gy, ANB = (1:3},
A\B=0, B\ A= (- ‘);1)
dy AUB= (-3

23 AN B'={—1:2),

A\B=(-3%-1), B\A=1
2 a) (AT N——— 5_1
—4 -1 0 2 4
b) (S W SR, S S — > s
—6 —3 0 2 4
3. a) {—5; —%}b{—] ;4
b) (~3;2) U (§;5)
c) (—.3: —l) LU (2; 0o)
d) (—oc; —3) U (1;0¢)
1.a) AUB=(-3;4), An B = {-1;0),
A% = (—3;—1),_ B\ A ={(0;4)
b) AUB = (-4,3), AN B =(—3:2).
AN B =(—1; ——,) BYA=[2:3]
c) AU B = {-5;4), Ar B: (—2;0),
A\B={-5-2)U(0;4), B\A=10
d) AUB =(—0c;2), AN B = (0;2),
A\ B=(—o0;0)U{2}, B\ A=10
e) AUB={(-1l;cc), AN B = {2},
A\B=(-1;2), B\ A= (2;0)
£ AUB=R, ANEB = {—3;6),
AN\ B = (—00;—-3), B\ A= (6; )
3. a) {(—oc;—2) U (3;00)
b) (-oci —4) U (3:c)
¢) {—oc; 0) U (10; oc)
d) (—o0;v2)

4,

6.

a) AUB = (—3;6),
ANB = (0:1) U (3;4),
AN 13 = (—=3;0) U {4;6),

B A=yl 8

B) AU B = (0;7) U (8;9),
AN B = (1;3),

AN\ B = (0;1) U (3,7},
B\ A=(89)

a) 10 b) 7 ¢) 0 d) 3

7.a) B\ A b) ANB

Rozwigzywanie rownan

1. a}, b), d) spetnia ¢) nie spetnia
2.a)r=32 b)as=—1
e =—6 djag=—1
e)rx=1 flo=-1
; 2
3.a)x=4 b)x=—3
cJe=-1 dyz=2
e)z=2 flez=5
4. a) 2% b) =32 ¢) 2% d) 13
5.a)w=2 b)a=-2 ¢)x=3
djrz=—1ez== fja=2
6. a), d) tozsamosciowe
b). ¢) sprzeczne
T. =3

2.5, Rozwiazywanic nicréwnosci

(€] 1.

.

g

.a)jz> -3 b)z>

a), b) spelnia

¢}, d) nie spelnia

a) o < —36, nie istnieje liczba naturalna
spetniajaca t¢ nicrdéwnosdé

b) & = 22
¢)r< —
spelmadaca t@ nierdwnosé
d) xz > 20, liczba 21

li('zba 3

, nie istnieje liczba naturalna

. a) nie b) tak

9 b)z >3
c)ar<—15 d)x26

—6 c)x 24
dz>1 ae<l13 flaz—2

. a}, e) spetniona przez kazda liczbe z € R

b), c¢), d) sprzeczna
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(Z)1. a) (4;5) b) (=5;—2) ¢} (—3;1)
2. a) (—6;—1), -5
b) (—452), 0
{
(

(€] 1.

I 286

3. a) zadna b) ) d) b, ¢
e)a, b c f) za,dud
da)a>L b)rz2 e E
dz>2 a4 £z 1;;
B a):1,<5};§ b) z > 62
6. a) n € {6,7,8}
b) bt { 1}

>-1 bz 7 cja<d
djzz—3 ez=2—18 fla<
W #0345 54 &, %8 3

]|

Mnozenie sumy algebraicznej
przez jednomian

1. a) 3z% 4 22° — 422

b) —32° + x4 + 4

¢) —2z*y + 2%y

d) 4y + \/_:r-iief

o) aty? 2—|—13q3

f) 6z y \/_*1
2 A=JIL B =1, 0—=IL1 =]
3. a) —6x> — 62° 4+ 10z

b) —$a* 4 5u°

¢) 3v2z* — 44/62>

d) —Za%y + oy’

e) —zty’ —‘—J4()‘% + 2%

f) %;’L‘z'yj — & rze; e —m;

2.6. Wylaczanic jednomianu przed nawias
a) 400 b) 450 ¢) 1500
d) 3600 c¢) 4800 f) 3800
2. a) S{x+y) b) 4(b— 2a)
¢) 9z — 3y*) d) —6(z* — 3y°)
e) 13(3y* — 22) ) —11(a® — 2b7)
g) —12(4p — 3¢*) h) 25(3zy® — 5)
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11.

12.

13.

. a) —45 b)

a) x(dx +y) b) 2z(z? — 6y)
¢) zy(3 — z) d) 6pg(l + 3p)
¢) a?b(1 + 36— a)

f) 2%y (4 — 52 + 2y)

a) 422(2z — 9) b) Ty (1 — 2¢%)
¢) 5z%(z + 2y) d) da(dz — 3y)
¢} 4b(2¢ + 3¢) f) 2xy(2 + 3x)
g) 2a*b(a + 2 — 2b)

h) 3p°¢*(Tp — 9g + 1)

i) 6xy(8z + 3y — 2xy)

a) 400 b) 4000 c¢) 5000

d) 3700 ¢) 1000 f) 300

. a) abla +b%) b) xy’(2® —y)

¢) 3a*(3ab® — %)

d) 4y (x*y + 22)

¢) 3a?b(ab — 2) f) 222%y* (3y + 4z)
a) ayz(z+y+ 2)

b) zy2?(x + yz — x°%)

c) 2x°y(z — 2y + 32)

d) 32%y? (4aey + 2y — 32?)

a) dy — 6

b) 3ab(3a + b+ 2) = 9a®b +
c) 3t% (4% — 3t + 1)

30 ¢) 225

a) 120 b) 24 ¢)4 d) 2

[ =€, 11 — A JII—B

a) 3x(3x% — 22 + 5)

b) 62%(32* + 4z — 2)

c) 4z"(2x — 4 4 32°)

a) 32°(3z + y?)

b) 322(zy* — 2y)

c) 2xy°(3zx — 1)

d) 2ey”(4y° + 62y°)

e) 2xy*(3z*y — 32 y2 + 6’)
f) 32°(22°y° + 22y°

a) 3y° (3z" — 4y°)

b) 4a?b*(2 + ab?)

c) 2p°¢° (4p + 2p%q — 3)

3ab® + 6ab

— 62°y)

2.7. Mnozenie sum algebraicznych

1. a) 2> + 7z + 12 b) p*> — pg +6p — 6¢

c) —2p° — pg+4q° d) 6%+ 20z +6
e) 3a% + Tab — 6b* f) 8a® — 8ab + 25



Z)1.

10.

a) =20 b) —6 ¢) —4 d) 10 9.
9.a)z=—10 b)x =4

c)r=—1 d)z=3

a)rzi bla<-% uzi

d)x < 3

11.
12.
13.
14.
15.

a)z®—32x4+2 b) 22 + 522+ 0
c) a® —da + 4y —v°

d) 22* + 62 + 5zy + 18y — 3y°
e) 2 —x+5y—y* —6 )zt
a) Vi=g® 90" —8

bV =292 -g3 3
a) 2¢/2—1 b) 11 — 55

¢) 7T—3v/6 d) 16 + 7/10
e)5+2\/a—'\/§—'\/§

f) =5+ 2v6 — 23 + 3v2

[¢] 2.

|

gl = &= g) B ey
djz>-3 e)z>-1fa>z: 4

a) 2a° — 2a+ab—b

b} 6ab + 9a — 4b* — 6b

¢) —12a* + 4a + 6ab — 2b 6
d) —1a — 8ab — 6b — 3

e) 2a” — dab + ab® — 2b°

f) —3a® + 2a°b + 9ab — 6b> 7
a) w2+ o+ 2zy—4y—6

b) 422 — 4z — 2zy + 3y — 3

c) 2+ ety + 20 + 2y +y¥ + 2y
d) 2® — 2%y — 25° + ey + 2 —y
e) 2uy + 62 — 120y — 4oy’

£) —162° 4 Azy?

a) 2a® — 24 'b) 12gb + b*

¢) Ay® —42® — 3uy d) 22° + 15x 4
. a) 66 1 3612 b) 78 — 24/3

a) % —dr — 12, —9,75

b)2?—x® — B, —B,375

d) P=&"4+25 b) 1 6.

a)3z+7 b)a+3
¢) ba+ 12 lub 4 +13

a)3 b) 10 ¢) 0

a) 160 cm i 100 cm b) 57 em”
11 cmn

a) 12k* b) 6 c) 6k° d) I* — 4kl

=S bla=1ca<i

. a) 8+ 27

10.

11.

2.8. Wzory skréconego mnozenia

a)i IZJ_’Ilb).E e+ 4
¢} #* —6x+9 d) z* — 10z + 25
e) da® +Ax +1 f) +2° 4+ 22+ 1
g) 162° — 8z + 1 h) 42 — 2z + ;

. a) 2% + day + 4°

b) 42* — day + ¢*

¢) 927 4 122y + 1y

d) 922 + 3zy + %3;2

e) 4z — zy + L4

f) 32° + sy + 597

b) 14 — 65
) 39— 12¢/3 d) 5+ 26
e) 21 +6v10 f) 62 — 23

.a)a®—9 b)a®—19

¢) 4z — 16 d) 25z — 36

e) 9x” — 16y” f) 9y* — 1a”
. a) 18 b) —4 ¢) —&

d) —1 e) —1 f) 4,5

. a) =5 b) ¢) —5y® — 12y + 13
d) —50y° l(]y e) 132° —5y? f) 82+ 2497
.a)7 b)16 ¢) -7 —8/2

.a)6 b) —3+2V3 ¢) —12v3

d) 10 e) 12 — 2/30 f) 19 —20¢/2
ajl b)1 c)2 d)2

c) 48 + 24/3
a) 14 b) 12— 2+ 3/10
a) —1810 — 42 b) 16v/3
c) 96 —12v/5 d) 0
a) 49 — 14z + z* b) #?
c) Aa? + 162 4 16
d) 93: —|——18:1: 64
e) o’ +Ar+ 61
f) ; ¥ — 8 + 36

g) 0,25z + 0,4z + 0,16
h) 0,012% — 0,3z + 6,25
a) 114+6+v2 b)6—2V5
c) 34 — 244/2 d) 37 + 12V/7
e) 23 +44/15 f) 18 —12/2
g) 4,5 h) 3,5+ 6
a) 6 b)6 c) —1

- 1
“+ @&+ a
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Liczby wielokatne

2.10. Wartoié bezwzgledna

1. 400 [€]1.a)3 b)5 ¢) V31
3. 51 dy3— & &)} 33—
4. 1,6, 15, 28, 45 £) 5—2v5
2. a)g=—2lubz=2
2.9. Zastosowanie przeksztalcen b) 2 = —10 lub z = 10
algebfaicznycft _ c) & =0 d) brak rozwigzan
[E]1. a) &332 D) B2 AL _ _ .a)z by ¢)x
c) —4—3v2 d) =23 ) £33 4 8)2— /3 b) 423
L. n)w=3 hiu=1 %) B=5 c) 3 2—2-V’§
3.a)z>—-1 b)rg -1 5. a) x € (—8§;8)
daxi dj L2 b) @ € (—1; 1)
4 Al F=—4 Bl =% &) &= % c) 2 € (—oc; —3) U (3;00)
d)z=—2 c)az=-2 o=z d) z € (—oc;—1) U {3;00)
5. a) sprzeczne b) tozsamodciowe 6.a)zeR b)x= [}
6. a) tozsamodciowa b) sprzeczna c) € R\ {0} d) spreccana
@)1 a) V-1 tdl{ [Z] 1. a)5 b) 0 c)D d) 2
2 [5 i
c) 3 5 B, tik 2, a)z+ |z| =10, z — 2|x| = -5
d)—“‘?'?nie b) 4+ |z =0, -2z = -0
' c)r+4|r =0,z—-2z) =6 —3v/6
e) 4v/3 — 6, tak ) | : = b

f) 124/2 + 16, nic
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d) 2 + |z| = 6v2 =432

3.a)z=—-4,z=4
g) .\z"ﬁ-|—\/3,nie b)’l,‘:—]4 7 = 14
h) 2¢/5 — 24/3, tak .
c)e==08, z=0
i) 27 + 2v/2, nic L1
i) VB — 2, lak d)z=-32=3
) V6—2 1a g = &
k) M nie - .31‘ _,3
l 22 =8, &=H
) 7 ) .. gl g=—, =1
3)3:1 b),’E:]_?J ¢c)reR b o=, = d
d) sprzeczne :
o= f);r:“_@ 4. a) |z| > ~Tdlaz € R,
o 9' s R2 lz| < =7 dlax €0
a) r;f d) ﬂf-i . b) || = —3 dla = € R,
C)J':E Jz 2z -3 lz| £ —3dlaxz el
.2 N
a) (?: f;) b) {3‘-‘;\2> 5.a) 1—v2, 1++2
c) (g_?g) d) (5;5) b) 1—+2
a) F b) 243 ¢) 4422 ¢) =3, 1+v2,3 d)—3,3
d) 2v2 - V6 e) 7+4V3 6. a) (—3;—1) U (1;3)
a) &= —% b] T=05 b) (_‘)1 _2) U (Z}J)
¢) sprzecznce d) z = 10 c) (—4; _3%) U (3%;,1)
a)x<—2 b)z <5 7. a) 3— /7 b)3—-2v2
Jr<? da<i c) 3v2 — 4



8.a)r=—2 =2
blae=—d, 5=

)r=-13, =13

dj &=

9. a) (—4; —1) U (1;4)
by {~5-2) U (2;5)
&) (-3 -1) U (L;3)
§-5-HuEd

2.11. Zagadnienia uzupekniajace
L. a) (AuB)\ C ={L,3,5},
e y =412}
(AN B)\ C = {3},
NCY\ B = {2}
b) (AU B)\ C = {—1;2),

(AUC)\ B = (~4; 1) U (3;00),

(AN B\ C = (=1;0),
(ANCY\B=10

a)7 b)6 ¢}l

a) 63 b) 24

a) 60 b) 170

4

333%

9P B R

Zestaw powtdrzeniowy 1
L ) (—2%-1) b) (~4;4
) (~oci) d) (~%-2)
2. a) x < 33 b)’L>—l
C).L>—o d) & < 3
cla€s flz<b
3. a) 22° + 6245
b) 22 + 2z + 13
c) —16x d) -1z + 8
e) 8z% — 16z + 10
f) 52 + 102
4. a) 22* — 29 b) 15
¢) 522 +9 d) —6
5. a) —2v/3 b) 12V/3
6. a) 22 b) 83
c) 6 —8/3 d) 26
7.2) 24+ 2v3 b) 44 2V/3
c) —2—+3 d)3-+3
8. a) —1 b) —9+4V5 ¢) 18

4.

a) (z+5)°% =5
b) (x —8)°, 2 =8
e —1)5 w=1
d)(—lLIl),L— L
e) (3z +2)%, r-—%
f) (32 +1)%, -2

Zestaw powtdrzeniowy 11

1

a) ANB=(2;4), AUB={-1;5),
A\ B ={=1;2), B\ A= (4:35)
byANB = (3 )AUB—@,?),
ANB=(2,3)U(5;7), B\A=1
¢) ANB = {_2}, AJB = (—41;9).
A\B={(—-4;2), B\ A=(2;9)

d) ANB={0}, AUB = (—oc;4),
A\ B =(—oc;0), B\ A= (0;1)

¢) ANB=(-2—-1}), AU B = (—o0;4),
A\ B = (—o0;-2), B\ A={-1;4)
LA B =125, 4 B= (o],

AN\ B = b)), B\A= {0:2)
2.a)4 b)1 ¢)3
3.a)ux=2b)a=Tc)a=—-1 dja=2
4, a)n=6 bjn=0 e)n=2lubn=3
diar=1
5.a)x>—% b)z> 1
cgzx<—1dz<sz
6.2) -7 b)2 ¢)4 d) -2

7. a) nic jest b) jest
9, a)—4,~8,-8 -1.0,1,3.84

10.

b} ~2,=1,1,8 g—i 599 54
a)0 b)2 ¢) 1

Zadania testowe

1.
8.

C 2B 3 A 4.C 5B 6ATD

A 9B 10. A

Przed obowiazkows matura z matematyki

= g b

—/3
{1; oc)
10

=l

z € ({—3;2)
4
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3.1. Co to jest uklad réwnan

[¢]1. 6
2. C
(z]1. a), ¢), ) tak b). d), e) nie
2. C
3. a) (1,7), (3,4), (5,1) b) (3,2)

¢) Nie ma takich liczb.

a)
) N

sa)up.x+y=3 b)up.y—x =2
)

c)np. Az +3y=3 d)np. 2z 4+y= -9

y+8=x
. a)
Sy ==

a+2y =10
b){ o

y = %:U
a=0,4b

a
0,2a + 0,66 =41

) 0.9a =1,1b
1.15a — 0,85b =

. pary spelniajace réwnanie & + 3y = 9

(0,3), (3.2), (6,1), (9,0);

pary spetniajace réwnanie bx + 2y = 19:

(1.7), (3.2); tak

r+y=2>5
. a) |
r—y=2

a+b=14
1.2 +0.7b=a+b

3.2. Rozwigzywanic ukladéw réwnan

(€] 1.

metoda podstawiania

aE=a0, g=id
b} #=10. 9= 47
= -,?_)-‘_71
dy #=8,.9=4

e)x =3 y=—1
f} & =—8, g =—4

ForsBgi Bz = Sy
car=l.4 =3

a) =11, g=—1
b)w=2y=-2
c)x=3,y=—-7

a) nieoznaczony b) oznaczony

¢) sprzeczny
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)= ]: g=1)
d} =17, g=08
eyz=—35,9=—3
£) s 10}, =20
2 a) & =25 ——3
b)x=-28y=-18
¢ =8, y=—1
d) 2= é, =5
e)z=03y=-15
flao—=4,¢=:
3. a) tak b),c),d)n
4. a) 0 b)l o) 1 d)(]
5 a) o= g =3
b)a=—-3y=-2
6. a), ¢) nicoznaczony
b) spracczny
7. a)np. 6x — 1 =8y
b) np. 6z — 4 = 8y
c)np. 3z —8y =2
B.a)z=—-% y=12
b)a=15y=- 12
clop= 18, gy = —29
9. a) sprzeczny b) nieoznaczony

€) OZNACZOILY

3.3. Rozwigzywanie ukladdéw réwnan

metoda przeciwnych wspotezynnikow

Cll. a)x=3,y=3
bya=1,y=
c) :f::—%_,y:—f)
A
b)x=-5y=2
gjp=1,4 =2

dl =2 gp=3g
ejrx=-3 y=1
flz=2%,y=-2

Ay =2 y=—02

b)ax=17y=-3
ey =iy, g =08
a)np.5i3 b)np. 213 ¢) np. % i

a), ¢} sprzeczny b) nieoznaczony



(z] 1.

Blw=8y=3 blg=1, g=-3
e)m=245 p="18 dyz =2 g=10.5
e) nicoznaczony: z ER, y = —2z + 5

f) sprzcczny

a)r=-8 y=1

bz =-25y=-5

cjx=0,y=25

di e =3 =38

ayir = —%, Y= —%

b)z =3 y=

£y =5, y=1

dig=1,95=-—2

e =—1l5=1

f) nieoznaczony: x € R, y = —%;‘1: + %

ajz=-1,y=1

b} uktad nicognaczony: £ € R,y = 22— 2
\ LY .
£ = =2 ar=
50 ., 8
dys=o. = 2

3.4. Uklady réwnar — zadania tekstowe (1)

4
2

10.
11.

10 i 40

a) 1,5 kg sliwek i 2,5 kg wigni
b} 1 kg marchwi i 5 kg burakéw
Tomek 15 lat, siostra 11 lat

a) Daria 10 lal, Maria 15 lal

b} Olek 27 lat, Alek 17 lat

1. syn 16 lat, ojciec 51 lat

Amnia 1 siostra po 15 lat, brat 21 lat

20 monci. 2-ztotowych 1 10 monct 5-zto-
towych

7 monet 1-ztotowych 1 5 monet S-ztoto-
wych

6 monet l-zitotowych, 12 monet 2-ztoto-
wych 1 11 monet S5-zlotowych

7 monet H-centowych i 1 monety 10-cen-
towe

5 monect 5-cenlowych, 15 monet 10-cen-
towych 1 9 monet 25-centowych

65 cm?

7emi2l em lub 3 cm 1 25 cm
10 e, 4 cm, 10 ¢m, 16 cm

10 zt normalny, 7 zt ulgowy

12

13.
14.
15.

16.

3
(€)1

2.

37173

A=354, B=3

70 biletéw ulgowych i 140 normalnych
7 cm

25 ¢m, 90 cm

.5. Uklady réwnan
.a)15 b)lg

zadania tekstowe (2)

predkodé wiasna todzi — 8 km/h,
predkodé pradu — 4 km/h
predkoséé wlasna todzi — 12 kin/h,

predkoéé pradu 2 km/h

1. 300 dziewczat, 200 chlopedéw

2. Dartek 1200 zt, Pawetl 1600 7t
3. 6000 zt do banku A i 4000 7zt do banku 73
4. 6000 zt w banku X i 14000 zt w banku Y
5. 1.5 kg stopu 40% i 0,5 kg stopu 80%
6. 60% 1 10%
7. 3 h, 60 km
8. 120 km
9. 20 km

10. 80 g

11. 40

12. 0.5 kg

13. 5000 zt

14. x = 6000 zt, y = 4000 =zt

3.6. Zagadnicnia uzupchiajace

1.

el = %_,y:%,z:—%

d)xz%?t:%;z:—z

2, a) =8, y=—1,2=4; tak

hlg=—1, g=32, z=4;tak

¢c)z=2,y=1% z=-32 nie

44

, r=Atak

. BT, 12

hia=90b= T =71l
270 biletéw normalnych, 190 biletdw
ulgowych, 40 wejscidwek

72
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Zestaw powtorzeniowy I 6. po b monet 10- i 50-groszowych, 12 monet
lLa)wr=6y=41 1-ztotowych, 6 monel 2-ztolowych
b) nievznaczony, r € R, y = 0,4z — 1.9 7.z = —%; Y= %
C);l—],y—] o ss
d) 2 =—3,y=—2 4.1, Pojecie funkceji
2. ), ), @) nio b) lek @2 9) £ = ~L S0 =2
" b) f(x) =2 dla xz € {3,4},
3. a). d) nieskoriczenie wiele )f( ) : 13 1), . ; :
b : ] g nie istnigje argument, dla ktorego funkeja
1 - %) przyjmuje wartosé 1.
— 2 —
1. a) 479 b).d=83, 8=03 3. Wartodcianmi funkeji nie sy 11 %
) 17 Warlodcel przyjmowanc dla dwédch
5. 6 chlopcdw, 17 dziewczynek argumentow: % i 9
Zestaw powtérzeniowy I 4,a)3 b)0,1,5 ¢) 2 d) dla zadnych
1 5. a) nie b) tak, 2

a) m = 1: jedno rozwiazanie,
m = —2: nie ma rozwigzan

b) m = 1: nieskonczenie wiele rozwigzan,

. miejsca zerowe [unkeji [
a) 2 b) brak ¢) —1,1 d) 2

m = —2: jedno rozwigzanie (Z] 1. micjsca zerowe [unkeji f:a) O b) —1
c¢) m = 1: jedno rozwiazanie, 2. a), b) warfoscl nieparzyste dla 3 argu-
m = —2: nicskonezenie wicle rozwiazan mentow
2.a)m=5. k=2 bym=—-1, k=3 3. a) miejsca zerowe: 0, 2
3.a)e=3 4y=06 b) brak miejsc zerowych
bl £=0,y3=—1 4. b) Wartodciami [unkcji [ nic sa: 2, 3, 5;
By = Eg'z' y = '12'1' 1i4 sa przyjimowane dla dwéch argumen-
d z=1,p=—4 tow.
e)r=—-3,y=1 5. wartosci dodatnie dla:
fz=0y=0 a) jednego argumentu
4. a) 100 g roztworu 5% i 1 kg roztworu 40% b fch drpimientee
b) 7.5 g roztworn 10% 1 2.5 g roztworu 6% 6, veartoser njemmedls: —~1,0, 1,
5. 56 ¢ proby 750 i 44 g préby 375 dwa micjsca rerowe =22
Zadania testowe flx) =T7dlaz € {16, 25,34, 13, 52,61, 70}
L.C 2D &€ 40D &0 6B 9. a), b) dla dwdch
10. dla trzech

Przed obowiazkows matura z matematyki i

ca)d5 b)22 ¢) 18 d) 9

Lo=-2y=—z
2. 10 banknotdw 10-ztotowych, 17 bankno- Uklad wspétrzednych
16w 20-ztotowych, 10 banknotéw 30-zto- 1. P{4.0), ©(2,3), R(5.1), §(0,4),
towych 7(—2,3), U(3,-2}, W(-1,-2)
3. o =55, B=25", v=100° 2.a) Il b)IV ¢) 1 d) Il
4. 11 Il 4. a) 6 b) 40
5. 28 5 do'ti, 01
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4.2. Szkicowanie wykresu funkeji (1) 4.3. Szkicowanie wykresu funkcji (2)

Gl Yia oo = 2¢ dla® € (—o0;0
a ¥ [@2. a) f(z)={ ° _( )
1 _ 2z dlax € {0; 00)

0

-3z dlaz e {(—oc;0)
3r dlaa € {0;00)

b) f(rt»‘)—{

c) fla) = {_

d) fx) = {

B) Y z dlaz e (—oc;0)

b= bI[—

z dla z € {0;00)
S # iz & —ue0]

S B I B —z dla z € {0;2c)
3. a) f(z) =2—3 b) f(z) =32 3. a) f(1)=7;f('i)=4
5. a) np. (0,0), (1,2) b) /(1) =3, f(_f) = —6
b) np. (0,0), (1,—1) 4. a) fl(l)_:_l_, .f(:.i),: 3

i

C) np. (Oa _1): U—*O)
d) np. {UZ) (-I:U)

(Z])2.a) ¢ ¢ ¥

5. a) nie nalezy b) nalezy
(Z] 1. a}), ¢} nie b} tak
3.a)Q b)P ¢ P

3. a) flz)=a—-1
bl flul =2
¢) f(x) =—x+4
d) flz) =22 —1
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)f(—ﬂ)—g f(Z)—z

4.4, Monotonicznosé funkeji
(¢)2. a) tak b) tak ¢) nic
3. b) nic
1. a) maleje w (—3; 2), stala w {4;6),

roénic w (2;4)
b) maleje w {(—2;0) 1 w (2;3),
rosnie w (—3; —2}, (0;2) i w (3;6)

2. Wazystkie zdania sa prawdziwe.

3. a) rodnie w (—4; -2} 1 w (2:5),
maleje w (—2;2)
b) rodnic w {—4; —1) i w (—1;5)

4. a) lak, nicrosngca
b) tak, rosnaca

5. a) rosnic w (2;6),
maleje w (—4; —2),
jest niemalejaca w {(—5; —1) i w {—2;6)
b) roénie w (—5; —4) 1 w (2;4),
maleje w (—1; =2} i w {(; 2},
jest niemalejaca w (—5; —4), w (—2;0)
iw (2:6)

4.5. Odczytywanie wlasnodcei funkeji
z wykresu (1)
[€l1. a) D= (315 101(2:8)
b) D = (—5; —3) U (—3:5)
2. ) FLEY = L)
b) [(D) = (0;4)
) . D) - <0,oo)

3. Funkeja f przyvimuje najwicksza wartosgé

réwng 2 dla x = 4.
Funkcja g nie prayjumje wartosei

najwickszej.

Funkcja £ przyjinuje najwicksza wartodé

réwna 3 dla x = 3.
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(z]1.

o

2) D= (~2;4), £(D) = (~4;1),
fmin = =4 dla 2 = 2,
Frawz = dlmm=2
b) D= (—4;3), f(D) = (=5;1),
nic przyjmuje warlodei najmnicjszc],
Juax =ddlaz=10
¢) D= (=5;5), f(D) = {(—4;2),
Jom = —4dlaz e (—5;—3)
Finnse =2 dla &€ (0, 5)
d) D= (=5;5), f(D) = (44,
Smin = —4 dla x = -2,
Jaax =ddlag=2
e) D= (-3;—-1)U(1;5},
J(D) = (-4 -2) U (3;4),
o=y —lodlagr=ih,
Fnax =4 dls=-3
D= (—4; -1) U (1;4},
(D)= (—4; —1yu{l;d),
foin=—-4dlax=-1,

nie przyjmuje wartosgel najwiekszej

- a) [(D) = (—

b) f(12) = 10)u{1 3)
¢) f(D) = (—1?1) U (2;3)

. a) J(D) = (1,6)

b) £(D) = (133) U (4;5)
&) £(D) = (1;2) U (5:6)

ca) D=(3:4)

b) D= (1;3) U(3;00)
¢) D= (23)u{l}
d) D={2,3,%}

o &) g =—1 dlag= =l

Foiar =2 dla g = —4

b} Fin =—2dla 3 =1

nie przyjmuje wartosci najwiekszej
c) fuim =—2 dla =0,

nie przyjmuje wartogel najwiekszej

.a) f(D)= (-4 —2)

b) (DJ—(— =

2
) f(D)={-3—3U

B ba e

(—2

] o3
it

L a) f(1) = (0:3)

b) f(D) = (-1;0)
¢} [(D) ={-13)
d) f(D) = (~1;00)



4.6. Odczytywanie wlasnoséci funkeji

[€]1.

z wykresu (2)
a) Jre) =0dlswe—1,
fle)=2 dlaz e {-1,3}
b) f(z) =0 dla z € {—4,0,2},
flex)=2dlazx e {-3,-1,3}
¢) brak miejsc zerowych,
flz) =2dlaz € {-2,0}U{2;4)
a) f(x)=0dlax € {-3,2},
fla) > 0 dlax € (—4;-3),
flx) <0dlaaxe (—3;6)
b). flx) =0 dlawe {—3,—1,3,5},
flx)>0dlaxze (-4, =3) U (=3, —-1) U
U(3;5), f(z) £ 0dlaz € {—1;3)U{-3,5}

a)

f(z)=3dlaz=-3.

fle) > 3dlaz € (—o00;—3);
fl@)=1dlaz € {-1,1} U{3;00),
j'(m)ﬁldlaxe( llb(%“x;)
by o .

o1 X
fl= )—3dla.1 C(l 8c);
nic przyjmuje wartogel wickszych od 3,
flo)=1dlaz € (~o0;—1) U {1},
flx) <1dlax € (—oc;1)
z € (—oc; —4) U {0} U {4; oc)

.a) f(z) =0dlaz e {-2,0,3},
= (—4; —2)U(—2,0)U(3; 4),

J(z)>0dlaz €
fle) 20 dlaz € (—4;0) U (3;4)

b) f(z) =0 dla & € {—4,-2,2,3},
flz) >0dlaz € (—4; —2) U (23),
Flr) 2 0dlaa € (—1; -2) U {2 3)

¢) flz)=0dlaz e {—4,-2,0,2,4},
flz) > 0dla z € (—4; —2) U (—2;0),
f(z) 2 0dlaz € (—4;0) U{2,4}

2. a) flz)=—-1dlaxr=-1,

flz) €3 dlax e (—oc; 1)
b) f(z) =

—=] wflmag = =],

f(x) €3 dlaz € (—5;00)

c) Jie) =<1 dly gr=—d,
() < 3dlaz € (—o0;4)

3 a) Firi=1 ds ge=—],

S(@) 2 1dlaz € (—o0;—1) U{l;00)
b F b b YK -0 8 B4

b) f(z) = 1 dlaz € (—o0;—4) U {—1,1},
Fle) 2 1 dlaa € (—oc;—1} U (1;00)

of1, 11X

L)ff)—ld]d,f‘E( oc;—2)U{-%,2},
flayzldlaxe (- 30——}LJ< 05
3 5 : ; 3 Y : : ; ; 3 :

&) () =1 dlaz € {-4, 4} U (150),
f@yzldlaz e (—2-1uU(l =)
SR U A },’ PoE ¥ &

. a) f(z) =0dlax e {-3,2},

Jlz) < 0dlaz € (—3;2),

flz) £0dlaa e {(-3;2)

b) j(r) =0dlax € {—3,3},
Flx) < 0dla x € {—4; -3},
fle) £0dlaz € {—4;-3) U {3}
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4. ¢) f(z) =0dlaz e {-3,-1,2},
flz) < 0dlaze {—4;-3),
flz) £ 0dlaz e {(—4;-3)U{-1,2}
5. a) f(z) =2dlaaz e {24},
fley<1dlage(-1;2)
b) fle}) =2 dla z € {—2} U (2;00),
fl@)<ldlaze(—1;1)

Wrykresy jako noénik informacji finansowych

a) X: 40 zt, Y: 50 zt
b) X: 50 zt, V: 10 zt

4.7. Przesuwanie wykresu wzdhuz osi OY
[€]1. a) /(D) = (200) b) (D) ={-2;00)
¢) f(D) = (—3;50) d) f(D) ={3;00)
a) g(D) = (—oc;4)

b) g(D) = (—oc:0)
c) g(P) = (—oc; —1)
h(Dyp) = (—2;2)

(z] 1.

vy ]

b) f(Dy) = (0;1) U {3},

Dg) = (1;2) U {4},
h(Dn) = (-2, —-1) U {1}

of 1 X

BEERERZE
a)a=1 b) g=—4

4 fla)=224+1,g(x)=2> -1

5. a) 0 dlam e {-3,—-1}, Ldlam =2
b) 0 dla vn = -3, 1 dla m = —1,
2dlam=2

om = —3,2dlam e {-1,2}

m e {—3,—-1,2}

{3;00)

= {—1;0)

(—3; o)
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4.8. Przesuwanie wykresu wzdluz osi OX

[E]1.a)1 b) -2 ¢) -3 d)4
2. o)y D={~2:6) b) D={-21)
c) D={-80)
(Z]1. a) g(1) =0 b) g(—1) =0 ¢} g(—2) =0
4. a) (=2;5) b) (—

c) (=3;2) d) (=6;1)

5. a) brak miejsc zerowych,
f(D) = (3;¢)
b) flx) =0dlaz e {—1,5},
F(D) = (=3;¢)
c) flz)=0dlaz e {-3,1},
(D) = (=2;¢)

6. a) g(x) =[x — 3| +2
b) g(c) — |2 +4] - 3

gla) = |z + 1|+ 2

fla) ={n—2F -2

Fla) = (@—17+2

c)
7. a)
b)
&) f(@) = (x+2)* — 1

8. a) Dy = (—4;4), g(Dy) —( 3)
b) Dy = (—6; 2) 9(Dg) = (—4;2)
) D.f; - <_ X ! Q(Dr;) - 01 b)
d) D, = (U§8>: g(Dy) = (—6:0)
9. a) 4 b) 16
10. a) 6 bh) 11
11. a) Dy = (0:8), g{z) =0 dlaxz € {1,3,7}

g(x)=0dla x € {—4, -2,2}

12. a) g(D,) = {0;00), g(x) =0 dla = = —1,
h(Dy) = {(—1;00),
hiz) =0dlax = —% = —%
gl ) =000}, glz)] = Odlax = 4,

h
13.

] =0dlag=3.2=39

b) ¢
h(Dp) = {(—2;o¢),
ges
a) v




13. b)

.. (Z]1. a) f(Ds) =

d)

4.9. Przcksztalcanic wykresu przez symetric
wzgledem osi OX

L f(Pr) = (-1 ") Q(Dg) = (—"*'U
2. a) [(Dy) = (0 q)— =
b} f(Dy) = (0; '.")O) q(D,,, = oo_.O)
3. a) f(Dy) = (-1 4} g(Dg) = {(=4;1)
b} f(”f) = (

g(1g) = (~1:3)

<_1' 3, 9(Dy) = (—3;1)
b) f(Dy) = (—24), 9(Dg) = {4 2)
¢} (D) = (-4 1) U (2;4),
9(Dg) = (—4-2) U (—1;2)
2. a) (—1,0), (1,0)
b) brak punktoéw wspdlunych
c} (2,0)
3. a) [ rodnie w (—00;0), stata w {0; o¢),

g malcje w (—oc; 0), stata w {0; o¢)

b) f maleje w (—2; 3},
2) 1w (3;00),
g rodnie w {—2;3),

stata w (—oc;

stala w (—oc; —2) 1 w (3; 00)
i 7 : i }/ 3 :

| I
¢) f maleje w (—oc; 0}, rosnie w (0; o),

g rofnic w (—o0;0), malcje w (0; 00)
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3. d) f maleje w {—2;1), stala w (—oc; —2), 4. a) f rodnie w (—oc; 1), stala w (1; oc),

rognie w {1; 00), g stala w (—oc; —4), maleje w {—4;20),
g voénie w (—2; 1), stala w (—oc; —2), h maleje w (—oc; 4), stata w {4; oc)
malcje w (1; 20) b) J stata w (—o0;2) 1 w {3;¢),

4 NN A rodnie w (2;3),
: g stata w {(—oc; —3) 1 w {—2; 00},

maleje w {—3; —2},

h stala w (—oc;2) 1w (3;00),
maleje w {2; 3)

¢) f maleje w (—oc; 1),

stata w (1; oc),
g stata w (—oc; —1),

rodénic w (—1;oc),
h rodénie w (—oo; 1), stata w (1;0¢)
d) f stata w (—oo; —1) 1w (4;0¢),
maleje w {—1;4),

g stala w (—oc; —4) iw (1;00),
rosnie w {—1; 1},

h stata w (—oo; —1) i w {4: 00),

A O rognie w {—1;4)
5. a) g(12) = (—2;0),

g stata w {—3; —1) U (2; 4}, 4.11. Proporcjonalnosé odwrotna
maleje w (—1;0) i w (1;2), rosnie w (0; 1) [@]1. f: (1, 1), g: (1,4), (2,2), (4, 1),
b) (D) = {—2;1), ¢ stata w {2; 3}, ki (1,6), (2,3), (3,2), (6,1)

maleje w (1; 2), rodnie w (—2; 1)
¢) g(D) = (—2;2), g malcje w {(—2; -1},

2. 6, nie zalezy

reintew I=5—0) 1w I=1.5) . a) kolejno uzupelniamy: 6, 1,5, 3, 2

[Z]1. kolejno uzupclniamy:

4.10. Przeksztalcanie wykresu a)8,4,2,16 b)10,5,4,2
przez symetri¢ wzgledem osi OY wzdr: a) y = %, 230 b)) y= %, x>0
[€]1. D= {-6;2), % k=18
miejsca zerowe: —b, —3, 0, 1 3.a)1h b)3h20min c) 2,5 h
2, D={-5:4), g{z) =0dla x € {-3,1}, d) 2 h 24 min
f stata w {(—4; —2), maleje w (—2; 1), 4. ()4
roénic w (1;5), g stata w (2;4), e
roénie w (—1; 2), maleje w {(—5; —1) i
x° dla z € (—oc; 1 6|
BglEl=q _seu dlaxegl;oo')) 5|
@11 8) Dy = (—4;3), D, = (~3;4) il
b) Dy = (~4;3), Dy = (~3;4) A
¢) Dy = (—3;4), Dy = (—4;3) |
—x dlax e {(-3;3) o8 28 B o4 5 8 B §
2. a) g(») = { e O 40 80 120 olkm /L]

e dlaze (—6;2) 5.a)2 b)2 ¢c)1 d)6

b )= )
) 9(@) {2 dla o € (2;4) 6. D={neN:3<n< 12}
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4.12. Zagadnienia uzupelniajjce

1.

-

= B BBy

10.

12,

a) 80 km/h
a) 70 km/h
2 h 20 min

b) 60 km/h
b) 80 km/h

4800, 9600,
307 200

kolejno uzupeliamy: 2400,
19200, 38100, 76 800, 153 600,
a =2, po 12 godzinach

a) 8 b) 16 ¢) 1024 d) ﬁ
a) x € {(—2:0) b)x € {—1;1}
a) 16 b) 32 ¢) 1021 d) v2
y = log, z: np. (1,0), (4,2), (8.3), (16,4);
y = log, x: np. (1,0), (16, 2), (64, 3),
(256.4)

a) z > 100 b) x>
d) & > 10"

1000 ¢) = > 10°

Zestaw powtédrzeniowy 1

1.

a) D={-2,-1,0,1,2},
f(D) = {-1,0,1}, miejsca zerowe: —1, 0,
fmin = _]-; frrl:_ix =1

b) D ={2,3,4,5,6}, f(
miejsca zerowe: 4, 6, foin =

B =9—3.0,38%
— 3 Jmani=a
a) f(X)={0,1,3,4} b) f(X) = {0;4)
¢) f(X) = {0;00)

a) rosnie w {—1; 2}, stala w {2;1),

fiz) =0dlaz= -2,

fx) > 0dlax € (—2;4)

b} rodnie w {1;4), maleje w (—4; —2),
stalaw (—2; 1), f(z) =0dlax € {-3,3},
F@) > 0dlaz e (—4;—3) U (3:4)

¢) roénie w {—4; —2) i w (0;4),

malcje w {—2;0),

Jg)=0dlazx € {-3,-1,2},

Flo) > 0dlax € (—3; —1) U (2;4)

a) g(Dy) = (2:6), h(Dy) = {—3;1)

b} g(Dg) = (=1;7), A(n) = (—6:2)
6. D= {—22y, Dy =(3:T)

9 le) = 23 (D) = (=61

g(Dy) = (1;4) b) g(zx) =32 —1,

F(Dg) = (=1;2), g(Dg) = (=2;1)
a) D!} - <—3§ —1}_-. g(fI.-‘) = s |
Hmin — []-. Hmax — 2

10. a) £(D;)

b) Dy = (—2;4), g(z) = 32 +2,

&
Hmin = 0; Gmax = 3

Zestaw powtdrzeniowy 11
L a) f3V2) =1 f(vV2-6) =
b) f(3v2) =1, f(«/_—b)—l

2. a) f(z)=—-2dlaz e {-2,1},
fla) <0dlaze(-3;-1}U(-1;3)
b) flz)=-2dlax=1,
fla) < 0dla e (—1;2)
¢) flz)=—-2dlaz € {0,2},
Jlz)<0dlaz e (—1;1)U(1;3)

5. ) f(o) = a7 + 2, gla) = ko’ +1,
h(z) = g2° — 2, k(z) = z2° — 3
b) P IldleZ}- do wykresn funkeji A,
¢ do wykresu funkcji g,

R — do wykresu funkcji f

7. a) f(Dy) = (—2;00), g(Dy) = (—00;2),
B(Dw) = (2 00) b) F(Py) = (—0033),
g(Dg) = (—=3;00), h(Dr) = (—oc;3)

8. a} D, = (—2;5) b} Dy = {0;7)
¢) D, =(-7;0) d) D, = {-1;6)

— {152!3}5

g(Dg) = {—3,-2,-1}

b) f(Dy) = {-4, =3, -2, -1},

g(D,) ={1,2,3,4}

C) f(”;) — {Dr %a L, %~ 2}!

g(Dg) = {_23_%?_1-’_$¢U}

Zadania testowe

1.D2.C3.B4 ALDGE6.CT.B8 ASC

Przed obowiazkows maturg z matematyki

1.5,9

g S 2 B W e
—
-

stata w (—oc; —3}, rosnie w {(—3; —1)
iw (0;0c), maleje w {—1;0),

g(z) £ 0 dla z € (—oc; —2) U {0}
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5.1. Wykres funkcji liniowej (1) 5.2. Wykres funkgji liniowej (2)

[€]2. a) np. (0, -2), (2,1) [€)2. a) y=3z+6
b) np. (0,0), (5, —3) b)v——if—%
¢) up. (0,2), (—1,-1) 3. a) f1(1) =4, f2(1) =3,
d) np. (0,—1). (~7.3) f3(1)=2%5f4(1)=6
4. b | L || s, b) fi — niebieski, fz — brazowy,
La)y=2e+1 fs  czerwony, fi1  zielony
b)y =3z + 1 4. a) y=—3x 45, tak
) y= _%m _9 b) y = %ﬂ‘: — 4, nie
d)y=—2z+1 5. a) A(0,—%), D(0, 1), P=175 b)q
Z]1.a)Q b)P.R ¢} P d) Q (Z)1. i 1M

)
Y P, @Q f) R g), h) zaden
2. a) np. (—2,-3), (0,-2), (2,-1)
b) np. (=3,3), (0,4), (3,5)
¢) np. (—=2,4), (0,3}, (2,2)
d) np. (—1,—1), (0,-2), (1, —3)
¢) np. (—3,-3), (0,—1), (3,1)
f) up. (—2,-3), (0,2), (2,7)
2. g) np. (—1,7), {0,4), (1,1)
h) np. (—3.3), (0,-2), (3,-7)
ol | lallls [ ts; 2|l 5]l lr
4. a) trapez b) réwnolegtobok
a)y=4da+5 b)y=—-3zx+11
6y = —%:r:- =
dl = %’I‘ +1
6.[g:—r—|— s y=3r—11

T

T.y=—%3r—3 2. a), b) nie nalezy c) nalezy
8. a) lq: y =3z, lo: y=+3z—1 3.a)y=a+4
Yl y=(V2—- Dz +v2-1, b)y=zsx+4
iy =(v2—-Da+3 ¢) y=—3zx+4
9. a )lb)Z c) Zd)—; d)y=-8z+4
e}z )1 g)—2 h) 2 4. a) 15 b) 24
10. a )y—2——$1I—Tx 5.a)|PQ|=‘3b)|PQ|=4’
b)y=4(1-%)iy=—-2(z+1) 6. a) k1:(0.0), ka: (0, —4), k3:(0,3).
c)y= 31’—1-11'.9_% Baz (0;5) _
' b) k1: (0,0}, k2: (0, —1), ks:(0,8),
.. & 4= %.’L‘ + 4, 20y = %.’L‘- + 1, Jaz (0, 1)
Eg:yz%x—Q “’. :
12. a) f(z) — —63 +2 5.3. Wlasnoéci funkcji liniowej
b) f(x) = —6x + 6 (€] 2. a) 3 2 b) —i €l =i 4]~ g
¢) fla)y=—6x+1 3. a)a=01b#0 hla=56=0
d) f(z) =—6x+8 4.a)4 b)6 ¢) 16 d) 7
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6. a), ¢) rosnaca b) malejaca d) stala
7.)a<0ib>0 b)a>01ib<0
c)a<0ib<0

8. a) wprost proporcjonalne, a = ﬁ()b
2p

b) odwrotnic proporcjonalne, a = 5~

¢) wprost proporcjonalne, Ob = 2mr

" . g *
d} odwrotnie proporcjonalne, dy = %

0.a)y=3r bly=13=2 c)y=3z
« q) LI, TV b)Y I, II, 1T -¢) IO, TI1, TV
d) LTIV e) I I TV £) 111, TV
2. a) malejaca b}, ¢) rosngca
3. a) rosnaca dla m < 5,
stata dla m = 3,
malejaca dla m > 5
b} rosnaca dla m > —%_._
1

stala dla m = — =,

malejaca dla m < —%

¢) rosnaca dla m € (—oo; —1) U
stata dla m € {—1,1},
1;1)

4. a) malejaca b) rosnaca c¢) malejaca

malejaca dla m € (—

5.a)y=2x+1b)y=—gz—2
b.a)y=2r—2,y=—-3a43,y=1%
y=—x—2

b)fyz—%:}:—?‘Z,ysz—?Z

y=—Ax+ 14, y = 3= + 114
7. a)y=—2+3

bjy=—2—4luby=2—4
8. a) (—2,0), (0,6), rosnaca

b} (—2,0), (0, —3), malejaca

c) (—6,0), (0,3), rosnaca

d) (=3,0), (0,
9.a)4 b)6 ¢)2 d) 2

4

—2), malcjaca

5.4. Rownanie prostej na plaszczyinie
(€] 1. a)y=2r—3 b)y= —%:I:—I—S
€)= %1, —1
2. a), b) sa c), d) nie sq
3. a) x = —3. nie Jest
b) y = —3, jesl
¢) & = 8, nie jest

Ln,p,r

o

(1500),

. a) (0,2),

La) ABiy+1=0, DC:y

. a), b), d) nalezy <) nie nalezy

: A= ga: — 1,2z —3y—3 =0, niec naleza

b)y=—1z—2% 4o+ 3y+8 =0,
nie nalczac
c)y= —’]" + 2 ‘?1 3r—Ady+10 =10,
A nalesy, B nic nalezy
(—=1,0) b) (0,1), (3.0)
¢} (0,4), (—%.0) d) (0,-3), (3.0)

e) (0,—1), (16,0) £) (0,3), (5,0)
—2=0,
AD:3x —y4+5=0, BC:3x—y—-10=0
b) AB:x+2y+2=0, DC:x+2y—4=0,
ADhx+2=0, BC:2—-2=10
c) AB:x—3y—2=0, DC:x—3y+6 =0,
ADix4+y+2=0,BC:z+y—6=0

5.a)2z —y—5=0
b) 3z +4y—24 =0
c)y—3=0
b ADvp =2, BCip=7, Alryg=1]
¥, . A, - 1
DC: tj——l :—1( g—gi,—g,

By = ——:t:—i—or

5.5. Wspolczynnlk kierunkowy prostej

.1

2.
6.

1.
2.

3.

. a) PQiRS: % QR:

a) = 2 —%
a), c) Jest b) nie jest
ajy=—32+7 b)y=—3z—1

¢)y=zr+2

Al —%._ B 3,40 l
AB:%? BC:—1,CD:—1, AD:—6

b)y=—-2x+3
cjy=—12x+5
d) y =2z — 3%
e)y=—6 f) y=+3z+1

-a) AB:y=23— 3, AD: y =2z 4+ 6,

Bllry=2z —6‘ CD:y= g';+ =
z '3, a2
h’C.J———a:—I-r (,") y——ér;—i—?%
10 1,

b) PQ: —I. RS: 2, QRi PS: —2
a) najwickszy: 2, najmnicjszy: —2

b) najwiekszy: 1, najmniejszy: %

Odpowiedzi do dwiczenr | zadan, s. 195-202

301 I



5.6. Warunek prostopadlosci prostych

-2. a). b) sa ¢) nie sa

@1

I 302

)
)
[Z] 1. a)
)
)

a) =5 b) —% ¢) 2 d) —3v2
5. a) sz —1
)

Y=3
b q:lUJ_ ~ 1
¢)y=—go+9
ﬁ.a)y:%;r—i—%
b)f;:—ﬁf——l}
c g:—z" 3
T.a)x=6 b)y=-5 ¢)y=-3
g=z%—3 b)y=—du+7
y=3z+1 d)y=—32z

2. a) AB:y=—x+46, BO:y=x—2,
AC:y =5, jest
b) AB:y=—x -3, BC:y=2x—-3,
ACy=ax+ 1, jest
e} AByy = =2, BOwyr= —%.’I: + 2,
AC: y = x4+ 5, nie jest
d) AB:y =z + 2, BC:y = —2,
AC:x = 41 , jest

3. a) AC:y=un—1, BD:y=—x+2
b) AC:y=3x+1,BD:y=—2z+1

4. a) nie jest b) jest

6. Ob=434, P=34

7. a) (=6,—8) b) (—-1,7)

B. lizy = %.’L’ +3, lx:y = — 22+ 8, 0 300%
9.a)y=zx—5 b) y-——é:r

Qyu=3r—11 d)y=—2z+2
e)y=3r—1 f)y=20—11

10. a) AB:y=—x—1, BC:y=2 — 3,
CD:y=—uw+9 AD:y=a+3
b) AB:y = —2w— % BC: y =2z + 3,
CD:y=—2x+3, AD: y=2z+33

5.7. Interpretacja geometryczna
ukladu réwnan liniowych

s
»

a) ©
=1, y=-2
). €) sprzeczny
b) nicoznaczony: x € R, y =22 — 6
3. a) sprzeczny b) nieoznaczony
)

C) 0zNaczony
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i Ay =Bl

b)ya=4,y=—6

c) =2, =1

d) w=1. p=6

e) nieoznaczony, z € R, y = 22 — 2

f) sprzeczny

ca)g=3, =0 Ble=3y=1

f) o= g=ll dyw=1Ly=4%
) sprzceziy

[
I
_|_

b=

f) nicoznaczony, © € R, y = sz

s+y=2
a) np. . 5
—22 4y =

z+2y=4
b) np.
T+2y=-2

3x — 2y =-2
c) np.
6 — 4y = —4

a) a1 =azibi =b

b) a1 =azib #b

c) a1 # az i b1, be dowolne

a) A(—1, -3}, B(3,-3), C(8,2), D(1,2)
b) A(=2,-3), 13(4,0), C(2,4), D(—4,1)
o) A{—2,—4}), B( g,—Qé), C(ils, 5)3
D(2,8)

6. A(—3,—3), B(6,0), C'(5,3), D(—1,1)

10.
12.

a) 12 b) 27

a), d) nie b}, c) tak

a)liils b)liily

a) g =—1, y=—3 hlag=1, =10
e, wel

5.8. Funkcja liniowa — zastosowania

[¢]1.

a) 36000 =t
b) y = 18z + 1500
¥v i i A i

L1101 T R I S R
4500 |-
i W e

O 100 300 500 X



2. a) 100 b) 600 ¢} 1100
3. 60

1. b) 62500 km

2. b) korzystniej z wypozyczalni Waga-
bunda dla licsby godzin wickszej od 4
¢) dla liczby godzin wickszej od 4

3. b) po 4 godsinach
¢) 02,5 km/h

4. a) 0 11.00 b) 20 km ¢) o 12.00

5. 3 h 45 min

6. £ czas [h]
a) di(t) = 16, t € (0;2,3);
dz(t) = 10 — 16¢, t € (0;2,5)
b} d(t) = |32t — 40|, Dz = (0; 2);
polhipol5h

5.9. Zagadnienia uzupelniajace

2.8) i1y

3.a) P, R b) zaden ¢) R

¥y —z+4 Yy < —m+ 2
4 af1" B L
y =z —4dr+4 yo—p—1

y< g+l
o &2
y<zr+l y>—z+1
5.a){y>—x+3 b){y>z+1
&< h 'y<—%:1:—|—-'1
6. P=21

7. a) warto$é najmmniejsza: —5,
wartod¢ najwicksza: 22
b) wartodé najmnicjsza; —3,
wartodé najwicksza: 6
¢} warlodé najmnicjsza:; —3,

wartosé¢ najwicksza: 7

Zestaw powtdrzeniowy 1
1. a) wszystkie b) P, B
2. a) ujemne dla & < —6,
wieksze od 2 dla x > —3
b) wjemne dla x > %‘
wieksze od 2 dla z < 1
¢) ujemne dla z > —&,
wigksze od 2 dla x < —2
3. a} (9,0), (0,3), P=13,5
b) (14,0), (0, —8), P = 56
¢) (—2,0), (0,-22), P =9,375
4. a) rosngca dla m € (—3;0¢),
malcjaca dla m € (—oc; —%)
3
b) rosnaca dlam € (—oc; 9), malejaca dla

stata dla m =

m € (9:00). statadlam =9
5. a) nie nalezy b}, ¢), d) nalezg
6. a) 15 b) 12 ¢) 16
7. a) y = 22+ 9, rosngea

b= —%T + 7, malejaca

¢} y = —6x + 25, malejaca

d) y = Tz + 22, rosnaca
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B.a)y=-20—7 b)y=2z—1 6.1. Miary kqtéw w tréjchie
cgz=-3 dyy= [@)1. b)18f e
e)y=—5z—6 f)z=-3 2. a) 15, 60°, 105° a) 17,5, 55°, 107,F
9. a) f(z) = 32 — 3 3. 167, 1287, 36°; 52°, 34°, 74°;
b) f(z) = 5z +4 547, 567, 70°; 124°, 20°, 36°;
o Je)=—dpt 22 20°, 86°, 74%; 047, 16°, T0°
d) f(x) = V2 Z)1. a) o= 227, 3 = 48°
Zestaw powtorzeniowy I b) o = 60", 3 =30
1. a) z € (—oc; —3) b) z € (—4;oc) % A, By 0
¢) z € (2¢/2; ) 3. a) o =30°, 3=280", v = 50"
2. 8) y=3z,y=—52, y=—2x+ 71, jest b) o = 52°, 3 =527, v = 76"
b) -yz%:I?—i—%,-y:—:t—FS:J:—%I—i—l%, 4. 36°, 144°
jest 6. 60°, 110°, 160°
3. AB:y=1¢—-2 BC:y=—2¢+8, 9. a) 540° b) 720° ¢) (n—2) - 180°
Clry= é'r—|— 3, B hey = =Jgg==7 10. 10
4 a)z=-3,y=2 b)lz=3,y=06 11. YAEF = 65°, YAFB = 65°,
¢) sprzeczny d) @ = —3, y = —1 XBCF = 26", YEFD = 82°,
e)x=8y=5 fla=-8y=-T7 XDFC = 36°, ¥CDF = 71°
5. a) (0,2), (l 3), (2,0), P =2 12. 36°, 36°, 108°; 36°, 72°, 72°
b) (—4,-2), (4,4), (—1,4), P=15
e) (-2, 5) (_2$%) ‘b 8) P=529 6.2, Trojkaty przystajace
6. (~1,-3), (4,~1), (5,5), (0, §), €. |- = |DF),
Y= %r—k% ¥ = %fb‘—% |BC| = =$EDF,
7. a) wierzchotki: (—4, —6), (4,0), (1,4), FABC = DLF, YACB =4DFE

2. a), b) nie

3. a) KBK b) BKB ¢) KBK
6. a), d) tak b), ¢) nic
¥

. szesd

spodek wysokodci: (0, 2)
b) wierzchotki: (—4,1), {(4,5), (—1,—5),

spodek wysokosci: (5, —1)

8. (2.0), (6,2). (3,4) )

Zadania testowe 10. a) 6 b) 8 ¢) 12

1.D 22A 3.A 4A5B6CT7D S8 A 13 dwa
9. (!

6.3. Twierdzenie Talesa

Przed obowiazkowa matura z matematyki [€]1. a) . . W . .| b) 2,4

EXZ AD[* BC F|

1. —4 2. b) |DE| =3, |AD| =6
3.y=-22—8 3. |ED| =103

4 7 5. ) Np. {25! = a7 Gam = WA

5. 12 ot = fom

7. AD:y= 22 —5, CD:y = ll.,t, + 4 [E]L. 8} =6, 9=24 b)le=10, g= 12
8. 39 p. 3% e, 4 em, 2% crn

9. 38,5 5.a)kim b)lim
10. (2,0) 6. x =12, y=18
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6.4. Wielokaty podobne

1. a), ¢) jest b) nie jest

2. a) sa b) nie sa

3. a) F1 do Fu: 2, F, do Fu:
b} F1 do Fu: % b dob: &

4. a) k=12, |CD| =45, |A'D'| =78,

AT ETR T [

IB'C'| =172
b) k=25, |CD| =5, |AB| =5,
|A' D =24

5. a) 54 cm
b} wysokosel réwnolegtoboku ABCD:
3v3 cm, 63 cm,
wysokosci réwnolegtoboku A'B'CY 1)
23 em, 9v/3 ¢cm

]

1. a) 5:8 b) 1:2

2, 2:3

3. a) 120 ecm b) 20 ¢m

5. a) 40, 100 b) 3:2

6. 3, 6, 7.5, 7.5

T b="72 em, Bl =5 om,
suma obwoddéw: 73,5 em

8. 14/2

9. 1,25
12, a) tak, k=24 b) tak, k =

13. a) 10 ¢m, 15 ¢cm b) 4 ¢m, 6 ¢cm

==

6.5. Trojkaty podobne
[Cll. & =8 y=83, k=2
2. a) sa b) nie sa
5.a)§ b)F
L. 17 135,k =
Ty iTy, ks =
2. a) k=0,75, Ob=34%
b) 10, 20, 25
3. a)r=29y=25
ble=15 =13
4. a) 52,5 b) 18,75
5. a) 20, 22 b) 224, 28
6. a) 2
b) ADEC: 64/5 4 10,
AABC: 95 + 15

] =y 6]

11.

12,
13.
15.

a) AABC ~ ACBD,

NABC ~ NACD,

ACBID ~ NACD

b] 1.8, 3.2

20 cm?

b) 2 em, Prapo = 16 cm?,
Propo =4 cm?

b) 25 cem?, 15 em?, 15 ¢em?, 9 cm?
a) 12145, k=2 b)8,6,6, k=3
k=2,0b=6+2/5P=1

6.6. Pola wielokatéw podobnych

1.
3.
4.

H) k= &, % = é
) 0,9 b) L5
k=1, 0b = (16+2V5) cm,
Obs = (8 ++/5) ¢m

L% P A
by k=2 £ =1

5. a) 1:800 b) tak ¢) 576 m?

.a) k=2, Ob=30 cm

B

b) k= 1, Ob=32em
c) k=2, 0b=28cm
[Z)1. a) k= 0,75, P = 81 em?
b) k=2, P =400 em’
2. 200 cm”
3. a) (14 4+ 2v/29) cm

g

b) 124/17 cim, 36+/17 cm

100 ¢m

a) 20 dm?, 320 dm?

b) (12 4 6+/2) em, (36 4 18v/2) cm

6. 1200 cm?

T 2

8.

9. (15 + 9v/3) cm
10.
11.
12.
13.
14.
15.

30 cm x 45 em

6,
23,
625 m?, 400 m?
SERSE

a) 16:25 b) &
40 cm

N

2 ¢ 2
cim”, 10 cn

on

Fraktale

1.

27

64
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6.7. Twierdzenie o dwusiecznej
kata w trdjkacie

[€]1. a) 34, 92

b) V8 — 18 — B, 22,

4—93.243—3

6] 12 d) 22 —1

Z)1. a) 1,25, 3,75

b) 4,5, 7,5
2. BOP: V2 +4+/4— 22,
BAP: 2+ /4 —-2y2

5.a) 2,7 b)6,9

Zestaw powtérzeniowy I

1. a) 30°, 607, 90°
b) 207, 60°, 100°
c) 15°, 67730, 97°30

2. 50°, 60°, 70°

3. a), b), d) tak
c) nie

4. a) 125 cm, 12,5 cm, 10 cm
b) 5v/2 cm, 5v/2 em, 4v/2 ¢m

5 |PQ|=4dm, P=2dm?

6. 36

7. 3,2 cm, 4.8 ¢m; I% cm, 2% cm;
2 cm. 4 em

9. 160 — 40v/2 ~ 103 [m],
804/2 & 113 [m]

Zestaw powtérzeniowy I1
2. 21375 b) 144
3. a) 100 cny, 160 cin
b) 10 dm?, 40 dm?, 360 dm”

Zadania testowe
L.A 2.¢ 3.A 4. 5D 6. A

Przed obowigzkowsa maturg z matematyki
1507

9

96 cm

6 cm, 6+/3 cm, 64/3 cm

6+ 3 (v5+V13)

Eﬁmi‘.ﬂrlhbal\b
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7.1. Wykres funkcji f(x) = ax?

[¢]2. a), b) nie nalezy c), d) nalezy
3.a)6 b)2 )05 d)0.75
4. a) roénie w {—oc;0), maleje w {0; o)

b) 0f symetrii: x = 0, wierzcholek: (0,0)

5. filw) = —d®, file) = —222,
f3(z) = =22, fulz) = — 122,
fs(z) = —3?

L a) f(D) = (—8;0)
b) [(D) = (0;4)

¢) £(D) = (0;12)
d) (D) = (~8;~2)

Bl

5.a)a=4 b)a=
Sla=>0 dj g=2

o1
6. a = 16

T njpa=d o= 2
cJa=-4 dya=1

i

7.2. Przesunigcie wykresu funkceji
f(z) = az* wzdluz osi OX i OY
[€]1. a) (=3;00) b) (1;00)
€) (—o0;—1) d) (—oci2)
2. a) maleje w (—o0; —3), rodnie w {(—3; oc)
b) maleje w (—oc; 1),
rosnie w {1;00)
¢) rodnie w (—oc; —2),
maleje w {—2; 00)
d) roénie w (—o0; 2}, maleje w (2; 50)
3. a) W(3,-2) b) W(-2,1)
4. a) W(4,2), 1 jednostki w prawo
i 2 jednostki w gore
b) W(6,—1), 6 jednostek w prawo
i1 jednostke w dét
¢) W(—6,—3}, 6 jednostek w lewo
i 3 jednostki w dét
d) W(—1, 1), pol jednostki w lewo

203
i pét jednostki w gére



4

5. a) maleje w (—oc; 3}, rosnie w (3; 00),

£(D) = {—4; 0), W (3, —4)

b} malcje w (—oc; —2), rodnic w (—2; o},

HD) ={2y00), W(—-2,2)

¢) roénie w (—oc; —4), maleje w {—4; o),
F(D) = (—oc; —1), W(—4,—1)

d) roénie w {—oc; 1), maleje w {1; oc),

J(D) = (—oc33), W(1,3)

[Z]1. a) g(x) = (x — 3), roénic w (3;00),
maleje w (—o0; 3)
b) g(x) = (z + 2)?, roénie w (—2;00),
maleje w (—oc; —2)
2. a) gle) = —[& 4243

b) g(z) = —(z — 1)* - 2

a) W{0.2),z=0

b) W(0,—4), # =0

&) W(2,0), 2 =2

d) W(-1,0), x = —1

e) W(l,—4),x=1

£) W(-3,1), 2= -3

a) (—oc;4) b) (—oo;—1)

€) (—oc;1) d) (—o0; 1)

e} {1;00) f) {(—8;00)

g) (=200) h) (—o0i1)

i) (—4;00)

a) f(D) = (—6;00), maleje w (—oc; 0),
roénie w (0; oc), W(0, —6)

b} f(12) = {0; 00), malcje w (—o0; 4),
rodnie w (4; o0), W(4,0)

¢) f(D) = {5;00), maleje w (—oc; —2),
rosnie w (—2;00), W(—2,5)

d) f(D) = (—00;9), roénie w (—oc; 0},
malcje w (0; o0), W(0,9)

e) f(D) = (—o0;0), roénie w {—oc; —8),
maleje w {—8;20), W(—8,0)

£) f(D) = (—o0; —2), rosnie w (—o0; 3},
maleje w <§ oc) W(3,—2)
g) f(D) = {1; 00), maleje w (—oc; 2),

rogiic w 2, oo), Wi(2,1)
h) f(D) =
maleje w {1; 00), W(1,4)

i) f(D) = {—/2;cc). maleje w (—oc; —3),
rodnie w {—3;00), W{—3,—/2)

—oc; 4}, rognie w (—20; 1),

6. a) f(x) = sa® — 1 b) [(2) = 4(= — 3)*
¢) fla) = S +2)? +2
d) f(z) = Ha - 2)? +2

7. a) f(D) = (2i00) b) f(D) = (~4;00)
¢) F(D) = (=21%0) d) £(P) = (3;0)

&) F(D) = (—o00;2)
£) £(1) = (—o0; 1)

7.3. Posta¢ kanoniczna i postaé ogdlna

[¢]1.

(z]1.

.a}b b)& ¢
LA W(=2 3 y=4(z+2)>+ 2

funkeji kwadratowej (1)

a) y = —2a° + 122 — 12
S 1.2 I, .1 &
b) Y = _E'L = E.Iﬁ T g

¢) y=3z" — 30z + 84

. d)y =fe—4)F 10, W('l —10)

b) y = (z +2)* +4, W(-2,4)
(‘)q—(.n—J R i 11(3 —11)
Du= (D74 Wih-S
c)y:(w—l—z)z,ﬂ(
ey - -
d) e 08 1)2
2
)ﬂ(l,S g=—2x—1)>+3
¢) W(l,2). y=32(xz—1)°+ 1
a)y=ux"—x+1%
b) y=—a*+8x— 19

ey y=22%—12x+19
d) y= —3z° — 12z — 16
)y =4’ +

f) f;——gf +2r+1

Wi(=1,1), W,(3,-2), Wi(4,2),

fla) =80 £ 1P 41=5" 4 dx 3,
g(z) =2(x—3)* — 2= 22" — 122 + 16,
h(z) =2z —AP +2=2z% — 165 1+ 84

.a)g(z)=3(r—-3)"—-2=32"— 182+ 25
b) g(z) = —4(z+5)* + 100 = —42” — 40z
.a)81 b)—7 ¢)1 d)0 e) 42 f) —11

. a) A =28 W(=2,-7)

b) A = 32, W(3,8)

c) A =56, W(—1,-7)
d) A =12, W(1,1)

e) A=-2 W3 3)
§)A=1,W(E 1)
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11.

a) W{-12), flz}=(z+ 1"+
b) W(4,0), f(x) = +(z — 4)°

&) W(Ll,b), fle) = —4{x—1)* + 5
d) W(-2,-15), f(z) =2(z+2)° - 15
e) W(i,—3), fla)=(x—23)* -1
f) W(11,11)

fla)= —2(x —13)* + 42

als= L, flo) = Aw— 11%—1

b) c= -2, f(x) =2z —1)* — 4
e} e=6, flr)= Az — 1)* +4

dj e=2, flz) =2z—1)*

e) e= =20, fla) =2(z—1)*—22
Q) fil) =~z 17 + 4,
fal@) = 3o+ 1)° +3

falz) = —-l—(a‘? —6)* +3

fal@) = —2(xz+3)* +3

b) fi — czerwony, f> — niebieski,

fa — zielony, fi — czarny

.a)25 b)1l ¢} 20
10.

a) W(l,-3) b) W(2, 1)

c) W(-3,~19) d) W(-2,1%)
o) W(-3,—3) ) W(-1.5)
a)y=(z—2)7-6
b)y=2(x—-2)2-7

¢ y=—3(e— &)’ + 12
d)y=—2(z+2)*+3
e)y=8(z— %)%
f)y=—3(x-2)° l

7.4. Posta¢ kanoniczna i postac ogodlna

1. a) W(

. a

funkeji kwadratowcj (2)
—2,-3), 4= (& +2)‘2 —3
b) W1, —2), e;——(r—l) -2
c) W(-1,0), y = 2(x + 1)*

d) W(—2,3),y=—2(x+2)°+3

e) W(-1,-1), r;_.(f—l—l) —1

f) W(=2,5),y=—2(a+2)°+5

) W(1,1) b) W(—13,65) ¢) W(2,9)
.a)b=—4 b)b=28

c)b=4 d)b=—6

a) flg)=—(g—2) 2 +3=—g 4 45 2
b) f(z) :—2(;:—4) —2%% + 162 — 32
c) flz) =2(x+1)%2 -6 =22% 4+ 4z — 4
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a)a=3,b=-2c¢c=2

b = 1,6 2p="0

ga=— b=M,6=3
d)a=-3,b=-6,c=

oli=21, =% p=]

f) f=—2,8 =8 g=—4

f(x) = (z —3)? = 7, roénie w (3;00),

mdleje w (—o0;3), f(D) = (—T;0¢0)

b) f(2) = (@ 1 4,

maleje w (—o0; —1}, rodnie w {—1;00),
J(D) = {(—400)
c) f(x) = 2(x+2)% —4, rodnie w (—2; o0),

malcje w (—o0; =2}, f(D) = {—4; )

d) fle) = -2z 3)" + 3.
rosnie w (—o0; %}, maleje w (% oc),
#(D) = (~o0; 1)

e) f(z) = 2(z—4)* + 1, roénie w {4; x0),
maleje w (—o0;4), (1) = (1;0)
f) f(z) = —3(x

maleje w {—2; 00

+2)4, rofnic w (—oo; —2),
)y (D) = (—00;0)
a)y=(x+3)*—17
b)y=—(z—3)*+1

¢) y = 2(x+6)*—26

d) y=—1(x—12)% +28

o) y=-2—3)"—3

f)y=2(x+2)"- 2

cab=—4,e=8 b) b=2c= —2

c) b= l,c:--g
d] b=0u0=3
e) b= —-20, e=100
fl =8, g="20

a) b= —2.6 = 1, fle) = (1)
b)b=8,¢c=2, f(z)=(x+4)° - 14
c)b=—6,c=—6, flz)=(x—3*—-15

d)b=1c¢= -4, f(x)=( ;_|_1)2__

a) f(z) = 32% -2

b) f(z) = —3(z — 1)2 + 1
a) flz)={z+1)°

b) f(z) = (z+1)*+3
) fle)=1(e+ 12 =1
d) f(z) = —(z—2)*+14
e) flz) =(xz—3)°—1

f) fla) =—(x—4)>+38



8. a) f(z)=(x—1)*+4 4. a) f(x) = (& — )% — 4, W(2,—4)
b) fla) = 3(x + 2)* —|— 3 b) flz) = —(z — 1) — 2, W(l,-2)
¢) flr) = A +3)° -4 ¢) fla) = (@ + 5> + 1, W(-5,1)

d) f(x)= —(z—4)> -1, W(4,-1)

7.5. Zagadnienia uzupelniajace g, =1 e 1, i

1. a)y=32° b) y=—3a° b= -2 p=4, fl)=(e—17 +38
)y =5z’ elb=4d, =58, f(;:):(1'+2)2+2
2. a)y=1, F(0,—3) d)b=-8c=15 f(z)=(z—4)°—1

b) ?}:—E:F(U«l) 6. a) f(:f:):-:r:z—l—l

&y=5 Fll,—g) b) f(z) = 22°

d} y = -2, F(0,2) c) flw)=—a°+3
5 a) y =0, F(Og 2) d) f(’L) = —dg® 46

b) y = —3, F(0,—1) 7. a) a = 3, f maleje w (—oc; 2),

rodnic w (2;0¢), f(D) = {—1;20)

Zestaw powtdrzeniowy b) a= _%’ { HotE W (—a6id),
1. h maleje w (4;0¢), f(12) = (—o0; 3)
3. a) f(I) = (~T;00), rosnie w (0; 0c), 8 = 2.4 maldow (~ea— 1

malsje w (—oc; 0) rofnie w {—1;00), f(D) = (—4;00)

b) [(D) = (=5;0c), rognic w {—1;00), d) a = =2, f rofnie w (—oc; —2),

maleje w (—o0; —1) maleje w (—2; 00), f(D) = (—oc; 5)
¢) f(D) = (—oc; 19), rodnie w (—o0; —3), 8. P(z) = %-’32- D = (0;6)
malcje w {(—3; 20) 9. P(z) = 32*, D = (0;4)
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Indeks

argumenty funkcji 135 kat zewnetrzny trdjkata 226

B katy przylegte 226
barycentrum tréjkata 227

kicrownica paraboli 275
btad prayblizenia 23

krzywa Kocha 250

cechy kwadrat
podobiefistwa trdjkatéw 241, 242 roznicy 33
podzielnodci liczb 14 sumy 83

przystawania trojkatdw 228, 229

przystawania wielokatdw 232 liczba logarytmowana 40, 41

liczby
dhugosé okresu 21 catkowite 15, 19
dopetnicnic zbioru 61 czworokalne 86

dowdd twierdzenia lalesa 236

dwusieczna kata 225, 227, 251
konstrukeja 253

dziedzina funkcji 135

dzielnik 10, 15

naturalne 10, 19
nieparzyste 10
nicwymicrne 18, 19
parzyste 10
pierwsze 11

clement zbioru 56 pigciokatne 86

Euklides 11 trojkatne 86
wielokatne 86
figury przystajace 228 wymierne 15, 19

fraktale 250

funkeja 134, 1356
kwadratowa 261
liczbowa 140
liniowa 186

wzglednie pierwsze 15
ztozone 11

logarytm 40
dziesietny 40

; - iloczynu 41
logarytmiczna 178 )

malejaca 149, 194

monotoniczna 151

ilorazn 41
potegi 41
niemalejaca 150 —
nierosnaca 150 I = '
przedziatami monotoniczna 151 i e
rosnaca 149, 194

stata 150, 194

wyktadnicza 176

przeciwnych wspolezynnikéw 111,
111
micjsce serowe [unkeji 137
liniowej 193
googol 39 mnozenie sumy algebraicznej przez
TEE— jednomian 741
1iperbola

) S najmniejsza wspdlna wielokrotnogé 12
iloczyn zbioréw 59 - ) o
najwickszy wspdélny dzielnik 12

kartezjaniski uktad wspéhrzednyeh 139 nazwy wiclkich liczb 39
Kartezjusz (René Descartes) 139 nicréwnoéci réwnowazne 70, 71
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nierownose
nieostra 70
ostra 70
sprzeczna 88
tozsamosciowa 88
trojkata 230

notacja wyktadnicza 47

odbicie svmetryczne funkcji 167, 170
ognisko paraboli 275
ortocentrum trojkata 227
os
odcietych 139
rzednych 139
symetrii paraboli 266

parabola 148, 261, 262
pck prostych 191
pierwiastek
iloczynu 27, 30
ilorazu 27, 30
kwadratowy (drugiego stopnia) 26
n-Lego stopnia. 31
szedcienny (trzeciego stopnia) 29, 30
podstawa
logaryvtmu 40, 41
potegi 33
podzbidr zbioru 57
podzielnogé liczb 10
postad
dzicsigina liczby 21
kanoniczna funkeji kwadratowej 268
ogélna funkeji kwadratowej 268
polgga 33
o wykltadniku caltkowitym ujemnym
o wykladniku wymiernyin 36
potptaszezyzna
domknigta 215
otwarta 215
procent 44
programowanie liniowe 217
promil 44
proporcjonalnosé
odwrotna 172
prosta 195
prosta prostopadta — konstrukcja 254

34

prosta rownolegla — konstrukeja 254
proste

prostopadte 204

rownolegle 187
prostokatny uktad wspétrzednych 139
przechodniosé 73
przeciwdziedzina funkeji 135
przedzial

lewosgtronnic domknigty 64

obustronnie domkniety 63

otwarty 63, 64

prawostronnie domkniely 64
przckalna picciokata 18
przesuniceic wykresu [unkeji 163
przyvblizenie

7z nadmiarem 23

z niedomiarem 23
punkty kratowe 139

reguta zaokraglania 22
rozktad liczby na czynniki pierwsze 12
rozwiazanic uktadu réwnan 103
rozwiniceic dzicsiotne liczby 21
réwnanic

kierunkowe prostej 197

ogolne prostej 198

sprzeczinc 88

tozsamodciowe 88

# dwicma nicwiadomymi 102
réwnowazne uktady réwnan 106
régnica

kwadratow 84

zbiordéw 61

skala
logarytmiczna 413
pH 43

podobiefistwa 238
Richtera 43
solanka 121
sposoby przedstawiania funkeji 141
stezenie procentowe 121
stosunck pél figur podobnych 247
suma zbiordéw 60
symetralna odcinka 227
kongtrukeja 253

szesciokat foremmy  konstrukeja 255

Indeks
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gniezvnka Kocha 250 wielokaty

érodek podobne 237
ciezkosel traojkata 227 przystajace 228
peku prostych 191 wielokrotnogé 10

grodkowa tréjkata 227 wspotezynnik

kierunkowy prostej 187, 200

TicTlag: 224 interpretacja 201
ostrokatuy 224 proporcjonalnogel 172, 195
prostokatlny 224 wapbtrzedne

punktu 139

wierzchotka paraboli 266, 269

rozwartokatny 224
Sierpinskiego 250
tréjmian klwadf'atowy 261, 268 wilkdadnikopotest 33
Lr}iLhULUH_Md e wykres funkeji 1410
twierdzenie v e g
e v s oty ineadis FTE 64 liniowej 186
AR eierdemin Lalesa. @ bl CRRRTARTL b A Abemdis 2R
Pitagorasa 18

o wysokodé trojkata 227
Talesa 233

wzOr
uktad L.cibniza 25

# # # . » 3 o ! .""’ g ES 1l
dwdch réwnan z dwiema niewiadomymi Wallisa. 25
103 wzrost wyktadniczy 177

nieoznaczony 109, 208 b

zbhiory

oznaczony 109, 208 °} -

; o ; rozlaczne 6

rownan liniowych 109 ’ 2 ol
rowne 57

sprzeczny 109, 208 o

i . . s zbidr

trzech réwnan z trzema niewiadomymi 126 ] .

licsb calkowilych 15

liczb naturalnych 10
licsh niewymicrnych 19

ulamek nieskracalny 15, 24
utamki
duzicsigine 21

egipskie 17 liczb rzeczywistych 19

liczb wymiernych 15

wartosé nieskonczony 56
bezwzgledna liczby 91 pusty 56
interpretacja geometryczna 91 skoficzony 56
funkeji 135 warlodei funkeji 153, 154
wielkogci ztota liczba 535, 240
odwrotnie proporcjonalne 172 ztoty stosunek 55
wprost proporcjonalne 195 zwierciadto paraboliczne 276

BN 312  Indeks






nowa
Twoje mocne strony MATeMAtyka
era

Podrecznik MATeMAtyka 1 do zakresu podstawowego w spojny i przystepny sposob
wprowadza ucznia w zagadnienia matematyczne. Umozliwia przeprowadzenie ciekawych
lekcji w szkole, jednoczesnie pozwalajac na efektywna samodzielng nauke w domu.

.m
ey LI TS

Rarvin e ombm o el (i
£ g sk i e el e 2 L
1...,.....\;“:-—_—--
Tk

I Czytelny uktad

Przejrzyste wprowadzenia nowych tresci,
rozwigzane przyktady, proste ¢wiczenia

i utozone zgodnie ze wzrastajacym stopniem
trudnosci zadania tworzg czytelny ukiad
kazdego tematu, ktdry utatwia prace

na lekcjach i w domui,

i B, b

'\—p- th-lthm 1&\"1_
- “Juis N
v-,_u-‘..m- -.-m\- »:-.-lhh

bt s et viemies pesm k| Werviad 1 g he

o B 4= pA = AT

Pomocne sekcje

Warto powtdrzy¢ pomagaja lepigj przygotowac
sie do kolejnych lekeji. Warto wiedzied
uzupetniajg i rozszerzajg tresci z lekgj.

Réznorodne formy przekazu

Ciekawe infografiki | Zagadnienia uzupeiniajgce
urozmaicajg prace na lekcjach i zachecajg
ucznidw do samodzielnych poszukiwarn.

@ WIESZ, UMIESZ, ZDASZ

Kazdy dziat podrecznika MATeMAtyka 1
koriczy sie dwoma zestawami
powtdrzeniowymi, dzigki ktérym uczniowie
moga utrwali¢ zdobyte weczesnig)
wiadomosci. Nastepnie zaczyna sie sekcja
zadan zamknietych i otwartych, w ktorej
znajdziemy tez Sposoby na zadania
pokazujace rozne metody rozwiazywania
zadan.
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