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Jak jest zbudowany nasz podrecznik

Podrecznik do matematyki dla branzowe| szkoty [ stopnia zostat zaprojektowany
z uwzglednieniem potrzeb i stylu nauki ucznidéw. Pomoze im szybko przyswoid niezbedne

informacije, skutecznie powtorzyc wiadomosci oraz przygotowac sie do sprawdzianow
| kartkdwek.

Przed rozpoczeciem korzystania z podrecznika, zapoznajcie sie z jego budowa i przyjrzyjcie
sie wszystkim jego elementom. Zostaly one skonstruowane tak, by utatwic¢ wam nauke
| pomoc w blyskawicznym znalezieniu potrzebnych zagadnien.
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LICZBY RZECZYWISTE




1.1. Zbior liczb rzeczywistych
| jego podzbiory

Liczby naturalne

Pierwszym poznanym podzbiorem zbioru liczb rzeczywistych jest zbior liczb natural-
nych.

Oznaczamy go symbolem I7.
N=10,1,2,3:4,..4
i N
Podzbior
Zbiér B jest podzbiorem zbioru A, co zapisujemy sym- A
bolicznie 8 C A.
Zbior B nazywamy podzbiorem zbioru A, jezeli kaz- BCA
dy element zbioru B jest rowniez elementem zbioru A.
Méwimy, ze zbidr B jest zawarty w zbiorze A lub zbiér
A obejmuje zbior B.
5 J

Liczb naturalnych jest nieskonczenie wiele. Najmniejszq liczba naturalng jest 0, natomiast
nie ma najwiekszej liczby naturalnej. Kazda nastepna liczba naturalna jest o jeden wieksza
od poprzedniej. Rozmieszczenie liczb naturalnych na osi liczbowej przedstawia rysunek.

d y t -
012 3 45 6 7 8 9 1011121314 X

Pomigdzy dwiema kolejnymi liczbami naturalnymi nie moze znalez¢ sie inna liczba
naturalna.

Dzialanie jest wykonalne w zbiorze wtedy, gdy elementami dzialania sa liczby tego
zbioru oraz otrzymany wynik jest liczba tego zbioru. W zbiorze liczb naturalnych za-
wsze wykonalne sa dzialania: dodawanie i mnozenie, Pozostale dzialania sa wykonalne
pod pewnymi warunkami, np. odejmowanie tylko wtedy, gdy od wiekszej liczby odej-
mujemy mniejsza lub réwna, dzielenie — gdy dzielna jest wielokrotnoscia dzielnika,
a dzielnik nie jest zerem.

Jednym z podzbiorédw zbioru liczb naturalnych jest zbidr liczb pierwszvch, czyli takich,
ktore dziela sig przez 1 i sama siebie. Liczby majace wiecej niz dwa dzielniki nazywamy
liczbami zlozonymi. Liczby 0 i 1 nie sa ani pierwsze, ani zlozone.

Liczbami pierwszymisanp.: 2, 3, 5,7, 11, 13,17, 19, 23, ...

[ LICZBY RZECIYWISTE



Cwiczenie 1.

Wyznacz najwiekszy wspdlny dzielnik (NWD) i najmniejsza wspolna wielokrot-
nos$é (NWW) liczb 1321 220.

Rozwiazanie:
Rozkladamy obie liczby na czynniki pierwsze.
132 |2 220 |2
66 |2 110 |2
23 |3 S
11|11 11 |31
1 1

Obliczajac NWD liczb 132 1 220, mnozymy przez siebie powtarzajace si¢ w obu
liczbach (podkreslone) czynniki pierwsze.

NWD(132,220)=2-2-11 =44

Obliczajac NWW liczb 132 i 220, mnozymy mniejsza z tych liczb przez te czynniki
pierwsze drugiej liczby, ktore sa niepodkreslone.

NWW(132,220) =132-5 =660

Liczby catkowite

Nastepnym zbiorem jest zbior liczb calkowitych. Zbior liczb calkowitych oznaczamy
symbolem 7.

E — *Fli-_] -ar _l?l' -l| ﬂlr lp -l?n| jp |--+E
Liczb calkowitych jest nieskoriczenie wiele. Nie istnieje ani najmniejsza, ani najwigk-

sza liczba calkowita. Kazda nastepna liczba calkowita jest o jeden wieksza od poprzed-
niej. Rozmieszezenie liczb calkowitych na osi liczbowej przedstawia rysunek.

6-5-4-3-2-10 12 3 4 5 6 X

Pomiedzy dwiema kolejnymi liczbami calkowitymi nie moze znaleZé sie inna liczba
calkowita. W tym zbiorze zawsze wykonalne sa dzialania: dodawanie, odejmowanie
i mnozenie. Dzielenie mozna wykona¢ tylko wtedy, gdy dzielna jest wielokrotnoscia
dzielnika, a dzielnik nie jest zerem. Kazda liczba naturalna jest jednoczesnie liczba cal-
kowita.

Liczby wymierne

Kolejnym zbiorem s3 liczby wymierne. Sa to takie liczby, ktére mozna przedstawic
w postaci ulamka i gdzie m, n sa liczbami calkowitymiin=0.

n
Zbior wszystkich liczb wymiernych oznaczamy jako ().

1.1. ZBIOR LICZB RZECZYWISTYCH 1 JEGO PODZBIORY
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Liczbami wymiernymi sa np. liczby: _E; 5;5:[];—2;]125;—3;1].
Liczb wymiernych jest nieskonczenie wiele. Nie istnieje ani najwieksza, ani najmniej-
sza liczba wymierna. Pomiedzy dwiema liczbami wymiernymi moze znalezé sie inna
liczba wymierna. W zbiorze liczb wymiernych wykonalne sa dzialania: dodawanie,
odejmowanie, mnozenie i dzielenie (jezeli dzielnik nie jest zerem).

Kazdy ulamek zwykly mozna przedstawi¢ w postaci dziesietnej. Mozna go rozszerzy¢ tak,
aby w mianowniku byla liczba: 10, 100, 1000 itd., lub podzielic licznik przez mianownik.

Cwiczenie 2.

Znajdz rozwiniecia dziesietne podanych ulamkow.

5 0.4/8 4 8.
i IREIE
Rozwiazanie: = —:-L'-'g- >
5 125 2
3=51_3=ﬁ-5 — 0625 _ 132
8 8125 1000 280

16 -

33 1160
Rozwiazanie: =132
16 280
— =10,(48) =264
3 16

Liczby niewymierne
Liczby niewymierne to liczby, ktore maja rozwiniecie dziesietne nieskoriczone nie-
okresowe.

Z liczbami niewymiernymi spotvkamy sie, np. obliczajac pierwiastki kwadratowe (lub
szescienne), bowiem nie zawsze potrafimy wskazac taka liczbe wymierna, ktorej kwa-
drat (lub szescian) jest réwny danej liczbie podpierwiastkowej.

Zbior wszystkich liczb niewymiernych oznaczamy jako ',

Liczbami niewymiernymi sa np.: V3 : s ; 0,102030...; m.

Zbior liczb wymiernych oraz zbidr liczb niewymiernych lacznie tworza zbior liczb
rzeczywistych.

Oznacza sie go litera E.

Kazdej liczbie rzeczywistej moina przyporzadkowac dokladnie jeden punkt na osi licz-

bowej, czyli prostej, na ktorej ustalono dodatni zwrot, obrano punkt zerowy i ustalono
jednostke odlegloscei.

Liczby odpowiadajace zaznaczonym punktom na osi liczbowej nazywamy ich wspél-
rzednymi.

I LICZBY RZECEYWISTE



Cwiczenie 3.
1
Zaznacz na osi liczbowej punkty o wspélrzednych: —3; —2 E; 0; 1; 4,5,

Rozwiazanie:
AR C D E
8 g
- =3 -2-1 0 1 2. 3 & b X

|
Punkt A ma wspolrzedna —3, punkt B ma wspolrzedna _ZE' punkt C ma wspol-

rzedna 0, punkt D ma wspolrzedna 1, punkt E ma wspolrzedna 4,5.

Pordwnujac liczby, pamietajmy, ze kazda liczba dodatnia jest wieksza od kazdej liczby
ujemnej. Rdwniez liczba zero jest wieksza od kazdej liczby ujemnej. £ dwdch liczb
ujemnych wieksza zas jest ta liczba, ktora odpowiada punktowi lezacemu blizej zera
na osi liczbowej.

Cwiczenie 4.

Uporzadkuj rosnaco liczby: -2 i-; 1,5;0;2 i; —-l-.

. : 2
Rozwiazanie:
Rysujemy os liczbowg, obieramy jednostke 1 zaznaczamy punkty o danvch wspélrzed-
nych.
'l } | -'1—'-‘ | L } "1 Iy -
s s 2=
2 5 5 0 1. 1.8 4

1 1 1
Porzadkujemy je rosnaco: —2— < —— <0< 1,5 < 21.

ZADANIA DO ROZWIAZANIA

8 3
1. Sposrod liczb: 6; 3-}5; s —E: —7.2: 4: —8: —Eg; 356 wypisz do zeszytu te, ktore sa

liczbami:

a) naturalnymi

b) calkowitymi dodatnimi
¢) calkowitymi ujemnymi

4 |
2. Dane sa liczby: '\:!':;; JE; Hﬁ; 's"r-ﬁ; Jj; JH; Jj Ktére z nich sa liczbami niewy-
miernymi? i .

3. Czy dlugosé przekatnej prostokata o bokach 3 i 5 wyraza sie liczba niewymierna?

9 5
4., Krtorezliczb: a= E, == E L= I—, d = —, maja rozwiniecie dziesietne skoni-

B—— 60" 28 16 11

1.1, ZBIOR LICZB RZECZYWISTYCH I JEGO PODZBIORY
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5. Czy prawda jest, ze przyblizenie dziesietne liczby J22 2 dokladnoscia do jednej
dziesiate) wynosi 4,77
6. Zapisz w zeszycie podane liczby wymierne w postaci ulamkow zwyklych: —2 }.1:
1 2
0 —1,25:3—:12— 12,24,
5 7
7. Podziel podane liczby na liczby pierwsze i liczby zlozone,
11 17 18 101 111 375 1221
8. Zaznacz na osi liczbowej w zeszycie punkty, ktorych wspdlrzedne odpowiadaja
podanym liczbom. Do kazdej z nich podaj liczbe przeciwna.
:ﬂ'—fll;_:'.'rl—;ﬂ;—ll;1l b) ll;—lE;U; 1;.—E
3 2 4 2 6 3 2 3
9. Odczyta) wspolrzedne punktéow zaznaczonych na osi liczbowej,
al b)
A B # D = A B . 0 3
. L & L ] R
0 1. X 01 X
10. Uporzadkuj podane liczby:
a) od najmniejszej do najwiekszej: —3; 0; —2; 1; —4; 6; 66; —6.
b) od najwiekszej do najmniejszej: 3; —4; 7, 9; —8; 0; —18; —19.
11. Po wykonaniu dzialania V50 —(1++/2) otrzymano wynik, ktory z dokladnoscia
do czesci setnych wynosi 4,65, Sprawdz poprawnosé tych obliczen.
12. Dane sah-:z]::—v 2—1;42—-1;1— \4"'_ ~..|'{_ 2\.‘!_ Sprawdz, ktore z nich sa dodatnie.
13. Znajdi rozwiniecia dziesietne podanych ulamkow.,
1 1 V.
E? b) 1— c) = d) —
4 F) 9
14. Ltczhy a=0,(1) i b=0,(3) przedstaw w zeszycie w postaci ulamkéw zwyklych
ioblicza +b, a-b, %,
ZADANIA SPRAWDZAJACE
1. W zbiorze liczb .?. 3— -Jr_ E u‘r_ liczby wymierne to:
)
A. -11:5—;-—;31 {@ B.—El;jé: —ijﬂ
2 7 4 27 4
C.8 D. 32;8 {8
7
2. Dlugosc przekatnej prostokata o bokach 5 em i 12 cm jest réwna:

A3 B. 842 C.13 D. Y18

[ LICZBY RZECIYWISTE



3. Dwaj koledzy trenuja na tej samej silowni, pierwszy co trzy dni, a drugi co czrery.
Spotkali sie 2 wrzesnia. Kiedy spotkaja si¢ ponownie?
A. | paidziernika B. 21 wrzesnia C. 9 wrzesnia D. 14 wrzesnia

4. Ktore liczby uporzadkowane sa rosnaco?
A.-12<-2<0<4<11 B.—12<3<-2<0<4
C.—-2<0<4<7<6 D.-2<0<—-1<7

5. Ktora z podanych liczb jest ujemna?
Aa=\7-3  Bb=3-v7  Ce=v7-(-3) D.d=—(7-3)

e .2
6. Rozwiniecia dziesietne ulamkow —; — to:

A.—=0,875; —=0,(74286) B.—=0,875 —=0,(714285)

C.—=0,876; —=0,(714285) D.—=0,885 —=0,(75285)

oo | ~1oe |~
-] | & =] | L
oo | ~198 |~
3 || W

1.2. Dziatania w zbiorze liczb
wymiernych

Przy wykonywaniu niektérych dzialan na liczbach wymiernych przydatne jest pojecie
wartosci bezwzgledne;.

x,gdy x>0

X, gdy x <0

Wartosc bezwzgledna liczby nieujemnej x jest rowna tej samej liczbie x:

| x|=

|2} =3 03| =0,3 0 =0
Wartosc bezwzgledna liczby ujemnej to liczba do niej przeciwna:
- 3]=3 -0,7|=0,7
Cwiczenie 1.

2 8
W yznacz wartosé bezwzgledna liczb: a) —34,5, b) lﬂlz, c) 2

Rozwiazanie:

a)|-34,5=34,5 b) mz%‘:mz% c)

3

8

9

B
4

-
Abvy dodaé¢ dwie liczby o tych samych znakach, dodajemy ich wartosci bez-

wzgledne, a wynik zapisujemy z takim znakiem, jaki wystepowal przy liczbach.

1.2, DZIALANIA W ZBIORZE LICZB WYMIERNYCH 13
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Aby doda¢ dwie liczby o roznych znakach, od wigkszej wartosci bezwazgled-
nej odejmujemy mniejsza, a wynik zapisujemy z takim znakiem, jaki miala liczba
o wieksze) wartosci bezwzglednej.

Cwiczenie 2.

Oblicz.

a) 13+ 14 b) —31—11 c)—25+45 d) 15+ (—60)
Rozwigzanie:

a) 13+ 14=127 b) =3t —11=—(31 4+ 11)=—

c) —254+-45=45—-25=20 d) 15+ (—60) = —{nﬂ—15}= 5

Mnozac lub dzielac dwie liczby o jednakowych znakach, w wyniku otrzymuje-
my liczbe dodatnia.

2

Mnozac lub dzielac dwie liczby o roznych znakach, w wyniku otrzymujemy licz-
be ujemna.

Cwiczenie 3.

Oblicz.
a)5+7 b) 5 (=7) c)(-5)+7 d) (-5) - (-7)
e) 35:7 f) 35:(-7) g) (-35):7 h) (-35) : (~7)
Rozwigzanie:
3) 5+ 7=35 b)5:(-7) =~
c) (=5) « 7 =-35 d) (-=5) « (= J=
e)35:7=5 ﬂi:& (-7)=-5
a) (-35):7 =-5 h) (-35): (=7) =5
Przy dodawaniu i mnozeniu mozemy stosowac prawa:
1. Prawo przemiennosci dodawania at+b=b+a
2. Prawo przemiennosci mnoZenia a-b="b-a
3. Prawo lacznosci dodawania a+(b+e)=la+b)+c
4. Prawo lacznosci mnozenia a-(b-c)=(a-b)-c

5. Prawo rozdzielnosci mnozenia wzgledem dodawania  a-(b+¢)=a-b{ a-¢
6. Prawo rozdzielnosci mnozenia wzgledem odejmowania a-(b—¢)=a-b—a-c

Elementem neutralnym dodawania jest 0. a+0=a

Elementem neutralnym mnozenia jest 1. a-l1=a

[ LICZBY RZECIYWISTE



Przy obliczeniach w pamieci przydatna jest znajomosc niektorveh cech podzielnosci.
Liczba calkowita jest podzielna przez:

.2, gdy jej ostatnia cyfra jest: 0, 2, 4, 6, 8;

. 3, gdy suma jej cyfr dzieli si¢ przez 3;

. 4, edy jej dwie ostatnie cyfry tworza liczbe podzielna przez 4;
. 5, gdy jej ostatnia cyfra jest 0 lub 5;

« 9, gdy suma jej cyfr dzieli sie przez 9;

« 10,  gdy jej ostatnia cyfra jest 0;

« 25,  gdy je) dwie ostatnie cyfry to 00 lub 25, lub 50, lub 75;

« 100, gdyjej dwie ostatnie cyfry sa zerami.

Ulamki mozna skracac 1 rozszerzac.

4 2
Skroci¢ ulamek to znaczy podzielié licznik i mianownik przez te sama liczbe

rozng od zera.

14-
28 28:2 14 14
—_——— —Iuh}&

34 3412 17 M, 17

N "y

4 i
Rozszerzyc ulamek to znaczy pomnozyd licznik i mianownik przez te sama licz-

be rozna od zera.
5-6 30

= e

e —

5
L 7 6 42 p

Przypomnijmy, jak wykona¢ dzialania na ulamkach zwyklych i dziesietnych.

Cwiczenie 4.

Wykonaj wskazane dzialania.
NS ps-r 24l
15 15 13 7 6
4 [ ! 1 5
T elz—~[ E—J f)5—:8—
5 77 3 279
Rozwiazanie:
Ay g St gt 51t il g% g3l
15 15 15 15 13 13 13 13
41 XA 3 I 4 7 30 43 3 .2
()= lm=m == d)6-—3—=6——3—=5——3—=2
7k f B A 5 7 35 35 35 35 35
tf 1y £( n) 1 1 1 5 117 A 9 9
e)—|-2—|=—|-—|=——=-5- fi-if—z=ri—="——an0=—
25 )l & 2 2 29 §°9 I f. i
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Dzialania na ulamkach dziesietnych mozemy wykonaé sposobem pisemnym.

Cwiczenie 5.

Oblicz.
a) 1,234 + 50,73+ 6 b) 3,7 — 0,989 c) 8,03-4.5 d) 40 : 0,125
Rozwiazanie:
a) b) c) d)
1]23]4 13,7 0/0 8,0 3 3l2lo
5 0,7 30 -0, 9 8 9 + |4, 5 dﬂDDD:l_EE
+ 65,000 207112 4 811 5 — 3 7 5
5 7.9 6 4 +13/21112 250
BRREE —[2/5]0
o

Wykonujac obliczenia, w ktorych wystepuja ulamki zwvykle i dziesietne, mozemy za-
mieni¢ ulamki dziesietne na ulamki zwykle lub - o ile to mozliwe — ulamki zwykle na
dziesietne, a nastepnie wykonac dzialania zgodnie z kolejnoscia wykonvwania dzialan.
Cwiczenie 6.

Oblicz wartosdci wyrazen.

;

a}l,l-:-—i-l,ﬂ I:-}D,E-df:é—-l-ﬂ,l
7 9 5 4

Rozwiazanie:

g litie 2 X R 3 04 7 2
’?9’}9{;’,}’){?5555

ol

h}ﬂ,54:—--1*i},1:ﬂ,54:ﬂ,6 0,25:0,1=0,9-0,025=0,875

L

ZADANIA DO ROZWIAZANIA

1. Ocen, ktore z rownosci sa prawdziwe,
a)14—6:2=11 b)4—4-5=0
c)17+5-4=137 d)8+6:3=7

2. Okresl, ktore z podanych zdan jest prawdziwe.
a) Jezeli do liczby —6 dodam liczbe 6, to otrzymam liczbe dodatnia.
b} Jezeli do liczby —6 dodam liczbe wieksza od 6, to otrzymam liczbe dodatnia.

5-[6—(-8)] _

3. Sprawdz, czy wartos¢ wyrazenia jest obliczona poprawnie: - =
4 i

4. Od liczby 4477 odejmij sume liczb 547 i 453 pomnozona przez 4. Wykonaj dzia-

lania w pamieci.

[ LICZBY RZECIYWISTE



8.

9.

10.

11.

12.

Wykonaj dzialania w zeszycie, stosujac prawo lacznosci | przemiennosci.
3)77+15+234-7+54 23414

b)35-+38+ 15+ 114122

¢)2-4-5-8-25:5-2

d)20+64+548 +17 4+ 36
e)67+48—14—174+83+16—13—20

2:13-5-20

Wynik jest liczba dodatnia w przykladzie:

a) =7 -(—15) b)5—6
c)—12-(—10) d) =3 —2

Z podanego zbioru liczb: 9822, 5710, 3365, 7075, 2511, 5228, 2200, 3555, 4215,
3069, 8112, 9302 wypisz do zeszytu liczby:

a) podzielne przez 2 b) podzielne przez 4

c) podzielne przez 5 d) podzielne przez 9

Oblicz w pamieci, korzystajac z prawa rozdzielnosci mnozenia wzgledem odejmo-
wania:

a)37:5 b) 96 - 4 c) 6999 d) 70 - 49
Wykonaj dzialania w zeszycie.

a)224+10—12+18—5 b) 15— 37 4+ 45 — 63
c)32-+1B—32+413—26 d) —61+11—-12450—9

e) 21 - (—37) + 42 +(—58) f) =19 + (—11) - 12 + 50 + (—12)

g) —(—16) +44 —91 + 13 —(—91) h)32—21+(=25)-60+5

Wykonaj dzialania w zeszycie.
a) (—5)-(—34) b) (—20) - 147 c) (—65)-4
d) (—84) : (—21) e) 18: (—=5) f) (—=125):20

Oblicz w zeszycie,
a)(7+11)-3 b)(3—8)-6 c)(-3+7)(-5)
d) (25 —5):(12 — 10) e)(72:(-3)): (14— 8) ) (=5) - (30 - (7 — 3))

Wykonaj dzialania w zeszycie.

| 1 ] | 5 |
a)2—+ [ 2—] b) —3—+7— ¢) —12—+5—

2 2 4 2 7 14
d123 52 6=~ ki

4 6 6 6 B 8
g}ll-..‘.-lﬁ,%] h) gil ! | ..4‘1_ﬁ i) 35_[ : 1}_1]

15 5 13 39 8 8

1.2, DZTALANIA W ZBIORZE LICZE WYMIERNYCH 17



13.

14.

15.

16.

17.
18.

19.

20.

2.

22,

23.

Oblicz w zesz:-,mie

a) — ” 16 ?—-]5 'S'E I:r-]'5l ]—5- il5l :"nli
3'.'} ) 9 30 11 22 11 22

t}g,l._.g,i. 4_@.131..35 d}}'i+4i. ?1 4.51 i

6 9 3 18 8 10 8 2 5
Wykonaj dzialania w zeszycie.
a) 6,8 — 3,52 b) —6,1 - (—3,7) c) —9,28 +(—7,41)
d) 4,2 - (—5,85) e) —1,1 +3,2 f} —72:5—32,1
g) 0,5-(—1,9) h) (—84)-(—=2,1) i) (—12,8) - (—10,5)
i) (—3,375) : 0,009 k) (—4,32) : (—3,6) 1) 40,17 : (—1,3)

4

Zi[
9

Do iloczynu 1iczh[ -2

1
’ dodaj kwadrat liczby

l ]
|
. i . 1 ; ; -
Oblicz w zeszycie iloczyn liczby — ]E przez iloraz liczb 12— i —15—,

3

- ) . |
lle wynosi srednia arytmetyczna liceb: —2,5; —0,5; li; ZE; 37

Oblicz w zeszycie srednia temperature pierwszej dekady stycznia, wiedzac, ze
w ciagu tego okresu 4 razy temperatura wynosila —9,5°C, 2 razy —11,5°C, 3 razy
—15°Ciraz —6°C.

Znajdz liczbe, ktorej polowa stanowi wartosc wyrazenia

4 1
1.5+ (—=2;25)-— =3 =1(—2)—=3.
[ }9 : (—2)

Oblicz w zeszycie 0,2 wartosci wyrazenia

Oblicz w zeszycie liczbe, ktorej 1,5 wynosi tyle, co

okl
43

i)

3 ) .
_] wartoscl |IC1|JHW€} wy-

razenia:

12)

2
—§—

5
Znajdz sume iloczynow (—4,5) « 5 Oraz

£najdz réznice ilorazéw (—11,2) ; 5 oraz

ZADANIA SPRAWDZAJACE

1.

32-18+(-6)
194 {_3}_
1

K B.—2 C.
3 6

Wynikiem dzialania

:}.|U1

[ LICZBY RZECIYWISTE



2. Ktorezliczb 2, 3, 4, 5, 9, 10 sa dzielnikami liczby 247132802
A.2,5,10 B.2,3,4,5 C.2,5,9,10 D. wszystkie

(—3):(2=7)+(—8):(—11+19)

3. Wynikiem dzialania jest:
(64 —32):(—16)
A.—3 B.—5 i —f 1x—=9
g g ; 3 Fat ek s ar
4. Jezeli do iloczynu hczl":-[ ?ﬁ] i :15 dodamy ich réznice, to otrzvmamy;:
A._]."'"l B._’nﬂi l'.:.]?'E D. 12
31 22 3 6
; 3 .1 3 4 3
5. Srednia arytmetyczna liczb1—, 2—, 3—, —, —, 3 wynosi
T 702 4 7 4 e
A2 B.5 o ;=
3 6

1.3. Potega o wyktadniku catkowitym

Wyktadnik naturalny

Mnozenie jednakowych czynnikéw mozna zastapic potegowaniem.
wyktadnik
potegi

potega

e -'I.
1 |[‘"'_ |
PGS

a =1daa=0

Kazda liczba, rozna od zera, podniesiona do potegi 0 jest rowna |,

I
a =d

Kazda liczba podniesiona do potegi 1 jest ta sama liczba.

a-a-a-..-a=a ,dlan>2
o czynnikow

lloczyn a - @ zapisujemy a” i czytamy ,a do potegi drugiej”. Podobnie a - @ - @ oznaczamy
@’ i czytamy ,a do potegi trzeciej”. Druga potega liczby dodatniej a jest réwna polu kwa-
dratu o boku a, stad wyrazenie @” czytamy ,a do kwadratu”. Poniewaz trzecia potega liczby
dodatniej @’ jest réwna objetosci szescianu o krawedzi a, to czytamy ,a do szescianu”. Po-
tega liceby a o wykladniku naturalnym n = 2 jest iloczynem n coynnikéw, z ktoryveh kazdy
rowny jest liczbie a.

1.3. POTEGA O WYKEADNIKU CALKOWITYM
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Cwiczenie 1.
Zapisz iloczyny o jednakowych czynnikach w postaci potegi.

2) (—1,1) - (=1,1) - (—1,1) miii-i-i St Diletd) Dawwwaa
7 77 7
Rozwiazanie:
) (=1,1) - (=1,1) - (—=1,1) = (=11} h:i-é-ii-i [ l
7 e Al
¢)la-+b)-lat+b)=(a+b) dla-a-u-wwafﬂ
Cwiczenie 2.
Oblicz.
0 [ .4 J 3 1 3 4 5 §
Rozwiazanie: |
i

a) (81,4) =1 t:}' l = Iji -:}l ] | ]I ) ]213_?51

9 16
d) 0’ =0 el (—1)' =1 f)3°=3.3.3-3.3=243 g}z":u-z-zdrz:m

Potega liczby nieujemnej (o wykladniku naturalnym réznym od zera) jest zawsze licz-
ba nieujemna.
Potega liczby ujemnej jest liczba dodatnia, gdy wykladnik potegi jest liczba naturalna
parzysta, zas liczba ujemna, gdy wykladnik potegi jest liczba naturalng nieparzysta.

: 3 9

(—2) =16 (—2] =—32 |--1r:l—&

3 ]'* 27
4

64

Wiasnosci poteg

4 ke
Mnozac potegi o tej samej podstawie, podstawe pozostawiamy bez zmian, a wy-

kladniki poteg dodajemy.

a"-a" =a"™, gdziea=0inme T
. >y

_\‘
Dzielac potegi o tej samej podstawie, podstawe pozostawiamy bez zmian, a wy-
kladniki poteg odejmujemy.

R L]

a:a =ag ",pdueg=0inmeMinzm
" .
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Potegujac potege, podstawe pozostawiamy bez zmian, a wykladniki potegi mnozymy.

{u" ]m =a"", gdziea=01nmec

-
Potegujac iloczyn, podnosimy do potegi kazdy czynnik oddzielnie, a otrzymane

wyniki mnoZzymy.

{ﬂ-h}" =a"-b",gdziea,b=0, neM

~

.3 X
4 )
Potegujac iloraz, podnosimy do potegi osobno dzielna i dzielnik, a otrzymane

wyniki dzielimy.
al o
—| =—, gdziea, b=0, neN
b) o BT
S J

Cwiczenie 3.

Wykonaj dzialania na potegach.
| v _
c)2°: 2 d}IT.J*ID e}[#i)l
x

=1 4 2

a)s -

6

5 b)
. 2 5 k] i i .8
f) [;] } g) 3 l] hl{—*‘f*[ll 2 08 j:']4;3‘

Rozwiazanie:

a)5 .5t =5" =7 b}{

2800 =204 =g} D =" =2 x=0

8
122 (12)

i)8°:4° =(8:4) =2° == —"‘I =3
£ |4

1.3. POTEGA O WYKEADNIKU CALKOWITYM
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Wyktadnik catkowity

Potegi o wykladnikach calkowitych ujemnych stosujemy do zapisu wielkosci mniej-

szych od jednosci lub wielkosei fizyeznych.

~ |
a "=—ﬂi a=0 neN
i

] . . ~ -1 E',I
Z powyiszego wzoru wynika, ze: I; = l_
a

,az=0ib=0

Cwiczenie 4.
Oblicz potegi o wykladniku calkowitym ujemnym.

-3

a)5™" b) [ l] ) (0,21 d) [;:EJ
3 4
Rozwigzanie:
: 1
1 1
as=(1 =L
5 615

-4
I:-II[ ] =3'=127

&) (0,21)" | 4”’

ol =|”]

Cwiczenie 5.

Zapisz podane liczby za pomoca potegi o wykladniku ujemnym.

3 2
1] b}[_ 1
v =

Rozwigzanie:

3V 3 0 E
—] {2 .—lz—] 0|23
7 3 3

a)

a)

-2

E_I_Hz_[_i—
5 11

Przy dzialaniach na potegach o wykladnikach catkowitych wszystkie wlasnosci poteg

sa zachowane,

Poréwnujac potegi, zwracamy uwage na ich podstawy i wykladniki.

Z dwich poteg o tej samej podstawie wiekszej od 1 wieksza jest ta, ktérej wyklad-

nik jest wiekszy.

Z dwoch poteg o tej samej podstawie wiekszej od 01 mniejszej od | wieksza jest ta,

krorej wykladnik jest mniejszy.

“

Py

[ LICZBY RZECIYWISTE



Cwiczenie 6.

Porédwnaj potegi o tych samych podstawach.
a)2’ i2'

Rozwiazanie:
a)2* <2', bo8<16
3 4 -
b) [1 3 . bo L 81
5 5 125 625

-
Z dwoch poteg o dodatniej podstawie i tym samym wykladniku wieksza jest ta,
ktore] podstawa jest wieksza.

Cwiczenie 7.

Pordwnaj potegi o tych samych wykladnikach.
a)2* i3’
3 i
of3] 3
3 +
Rozwiazanie:
a)2’ <3, bo8<27
| k]
27
|:n}[E < 2 , bo it‘:'—
3 27 64
-
Notacja wykladnicza to zapis bardzo duzych lub bardzo malych liczb w postaci E]
iloczynu liczby wiekszej od 1 i mniejszej od 10 oraz potegi liczby 10.

N

Cwiczenie 8.

ZLapisz liczby w notacji wykladnicze;.
a) 3 800 000 000 000

b) 27 000 000

c) 0,000000156

d) 0,0000000000000072
Rozwiazanie:

a) 3 800 000 000 000 = 3,8-10"

b) 27 000 000 =2,7-107

¢) 0,000000156 =1,56-10""

d) 0,0000000000000072 =7,2-107"
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ZADANIA DO ROZWIAZANIA

1. Przedstaw w postaci jednej potegi,

0 2 4
a)d4’ -4 (—1,2)-(—1,2)"; [ } |zl] lgl |zl]
' 1) {11 - 2 2
b)3*-3% [llulllk [_1} ; ...,,; { 1—}-" =0
¥ 2 2 ¥ ! = = ¥
fﬂh}lT Aa }I -I:.-:'.-'J'?]I}I cab =10
_313 _EY" !
E}( ] [ J IZ 3} 3 at:a, a=0
(~23) W (~5)
2. Oblicz w zeszycie.
1) (1) (1)
a)2*.2%.2 b}[-—] H l-]
5/ 15) |5
c) l}l 3 d)9":9’
20 .
| ] [ ] 0(—11) :(—1,1)
g) 5. 5% 5% B (=1,2) :(=1,2) -(-1,2)"
12 7 18
3 7 7
i) zul A
9 v 9
3. DoprowadZ wyrazenia do najprostszej postaci.
5 5
a) y ey’ b) k- ke’ c}"—. z=0 d}r—u-. r=0
s ey — :13-&5
efd -d¥:d", d=0  f)- —, x=0 g)a":a"-a’, a=0 hlﬂ, h=1{)
X -
i

4. Oblicz w zeszycie wartos¢ wyrazenia J:H '“Pm dla y=0,2.

-

2. Zapisz w zeszycie w postaci jednej potegi.

a)(5%) ( )| {311}'"'_5
o8] ] 4|

c) [b’] :(a* )T (2k) r

) (xyf] () b=0c=0d=0 [ afrr
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T ’ ) . ; [5
127 i b=10%:( -32]"-[1:

.

6. Oblicz w zeszycie iloraz sumy liczb a= (3.{:]? |3]
przez ich réznice, :

7. Wykonaj obliczenia w zeszycie.

4 A E ] 4
2|8ttt it TR0 B )
a}[ﬁ 6 I 11] |15 b)(4,5) :(—1,5) +(0,1] 'lznl
E| 2 2 1 y 2

y |1 v I | 4 3 111

=] (=24} :|2= T=18l=] £{=2.5] =
0(3.2) [‘4 (~2,4) | 2] a-72] +|2| +(-2) [2]

8. Odleglos¢ Ziemi od Slorica wynosi okolo 1,5:-10° km, a odleglos¢ Neptuna od
Storica - 4,5:10" km. lle razy odleglosé Ziemi od Slonca jest mniejsza od odleglo-
sci Neptuna od Slonica?

9. Zapisz podane wielkosci w postaci notacji wykladniczej.
Masa czasteczki wody - 0,000 000 000 000 000 000 000 000 03 kg
Masa protonu - 0,000 000 0600 000 000 000 000 000 001 672 6 ke
Masa elektronu - 0,000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 910 95 kg

10. Pamigé operacyjna polskiego komputera Odra 1024 miala pojemnosc 32 kiloslow,
Jedno kiloslowo to 1024 bajty. Podaj pojemnosc pamieci operacyjne] w bajtach,
uzywajac potegi liczby 2.

11. Jezeli na pierwszym polu szachownicy polozymy 2 ziarnka pszenicy, na drugim
— 4 ziarnka, na trzecim — 8, a na kazdym nastepnym dwa razy wiecej niz na po-
przednim, to ile ziaren poloZzymy na ostatnim polu? Uwzglednij wszystkie 64 pola
szachownicy. Wynik zapisz w zeszycie w postaci potegi liczby 2.

12. Korzystajac z wlasnosci dzialan na potegach, oblicz w zeszycie.

> 5

a) (2 +(~2)° b)3(—3) i
) (~2) <(-2) 2(=3) ) ==

[ 2 ' v =4 =t
di(-1)"]: l‘r- 1) 11]-15] 2Lt

}|_{ }l [{ } { } e) 5 3 ](53:51)1

[ E" [

- 2 I 4 (—12)(—12)

4-4%) :(4":4° h ll—] :H i
§)(44) 1(4":4°) JESIEE )

13. Oblicz w zeszycie.
11 3

2)107.107* 107 b) 3"’:'%} o) |(—5)"+(-5) 5]

P AT - _3 —4 4

(T ol omnt o
&}| = s e) . (7,628—7) ) =1 =
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B—I ':‘:_1

14. Oblicz w zeszycie wartos¢ wyraZenia - —
(32167)

15. Uporzadkujliczbyod najmniejszejdo na;w&;ksze; l I I I

16. Zapisz w zeszycie liczbe 5-10" +6:10" +7-10' +3-107" + 2-107" bez uzZycia poteg,

4:5
9

daly ten sam wynik réwny 1. Czy oba dzialania wykonano poprawnie? Zapisz
obliczenia w zeszycie.

15
1
-, e
4

17. Dzialania wykonywane na przyvkladacha) orazb)|—2-

18. Czy pole kwadratu o boku dlugosci 6-10° cm jest réwne polu prostokata o bokach
3-10° em i1,2:10° em? Zapisz obliczenia w zeszycie.

ZADANIA SPRAWDZAJACE

T 12
1. Dzialanie ] 3—] zapisane w postaci jednej potegi to:

15

0 a1 : Ly F.3
A. El B. ?l] C[ﬂ] D. ok
15 15 15 15
B3, 8
2. Jezeli sprowadzimy wyrazenie iz_.:ﬁ" y = () do najprostszej postaci, to otrzymamy:
¥y
Ay’ B. y" C.y™ D.y™

3. Swiatlo porusza sie w prozni z predkoscia 3-10° km/s. Droge od Slorica do Ziemi
swiatlo pokonuje w ciggu 8 minut 20 sekund. Odleglosc ta zapisana w notacji
wykladniczej wynosi:

A.1,5:10km  B.1,5:10"km  C.1,5:10°km  D.1,5:10" km

3515
4. Obliczajac wartosé wyrazenia ( 575" T otrzymamy:
AT B. 14 C. 21 D. 49
5. Porzadkujac liczby: ( 'l——l |— —I i _' malejaco, otrzymamy:
o -3
1 ) —— -3 1 I = -3
A= “:-l - ,}( 57 >(-4)7 B.|-- “[ —| >(=5)7">(-4)
8 4 4 8
X T g i
C.l—=| =(-3)">(-4)"> —~] D|——| >(-4)">(-5"> ——]
4 8 - 4] 8

[ LICZBY RZECIYWISTE



1.4. Pierwiastek arytmetyczny

- 3
Pierwiastkiem drugiego stopnia (kwadratowym) z liczby nieujemne) a nazy-
wamy taka liczbe nieujemna b, ktorej kwadrat jest rowny liczbie a.

vG_:I:. bob*=a, a=0,b>0

s /

‘B -3
Pierwiastkiem trzeciego stopnia (szesciennym) z liczby a nazywamy taka licz-
be b, ktorej szescian jest rowny liczbie a.

Ya=b,bo b’ =a
. o

Cwiczenie 1.

Oblicz pierwiastki.

a) V4 b) V144 ¢)J0.16
E}{@ ) +/—125 g]i{;

Rozwiazanie:

a}wﬁ:l, bo 2° =4

b) V144 =12, bo 12* =144

¢) /0,16 =0,4, bo (0,4)" =0,16

2

{HJE:E. bo <
5. B 5

e}\l'r_-... bo 2' =8

NY-125=-5,bo (—5) =—125

ofe~iml] -2
h) 0,064 = —0,4, bo (—0,4) =—0,064

Z okredlenia pierwiastka wymka, ze:

(\I"';)E:a, uEU.v{EEZlHuraz{{ET:{{E:

25

G| e

o5

h) 3/ —0,064

]

1.4 PIERWIASTEK ARYTMETYCINY
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Wiasnosci pierwiastkow

i e
Pierwiastek z iloczynu jest rowny iloczynowi pierwiastkow tego samego stop-

nia kazdego z czynnikow.

J.;:-_:JE-JE_, ab =0
Yab=Ya-th

e J

- '
Pierwiastek z ilorazu jest rowny ilorazowi pierwiastkow tego samego stopnia

dzielnej i dzielnika.

m#}%ﬁ%&#. a>0,b>0

L J

Cwiczenie 2.

Oblicz, stosujac wlasnosci pierwiastkdw.,

2) 1625 b) v/25:36 c]@-\g d) 1,21
e) 8-27 0 Y64:27 g) 9.3 h) /0,027

Rozwiazanie:

21625 =J16- 25 =4:5=20 b)\/25:36 =25 : 315:5;.5:%

i 1 121 V121 11
98-, [—=.[98: = =49 =7 d-.{‘lrll:,’—:——:-—zl,l
E}r\{; 2 V49 } 100 Jioo 10

e) 8-27 =/8-427 =2-3=56 T e L B
Y273 J*»_
= N B |27 N2 3

9B =y(-9)3=¢27=-3 n,027 _,e-/mm =T—=17=03
Nie zawsze liczba znajdujaca sie pod pierwiastkiem jest kwadratem (szescianem) liczby
wymiernej. Mozemy wtedy te liczbe zapisa¢ jako iloczyn liczb, z ktdrych z co najmniej
jednej mozna nastepnie obliczy¢ pierwiastek kwadratowy (szescienny) bedacy liczba wy-
mierngd. Te czynnosc nazywamy wylaczaniem czynnika przed znak pierwiastka.

[ LICZBY RZECIYWISTE



Cwiczenie 3.
Wylacz czynnik przed znak pierwiastka.
a) V12 b) /720 ¢) Y40 d) 108

Rozwiazanie:

)12 =43 =43 =23 b) /720 = 144:5 =144 .5 =12+/5
)40 =3-5=48-Y5 =235 D¥—108=Y-27.a=Y27 - Ya=—341

Przy wylaczaniu czynnika przed znak pierwiastka mozna zastosowac rozklad liczby na

czynniki pierwsze,

Cwiczenie 4.

Wylacz czynnik przed znak pierwiastka.

a) \"’ﬁ b) ‘QJ"S'_ﬁ

Rozwiazanie:

a) /250 b) Y96

Rozkladamy liczbe na czynniki pierw- Rozkladamy liczbe na czynniki pierwsze
sze i laczymy w pary liczby, ktore sie i laczymy w trojki liczby, ktore sie po-

powtarzaja: wiarzaja:
250 |2 96 |2
1255 48 2>
25 |5 24 (2
2 5} 12 |2
1 6|2
3|3
1

J250 =+/2-5.5.5 =25-10 =510 Yoo =42.2.2.2.23=s-12=2¥12

Czynnoscia odwrotna do wylaczania czynnika przed znak pierwiastka jest wlaczanie
czynnika pod znak pierwiastka.

Cwiczenie 5.

Wlacz czynnik pod znak pierwiastka.

a) 2421 b) 44/3

Rozwiazanie:
Dn=v2-an=vaa=Vyaa b=V 3=Yes3=1%2

Pierwiastki bedace liczbami niewymiernymi maja rozwiniecie dziesietne nieskonczone

nieokresowe. Zatem do obliczen przyjmujemy szacunkowg wartosc tych pierwiastkow
z zadana dokladnoscia.

1.4 PIERWIASTEK ARYTMETYCINY
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Cwiczenie 6.

Oszacuj wartosci pierwiastkow z dokladnodcia do jednosei.
a) V13 b) 18

Rozwiazanie:

a}ﬁﬂJl_E{J]_ﬁ.cz}rIjS{JE{4
b) /8 <18 <327, czpliz< 18 <3

Jezeli w mianowniku ulamka znajduje sie liczba niewymierna, nalezy ten ulamek prze-

ksztalci¢ tak, aby w mianowniku znalazla sie liczba wymierna. Te czynnosé nazywamy
usuwaniem niewymiernosci z mianownika ulamka.

Cwiczenie 7.

Usun niewymiernos¢ z mianownika ulamka.

4 o
a) —= b) —=

V2 N
Rozwiazanie:

4 _ 42 R 6  6BWB W,
7 R W g

ZADANIA DO ROZWIAZANIA

1. Oblicz w zeszycie pierwiastki.

2)0; V39; V121; 0,04; J0,81; |2 lﬁgJ \f

b) 31; ¥8; Yoa: Y—27; 4fo,125: /- nmsl?ﬁ?zg Jm;‘j—#%

2. Oblicz w zeszycie, stosujac odpowiednia wlasnosc.

(V2 b) (V16) J(Vos) @y

o¥is] o] () w|

3. Oblicz w zeszycie wartosci wyrazen arytmetycznych.

s rr

N8 J JEo

{.I'UI 343

30 I LICZBY RZECIYWISTE



6.

7.

10.
11.

- b

13.
14.

15.

Kwadrat i tréjkat maja rowne pola. Podstawa trojkgta ma dlugosé 10 cm, a wysokosé
odpowiadajaca tej podstawie wynosi 5 cm. Oblicz w zeszycie dlugosé boku kwadraru.

Szescian i prostopadloscian maja rowne objetosci, Krawedzie prostopadloscianu
maja dlugosci: 4 cm, 6 cm, 9 cm. Oblicz w zeszycie dlugosé krawedzi szescianu.

Y+ ()

d

4

I
13

Oblicz w zeszycie, stosujac odpowiednie wlasnosci.

a) V28 b) /3412 3o d)v2:8

E}\‘E:& HJ;_,JI_& g}‘lj%,dg l‘l]”l?;ﬁal
g ;
)125:8 ) Jiﬁ' JE k)¥—10:3/0,01 1) §—0,008:(—0,001)

Oblicz w zeszycie srednia geometryczna liczb a i b (czyli va-b).
Da=3b=27 bla=8,b=18 <c)a=55b=20

Oblicz w zeszycie wartos¢ wyrazenia

Srednia geometryczna dwoch liczb wynosi 25. Jedna z nich to 125, Oblicz w ze-
szycie drugg z liczb.

Oblicz w zeszycie wartos¢ wyrazenia \’l +4/6 +327.

Wykonaj dzialania w zeszycie.

a}v@+[:z~.“'§-+- NT Jﬁ) b) 4’3*[35—15 + Jnt—ﬂ]
c}ﬂ-[ﬁiﬁ M] d}ﬁ-[ﬂ Y72 + 248 343)

(2? ’ i
Oceri prawdziwosé zdania: ,Sposréd liczb: 3 = 10+4/0,04; 3/0,064; 25 S5 mai-
mniejsza jest 4/0,064", i

¥ r?
Wykonaj w zeszycie dzialanie J] : + JZ :
10 100

Wykonaj w zeszycie obliczenia zgodnie z prawami dzialan.

1) (V50 338 + V532 ):42 b) (V27 + V243 ):43
c}[ﬂh_ﬁ + 2354 - {:’ﬁ]:%ﬁ d) (V625 + 23320 540 ): 45

Wylacz czynnik przed znak pierwiastka.

a) V12; v18; 198; 4108 ; 128, 1/175; v/500; ¥70000; 1,25 /0,72
b) ¥135; 4/162;3/243;432; Y625; Y648;1512; /3456

1.4 PIERWIASTEK ARYTMETYCINY
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16. Wlacz czynnik pod znak pierwiastka.

2) 242 b) 433 &) 62 d)2030,1
e) 511 f) —103/0,01 g) 0,24/30 h]i—{f—_-#

17. Oblicz w zeszycie wartosc wyraZenia 532 +64/8 +3450.

18. Pomiedzy jakimi kolejnymi liczbami calkowitymi na osi liczbowej znajduje sie
kazda z nastepujacych liczb?

a) V6 b) V3 ) —V12
d) Voo e) /4 N =10

19. lle wynosi obwad prostokata o bokach dlugoscia = (3 /5 ] cmib=2cm?

20, Usun niewymiernosc¢ z mianownika ulamka.

| 3 1 3 ]
il b= — d) —
2 *J'rf_! / \E ¢ ‘1’5 | "UE . 5*-.!'['3_
ZADANIA SPRAWDZAJACE

g 1
1. Obliczajac wartosé wyrazenia D131:1F , otrzymamy:

Y125
A. i B. i C.0,25 D. 0,04
25 25 |
2. I]ucz}miiﬁhu=xﬁ- E.JZ_? . \f% +J0,27 ib:ﬂ-{ﬁ : m {a)wynusi:
A2 B.\/3 c.is D.0

3. Wylaczajac czynnik przed znak pierwiastka z liczb J275 14832, otrzymamy:

AsviTiads  Bavisd1z csf13iddfit D41z isdn

4. Obliczajac wartos¢ wyrazenia 51Jr3_: —'ﬁ\"rl_? +34/48, otrzymamy wynik rowny:

A 73 B.283 C.35\3 D. 453

5. Ktory z warunkow jest poprawny dlaa= —+/111?
A.10<a<11 B. - 9<a<-8 C9<u<l12 D.—-11<a<-10

-

6. Usuwajac niewymiernosé z mianownika ulamkow Tl T, otrzymamy:
11 <9
Vi1 . /81 sv11 . Y81 5411 . /81 V11 . 81
A. i B. 1 a 1 D, 1
11 3 11 3 11 9 11 9

[ LICZBY RZECIYWISTE



1.5. Dziatania w zbiorze liczb
rzeczywistych

Dzialania w zbiorze liczb rzeczywistych nalezy wykonywac w okreslonej kolejnosci.
MNajpierw potegujemy i pierwiastkujemy, nastepnie mnozymy i dzielimy, a na koricu
dodajemy i odejmujemy. Jezeli w wyrazeniu wystepuja nawiasy, to obliczenia zaczyna-
my od tych dzialan, ktére sa w nawiasach.

Cwiczenie 1.

Oblicz wartosc liczbowa wyrazen.

3

1 .3 (—4)
a) --2—-~-3—]-- 1,3—(—2.5 b) =

ks e 25 1000
c}H =74 ﬁl IQE 118|455 d) _:_r.| hi...f”l]

3Jl s 16 3

Rozwiazanie:
a}[--zl f-3—3- [115 - -z,:'.}] =] ¥, 2 ~3,8=1,55—3,8 =—2,25

5 20 20

—_—

(~4) —64 _ 4

|
J— Y00 5—-10 5

c) _.?.4__6l].l9£ _1113] 4 5j5=[ _E]{ gr4}_._ 55=16+3535=7,1
3 5 3
9 y 1 25 3 5 3 1
d) —2.| f1— l’:lu]: 2 —j 4-—|= 7'|3 ’.-I"—_ 2-[ l#l:%—
16 3 16 4 4 4 2

Cwiczenie 2.
Oblicz liczby a, bi ¢, a nastepnie uporzadkuj je rosnaco.

3 8
5?_ﬁ’S]:r I 1) !
o= = b={—1,5-4,5): +2-5° '-“:3-[1—] i
0,4-3125 64 3 9
Rozwiazanie:
3 8 .
5 _&B]: 48 35
= 7 53: 35 3 = —3

0,4-41 2

25
b={_1,5- 4.5},|' £2:5°=—6-8450=
-7

E "z? 9

1.5, DZIALANIAW ZBIORZE LICZB RZECZYWISTYCH
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Cwiczenie 3.

3
Znajdz liczbe, ktérej v jest rowne wartosci liczbowej wyrazenia
{ l!j’}'3 ] I-|B:{ ﬂlﬁ}
(—0,240,1.5)—(~2)
Rozwiazanie:

Obliczamy wartos¢ liczbowa wyrazenia:
(—1,3)3+18:(-06) 393 —6,9
(-0,2+0,1:5)—(-2) (-0,2+0,5)+2 23
Okreslamy niewiadoma: x - szukana liczba
Ukladamy i rozwiazujemy réwnanie:

L.
4 4
x=- j-i

3
x—=—4

Odpowiedz: Szukana liczba to —4.

ZADANIA DO ROZWIAZANIA

1. Oblicz w zeszycie.

: 2 3 1 3 v 5
a}l—(—ﬂ,]}l‘—{—l..’:—] b) —52: --3—]+ o 5
[ 3 4 8
r |
2 1 2
¢)|5——7—=] :3- d) ¢/3,6 4,4]+ /3,6 4,4
72| 93 B )+ 3.6 (—4,4)
3
L
2. Oblicz w zeszycie 125% wartosci wyrazenia 5:'—1
3. Sume liceb 6,2 i —3,8 pomnéz w zeszycie przez ich réznice.
4. Oblicz w zeszycie srednia aryemetyeczna liceb 5,5; 4 g—; -3 l: -2,3: 4.
2

5. Oblicz w zeszycie wartosci liczbowe wyrazen.
]

a)7° +(-5) —2° —f36 b}[z,ﬁjm:lzgl (¥~27 + )

0)(2°:2° +1)-(V81-+100 d)2* +37 +4

[ LICZBY RZECIYWISTE



9.

10.

11.

12,

13.

14%, Oblicz w zeszycie liczbe, ktorej 25% wynosi

Oblicz w zeszycie.

—5,1:1.3—[-\5) 5

n.&'--zll -(—1,2)-3
3 "
140,410 5

= -ﬁ]+(u,5f

Znajdz liczbe, ktérej polowa jest rowna wartosci podanego wyrazenia

] 2] 2kt

Oblicz w zeszycie, o ile liczba a jest mniejsza od liczby b, jesli:

2 } o 3
l—]ib=—-3— 1=,
3 2 4 5

a)

|
a=—2,8:1,4+1—-
5

Dane sa liczby: a =(—0,5): 1_31
' 3 2
Wykonaj w zeszycie zadania.

-{—0,8 ﬂrazb———l—l- —2-—2 __Z,l.
{ }
4 3 0,7

a) Oblicz, jakim procentem liczby a jest liczba b.
b) Oblicz, jakim procentem liczby b jest liczba a.

Oblicz w zesz}rcie iloczyn liczb m i n, jesli m =0, ‘&E
-1
an= 3— —¥27. { }

Oblicz w I.EEZ}’E]E liczby a i b, a nastepnie pmréwnai je ze soba.

] -
iz +475 ()

Oblicz w zeszycie iloraz liczby x = rzezy = -
Y Y \E P y o
Oblicz w zeszycie.
0,2 l ] z
o )| 257! ]
na (-0,7) |1] l]' 5
- 1
3+l
| | :
=~ 1.4 3 }.] 3
5 [2—— —] 4=
4 13 |5 ¥ i ]

1.5. DZTALANIAW IBIORZIE LICZB RZECZYWISTYCH
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ZADANIA SPRAWDZAJACE

1. Liczba dodatnia jest wartosc wyrazenia:

A.—3—25 B. 5,8 — 5,85
C.—12,3 —(—10,7) D.—-7,3—(—154)
1y 4
2. lle wynosi wartos¢ wyrazenia —|2—| - —|—2—1?
womos waroi rsenia {24 121
ﬁ.l B. —1 34 SEE D. "]l
3 3 27 27
3. WWskaz prawdziwy zapis.
245
a.ﬁ:w B. V25 + /144 = /179
2 5
wid 4 =4
c.[—l =-2’ p.> f =15
2 15

2 1.1
4. Réoznica iloczynéw liczb 2,7 i [—1;] oraz ~-1g] i 3 WYNosi:

A.4,9 B. —4,1 C.—4,9 D. 4,1

1.6. Os liczbowa 1 przedziaty liczbowe

Wiemy juz, Ze os liczbowa to prosta, na ktdrej obrano punkt zerowy, ustalono dodatni
zwrot i odcinek jednostkowy.

A B & D
& o G
-5-4-3-2-10 1 2

-

wem

'EI

Kazdemu punktowi na osi liczbowej odpowiada dokladnie jedna liczba rzeczywista
(wspélrzedna tego punktu), a kazdej liczbie rzeczywistej mozna przyporzadkowaé do-
kladnie jeden punkt na osi liczbowej.

Punktowi A odpowiada liczba —4, a punktowi D - liczba 12, Liczbie —2,5 przyporzad-
2

kowany jest punkt B, a liczbie 3 - punkt E.

Przedzial liczbowy to pewien podzbiér zbioru liczb rzeczywistych, np. zbidr liczb
wiekszych od 2. Takich liczb jest nieskoriczenie wiele i nie ma mozliwosci wymienie-
nia wszystkich. Mozna jednak wskaza¢ ten przedzial na osi liczbowej.

I LICZBY RZECIYWISTE



Cwiczenie 1.

Laznacz na osi liczbowej zbidr liczb spelniajacych warunek.

a)x>—3 b)x>—1
Rozwiazanie: Rozwiazanie:
| - - l ¢ -
-3 0 -1 0
c)x <5 d)x<2
Rozwiazanie: Rozwiazanie:
+ 'l Ll + l L
0 5 0 2

Kotko zamalowane - liczba spelnia wskazany warunek (nalezy do przedzialu).

Kélko niezamalowane - liczba nie spelnia wskazanego warunku (nie nalezy do prze-
dzialu).

Po zaznaczeniu na osi liczbowej zbioru liczb mozemy zapisac warunek, ktory one spel-
niaja.
Cwiczenie 2.

Zapisz warunek, ktory spelniaja liczby z zaznaczonych na rysunkach zbioréw,

a) b)
3 'J' L “ 3 -
G 41 43 0
2 4
: ; 1 . ; 3
Rozwiazanie: x > IE Rozwiazanie: x = —1 7)
c) d)
} l—ﬁ-
) - 0 1
0 2
Rozwiazanie: x < () Rozwiazanie: x < %

Cwiczenie 3.

Zaznacz na osi liczbowej zbidr spelniajacy warunki x >5ix <8.
Rozwiazanie:

x>5
Uklad dwoch warunkow bywa zapisywany z uzyciem symbolu 28 lub w postaci

warunku 5< x < 8§ zwanego nierdwnoscia podwdjna. £

Nalezy pamietac, ze zwroty obu nieréwnosci musza by¢ zgodne.

1.6, OS LICZBOWA [ PRZEDZIALY LICZBOWE
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Warunek 5 < x < 8 spelniaja liczby wieksze od 5 i rownoczednie niewieksze od 8.

Tworza one podzbidr zbioru liceb rzeczywistych zwany przedzialem liczbow ym:

x €1(5, 8) - zapis ten czytamy: x nalezy do przedzialu prawostronnie domknietego

od 5 do 8.

Jezeli a i b naleza do zbioru liczb rzeczywistych i a <b , wowczas wyrézniamy na-

stepujace rodzaje przedzialow:

L

~

Przedzial domkniety (g, b, to zbior wszystkich liczb
rzeczywistych x spelniajacych waruneka < x <b,

Przedzial otwarty (4, b) to zbiér wszystkich liczb rze-
czywistych x spelniajacych warunek a << x <b.

Przedzial lewostronnie domkniety (a, b) to zbior
wszystkich liczb rzeczywistych x spelniajacych waru-
nek a<x<b.

Przedzial prawostronnie domkniety la, b) to zbior

wszystkich liczb rzeczywistveh x spelniajacych waru-
neka<x<hb.

)

Podobnie mozemy okresli¢ przedzialy nieograniczone:

-

-

Przedzial otwarty nieograniczony (a, +~) to zbior
wszystkich liczb rzeczywistych x spelniajacych waru-
nek x >a.

Przedzial lewostronnie domkniety nieograniczo-

ny (a, +) to zbior wszystkich liczb rzeczywistych x
spelniajacych warunek x = a.

Przedzial otwarty nieograniczony | >, a| to zbidr
wszystkich liczb rzeczywistych x spelniajacych waru-
nek x <a.

Przedzial prawostronnie domkniety nieograni-
czony (>, a) to zbidr wszystkich liczb rzeczywistych
x spelniajacych warunek x < a.

a4

A

Zapis (a, +~0) czytamy: przedzial otwarty od a do nieskoriczonosci, a zapis (o, a)

czytamy: przedzial otwarty od minus nieskonczonosci do a.

~ — symbol nieskonczonosci, nie oznacza zadnej liczby.
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Cwiczenie 4.

ZLaznacz na osi liczbowej przedzialy.

Rozwiazanie; Na osi a) (—2; 5)
liczbowej zaznaczamy Odpowiedz:
punkty, ktére wyzna- -jlé 'é-"
ja zakres przedzialu.

czaj zakres przedzialu &) (0:3)
Uwzgledniamy to, czy M=y

, Odpowiedz:
dany punkt nalezy do < L
przedzialu (rysujemy kal- 0 3
ko zamalowane), czy nie &){—5: 8)
ﬂﬂli‘i}’ '[I"!r"ﬁl.lel'ﬂ}’ kalko ﬂdpﬂWiEdiﬁ
niezamalowane). ]

=

b)(—4; 2)
Odpowiedz:
- -
-4 2
d) (—0,5; 4,5)
Odpowiedz:
= Lo
-5 4,5
) (—o0; V2)
Odpowiedz:
J'—--
V2

-

\

Suma dwach zbiorow liczb A i B (przedzialéw A i B) nazywamy zbiér tych ele-
mentow (liczb), ktére naleza do zbioru A lub naleza do zbioru B. Sume zbioréw Ai B
oznaczamy A LB,

Iloczynem zbiorow liczb A i B (przedzialow A i B) nazywamy zbior tych ele-
mentow (liczb), ktore naleza jednoczesnie do zbioru A i do zbioru B. lloczyn zbio-
réw A i Boznaczamy A M B.

Cwiczenie 5.

Wyznacz sume i iloczyn przedzialow { 3, ﬁ} i( 1, 5}.
Rozwiazanie:
a) suma przedzialow: (3, 6]LJ<--- 1, 5) :( 1, 6)

—_—

Rysujemy na osi oba przedzialy. Zaznaczamy

L

ich sume, czyli przedzial, ktory zawiera ele- 0 1.2 3 4 5 5 X
menty obu przedzialéw,

b) iloczyn przedzialow: | 3, 'Ei]l'_=< L 5)=13; 5 I [—IL ]
Rysujemy na osi oba przedzialy, Zaznaczamy ich 1 01 2 3 4 5 6 X

iloczyn, czyli czes¢ wspdlna obu przedzialow.

lloczyn przedzialow moze nie zawierac ani jednej liczby, Méwimy wowczas o zbiorze
pustym i oznaczamy go jako &, np. (-2, 1)1, 3)=@. lloczyn przedzialow moze by¢
tez zbiorem jednoelementowym i wowczas taki zbiér zapisujemy w nawiasach klam-
rowych, np. (3. 5>|“| (i +00 )= {5}

Suma przedzialow moze zawierac wszystkie liczby rzeczywiste, np.:
(=00, YU{=2,400) =(—00, +oo)=R.

1.6.05LICZBOWA I PRZEDZIALY LICZBOWE
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Wartos¢ bezwzgledna interpretujemy jako odleglos¢ punktu odpowiadajacego danej
liczbie na osi liczbowej od punktu odpowiadajacego liczbie zera.

Ma osi liczbowej dany jest punkt A o wspolrzednej x i punkt B o wspolrzednej —x. Dlu-
gos¢ odeinka AO jest rowna dlugosci odcinka OB: AO = OB.

Z definicji wartosci bezwzglednej wiemy, ze wartosé bezwzgledna liczby nieujemnej x
jest rowna tej samej liczbie x (x| = x), a wartos¢ bezwzgledna liczby ujemnej —x to
liczba do niej przeciwna (|- x| = x. Wynika stad , ze lriz ]— _r|.

|=x| Ix]

Cwiczenie 6.

a) Rozwiaz rownanie Ix| =2
Rozwiazanie:
-2| 12]

i

-+ = 3
|x| =2dlax=21ubx=-2

OdpowiedZ: Istnieja dwa punkty, ktdrych odleglosé od punktu zerowego wynosi 2,
Sa to punkty o wspolrzednych A (2) i B(—2).

b) Wskaz liczby spelniajace warunek |:.~:[ <5

Rozwigzanie:

I

- .

=5 0 5

Szukamy na osi liczbowej takich punktow, ktorych odleglosc na osi liczbowe) od
punktu zerowego jest mniejsza od 5: x € (-5, 5).

Odpowiedz: Podany warunek spelniaja tylko liczby z przedzialu x € (-5, 5),
c) Wskaz liczby spelniajace warunek I,r| =4,

Rozwiazanie:
—]

* -
-5-4-3-2-10 1 2 3 4 5 X

Szukamy na osi liczbowej takich punktow, ktorych odleglosé na osi liczbowej od
punktu zerowego jest wieksza badzrownaod 4: x =4 lubx < —4,
Odpowiedi: Podany warunek spelniaja tylko liczby z przedzialu

XE(—o0, 4}Lf{4. ).

ZADANIA DO ROZWIAZANIA

1. Zaznacz na osiliczbowe) w zeszycie po 6 punktdw, ktdrych odleglose od punktu O jest:

a) wigeksza od 2 b) mniejsza od 2
c) wieksza lub réwna 2 d) mniejsza lub réwna 2
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2,

3.

4.

D

7.

Zapisz w zeszycie przedzial liczbowy i narysuj na osi liczbowej zbiér liczb spelnia-
jacych podany warunek,
1 1

a)x<—1,5 b)x<2- c}x}—sl d) x >—
2 3 4

Zapisz w zeszycie za pomoca przedzialu liczhowego warunek, ktdry spelniajg licz-
by z zaznaczonego na rysunku zbioru.

a) b)
l % - - ‘1—!--
-26 0 0 4B
¢ d)
— 4 - — 4 .
o 2 o 7
8
Podaj po trzy przyklady liczb nalezacych do przedzialu zaznaczonego na osi.
a) b)
! . ‘.
0 o L1
4
c) d)
I J e —l -
-2 0 -4 0

Zapisz w zeszycie za pomoca symboli nieréwnosdci (<. <, >, =) i zaznacz na osi

liczbowe) przedzialy liczbowe.

a) (=3, 2) b) (==, 0) c){—1,4)
1
d) (1, ) ) (-3¢, 3) 0 (¥2, 4)
Zaznacz na osi liczbowej w zeszycie wszystkie liczby, ktore nie spelniaja podanego
warunku,
a)x >4 b)x<2

ZLapisz przedzialy liczbowe, ktére spelniaja liczby z zaznaczonych na rysunkach
zbioréw.

Zaznacz na osi liczbowej w zeszycie zbior liczb spelniajacych warunek.,

a) b) c) d)
x>—1 x> —4 x<3 x<35
x<1 x<0 x>-1 x> JE

Przepisz do zeszytu i uzupelnij zapis wedlug wzoru: Jezeli x> -4 1 x<7, to
xc(—4, 7).

a) Jezelix>2ix<7,t0o b) Jezelix >—5ix<0,to
c)Jezelix<—1lix>=—4, 10l d) Jezelix > -3ix<3,to [l

1.6, 05 LICZBOWA I PRZEDZIALY LICZBOWE
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10.

11.

12,

13.

14,

Zaznacz na osi liczbowej w zeszycie iloczyn przedzialow.

a) (0, 3)n (-2, 2) b) (—o¢, 2)N(1, 5)
c)(~2, 4)N(-3, 6) d) (00, —1)N(—1, )
Zaznacz na osi liczbowej w zeszycie sume przedzialow.,

a) (—2, 4)U(l, 6) b} (2, 7)U(3, 5)

¢} (—o0, —1)U( 3,ﬂ> d} (—2¢, 2)U(1, o)

Zaznacz na osi liczbowe) w zeszycie zbidr liczb spelniajacych podane warunki i za-
pisz go w postaci sumy przedzialéw.
a)x<5lubx>7 b)—-5<x<-25lubx>0

&) x <2 lub x> 4,5 d)-4<x<2lub3<x<5

Oblicz w zeszycie wartos¢ bezwzgledna wyrazen.

a)|-5+12,5 b}‘—44-1f+2—2~.r-~ 2

&) [7+(-3) d) i —¥—27|
Oblicz w zeszycie x, jezeli:
a) x| =7 b) x| =0 o lx =242 d) |xl =—3

Uzywajac znaku wartosci bezwzglednej, zapisz w zeszycie warunek, jaki spelniaja
liczby nalezace do przedzialu.

2) (-3, 3) b) (2, V2
c)(—oo, —2)U(2, 1} d}( 0 - ﬁ)i.;(ﬁ, ’x:]

15. Przedstaw na osi liczbowej zbior liczb spelniajacych podany warunek.
a)|x| <243 b) |x| > l% ¢) 2|x| >10 d*)|x +2|<5
ZADANIA SPRAWDZAJACE
1. Do przedzialu(—o0, — ) nie nalezy liczba:
A.—3,1 B. —3,3 o —3,2 D.—5
2. Zbibr liczb spelniajacych warunek x > —3 i x < 5 okresla przedzial liczbowy:
Ad—3, 5) B.(—3, 5) Gi(—3,5) D.(—3, 5)
3. Jezeli A=(—1,3)iB=(3, o), to iloczyn tych przedzialéw zapisujemy jako:
A.ANB=(-1,o¢) B.ANB=@  C.ANB={3} D.ANB=(-1,3)
4, Zaznaczony na osi liczbowe) przedzial opisuje warunek:
4 L e
- &
A.lx|<6 B.|x[>6 C.|x|=6 D.|x|<6
[ LICZBY RZECIYWISTE



1.7. Wiasnosci potegowania
| pierwiastkowania
w sytuacjach praktycznych

Warod uslug oferowanych przez banki czesto pojawiaja sie takie terminy, jak: oszczed-
nosci, kredyty, lokaty, stopa procentowa, odsetki.

Stopa procentowa (oprocentowanie) to podana w procentach wysokosé naleznych od-
setek. Zazwycza) wysokosc stopy procentowe) podaje sie w stosunku rocznym, czyli
w okresie obejmujacym rok. Oprocentowanie kapitalu w banku moze by¢ dokonane
na dwa sposoby: jako procent prosty lub jako procent skladany. W wypadku obliczen
dotyczacych procentu skladanego wykorzystujemy wlasnosci potegowania i pierwiast-
kowania.

i )
Procent prosty
Sposdob oprocentowania kapitalu polegajacy na tym, ze odsetki od kapitalu za dany
okres obliczeniowy nie sa doliczane do kapitalu i nie biora udzialu w oprocento-
waniu w okresie nastepnym.

. J

f A
Procent skladany

Sposob oprocentowania kapitalu polegajacy na tym, Ze odsetki od kapitalu za dany
okres obliczeniowy sa kapitalizowane, to znaczy doliczane do kapitalu i wraz z ka-

pitalem biora udzial w oprocentowaniu w okresie nastepnym.
L% A

Wzory przedstawiaja, jak obliczaé kapital 1 odsetki przy oprocentowaniu prostym
i skladanym. We wzorach wprowadzono oznaczenia;

K, — kapital poczatkowy

K, - kapital po n okresach oprocentowania

n - liczba okreséw oprocentowania

P = roczna stopa procentowa

{ = czas oprocentowania

Procent prosty Procent skladany
Kapital po n okresach Aogy] . "
oprocentowania 8= Ku[] B K, =K;|1+ RF
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Cwiczenie 1.

Klient zaciagnal w banku kredyt na rok w wysokosci 10 000 zl. Roczna stopa pro-
centowa pozyczki wynosi 12%. Oblicz, jakg kwote klient bedzie musial zwréci¢ do
banku.

Rozwiazanie:

| sposob

Obliczamy wysokosc odsetek za caly rok:

d=12%-100002zl =0,12 - 10000 zl = 1200 zl

Obliczamy, jaka kwote klient zwroci do banku:

10000zl + 1200zl = 11 200 zl

11 sposab
Obliczamy kapital po jednym okresie oprocentowania.
Ustalamy dane:
K, = 10000 (zl), p=12 (%), t=1 (rok), K="?
K=K, ‘1 B il

100
K= I{lﬂ'ﬂl{fl-[l-hE = 11200

100

Odpowiedz: Klient musi zwrdécic do banku 11 200 zl.

Cwiczenie 2.

Klient umiescil w banku kwote 30 000 zl na pélrocznej lokacie (kapitalizacja od-
setek nastepuje co pol roku). Roczna stopa procentowa lokaty wynosi 2%. Oblicz,
jaka kwote klient otrzyma po 1,5 roku.

Rozwiazanie:

Obliczamy kapital po trzech okresach oprocentowania.

Ustalamy dane:

K, =3&Dﬂﬂ{zﬂ,p=l[%}.r=%{mku]. = oy R =1

1
-1 - 2']
K”=Ku[] B =30 000414+ —2 | = 30909,03 (21)
100 100

Odpowiedé: Klient otrzyma 30 909,03 zl.

W zadaniach dotyczacych kredytéw i oszezednosci moZzemy wyliczyé nie tylko odsetki,
ale rowniez wysokosé kapitalu, wielkosé stopy procentowej czy dlugosé trwania lokaty
lub splaty kredytu
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Cwiczenie 3.

Klient wplacil do banku 20 000 zl na trzymiesieczna lokate (kapitalizacja nastepuje
co 3 miesiace). Po p6l roku otrzymal 402 zl odsetek. lle wynosila roczna stopa pro-
centowa tej lokaty?

Rozwiazanie:

Ustalamy dane:

K, =20000 (zl), p=12 (%), t= i (roku), n=2,
0, = ? (wysokosc odsetek po n okresach oprocentowania)
g
0 =K |1+—| —K
| KD | 100 | i

2

1
Py
402 = 20000 |1+ —2| - 20000
100
i 2 .
20402 1P
20000 400
1,0201 = |1+ £
400
J,0201 =1 +-£-
400
p=4(%)

Odpowiedz: Roczna stopa procentowa te] lokaty wynosila 4%,

Wiasnosci potegowania wykorzystujemy nie tylko w obliczeniach dotyczacych pro-
centu skladanego, ale rowniez w zadaniach dotyczacych hizyki jadrowej,
Okres polowicznego rozpadu (T) to czas, po ktérym polowa ilosci probki danego

izotopu promieniotwoérczego ulega rozkladowi. Na przyklad dla izotopu polonu *; Po

okres polowicznego rozpadu wynosi 138 dni. Oznacza to, ze po uplywie 138 dniz 1
grama polonu zostanie 0,5 grama pierwiastka, po uplywie kolejnych 138 dni zostanie
0,25 grama itd. Okres polowicznego rozpadu pojawia sie w prawie rozpadu promie-
f

: 1T
Niotworczego zapisanym nastepujaco: m=m, - E , gdzie:
m, = poczatkowa ilos¢ izotopu
m = ilosc izotopu po uplywie czasu /

T - okres polowicznego rozpadu (T =0)
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Cwiczenie 4.

Po uplywie 15 lat z prabki kobaltu o masie 10 graméw pozostalo 1,25 grama. Ob-
licz okres polowicznego rozpadu T (T = 0) tego izotopu.

Rozwiazanie:

Ustalamy dane oraz ukladamy 1 rozwigzujemy rownanie:

t=15 (lat)

m, = 10 (g)

m=1,25(g)

15
1 |7
1,25= m-lE] |:m

15

17
ﬂ.ll:?:l--J
Z

L =
L L
lz] R l z]
T=75 (lat)

Odpowiedz: Okres polowicznego rozpadu izotopu kobaltu wynosi 5 lat.

ZADANIA DO ROZWIAZANIA

1. Pan Adamski otrzymal pozyczke w wysokosci 8500 2, ktdra mial splaci¢ po roku.
Oblicz w zeszycie kwote, jaka zwrocil do banku, jesli oprocentowanie tej pozyczki
wynosilo 8% w skali roku.

2. Pani Aneta zaciagnela w banku kredyt w wysokosci 2500 zl. Po roku pani Aneta,
wplacajac kwote 2725 zl, splacila kredyt wraz z odsetkami. Oblicz w zeszycie wy-
sokosé rocznej stopy procentowe] tego kredytu.

3. Klient zlozyl 40 000 zl na lokacie na dwa lata. Stopa procentowa lokaty wynosila 5%
rocznie, a odsetki byly kapitalizowane co szesc miesiecy. Oblicz w zeszycie wartosc
kapitalu po dwdch latach. Jaka wartosé odsetek zostala zgromadzona w tym czasie?

4. Pan Kowalski wplacil na lokate pewna kwote pienigdzy. Po roku pan Kowalski
otrzymal wraz z odsetkami 4243,60 zl. Oprocentowanie te] lokaty wynosilo 6%
w skali rocznej, a odsetki byly kapitalizowane co pol roku. Oblicz w zeszycie, jaka
kwote wplacil pan Kowalski.

5. Pani Zielinska postanowila zalozvc lokate, wplacajac do banku 6000 zl na okres
jednego roku. Ma do wyboru dwa rodzaje lokat:
- lokata A - oprocentowanie w skali roku 4,1% i roczna kapitalizacja odsetek,
— lokata B - oprocentowanie w skali roku 4% i kapitalizacja odsetek co pél roku.
Ktdra lokate powinna wybrad pani Zieliniska, aby otrzymacé wieksze odsetkiz?
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9.

10.

11.

12.

13.

Firma zdeponowala w banku pewna kwote pieniedzy na 2 lata. Po tym okresie na
koncie tej firmy bylo 2 164 864,32 zl. Oblicz w zeszycie, jaka kwote zdeponowala
firma, wiedzac, ze roczna stopa procentowa wynosila 4%, a odsetki byly kapitali-
zowane co pol roku.

W dniu narodzin syna ojciec zalozyl w banku lokate w wysokosci 10 000 zl, ktéra
zostala zakonczona w momencie uzyskania przez syna pelnoletnosci. Oprocen-
towanie tej lokary przez pierwsze 10 lat wynosilo 6% w skali roku, a nastepnie
zostalo obnizone do 5%. Ponadto wiadomo, Ze oprocentowanie juz dalej sie nie
zmienilo, a kapitalizacja odsetek nastepowala co rok. Oblicz w zeszycie, jaka kwo-
te otrzyma syn w dniu swoich 18 urodzin.

Kapital w wysokosci 20 000 zl zostal zlozony w banku na lokate, ktérej roczna
stopa oprocentowania wynosi 4%. Jak dlugo trwala ta lokata, jesli wiadomo, ze
kapitalizacja nastepowala co kwartal, a po zakonczeniu lokaty uzyskano odsetki
w wysokosci 812,08 zi?

Pan Janusz wplacil na lokate z roczng kapualizacja kwote 100 000 zl. Po 4 latach
kapital powiekszyl sie o 4060,40 2l odsetek. lle wynosila roczna stopa procentowa

tej lokaty?

Bank oferuje dwie lokaty: pierwsza z kapitalizacja pélroczna przy rocznej stopie
8% i druga z kapitalizacja kwartalng przy rocznej stopie s. Dla jakiej wartosci s
oprocentowanie obu lokat w skali roku jest najbardziej zblizone?

Okres polowicznego rozpadu plutonu wynosi 10 lat. Ile gramow plutonu pozosta-
nie z probki o masie 100 g po uplywie 30 lat?

Oblicz w zeszycie, ile gramodw probki kobaltu o okresie polowicznego rozpadu
wynoszacym 5 lat znajdowalo sie w sejlie laboratorium 50 lat temu, jesli obecnie
sa tam 3 gramy kobaltu (izotop nie byl wykorzystywany do innych doswiadczen).

Oblicz w zeszycie, po jakim czasie ulegnie rozpadowi — poczatkowe) masy pier-

wiastka promieniotworczego, ktorego okres polowicznego rozpadu wynosi 6 go-

dzin.

ZADANIA SPRAWDZAJACE

1.

Do banku wplacono 6000 zl na roczna lokate o oprocentowaniu 2%. O ile wyzsze
bylyby odsetki, gdyby te sama kwote wplacono na lokate o takim samym rocznym
oprocentowaniu, ale z polroczna kapitalizacja?

A. 0120zl B.o 42,40zl C. 00,60 zi D. o 60 zl
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Ma lokacie zlozono 2000 zl przy rocznej stopie procentowej p%. Odsetki naliczane

sa co kwartal. Po uplywie roku wielkos¢ kapitalu na lokacie bedzie réwna:

i
P

400
Firma wplacila na lokate 0,5 min zl, a po czterech miesigcach uzyskala 10075,25 zl

A
a.mml L 2P 82000 pi] c:.zcu::ﬂ|1 +-iJ D. 2000
100 100 400

odsetek. Ile wynosilo roczne oprocentowanie tej lokaty, jezeli byla ona kapitalizo-
wana miesiecznie?
A. 0,5% B. 2% C. 6% D. 1%

Po jakim czasie zostanie 25% masy pierwiastka promieniotworczego, dla ktorego
czas polowicznego rozpadu wynosi 2 dni?
A. po 2 dniach B.po4dniach  C.poé6dniach  D. po 8 dniach

1.8. Zadania utrwalajace

1. Przez ktorez liczb: 2, 3, 4, 5,9, 10 dziela sie podane liczby?
a) 648 b) 2220 c) 123456 d) 4113720
2. Rozloz liczbe 720 na czynniki pierwsze,
3. Uzasadnij, ze suma czterech kolejnych liczb nieparzystych jest podzielna przez 8.
. - .. 113478 R — .
4. Krtore sposrod ulamkow: RS maja rozwiniecia dziesietne skonczone?
5. Miedzyjakimi kolejnymi liczbami calkowitymi polozona jest na osi liczbowej licz-
ba +/90?
6. “Wykonaj dzialania w zeszycie.
7+(-8)-(-3)
a)(—5+2)(-3-6) b)—(-5-4)+(-2+1)—(-4) o . -
| | | 2-(-9)+(-3)
6 15
7. Oblicz w zeszycie wartos¢ wyrazenia i—i—“i’l%
e
3 2
8. Uporzadkuj liczby x, y, z w kolejnosci rosnace;.
1
1 -0,5 .
g 6 .5 3 1) _ 24
X = ——— =2,6-4—-3—-(—0,25 z=|—1-11,5——2,75
7 8 4 11 13 { } l 3 11
8 7
9. Podziel w zeszycie sume liczb —2; i 3-‘;:- przez ich réinice.
5
10. Oblicz w zeszycie wartos¢ wyrazenia u dlag= ]l, h=— -1—, c=——,
a+b+ 3¢ 2 4 8
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i1.

12.

13.

14.

15.

16.

« by 8

18.

19.

20.

21.

Oblicz w zeszycie.
gl

= =

a)(—2) h}[lJ c}l l] d) zf] e)(—0,25)"
2 3 4

Zapisz w zeszycie podana liczbe w postaci 27, gdzie m jest liczba calkowita.

3 I L — !
a) 48 b)——32  Jea:”  d)f167 4 *)-8'

Liczbe 230 000 000 zapisz w zeszycie w notacji wykladniczej.
273
=
(8174:2437)

Oblicz w zeszycie wartosé wyrazenia

L y—a
b b
Zapisz w zeszycie w najprostsze) postaci wyrazenie (( )}_ T b=0.
bll :hl
Oblicz w zeszycie wartosci pierwiastkow.
9 =
a) V144; /0,09 :; \/1% b) ¥216; ¥—27;30,125; i—0,729; —4;—;

Wykonaj dzialania w zeszycie.

a)\2- .14'12%*,,24%—@] by 2.

Wylacz czynnik przed znak pierwiastka.

2) V98; /128 175;4500; /1,25 b) d162;432; Y625; Y3456

Usun niewymiernos¢ z mianownika ulamka,
5

1 L
) b) )
' 35 1447 %

13,5 + Y32 -

Oblicz w zeszycie.
a) T2~ 8! h]]4l-3,1—3,1~4,5

1 ] 2

2 3

4; 3 411 :alu i [y
c) d)|—+ ll—]

‘3] 27 2

+ 0,04
1

Oblicz w EESE}’E]E‘ :akml procentem liczby njest liczba m, jesli: m= J_}J_ =
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22,

23.

24,

25.

26.

2
Znajdz liczbe, ktorej g jest roGwne wartosci wyrazenia

Ll rwﬂrr

Zaznacz na osi liczbowej w zeszycie oraz zapisz w postaci przedzialu liczbowego

zbior liczb spelniajacych podany warunek.

a) —1<x<3 b)-3<x<2 c)0<x<4 d}x::—-l%
Zaznacz na osi liczhbowej w zeszycie sume przedzialow.
Zaznacz na osi liczbowej w zeszycie iloczyn przedzialow.
a)(—4, 2)N(2, o) b) (=7, 0)N(=2, 2)
c)(—oo, =3)N(—4, —3) d) (—o0, —1)M{—3, o)
Zaznacz na osi liczbowej zbiér liczb spelniajacych warunek. Zadanie rozwiaz
W zeszycie,
1
a) [ < 3; b) Il =2,5 c) x| >0 d) |x =~

27* Pani Ewa chee ulokowaé w banku pieniadze na 10 lat. Moze dokonaé wyboru

28.

29,

pomiedzy ofertami dwdch bankéw, Lokata w banku A jest oprocentowana w wy-
sokosci 2% rocznie, a odsetki sa kapitalizowane co p6l roku. Natomiast bank B
oferuje 2,1% rocznie, ale odsetki sa naliczane dopiero na koniec trwania lokaty.
Oferte ktorego banku powinna wybra¢ pani Ewa, aby uzyska¢ wieksze odsetki?

Pan Mowak zalozyl lokare w wysokosci 30 000 zl. Po 18 miesiacach bank wyplacil
mu 31 836,24 zl. Jakie jest oprocentowanie tej lokaty w skali roku, jesli bank kapi-
talizuje odsetki co pol roku?

Pan Kowalski wplacil 25 000 zl na lokate z oprocentowaniem 4% w stosunku
rocznym i kapitalizacja co pél roku, a pani Kowalska wplacila takg sama kwote
na lokate z takim samym oprocentowaniem w stosunku rocznym, ale z kwartalna
kapitalizacja odsetek. Oboje zamkneli lokaty po roku. lle odsetek otrzymaja z obu
lokat razem?

I LICZBY RZECIYWISTE
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2.1. Wzory skroconego mnozenia

Wyrazeniami algebraicznymi nazywamy takie wyrazenia, w ktorych obok liczb i zna-
kow dzialan wystepuja litery.

Cwiczenie 1.

Zapisz w postaci wyrazenia algebraicznego:
a) liczbe o 1 mniejsza od iloczynu liczb x i y,
b) kwadrat sumy liczb a i b,

c) kwadrat roznicy liczb x 1 y,

d) réznice szescianow liczb ¢ d.
Rozwiazanie:

a) xy—1 b) {a - b}j c) (x y) d) ¢’ —d’

W budowie wszystkich wyrazen algebraicznych wystepuja jednomiany, czyli wyraze-
nia, ktore sa pojedynczymi liczbami, pojedynczymi literami lub iloczynami liczb i liter,
np. —5, 3x, a, —9,1x" y. Wyrazenie, ktére powstaje przez dodawanie lub odejmowanie
jednomianow, nazywamy suma algebraiczna. Jednomiany, ktore dodajemy, to wy-
razy sumy.

Cwiczenie 2.

Y . ; . 3
Wskaz wyrazy w sumie algebraicznej — 2x° +7x 5.
Rozwiazanie:

W yrazami tej sumy sa jednomiany; —2x°, 7x, —5.

Wyrazenia algebraiczne staramy sie zapisywac w jak najprostszej postaci. Przeksztal-
cenie wyrazenia algebraicznego polegajace na zastapieniu wyrazéw podobnych jed-
nym wyrazem nazywamy redukcja wyrazow podobnych.

Cwiczenie 3.

Zredukuj wyrazy podobne w wyrazeniu algebraicznym 2a — 3b -+ 1+ 4b —5a + 2.
Rozwiazanie:
Podkreslamy w jednakowy sposob i redukujemy wyrazy podobne.

2a—3b+1+4b—5a+2=—3a+b+3

W yrazenia algebraiczne mozna mnozyc.

Cwiczenie 4.

Wykona) mnozenie.

a) —3afa—2b—1) b)(4a—2)(35a)
Rozwiazanie:

a) iu{ﬂ 2b I}= 3a* + 6ab + 3a

II WYRAZENIA ALGEBRAICZNE



b)(4a—2)(3-5a)=12a—20a" —6+10a=
Mnozenie niektorych wyrazen algebraicznych mozemy wykonywac szybciej, po-

slugujac sie odpowiednimi wzorami,

Cwiczenie 5.
Wykaz, ze dla dowolnych liczb a i b prawdziwe s3 wzory:
a)(a --J_F:-}j:ﬂ2 4 2ab -+ b b}[ﬂ_bf:al. 2ab -+ b*

Rozwiazanie:

':].} [a "b'}z :[Iﬂ 4 bJ{ﬂ i bj:ﬂl 1 I'.'lb L db"' bt' :ﬂl | Iﬂb | b]

b)(a b.}1=|{ﬂ b)(a—b)=a’ —ab—ab+ b’ =a’ —2ab+b*

r" k:
Kwadrat sumy

7

(a+b) =a" + 2ab+b’

Kwadrat sumy dwdoch wyrazen jest rowny sumie kwadratu pierwszego wyraienia,
podwojonego iloczynu pierwszego wyrazenia przez drugie i kwadratu drugiego

wyrazenia.
. Iy

4 h
Kwadrat roznicy

{ﬂ b}zzul 2ab + b*

Kwadrat roznicy dwach wyrazen jest rowny roznicy kwadratu pierwszego wyra-
zenia i podwojonego iloczynu pierwszego wyrazenia przez drugie plus kwadratu
drugiego wyraZenia.

J

Cwiczenie 6.

ZLapisz w postaci sumy algebraicznej.

a) (x+3) b) (4x+2) ¢)(x—5) d)

Rozwiazanie:
a) (x+ 3}2 —x 42534+ =x"4+6x+9

b) (4x+2) = (4x) +2-4x-2+ 2" =16x" +16x + 4

2.1, WZ0RY SKROCONEGO MNOZENIA
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Cwiczenie 7.
Wykaz, ze dla dowolnych liczb a i b prawdziwy jest wzér (a + b)(a—b)=a’ —b".

Rozwigzanie:
(a+b)la—b)=a" —ab-+ab—b*=a’ —b’

(‘
lloczyn sumy przez réznice

(a+b)la—b)=a® b’

lloczyn sumy przez rdznice jest rowny roZnicy kwadratow tych wyrazed.
\,

Cwiczenie 8.
Zapisz w postaci sumy algebraicznej.
) (24 x)(2—x)  b)(x—3y)(x+3y)

Rozwiazanie:
a)(2+x)(2—x)=2" —x' =42

b) (x—3y)(x+3y)=x"—(3y) =x*—9)’

ZADANIA DO ROZWIAZANIA

1. Zapisz w zeszycie w postaci wyraZzenia algebraicznego:
a) liczbe o 4 wieksza od podwojonej liczby x,
b) liczbe o | mniejsza od kwadratu sumy liczb a i b,
c} liczbe 5 razy wieksza od szescianu liczbyv d,
d) iloczyn sumy liczb x i y przez ich rdznice,
e) polowe kwadratu réznicy liczb ci d.

2. Doprowadz wyrazenie do najprostsze] postaci. Zapisz rozwijzanie w zeszycie,
a)sx+4y—2x+y—3
b)3a+a’ —a+2d°
¢)—4a+2a’ —8+2a—7a"+10

3
d];x 2xy+6y—0,75x

3. Wrykonaj w zeszycie mnozenie i zredukuj wyrazy podobne (o ile to mozliwe).
a)—3(7x—2) b) 0,1a(100a — 20b)

c)(x+3)(3x—2) d}[icz % (—6a-+3]

6
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10.

Przedstaw wyrazenia w zeszycie w postaci sumy algebraicznej.
a)(1+a) b) (2 +7)’ ¢)(a+5ab)

d)(0,1a+200)"  e)(x*+x) ﬂ[al_}:+~.£.\:)1

Wykonaj potegowanie w zeszycie.
a}[y—ﬂ}i b]{lﬂ—x}z ¢) (15— 2b)

v

oo ooz (Ve Ve

Przeksztalé w zeszycie wyrazenia na sumy algebraiczne,
1

d)

a)(a+1)(a—1) b) |~ bl% : b]
c) (3x—2)(3x +2) d)(0,6 +10a)(0,6 — 10a)
e)|a+ 4]{4 —a) 0 (5x+7y)(—5x+7y)

Stosujac odpowiedni wzor skroconego mnozenia, przedstaw w zeszycie w postaci
sumy algebraicznej.

;1]'[:1—'—«!{3_:)3 b) i-r—.—:r: xl—gr]
c}(ﬁ—lﬁ]; d)|2a* 4 _’..;nE:']3

e}[:x l_p}[_l_y—r:x) ﬂ|..'£3 lb]

Wrykonaj potegowanie w zeszycie,

a) 5+z)1 1:.}[44-‘.:’3_.)l
o) ‘E—Jﬁ)'! d}[\f’E—JE)i
e) (25 + 3J1_n)z ) (5v2- AJE)I

Wykonaj dzialania w zeszycie.

al [ﬁ JF_:)(»':: i JE:) b}[l : IJ.;)(I Z\E)
o (Vi5+ Jﬁ][Jl_E—Jl_l) d) (34335 (543 :+3J§]

Przepisz do zeszytu. W miejsce kropek wpisz odpowiednie wyrazenia.

a)a*+ 10a+25=(a+ R’ b) 94" + 12ab + 48 = ([ + 2b)*

e —36=(c+B(c—B d) b — 16b+64=(b—B)

e) 100a" — 80ab+ 166 = (B — 4b)* N8I — 1218 = (B — 11d) (B + 114d)

2.1, WZDORY SKROCONEGO MNOZENIA
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12,

13.

14,

Przedstaw podane wyrazenia w zeszycie w postaci kwadratu sumy lub kwadratu
roznicy dwdch wyrazen.

a) x* +4x+4 b)4a’ +12ab+9b" c)a’ —6a+9

d)36y° —12y+1 e)144—48b+4b" f) 25" +xy+0,01y°

Przeksztalé w zeszycie réznice kwadratéw na iloczyn,

s | |
a) y* —x* b) a* —121 &) i e
Y ) i

d)64x* —196y"  €)0,04—100y" [ a’b’ —0,09’

Zapisz w zeszycie w postaci wyrazZenia algebraicznego, a nastepnie przeksztalc do
postaci sumy algebraicznei:

a) pole kwadratu o boku o dlugosci 2x —3,

b} pole kwadratu o boku o dlugosci 7x +1,

¢) pole prostokata o bokach o dlugosci 5x + 2 oraz 5x —2.

Zapisz w zeszycie w postaci wyrazenia algebraicznego iloczyn dwoch kolejnych
liczb naturalnych nieparzystych, z ktérych mniejsza jest rowna 2n —1. Nastepnie
przeksztalé je do postaci sumy algebraicznej.

ZADANIA SPRAWDZAJACE

1.

2.

3.

' & [+ - 11 i
Wyrazenie | 6a — 5b ) jest rowne:

A.36a’ —25b" B.6a" — 60ab + 5b°
C.36a" — 60ab + 25b° D.36a’ —60ab—25b"
Kwadrat liczby x = 2341 WYNOosi;
A 13 B.13+4+/3 C.7 D.173
1 1

MNajprostsza postacig wyrazZenia | 2a I lla | ;—] jest:

;o 5 i g i 1
Ada —— B.2a" —— C.4a" —— D.2a” ——

16 16 4 4

Wyrazenie 0,04x" — 2xy + 25y mozna zapisa¢ w postaci:
A.(0,01x—5y) B.[0,0x—5y) C.(0,02x—5y) D.[0,2x 5y

II WYRAZENIA ALGEBRAICZNE



2.2. Dodawanie | odejmowanie wyrazen
algebraicznych

Wyrazenia algebraiczne mozemy dodawac lub odejmowac poprzez zastosowanie praw

dzialan. W' praktyce sprowadza sie to do opuszczenia nawiasow i redukcji wyrazow
podobnvch.

Cwiczenie 1.

ZLapisz wyrazenia w jak najprostszej postaci.
a)(3a+b—2)+(4—a—6b) b){a—3b-+10)—(—2a+b+3)

Rozwiazanie:
a)(3a+b-2)+(4-a—-6b)=3a+b—-2+4—-a—6b=2a5b+2

b){a—3b+10)—(-2a+b—3)=a—3b+10+2a—-b+3=3a—4b+13

# N
Jezeli przed nawiasem, w ktdrym wystepuje wyrazenie algebraiczne, jest znak +
(lub nie wystepuje zaden znak), to, opuszczajac nawias, przy kazdym wyrazie wy-
razenia znak pozostawiamy bez zmiany.

=3 k'
Jezeli przed nawiasem, w ktérym wystepuje wyrazenie algebraiczne, jest znak — ,
to, opuszczajac nawias, przy kazdym wyrazie wyrazenia znak zmieniamy na prze-

clwny.
L >

Cwiczenie 2.

Wykonaj dzialania.

a)(2+x) +(2+x)(2—x) b)9—(y—3)
Rozwiazanie:

a)(2+ _rf H2+x)(2—x)=4+4x+x" +4—x"=4x+8

3

b)9—(y—3) =9—(»*

Jezeli w wyraZzeniu algebraicznym w miejsce liter wstawimy dane liczby i wykonamy
wskazane dzialania, to otrzymamy wartosc liczbowg tego wyrazenia.

1

E-_;J-Ei}f? _pz~6y-9— y +boy

2.2. DODAWANIE I ODEIMOWANIE WYRAZEN ALGEBRAICZNYCH
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Cwiczenie 3.

Oblicz wartos¢ liczbowa wyrazenia5 — (2 + 3x ]Z +(2- 31‘]1 +24xdlax=—1.
Rozwiazanie:

Doprowadzamy wyrazenie algebraiczne do najprostsze) postaci.

5—(2x+3) +(2-3x) +24x =5 (40 +12x+ 9)+ (4 122+ 9 ) 4 24x =

=5—4x" —12x—9+4—12x +9x" +24x=5x"
Obliczamy wartos¢ liczbowa wyrazenia 5x” dla x = — 1.
5:(—1)" =51=5

ZADANIA DO ROZWIAZANIA

1.

2.

3.

Zapisz wyrazenia algebraiczne w zeszycie w jak najprostszej postaci.
a)[2a-+b)+(a—b)

b)(—a~+3,26—0,1)+(0,1-0,5a+0,8b)

c)(a—2b)—(a—1)

d)(4x" —x+3)-3x" +2x 1)

e)(3a+8b—5)+(—12a—2b+7)

f)(b* —6b-+8)+(b*+6b—-7)

g)(3b—a)—(a—1)—(b+3)

h](l e x} { 2+ x .1:1]

Zapisz w zeszycie w jak najprostszej postaci, a nastepnie oblicz wartosc liczbowa
dla x=—1,5.
a)(2x —3)+(—5x—1)+(8+7x)

b)(7x 4 e.} (—10—5x)—(4x+2)
¢) (x* = 3x+1,25)+ (" + 4x—2,25)
d)[4,8 ) (23— x—4x?)

e) {_l‘f -.’-‘rIA ,r] { .1:3' lE:r' :-r) t (f ~'r':u:‘t 41}

Przeksztal¢ wyrazenia algebraiczne w zeszycie, korzystajac ze wzorow skrocone-
go mnozenia. Zredukuj wyrazy podobne.

a) (8x" —5x+1,3)+ (x +1) b) (4 ) +(~s" +4y-3)
¢) 0,11+ (x—0,1)(x+0,1) d)(7—y) — (35 —8y+40)
e) (12x* —5x +2)—(6x 4 1) ﬂl%r - z.lix - z] %:ﬁ F2x -E-l
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6.

10.

11.

12.

Doprowadz wyrazenia algebraiczne do jak najprostszej postaci. Zapisz rozwiaza-
nie w zeszycie.

a){6+ ﬁf (8- ﬂ}z b)(5- :r}z Ia 3}E
O (4—a)(4+a)+(a—3)a+3)  d(2+a) —(a+1)
e)|a- 1}1 —(7- a) f)(10+a)(10—a)—(9+a)(9—a)

Oblicz w zeszycie sume kwadratéw liczb 3n—113n+1.

Wrykonaj dzialania w zeszycie, wykorzystujac wzory skroconego mnozenia. Prze-
prowadz redukcje wyrazow podobnych.

o (x-+2) +(£—VE) —(x—3)(x+42)
b}(x J?:y](x - ~u"r3_=—}'] : (Zﬁx - 4) (:c i ﬁ)l

c}[\!g-'r x)z —[x - \'E)(x = '-.E) 4-[.9: = *JE)E

Sprowadz do mozliwie najprostszej postaci wyrazenie (2a — ]}{Eﬂ +1)— (1 +a’ ),

; ! o e I
a nastepnie oblicz w zeszycie jego wartosé dlaa = 3

Oblicz w zeszycie wartosci liczbowe wyrazen algebraicznych.
yd

a) (x+2y) —(3+x)(3—x)- [f - Q)dlax:%i_y:—l

b) 4x* +(2x+ y)(y—2x)—(x—p) dlax= ﬂ.ﬁi.v:';:

'E'} {I 1 2_}'}2 I {I 3}’}2 5'}'1 dlax=—4 1_}!:%

Uzasadnij, ze dla dowolnych wartosci a wartosé liczbowa wyrazenia

(4a 1}1 +{3a+2)(3a—2)—(1+4 5{1}2 t(2a+5) jest dodatnia.

Doprowadz wyrazenie (2x + 1}1 - [Jg - .r](:-: ﬂ.rg] (] 4 5:1'1) do jak najprost-
szej postaci, a nastepnie oblicz w zeszycie jego wartosé dla x =2.

O ile mniejsze jest pole kwadratu o boku o dlugosci x cm od pola kwadratu o boku
o dlugosci (x + 5) ecm? Zapisz odpowiedZ w zeszycie w postaci wyrazenia, dopro-
wadz je do najprostsze) postaci i oblicz jego wartodé dla x =8 em.

Kwadrat ma bok o dlugosci a cm, a prostokat ma jeden bok dluzszy o 2 em od boku
kwadratu, zas drugi — o 2 cm krétszy. Ktora z tych figur ma wigksze pole i o ile?

2.2. DODAWANIE I CDEIMOWANIE WYRAZEN ALGEBRAICZINYCH
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ZADANIA SPRAWDZAJACE

1. Najprostsza postacia wyrazenia algebraicznego (2 a) —(2+a) jest:
A.—4 B. —4a C.—8a D.—8

2. Przeksztalcajac wyrazenie algebraiczne [x +4 _}r_]z “ly -4.1'}2 do jak najprostszej
postaci, otrzymamy:
ANTx +17y° B. —l6xy C.34x°y" D.15x° +15y°

3. Wartos¢ wyrazenia algebraicznego (a -+ ]_‘,I: “(3a—1)(3a+1)-2a dla a=-0,1

WYROosi;
Al B. —0,1 C.—1 D. 0,1

4. Po doprowadzeniu wyrazenia algebraicznego
iv’g JE](-.E : J?_:J : (l\Ei 1]_ {E\E ])h do najprostszej postaci otrzyma-

my:
A. 20 B. 82 +1 C.0 D.1—8y2

2.3. Przeksztatcanie wyrazen
algebraicznych

Mnozac sume algebraiczna przez jednomian, mnozymy kazdy skladnik sumy przez
dany jednomian i dodajemy otrzymane iloczyny.

a-(b+c)j=ab+ac
Cwiczenie 1.
Wykonaj mnozenie sumy algebraicznej przez jednomian.
a)3(2a+3b-5¢) b) :;-a{ 4x+6y-2) o —xy(5x+2y'—7)
Rozwiazanie:

a) M2a+3b—5c)=32a+33b+3-(—5c)=6a +9b—15¢

h]ll;ﬂ{ 4x+6y—2)=—2ax+3ay —a

-

c) xy{Sx-Eyl ?)= 5% y—2xy° +7xy

Aby podzieli¢ sume algebraiczna przez liczbe, dzielimy kazdy skladnik sumy przez te
liczbe i otrzymane ilorazy dodajemy.
atb a b

= —+ — przy zalozeniu, ze c =0
£ ¢ €

i) Il WYRAZENIA ALGEBRAICZNE



Cwiczenie 2.
Wykonaj dzielenie sum algebraicznych przez liczbe.
a) (52 + 10y —152):5 b}l‘*—;b
Rozwiazanie:
a)(5x +10y—152):5=5x:5+10y:5—-15z:5=x+2y—3z

—2a+3b —2a 3b
b) = 1

-2 -2 2

Mnozenie sumy algebraicznej przez sume algebraiczna polega na mnozeniu kazdego
skladnika pierwszej sumy przez kazdy skladnik drugiej sumy i dodaniu otrzymanych

1
—a—1-b
2

iloczyndw.
(a+b)-(c+d)=ac+a-d+bc+bd
Cwiczenie 3.

Wykonaj mnoZenie sum algebraicenych.
a)(2x—y)(3x+2y—2z) b)(2a+b)(3a—b)(a—b)

Rozwiazanie:
a)(2x—y)(3x+2y—z)=6x"+4xy—2xz—3xy—2y + yz =

=6x" +xy—2xz—2y" + yz
b)(2a+b)(3a—b)(a—b)=(6a" —2ab+ 3ab—b*|(a—b)=(6a" +ab—b*)(a—b)=
=6a’ —6a’b +a'b—ab’ —ab® + b’ =6a —5a’b—2ab’ +b’

Wyrazenia algebraiczne przeksztalcamy, starajac sie zapisa¢ je w jak najprostszej po-
staci. Podczas przeksztalcania stosujemy dodawanie sum algebraicznych, mnozenie
sum algebraicenych, dzielenie sum algebraicznych przez liczbe oraz wzory skréconego
mnozenia.

Cwiczenie 4.

Przeksztal¢ wyrazenia algebraiczne do najprostsze) postaci,

a){a+b)la -b}{a’ } bz} - a lbd b) —{a: [Eab—bz}‘ +ala+2b)
Rozwiazanie:

. o i | 'y
a)(a hb}[u—b}(u' + b'}— ¢ : :[ﬂl --bs_}(al + E:r"‘}-- %* ?:

=a'—b*~0,5a" +0,5b" =0,5a" +1,5b"
b) ~|a* —(2ab—b")| +a(a+ 2b)=—(a* ~2ab + b*) + a* + 2ab=

e ___ﬂi =L ZEI!J _hl R az 4 Eﬂh :‘iﬂb_ E}:
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Cwiczenie 5.

Uzasadnij, ze dla kazdej liczby rzeczywistej x i y wartos¢ liczbowa wyrazenia

[ -2xy + (J:1 i yl)‘ F{x y}! jest liczba naturalna.

Rozwiazanie:

2

‘ ZI_]J-{J;E!_P:'}]!{I _}')1: { Exy-f-f'}.x i

=2xy—x'—y +x -2y + y* =0
Odpowiedz: Dla kazde liczby rzeczywiste] x 1 y wartosé liczbowa tego wyrazenia
jest rowna (. Liczba O jest liczba naturalng.

ZADANIA DO ROZWIAZANIA

¥

4.

Zapisz w zeszycie w postaci sumy algebraicznej.

a)3{x—7) b) —4x*(2x— y+40,5z)

c){5a—3b—c)-2a d}—%{&x‘ -Jx* )
15x + 20 40

e) (6ab -+ 3bc —ac ):3 == E_JF -

5
Opusé nawiasy i przeprowadz redukcje wyrazéow podobnych. Zapisz rozwiazanie
W zeszycie.

a)3la—5)+4(7 —a)

b)1,5(ab+2)—(ab—2)-2

2x' 4y 4 xy

2

d) —3(0,5xy +2x )+ (—3xy + 6x):3

ci— !E{G.SII y—xy)

Zapisz w zeszycie w postaci sumy algebraicznej.

a) 2x(x—1)(x+2) b) [x+1)(x+2)(x—3)

¢)3a(2+a) d) 5b(1—b)(1+ b)

Dane sa wyrazenia A = (x y}l. B=(x+y)ly—x)iC=(2x+ y)(x—2y) Wy-

konaj dzialania w zeszycie i zredukuj wyrazy podobne.
a) A+2B b) C—3A

) A-B d}%ms
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6.

10.

11.

12.

ZADANIA SPRAWDZAJACE

1.

Przeksztalé wyrazenia algebraiczne do najprostszej postaci, a nastepnie oblicz
w zeszycie wartost liczbowa wyrazen dla wskazanych liczb.

a) | x 4 1}{1‘3 —p 1}- (1 f)cﬂar: w3

1
-y =1
|2
c)(2a 1}1:1 +2(a+1)(a—2)dlaa=—-2,5

d (5—a)(a—5) |

-

i

1

b) E:-: --1"]—_9*1] —:-: —lldlatzll?ﬁ

4 16

5014 D,ﬂ-ia“‘)cilau:ﬂ,lzﬁ

Dlugosci bokéw pewnego prostokata sa rowne 2a + 3b oraz 3a +2b, Oblicz w ze-
szycie obwad i pole tego prostokata. Wynik podaj w najprostszej postaci sumy
algebraicznej.

Przyprostokatne trojkata prostokatnego maja dlugosé x +11 3x + 5. Oblicz w ze-

szycie pole kwadratu zbudowanego na przeciwprostokatne) tego trojkata.

Zapisz w zeszycie w postaci wyrazenia algebraicznego:

a) dlugos¢ boku trojkata réwnobocznego o obwodzie 6x +12y,
b) dlugosé boku rombu o obwodzie 4a +8b+12¢,

c) dlugos¢ prostokata o obwodzie 6a +8b i szerokosci a +2b.

Doprowadz wyrazenia do najprostszej postaci. Rozwiazanie zapisz w zeszycie.
a)(a—b—c)la+b+c) (al- bh* -rl} b)(a-+b --f]ll --{ul +b* 4 cz'}
Dane sa liczby a = V2 +1ib=2—+/2. Obliczw zeszycie:

a) a* b)a-h c)2a’ +(a+ b}l d)
(1 5}2- (n+41)(n

2

(a—b)+b

b | —

Uzasadnij, ze liczba jest liczba parzysta dla dowolnej licz-

by naturalnej n.

Dane sa liczby a=2(2n—1)(n+1) {_3:11 I_}-l oraz b= {_ln: ]_}2 - 4n', gdzie

n jest dowolna liczba naturalna. Zapisz w zeszycie roznice liczb ai bw najprostsze)
postact.

Przez ktére z podanych wyrazen algebraicznych nalezy pomnozyé sume x” — x + 1,
aby otrzymaé x” + 12
A.x—1 B.x" +1 C.x+1 D.x’+x
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; , — : 3x+86 2x-10,
2. Majprostsza postacia wyrazenia algebraicznego 3 - - & jest:

A.—4 B.16 L. —3 o

3. Wyrazenie 2x(x + 2y )(x — y) zapisane w postaci sumy algebraicznej to:

A.2x" +4xy B.2x" + 2x" y—4xy’
C.x* +xy—2y D.2x'—4x’y’
4. Pole tréjkata prostokatnego o przyprostokatnych dlugosei x +4 1 2x + 1 wynosi:
A x*+4,5x+2 B.2x" +9x+4
C.x*+9x+4 D.(x+4)(2x+1)

2.4. Wytaczanie wspolnego czynnika
poza nawias

Czynnoscig odwrotna do mnozenia sumy algebraiczne) przez jednomian jest wylacza-
nie wspolnego czynnika poza nawias.

Jezeli wszystkie wyrazy sumy algebraicznej maja wspolny czynnik, to sume te mozemy
przedstawic w postaci iloczynu tego czynnika | pewne) prostszej sumy.

ab ac:a{b =3
Cwiczenie 1.

Wylacz wspélny czynnik poza nawias.
a)3x+6y—12z  b)y +2xy+y ) 2afla+b)-bla+b)

Rozwiazanie:

3-x432y—34z=3x+2y 4z)

a)3x-+6y—12z

b) y' 4 2xy+ y=yly+2x+1)
c¢*)2ala+b)—blat+b)=(a+b)(2a—b)

Umiejetnosé wylaczania wspélnego czynnika mozna wykorzystac przy przeksztalca-
niu wyrazen algebraicznych.

Cwiczenie 2.

Przeksztal¢ wyrazenia algebraiczne do prostszej postaci.
2) 2a+4b b) x+15y 6y—9x d 30" +6a+3
2 5 3 3
Rozwiazanie:
2a+4b _ 2la+12b
a) d : = { : ) =a—+2b
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b)

e}

5,:__.]5_},_5_];_9;;_5{.1’!5_}!} 3(2y —3x)
5 . R 3

=|x43y) {2_}? ~3x)=x+3y—2y+3x=4x+y

3 +6a+3 3d'+2+1)
L —(a+1)

ZADANIA DO ROZWIAZANIA

1.

2%,

2.

Wylacz jednomian poza nawias. Rozwiazanie zapisz w zeszycie,

a) 2x +4 b)0,3x—0,62 c) —8a-+12ab

d) 2ab+4a’b’ +6a'b’ e éx B 'Six_p - g_}' f)0,5a" +5a" +0,5a" +5a
Wylacz wspélny czynnik poza nawias. Rozwiazanie zapisz w zeszycie.

a) 3x{x+ y)+2y(x+ y) b) 3" 423" 4 . 3MHE
¢)2(a+1)-3bla+1) d)5".a+5"b+5" ¢

Wylacz wspolny czynnik poza nawias, a nastepnie oblicz w zeszycie wartosci wy-
razen algebraicznych.

a) 12a +24b dlaa=08ib=0,6

b) 1,5a" —6 dlaa=—2

¢)3a+9 — 6¢ dlﬂﬂ:l,E,hZ;’.%ir:j%

Zamien w zeszycie sume na iloczyn, wylaczajac poza nawias wskazany jednomian.

a)—0,8x+0,6b—0,5 jednomian 0,1
b}ixz —i.r - E.1r: : jednomian lx
7 7 4 7 4 i 7
¢) aben3 — 2abe + ab’e jednomian abe
d) —27xy+81x*y’ —243x°y’ jednomian —27 xy
Przepisz przyklady do zeszytu. W miejsce kropek wpisz odpowiednie wyrazenia
algebraiczne.
a) 12xyz+ 6xz+3xy=[0(4yz + 2z + y)
b}ilab i %a b= (ab+2a —3b)

¢)0,2a—0,4a" —0,6a° =M (1 — 22— 3a*)
d)-21x*y’ 4 14xy-7= (3_1':_1'2 2xv 1-]}

Zapisz w zeszycie sume, ktdra pozostanie po wylgczeniu poza nawias z wyrazenia
16a’h’c’ —8a’be® + 4ab’c jednomianu;

a) 2a b) 4abc c) Bbe

Wskaz sume, z ktérej nie mozna juz wylaczy¢ wspolnego czynnika przed nawias.

2.4. WYELACZANIE WSPOLNEGO CZYNNIKA POZA NAWIAS
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Doprowadz wyrazenia algebraiczne do jak najprostszej postaci. Rozwiazanie za-

pisz w zeszycie,

2) 15a 4+ 12b—9¢ b) 10x* — 20xy + 10y
3 2

o Tx—14xy+7y 3x—6xy d]ﬁ~12aiﬁal 8a” 4164+ 8
7 3 6 8

ZADANIA SPRAWDZAJACE

1

Ktéry z jednomianéw nalezy wylaczy¢ z sumy — 1,2ab -+ 2,4a’b + 3,6ab’, aby w na-
wiasie pozostalo 1 —2a — 3b?
A.l1,2ab B. —1,2ab C.1,2b D. ab

= . = 4.4 b S ; £
Po wylaczeniu z sumy algebraicznej —3m™n” —0,3m™n” +0,lmn jednomianu
—0, Imn w nawiasie otrzymamy:

A 30m'n’ + 3mn —1 B, —30m’n” + 3mn —1

C.30mn" — 3mn + 1 D. 30m'n’ +3mn

W ktorym przykladzie popelniono bladr?

A2(x—4)=2x-8 B.—7(y—1)=—7y+7

& :;—{bz r}:%bl c D. -0,4a(a+b)=—0,4a" —0,4ab

2.5. Zadania utrwalajace

1.

Przeksztalé w zeszycie wyrazenia na sumy algebraiczne,

2 | 1

a) 1,5+ x) b) | 3x 12

F
c)(4,2-5y) d) zi 4y
e) 0,1 +1,1x)(0,1+1,1x) f) é --x. —é ' xl

Stosujac odpowiedni wzor skroconego mnozenia, przedstaw w zeszycie w postaci
sumy algebraicznej.

a)(—1+x) b) (y+2)(—2+ )
¢) (2,2 +x) d)(y—1,6)’
e {31" - 4_1:”}{51:1 -L--flx"] (—y— ?}1
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3.

6.

9.

10.

11.

12.

Wykonaj dzialania w zeszycie,

2)(6-+5)(6—5) b) [Jl_l 5 ?]3
SIER Ji)'! d) (332 - 23 )Jt
e) (535 - 3v3)(5V5 + 343 ﬂ[lﬂ\frf-r+5‘\ﬁa)z

Lapisz w zeszycie wyraZenia algebraiczne w jak najprostszej postaci.
a)(5y+2) —(y—3) b) (x* —1)(x? +1)+1

o) (4x +3)(3— 4x)~ (2x+1) d) (6xy +8) +(6-8xy)

SprowadZ do mozliwie najprostszej postaci wyrazenie algebraiczne:

(u S)l F (-:1 +4)(a —-4:]— {a + 1}2. a nastepnie oblicz w zeszycie jego wartosc dla
a=—2

Oblicz w zeszycie roznice kwadratow liczb 5n+2i5n—2,

Zapisz w zeszycie w postaci wyrazenia algebraicznego sume kwadratéw trzech
kolejnych liczb naturalnych nieparzystych, z ktorych najmniejsza jest réwna
2n—1. Nastepnie przeksztalc ja do jak najprostsze) postaci.

Uzasadnij, Ze jezeli do iloczynu dwdch kolejnych liczb calkowitych dodamy wiek-
sza z nich, to otrzymamy kwadrat wiekszej z tych liczb.

Uzasadnij, ze dla dowolnych wartosci a wartosé liczbowa wyrazenia

541 —1:1}! ~(a— 3]2 —{_5 + 3{11_} jest ujemna.
Sprawdz, czy réwnos¢ 1+{a+3)(a+3)—14=(2+a)(a—2)+ 6a jest prawdziwa
dla dowolnej liczby a.

Opusé nawiasy i preeprowadi redukeje wyrazdw podobnych. Zapisz rozwiazanie
W zeszycie,

1 1
a)|lx+2y+3—|-34+3}|2——2x
[ 4 3} [3 "’J

b) 10(1,2ab + 2,2)— (-~ 2,5ab +3,5)-2

8x* 6y +4xy
1 1

d) —%{_mx +20x* ) (10x* +15x):5

c) (3x" 6y —12xy):3

Zapisz w zeszycie w postaci sumy algebraicznej.
a) x (2—x)(3+x) b)(2x+3)(x—1)(2x —3)
c)0,5¢(4+ 2::}2 d)9pq(9- p)(9+q)

2.5, ZADANIA UTRWALAJACE

67



13. Przekszral¢ wyrazenia algebraiczne do najprostszej postaci. Rozwiazanie zapisz

W zeszycie,
a) (x—1)(> +x41)+ (14 x°) b) (2x—3)(2x+ 3)(x* —1)—(4x* +9)
" (ia - 3.-;(:1 4 I}—{_d.—l]{ﬂ-—l} d}{z ﬂ}{?ﬂ 4 I}_ (_ l +.ﬂ3)

14. Dane sa liczbya=x E—Sib:--xwﬁ. Oblicz w zeszycie:
a) 2a+b b)a-3b c)(a+b)la—b] d]%l{ﬂ+b]l

15. Danesquczb}rﬂ:(lﬂz —]]—{En 4+2)(n+1) orazhb= --[H—l}z +nln—2), gdzie n

jest dowolna liczba naturalna. Zapisz w postaci sumy algebraicznej iloraz liczby
a przez b.

16. Wylacz najwiekszy wspolny czynnik poza nawias. Zapisz rozwigzanie w zeszycie.

1 |
a) 25xy —5x b) —x+1-
y 3 2.1'
c) —18a” + 9ab d) 7a’b+ 3,5a" —0,5
1 3 I
e)l—xyz—=yz——xz a'h' —a't’ —a’h’ + ab
T 4 4

17. Wylacz z sumy algebraicznej —1,1xyz + 2,2xy — 3,3xz jednomian:
a) 0,1x b) —x
Zapisz rozwiazanie w zeszycie. Podaj przyvklady dwoch innych jednomianow, ktére
mozna wylaczyc z tej sumy algebraicznej,

18. Przepisz przyklady do zeszytu. W miejsce kropek wpisz odpowiednie wyrazenia.
a) —5,2x—2,6xz+39xy =M (4+22-3y)

b) 22a — 444° 4 11413:.(2- 4a+ a‘t)

19. Wylacz wspolny czynnik poza nawias, a nastepnie oblicz w zeszycie wartosc wy-

razenia algebraicznego.
a) 2a” +4ab dlaa=1421b=29
b) 5a —15b daa=-34ib=22

20. Dlugosci krawedzi pewnego prostopadloscianu sa rowne: a + 2b, a +b oraz 2a +b.
Oblicz w zeszycie objetos¢ tego prostopadloscianu. Wynik podaj w postaci sumy
algebraiczne;.
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3.1. Rownania rownowazne

Za pomoca rownan mozna opisac, a nastepnie rozwigza¢ wiele probleméw matema-
tycznych, chemicznych i fizyeznych.

F

Rownanie pierwszego stopnia z jedna niewiadoma to réwnanie, ktére mozna za-
pisa¢ w postaci ax — b= 0, gdzie a i b sa liczbami rzeczywistymi i a = 0.

Jesli po podstawieniu liczby w miejsce niewiadomej otrzymamy réwnosé, to o tej licz-
bie powiemy, ze spelnia dane rownanie.

Cwiczenie 1.
Sprawdz, czy podane liczby spelniaja rownanie pierwszego stopnia z jedna niewia-
domalx—1=x+3.
a)x=4 b)x=2
Rozwiazanie: Rozwiazanie:
L=23:4-1=7 L=2:2—-1=3
P=4+43=7 P=2+3=5
L=P L=P
Liczba 4 spelnia réwnanie; Liczba 2 nie spelnia rownania:
ix—1=x+3 2x—1=x+43.

L — lewa strona réwnania; P — prawa strona réwnania

Kazda liczbe spelniajaca rownanie nazywamy rozwigzaniem rownania lub pier-
wiastkiem rownania.

Cwiczenie 2.
Sprawdz, ktora z liczb: 1; 0; —2,5 jest rozwiazaniem réwnania —3{x 4 1)=2— x.

Rozwiazanie:
Sprawdzamy, czy liczba 1 jest rozwiazaniem réwnania —3(x +1)=2 - x:

L=-3(1+1)=—6 P=2-1=1 L+P

Odpowiedz: Liczba | nie jest rozwigzaniem tego rownania, bo go nie spelnia.
Sprawdzamy, czy liczba 0 jest rozwiazaniem réwnania —3(x +1)=2— x:
L=-3(041)=-3 P=2-0=2 L=P
Odpowiedi: Liczba 0 nie jest rozwiazaniem tego roéwnania, bo go nie spelnia,
Sprawdzamy, czy liczba —2,5 jest rozwiazaniem rownania —3{:-: + l} =2—x:

L=-3(—2,5+1)=4,5 P=2-(-2,5=4,5 [ =P

Odpowiedz: Liczba —2,5 jest rozwigzaniem tego rownania, bo je spelnia.
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Jedna z metod rozwigzywania réwnan jest metoda rownan rownowaznych. Po-
gwala ona przeksztalcié rownanie w rownanie rownowazne, czyli takie, ktore ma
ten sam zbior rozwiazan. Aby sprawdzic¢ poprawnosc wyniku, nalezy pod niewiadoma
x do réwnania wyjsciowego podstawi¢ wynik. Po wykonaniu dzialan patrzymy, czy
wartosci po obu stronach réwnania sa sobie rowne.

Rownanie rownowaine mozemy otrzymac w wyniku przeksztaleenia ktorejkolwiek
ze stron rownania poprzez opuszczenie nawiaséw lub zredukowanie wyrazéw podob-
nych (w taki sam sposoéb, jak podczas przeksztalcania wyrazen algebraicznych).

Cwiczenie 3.

Przeksztalé réwnanie do postaci réwnania rownowaznego.
a)2(x—1)=6

Rozwiazanie:

2:x — 2-1=6 - opuszczamy nawias (mnozymy kazdy wyraz w nawiasie przez 2)
2x —21= b6 - otrzymujemy réwnanie rownowazne

Sprawdzenie (fakultatywnie):

2(x—1)=2x - 2 — sprawdzamy rownowaznos¢ rownan

Al —-1)=2.1-—2

b)7x+2—3x+1=—x—5+3+x

Rozwiazanie:

7x+2-3x+1=-x-5+3+ x — redukujemy wyrazy podobne

4x + 3= —1 - otrzymujemy rownanie rownowazne

Aby otrzymac rownanie réownowazne, mozemy takze do obu stron rownania dodaé
lub odjac to samo wyrazenie.

Cwiczenie 4.
| a) Dodaj do obu stron réwnania 2x — 2 =6 te sama liczbe, Sprawdz, czy liczba 4 jest
rozwijzaniem tego rownania.
Rozwiazanie:
2x —2=6|+ 2 - do obu stron réwnania dodajemy 2
2x — 2+ 2=+6+2 - redukujemy wyrazy podobne
2x =8 - otrzymujemy rownanie rownowazne
Sprawdzenie:
Sprawdzamy, czy liczba 4 jest rozwigzaniem rownania2x — 2=06
L=24—-2=8-2=6,P=6,L=P

Odpowiedz: Liczba 4 jest rozwigzaniem rownania 2y — 2=06.

3.1 ROWNANIA ROWNOWAZNE
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b) Odejmij od obu stron réwnania 6x = 3x + | to samo wyrazenie algebraiczne.
Rozwigzanie:

6x=3x+ 1| —3x - od obu stron réwnania odejmujemy to samo wyrazenie 3x
6x —3x=3x +1-—3x - redukujemy wyrazy podobne

3x =1 - otrzymujemy rownanie rownowazne

Dodawanie i odejmowanie od obydwu stron réwnania tego samego wyrazenia jest
dzialaniem réwnoznacznym z przenoszeniem tego wyrazenia na druga strong row-
nania ze znakiem przeciwnym.

Cwiczenie 5.

Przenies wyrazy rownania tak, aby po lewej stronie znalazly sie niewiadome.,

a) Bx=35x+15

Rozwiazanie:

Bx —5x =15 - przenosimy wyraz 3x z prawej strony na lewa

jx =15 - otrzymujemy rownanie roOwnowazne

b)7x—4=3

Rozwiazanie:

7x=3+4 - przenosimy liczbe —4 z lewej strony na prawa

Tx =7 - otrzymujemy rownanie rownowazne

Aby otrzymac rownanie rownowazne, mozemy rowniez obie strony réwnania po-
mnozyc lub podzielic przez taka samg liczbe rézna od zera.

Cwiczenie 6.

o - - " 1 &
a) Pomnéz obie strony réwnania —x = 2 przez te sama liczbe,

# L] 3
Rozwigzanie:

I . . , : . -
—x =2 |-5 - obie strony rownania mnozymy przez 5
e |

I
gx- 5=12-5 — wykonujemy mnozenie
x =10 - otrzymujemy réwnanie rownowazne
b) Podziel obie strony réwnania —4x = 8 przez te sama liczbe.
Rozwiazanie:
4x =28 |:[ -4) - obie strony réwnania dzielimy przez —4
-4x 8
-4 —4

x¥ = —2 - otrzymujemy rownanie réwnowazne

- wykonujemy dzielenie

Rozwiazanie rownania polega na znalezieniu wszystkich liczb, ktére je spelniaja,
lub na pokazaniu, ze takich liczb nie ma. Po rozwiazaniu réwnania warto sprawdzic,
czy otrzymana liczba spelnia to roéwnanie. Sprawdzenie ma na celu wykrycie bledow
rachunkewych popelnionych w trakcie obliczen.
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Cwiczenie 7.

Rozwiaz réwnanie 4(x + 2) —(x —1)=17 —x,

Rozwiazanie:

4x+8—x+1=17 — x — opuszczamy nawiasy

3x +9=17 —x - redukujemy wyrazy podobne

3x 4+ x=17 —9 - przenosimy na lewg strone réwnania wyraz —x, a na prawa stro-
ne liczbe 9 (pamietajmy o zmianie znakow)

4x =8|: 4 - dzielimy obie strony réwnania przez 4

¥ =1 - otrzymujemy rozwijazanie rownania

Sprawdzenie:
L=42+2)-(2-1)=4-4—-1=15
P=17—-2=15

L=P

Odpowiedz: Rozwiazaniem réwnania 4(x + 2) — (x — 1) =17 — x jest liczba 2,

ZADANIA DO ROZWIAZANIA
1. Ktore z podanych liczb spelniaja ponizsze réwnania pierwszego stopnia z jedna

niewiadoma?

a)7(x—1)4+3=3x+4 5;2;—1;—2

b) —(x—10)+(9—x)=19 3;1;0; -3

c1ﬂ.6{5—x}+l.2:—1.3—{1—3] 2:6—8:—10

{i}lx----‘i’:?& :}’, I] —2:0:6:9

4 4

2. SprawdZ, czy podana liczba spelnia dane réwnanie pierwszego stopnia z jedna

niewiadoma.

a) y—8=15—3y—-30+6y+8 —2

b) -2,5(0,4y-0,8)=2(2-15y) I

1 1
c)——yp—2=3+-— —6
3 27
2ly—1) 3y-2
d) 3 1) Bl AL 4
6 4

3. Wska? wirdd podanych rownan réwnania rownowazne.

a)5(x+1)=12-3x b) x +15=20x ::}§4.-3=4x

5
d)Sx—3—4x=4x+1—4x e)dx—3=4x+1 f)S5x4+5=12—3x
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Rozwiaz réwnania w zeszycie. Sprawdz poprawnosc ich rozwiazania.
a)6x — 2+ x=>5x+4 b)10=2-4y—y+3 c)3+2(x—1)=1

d)4-3(5y+1)=-29 e)5x—8=0,8+4,6x f—y+10,9=17y+0,1

Zapisz i rozwiaz w zeszycie odpowiednie réwnania.

a} Liczba o 1,2 wieksza od x jest rowna 15,5.

b) Suma liczby 6 i trzeciej czesci liczby y wynosi —4.

¢) Dwukrotnosé liczby x pomniejszona o 3,4 jest rowna 21,8,
d) Roznica piatej czesci liczby y i liczby 2,8 jest réwna liczbie 5.

Rozwiaz réwnania w zeszycie.

a)7(x—5)+2x=1 b}éx F4—x=-5
c)0,3x —1,8=15x—2,4 d) —8(x—2)—2(x+4)=-24
) %x— i—{: +4)=6 {)0,05+0,2(x +2)=—0,15

ZADANIA SPRAWDZAJACE
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L,

Po przeniesieniu wyrazow rownania pierwszego stopnia z jedna niewiadoma
Yy — 2 =4+ bx tak, aby po lewej stronie znalazly sie niewiadome, otrzymamy

rownanie:
Al5x=2 B.3x=2
C.15x=6 D.3x=6
Rozwiazanie ktorego z rownan jest liczba naturalng?
A3x+1=10 B.5y+2=3y 4

1
C.6z=7z+41 D.a—6=-—5-

2
Liczba —6 jest rozwiazaniem réwnania:
AS5(1—x)4+3=-2x+3 B.5(x~1)+15=—2+3x
C.3(2x+1)+2=1—(x-2) D.2—(x+3)=1+3(x—1)

~ ]

g, . . - ... 1 1
Rozwiazaniem rownania pierwszego stopnia z jedna niewiadoma % x s X

jest liczba:
2 3

A, —=— B.—— C.
3 2

D.

Lad | -2
b |
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3.2. Rozwigzywanie rownan pierwszego
stopnia z jedna niewiadom3a

Réwnanie pierwszego stopnia z jedng niewiadoma moze mie¢ jedno rozwiazanie,
nieskonczenie wiele rozwiazan lub nie miec rozwiazan.

Cwiczenie 1.

Ustal, ile rozwiazan maja podane réwnania.
a)—2Ax—3)4+5=1—(44+x)
Rozwiazanie:
—2x+6+5=1—4— x - opuszczamy nawiasy
~2x +11=-3- x - redukujemy wyrazy podobne
-2x 4+ x=—3—11 - przenosimy wyraz —x na lew3 strone réwnania, a liczbe 11
na prawa
—x=—14|-{(—1) - obliczamy x
x=14
Odpowiedz: Rownanie ma jedno rozwiazanie. Zbiorem rozwiazan réwnania jest
zbidr { 14}.

b)2(x+2)=2x+4

Rozwiazanie:

2x+4=2x4+4

2x—2x=4—4

0 =0 - rownos¢ prawdziwa

Odpowiedz: To rownanie spelnia kazda liczba rzeczywista. Zbiorem jego rozwia-
zan jest zbior B - rownanie ma nieskoriczenie wiele rozwiazan.
¢)5x+1=x+2(1+2x)

Rozwiazanie:

5x +1=5x+41

X=X =21

0 =1 - rownos¢ nieprawdziwa

Odpowiedz: Zadna liczba nie spelnia tego réwnania. Réwnanie nie ma rozwiazania
— zbiorem rozwiazan tego réwnania jest zbior pusty,

d)—202—x)=—4+2x

e)x+1)—-3x—(9—x)=x—6

f) 3(0,1x — 0,25) = 4(1+ 0,125x)

Rownanie nazywamy tozsamosciowym, jesli zbiorem rozwiazan jest zbior liczb
rzeczywistych.
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Rownanie nazywamy sprzecznym, jesli zbiorem rozwiazan jest zbiér pusty.
Rownanie nazywamy oznaczonym, jesli ma dokladnie jedno rozwiazanie.

Cwiczenie 2.

RozwiaZz rownania.

r—]1 X
a)i-— == 14
2 3

Rozwigzanie:

x—1 x _ . , : N .
- 3 +4 |6 —mnozymy obie strony réwnania przez najmniejszy wspol-
ny mianownik, czyli przez 6

=1

2

6:2— 6 :nf:--:;i {6-4 — wykonujemy dzialania

12—3x +3=12x+ 24 - rozwiazujemy rownanie
—3x—2x=124-15
~5x=9]:(—5)

4

x=—1-—
5

b) I3 —1= %(5\{.’_::: + 4.]

Rozwiazanie:

I*JE:-." —12%(5\51 h 4) - OpuszCzamy nawiasy

SVixr 4

23x— 1= e

3 3

6x3x —3=5\3x+4 - grupujemy wyrazy z niewiadoma po lewej stronie, a liczby
po prawej stronie

|-3 — mnozymy obie strony przez 3

6x3x —5\3x =443 - wykonujemy wskazane dzialania
V3x=7 /3 - dzielimy obie strony rownania przez V3

7
¥ =— — usuwamy niewymiernos¢ z mianownika
3
73
Xr=—
3

c)x -2]1 F2x—8=(x+1){x—1)-1
Rozwiazanie:
[x— 1}1 +2x—8={x+1){x—1)—1- stosujemy wzory skréconego mnozenia

x'—4x+4+44+2x—8=x"—1—-1- grupujemy wyrazy z niewiadoma po lewej stro-
nie, a liczby po prawej stronie
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¥ —4x+2x —x' =—1-1-4+8 - wykonujemy wskazane dzialania
—2x =12 - rozwiazujemy rownanie

~2x=2|:(-2)

x=-—1

Podczas rozwiazywania zadan tekstowych metoda rownan nalezy zachowac wlasciwa
kolejnos¢ wykonywania dzialan.

I. Dokladnie czytamy i analizujemy tresc zadania, aby okresli¢ niewiadoma i ustali¢
zaleznosci pomiedzy wielkosciami opisanymi w zadaniu,

2. Zapisujemy w postaci rownania zwiazek pomiedzy niewiadoma a wielkodciami wy-
stepujacymi w tresci zadania.

3. Rozwiazujemy rownanie.

4. Sprawdzamy, czy rozwigzanie rownania spelnia warunki zadania.

5. Formulujemy odpowiedz.

Cwiczenie 3.

Ma pierwszej polee stalo 2,5 razy wiecej sloikdw niz na drugiej. Jesli z pierwszej
polki przestawimy na druga 12 sloikdéw, to na obu polkach bedzie ich po tyle samo,
lle sloikow poczatkowo stalo na kazdej z polek?

Rozwiazanie:

x = poczatkowa liczba sloikow na drugiej polce (okreslamy niewiadoma)

2,5x - liceba sloikéow na pierwszej polce

2,5x —12=x+12 - ukladamy réwnanie | rozwigzujemy je

25x—x=12+12

1,5x=24|:1,5

x=16

Sprawdzamy rozwiazanie rownania z warunkami zadania:

16 — liczba sloikow na drugiej polce

2,5- 16 = 40 - liczba sloikow na pierwszej polce

40 — 12 = 28 - liczba sloikdw na pierwszej polce po zabraniu 12 sloikow

16 + 12 = 28 - liczba sloikow na drugiej polce po dostawieniu 12 sloikow
Odpowied: Na pierwszej polee poczatkowo stalo 40 sloikéw, a na drugiej 16.

Cwiczenie 4.

Bilet ulgowy jest o 30% tariszy od biletu nermalnego. Jaka jest cena kazdego typu
biletu, jesli rachunek za dwa bilety normalne i trzy ulgowe wynosi 205 zl?
Rozwiazanie:

x — cena biletu normalnego w zlotych (okreslamy niewiadomg)

0,7 x — cena biletu ulgowego stanowi 70% ceny biletu normalnego

2x+3:0,7x =205 - ukladamy réwnanie i rozwiazujemy je

4,1x =205
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x=50

Sprawdzamy rozwiazanie rownania z warunkami zadania:

x = 50 (zl} — cena biletu normalnego (w zlotych)

0,7x = 35 (zl) - cena biletu ulgowego(w zlotych)

2-50 4+ 3-35=205 (zl)

Odpowied#: Cena biletu normalnego to 50 zl, a biletu ulpowego - 35 zl

Cwiczenie 5.

Woda morska jest 6-procentowym roztworem soli. lle kilogramow wody slodkiej
nalezy dola¢ do 50 kg wody morskiej, aby otrzvmany roztwor zawieral 2% soli?
Rozwiazanie:

x — liczba okreslajaca mase dolanej slodkiej wody w kilogramach (okreslamy nie-
wiadoma)

6% + 50 — masa soli w 50 kg wody morskiej

50 + x — masa 2-procentowego roztworu w kilogramach

2%+(50 + x) — masa soli (w kg) w 2-procentowym roztworze

6%+ 50 = 2%- (50 + x} — ukladamy réwnanie

0,06-50=0,02-(50 + x) - rozwijzujemy rownanie

1=1+0,02x

x =100

Sprawdzamy rozwigzanie réwnania z warunkami zadania:

x = 100 kg — masa dolanej slodkiej wody

6% - 50 kg = 3 kg — masa soli w 50 kg wody morskiej

2%-(50 +100) kg = 3 kg — masa soli w 2-procentowym roztworze

Odpowiedz: W celu otrzymania 2-procentowego roztworu soli nalezy do
b-procentowego roztworu soli dolaé 100 kg wody slodkiej.

ZADANIA DO ROZWIAZANIA

1. Rozwiaz rownania w zeszycie.

2) 0,3x— 2,6 =1,5x+2,2 b) 0,4 42,55 =2,5x —4
c)0,6x—2,2=5x+1,1 d)=2x+5=0,4x+0,2
e) —2(x—2,8)=3,4x+0,2 £)0,2(5 +0,3x) =0,06x +1
g) 6(0,1x —0,2)=3(x +0,8) h) 0,4(x —6)=0,2(3x + 5)

2. Rozwiaz rownania w zeszycie,

a]’li-l::’- b}£+£12:I u:',lf i_[},ﬁ
) 4 4 3 5 2

djz_"'_l_i. 2 E}Z_I.. 1 _3x EsZien—s
5 3 35 3 30 5 3 2
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10.

s
P

Rozwiaz rownania w zeszycie.

2 2x +10 x—1 x<44
a)—x—3= < b) : . =3
3 4 2 3
3 4x -1 3 5¢—11 x-—1 1lx-—1
c)—x Fr=—= d) =
2 8 4 10 12

Rozwiaz réwnania w zeszycie. Przy rozwiazywaniu rownania pamietaj, ze jezeli
w mianowniku wyniku pojawi sie niewymiernosc, to nalezy ja usunac,

J]'-.l"_x =4 'J_l' 2=6
¢)6— 2J10x =9 5v10x d) V2x *-3—%['5\51- 10

Rozwiaz rownania w zeszycie, Skorzystaj ze wznrﬁw skrl:'rmnegn mnozenia.
a)5(x—2) =x(5x+2)-2 b) (24 3x) T=9(x+1) -

93— (1-x)(t+x)=(x-1+5  d(x+2) 3(x 111:2{.1-*'}“ x)

Maja i Agata postanowily wykupic karnet do klu-

Ceny karnetow

bu fitness (zob. ilustracja obok), Agata odlozyla =

3 razy wiecej pieniedzy niz Maja. Jaka kwota dys- rgl miesigezny — 60 24
ponuje kazda z nich, jezeli razem maja wystarcza- & dwumiesigczny — 100 zt
jaca ilosc pieniedzy na trzyvmiesieczny karnet? @? trzymiesigezny — 140 zt

W pierwszym z dwéch naczyn jest dwa razy wiecej

wody niz w drugim. Oblicz w zeszycie, ile litrow wody bylo w kazdym z nich, jeshi
po przelaniu 12 litrow z pierwszego naczynia do drugiego w obu naczyniach znala-
zla sie jednakowa objetosé wody.

Pan Piotr ma 31 lat, a jego synowie odpowiednio 51 7 lat. Za ile lat pan Piotr be-
dzie mial tyle lat, co obaj jego synowie razem? Oblicz w zeszycie.

Pigecioletnia Kasia jest o trzy lata starsza od Zosi i cztery razy mlodsza od Magdy.
Za ile lat Zosia i Kasia beda mialy razem polowe lat Magdy? Oblicz w zeszvcie,

-&m’

W klasie la liczacej 30 os6b dziewczeta stanowily 40% ucznidw, W nowym roku

Za napelnienie baku o pojemnosci 36 litrow benzyna bez-

olowiowa kierowca placi 196,20 zl (zob. ilustracja obok).

O ile mniej zaplaci za taka sama ilos¢ benzyny po obnizce
ceny paliwa o 5%7

szkolnym, gdy klasa powiekszyla sie o kilku chlopcow, dziewczeta stanowily
37,5% wszystkich ucznidw. lle osob bylo w klasie w nowym roku szkolnym?

2. lle kilograméw cukru nalezy dosypaé do 50 kilogramdw 10-procentowego syropu

sporzadzonego z tego cukru, aby jego stezenie wynioslo 20067 Oblicz w zeszycie.
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13. Zaklady telewizyjne wyprodukowaly 970 telewizoréw w ciagu czterech miesiecy.
W drugim miesiacu wyprodukowaly o y: telewizorow wiece] niz w pierwszym

miesiacu. W trzecim miesiacu wyprodukowaly o 40% wiecej niz w pierwszym, zas
w czwartym miesiacu wykonaly o 40 telewizorow wiecej niz w pierwszym. lle
telewizoréw wyprodukowano w kazdym z tych miesiecy?

14. W ksiegarni pana Andrzeja slownik matematyczny jest o 2 zl drozszy niz w ksie-
garni pana Brunona. Jesli pan Andrzej obnizy cene o 15%, a pan Brunon o 10%, to
cena slownika w obu ksiegarniach bedzie taka sama. Oblicz w zeszycie poczatko-
we ceny slownika w obu ksiegarniach.

ZADANIA SPRAWDZAJACE

1. Roéwnanie2(x +3)-4(2x—2)=—6x+14
A. nie ma rozwigzania.
B. ma dokladnie jedno rozwiazanie,
C. ma dokladnie dwa rozwiazania.
D. ma nieskoriczenie wiele rozwiazan.

2. Ktora z wypowiedzi dotyczaca réwnania 4 —5(x + 2)=—5x + 3 jest prawdziwa?
A. Liczba 2 jest pierwiastkiem tego réwnania.
B. To réwnanie ma dwa pierwiastki.
C. To rownanie jest sprzeczne.
D. To réwnanie jest toZsamosciowe,

3. Zdanie: ,Suma trzech kolejnych liczb parzystych wynosi 174" mozna zapisa¢ za
pomoca rownania (przy zalozeniu, ze x £ Z):
A2x+2x+2)+(2x+4) =174
B.x4+(x+1)+(x4+2)=174
C2x+(2x+ 1)+ 2x+2) =174
D(x+2)+(x+2)+(x+2)=174

4. lle kilogramow wody nalezy odparowac, aby z 6 kilogramoéw roztworu o stezeniu
2% otrzymac roztwor 5-procentowy?
A.1,2kg B. 3 kg C.06 kg D.36kg

80 111 ROWNANIA 1 NIEROWNOSCT LINTOWE



ZADANIA SPRAWDZAJACE

1. Ktora liczba spelnia jednoczesnie obie nieréwnosci: 5x — 1> 2x +5
i—2(x—1,5)>-5?

A.-3 B.0 C.22 D. ﬁé
T o . 1 5 1 T A
2. Wéréd nieréwnosci —2x+4<—8§; u{:-:—l]g-—: ﬂ{x+6}_{_x—4— nierowno-
sciami rownowaznymi sa: 2 L
A.l{x— 1}giil{x+ﬁ}gx-43 B.—2x44< --sil{x+ﬁ}-:_:x 42
2 2 3 3 3 3

E.—lx+4£—8i%{r—l]2% D. wszystkie z podanych
3. Przedzial [6,+ ¢ ) to zbiér rozwigzan nieréwnosci:

Acdx+8>6x 14 B.6x—12>4x
C.2x—6<4x+6 D.10x + 24 < 6x

4. Nierdwnos¢2x —3> 4{1‘ —1)— x spelniaja liczby:

A. mniejsze od 1 B. wieksze od 1
C. mniejsze od —1 D. wieksze od —1

3.4. Rozwigzywanie nierownosci
pierwszego stopnia z jedng
niewiadomg

Wsrod nieréwnosci sa tez takie, ktdre nie maja rozwigzan. Oznacza to, ze nie spelnia
ich zadna liczba rzeczywista. Nierdwnosci te nazywamy nierownosciami Sprzecz-
nymi. Istnieja rowniez nierdéwnosci, ktére spelnia kazda liczba rzeczywista. Nazywa-
my je nierownosciami tozsamosciowymi.

Cwiczenie 1.

Ustal zbior rozwiazan nierdwnosci.

2) 2(x+1)+ x<3(x—2) b)3(2x+5)>2(3x—2)
Rozwigzanie: Rozwiazanie:

2x+24x<3x—06 bx + 15> 6x —4

x+x—3x<—6—2 bx —6x>—4—15

0 < — 8 — zaleznosc nieprawdziwa 0 > —19 - zaleznosc prawdziwa
OdpowiedZ Podana nier6wnos¢ jest  Odpowieds; Podana nieréwnosé jest
sprzeczna. tozsamosciowa.
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Cwiczenie 2.

2 E o i - 2x—5, 8x+47 i ks S
Rozwiaz nieréwnos¢ 2x 7 = 3 . Zaznacz zbior rozwigzan na osi liczbo-

wej,

Rozwiazanie:
2x+ ZI_; 2 = ng, ! |- 21 - obie strony nieréwnosci mnozymy przez liczbe 21
51:%% m'lx— 5 > 171 Bx+7

| 1 Mnozac lub dzielac obie strony nie-
42x +3(2x—5)>7(8x ‘?} réwnosci przez liczbe ujemna, pamie-

42% +6x —15>56%+ 49 taj 0 zmianie Zwrotu nierownosci.

48x —15=56x + 49
48x —56x =49+ 15 l ' -

-8 0
~8x > 64 |:(—8)
< —8
il x5 8x4T +
Odpowiedi: Rozwiazaniem nierdwnosci 2x + = sa liczby z przedzia-
lu [ -0, — B),

Cwiczenie 3.

Znajdz najwieksza liczbe calkowita, ktdra nie spelnia podanych nieréwnosci.
a)(3x—4)(5x+3)+(6x+3)(4x—3)>(6x- a}{ﬂx-+-3}--(gf ~10)
Rozwiazanie:

15x" +9x —20x — 12+ 24x" —18x +12x —9>48x" + 18x —48x — 18- 9x" 10
39x* —17x—21>39x" —30x—8

39x? —17x—39x* +30x>21-8 & -
13x>13 |13 01
x>1 :E{l.-- ’x:}

Odpowiedz: Liczba 1 jest najwieksza liczba calkowita, ktora nie nalezy do zbioru
rozwigzan tej nierownosci,
b)5(x *-1]3_?--9-+-3[: )

Rozwiazanie:

Sx+5>—9+43x—3 — L
2x>-17 |:2 e 0

x> —8,5 x€(~8,5,+00)

Odpowiedz: Najwieksza liczba calkowita, ktdra nie nalezy do zbioru rozwiazan tej
nierownosci, jest —9.
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Nierdéwnosci wykorzystujemy takze do rozwiazywania zadan z trescia.

Cwiczenie 4.

Ekspedientka wydala reszte monetami dwuzlotowymi i pieciozlotowymi. Ile mo-
glo by¢ monet kazdego rodzaju, jesli monet dwuzlotowych bylo o 4 wiecej niz pie-
ciozlotowych, a reszta nie przekraczala 25 zI?

Rozwigzanie:

x — liczba monet pieciozlotowych w reszcie (okreslamy niewiadoma)

x + 4 - liczba monet dwuzlotowych

5x — kwota reszty w monetach pieciozlotowych

2(x + 4) - kwota reszty w monetach dwuzlotowych

5x + El[: x +4) <25 - ukladamy i rozwigzujemy nieréwnos¢

5x+2x+8<25

7x <17 |7

rg!i
7

Z rozwigzania wynika, ze liczba monet pieciozlotowych to 2 lub 1 (bierzemy pod
uwage tylko liczby naturalne),

Sprawdzamy rozwiazanie nieréwnosci z warunkami zadania:

2 - liczba monet pieciozlotowych

2 + 4 = 6 — liczba monet dwuzlotowych

2:546-2=212- wydana reszta

22<25

1 — liczba monet pieciozlotowych
5-142.5=15

15<25

Odpowiedz: Ekspedientka wydala 2 monety pieciozlotowe i 6 monet dwuzlotowych
lub 1 monete pieciozlotowa i 5 monet dwuzlotowych.

ZADANIA DO ROZWIAZANIA

1.

Rozwiaz nierownosci w zeszycie,

a) 2(x+1)+3(2+x)>~12 b) 4(x—5)—2(x—1)<13
¢) 3x—2[2x —3(x+5)|>6x—11 d) 3(x —4)<24-2(x+3)
e)5(x+1)>—9+3(x—1) ) 1—6x <5x—2[4(3x—1)— 3]

Ustal zbiér rozwigzan nierdwnosci.
a) 3(2x—5)>2(3x+1)
b)3(x—1)—2x<4—(3—x|
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c)2(x—5)+8(x+15)>5(2x +5)
d)30—3(3x+45) <11x+4(10—5x)
e) 4—3[x—2(2x +3)|<2(5x+9)—x
f)2[2x—3(x+5)|>3x—5(x+40)

Rozwigz nieréwnosci w zeszycie. Zaznacz zbior rozwigzan na osi liczbowej.

a) x+0,5x—4 <2x b}i—{x—tl}&%x#—?
c}I;5£—1 d) ~0,1(10x—3)>x-0,1
I 1 1
e)—x—0,6x<1 f'jl-:-:—[l+—+1]l‘_=—2
5 3 2

Rozwiaz nierdwnosci w zeszycie. Zapisz rozwiazanie w postaci przedzialu liczb.

£|‘}:nr-|~1_|_.v:-i—.."!,;__1_ mx—2+x+3{i_
4 12 2 5 10
ﬂx+3“I—?23 mx—l}x+l+£q
3 2 5 6 15
Ix—2
:—3_1—3{2 2 —X
S - —t— >

Rozwiaz nierdwnosci w zeszycie,

a) (9x—3)(4x—5)—(8x—2)(3x—6)<(6x—2)(2x—3)—41
b)2(x+5)—3(x—1)>(3x+5)(2x—3)—(3x +6)(2x—4)

&) (10x+9) —(8x+7)" <(6x+5)" +5

d) (8x+2)" —(8x+5)(8x—5)>(2x+3) —(2x—10)(2x +10)
Znajdz najwieksza liczbe calkowita, ktéra nie spelnia nieréwnosci
3x—1)+4>2(x+2)-2.

Podaj najwieksza liczbe calkowita spelniajaca nierdwnosé
2x—1 3x—1 {:Z—x_

3 6 18
Laweta musi przewieZ¢ samochody oso- A

1.

Masa wtasna; 3.5t
tadownosc: 16 t

bowe o masie 1200 kg kazdy. Ile samo-
chodéw mozna maksymalnie zaladowaé
na te lawete (zob. ilustracja obok), jesli
bedzie ona jechala przez wiadukt o no-
$nosci 18 ton? (no$noéé¢ wiaduktu — do-
puszczalne obcigzenie)
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9. Barka rzeczna o wypornosci 110 ton i masie wlasnej 11 ton przewozi kontenery,
z ktdrych kazdy wazy 7 rton. lle maksymalnie kontenerdw mozna jeszeze zalado-
wac na te barke, jesli na pokladzie jest ich juz 11?7 (wypornos¢ barki rzecznej —
laczna masa pustej barki i jej maksymalnego ladunku)

10. Do klubu jezdzieckiego nalezy 8 dziewczat i 25 chlopcow. lle dziewczat powinno sie
jeszcze zglosic, aby stanowily one przynajmniej 40% wszystkich czlonkow?

11. Zosia odklada do skarbonki po 12 2l tvgodniowo, a Marysia, ktdra ma juz zaosz-
czedzone 35 zl, odklada tygodniowo po 9 zl, Po ilu tygodniach Zosia bedzie miala
wiecej pieniedzy niz Marysia? Oblicz w zeszycie.

12. Klient, kedry wplacil do banku 5000 zl na dwie lokaty terminowe, zniszczyl otrzy-
mane potwierdzenia. Jakie musi by¢ oprocentowanie drugiej lokaty, jezeli klient
pamieta, ze po roku ma otrzymac ponad 470 zl odsetek z obu lokat razem? Pamie-
taj, Ze podane oprocentowanie to oprocentowanie w skali roku.

zatozenia lokaty I

EMM1M*?;% ,‘ﬂﬁrﬂr
ﬁhmr ,. H"?a:m’“
Winknode pusetak r ol J
> g

—

13. Wyznacz trzycyfrowa liczbe naturalna, ktérej cyfra dziesiatek jest dwa razy wiek-
sza od cylry jednosci, cyfra setek jest o 4 wieksza od cyfry dziesiatek, a suma cyfr
tej liczby jest mniejsza od 11.

14. Maciek ma mniej niz 50 zI w monetach jednozlotowych, dwuzlotowych i pie-
ciozlotowych. Sa tam cztery monety pieciozlotowe, a monet dwuzlotowych jest
o 7 wiecej niz monet jednozlotowych. lle maksymalnie moze mieé Maciek monet
jednozlotowych, a ile dwuzlotowych? Oblicz w zeszycie.

15. W tabeli przedstawiono liczbe punktéw uzyskanych przez zawodnika w czterech
rundach gry (w sumie rund bylo pie¢). lle punktéw minimum musi otrzymac w V
rundzie, aby srednia punktéw zdobytych przez niego w turnieju wynosila powy-
zej 80?7

Numer rundy  Liczba punktow

I 82
I a4
111 78
IV 7
v ¢
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16. Dlugosci dwoch kolejnych bokéw prostokata sa liczbami naturalnymi, przy czym
jeden z bokdw jest o 7 cm dluzszy od drugiego. Znajdz w zeszycie dlugosci bokow
prostokata, jesli jego obwdd ma mniej niz 29 cm.

ZADANIA SPRAWDZAJACE

1. Najmniejsza liczba calkowita spelniajaca nierownosé x + 2 > 5 — 4(3 — x) jest:
A3 B.O C.5 D. 4

2. Zbiér wszystkich liczb naturalnych spelniajacych nierownosé
32x—4)—4(4—x)<3(2x—3)-5{2x—13) to:

A.{1,2,3,456} B.{0,1,2,3,45} C. {?,3,9} D.{0,1,2,3,4,5,6}

i

Zbior liczb, ktdre spelniaja jednoczesnie obie nieréwnosci:
0,1x + {].25{12 - x]}ﬂ,lﬁ-ll ] — [':'?x 4-1} ks 3{..'-: - ]] < 0, przedstawiony jest na

rysunku:
A B.
l : 1—-‘ i $ ;
‘50 8 5D 8
& &
G b
J‘ I - . l v ! -
iy g ‘50 5
o} &

4. Klub, ktory wygral 20 meczdéw w koszykowke, a przegral 31, ma jeszcze do ro-
zegrania 30 spotkan. lle meczéw (minimalnie) musi wygra¢, aby liczba wygra-
nych meczow stanowila wiecej niz 50% liczby wszystkich spotkan? Jesli przez x
oznaczymy liczbe meczow, ktore musi jeszcze wygrad, to sytuacje przedstawiona

w zadaniu opisuje nierownosc;

1ﬂ+-x}l B+Iﬂ+r{l C.EU'_I 1 D+2ﬂ+x |
sl 2 81 2 61 2 51 2

—
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3.5. Zadania utrwalajgce

1.

N

Rozwiaz rownania w zeszycie.

a) 2x --I:%x-r.'i,i b)9x+3=—2—x
c)—24+1,25x=0,5x41 d)0,8x—1,3=14x—2.05
e}i—lrll—i ﬂl—llxz'r 4—2.‘1:+1
3 2 6 2 4 .
Rozwiaz rownania w zeszycie.
a)ix—(x+1) =5—2° b} | x 3}1 +5x—2=4—(1+x)(1—x)
0 2(27x—1)=3V7x +5 d) \3x +-3=%[2\Ex 18|

Rozwigzaniem réwnania 3a(x +1)— 2{x—3)=4a —x jest liczba 1. Wyznacz
w zeszycie liczbe a.

Na pomalowanie pokoju przeznaczono cztery szesciolitrowe puszki (arby. Oblicz
w zeszycie, ile puszek o pojemnosci 1,5 | nalezaloby kupié, aby pomalowaé ten

sam pokad).

Obwod trojkata przedstawionego na rysunku wynosi 10 cm. Oblicz w zeszycie
dlugosé najkrotszego boku tego trojkata.

X+3 x-1

X+2

W czterech klasach pierwszych jest lacznie 112 uczniow, W klasie 1b jest o 2
uczniow wiecej niz w klasie [a. W klasie Ic jest o jednego ucznia mniej niz w klasie
la, a wId - o 4 wiecej niz w lc. llu uczniow jest w kazdej klasie?

Przy zakupie komputera wplacono 40% jego ceny, a reszte rozlozono na 10 rat po
150 zl. Oblicz w zeszycie cene komputera.

Koszt zakupu przewodnika i atlasu wynosi 65 zl. Po podwyzce ceny atlasu o 40%,
a przewodnika o 30%, laczna cena ksiazek wzrosla o 22 zl. Oblicz w zeszycie cene
kazdej z ksiazek przed podwyzka.
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12.

13.

14.

16.

17,

18.

Cene pewnego towaru obnizono najpierw o 10%, a nastepnie o 20%. lle wynosila
poczatkowa cena towaru, jesli obecnie kosztuje on 1440 zl?

. Swieze grzyby zawieraja 90% wody. Ze 170 kg swiezych grzybéw otrzyvmano grzyby

suszone o zawartosci 15% wody. lle kilogramow grzybdw suszonych otrzymano?

. Rozwiaz nierownosci w zeszycie,

a)5x—16>3x—16 b) —9+42x<5x—33
1
¢)0,8x+1,5<0,4x—-1,7 d]lgx 123{1 l} X
At¥—=1 2x 41 *43 x—2 3x—1
el { } X + 3 f) x>
3 2 ' 3 6

Dla jakich wartosci x wartos¢ wyrazenia 2(x —3)+10 — (5x —3 )+ 2x jest liczba
dodatnig?

Rozwiaz w zeszycie podane nierownosci i zaznacz rozwigzania na osi liczbowe;.
. 2x—6 Bx—12
2)2(x—1)+3x<3(x+2)+6 b) = ‘4 <—1
Podaj trzy liczby calkowite, ktore naleza do zbioru rozwiazan obu nierownosci
x—1_ x+2

iednuczeinie:4{2x L l'}if 3{3,1{ — l}ﬂraz 0,5——2= = — 4,
5

. Rozwiaz w zeszycie nierownos¢ 2(x + 2] —3(x— 1)+ 8>3x 1.

a) Wypisz wszystkie liczby naturalne nalezace do zbioru jej rozwigzan.
b) lle liczb calkowitych wiekszych od —5 nalezy do zbioru rozwiazan?
c) Podaj najmniejsza liczbe nieparzysta, ktora nie spelnia tej nierownosci.

lle jest wszystkich liczb naturalnych spelniajacych jednoczesnie obie nieréwnosci:

Ix—2 -3
{ - }_x‘ —ébxnrazﬂ.ﬂ5x+ﬂ.ﬂ4{x--SG}EU-??

oy 3 Sy s ! x-1 x+4+1 2x-9
Rozwiaz w zeszycie NIerowWnoscl: E_ = < : — y Oraz

S8 2x 4 ¢ ! }

5(2x +1) 2{4x.6}£4"3{4 x)+2(1+x)
2

wszystkich liczb spelniajacych jednoczesnie obie nieréwnosci. Ile jest wsrod nich

. Zaznacz na osi liczbowej zbiér

liczb calkowitych?

Oceny semestralne
Ma diagramie przedstawiono rozklad

ocen semestralnych pewnego ucznia,
nie uwzgledniajacy przedmiotu, z kto-
rego oceny nie zostaly jeszcze wysta-
wione, Jaka ocene uczen musialby do-
stac z tego przedmiotu, aby jego sred-

e T T % R [N S o R

l I I
cel bdb db dst

3.5. ZADANIA UTRWALAJACE

nia wynosila powvyzej 4,657

b4 |



19. Ma trening pilki recznej przyszlo 6 osiob, a ich srednia wieku wynosila 16 lat. Gdy
dolaczyl do nich trener, sredni wiek wszystkich oséb byl wigkszy niz 20 lat. Ile lat
moze miec trener?

20. Obwod tréjkata rownoramiennego wynosi ponad 35 cm, a jego ramiona sa trzy
razy dluzsze od podstawy. Oblicz w zeszycie mozliwe dlugosci ramion tego troj-
kata.
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4.1. Pojecie funkcji i sposoby jej
okreslania

Codziennie spotykamy sie z roZnego rodzaju przyporzadkowaniami miedzy elemen-
tami dwdch zbiordw. Na przyklad: kazdy uczenn ma przypisany numer w dzienniku
lekcyjnym, a kazde panstwo w Europie - swoja stolice.

Kunow  Krzemionki

OSTROWIEC
Eﬁizﬂﬂt?n H’/

SWIETOKRZYSKI

Cmialow

Woiciachowice

Opatdw,

31 km

Sandomierz

=

-

Na planie trasy rajdu rowerowego zaznaczono miejscowosci, w ktorych przewidziano
noclegi, a takze dlugosci codziennych tras.

W tabeli przedstawiono:

x — numer kolejnego dnia rajdu | F | O || IV |V
y — dlugos¢ trasy pokonywane) w poszczegélnych  y 25 35 31 27 21
dniach (w kilometrach)

Jesli dane sa dwa niepuste zbiory X oraz Y i jesli kazdemu elementowi zbioru X
zostal przyporzadkowany dokladnie jeden element zbioru Y, to takie przyporzad-
kowanie nazywamy funkcja okreslona na zbiorze X o wartosciach w zbiorze Y.

Kazdy dzien rajdu ma przyporzadkowana okreslona liczbe — dlugosé trasy do przeby-
cia, Oznacza to, Ze dla kazdego dnia okreslono funkcje ze zbioru numerdw kolejnych
dni rajdu do zbioru mozliwych dlugosci tras (w kilometrach).

Zbior X nazywamy dziedzina funkcji, a jego elementy — argumentami funkcji.

Zbidr Y nazywamy przeciwdziedzing funkcji. Elementy zbioru Y, ktére sa przyporzad-
kowane elementom zbioru X, tworza zbiér wartosci funkcji (ZW). Zbior wartosci jest
podzbiorem przeciwdziedziny funkcji.

IV FUNKCJE



Cwiczenie 1.
W yjasnij, ktdre przyporzadkowanie z podanych jest funkcja, a ktore nie,
a)
Tygodniowy rozklad zajec w szkole
dzien tygodnia  pon. wt. $§r.  czw. pt.  sob, niedz
liczba godzin 7 6 7 7 6 0 0

Rozwiazanie:

Sprawdzamy, czy w tabeli kazdemu elementowi ze zbioru zawierajacego dni tygodnia
podporzadkowano dokladnie jedna wartosé oznaczajaca liczbe godzin lekeyjnych.
Odpowiedz: W tabeli przedstawiono funkeje, ktora kazdemu dniowi tvgodnia przy-
porzadkowuije liczbe lekdji.

b) Kazdej matce przyporzadkowujemy jej dziecko.

Rozwiazanie;

Zastanawiamy sig, czy kazdej matce mozna przyporzadkowa¢ tylko jedno dziecko,
Odpowiedi: To przyporzadkowanie nie przedstawia funkceji, poniewaz niektére
matki maja dwoje lub wiecej dzieci.

c) Kazdy obywatel Polski ma przydzielony numer identyfikacyjny PESEL.
Rozwiazanie:

Zastanawiamy sie, czy kazdy obywatel moze mie¢ przydzielony tylko jeden numer
PESEL.

Odpowiedé: To przyporzadkowanie jest funkeja, ktdra kazdemu obywatelowi Pol-

ski przyporzadkowuje dokladnie jeden numer PESEL.
Przyporzadkowanie opisane slownie mozemy zilustrowac za pomoca grafu i tabeli.

Przyklad: Kazdej liczbie naturalnej wiekszej od 0 i mniejszej
od 6 jest przyporzadkowana liczba dwa razy od niej wieksza.

x|1]2(3|4] 5
yl2l4|6|8|10

To przyporzadkowanie jest funkcja.

Argumentowi x = 3 zostala przyporzadkowana wartos¢ y = 6. Funkcja przyjmuje
wartos¢ y = 4 dla argumentu x = 2.

Zapis f(5)= 10 czytamy: wartos¢ funkcji fdla argumentu 5 jest réwna 10,

Dziedzina powyzszej funkcji jest zbiér X = I.l, 2,3, 4, 5}. a zatem argumentami funk-
cji sa liczby: 1, 2, 3, 4, 5.

Zbiorem wartosci jest zbior ZW = {2, 4, 6, 8, IE}}, a zatem wartosciami funkcji sa
liczby: 2, 4, 6, 8, 10.

4.1. POJECIE FUNKCII 1 SPOSOBY JEJ OKRESLANIA
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Cwiczenie 2.

Ma podstawie grafu:

a) Okresl dziedzine i zbidr wartosei funkcji.
Rozwigzanie:

Dziedzine funkcji tworza wszystkie elementy

gbioru X, a zbidr wartosci funkcji tworza wszyst-
kie elementy zbioru Y,

OdpowiedZ: Dziedzina funkcji jest zbiér

X ={11, 22, 33, 44, 55}, a zbi6r wartosci to ZW =11, 2, 3, 4, 5},

b) Odczytaj wartosci funkeji dla argumentow 22 i 44,

Rozwiazanie:

W zbiorze X znajdujemy liczbe 22, a nastepnie odczytujemy liczbe znajdujaca sie
w zbiorze Y, ktéra odpowiada liczbie 22. Podobnie postepujemy, odczytujac war-
tos¢ funkcji dla argumentu 44.

Odpowiedz: Wartos¢ funkcji dla argumentu 22 wynosi 2, a dla argumentu 44 to 4.
c) Podaj, dla jakiego argumentu funkcja przyjmuje wartos¢ 5.

Rozwiazanie:

W zbiorze Y znajdujemy liczbe 5, a nastepnie odczytujemy liczbe znajdujaca sie
w zbiorze X, ktorej odpowiada liczba 5.

Odpowied#: Funkcja przyjmuje wartosé réwna 5 dla argumentu wynoszacego 55.

Funkcje okreslamy za pomoca opisu slownego, tabeli, grafu, a takze wzoru lub wy-

kresu.
Cwiczenie 3.

Funkcje opisana slownie przedstaw za pomoca tabeli, wzoru i wykresu.
Kazdej liczbie naturalnej nie wiekszej od 5 przyporzadkuj liczbe wieksza od niejo 1.

Rozwiazanie:

tabela WZOT

g|of1]2]|3]|4]5 y=x+1,x€{0, 1, 2, 3, 4, 5}
yl1lz]|al4|s5]s

Wykres funkcji sporzadzamy w ukla-  wykres
dzie wspolrzednych. Jest on zbiorem g“ L
wszystkich punktow o wspolrzednych
(x, y). Pierwsza wspolrzedna (odcieta
x) tych punktow jest elementem dzie-

dziny funkcji, a ich druga wspolrzedna

[ S o S 7 S = R
L]

(rzedna y) jest rowna wartosci funkcji

dla danego argumentu x.

Py
[
(o
B
wn
o
- |
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Cwiczenie 4.

Okresl, czy narysowane zbiory punktéw sa wykresami funkeji.

a)

Rozwiazanie:

b)

b |

Przyporzadkowanie jest funkcja, gdy kazdemu elementowi ze zbioru X przypo-
rzadkowany jest tylko jeden element zbioru Y. Aby sprawdzid, czy narysowany
zbiér punktow jest wykresem funkcji, rysujemy proste rownolegle do osi Y, prze-
cinajace wykres. Dla uproszczenia mozemy zaznaczy¢ tylko wybrane z nich. Na-
stepnie sprawdzamy, w ilu punktach kazda z narysowanych prostych réwnoleglych
przecina czerwone linie przedstawione w przykladach. W ten sposob wyznaczamy
dla elementu zbioru X przyporzadkowany mu element zbioru Y.

a)

(=2; 2)

Kazda z narysowanych prostych prze-
cina czerwona linie tylko w jednym
punkcie. (Danemu elementowi zbioru
X przyporzadkowany jest tylko jeden
element zbioru Y). Przedstawiony na
rysunku zbior punktéw jest wykresem
funkcji.

b)
44 |4

‘\i
—1: 33

Miektore z narysowanych prostych prze-
cinaja czerwona linie w jednym punkcie,
ale inne przecinaja ja w dwoch punk-
tach. Na przyklad mozemy odczytac,
ze liczbie x = —1 przyporzadkowane
sa dwie wartosci: y = —4,5 oraz y = 3.
Przedstawiony na rysunku zbior punk-
tow nie jest wiec wykresem funkgji.

4.1. POJECIE FUNKCII 1 SPOSOBY JEJ OKRESLANIA



Cwiczenie 5.
Funkcje f okreslona wzorem f{x}: -3x +1 na zbiorze X:{ 3, —2,0, I,E}
przedstaw za pomoca tabeli i grafu.
Rozwigzanie:
Obliczamy wartosci funkeji dla podanveh w dziedzinie argumentow.
fl=3)=-3(-3)+1=10
f(=2)=-3:(-2)+1=7
Fl0)=-3-0+1=1
fllj=-3141=-2
fl2)=-3-24+1=-5
tabela

x| =3|=2]0 31 | 2

y 10 7 1 =2 =5

ZADANIA DO ROZWIAZANIA

1. Okresl, czy dane przyporzadkowanie jest funkcja.
a) Kazdemu uczniowi twojej klasy przyporzadkowano liczbe jego rodzenstwa.
b)
] =3 |—2| =1 | 82 =] 2

y 2 -1 0 -1 -2 -3

graf

c) Odleglosci przebytej przez samochéd przypisano czas potrzebny do jej przeje-
chania (przy stalej predkosci).
d)

2. Graly przedstawiaja pewne przyporzadkowania. Ktére z tych przyporzadkowan

b)
. .

nie jest funkeja? Wyjasnij dlaczego.
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3. Podaj po trzy przyklady przyvporzadkowan, ktére:
a) sa funkcjami;  b) nie sa funkcjami.
4. Narysuj w zeszycie graf funkeji przedstawione] w tabeli. Podaj wzor tej funkeji,
dziedzine oraz jej zbior wartosci.
x -3 -2 -1 0 | 2
b 9 4 | { | 4 9

5. Podane funkcje opisz za pomoca wzordw w zeszycie. Okreél dziedzine i zbior
wartosci kazdej z nich.
a) b)
X 4 x| L] 23| 4]|5]|86

=

6. Funkcje okreslono, podajac ich opisy slowne. Sporzadz w zeszycie tabele i wykre-
sy dla tych funkeji.
a) Kaidej liczbie catkowitej ujemnej wigkszej od —8 przyporzadkowano liczbe do
niej przeciwna.
b) Kazdej liczbie naturalnej wiekszej od 0 i mniejszej od 10 przyporzadkowano
reszte z dzielenia tej liczby przez 3.

7. W rtabeli przedstawiono liczbe dni w kazdym miesiacu roku przestepnego.

miesige I | VI IV Vo VD VI VI B | X | Al | XKl
iczbadni | 31 | 29 | 31 |30 131 |30 31 | 3L |30 | 31| 30| 3
a) Okresl dziedzineg i zbiér wartosci tej funkgji.
b) Odczytaj wartos¢ funkeji dla argumentu VI
c) Dla jakich argumentow funkcja przvimuje wartosé 30?
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8. Na rysunku przedstawiono wykres pewnej A

funkcji.
a) Sporzadz w zeszycie tabele tej funkcji.
b) lle elementéw nalezy do dziedziny tej funkcji?

Y
4
. 3
2
¢) Czy punkt (2, —1) nalezy do wykresu tej h

[J
%)
=

funkcji? A3-2-4| 1
d) Jaka wartos¢ przyjmuje ta funkcja dla argu- S

. -2
mentu 37

—3

e) Dla jakiego argumentu funkcja przyjmuje
wartos¢ —27

9. Mamy funkcje fokreslona wzorem flx) = 2x + 1. Oblicz w zeszycie.
4 1 5
a) f(—5) b}j[ P c) £(0) d) f(3) e) £(2,5) ) f[lg]
10. Podaj brakujace wspolrzedne nastepujacych punktéw wykresu funkeji y = x — 3
A= {_41 .:Ir B= {2: .}l C= {51 .}l D= I:.r ‘”1- E= {.s {”: F= {.l = lﬂ}

11. Przedstaw w zeszycie w postaci wykresu funkcje, ktéra spelnia jednoczesnie na-
stepujace warunki:

« dla argumentu x = 1 funkcja przyjmuje wartosc 2;

« funkcja przyjmuje wartosc 5 dla argumentéw x =—4ix = 4;
« do wykresu funkcji naleza punkty K = (=3, 2) i M = (0, 3),

« dziedzina ma tvlko pie¢ argumentow.

Okresl dziedzine i zbior wartosci tej funkcji.

12. Przerysuj tabele do zeszytu, nastepnie uzupelnij ja i sprawdz, czy opisuje ona
funkcje. Jezeli tak, sporzadz wykres tej funkcji.

c oM
S ppg

13. Rozstrzygnij, czy podane linie sa wykresami funkcji.

a) b)
1?"’,// Y4
3
2
& & —'3—2—11 1 2 3 A 5x
-5 -4 -7-2 1 =
-3

IV FUNKCJE
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c) d)

—"5—4—3—2—11 12 3 4 %

5 4-3-2-1| 1 2 3 4 5x _1"
—q -2]
_2 _ai
3 |
3

ZADANIA SPRAWDZAJACE

1. “Wskaz przyporzadkowanie, ktore nie jest funkcja.
A. Kazdej liczbie calkowitej wieksze) od —5 i mniejszej od 5 przyporzadkowano
jej wartosc bezwzgledna.

543210\ 12 3/4 5%

2. Pewna funkcja jest opisana za pomoca tabeli.
r | =4 | =1 0 I 2
flx) 4 2 0 | =2 |—4

Ktore zdanie opisujace te funkcje jest falszywe?

A. Dziedzing tej funkcji jest zhif&r{ 2, —1 0,1, l}i

B. Wartosc funkcji dla argumentu 2 wynosi —4.

C. Funkcja przyjmuje wartodd réwna 2 dla argumentu — 1.
D. Wykres tej funkcji tworzy 10 punktow.

4.1. POJECIE FUNKCJI 1SPOSOBY JEJ OKR ESLANIA 101
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3. Pewna funkcja fjest opisana za pomocg wzoru f(x)= —x" + 4, a jej dziedzina jest
zbior { L2, 34, 5}. Dla funkcji tej prawdziwy jest zapis:
A. f(3)=1 B. f(1)=3 C. f(4)=—4 D. f(5)=—6
4. Ktory wzor opisuje funkcje przedstawiona za pomoca tabeli?
X =2 | =05 1,5 3
¥ =% | =2 2 5
| |
h.y:E:c—l B.y:—-ix—'rl' C.y=—2x+1 D.y=2x-—1
5. Przerysuj krzyzowke do zeszytu i rozwiaz ja.
Poziomo:
Sposoby opisywania funkeji.
Pionowo:
1. Zbior, na ktérym jest okreslona funkcja.

2, Element dziedziny funkcji,
3. Przyporzadkowanie, ktore kazdemu ele-

mentowi jednego zbioru przyvporzadkowu-
je dokladnie jeden element drugiego zbioru,

4.2. Dziedzina, wartos¢ funkcji i miejsca

Zerowe

W matematyce zazwyczaj zajmujemy sie funkcjami liczbowymi, czyli takimi, ktorych
dziedziny i zbiory wartosci s3 zbiorami liczbowymi.
Kiedy okreslamy funkcje za pomoca wzoru i nie podajemy jej dziedziny, to przyjmu-

jemy, ze dziedzing tej funkcji jest zbidr wszystkich liczb, dla ktérych wzor ten ma sens
liczbowy (wszystkie dzialania we wzorze dzadza sie dla nich wykonac).

Cwiczenie 1.

Okres] dziedzine funkcji.

a)h(x)=(2x+ l]lll

Rozwiazanie:

Diziedzina jest zbidr liczb rzeczywistych, poniewaz dowolna liczbe moéna podniesc
do kwadratu.

Dziedzing te] funkcji mozemy zapisac symbolicznie jako: D 2 x € E.

b) f(x)=——

x—1

IV FUNKCJE



Rozwiazanie:

Dziedzina jest zbior liczb rzeczywistych z wyjatkiem liczby 1, poniewaz dla rego
argumentu wartos¢ x — 1 jest rowna 0, a dzielenie przez 0 jest dzialaniem niewy-
konalnym,

Dziedzine tej funkcji (zbior liczb rzeczywistych bez liceby 1) mozemy zapisac sym-
bolicznie jako: D x € R - {I}

Jglx)=vx

Rozwiazanie:

Dziedzina jest zbior liczb rzeczywistych nieujemnych, poniewaz nie istnieja pier-
wiastki kwadratowe 2 liczb ujemnych.

Dziedzine tej funkcji mozemy zapisa¢ symbolicznie jako: D : x €(0, ~).

Cwiczenie 2.

Narysuj tabele oraz wykres funkeji danej wzorem.
a) f(x)=—x+2dlaxe{-2, —1,0,1,2}

b) fx)=—x+2dlaxeR

Podaj zbior wartosci dla kazdej funkcji.
Rozwiazanie:

a) Obliczamy wartosci funkcji dla podanych argumentow:

F(-2)=4, f(~1)=3, £(0)=2, f(1)=1, f(2)=0

tabela wykres
v
HEIEEEREAE &3
Odpowiedz: Zbiorem wartosci funkcji 2¢
f{x}: -x-i--Zd!axE{-—I, —1,.0. I.E} jest 2
zbiér ZW = {0, 1, 2,3, 4}. 321 ] 123 4xX
-2
b) flx)=—x+2dlaxcR -3

Dziedzina tej funkcji jest zbior liczb rzeczy-
wistych, w ktéorym jest nieskoriczenie wiele liczb. Nie mozemy obliczyé wartosci
funkeji dla wszystkich argumentéw nalezacych do tego zbioru. Obliczamy wartosc
funkcji dla dowolnych argumentéow ze zbioru [ i sporzadzamy tabele czesciowa.

x | =% =3 0 1 3

¥ 5 3 2 I —}
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Rysujemy prosta przechodzaca przez punkty za-
znaczone w ukladzie wspolrzednych. Prosta jest
wykresem funkgji f(x)=-x+2dlaxeR.

Poniewaz dziedzina i zbiorem wartosci tej funk-

cji jest zbior ( —o0, 00 ), wykres funkji jest prosta, )
a nie odcinkiem z wyraZnie zaznaczonymi zama-

lowanymi koleczkiem punktami na jego koricach, =3 -2 =1

-2

Odpowiedz: Zbiorem wartosci funkcji
flx)=—x42dlax €R jest zbior ZW =R,

Cwiczenie 3.
-2 41, xel—oo, —1)

Marysuj wykres funkcji danej wzorem f {x}: 12, xe{—11)
%43, x € (2, 0o

Rozwiazanie:
Sporzadzamy tabele wartodci funkeji dla dowolnych argumentow nalezacych do
kazdego z tych przedzialdw liczbowych.

tabele wykres
vi
x,x€(—o0,—1) | =3 | =2 | =15 E|[
flx)=—2x+1 | 7 5 4 ?i
°l
wre(-11) | -1 0 | 1 s
= d[ ‘,"
flx)=2 2 2 2 ok
x, x€(2, ) 2 3 7| R :,-:6;‘;—- ------------
.l"ll 1
flx)=x+3 | 5 | 6 | 8 T N

¥ 1 ¥ -
A3-2-1 11 2 3 4 5%

Rysujemy kolejno kazdy z wykresow funkgji, dla ktérych sporzadzilismy tabele cze-
sciowe w podanych we wzorze funkcji przedzialach liczbowych. 1 tak wykres funk-
cji z pierwszej tabeli rysujemy w przedziale [ — ~, 1] — jest to polprosta bez punktu
o wspdlrzednych (—1, 3). Podany punkt zaznaczamy jest na wykresie koleczkiem nie-
zamalowanym.

Mastepnie rysujemy wvykres funkcji z drugiej tabeli w przedziale (—1,1} - jest to
odcinek. Punkty (—1, 2) oraz (1, 2) naleza do wykresu funkcji, dlatego zaznaczamy
je koleczkiem zamalowanym.

Na koticu rysujemy wykres funkcji z trzeciej tabeli w przedziale {2. 0 = jest to
polprosta, do ktérej nalezy punkt (2, 5) — oznaczony kéleczkiem zamalowanym.,

Wykres funkeji fsklada sie z trzech narysowanych czesei.
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Cwiczenie 4.

Oblicz argument, dla ktérego:

a) wartosé funkgji f(x)= 2 } 0 W‘}'llﬂSi%;

b) warto$¢ funkeji g(x ) =+/x — 3 wynosi 2.

Rozwiazanie: Rozwigzanie:

2 b) g(x)=2

a) flx)==

3 3 vx—3=1
I R

2 23 s

X= 4'5 Odpowiedz: Wartos¢ funkcji g wynosi
Odpowiedz: Wartosé funkeji fwynosi 2 dla argumentu 7.
2

— dla argumentu —4—.
3 3

Cwiczenie 5.

Sporzadz tabele funkcji f(x)=x" —4, It’;{ 3—=24—1.0,1 2, 3}. Odczytaj argu-
menty, dla ktorych wartosé funkcji jest rowna 0. Podaj argumenty, dla ktérych funk-

cja przvjmuje wartosci dodatnie, oraz te, dla ktorych przyjmuje wartosci ujemne,
Rozwiazanie:

X —3 | =2 | = 0 I 2 3
Argumenty, dla ktéryvch wartosé funkcji jest rowna 0: x = =2 ix = 2.
Argumenty, dla ktorych funkcja przyjmuje wartosci dodatnie: x =—3ix = 3.
Argumenty, dla ktorych funkcja przyjmuje wartosci yjemne: x = —1, x=0ix= 1.

r’

.

Kazdy argument, dla ktorego wartos¢ tunkeji liczbowej jest rowna zero, nazywa-
my miejscem zerowym (x) funkcji.

Funkecja moze miec wiele miejsc zerowych, ale moze rowniez nie mie¢ zadnych miejsc
zerowych — jak na wykresach ponizej.

Yok ¥ A

2 A

SERSLEENQ :

. 2

A3 2 -1 | 1 3 4 SN X

2\_‘; \6\ 2
. 5-4-3-2-1 | 1 2 3 4 5

-3 “q

4,2, DZIEDZINA, WARTOSC FUNKCII I MIEJSCA ZEROWE
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Cwiczenie 6.

Wyznacz miejsca zerowe funkceji przedstawionej na wykresie.
¥

s 5.'4-3-2-11 \z/é 45 6%
_2-.

Rozwiazanie:
Znajdujemy punkty wspoélne wykresu z osia X i odczytujemy ich wspolrzedne. Sa
to punkty: (=5, 0}, (1, 0) oraz (3, 0). Miejsca zerowe funkgji (czyli wspolrzedne x,
inaczej odciete punktéw, w ktérych wykres przecina 0§ X) to argumenty: x = —5,
r=1lix=3

Cwiczenie 7.

(Oblicz miejsce zerowe funkcji danej wzorem.

a}f(x}zdlx—~5,dlaxi§<—lé. 00 )

Rozwiazanie:

Wyznaczamy argument, dla ktorego wartos¢ funkcji fjest rowna zero:
flx)=0

N2x4+5=0

2x+5=0

1
X—=—2=
2

Sprawdzamy, czy obliczony argument x nalezy do dziedziny funkeji:
_E.l_{_:{ _21: :.:__,}

2 2 I
Odpowiedz: Miejscem zerowym funkeji f(x)=+/2x +5 jest argument x = - 25.

7 <
h}f{x}z 3x—7, x<-2

—4x+5, x>-2
Rozwiazanie: , ) ) dx—7, x<-2
Wyznaczamy argument, dla ktérego wartosé funkcji f(x )= jest
. —d4x 45 x>—2
rowna zero.
Rozwiazujemy réwnanie f(x)=0, przyréwnujac do 0 wyrazenie 3x — 7.
Ix-T=0dlax<-2

1
x=2-
3

IV FUNKCJE



ZADANIA DO ROZWIAZANIA

1.

2.

Sprawdzamy, ze Zlg?f (—n~c, —2), dlatego liczba 2]— nie jest miejscem zerowym
funkcji f. i 4
Rozwiazujemy réwnanie, ktére przyjmuje teraz postac f I[Ij= 0
-4 4+5=0dlax<-2
1

x=]1-
4

| " —
Sprawdzamy, ze l; (-2, ), dlatego liczba IE jest miejscem zerowym funkcji f.

Ix—7, x<—12

Odpowiedz Miejscem zerowym funkcji f(x)= ) jest argument
; 4x+5, x>

x=1-.
4

Okredl dziedzine podanych funkcji.

a}f{x]:..-%xn b) f(x)=3x*-2
1

o) f(x)=5— d) f(x) =V 1

I -

1 |
e) flx]=— ) flx)=

Flx) =2 Flx) ==

Marysuj w zeszycie wykres funkcji f (x)= — x + 2 i podaj jej zbiér wartosci, jesli
funkcja fokreslona jest na;
a) zbiﬂrze{ 10,1 2, 5}; b) zbiorze liczb naturalnych;
c) zbiorze liczb rzeczywistych; d) przedziale (—3, 5).

Marysuj w zeszycie wykres funkcji.

1l dlax<0 x+1, xel—og, —1)
a) flx)=10 dlax=0 b) flx)=11, x&(0, 2)
1 dlax>0 x+1, x€(3, x)
x+3 x€(—o0, —1)
Oblicz w zeszycie wartosé funkeji f{x)=1-x, x€(-1, 2) dla argumentow:
—3, 2 oraz 3. x—3, xel2, oo)

Oblicz w zeszycie argument, dla ktorego:
a) wartosc funkeji g{ x }=3x — 1 wynosi 2;
b) wartosé funkcjif (x )= x* -+ 2 wynosi 4%.

Podaj miejsca zerowe funkcji okreslonej za pomoca tabeli.
a) b)

X () 2 6 8 10} X 0 | 2 3 4
2 0 6 0 10 ¥y 1 2 3 4 0
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7. Odczyta) miejsca zerowe funkcji przedstawionej na wykresie (o ile istnieja).
a) b)

c)
Vol
3
21.
1
—'5—=1—3—'2—11 1 2 3 &4 §X
_'E--
3
—4

8. Podaj miejsca zerowe funkcji okreslonej grafem,
a) b)
X

4
0

1
t2
3
H

9. Oblicz w zeszycie miejsce zerowe funkcji danej wzorem.

a}f{r}:—%x—kl b) F(x)=x*—2

ﬂf{:]:‘"“'t? d) f(x)=x—2

O f(x)=1x—3 0 £(x)=—5
IV FUNKCIE

2.3 4 5§ 6X




v i

10. Na rysunku przedstawiono wykres
pewnej funkeji.
a} Ile miejsc zerowych ma dana funkcja?
b) Jaka warto$¢ przyjmuje funkcja dla
argumentu x = —3, a jaka dla argu- — — —
o 54 32| 12 3 4 5%
mentu x = (J? 2.
¢) Dla jakiego argumentu x funkeja ta i)
przyjmuje wartosc y = —27 -3
-4
11. Podaj przyklad funkcji okreslonej na zbiorze {0, 1, 2, 3, 4} tak, aby:
a) miala jedno miejsce zerowe;
b) miala trzy miejsca zerowe;
¢) nie miala miejsc zerowvch.
12. Funkcja jest okreslona wzorem f(x}=3x — 2. Wykonaj zadanie w zeszycie.
a) Sprawdz, czy punkt P = (1, 2) nalezy do wykresu tej funkcji.
b) Oblicz wartosé funkcji dla argumentu 4.
¢) Oblicz miejsce zerowe funkcji.
d) Oblicz, dla jakiego argumentu wartos¢ funkcji jest réwna 7.
ZADANIA SPRAWDZAJACE
1. Dziedzing funkcji f {x} = p : - jest zbior:
-3
AAR—-{-2,2} B.R-—{2} C.R D.{-2, 2}
2. Miejscem zerowym funkceji f {x}z 3x -+ 6 jest liczba:
A.0 B. 2 C. 6 D.—3
3. Dlaargumentu % wartos¢ funkeji okredlonej wzorem f{x )= —3x + 2 wynosi:
A —1 B.1 L — 7 D. 3
4. Funkcja okreslona wzorem g(x | =+/x -+ 1 przyjmuje wartos¢ 3 dla argumentu:

A.2 B. O C.8 D. 3

4.2. DZIEDZINA, WARTOSC FUNKCII I MIEJSCA ZEROWE
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4.3. Odczytywanie wiasnosci funkcji
z wykresu. Dziedzina funkcji, zbior
wartosci i monotonicznos¢ funkgji

Odczytywanie wlasnosci funkcji na podstawie jej wy-
kresu to umiejetnosé, ktora czesto wykorzystujemy

e mp=

W zyciu codziennym.

Ta L |- O D L0 e

temperatura w °C
L]
&

- |_ -
'_'I
y
fad
(AN ]
=% &
e
[
-

Na wykresie przedstawiono zmiany temperatury za-

notowane od 1 do 7 marca.

Na podstawie tego wykresu mozemy stwierdzi¢, ze w podanych dniach temperatury
znajdowaly sie w przedziale od —3°C do 3°C. Zauwazamy réwniez, ze temperatura od 1
do 3 marca rosla, nastepnie od 3 do 6 marca spadala, a miedzy 6 a 7 marcem — znow rosla.

Cwiczenie 1.

Odczyta) z wykresu dziedzine funkcji.

a) b)
VA Vi

N X
amna rdeun .

;’ O - -
—4—3—2—11 1 2 3 & 5 X —:6——&—3—2—11 1 253 4 5 X
) | : _9)
-3 -3
Rozwiazanie: Rozwiazanie:
Dziedzing tej funkcji jest przedzial Dziedzina tej funkcji jest
1i::zh0w1;{ 2,3). suma przedzialow liczbowych

(—6, —2)U{-1, 5).

Dziedzine funkcji odczytujemy na osi X - s3 to wszystkie argumenty x, ktérym moze-
my przyperzadkowac punkt na wykresie,

IV FUNKCJE



Cwiczenie 2.

Odczytaj z wykresu zbiér wartosci funkai.

a) b)
FI Vi

i
; '\
7 P

5 -5 23 2 -1
/f 1

434101 1 2 3 4 5 X

-3

—2

_3.

—dr
Rozwiazanie: Rozwiazanie
Zbiorem wartosci tej funkcji jest Zbiorem wartosci tej funkcji jest przedzial
przedzial li::zhﬂwy( -3, 4)‘. liczbowy (—6, 2)LU{—2, ?1:]'=(—6, “.s;}

Zbidr wartosci odezytujemy na osi ¥ - sa to wszystkie wartosdci y, ktorym mozemy
przyporzadkowac punkt na wykresie funkcji.

Cwiczenie 3.

Odezytaj z wykresu wartosci funkeji:

a) dla argumentéw: —5, 2, 4 b) dla argumentéw: —1, 2, 5
i

Rozwiazanie: Rozwiazanie:
fl1-5)=-2, f{2})=2, f(4)=3 fl-1)=4.f(2)=1Lf(5)=—4
Zauwazamy, ze dla tej funkcji, gdy Zauwazamy, ze dla tej funkgji, gdy

argumenty rosng, to wartosci tez rosna. argumenty rosna, to wartosci maleja.

4.3. ODCZYTYWANIE WEASNOSCT FUNKCII 2 WYKRESU, DZIEDZINA FUNKCII, ZBIOR WARTOSCL... 111
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c) dla argumentow: 3, 5, 8
v
A

= M W

|
|
|
+ + -
-1 | 12 3 4586 7 8B8X

Rozwiazanie:
7(2)=2,1(3)=2, (6)=2

Zauwazamy, ze dla tej funkcji argumenty rosna, a wartosci sg sobie réwne,

Funkcje nazywamy rosnaca, gdy wraz ze wzrostem argumentow zwiekszaja sie
jej wartosci.
Mozemy zapisac symbolicznie;

Funkcje nazywamy rosnacy, gdy dla kazdego x, < x, (x;,x, €D /) jest spelniony

kwarunek flx )< flx,).

-W

A

Funkcje nazywamy malejaeca, gdy wraz ze wzrostem argumentow jej wartosci sie
zmniejszaja.

Mozemy zapisac symbaolicznie:

Funkcje nazywamy malejac, gdy dla kazdego x, < x, (x,,x, €D ) jest spelniony

’ warunek f(x, )> f(x,).

-‘ﬁ

J

N

Funkcje nazywamy stala, gdy dla wszystkich argumentéw przyjmuje ona te sama
wartosc,

Mozemy zapisaé symbaolicznie:

Funkcje nazywamy stalg, gdy dla kazdego x (x=D,) jest spelniony warunek
f(x) = const.

-

-

const, (z lac. constans) — oznaczenie wielkosci stalej

Funkcje malejace, rosnace, stale w calej swojej dziedzinie nazywamy monotonicznymi.

I
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Cwiczenie 4.

MNa podstawie wykresu funkcji sporzadz
tabele dla wybranych argumentaw, J \

Rozwiazanie:
Sporzadzamy tabele dla argumentow

zaznaczonych na wykresie.
¥ | =4| 3| =] 0 1 2 3 4 5
y| 2|2 |=2|=2[=2[2|3|=3]|-3

Wraz ze wzrostem argumentow x wartosci y tej funkcji maleja, sa sobie réwne lub
rosnd. Funkcja ta nie jest wiec monotoniczna w calej swojej dziedzinie, W przy-
padku takiej funkeji okreslamy przedzialy (zwane przedzialami monotonicznosci),
w ktorych funkcja jest rosnaca, malejaca lub stala, a o samej funkcji mowimy, ze jest
monotoniczna przedzialami.

Dla funkceji przedstawionej na wykresie mozemy powiedzied, ze:

- funkcja jest rosnaca w kazdym z przedzialow: { X, 5> i (I, 3);

- funkcja jest malejaca w kazdym z przedzialéw: (—31 — l) i(_'*'n, 4>;

- funkcja jest stala w kazdym z przedzialow: (—51 —-3}.(—], 1> i(4, X ]

Okreslajac przedzialy monotonicznosci funkeji, najczesciej podajemy tak zwane mak-
symalne przedzialy monotonicznosci, czyli przedzialy domkniete (o ile to mozliwe),

ZADANIA DO ROZWIAZANIA

1. Odczytaj z wykresu dziedzine funkcji.

a) b)
Yok
5--

[

S N 6 1= 5

|

N2 33X -P-6-5F4-3-0 4 1 93 4 5 &

20
-2 -2
-3 -3
-4 4

4.3. ODCZYTYWANIE WEASNOSCI FUNKCII Z WYKRESU, DZIEDZINA FUNKC I, ZBIOR WARTOSCL...
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2. Zapisz w zeszycie w postaci przedzialu liczbowego zbidr wartosci funkcji przed-
stawionej na wykresie.

a) b)
Y4 v
4
/ 3
2--
5-4-3-2-1| 1 zé?a? 54321 | waéi
- 2
-3 -3

3. Okresl dziedzine i zbior wartosci funkceji przedstawionej za pomoca wykresu.

B w

]

4. Odczyta) z wykresu dziedzine i zbior wartosci funkcii.

a)
i |

]
4
k3
-5 -4 -3 -2 -1
i 7
. -2
=4

i

IV FUNKCJE

1 2 3 4 5

R |

= R W s s

A =3 1 2 13

L |




c) d)

Vi 1
4 |
3
2
L] e ] [ ] -
t - e *
-5 -4 -3 -2 -1 1 2 2 &4 B X
[ —1e . !

—21 L -
3 /1 2 3 45 6X

5. Okresl monotonicznosé funkeji preedstawionych na rysunkach.

a) b}
i

Hmwa;-m“ﬂ

—a—s—ﬁ—a—z—i“; 1 2 3 4 5x 1 2 3 4 5 6x%

-
-3
-4
c) d)
Yok
5
4-
3
2
1} 1}
—5-4—'3—2—1_1_123.—315? 654322 123456Xx
-5 -2
3 3
= —4
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6.

funkcja jest rosnaca.

a)

b)

MNa podstawie wykresu ustal maksymalne przedzialy argumentéw, w ktorych

-6 -5 4

7.
wykresie jest malejaca.
a)
v
5
4
44
2
1

1T |

L =

8.

wykresie jest stala.

a)

<

R L

654321,

116
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12 3 45 60X

b)

B U 0 =1 00 O°S

1&3%5&-;

Okresl maksymalne przedzialy argumentéw, w ktorych funkcja przedstawiona na

55 -4 32 -4

b)

A

1 2 345 6 X%

Zapisz maksymalne przedzialy argumentow, w ktérych funkeja przedstawiona na

/.__,.\

=B = =8 =3 E

_2.

i

1 2 3484 BH 6 X



9. Ustal maksymalne przedzialy Y4
argumentdw, w ktdrych lunkcja 0
przedstawiona na wykresie jest: il
a) rosnaca, =
b) malejaca, 2
c) stala, 1
179 345 64X
10. Na podstawie wykresu funkcji Vi
okresl: 5
a) dziedzine funkgji, 49
b) zhior wartosci, 3
c) przedzialy jej monotoniczno- 2
5Cl. 11
-5—5—’4-3—v/1::3: 5 6 X
-2
=1
—4
ZADANIA SPRAWDZAJACE

1. Przyporzadkuj dziedzine funkcji do odpowiedniego wykresu.
a) b)

L o ST . S - . ¢ B

\ B -'11/1 2 3 X
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Vi
" L.D,=(-5, 3)
.
] IL. D, =(-5,+0)
1 LD, =(-8, 2
-a-a-a-a-z\"a:? 123456 7X

—2
3
-4 A.a-Lb-1l,c-1II
5 B.a-1II,b-1Il,c-1
—6 Ca=-1,b=1lI,c-1I
-7 D.a-1lI,b-1,c-1I
-8

2. WWskaz zdanie falszywe.

1 2\3 4X
A. Dla argumentu x = —3 funkcja przyjmuje wartos¢ y = —1.

B. Funkcja przyimuje wartos¢ 0 dla argumentéw x=01ix =2,
C. Do wykresu funkcji naleza punkty (1, 4) i (4, —5).
D. Dziedzina funkcji jest przedzial (-—E-, 4, a zbiorem wartosci - przedzial

(5, 4).

3. Funkcja okreslona tabela jest:
xi|=8| O |=3] 4 |=1] 2
y | 5|0 3 —4 1| -2

A. rosnaca B. malejaca
C. stala D. nie mozna stwierdzic

118 IV FUNKCIE



d. Przeanalizuj wykresy i ocen, ktéra z dotyczacych je wypowiedzi jest prawdziwa.

I 11 1
Lt ]  § ¥
’ 5 5
4 4
3 3
2 2
1 1
1123 45X 543241123 45X
o) i
-3 :
-4 -4
-5 <
A. 1 - funkcja rosnaca, Il - funkcja malejaca, Il - funkcja stala
B. 1 - funkcja malejaca, I - funkcja stala, 111 - funkcja rosnaca
C. I - funkcja stala, I1 - funkcja rosnaca, Il - funkcja malejaca
D). I - funkcja malejaca, Il - funkcja rosnaca, 111 - funkcja stala
4.4. Odczytywanie wiasnosci funkeji
z wykresu — ciagg dalszy
Ma wykresie przedstawiono zmiany temperatury zanotowane w ciggu doby. Pomiar
zaczeto o godzinie 18.00 19 Jutego, a zakoniczono o godzinie 21.00 20 lutego.
".‘-C i
19.02
10 .. i 20.02 .
S
=3
—10
18 21 24 3 6 9 12 15 18 21 godz.
MNa podstawie tego wykresu mozemy stwierdzic, ze temperatura wyniosla 0°C 19 lute-
go o godzinie 21.00 i 20 lutego o 12.00. Temperatura ujemna utrzymywala sie miedzy
godzing 21.00 a 12.00. W pozostalych godzinach, czyli od 18.00 do 21.00 oraz od 12.00
do 18.00 temperatura byla wyzsza od zera.
4.4, ODCZYTYWANIE WEASNOSCI FUNKCII Z WYKRESU - CIAG DALSZY 119
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Cwiczenie 1.

Wyznacz miejsca zerowe funkcji przedstawionej na wykresie. Dla jakich argumen-
téw przyjmuje ona wartosci dodatnie, a dla jakich ujemne?

Rozwiazanie:

— Miejsca zerowe tej funkcji to argumenty: r=—-3, x=—1,x=1lix =4

- Kolorem zielonym zaznaczono argumenty, dla ktérych funkcja przyjmuje wartosci
dodatnie. Funkcja przyjmuje wartosci dodatnie dlax< (-5, —3)lubxe (-1, 1), lub
x €04, 6).

— Kolorem niebieskim zaznaczono argumenty, dla ktérych funkcja przyjmuje war-
tosci ujemne. Funkcja przyjmuje wartosci ujemne dlax (-3, —1) lub x &(1, 4).
Ma wykresie przedstawiono wysokosé opaddow w ciagu poszczegdlnych miesiecy
pewnego roku.

Ma podstawie tego wykresu mozemy stwierdzic, Zze najwyzsze opady zanotowano
w lipcu (85 mm, czyli 85 1/m” na dobe), a najnizsze w lutym (23 mm). Od lutego do
lipca wielkos¢ opadéw rosla. Od lipca do pazdziernika ich wielkos¢é malala, po czym
ustabilizowala sie i osiagnela wartos¢ 36 mm. Srednia wysokos¢ opadéw w miesia-
cu w tym roku kalendarzowym wyniosla 43,2 mm. Miesieczne wysokosci opadéw
byly wyisze od sredniej od maja do sierpnia.

et
o
o

T
P

o
(-

o

o
L
(W]

P

e
¥
]
La

-

IJ
[
.[\\-I
o)
i
I
-
®

wielkosc opadow w mm

o

I 11 11 IV V VI VIIVII IX X XI X
miesiac
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Cwiczenie 2.

a) co najwyzej rowne —2,

Ma podstawie wykresu podaj argumenty, dla ktéorych wartosei funkcji sa:

b) wigksze od 3.

1

Rozwiazanie:

a)

Odpowiedz: Wartosci funkcji
54 co najwyzej rowne —2 dla
x€(—o0; —2).

3.2 3 4 b 66X

b)
Odpowiedz: Wartosci funkcji sa
wieksze od 3 dlax € (1, x).

=< ¥

1 2 3 4 & &

1 5 % & 6 &N

4.4 QDCZYTYWANIE WLASNOSCI FUNKCII Z WYKRESL - CIAG DALSZY
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Cwiczenie 3.

Cwiczenie 4.

Podaj najwieksza i najmniejsza wartos¢ funkcji okreslonej tabela.
x =2 -1 0 1 2
y |—4|=2]| © 2 4

Rozwiazanie:

Wartosé najwieksza to y_ =4, a wartosé najmniejszato y_ = —4.

Cwiczenie 5.
Odczytaj z wykresu wlasnosci funkji.

1 2 345 6X

IV FUNKCJE

Odeczytaj z wykresu najwieksza i najmniejsza wartosé funkcji.
a) b)
¥l ¥
5 5
41 44
3 3
2
1t 11
—5W”12é45§ —73—2—11_123315.5;
- -2
- =
—4 —dl
Rozwiazanie: Rozwiazanie:
Funkcja nie osiaga wartosci najwigkszej.  Wartosc najwieksza: y_ =4,
Wartos¢ najmniejsza: y = —2. Funkcja nie osigga wartosci najmniej-
szej.



Rozwiazanie:

a) Dziedzina funkeji Df: IC( -6, t':].

b) Zbidr wartosci funkcji ZW: y < (-4, 6).

c) Miejsca zerowe funkcji: x = —5ix=—1.

d) Argumenty, dla ktérych funkcja przyjmuje wartosci dodatnie: x < < 6, —5)lub
xe(—1,86).

e) Argumenty, dla ktérych funkcja przyjmuje wartosdci ujemne: x<(—5, —1).

[) Przedzialy monotonicznosci funkdji:

- funkcja rosnaca w kazdym z przedzialow: (—4. (

- funkcja malejaca w kazdym z przedzjaiﬁw:( 4) ( ) i <=- ﬂ};

— funkcja stala w kazdym z przedzialow: (—3. —E:} i (4, 5}.

g) Najwieksza wartos¢ funkcji: y=6dlax = 1.

h) Najmniejsza wartos¢ funkeji: y= —4 dla x = —4.

Czasami argumenty i wartosci funkcji nazywa sie zmiennymi: argument — zmienna
niezaleznga, a wartos¢ — zmienng zalezna. Zmienna moze przyjmowac rozne war-
tosci.

Wielkosci przyjmujace zawsze te sama wartos¢ nazywamy stalymi.

ZADANIA DO ROZWIAZANIA

1. Dla kazdej z ponizszych funkcji podaj jej miejsca zerowe i okresl, dla jakich argu-
mentow funkcja ta przyjmuje wartosci dodatnie, a dla jakich ujemne.
b)

v

=¥

2 4 5 &

x |'=3|=Z|=1]| % ] 2 3
9 4 | 0 -1 —4 -9
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2. Okredl, dla jakich argumentéw funkcja przedstawiona na wykresie przyjmuje
wartosci dodatnie.

a) b}

[T TR 'Y Y - S | T o TR B

1 2 3 4 S i | élTEJ{'

LA |

3. Podaj przedzialy argumentéw, dla jakich funkcja przedstawiona na wykresie
przyjmuje wartosci ujemne,
a) b)

4. Narysuj w zeszycie wykres funkcji, ktéra przyjmuje:
a) tylko wartosci dodatnie,
b} tylko wartoéci ujemne.

124 IV FUNKCIE



5. Podaj przedzialy argumentéw, dla jakich [unkcja przedstawiona na wykresie
przyjmuje wartosci nie wieksze niz —1.

a) b)

6. Okresl, dla jakich argumentow wartosci funkcji przedstawionej na wykresie sa;
a) wieksze od 4, b) co najwyzej rowne 3.

3

-.5-%-4-3—;-’11 1 2 3 4 3\6 7 8 9

-2
—.31-

7. Odczytaj z wykresu przedzialy argumentow, dla ktorych wartos¢ funkeji jest
wieksza od 2 i mniejsza lub réwna 3.
i

5
4
3

AR | 1 % 38 5

4.4 QDCZYTYWANIE WLASNOSCI FUNKCII Z WYKRESL - CIAG DALSZY



126

8. Odczyta) z wykresu najwieksza i najmniejsza wartos¢ funkgji (o ile istnieje).

a) b)
v4 Y
5
4/’—
)
L
Fi
i ', i i 3
=5 =43 #2.- 1 23 4 5 6X
_1 E..
-2 i 5
-7 = ' -
-2 =1 1L 2 393 6 5F B 99X
-4 -1
—

9. Odczytaj z wykresu najwieksza i najmniejsza wartos¢ funkcji oraz podaj argumen-
ty, dla ktérych funkcja przyjmuje te wartosci.
a) b)

v v
41

3591 1 3% 3 2587 8%

- 1
-3 92 <1 N - v . B X
=1 —2
-2 -3
= —

10. Podaj najwieksza wartos¢ funk-
cji przedstawionej na wykresie:
a) w przedziale (—4, —2),
b) w przedziale (0, 6),

¢} w calej dziedzinie funkcii.

11. Narysuj w zeszycie wykres funkeji, ktora przyjmuje:
a) wartosc najwieksza i najmniejsza,
b) tylko wartos¢ najwieksza sposrod najmniejszej i najwiekszej,
¢} tylko wartos¢ najmniejsza sposrdd najmniejsze] i najwiekszej.

IV FUNKCJE



2x 43, x€(—00, —1)
2, x€{0, 2)

tej funkcji i opisz w zeszycie jej wlasnosci.

12. Funkcja okreslona jest wzorem f{x )= . Sporzadz wykres

13. Opisz w zeszycie wlasnosci funkeji, ktorych wykresy przedstawiono na rysun-
kach.

a) b)

LZADANIA SPRAWDZAJACE

1. Funkcja przedstawiona na wykresie przyjmuje wartosci ujemne w przedziale:
v

2 3 4 5 6x

A(-3,1) B.(—3, 1) C.(-3, 1) D.(—3, 1)

4.4 QDCZYTYWANIE WEASNOSCI FUNKCII Z WYKRESU —~ CIAG DALSZY 127
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2. Dla jakich argumentow funkcja opisana tabela przyjmuje wartosci dodatnie?
. I 1 1 1 I
X —5 —4——-3——— 0 0,4 2 12=13|3=| 5 |53 ]8|%|10
2 3 4 4 2
y|2|4|8|2|-03|-04(-05|2|4|8|-1(=2(2]|4] 8
1 1 3 1 | 1
Ao—=S, ==t 8. 9, 1 B. 58— A= By B3, 35— 8,910
pi 3 4 2 3 4 4 2
C.—S.—:#]—,—Sl.—l.ll.i,ﬂl D.El.l,il,ﬂ.g,]ﬂ
2 3 4 4 2 4 2
3. Funkcje przedstawiono za pomoca tabeli. Wskaz, ktore z opisujacych ja zdan jest
falszywe.
g |=Zil =15 1 2
v | 4]0 3]|o0
A. Funkcja ma dwa miejsca zerowe,
B. Punktem wspolnym wykresu funkcji i osi Y jest punkt (0, 3).
C. Najwieksza wartosé funkcji jest réwna 4.
D. Funkcja przyjmuje tylko wartosci dodatnie.
4. Wirdd zdan opisujacych funkeje przedstawiona na wykresie wskaz zdanie praw-
dziwe.
2 3 4X
=D
A. Funkgja przyjmuje wartos¢ najwieksza dla argumentu réwnego 3.
B. Dla argumentow z przedzialu (-3, 1) wartosci funkcji sa dodatnie.
C. Wartos¢ najmniejsza funkcji jest réwna —5.
D. Wartosci funkcji s3 mniejsze od 2 dlax (-2, 0},
IV FUNKCJE



4.5. Przesuwanie wykresow funkcj

Wykres dowolnej funkcji mozemy przesuwad w poziomie i w pionie. Wartosci, o jakie

przesuwamy wykres funkcji, zapisujemy za pomoca wektora.

Cwiczenie 1.

R e e

- wektora=
— wektor b=

- wektor c=

- wektor d =

Przyporzadkuj narysowanym w ukladzie wspolrzednych wektorom ich nazwy

a, b, ¢, d, jesli:

2 ﬂ] oznacza przesuniecie o 2 jednostki w prawo wzdluz osi X,
-4, EI} oznacza przesuniecie o 4 jednostki w lewo wzdluz osi X,
0, 3] oznacza przesuniecie o 3 jednostki w gore wzdluz osi Y,

0, — 2] oznacza przesuniecie o 2 jednostki w dél wzdluz osi Y.

Yok
b

L

54322 ]| 12 8 4 5X

przesuniecia.

W wyniku przesuniecia réwnoleglego wy-
kresu funkcy
W= ’ Py ﬂ] powstaje  wykres funkcji
y=[f{x—p),

Wektor i = [p.{]] nazywamy wektorem

y=f(x) o wektor

pER,
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Cwiczenie 2.

Przesuni wykres narysowanej funkcji y = f{x:

a) o 3 jednostki w lewo, b) o 2 jednostki w prawo,
Zapisz wektor przesuniecia i wzor otrzymanej funkeji.

Vi

5

a

3

E.

1

Rozwiazanie:
a) b)
¥ Vi
5 5
4 4
31 31
2 2
1 1
%5t T LT 5 45 6% A 56 7 8X

Odpowiedz: Odpowiedz:

Funkcja zostala przesunieta Funkcja zostala przesunieta
0 wel-:tnr{—?:. [I]. 0 wektnr[l. ﬂ].

W zor otrzymanej funkcji Weor otrzymanej funkcji
toy=f(x+3). to y=f(x—2)
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W wyniku przesuniecia réwnoleglego al

wykresu funkcji y = f{x) o wektor /
- < = [ x)+g —
v= "D, q] powstaje wykres funkcji d J;'r’/_,___h "'_/

y=[f(x)+q.9cR.

4 v
v
Wektor v =|0,¢| nazywamy wektorem /_

przesunigcia,

Cwiczenie 3.
Przesuri wykres narysowanej funkgji y= f(x):

a) o 1 jednostke do géry, b) o 2 jednostki w dél.
Zapisz wektor przesuniecia i wzor otrzymanej funkcji.
Yk

>—\{
P=HNX]
) ¥=F
1 \
=3 -4 1%?
=
-

Rozwiazanie:
b)
1 v ok
ﬁ 4
o= i
' Yo y =X
1 \ -
. 321, 3 X
=3 =2 =L 1 X

=14 % -
=3 =3
-3 -4

Odpowiediz: Wykres funkcji zostal Odpowied?: Wykres funkcji zostal
przesuniety o wektor [E‘-‘, ]]. Wzor przesuniety o wektor 0, — Z], Wezor

otrzymanej funkeji to y = f(x )+ 1. otrzymanej funkcjito y= f(x) -2
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ZADANIA DO ROZWIAZANIA

1. Narysunku przedstawiono wykres funkeji
y= f(x). Przesun ten wykres:

2
a) o 3 jednostki w prawo, /\T\
b) o 2 jednostki w lewo, _=5 s = 7 2 3 p
c) o 4 jednostki w gore, -1 ——
d) o 1 jednostke w dol. -2
Narysuj w zeszycie odpowiednie wykresy.

el |

2. Podaj wspélrzedne wektora przesuniecia wykresu funkgji, jesli przesunieto wy-

kres o:
a) 4 jednostki w daél, b) 7 jednostek w prawo,
¢} 5 jednostek w gore, d) 6 jednostek w lewo,
3. Wykres funkeji y= f|x) przesusi o wektor: Fi
a}’..-l, l'J] b) |2, ﬂ] 3
- B == ._-1.. 1
c)0, 3] d)[0, 5] 1{

Zadanie wykonaj w zeszycie.

4. Zapisz w zeszycie wektor, o jaki przesunieto wykres funkcji y = f(x), jesli otrzy-
mana funkcja ma wzor:
a)y=f(x)+9 bly=flx—11) cdy=f(x+7) d)y=f(x)-8

5. Zapisz w zeszycie wzor funkeji, ktora otrzymamy, przesuwajac wykres funkcji
y=flx)o:
a) 2 jednostki w dél, b) 9 jednostek w prawo,
¢) 7 jednostek w gore, d) 11 jednostek w lewao.

6. Zapisz w zeszycie wzor funkgji, ktora otrzymamy, przesuwajac wykres funkcji
pr=F (r} o wektor:
a)[s, 0] b)| -2, 0)
o)10, 43 dlo, —21
'. | 3
7. Dany jest wykres funkeji y = f(x).
Naszkicuj w zeszycie wykres podanej funkcji.  ya
3

a) y=f(x—3

B) 3= f(x)-3 |

c}}r:f{x}*ﬂl ' ! L
d) y=f(x+2) 1] 12345067 8KX
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8. Kazdy z narysowanych wykreséw funkcji y = f{x) przesun najpierw o wektor

EE, DJ, a nastepnie otrzymany wykres przesuii o wektor 0, 3]. Zapisz w zeszycie

wzor otrzymanej funkcji.
a) b)

e )

+ - o +

-2 —1 1. 2 4 5 6 X ==l 1 %32 & 5 &
[ 4. S Ly
-2 -2
-3 -3

9. Dany jest wykres funkcji y= f(x). Przesun wykres

~1 =<

tej funkcji:

o

a) najpierw o wekmr[ 3, ﬂJ, a nastepnie otrzymany

Ln

wykres przesun o wektor 0, 2].

b) najpierw o wektor |0, — 2], a nastepnie otrzyma-

o T

ny wykres przesun o wektc—r[— = D].

fo

Zapisz w zeszycie wzory funkeji otrzymanych w wy-

niku tych przesunieé. Czy zauwazyles/zauwazylas ja-

|
[ >
i

kas zaleznos¢ pomiedzy nimi?

1
[

e e e e T e e TR e e [

ZADANIA SPRAWDZAJACE

1. Wykres funkcji przesunieto o 4 jednostki w dol. Wektor tego przesunigcia to:
A. 4, 0] B.|0, 4] C.[-4, 0] D. 0, —4|

2. Wykres funkeji y= f(x)
przesunieto tak jak na ry-

sunku.
Funkcja otrzymana po prze-

sunieciu ma wzor:

A.y=f(x+5) | | |
B.y=f(x)-5 ; izanéa?ayﬂu
C.y=f{x—35) _n

D+_p=f{x} -5 _34

-

X

4.8, PRIESUWANIE WYKRESOW FUNKCII
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3. Wykres funkeji y= f(x) przesunieto o pewien wektor, otrzymujac funkcje
o wzorze y = f I[I 3 2). Wektor tego przesuniecia to:

A.[2, 0| B. 0, 2| C.|-2, 0] D.[0, 2]
4. Przesuniecie wykresu funkcji y = f {:-:] o wektor [—3. ﬂ] ilustruje rysunek:
A B.
Yol ¥k
5] 5
4 4
31 3
2 2

PN\ NN

|

e EW & X 765 —4\/4—1\ L 32 3
9 2
3 3
—4 -4
54 -5
C D.
Y A Y
5 5
4 4
fix) ; fix) 2
1 /\1
/\. /. - - i / -
—5—4—3—2—11/2345x —5*,4—3—2—1_}/2345){

5. Wykres funkcji y = f(x) przesuni¢to o wektor [I‘J, - 1]. Funkcja otrzvmana po
przesunieciu wykresu ma wzor;

Acy=f(x+1) B.y=f(x)-1 C.y=Ff(x—1) D.y=Ff(x)+1
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4.6. Przeksztatcanie wykresow funkcji

Wykres dowolnej funkcji mozemy przeksztalcac przez symetrie wzgledem osi X oraz
wzgledem osi Y.

2 -
W wyniku przeksztalcenia wykresu funkcji y= (x| przez symetrie wzgledem

osi X powstaje wykres funkcji y = — f(x ). Mowimy, ze wykresy funkcji v = (x)

i v = — f(x)sasymetryczne wzgledem osi X.

fix)

&34
oo
>

£ 1123455

£ s
__I".I

. vy

Cwiczenie 1.

Mamy dana funkcje y= f{x} Naszkicuj wykres [unkcji symetryczny do danego
wzgledem osi X.
a) b)

-

ok W s R =1%

|
(%]
|
(L]
|
|I—"
=2
Pt
LLd
<Y
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Rozwiazanie:

a) b)

-
o =1 oS

r
7
,E:.
5
4
3..
2
1

K W wyniku przeksztalcenia wykresu funkcji v 1
y= f|x) przez symetrie wzgledem osi ¥ po-
wstaje wykres funkcji y = f{—x). Méwimy,
ze wykresy funkcji v = f(x)iv= f(—x)sa
symetryczne wzgledem osi Y. e iﬂ? o X
LS ! J

Cwiczenie 2.

IV FUNKCIE

Mamy dang funkcje y=f {r] Marysuj wykres funkcji symetryczny do danego
wzgledem osi Y,
al b)

4 fix)




Rozwiazanie:
a) b)

||l.I —X :I

fix)

1 23 &4 5X

ZADANIA DO ROZWIAZANIA

1. MNarysuj w zeszycie wykres funkeji symetryczny do danego wzgledem osi X,

a) b)

vk vk

- - 5
4+ 4
3 \i

|J'-'|

5 f
1

fix)
1
821, \/45ax —7/4321 1 23 4 5X
= =2

2. Narysuj w zeszycie wykres funkcji symetryczny do danego wezgledem osi Y.

a) b)
Y Y
5

£ \
r—)
fix)

6

5

4

3

2

6574321 [ 1 N3 4 5x /
=1+ -
5 -2/( 1 &3 3 8 B.X

=
P
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3. Wykres funkcji y= f(x) przeksztalcono przez symetrie wzgledem jednej z osi

ukladu wspolrzednych,
Zapisz w zeszycie wzor funkcji, ktorej wykres otrzymano.
a) b)
Vi Y
5 -
4 4
[X]
3 ! 3
fix)
1t 1
t L 1 Ll - L k | -
—5—4—3—2—11 1 2 3 4 5X —5—4—3—2—11 1.2 83 & b X
~3
-4
=3

4. Wykres danej funkcji y = f(x| prze- Y
ksztalé przez symetrie wzgledem od- .
powiedniej osi ukladu wspolrzednych, i
3

2

1

aby otrzymac wykres funkcji:
—5~4~éb]1 2 3 4 5x

a) g(x)=—f(x)
b)h(x)= f(—x]

5. Wykres danej funkcji przeksztalé przez symetrie wzgledem osi X, a nastepnie
otrzymany wykres przeksztalé wzgledem osi Y.
a) b)

Nﬂ 1_\}‘11”

I ERNEN - E:

1 2 3 4 5;{:
y L) \
- —2

el ]
1
9
1
A%
|
P
[

138 IV FUNKCIE



Wykres danej funkcji y= f(x ) przeksztalcono przez

symetrie wzgledem osi X,

a nastepnie otrzymany wykres przeksztalcono przez symetrie wzgledem osi Y.
Zapisz w zeszycie wzor funkcji otrzymanej w wyniku tych przeksztalcen.

Wykres danej funkcji przesun Vi
owektor 0, - E]. 4 nastepnie otrzy- B
many wykres przeksztal¢ przez sy- . Flx)
metrie wzgledem osi Y. / Y
Wykonaj zadanie w zeszycie. 4 -3 2 _’1 1 ;. 5 5 & 7 ;
s -
-2
w3
Wykres danej funkcji przeksztal¢ przez 1';“
symetrie wzgledem osi X, a nastepnie flx) 4
otrzymany wykres przesun o wektor 3
2 0] :
Wykonaj zadanie w zeszycie. 1
54324 123 4%x
._.E..
-3
-4
5l

Wykres funkeji y = (x| przeksztalcono w nastepujacy sposob:

a) przesunieto o wektor i'i. l}], a nastepnie otrzymany wykres przeksztalcono

przez symetrig wzgledem osi X;

b) przeksztalcono przez symetrie wzgledem osi Y, a nastepnie otrzymany wykres

przesunieto o wektor lD, 3].

Wykonaj przeksztalcenia oraz zapisz w zeszycie wzor funkeji, ktérej wykres

otrzymano po tych przeksztalceniach.
flx)
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ZADANIA SPRAWDZAJACE

1. Wykres funkcji y=f { x) przeksztalcono, otrzymujac  wykres  funkcji
glx)=— f(x). Przeksztalceniem, ktére wykonano, jest:
A. przesuniecie o WEktﬂr: 8 ﬂ]
B. symetria wzgledem osi X
C. przesuniecie o wekmr[ﬂ. q]
D. symetria wzgledem osi ¥

2. Ktory rysunek przedstawia wykresy funkcji symetryczne wzgledem osi X7

A. B.
A i

= B L
[

t + ¥ - + -
5 -4 -=3-2 -1 1l 2 & & 9K 1 2 3 4 §X

o

s

sl |

1. 2 3 4 &
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3. W jaki sposéb przeksztalcono wykres funkeji y= f(x), aby otrzymaé wykres
funkeji g(x)?

y=g(x) y=f(x)

7-6-5-4-3%2-1 | 1 293 4 5 6 7 8 X

A. Przeksztalcono przez symetrie wzgledem osi X,
B. Przesunieto o wektor | p, D].

C. Przesunieto o wektor [DJ q].

D. Przeksztalcono przez symetrie wzgledem osi Y.
|p. q] to oznaczenia wspolrzednych wektora.

4. Dane sa funkcje: y= f(x), h{x)= f(—x) i g(x)=—f(x). Wskaz wsréd poda-
nych zdanie prawdziwe.
A. Wykresy funkcji f{x)ih(x) sa symetryczne wzgledem osi X.
B. Wykresy funkcji f(x) i g(x) sa symetryczne wzgledem osi Y.
C. Wykresy funkeji h{x ) i g{x ) sa symetryczne wzgledem osi X.
D. Wykresy funkcji f {r} i h{:-:j sa symetryczne wzgledem osi Y.

4.7. Funkcja liniowa i jej wiasnhosci

Wiemy juz, czym jest funkcja i jakie sa sposoby jej opisu. Potrafimy wymieni¢ takze
wlasnosci funkeji liczbowej,
Cwiczenie 1.

Marysuj w jednym ukladzie wspdlrzednych funkcje okreslone wzorami:

a) f(x)=x, g[x)=3x, h{x]zéx

b) f(x)=-x,8(x)=—2x,h(x)=- -%x

c) flx)]=0
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Rozwiazanie:
Zaznaczamy przykladowe punkty nalezace do wykresu funkcji i rysujemy proste.

a)

e |

Z 3 4 5

|

£
1

B
]

Lad
|

[t
|
||"""
= 4

Funkcje okreslona wzorem f(x )= ax{a = 0) nazywamy proporcjonalnoscig prosta. Jej

wykresem jest prosta przechodzaca przez poczatek ukladu wspolrzednych.
Jedli a = 0, wtedy prosta lezy w 11 111 éwiartce ukladu wspélrzednych.
Jesli a << 0, wtedy prosta lezy w 111 IV éwiartce ukladu wspélrzednych.
Jesli @ = 0, prosta pokrywa sie z osig X,

0 X nazywamy inaczej osia odcietych, a 0§ Y - osia rzednych. Dla punktu P o wspol-
rzednych (x, y | przyjmujemy , Ze x to odcieta punktu, a y - jego rzedna.

Funkecja liniowa nazywamy funkcje fokreslona wzorem f(x)=ax+bdlaxcR,

gdziea,he R,

Na przyklad: f(x)=7x-3, f(x)= 32, F(x)=9, fix)=n+2x.

Liczbe 2 nazywamy wspdlczynnikiem kierunkowwym, zas liczbe b- wyrazem wolnym.
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Cwiczenie 2.

Podaj wartos¢ wspélczynnika kierunkowego a oraz wyrazu wolnego b dla okreslo-

nych funkeji.

a) [(x)=3x—4 b) £(x) = 3—2x
Rozwiazanie: a =3, h= —4 3 3
Rozwigzanie:a=——,b=1
C:'f'[-"}_\‘@ d) f{x)=15—x ’
Rozwiazanie;a =10, h= V2 Rozwiazanie: a =i, b=

Cwiczenie 3.

Funkcja liniowa jest okreslona wzorem: f(x )= ——x + 2.

a) Sporzadz wykres tej funkcji. A

b) Podaj jej dziedzine i zbiér wartosci.

¢) Oblicz miejsce zerowe funkcji.

d) Wyznacz wspolrzedne punktu przeciecia wykresu funkcji z osia Y.
Rozwiazanie:

a) Sporzadzamy tabele wartosci funkeji dla dowolnych argumentow i rysujemy wy-

kres funkcji. v
5
4
x —2| 0 | 2 3

|
f[:x}:-Ex 2| 3 | 2 I 1

5-4-3-2-1,| 1 2 3 4\&{

b) Odpowiedz: Dziedzina funkcji jest D = R, a zbiér wartosci to: ZW = [,

c¢) Obliczamy miejsce zerowe funkcji: (y = 0).
lx-'rl:ﬂ
2

x—4
Odpowiedz: Miejscem zerowym funkcji jest x = 4.
d) Obliczamy wspolrzedne punktu przeciecia wykresu z osia Y (x = 0).

flo)= El-ﬂ 2=2

Odpowiedz: Wspolrzedne punktu przeciecia wykresu funkgeji z osia Yo (0, 2).
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Aby wyznaczy¢ miejsce zerowe funkgji f(x)=ax + b, musimy przyréwnaé jej wartosé
do liczby 0: ax + b= 0, skad ax = —b.

=

— Jesli a = 0, wredy funkcja liniowa ma jedno miejsce zerowe rowne: x = —
a

— Jesli a =0, b = 0, wtedy funkcja liniowa nie ma miejsc zerowych.

- Jesli a = 0, b = 0, wtedy funkcja liniowa ma nieskoriczenie wiele miejsc zerowych
(kazda liczba rzeczvwista jest jej miejscem zerowym).

YA ‘r’?
4 41
fix)=b, b>0 -
3 3
Fe s
¢ }‘ixl:.tn b=0

L -

-3 =2 -1 r 2 32X -3 =2 -1 I 2 F3X
-1 -1
=4 =0l
fix)=b, b<0 ‘
-3 3 -3|
—& —4 —

Dziedzina funkcji liniowej jest zbior I,
Zbiorem wartosci funkcji liniowej jest zbior F dla a = 0.
Wykresem funkgji liniowej /'(x) = ax + b, a = 0 jest prosta. Wzor tej funkcji nazywa

sie rownaniem prostej, natomiast wspolczynnik a — wspolczynnikiem kierunkowym
prostej.

Cwiczenie 4.
Dla funkcji f(x)=3x, g(x)=3x+ 4 oraz hi{x)=3x— 4 okre$l wartosci wspél-

czynnikow a i b. Sporzadz wykresy tych funkcji w jednym ukladzie wspolrzednych.
Rozwiazanie:

f{x)=3x a=3 h=0 %
4

glx)=3x+4 a=13 b=4
hix)=3x—-4 a=3 b= —4

Wykresy funkgji liniowych (np. f(x)=ax +b, oraz
glx)=a,x +b) sa prostymi rownoleglymi wtedy, gdy
funkcje maja jednakowe wspdlczynniki kierunkowe

(a,=a,).
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Wykresy  funkcji  liniowych  (np.

stymi prostopadlymi wtedy, gdy wspdl-
czynniki kierunkowe spelniaja warunek:

Cwiczenie 5.

Napisz wzor funkcji liniowej, ktdrej wykres jest prosta rownolegla do prostej, ktéra

jest wykresem funkcji opisanej wzorem y = ——x — 5 i do ktdrej nalezy punkt A =
{ '-:l'l = 3}‘ A
Rozwiazanie:

a, =a, = — — — okreslamy wartos¢ wspolczynnika a dla funkceji liniowej

y=——x-+b-zapisujemy rownanie funkcji, ktorej wykres jest prosta rownolegla

do prostej bedacej wykresem danej funkgji

2
3= —=-3+b-wyznaczamy wartos¢ wspolczynnika b, wiedzac, ze do wykresu

funkcji nalezy punkt A o wspolrzednych x=3i y= -3
b= —1 - obliczamy wartos¢ wspolczynnika b

2
Odpowiedz: Wykres funkcji okreslonej wzorem y = — gx ~ | jest prosta rownole-

gla do prostej, ktora jest wykresem funkeji y= %x 5 i nalezy do niego punkt
A=(3,-3).

Cwiczenie 6.

Dla funkdji f{x)=2x -3 orazg(x)= I;,\' i 3 okresl wartosci wspolezynnikow

aib. Sporzadz wykresy tych funkcji w jednym ukladzie wspolrzednych.

Rozwiazanie:

flx)=2x-3  ,_; b=—3

gix)=——x+3 g:—_l— h=3
2 2

flx)=ax+b, orazg(x)=a,x+b,) sapro-

a,-a, =— 1 (inaczej: a, = — LJ'.
d,

Cwiczenie 7.

Napisz wzor funkcji liniowej, ktorej wykres jest prosta prostopadla do prostej, kto-

ra jest wykresem funkcji opisanej wzorem: y = ——x + 6 i do ktérej nalezy punkt

A=1(2,3). 2
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Rozwiazanie:

1 I 5 : ; s gl o
@, = — = ———= — — obliczamy wartos¢ wspolczynnika a funkcji linowej, ktorej
a. i 3 . " ;
: 5 wykres jest prosta prostopadla do prostej bedacej wykre-
. semn danej funkcji
3= E-l + b — wyznaczamy wartos¢ wspolczynnika b, wiedzac, ze do prostej, ktora

jest wykresem funkcji, nalezy punkt A o wspélrzednych x =21 y= 3.
b= —2 - obliczamy wartos¢ wspolczynnika b
Odpowiedz: Wykres funkgji: y= %x — 2 jest prosta prostopadla do prostej, ktéra

jest wykresem funkcji okreslonej wzorem y= ——x -+ 6 i nalezy do niego punkt
A=(2,3). <

Cwiczenie 8.

Dane sa funkcje: /(x)=—x+5,g(x)=2x+5orazh(x)=5.

a) Podaj wartosci wspolczynnikow a i b oraz sporzadz wykresy podanych funkcji
w jednym ukladzie wspolrzednych.

b} Okresl monotonicznosé funkeiji.

c) Podaj wspolrzedne punktow przeciecia wykresu funkcji z osia V.

Rozwiazanie:

hix) =35
a)
[(x)=—x+5 a=—1 =
g(¥)=20+5 422 pes
fi'{:-.']z"'- =0 h—5 Blx) = 2x+5
=5 il ol -
5
-2
w3l
—4
-5
b)
Funkcja f{x)=—x + 5 jest funkcja malejaca, poniewaz wraz ze wzrostem argu-

mentow zmniejszaja sie jej wartosci.
Funkcja g (x)= 2x 4 3 jest funkcja rosnaca, poniewaz wraz ze wzrostem argumen-

tow zwiekszaja sie jej wartosci,

Funkcja #( x ) = 5 jest funkcja stal, poniewaz wraz ze wzrostem argumentéw war-
tosci funkcji sa sobie rowne.

Warto zauwazy¢, ze monotonicznosc funkcji f, g i h jest rozna, poniewaz rozne sa
ich wspolczynniki kierunkowe {wartos¢ wspolczynnika b pozostaje taka sama dla
wszystkich trzech funkgji).
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(0, b).

fx)=-x+5  f(0)=-0+5=5
glx)=2x+5  £(0)=2-0+5=5
hix)=5 h(0) =5

wspolrzedne punktu (0, 5)
wspolrzedne punktu (0, 5)

wspolrzedne punktu (0, 5)

Wykresy wszystkich funkcji przecinaja os Y w punkcie (0, 5), a wiec w punkcie

Wykres funkeji liniowej /(x )= ax + b przecina o§ Y w punkcie (0, b).
~ Jezeli a > 0, to funkcja liniowa jest funkcja rosngca.

— Jezeli a < 0, to funkcja liniowa jest funkcja malejaca.

— Jezeli a =0, to funkcja liniowa jest funkcja stala.

Vi Vi Vi
5| f(x) = ax+h 5 5
44 a=>0 44 4
3 3 3
fix) = ax+b a fx) = axib
/ w a=0
1 1 1

f‘fa-z-ll 12 3X | -3-2-1 | 1 2 TN -3-2-1, 12 3x
_2. _2- _2"
- = = ¥k
Cwiczenie 9. g
a) Odczytaj z wykresu przedzial, w ktérym 7
funkcja f{x)=5x—7 przyjmuje wartosci 6
i 5
dudatrfm. + f(%) = 5x_7
Rozwiazanie: At
Sprawdzamy, dla ktorych punktow na osi X 3
wykres znajduje sie powvzej tej osi. 2 =
. i . g -a i -
Funkcja przyjmuje warmsc; dodatnie dla I3
argumentow z przedzialu [1—=, oc |, _11 2.3 4 5 6 7 8X
5 _ -1
b) Odczytaj z wykresu przedzial, w ktérym =2
funkcja f(x)=5x-7 przyimuje wartosci —3
ujemne, 81
Rozwiazanie: =3
-6

Sprawdzamy, dla ktérych punktéw na osi ¥
wykres znajduje sie ponizej osi X. ;.
Funkcja przyjmuje wartosci ujemne dla ar- %

gumentow z przedzialu | —og, 1E ;
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ZADANIA DO ROZWIAZANIA

1. Podaj wartosci wspolezynnikéw a i b dla tunkeji liniowych okreslonych wzorami:
. . 24 2x : -
a) f(x)=4x-9 b)/J {I}ZJ_T c) flx)=3+x
; ; I .
Of(x)=0  f(x)== 0 /(x)=3x
2. MNapisz w zeszycie wzor funkcji liniowej (podany jest wspolezynnik kierunkowy
a oraz wyraz wolny b),
a)a=3,b=5 b)a=0,b=+/3 ¢) a=0,2,b=0
d)a=0,b=0 da=2 =1 fa=5,b=2J5
) 23
3. Dane sa funkcje liniowe: f{x)=3x+35, g(x)=—4 oraz h(x)= -2 —4x. Czy
punkt A = (0,5, —4) nalezy do wykresow tych funkcjiz Jezeli tak, to do ktérych?
4. Wyznacz miejsca zerowe podanych funkdji.
a) f(x)=2x+7 b) flx)=3 ¢) f(x)=0,5—=x
: : x4 :
d) f{x)=9x e) f(x)= : _ f) f{x)=0
b )
5. Oblicz w zeszycie wspolrzedne punktow przeciecia sie wykresu funkcji [z osiami
ukladu wspélrzednych. Narysuj wykres kazdej z podanych funkcji.
a) f(x)=-2x+4 b) f(x)=-2 c) f(x)-3+x
d) /(x)=9x e) [(x)= % f) £(x)=—x
6. Funkcja fokreslona jest podanym wzorem. Narysuj w zeszycie wykres tej funkgji,
oblicz jej miejsca zerowe i okresl monotonicznose.
\ -3
a) f(x)=5+x b) f(x)=—2x—2 o) fx)=22%
7. Podaj wzor funkeji liniowej, ktorej wykres jest prosta réwnolegla do prostej bedacej
wykresem funkcji okreslonej podanym wzorem i do ktérej nalezy dany punkt A,
a) f(x)=3x+4,A=(1,5)
b) flx)=—x4+4,A=(0,1)
c) f(x)1=1,A=1—-2,—1)
8. Dane sa [funkcje liniowe: _f'{,r}z 6—4x, _f'{.r}= dx—1, !'{I}= 4x—8
i f(x)=—4+ 2. Wskaz wzor funkgji liniowej, ktorej wykres jest prostg réwnolegla
do prostej bedacej wykresem funkgji /(¥ ) = 8 + 4x i ktorej miejscem zerowym jest 2.
9. Podaj wzér funkcji liniowej, ktorej wykres jest prosta prostopadla do prostej
bedacej] wykresem funkcji okreslonej padanym wzorem i do ktorej nalezy dany
punkt A.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

a) f(x)=4x,A=(2,1)
b) f(x)=2-x,A=(0,5)

o) f(x)=6 %.\'. A=1(-2,2)

Oblicz w zeszycie wartos¢ wspolczynnika b funkeji opisanej rownaniem
y= —3x + b, kt6érej wykres przecina os rzednych w punkcie A = (0, 5).

Oblicz w zeszycie wspolczynnik kierunkowy, jesli wiadomo, ze wykres tunkcji
opisanej rownaniem y = ax — 4 przechodzi przez punkt:

a) A=14,8) bl A=(-05;1) EJ!‘-ZE: 6
Narysuj w zeszycie wykres funkcji okreslonej podanym wzorem. Nastepnie podaj

argumenty, dla ktérych ta funkcja przyjmuje wartosci dodatnie, oraz te, dla kto-
rych przyjmuje wartosei ujemne.

a) f(x)=3x—-6 b) flx)=- %x +2 c) f{x)=—4

Dana jest funkcja okreslona wzorem f(x)= - %.r + 3. Wykonaj polecenia w zeszycie.

a) Wyznacz miejsce zerowe funkeji f.
b) Oblicz warto$¢ funkceji fdla argumentu —E.

c) Podaj argument, dla ktérego wartosci funkcji fjest réwna 5.
d) Okresl, czy funkcja fjest rosnaca, czy malejaca.

Dana jest funkcja okreslona wzorem j"{.r} = —2 +4x. Wykonaj w zeszycie.

a) Podaj wspblrzedne punktow przeciecia wykresu ftunkcji f z osiami ukladu
wspolrzednych.

b) Sporzadz wykres funkcji f.

¢) Sprawdz rachunkowo i graficznie (wykonujac odpowiedni rysunek ), ktéry spo-

srod punktéw: A=1(1,5;4), B=(—3,10),C :[ i, 3| nalezy do wykresu funkcji.

d) Wymien argumenty x, dla ktérych funkcja f przyjmuje wartosci ujemne,

Na rysunkach przedstawiono wykresy funkeji liniowych.
L. 1.
| ¥ &
5 5
4 4
3 =
2
1
4321 123 4 5x 54321 1 2 3 4 5X
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Okresl te funkcje za pomoca wzoru i odezytaj z wykresu:
a) miejsce zerowe (o ile istnieje),
b) wspélrzedne punktu przeciecia wykresu funkcji z osia rzednych,
c) dla jakich argumentow x funkcja przyjmuje wartosci dodatnie.

16. Narysujwzeszycie w jednym ukladzie wspolrzednych W}rkresyfunkcjif{x}=x 3]
oraz g(x|= %x l~;—+ Nastepnie oblicz:

a) wspolrzedne punktéow przeciecia wykreséw funkcji z osia X,
b} wspolrzedne punktu, w ktorym wykresy tych funkcji sie przecinaja,
c*) pole tréjkata ograniczonego osia odcietych i wykresami funkcji,

ZADANIA SPRAWDZAJACE

1. Do wykresu funkcji okreslonej wzorem /(x)= —2 + 4 nie nalezy punkt o wspél-
rzednych: g}
A.(0,4) B. (3, 10) C.(v2, 4-242) D.|-, 3]

2. Funkcja fwyrazona wzorem (x| =— I;_I — 5 przyjmuje wartos¢ —6 dla argumentu:
A.—2 E.—% C.2 D. -5

3. Wirod funkgi liniowych okreslonych wzorami:
a) f(x)=-4x—4 b f(x)=-2 o) f{x)=—2+2x

d) f(x)=03x-0.3 e) f(x)= ﬁ'; = :

f) flx)=3+(2—7)x

funkcje rosnace zostaly wymienione w podpunktach:

A.a,f B.c,d, e C.a,cd D.a,e, f
4. Wirdd wykresow funkgji liniowych f(x)=2x+4, f(x)=4, f(x)=2x oraz
! 12 ;
flx)= : prostymi rownoleglymi sa proste bedace wykresami funkcji:
AS(x)=2x+4;/(x)=4 B (%)=2x+4 g2 f(x)= 812
' 4
,:r_f'{.\‘}z 4, f(x)=2x D. flx)=2x+ 4 flx)=4; f(x)=2x
5. Wsrod wykresow funkgjiliniowych /' {x) = - E.\' -9, f(x)=- ;.\:’ F1, f(x)=4x
oraz f(x|= %r + 1 prostymi prostopadlymi sa proste bedace wykresami funkcji:
3 4 3
A flx)=—=x—-9%i flx)]J=—=x+1 B.f(x)=—=x—-9i f(x)=4x
fx) 7 if(x) 3 Sx) 3 if{x)
_ 3 .4 , 4 g
C. f(x)=- ix 9i .f[_r]:‘g_r +1 Dif(x)=- F¥HLf(x)=2x+1
IV FUNKCJIE



Wartosc funkcji opisane] wzorem y = 2x + b dla argumentu 0,5 wynosi —4.
Wspolczynnik b tej funkeji jest rowny:

A.2 B. -5 C.—4 D. 0,5
Liczba x = —1 jest miejscem zerowym funkcji y = ax + 3. Wartos¢ wspolczynni-
ka kierunkowego tej funkcji jest réowna:
A.—3 B.1 C.—1 D.3
50 iy ; 2x+6 ;
Wartosci funkeji /(x)=2ig(x)= - sq rowne dla argumentu:
A.—8 B. 2 C. -2 D. 8
Wkres funkgji /{x)=2x + 2 przedstawiono na rysunku:
A, B.
VA VA
4 4
31 3
2 2
1 11
-4~3—-2-11 i.’EEﬂf; -4 -3-2-1 1 :234;
5 -2
-3 —3
—4 -4

e |

432/ | 12 3 4

-
/ﬁz 3 4X
|
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4.8. Wykres funkcji kwadratowej

Gdy dowolnej liczbie dodatniej x preyvporzadkujemy pole kwadratu o boku dlugosci x lub
pole rownolegloboku, w ktorym bok jest dwa razy dluzszy od wysekosci x opuszczonej na
ten bok, otreymamy przyklady funkeiji, ktdre nazywamy jednomianami kwadratowymi.

y=x y=12x

Jednomianem kwadratowym nazywamy funkcje okreslona wzorem y = ax*, x € R,
gdzie ajest stala liczba rzeczywista roézna od zera, zwana wspélezynnikiem jednomianu.

Cwiczenie 1.

Maszkicuj w jednym ukladzie wspol-
rzednych wykresy podanych jedno-
mianow kwadratowych:

]

ﬂ}yzxj,yzzxz,yzix‘

&

b) y=—x*, y=—2x% y= —lr
. 3 2
Rozwiazanie:

a) Rysujemy tabele:
X —2. | =1 |0 |1 |2

J_I:E_[l b 2 0 2 | 8
y:lx* g | X |o]| 5|2
2 2 2

W zaleinosci od wspdlezynnika
a zmienia sie ksztalt wykresu funkcji
kwadratowej. Zwickszenie wspol-
czynnika a dla @ > 0 powoduje, ze

parabola sie zweza, a zmniejszenie
wspolczynnika powoduje, ze para- g -5 -4 -3 -2 1

bola sie rozszerza.

IV FUNKCJE



b) Rysujemy tabele:

X =21 =t | 0 1 2
y==x'| =4 |=1| 0 | =1|—4
y=—2¢ -8 |=2| 0 | =2|—8&
. 14 | 1

— ey’ =2 | == | O | ==]| =2
4 2 2 .

|

6 -5 -4-3-2 3 3 4 5 6

Lwiekszenie wspolczynnika adlaa < 0
powoduje, Ze parabola sie rozszerza,

a zmniejszenie wspolczynnika powo-
duje, ze parabola sie zweza.

¥

= y =—2x° Y =—x

fd | J==

Aby otrzymaé wykres funkcji / (x) = ax’, ukladamy najpierw jej czesciowa tabele, obie-
rajac kilka liceb x i obliczajac odpowiadajace im wartosci funkcji. W tabeli warto umie-
sci¢ argumenty dodatnie, ujemne oraz x = (). Nastgpnie w ukladzie wspélrzednych za-
znaczamy punkty, ktore odpowiadaja parom wspotrzednych wzietym z tabeli. Kilka
zaznaczonych w ten sposob punktdw laczymy krzywa (jak na rysunkach w éwiczeniu 1.),
przedluzamy ja i otrzymujemy szkic wykresu funkcji / (x)= ax’,

Wykresem funkcji kwadratowej y = ax*, a= 0 jest krzywa zwana parabola.

b Y
2] Wierzchotek
14 / paraboli
== 1.2 8 4 §.%

Hamiona g el

: —3
paraboli L h i paraboli
22321 1 2 3% Fi
EERE s
Wierzchotek ™ _51 —64+
paraboli

Do wykresu funkgji kwadratowej v = ax” nalezy punkt (0, 0) bedacy wierzcholkiem
paraboli,
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Wierzcholek dzieli parabole na dwie czesci zwane ramionami paraboli.
Ramiona paraboli skierowane sa w gore dla a > 0, zas w dol dla a < 0.

Cwiczenie 2.

SporzadZ wykres funkcji i omow jej wlasnosci.

a) y= 3y

Rozwiazanie:

Aby sporzadzié wykres, rysujemy tabele czesciowa.
¥ i=2]=L|0]| 1| Z
¥1312| 3 |19 3| 12

Zaznaczamy punkty w ukladzie wspolrzednych
i laczge punkty krzywa (jak na rysunku), szkicujemy -1

przechodzacy przez nie wvkres. Nastepnie wydluza-
my powstala krzywa.
Dziedzina funkeji: D, =R

Zbior wartodei funkeji: ZW = (ﬂ, +00)
Miejsce zerowe: x =10,
Monotonicznosé funkcii:

w przedziale (— DG .D} funkcja jest malejaca, zas w przedziale {ﬂ, +nC | - rosnaca.
Funkcja osiaga najmniejsza wartosc rowna 0 dla argumentu 0.

Funkcja nie przyjmuje wartosci najwieksze;.
b) y=—x*

Rozwiazanie:

Dziedzina funkcji: D, =&

Zbiér wartosci funkcji: ZW = (- ~,0)
Miejsce zerowe:; x =10

Monotonicznosé funkeji:

W przedziale{ ":-:.-.ﬂ> funkcja jest rosnaca, zas w prze-
dziale (ﬂ, 20 | — malejaca.

Funkcja osiaga najwieksza wartos¢ rowna 0 dla argu-
mentu 0,

Funkcja nie przyjmuje wartosci najmniejsze;.

ZADANIA DO ROZWIAZANIA

1. Podaj wartosci wspolezynnika a dla jednomianu kwadratowego okreslonego
wzorem:

a) fix}=7x" b) flx)=x’ c) flx)=2,3x"
df)==x'  Of=—x' 0 fx)=4%

3
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Podaj wzdér jednomianu kwadratowego, dla ktdrego wartosé wspolczynnika a wynosi:

2) 8 b) —3% 2.5 &) —E &)1

Mapisz w zeszycie wzor jednomianu kwadratowego, do ktérego wykresu nalezy punkt:
a) A=(—4,16)  b)B=(1,—3) c]C:[%,ll d) D=(-2,-8)

Ponizsza tabela jest czesciowy tabela jednomianu kwadratowego y = ax” (czescio-
wa tabele funkcji sporzadzamy, gdy dziedzina funkcji jest nieskoniczona). Oblicz
wspolczynnik a. Przerysu) tabele do zeszytu i uzupelnij brakujace liczby.

3

y 0 05 008 NN 2098

x| 0

B |

Marysuj w zeszycie wykres jednomianu kwadratowego.
a) y=4dx’ b) y=—-0,52* c)y=-2" d) y=0,25x*

Okresl, jak skierowane sa ramiona paraboli — w gore czy w dél — bez rysowania
wykresu funkcji o wzorze:

(-4

a) f{x}:ﬂ,lxl b) flx)= —4x* ¢ flx)= —i;u:cl d) f{x}zl’-,lxl

Podaj wzor funkcji kwadratowej, ktore) wykres jest przedstawiony na rysunku,

e
1

=3~ i 2 33X

Wyznacz brakujace wspolrzedne punktéw: A=(—1, ), B=(2,),C= (W2 N,
D= (, 36), E=(l, —1), F= (M, 400), w taki sposob, aby te punkty nalezaly do
wykresu funkcji y=4x’. Czy zadanie ma w kazdym wypadku rozwiazanie, a jesli
tak, to czy tylko jedno?
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9. Punkt K nalezy do wykresu funkcji y —ax”. Odczy- K
taj z wykresu wspolrzedne punktu K, oblicz wspol-
czynnik a i zapisz w zeszycie wzor, ktérym ckreslo-
na jest ta funkcja.

Hmwhmm“ﬂ‘-

10. Na rysunkach przedstawiono wykresy jednomia- '
néw kwadratowych. Odczytaj z wykresu: = =0 _1_1 £ 2 2%
a) miejsca zerowe,

b) wspolrzedne punktu przeciecia wykresu funkcji z osia rzednych,

¢) dla jakich argumentéw x jednomian kwadratowy przyjmuje wartosci dodatnie,
d) najwieksza i najmniejsza wartos¢ jednomianu kwadratowego.

Okresl kazdy z tych jednomiandw za pomoca wzoru.

L 1.

4

mu.m.llhmmu:"'-l

3 Jzu::.l 1 2 3x

11. Omow wlasnosci jednomianu kwadratowego na podstawie jego wykresu.
a) b)

-

R W B ooy 1S

-3 —2—'11 T 5 3y

12. Funkcja jest okreslona wzorem f(x) = —3x*. Wykonaj polecenia w zeszycie.
a) Sprawdz, czy punkt P = (1, —3) nalezy do wykresu tej funkcji.
b) Oblicz wartos¢ funkgji dla argumentu 4.
c) Oblicz, dla jakiego argumentu wartos¢ funkcji jest rowna —12,

IV FUNKCJE



13. Korzystajac z wykresu, ustal przedzialy argumen-
tow, w ktorych jednomian kwadratowy jest:
a) rosnacy,
b) malejacy.

14. Podaj przyklad jednomianu kwadratowego maleja-
cego w przedziale {— Ifﬂb i rosnacego w przedziale

(D, o ).

emw.hq'lm-a:“f

-3 -::_'-11 1 2 3X

ZADANIA SPRAWDZAJACE

1. Funkcje okreslone sa za pomoca wzordw:
I

a) flx)=—-3x" b) flx)=- : c) flx)=2x"
I -
d) f(x)=0 o fl)=15 0 flx)="
Jednomianami kwadratowymi sa funkcje wymienione w podpunktach:
A. wszystkich z podanych B.a,ce C.a,c,e;f D.aef
2. Do wykresu funkcji y= %Il nie nalezy punkt o wspélrzednych:
A. (—2,2) B.(—2,—2) C. (0, 0] D. {2, —2)

3. Wskaz wsrdd podanyeh zdanie falszywe,
A. Wykresem jednomianu kwadratowego jest parabola.
B. Dziedzing jednomianu kwadratowego jest zbior liczb rzeczywistych.
C. Jednomian kwadratowy ma jedno miejsce zerowe.
D. Zbiorem wartosci jednomianu kwadratowego jest zbior liczb nieujemnych.

4. Funkcja kwadratowa, ktdra jest malejaca w przedziale (ﬂf F0C }, okreslona jest

WEOIem:
A fx)=5x  B.f)=—12¢ C.f(x)=03x D. ﬂx]l=ix1

5. Rysunek przedstawia wykres pewnego jednomianu
kwadratowego. Ktére z podanych zdan jest falszy- 1

we?

A. Funkcja nie osiaga wartosci najmniejszej.
B. Funkcja jest stala w przedziale ([}. +00 ).
C. Funkcja rosnie w przedziale {— -:-:;.L'r).

D. Miejsce zerowe funkcji to x = (0.
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4.9. Funkcja kwadratowa w postaci

ogolnej, kanonicznej i iloczynowej

Czes¢ pierwsza

- 5

Funkcje fokreslona wzorem f(x)=ax™ + by + ¢, x € R, gdzie a, b, ¢ sa ustalony-

mi liczbami rzeczywistymi oraz a = 0 nazywamy funkcja kwadratows (tréjmia-

nem kwadratowym) w postaci ogélne;j.

\_ P,

Dziedzina funkcji kwadratowej jest zbior liczb rzeczywistych.
Liczby a, b, ¢ to wspélczynniki liczbowe funkeji kwadratowej.

Cwiczenie 1.

Odczyraj wspolczynniki liczbowe a, bi ¢ funkcji kwadratowej okreslonej wzorem:
a) y=2x" +3x—1 b) y=—4x" +x ¢c) y=6x" —2
Rozwiazanie:
a)a=2,b=3 c=~1 bla=—4, b=1,¢=0 «c)a=6,b=0,c=-2
4 ™
Funkcje kwadratowa w postaci ogélnej f(x)=ax™ +bhx + ¢, a=0, x € B mozna
przedstawi¢ w postaci kanonicznej f(x)=alx p)’ +q, gdzie p= E—h i
a
h* — dac
g =——,
\_ da J

Liczbe b* —4ac oznaczamy symbolem A (delta) i nazywamy wyréznikiem funkcji kwa-
dratowej: A = b* — dac.

2

Wykresem funkdi f(x)=ax +bx+c,a=0, xER jest parabola o wierzcholku

w punkcie o wspolrzednych: p= o = 2 :
2a 4a

Posta¢ kanoniczna funkcji kwadratowej ulatwia szkicowanie jej wykresu.

IV FUNKCJE



Cwiczenie 2.

Oblicz wspdlrzedne wierzcholka paraboli, ktora jest wykresem funkeji
y=4x" — 2x— 3. Zapisz te funkcje w postaci kanonicznej.
Rozwiazanie:

Obliczamy wspélrzedng p wierzcholka paraboli: p= _E j] = i i

Obliczamy wspolrzedna g wierzcholka paraboli:
’ 2 1

——3=-3-—.
B Bl

i 3,1]_
4 T4

Wzor funkcji zapisany w postaci kanonicznej jest nastepujacy: y =4

Wierzcholek paraboli ma wspolrzedne

' r
X l‘ .’il.

Cwiczenie 3.

Funkcja kwadratowa okreslona jest wzorem f(x)= —3{x —2)" +7.
a) Zapisz wzor tej funkcji w postaci ogélnej.

b) Oblicz wspélrzedne punktu przeciecia wykresu tej funkcji z osia Y.
Rozwiazanie:

a) Przeksztalcamy wzdr funkcji, korzystajac ze wzoru na kwadrat réznicy:
(a—b) =a” —2ab+ b,

flx)=—3(x"—4x +4)+7=—3x"+12x—5

W postaci ogélnej funkcja ta ma wzér f(x)= —3x" + 12x 5.

b) Obliczamy wartos¢ funkcji dla argumentu x = 0.

fl0)=—3-0° +12:0-5=-5

Wspolrzedne punktu przeciecia z osig y wynosza (0, —5).

Punkt przeciecia paraboli y = ax® <+ bx + ¢ z osia ¥y ma wspolrzedne (0, o).

Cwiczenie 4.

Dla funkcgji okreslonej wzorem y= %{I i 3]1 I

a) podaj wspdlrzedne wierzcholka paraboli,

b) okresl, jak skierowane sa ramiona paraboli (w gére czy w dol),

c¢) naszkicuj wykres tej funkcji i odczytaj najwieksza lub najmniejsza wartosc tej
funkcji.

Rozwiazanie:

a) Wierzcholek paraboli ma wspolrzedne (—2, —1).

b) Ramiona paraboli sa skierowane w gare.

¢) Najmniejsza wartosc tej funkcji wynosi —1.

Aby sporzadzi¢ wykres funkeji, ukladamy najpierw ¥ 4| =261 1

jej czesciowa tabele. | L |=t|1]35
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Mastepnie zaznaczamy w ukladzie wspdlrzednych k Y4 |
punkty odpowiadajace parom wspolrzednych wzig- 4 /
i ; : 31 /
tym z tabeli i laczymy je krzywa (jak na rysunku). Na- \ /
stepnie wydluzamy powstala krzywa, szkicujac wy- N 1
kres. \ 11/
——t ; A -
-5-4-3 42-1" | 1x

Cwiczenie 5.
Naszkicuj wykres funkeji f(x)= —x* + 2x + 3 i okresl

je) zbior wartosci w przedziale (—2,3).
Rozwiazanie:
Ustalamy wierzcholek paraboli, punkt przeciecia

z osia Y oraz okreslamy, jak skierowane sa jej ramiona.
Szkicujemy wykres funkcji f(x)= —x" +2x + 3.

o e i b
al
'

Y

Odczytujemy z wykresu wartosci funkcji w przedziale
e—2. 2%
ZW =(—5,4).

ZADANIA DO ROZWIAZANIA

1. Podaj wspolczynniki liczbowe a, b i ¢ funkcji kwadratowej okreslonej wzorem:

a)y=x"+x+1 b) y= irz-x
c}y=lgx'z -3 d) y=0,4x" +1,3x -0,

2. Mapisz w zeszycie wzor funkeji kwadratowej, wiedzac, Ze jej wspolczynniki licz-
bowe to:
a)a=3% b=-2,¢=0 bla=—3,b=2;, c=10
c)a=23 b=0, c=-0,7 d]a:%.bz{],f:ﬂ

3. Sprowadz do postaci kanonicznej funkcje podana w postaci ogoélnej.
a) y=x"—2x+3 b) y=16x" +24x +4
c) y=9x"—6x—9 d) y=—3x"—24x+2

4. Sprowadi do postaci ogdlne) funkcje podana w postaci kanoniczne;.
a) y=(x+2) +1 b) y=2(x—2)" -3
c) y=—3x+5) -2 d) y=- %{I-i-'ﬂl*lﬂ

5. Wzor funkcji kwadratowej] w postaci kanonicznej zapisz w zeszycie w postaci
ogolnej i podaj wartosci wspolczynnikow a, b, «.

a) y=(x+1}+3 b) y=(x—4) +5
c) y=—6[x E] -1 d) y=—0,1(x —0,2)°
IV FUNKCJIE
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Okresl, jak (w gore czy w dol) skierowane sa ramiona paraboli bedacej wykresem
funkeji kwadratowej:
a) y=8x" —2x+7 b) y=—x"—x
¢) y=0,1+(x+1) d) y= -%{x 4
Dla paraboli bedacej wykresem danej funkcji kwadratowej podaj wspélrzedne punktu
przeciecia z osia Y oraz wspolrzedne jej wierzcholka. Naszkicuj te parabole w zeszycie.
a}}r:xl-l—zr—?.- h}_pzﬁ:]—-4x+1
c)y= x'—2x d) y= x4+ 6
Podaj wspolrzedne wierzcholka danej paraboli, ktora jest wykresem funkeji kwa-
dratowej.
a) b)
Wb
;!
—3—2—'1_1 12 3456 7X
-2
-3
-4
A
63 | —-
e 3-2-4,] 12 3%
-8
-
-10
c) d)
¥4 ]
1

T L

Y

=8 o= 1 3
|
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Funkeje kwadratowa podana w postaci ogolnej zapisz w zeszycie w postaci kano-
nicznej. Podaj zbidr jej wartosci.

a) y=x"—6x+4 b) y=0,5x" +x—2

¢) y=—5x" —4x d) y=—10x" +3

10. Funkeja f(x)=x" + 2x — 1 okreslona jest w przedziale (—1.1>+ Naszkicuj w zeszy-

cie wykres tej funkcji i okres] jej zbior wartosci.

11. Funkcje kwadratowa f(x)=8x" + 64x + 126 zapisz w zeszycie w postaci kano-

nicznej 1 okresl jej monotonicznosé,

ZADANIA SPRAWDZAJACE

1.

4.

Postac kanoniczna funkgji f(x)=— 2% — 8x—7 to:
A, Flx)=—2(x+2)* -1 B. flx)=(x+2) +1
C. flx)=—2(x+2)" +1 D. flx)=—2(x—2)" +1

Punkt przeciecia funkcji kwadratowej f(x) = —x" —3x + 2z osia ¥ ma wspélrzedne:
A.(0,—1) B.(—1,0) C.(0,2) D.(2,0)

Wierzcholek paraboli, ktora jest wykresem funkeji f(x)=4(x 1)* +9, jest punk-
tem o wspolrzednych:
A.(=1,9) B.(1,9) C.(—1,—9) D. (9, —1)

Funkcja kwadratowa, ktdrej wykres jest przedsta- A
wiony na rysunku, ma nastepujaca postac kanonicz-

na:

A y=(x+37*-1 |
B.y=—(x+3)"~1

C.p=ix ) +1 . 1
D.y=—{x-3)"+1 -1

= K W

|

Zbiorem wartosci funkcji przedstawionej v
na wykresie jest przedzial: 1
A.(—00,—2)
B‘[ -‘J{;-,Z>
B (.1.—&-- X
D.{~2,+)

Funkcja kwadratowa y=—5(x—2)" +1
jest rosnaca w przedziale;

A.(2,+) B.(—oc,1)
C.{1,+c) D.(—00,2)

IV FUNKCJE



Czesc druga
Liczba miejsc zerowych funkcji kwadratowej flx)=ax’ +bx +¢, a=0 jest réwna
liczbie punktdw wspolnyeh wykresu tej funkeji 1 osi X.

Cwiczenie 6.

Odczytaj miejsca zerowe funkcji kwadratowych, ktorych wykresy przedstawiono

na rysunkach.
a) b) c)
||II 'r".! ll'l | -rrl .II' i i
\ 3 f 'I,IE .'II 3
\  2f Rt 21
.\.5‘- f]_ & _.n"lll JIII. H‘\
| - b - L -
e T R 21| 1 2 3X 2| -1-A-3x
— - — IIII — Illlll
8 -3 .5 \
\
-3 -3 [ -3 \
! f \

Odczytywanie miejsc zerowych z wykresu nie zawsze jest mozliwe. Dlatego do wyzna-
czania miejsc zerowych x,, x, funkcji kwadratowej wykorzystujemy wzory:

—b—A L _b+A
) V- 2a o 2a
Cwiczenie 7.

X (pamietaj, ze A= b* —4ac)

Wyznacz miejsce zerowe funkcji okreslonej wzorem:

a) flx)=x"—-2x-3 b) glx)=2x" —8x+8 ¢c) hix)=—x"4+3x—5
Rozwiazanie:

a) Odczytujemy wspolczynniki funkcji fa=1,b=—2,c=—3
A=b"—4ac

Obliczamy miejsca zerowe funkeji f:

A=(-2)P41(-3)=16 JA =4
(—2)—4 -2 (—=2)+4 6
X, = — =t ] _‘[l.—-—:—.—j
2-1 2 .4 2
Miejscami zerowymi funkcji fsaliczby x, =—1ix, =3,

b) Odczytujemy wspolczynniki funkcjigia=2,b=—8,c=38
Obliczamv miejsca zerowe funkcji g
A=(-8)* —4.2.8=0 JA =0
(—8 8
——: _‘.('1 = — = 1
2-2 4
Funkcja g ma jedno miejsce zerowe: x, =x, =2.

%y
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¢) Odczytujemy wspolezynniki funkcji o a=—1,b=3,c=—5
Obliczamy miejsca zerowe funkeji Ji:
A=3"—4.(-1):(-5)=-11

JE nie istnieje, poniewaz A jest liczba ujemna.

Funkcja h nie ma miejsc zerowych.

Liczba miejsc zerowych funkcji kwadratowej f(x)=ax" + bx + ¢ zalezy od znaku wy-

roznika tréjmianu kwadratowego A =b" — 4ac. . J,E
— Jesli A > 0, to funkcja kwadratowa ma dwa miejsca zerowe: x, = e
d
b+vNA
X, = ——.
2a
, - —b
— Jesli & = 0, to funkcja kwadratowa ma jedno miejsce zerowe: x, = l_
a

— Jesli A < 0, to funkcja kwadratowa nie ma miejsc zerowych,

Gdy istniejarozne miejscazerowe x, i x, funkcji kwadratowej f(x) = ax” + bx + ¢, a =0,
to mozemy zapisac ja w postaci iloczynowej za pomocg wzoru y =alx — x, )(x — x,).
Jesli natomiast istnieje jedno miejsce zerowe x,, to wzorem postaci iloczynowej jest
y=ale—x;).

Jezeli funkcja kwadratowa nie ma miejsc zerowych, to nie mozna jej zapisaé w postaci
iloczynowej.

Cwiczenie 8.

Funkcje kwadratowa podana w postaci ogélnej przedstaw, o ile to mozliwe, w postaci
iloczynowej.

a) y=—2x"+4x+30

Rozwiazanie:

Obliczamy wartosé wyrdznika:

A=4"—4.(~2)-30=256 JA=16

A = 0, wigc mozliwe jest przedstawienie tej funkcji w postaci iloczynowej.
Obliczamy x 1 x.:

T ~4+16
'ri — —T ==
2:(~2) 2-(~2)
Funkcja y = 2x* +4x + 30 w postaci iloczynowej ma wzor y = —2(x — 5)(x + 3).
b) y=x*—8x+16
Rozwiazanie:

Obliczamy wartosé wyrdznika:
A=(-8—-4116=0
A = 0, wiec mozliwe jest przedstawienie tej funkcji w postaci iloczynowej.
%)
0 =4
2-1
Funkcja y =x~ — 8x -+ 16 w postaci iloczynowej ma wzor y = (x —4)",

IV FUNKCJE



c) y=3x*+x+45

Rozwiazanie:

Obliczamy wartos¢ wyrdznika:

A=1"-4.3.5=-59

A < 0, wiec funkcja kwadratowa nie ma miejsc zerowych, czyli nie mozna zapisac
jej w postaci iloczynowej.

ZADANIA DO ROZWIAZANIA

1. Odczytaj z wykresu miejsca zerowe funkcji kwadratowej.

! [
\ ¥

2. Okresl, ile miejsc zerowych ma dana funkcja kwadratowa.
1 ,

a}ﬂxlzzf F2x—1 b) flx)=—x" +4
&) flx)=10x* —1,1x +0,3 0 By
3 25
3. Wyznacz miejsca zerowe funkcji kwadratowej (o ile istnieja);
a) flx)=x" +15x+ 36 b) flx)=8x" —4x+0,5
¢) flx)=—x* -2 d) flx)=—1,25x*+13x—5

4. Funkcje kwadratowa podana w postaci ogolnej przedstaw, o ile to mozliwe, w po-
staci illoczynowej,

a) y=x"—4x 96 b) y=2x" | 6x +4,5
c)ly= 7x® +5x—1 d)y=l,5x1 3Ix+1,8
5. Dana jest funkcja kwadratowa w postaci iloczynowej. Podaj jej postac ogdlna.
2) y=(x—11)(x - 3) hu:--gx-—% x-a-t];]
c) y=0,2(x—3)° d) y= %I{: + 8)(x—6)
6. Na podstawie postaci iloczvnowej funkcji kwadratowej podaj miejsca zerowe tej
funkaji.
a) y=6lx—3)(x—1) b) y=—(x—4)(x +2)
ﬂ;:z%{x £0,2)(x—1,1) 3l =46 x-&[x 2]

4.9, FUNKCIA KWADRATOWA W POSTACI OGOLNE], KANONICINE] I ILOCZYNOWE] 165



10.

Znajac wspolczynnik a oraz miejsca zerowe funkeji kwadratowej, zapisz ja w ze-
szycie w postaci iloczynowej.

a)a=1, x,=5, x,=7

bla=-—5,% =2 X =12

c)a=0,3, x, =%, =9

Dana jest funkcja kwadratowa w postaci kanonicznej. Zapisz ja w zeszycie w po-

staci iloczynowej (o ile to mozliwe).

1
)y=1(x+2) —6—
a) y=I(x p

¢) y=2(x—0,5)° —-;—

b) y=—(x—4) +1

d) y=—3(x+8)" -8

Funkcja kwadratowa okreslona jest w postaci iloczynowe). Zapisz ja w zeszycie
w postaci kanonicznej.
a) y=I(x—4)(x+2)

c) y=5(x —12)(x —6)

b) y=—1L1(x+1)(x—3)
d) y=—0,2(x—5)(x—3)

Na podstawie ponizszych wykreséw funkcji kwadratowej flx)=ax® +bx +¢
okresl znaki wspolczynnikow liczbowych a, b, ¢, znak wyréznika, znak miejsc ze-
rowych (o ile istnieja) i znaki wspélrzednych wierzcholka paraboli.

b) ¢ d)

a)
'5.-'1.
2..

11.

12,

166

=Y

TR R T T e
=1
=D
3 -3 -3
-4 —4 —4

Odezyta) z wykresu funkeji kwadratowe) f odpo- \I
wiednie dane i podaj;

a) miejsca zerowe funkgji f,

b} wspdlrzedne wierzcholka paraboli.

Oblicz w zeszycie wspdlrzedne punktéw przeciecia z osiami ukladu wspélrzed-
nych oraz wspolrzedne wierzcholka paraboli bedacej wykresem danej funkcji.
b) y=2x" +14x+20

a}y=xl-+-4x—ll c]y:-_.;,_-i._j_x -1

IV FUNKCJE



13. Z wykresu funkeji kwadratowej odezytaj zbidr argumentow, dla ktérych funkcja
przyjmuje:

a) wartosci dodatnie, b) wartosci ujemne.
i

-3 2.1
-1

14, Znajdz miejsca zerowe funkcji y = —x" — x +6. Oblicz w zeszycie wspdlrzedne
wierzcholka jej wykresu oraz wspolrzedne punktow jej przeciecia z osiami ukladu
wspolrzednych. Narysuj jej wykres,

15. Sporzadz w zeszycie szkic wykresu funkcji kwadratowej f(x)=(x -+ 3)* — 1. Na-
stepnie podaj:
a) zbior wartosci te) funkciji,
b) zbiér, w ktérym funkcja osiaga wartosci ujemne,
¢) miejsca zerowe,
d) zbidr, w ktéorym funkceja jest malejaca.

ZADANIA SPRAWDZAJACE

1. Liczba —2 jest miejscem zerowym funkcji kwadratowej:

A flx)=x"4+x-2 B. flx)=x"—x+2
C. flx)=—x"+x D, flx)=x"+x+6

2. Na podstawie wykresu funkcji kwadratowej przed- b
stawionej na rysunku mozemy stwierdzic, ze: 37
Aa>0iA>0 -
B.a>0iA<0 1
C.a<DiA>0 of 5 4 1 3 X

D.a<0i1A<0 =
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3.

Funkcja kwadratowa f(x)=7x"+5x—3:

A. ma dwa miejsca zerowe B. ma jedno miejsce zerowe

C. nie ma miejsc zerowych D. nie da sie okreslié, czy ma miejsca zerowe.
Funkcja kwadratowa y = — 10x” — 20x + 30 w postaci iloczynowej ma zapis:

A y=—10(x+1)(x—3) B. y=10(x —1)(x+3)

C. y=10(x + 1})(x—3) D.y=—10{x —1){x +3)

Miejscami zerowymi funkeji kwadratowej f(x)= —7(x + 2)(x — 3) sa liczby:
A.—213 B.2i—3 Co=7;21—3 D.0,—2i3

4.10. Wyznaczanie wzoru funkcji

kwadratowe]

Wzor funkcji kwadratowe] mozna okreslic na podstawie informacji dotyczacych tej
funkcji lub jej wykresu.

W tym rozdziale dowiesz sie, w jaki sposob wyznaczy¢ wzor funkceji kwadratowej
w postaci ogolnej.

Cwiczenie 1.

Wyznacz wzor funkceji kwadratowej w postaci ogdlnej, majac ja dang;
a) w postaci kanonicznej: f(x)=3(x -5) +7

b) w postaci iloczynowej: f(x) = —2(x—4)(x +5)

Rozwigzanie:

a) wykonujemy przeksztalcenia;

Flx)=3x—5) +7=3(x" —10x+25)+7=3x" —30x 482

b) wykonujemy przeksztalcenia:

Flox)=—2(x —4)(x+5)=—2x" +x—20)=—2x" — 2x + 40

Cwiczenie 2.

W yznacz wzor funkeji kwadratowej w postaci ogdlnej na podstawie jej wykresu.

-3 =2 -

IV FUNKCJE



Rozwiazanie:

Wykres funkcji kwadratowej w postaci f(x) = ax® + bx + ¢ przecina o§ ¥ w punk-
cie o wspolrzednych (0,¢), zatem ¢ = 3.

Wzér funkgji fto f(x)=ax" + bx + 3. Miejscami zerowymi sa x, =1, x, =3,
Podstawiajac te liczby do wzoru f(x)=alx —x, )(x — x, ), otrzymujemy
flx)=alx—1)(x—3).

Poniewaz punkt (0,3 | nalezy do wykresu, zatem 3=a(0 —1)(0 - 3), skada=1.
Wzdr funkeji w postaci iloczynowej przeksztalcamy do postaci ogélne;j:
flx)=1(x—1)(x—3)=x"—4x 4 3, z czego wynika, zeb= — 4.

Szukany wzor funkcji kwadratowej w postaci ogélnej to f(x) = x* —4x 4-3.

Cwiczenie 3.

Jednym 2z dwoch rdinyech  miejsc  zerowych funkcji  kwadratowej
flx)=—3x" +bx+2 jest odcieta punktu o wspolrzednych (2, 0). Oblicz wspél-
czynnik bi zapisz wzor tej funkcji.

Rozwiazanie:

Wstawiamy wspolrzedne punktu bedacego miejscem zerowym do wzoru funkgji
i obliczamy wspodlczynnik b

0=-3.2"+b-2+2

2b=10

b=5

Zapisujemy wzér funkcji: f(x)=—3x" +5x+2.

Cwiczenie 4.

Wiedzac, ze funkcja f(x)=x" — 5x + ¢ osiaga wartos¢ najmniejsza réwna ——, ob-
licz wartos¢ wspolczynnika ¢ i zapisz wzor tej funkeji. *

Rozwiazanie;
Funkcja osiaga wartosé najmniejsza dla rzednej wierzcholka paraboli, ktéra jest wy-
5 ¥ . g 1
kresem tej funkcji kwadratowej, zatem y = —A = —,
; 2544 1 da 4
A=5 —4-1.¢ ———— 25+4e=~—1
4 4
4c=24 c=6

Zapisujemy wzor funkcji: flx)=x" —5x +6.

ZADANIA DO ROZWIAZANIA

1. “Wyznacz wzor funkcji kwadratowej w postaci ogdlnej, majac dany wzor.

a) fl)=(x—1+3  b) fl)=—2x—5)x+2) o ftrlz—%

2

2
o —
3

7
9
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2. Jednymzdwoch réznych miejsc zerowych funkcji kwadratowej f(x) = 2x* +bx — 3
jest odcieta punktu o wspolrzednych [ % () l Oblicz w zeszycie wspolczynnik b
i zapisz wzor tej funkcji. -

3. Wyznacz wzor funkcji kwadratowe) w postaci ogdlnej na podstawie jej wykresu.

YA
L

SN X
/ -1- K

4, Wiedzac, ze funkcja f(x)=2x" — 3x + ¢ osiaga warto$¢ najmniejsza réwna —ﬁE,
oblicz w zeszycie wartos$¢ wspélezynnika ¢ 1 zapisz wzor tej funkgji.

o 1 = o = L - o rd
5. Funkcja f(x)=ax" + 6x — 9 osiaga wartos¢ najmniejsza rowna —12. Oblicz w ze-
szycie wartos¢ wspolczynnika a i zapisz wzor funkcji.

1 25
6. Wiedzac, ze funkda f(x)=ax" EI - ¢ osiaga wartos¢ najwieksza w punkcie =
e, 2
3
a jej wykres przecina os Y w punkcie o wspolrzednych {l.-‘;; , oblicz w zeszycie

wartosé wspolczynnikow a i ¢ tej funkceji. Zapisz jej wzor.

7. Dana jest funkcja w postaci iloczynowej fl(x)=alx+5){x— 7). Wiedzac, ze jej
wykres przecina os Y w punkcie (0,35), oblicz w zeszycie wartos¢ wspolczynnika
a 1 zapisz wzor funkcji w postaci ogolnej.

ZADANIA SPRAWDZAJACE

1. Dana jest funkcja kwadratowa w postaci kanonicznej f(x)=2(x —3)* +9. Postaé
ogolna tej funkcji jest nastepujaca:

A. flx)=2x" —6x+12 B. flx)=2x" —12x +18

C. flx)=2x*—12x+27 D. f(x)=2x* —6x+ 81
2. Wykres przedstawia funkcje kwadratowa opisang wzorem:

A, flxy=—2x" —2x v4

B. f(x)=— %xl 2x

C. flx)= %xl x |

D. flx)=—-2x" —x _5/4 =3 =2 _1_1-. 1 X
IV FUNKCJE



3. Wiedzac, ze jednym z dwoch roznych miejsc zerowych funkeji kwadratowej
flx)=—2x" +bx +30 jest odcieta punktu o wspélrzednych (5, 0), mozemy
stwierdzi¢, ze wspolczynnik b wynosi:

A 2 B. 3 C.4 D.5

4. Jezeli funkcja f{ﬂ=xl 19x + ¢ osiaga wartos¢ najmniejsza rowna —6;, to

wspolczynnik ¢ jest rowny:
A. 24 B. 36 C. 48 D. 84

4.11. Wartos¢é najmniejsza | hajwieksza

funkcji kwadratowej

Funkcja kwadratowa f(x)=ax" + bx + ¢, w calej swojej dziedzinie &, ma wartos¢ naj-
mniejszg rowna rzednej wierzcholka paraboli bedacej jej wykresem, gdy a > 0, oraz war-
tosc najwieksza, gdy a < 0. Dla a > 0 funkcja kwadratowa nie ma wartosci najwiekszej, a dla
a < () nie ma wartosci najmniejszej. SprawdZmy, co sie stanie, gdy zawezimy dziedzine do
przedzialu domknietego. Potrzebny bedzie do tego wzor na obliczenie wspolrzednej x

-b
wierzcholka paraboli: p=—.

) 2a
Cwiczenie 1.

Oblicz najmniejsza 1 najwieksza wartosc funkcji:
a) f(x)=2x" — x4 1 w przedziale (—3,2)

b) f(x)=—x" + 2x + 3 w przedziale (—4,[!)
Rozwiazanie:

a) Sprawdzamy, czy odcieta wierzcholka paraboli bedacej wykresem funkcji f nale-
zy do przedzialu (— 3, l}:

D= = = ill - to znaczy, ze odcieta nalezy do przedzialu (—.’:‘-.2).

2.2

Ramiona paraboli bedacej wykresem tej funkcji sa skierowane do gory, wiec naj-

2
:3.|L] Lt F
4] 4 8

Obliczamy wartosci funkeji w koncach przedzialu <—3.l>.

4 * Ll e & ¢ l
mniejsza wartos¢ funkceji fjest rowna: f |—
4

Najwieksza wartoscia funkciji jest wieksza z liczb f(—3) i f(2).
f(=3)=2:(-3) ~(-3)+1=22 f(2)=2:2"-2+1=7

Odpowiedz: Najwieksza wartosc osiagana przez funkcje fw przedziale (—3,1) jest

rowna 22,

4.11. WARTOSC NAIMNIEISZA I NAIWIEKSZA FUNKCIT KWADRATOWED
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b) Sprawdzamy, czy odcieta wierzcholka paraboli bedacej wykresem lunkcji f nale-
zy do przedzialu (—41 ﬂ):
.2

=

~ 2H=1)

P =1 - to znaczy, ze nie nalezy do przedzialu (—*—Lﬂ}.

Obliczamy wartosci funkcji w koricach przedzialu (—4,{]).

Najwiekszej | naymniejszej wartosci szukamy wsrod liczb f(—4) 1 f(0).
fl—4)=—(—4Y +2.(-4)+3=-21 f(0)=—0"+2-04+3=3
Odpowiedi: Najwieksza wartos¢ osiggana przez funkcje fw przedziale (—4,{]) jest

rowna 3, a naymniejsza to —21.

ZADANIA DO ROZWIAZANIA

1. Sprawdz, czy dana funkcja osiaga wartos¢ najwieksza, czv najmniejsza. Ile wynosi
ta wartosc i dla jakiego argumentu jest osiagana?
a) y=—4x" —4x +5 b) y=2x" —44x + 250
c)y=x"—28x+19 d) y=—0,2x" 4+ 8x — 100
2. Marysu) w zeszycie wykres podanej funkcji i odczytaj jej najwieksza lub najmniej-
szq wartos¢ w przedziale (—2,1)‘
a) y=(x+1)°+1 b) y=—(x+1)"—1
&) p={x—1"+1 d) p=—{x—1) -1
3. Oblicz w zeszycie najwieksza i najmniejsza wartos¢ osiaggana przez funkcje kwa-
dratowa zapisana w postaci ogolnej w przedziale (—3-.]).
) 1
al y=x —dx+2 l::-}yzl'}.E:f"' -;r 10
1 4
) y==x'—x+0,4 d) y=- lxz —~0,6x ——
3 5 5
4. “Wspolczynnik a pewnej funkcji kwadratowej wynosi 2, a jej miejsca zerowe sa
rowne x, =3, x, = 1. lle wynosi wartos¢ najwieksza i najmniejsza tej funkcji
w przedziale (—3,2:)?
5. Oblicz w zeszycie najwieksza wartosc iloczynu dwdch liczb, ktorych suma wynosi 12.
6. Oblicz w zeszycie najmniejsza wartose iloczynu dwoch liczb, ktérych roznica wy-
nosi 6,
7. Oblicz w zeszycie najmniejsza i najwieksza wartos¢ funkeji f w przedziale do-
mknietym A, gdy:
a) flx)=x"—2x+4iA=(—1,3)  b) flx)=—1,58"—6x+1i A=(-3,2)
o) flx)=x"+5x-7iA=(-2,6) d) flx)=—x"—10xiA=(0,5)
IV FUNKCJIE



ZADANIA SPRAWDZAJACE

1. Funkcja f(x)=—2x" 4 5x — 3 przyjmuje wartos¢ najwieksza w punkcie:

A[ L _1| B| ,L,LJ .:_[11, 1 11,1]
4 8 4 8 .4 8 4 8
F N 11 o : 1.1 :
2. Wartosc najmniejsza, wynoszaca 1 —, przyjmuje w przedziale ——,; funkcja
4

A y=x"+x+1 B.y=—x"—x+2C.y=2"+x-2 D.y=—x" —x—1

3. Najmniejsza wartos¢ osiagana w przedziale (—3,{1)
przez funkcje, ktdrej wykres przedstawiono na ry-
sunku, wynosi;

A6
B. 4
C.1
D, 3

[
s
A

4.12. Zagadnienia geometryczne i fizyczne

Czes¢ plerwsza

Wiele zaleznosci z zycia codziennego mozna przedstawi¢ za pomoca funkcji liniowe;j,
Miektore z nich zapisujemy z zastosowaniem wzordw, np.: zamiane temperatury ze
stopni Celsjusza na Kelwina, zaleznos¢ drogi od czasu w ruchu jednostajnym czy koszt
zakupu waluty w kantorze. Inne latwiej przedstawic na wykresie, np.: dlugosc przeby-
tej przez turyste drogi czy zmiane temperatury w ciagu miesiaca.

Cwiczenie 1.

Turysta wyruszyl na wedrdwke ze schroniska A do schroniska B. Pierwszy etap
drogi prowadzacy przez przelecz przeszedl w ciagu 90 minut ze srednia predkoscia

m
2 T MNastepnie odpoczywal przez 15 minut, po czym pieciokilometrowy odcinek

drogi do przystanku autobusowego pokonal w ciagu godziny, Na autobus czekal

kwadrans, a przez kolejne 15 minut przejechal nim 10 km. Z przystanku szedl do

km
schroniska B przez pol godziny z predkoscia 4 T
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a) Narysuj w ukladzie wspoélrzednych wykres drogi s przebytej przez turyste w za-
leznosci od czasu t.
Rozwiazanie:

s[kmi }

20
18
16
14
124

2 gh

Jednostke obrano w taki sposob, aby mozna bylo czytelnie zaznaczy¢ na wykresie
wszystkie etapy podrogy.,
letap

s=vi=1 k—I:n=9ﬂ min = 2 -—:ln--l,ﬂ h = 3 km - na podstawie danych obliczamy

dlugosé trasy | etapu podrozy. Na wykresie zaznaczamy odpowiedni punkt o wspol-
t=15h

Il etap

Do czasu trwania wycieczki doliczamy 15 min, czyli ¥ h - czas trwania odpoczyn-

ku, podczas ktorego turysta nie przebyl zadnej drogi. Na wykresie zaznaczamy
3
, f=1—h
punkt o wspolrzednych: .

=3k
Il etap ! N

Podczas kolejnego etapu turysta pokonal 5 km (dedajemy 5 km do dotychczas prze-
bytej drogi 3 km) w czasie godziny (dodajemy 1 h do dotychczasowego czasu trwania

3
=2—-h
wycieczki, czyli ]% h). Na wykresie zaznaczamy punkt o wspolrzednych: : 4
s=48 km

IV etap
Turysta czekal na autobus 15 min i w tvm czasie nie przebyl zadnej drogi (wartosc s

3 1
sie nie zmienia). Dodajemy kwadrans do dotychczasowego czasu (f =3; h + 1 h).
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F=3h

Zaznaczamy punkt o wspolrzednych.: :
s=8 km

V etap
Do dotychezasowego czasu wedrowki dodajemy kwadrans (t =3 h + i h), podczas

ktorego turysta pokonal autobusem 10km (do dotychczasowej drogi przebyte) wcza-
sie wedrowki s = 10 km dodajemy jeszcze 8 km). Zaznaczamy na wykresie punkt
I
o wspolrzednych . 51 : .
s=18 km

Vletap

Obliczamy droge, jaka pokonal turysta z przystanku do schroniska B. Do dotych-
czas przebytej drogi s = 18 km dodajemy 2 km. Do dotychczasowego czasu trwania

wedrowki Izllh dodajemy pol godziny, czyli %h. Zaznaczamy na wykresie

t 3
t=3—h
punkt o wspolrzednych: 4 .
§=20 km

b) Jak dlugo trwala podroz?

Rozwiazanie:

Odczytujemy z wykresu czas trwania podrozy.

Odpowiedz: Podroz trwala 3 godziny 45 minut,

c) lle kilometréw turysta przeszedl pieszo, a ile przejechal autobusem?
Rozwiazanie:

Sumujemy droge, jaka turysta przeszed! pieszo; 3km + 5 km + 2 km = 10 km
OdpowiedZ: Turysta pieszo przeszedl 10 km, a autobusem przejechal 10 km.
d) Ile wyniosla srednia predkosc jego podrozy?

Rozwiazanie:
s 20km 20 km 4 km 16km 1 km
et L. 15, Mk 3k ah
# iy g >
4 4

Odpowiedz: Turysta podrézowal ze srednia predkoscia rowna 5-;—-]-"—&

e) Z jaka predkoscia jechal autobusem?

Rozwiazanie:
t I h h h

4 ;
Odpowiedz: Turysta podrozowal autobusem z predkoscia 40 ‘Lhﬂ

Cwiczenie 2.
Ma wykresie przedstawiono zaleznod¢ drogi, jaka pokonala grupa rowerzystow
podczas wycieczki z osrodka wezasowego nad jezioro i z powrotem, od czasu, w ja-
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kim to nastapilo.

s[km] |

50
a0+
:ml
20|
10
|

1 Y | 3 A | B b 7 8 th

Przeanalizuj wykres i odpowiedz na poniZsze pytania.

a) Jak dlugo trwala wycieczka?

b) lle razy grupa robila postoj i jak dlugo w sumie trwal odpoczynek?

¢} Po jakim czasie od momentu wyjechania z osrodka rowerzysci wyruszyli w droge

powrotna?

d) lle wynosila srednia predkos¢ podrézy w drodze nad jezioro, a ile - w drodze
powrotnej?

e} Jak dlugo rowerzysci przebywali nad jeziorem?

Odpowiedi:

a) 8 godzin b) 3 razy, dwie i p6l godziny

c) po 4 godzinach i 30 minutach d) 20 ?, lﬁi—kTm

e) | godzine 30 minut

Cwiczenie 3.

Wzor, ktory umozliwia zamiane temperatury wyrazonej w stopniach Celsjusza na
temperature w stopniach Kelwina, to: t{K) =t(C) — 273,15, czyli y= x — 273,15, je-
zeli przyjmiemy, Ze y to temperatura mierzona w kelwinach (K), a x jest tempera-
tura w stopniach Celsjusza (°C).

a) Wyraz w kelwinach temperature: 28°C, 10°C, 0°C, —15°C, —27°C.

b) Oblicz, jakiej temperaturze w stopniach Celsjusza odpowiada: 0 kelwinéw, 150
kelwinow.

c) Podaj wzér pozwalajacy zamieni¢ temperature wyrazona w kelwinach na tempe-
rature w stopniach Celsjusza.

Rozwiazanie;
a) y=28—273,15=—245,15, y=10-273,15=—1263,15,
y=0—-273,15=-273,15, y=—15-273,15=-288,15,

y=-27-273,15=-300,15

b) 0= x—273,15, czyli x =273,15
150 = x—273,15, czyli x = 423,15
c) HC)=1tK)+ 273,15
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ZADANIA DO ROZWIAZANIA

1. Koszt przejazdu taksowka oblicza sie w sposdb nastepujacy: oplata stala wynosi
4,20 zl, a kazdy rozpoczety kilometr kosztuje 2,20 zl.
a) Napisz w zeszycie wzor wyrazajacy koszt y przejazdu x kilometréw (przy zalo-
zeniu, ze x > 1).
b) Oblicz w zeszycie, ile zaplaci klient, ktory przejedzie takséwka: 2,2 km, 9 km
lub 14,6 km.
¢) lle kilometrow maksymalnie mozna przejechac taksowka za 13 zl?

2%, Motocyklista jedzie autostrada ze stala predkoscia 110 kTm Mapisz w zeszycie

wzor funkeji, ktora przyporzadkowuje liczbie godzin jazdy tliczbe przebytych ki-
lometréw s. Okresl dziedzine tej funkceji (przyjmij, ze motocyklista moze jechad
maksymalnie przez 5 godzin) 1 narysuj jej wykres.

3. Wazor, ktéry pozwala zamienié temperature wyrazona w stopniach Celsjusza na
stopnie Fahrenheita, to: y ={x-1,8 + 32)°F, gdzie y jest temperatura wyrazong
w °F, a x to temperatura wyrazona w ~C,

a) Wyraz w stopniach Fahrenheita temperature: 22°C, 13°C, 0°C, —5°C, —17°C.
b) Oblicz w zeszycie, jakiej temperaturze w stopniach Celsjusza odpowiada: —4°F,
50°F.

¢) Podaj wzdr pozwalajacy zamieni¢ temperature w stopniach Fahrenheita na
temperature w stopniach Celsjusza,

4. “Wykres prredstawia zaleznosé A

s[km]

drogi s przebytej przez wczaso-
500

wicza jadacego samochodem od
czasu jego jazdy.

a) Ile kilometrow pokonal weza-
sowicz do momentu pierwszego
postoju? o
b) Ile razv kierowca zatrzymal

sie i jak dlugo w sumie trwaly
postoje?

c) Oblicz w zeszycie predkosé -
auta w ciagu pierwszych dwdéch
godzin jazdy.

d) lle czasu trwala cala podroz .
i jaka odleglosé zostala podczas

niej pokonana?

e) Jaka byla srednia predkosc sa-

mochodu podczas calej podrozy?

(Wynik zaokraglij do 0,1 E}?}. 1 2 3 4 5 6 7 th]
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Predkosé v rozchodzenia sie déwieku w powietrzu zalezy od temperatury [ powie-
7 g i m - 5%
trza i wyrazona jest wzorem: v = (331+0,6-t] —, gdzie t oznacza wartos¢ tempe-
5

ratury w stopniach Celsjusza. Oblicz w zeszycie, ile wynosi predkosc dzwieku w kaz-
dej z podanych temperatur: 28°C, 10°C, 0°C, —7°C, —19°C.

W temperaturze 15°C przy normalnym cisnieniu predkosc rozchodzenia sie

k
déwieku w powietrzu jest réwna 340,3 T 1225 Tm
5

Kiedys firmy telekomunikacyjne uzaleznialy wysokosé oplat od liczby impulséw.
Pewna firma telekomunikacyjna oferowala swoim klientom dwa warianty mie-
siecznych oplat za uslugi telefoniczne;

I wariant - kazdy impuls to koszt 57 groszy, brak oplaty stalej,

Il wariant — kazdy impuls kosztuje 22 grosze, oplata stala wynosi 37,8 zl.
Wykonaj polecenia w zeszycie.

a) Dla kazdej z opeji napisz wzdr okredlajacy wysokosé miesiecznej oplaty za te-
lefon (w zlotych) w zaleznosci od liczby wykorzystanych w miesiacu impulsow.
b) Krdra oferta jest korzystniejsza przy wykorzystaniu 50 impulsow, a ktora przy
wykorzystaniu 200 impulsow?

c) Oblicz, przy jakiej liczbie impulséw klient zaplaci tyle samo w kazdym z wa-
riantow.

lza ma na koncie 250 zl. Przez rok bedzie wplacala na nie 30 2l miesiecznie. Napisz
w zeszycie wzor okreslajacy wysokos¢ oszczednosci rozumianych jako funkcja
czasu oszczedzania. Sporzad:z odpowiednia tabele. Po ilu miesiacach lza zgroma-
dzi wiecej niz 510 zl? Jaki bedzie stan jej oszczednosci po pol roku, a jaki po roku?

W zbiorniku o pojemnesci 300 litréw znajdowalo sie 40 litrow wody. Po odkre-
ceniu kranu w ciagu minuty objetos¢ wody zwieksza sie o 5 litréw. Napisz w ze-
szycie wzor okreslajacy zaleznosé objetosci wody w zbiorniku od czasu f (w mi-
nutach), kiedy kran jest odkrecony. Podaj dziedzine tej funkcji i narysuj jej wykres,
Po jakim czasie zbiornik sie napelni?

W pelnym baku pewnego samochodu jest 40 litréw benzyny. Samochad ten zu-
zywa 5,2 litra benzyny na 100 km. MNapisz w zeszycie wzor okreslajacy ilosc pozo-
stalego w baku paliwa w zaleznosci od przejechanej drogi s. Na przejechanie ilu
kilometrow wystarczy pelny bak paliwa? Wynik zaokraglij do 1 km.
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ZADANIA SPRAWDZAJACE

Informacija do zadan 1.—2. 24 '
Wykres przedstawia kurs euro wobec zlotowki. 24|
Przeanalizuj go, a nastepnie wybierz poprawne 22
odpowiedzi do zadan. 20
1. Za 1 euro naleiy zaplacié: A%
A. 27l -
B.42zl ¥
C. 0,40 zl e
D. 40 2l 10
B-
2. Za 50 zl mozna kupié: 5
A, 12,50 euro A
B. 125 euro 7]
C. 200 euro i -
D, 20 euro 1 2 3 4 5 6 [eum

Informacja do zadan 3.—5.

Wykres przedstawia przebieg podrozy rowerzysty i motocyklisty jadacych z Celesty-
nowa do Adamowa. Obaj jechali caly czas ze stala predkoscia. Rowerzysta wyjechal
o godzinie 9.00, a motocyklista — poltore] godziny poZniej. Na podstawie wykresu
wskaz poprawne odpowiedzi.

. 14I.
sikm]

60
50

40+
30
20

10

9:00 10:00 11:00 12:00 godzina
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3. Motocyklista dogonil rowerzyste w odleglosei:

A. 20 km od Celestynowa B. 20 km od Adamowa
C. 50 km od Celestynowa D. 30 km od Adamowa
4. Zjaka predkoscia jechal rowerzysta?
k k k km
A 15— B. 60— C.40== D. 20—
h h h h
5. Od chwili spotkania z motocyklista rowerzysta jechal jeszcze:
A.2h B.0,5h C.lh D.3h

Informacja do zadan 6.—8.

Wykres przedstawia przebieg wycieczki rowerowej. Wskaz poprawne odpowiedzi.

i
sikm]

301
25
20
15

10

# .. t t L
20 40 60 80 100 120 140 160 tjmin]

6. Rowerzysci przejechali lacznie:

A. 50 km B. 25 km C. 15 km D. 140 km
7. Laczny czas postojow podczas wycieczki wyniosl:
A. 10 min B.05h C. 20 min D. 40 min
8. Przez pierwsze pdl godziny rowerzysci jechali z predkoscia:
A 25 50 B. 15 <0 c.305m D.20 %™
h h h h
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Czesé druga

MNiektore zaleznosci w zyciu codziennym moZemy opisac za pomoca funkeji kwadra-
towych.

Cwiczenie 4.

Le szezytu wiezy o wysokosci 245 m stracono do fosy kamien.

a) Oblicz, jak dlugo spadal kamieri.

b) Po ilu sekundach od momentu stracenia kamienia uslyszano jego uderzenie
o wode? Przyjmij, ze predkos¢ rozchodzenia sie diwieku wynosi 330—.
Obliczenia wykonaj z dokladnoscia do 0,1 s. ?
Rozwiazanie:

a) Kamienn ma pokonac droge s = 245 m.

3

Droga w ruchu jednostajnie przyspieszonvm wyraza sie wzorem s = %, a preyj-

. . . .. o . m . . A
mujac, ze przyspieszenie ziemskie g =10 —, otrzymujemy rownanie:
5

10¢°
245 =——
2
Rozwiazujemy réwnanie kwadratowe:
490 =10t t*49=0 b=7, 8, =—7

Liczba —7 nie moze by¢ rozwigzaniem zadania, poniewaz jest ujemna, z czego wy-
nika, ze kamien spadal 7 sekund.

b) Diwiek uderzenia kamienia o wode musi pokonac droge 245 m.

Wzér na droge w ruchu jednostajnym to s = ut, gdzie v jest predkoscia rozchodze-

nia sie dZwieku i wynosi HDE.
5

Otrzymujemy réwnanie: 245 = 330 ¢

fzﬂj:ﬂ.'?d“ﬁ:ﬂ,? 5.
330

Uderzenie kamienia o wode uslyszano po 7 4+ 0,7 = 7,7 sekundach od momentu
stracenia kamienia.

Cwiczenie 5.

Konstrukcja nosna przesla mostu
ma ksztalt paraboli bedacej wykre-

sem funkcji o réwnaniu

.
filx)= B 5

Oblicz dlugosé przesla mostu oraz dlugosé mostu skladajgcego sie z 5 przesel
(przyjmij, Zze betonowe podpory postawione sa w miejscach, w ktérych wskazana

parabola przecina o$ X). Wymiary podaj w metrach.
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Rozwiazanie:
Obliczamy miejsca zerowe funkeji f(x)=— ﬁxi +5:

1
——x*4+5=0 |{—20)
20

' —100=0
x, =10, x,=—10

Obliczamy dlugos¢ przesla mostu, to jest odleglosé¢ miedzy miejscami zerowymi
funkcji:

10— (—10) =20

Obliczamy dlugos¢ mostu skladajacego sie z 5 przesel:

5:20 =100

OdpowiedZ: Dlugos¢ przesla mostu wynosi 20 m, a dlugos¢ mostu skladajacego sie
z 5 przesel to 100 m.

DY Cwiczenie 6.

.Pomysl sobie jakas liczbe dodatnia. Oblicz jej kwadrat, do ktérego dodaj cztero-
krotnos¢ pomyslanej liczby. Otrzymany wynik podziel przez pomyslana liczbe,
a potem pomnoz przez 100. Nastepnie odejmij 400, a wynik pomnéz przez po-
my$lana liczbe. Podaj mi wynik, ktéry otrzymale$/otrzymalas, a ja powiem ci, jaka
liczbe pomyslales/pomyslalas”.

Wykonaj cwiczenie dla dowolnej liczby. Nastepnie uzasadnij, dlaczego mozliwe
jest poprawne wskazanie liczby pomyslane;.

ZADANIA DO ROZWIAZANIA

1.

Torlotu pileczki wyrzuconej w gore zboiska opisuje funkcja fx) = —1,125x" + 3x.
Oblicz w zeszycie:

a) maksymalna wysokos¢, na jaka wzniosla sie pileczka,

b) w jakiej odleglosci od miejsca wyrzucenia upadla.

Tunel foliowy jest rozpiety na pretach w ksztalcie luku paraboli bedacej wykresem
funkeji y=— ;—IE + 2 (przyjmij, ze podpory, stanowiace stelaz tunelu, ustawione sa
w miejscach, w ktorych wskazana parabola przecina oé X). Wymiary podaj w metrach.
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10.

11.

Oblicz w zeszycie: Y4

a) maksymalna wysokos¢ tunelu,
b) pole powierzchni podlogi tunelu, ktéry ma diu-

gosc 10 m, / \ X

Sposrod wszystkich mozliwych prostokatéw o obwodzie 24 cm wskaz ten, ktory
ma najwigksze pole.

Liczbe 100 przedstaw w postaci roznicy dwach liczb tak, aby suma ich kwadratow
byla mozliwie najmniejsza.

Obwdd prostokata jest rowny 72 cm. Jakie dlugosci powinny miec jego boki, aby
pole kwadratu zbudowanego na przekatnej tego prostokata bylo mozliwie naj-
mniejsze?

Suma dlugodci przekatnych rombu wynosi 14 cm. Oblicz w zeszycie dlugosci
przekatnych, dla ktérych pole tego rombu jest najwieksze.

Siatka ogradzano z trzech stron prostokatne place, graniczace z murem z czwartej
strony. Jakie najwieksze pole moze mied taki plac, jedli na ogrodzenie kazdego z nich
zuzywano siatke o dlugosci 100 m? Oblicz w zeszycie wymiary tego placu.

Pole powierzchni pierscienia, bedacego projektem pod- 0.5cm

kladki pod $rube (zob. ilustracja), wynosi 7 cm®, Oblicz
w zeszycie zewnetrzng srednice tego pierscienia.

Dlugosci bokdéw trojkata prostokatnego to kolejne licz-
by naturalne. Wyznacz dlugosci bokéw tego trojkata.

Arkusz blachy ma ksztalt trapezu, w ktérym wysokosc
i krotsza podstawa sa rowne. Pole tego trapezu wynosi
35 dm’, a dlugos¢ dluzszej podstawy jest o 4 dm wieksza
od dlugosci krétszej podstawy. Oblicz w zeszycie dlugo- d
4ci podstaw trapezu.

Kamien rzucony pionowo do géry z predkoscia v po t sekundach osiaga wysokos¢

: grl . . . :
szalezna od czasu t wedlug wzoru s= vt — g gdzie g jest przyspieszeniem ziem-

skim (przyjmij, ze g =10 ).
5

m
a) Oblicz w zeszycie, po ilu sekundach kamien rzucony z predkoscia 60 — osia-
5

gnie wysokosc 100 m.

m
b) Oblicz w zeszycie, po ilu sekundach kamien rzucony z predkoscia 20 — spad-
nie na ziemie. ’
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12. ,Pomysl sobie jakas liczbe dodatnig. Oblicz jej kwadrat i dodaj do niego dwukrot-
nos¢ pomyslanej liczby. Do otrzymanego wyniku dodaj 1, a nastepnie z otrzyma-
nej sumy wyciagnij pierwiastek kwadratowy. Podaj mi wynik, ktéry otrzymales/
otrzymalas, a ja powiem ci, jaka liczbe pomyslales/pomyslalas”.

Wykonaj obliczenia dla dowolnej liczby. Nastepnie uzasadnij, dlaczego mozliwe
jest poprawne wskazanie liczby pomyslanej.

ZADANIA SPRAWDZAJACE

1. Liczbe 30 rozlozono na takie dwa skladniki, ktorych suma kwadratow jest naj-
mniejsza. Te skladniki to:

A.15115 B.25i5 C.20i10 D.11119

2. Jesli suma dwoch liczb wynosi 6, to najmniejsza wartos¢ sumy kwadratéw tych
liczb wynosi:
A.3 B.6 .9 D. 18

3. Suma kwadratow trzech kolejnych liczb naturalnych wynosi 110. Najmniejsza
z tych liczb to:
A =7 B.0 BT D. 35

4. Dlugosé krétszego boku prostokata, ktérego obwéd wynosi 20 cm, a pole 24 cm’,
to:
A.4cm B.5cm C.6cm D. 8 cm

5. Marcin ma kawalek drutu o dlugosci 1 m. Chee wykonaé z niego szkieletowy
model prostopadloscianu o mozliwie najwiekszej objetosci. Chlopiec przyjal, ze
dlugosé jednej z krawedzi wyniesie 5 cm. Pozostale wymiary tego prostopadlo-
scianu to:

A.5cmil5em B . 10ecmildem C lemil9cm D.4cmilécm

Wskazdwhka: Objetosc prostopadloscianu o krawedziach dlugodei a, b, c wyraza sie wzo-
rem V = abc.
6. Suma pol powierzchni dwdch kél, krérych promienie réznia sie od siebie o 50 cm,

wynosi 233w dm”, Dlugos¢ promienia wiekszego kola jest rowna:
A.8dm B. 13 dm C.lm D.5dm
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4.13. Funkcja f(x) = L

X

W rajdzie charytatywnym wzieli udzial piesi turysci, grupa rowerowa, zespol motocy-
klistow oraz druzyna samochodowa. Kazda z grup miala do pokonania trase o dlugosci

k
20 km. Piesi maszerowali z szybkoscia 4 Tm' rowerzysci jechali z szybkoscia 10 5

motocyklisci 40 %, a kierowcy samochoddw 60 —.

Obliczenia przedstawiono w tabeli. kit
— 4 10 40 60
x — $rednia predko$¢ (w kilometrach na godzine) h
= czas podrozy (w godzinach) y h] 5 205 1
' 3

Analizujac tabele, mozna zauwazy¢, ze predkosc
rosnie tyle razy, ile maleje czas. Czas potrzebny na przebycie trasy jest wiec odwrotnie
proporcjonalny do predkosci.

O dwdch wielkosciach dodatnich albo ujemnych méwimy, ze sa odwrotnie pro-
porcjonalne, jesli wraz ze wzrostem jednej druga maleje tyle samo razy.

Zwiazek miedzy dwiema wielkosciami, ktorych iloczyn jest staly, nazywamy propor-
cjonalnoscia odwrotna i zapisujemy w postaci x - y = a, gdzie a jest liczbg rézna od
zera, zwang wspolczynnikiem proporcjonalnosci.

Cwiczenie 1.
Sprawdz, czy wielkodci x i y podane w tabeli sa odwrotnie proporcjonalne. Jezeli
tak, okresl wspélezynnik proporcjonalnosci.
a)
x |01 1025 ) 0.5 1 2 | 25
100 40 20 10 5 4

Rozwiazanie:

Aby wielkosci x 1 y byly odwrotnie proporcjonalne, ich iloczyn x - ymusi by¢ staly.
0,1-100=10 5-20=10 2-5=10

0,25-40 =10 1-10=10 2,5-4=10

Odpowiedz: lloczyn liczb x i y jest staly (w kazdym wypadku wynosi tyle samo),
wiec podane wielkosci s odwrotnie proporcjonalne. Wspoélczynnik proporcjonal-

nosci dla podanych wielkosei to a = 10.

413, FUNKCIA
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X —5 —4 |25 =04 | 02 0,5
B 4 -2 | —25| —4 | =25 | 5O 20

c)

Zaleznos¢ pomiedzy wielkosciami odwrotnie proporcjonalnymi zapisana w postaci

L] L & L . . E
funkcji mozna wyrazic rownaniem y =—, x =0,
X

Cwiczenie 2.

W ukladzie wspolrzednych zaznacz wszystkie pary liczb (x, y) spelniajace podane
rownania.
a)x-y=4

) ; : 4
Przeksztalcamy réwnanie do postaci y=—, x =0.
X

Sporzadzamy czesciowq tabele funkcji dla wybranych argumentéw (poniewaz jest ich
nieskoriczenie wiele), a nastepnie zaznaczamy odpowiednie punkty w ukladzie wspél-
rzednych i laczymy je krzywa (jak na rysunku), szkicujac wykres danej funkcji.

x |=—8|—4|=2|=1|—== 1 2 4 8

I
bt | =

1
2

W ENYYETEEY.
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l b) x-y=—4

Wykresem funkeji y= £ y x=0, a =0 jest krzywa zwana hiperbola. Kazda z czesci
X

hiperboli nazywamy jej galezia,
Cwiczenie 3.

Na podstawie podanego wykresu proporcjonalnosci odwrotne] ustal jej wzor.
Omow wlasnosci tej funkciji.

a) Do wykresu proporcjonalnosci odwrotnej nalezy punkt o wspolrzednych (3, 4),
czvlix =3, y=4.

Wspdlezynnik proporcjonalnosci dla podanych wielkoscitoa=3-4 = 12.

: - , e = ; 12
Dana proporcjonalnosé odwrotna mozemy opisaé rownaniem y = —,

- .. 12 X
Wlasnosci funkcji y=—
X

Dziedzina funkcji: D, =R — {0}
Zbior wartosci funkcji: ZW = E — {[I}

Miejsca zerowe: funkcja nie ma miejsc zerowych

Argumenty, dla ktérych funkeja przyjmuje wartosci dodatnie: x € (0, +o¢
Argumenty, dla ktérych funkcja przyjmuje wartosci ujemne: x € (—o¢,0)
Przedzialy monotonicznosci funkcji: funkcja jest malejaca w kazdym z przedzialow:
(—og, 0),{0, +20)

Najwieksza (najmniejsza) wartosé funkeji: funkcja nie osiaga ani najwiekszej, ani
najmniejszej wartosci

Punkty przeciecia z osig X: wykres funkeji nie przecina osi X

Punkty przeciecia z osia Y: wykres funkcji nie przecina osi Y

4,13, FUNKCIA

a) b)
¥ Vil
8 8
7 7
& &
5 5
al {3, 4) (=3, 4) i
3 3
2 2|
1 1|

~15|r-'if-.e.-E-:.-3-2~:|L:1 1 2 % 456 &7 8% -a-?-—f,--a-:.-ﬂrz-l_l 1 23 46 67 8BX
-2 -2
-3 -3
-4 -4
=k =5
-4 -
-7 -7
-3 -8

Rozwiazanie:
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b) Do wvkresu proporcjonalnosci odwrotnej nalezy punkt (—3, 4).

Wspélczynnik proporcjonalnosci dla podanych wielkosci: [l
Dana proporcjonalnosé odwrotna mozna opisa¢ wzorem: §i
Wlasnosci funkcji

Diziedzina funkcji: B

Zbior wartosci funkcji: B

Miejsca zerowe: i

Argumenty, dla ktérych funkcja przyjmuje wartosci dodatnie: &
Argumenty, dla ktérych funkcja przyjmuje wartosci ujemne: 55
Przedzialy monotonicznosci funkcji: B8

Najwieksza (najmniejsza) wartos¢ funkcji: i

Punkty przeciecia z osia X: |

Punkty przeciecia z osia Y: Bl

Galezie hiperboli (wykresu proporcjonalnosci odwrotnej) znajduja sie w 1 i 111 éwiartce
ukladu wspolrzednych, gdy a > 0, oraz w I1i IV éwiartce ukladu wspolrzednych, gdy
a< 0.

ZADANIA DO ROZWIAZANIA

1. Sprawdz, czy wielkosci podane w tabeli sa odwrotnie proporcjonalne. Jezeli tak,
to okresl ich wspolczynnik proporcjonalnosci.
a)
x| 01|02 10405 | 125
10 | 20 | 40 | 50 | 1,6

b)
X | =3|=%=1|12|15]| 2
y |—2|—=3|—6| 5| 4
2. 5ok wisniowy rozlano do 240 butelek o pojemnosci 0,5 litra kazda.
a) Ile butelek o pojemnosci 0,25 | potrzeba, aby pomiescic te samg ilosc soku wi-
sniowego?
b) Jaka powinna by¢ pojemnos¢ butelek, zeby ta sama iloscia soku mozna bylo
napelnic 320 butelek?

3. Samochod osobowy jadacy ze srednia predkoscia 72 L?m pokonuje pewna droge

w czasie 2 godz. 15 min. W jakim czasie pokona te trase motorowerzysta jadacy ze
km

srednia predkoscig 40,5
przebyé w 3 godziny?

¢# Z jaka predkoscia nalezy jechad, aby te sama droge
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7.

10.

Wiadomo, ze szesciu robotnikdéw moze wykonac pewna prace w ciggu 12 dni. lle
czasu zabraloby wvkonanie tej pracy trzem robotnikom? Ilu robotnikéw naleza-

loby zatrudni¢, gdyby praca miala by¢ wykonana w ciaggu 8 dni? Zakladamy, ze
dzienna wydajnosc kazdego robotnika jest taka sama.

Do wykresu funkeji naleza punkty o wspélrzednych: (2, 6), (3, 4), (4, 3), (6, 2),
(12, 1). Ustal, czy naleza one do wykresu proporcjonalnosci odwrotne;.

Wielkosci x i y sa odwrotnie proporcjonalne, a wspolczynnik proporcjonalnosci
wynosi 6. Podaj wartos¢ argumentu x, jesli wartosé y jest rowna 2,

Marysuj w zeszycie wykres danej proporcjonalnosci odwrotnej i wypisz jej wla-
SNOSCL
| -3

a]y:— b]_}r—_—
X X

Na podstawie podanego wykresu proporcjonalnosci odwrotnej ustal jej wzor.
Omow wlasnosci te] funkcji.
a) b)

-

LI I

fea
P dd B oM Ov =3 BT

1 a
-2 -2
-3 -3
4 -4
-5 -
—6 -5
-7 -7
-8 8

Marysuj w zeszycie wykres funkcji y= ~—lr

a) Okresl dziedzine tej funkcii. *

b) Dla jakich argumentdw funkcja przyjmuje wartosci ujemne?
¢) Dla jakiego argumentu wartos¢ funkeji wynosi 87

2
Naszkicuj w zeszycie wykres funkcji f(x)=—, a nastepnie odczytaj z niego:
X

a) wartos¢ funkgji fdla argumentu x = —4,
b) dla jakiego argumentu x funkcja f przyjmuje wartosc 10,

¢) jaka jest najmniejsza wartosé funkeji fw przedziale (.‘];_ 4>.
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11. Ma rysunku przedstawiono rézne prostokaty. Co mozesz powiedziec o ich polach,
wiedzac, ze naszkicowany wykres jest wykresem proporcjonalnosci odwrotne;j?

v
a8

=R L Bt Oy =]

I =
1 23456 7 BX

B w

Ln

ZADANIA SPRAWDZAJACE

1. Wielkosciami odwrotnie proporcjonalnymi nie sa:
A. llogé towaru zakupionego za okredlona kwote w stosunku do ceny tego towaru.
B. Liczba os6b na przyjeciu i wielkos¢ kawalka tortu przypadajacego na kazda osobe.
C. Wzrost czlowieka i jego waga.
D. Grubos¢ ksiagzki i liczba jednakowych ksiazek, ktore mozna postawic na polce.

2. Tabela ma przedstawia¢ proporcjonalno$é odwrotng. Ktéry podpunkt zawiera
poprawne uzupelnienie wartosci tabeli?

A:x, =5, %=2%»=L =5

B.x, =25, x,=1, y,=2, y,=10
C.x,=4, x,=10, y, =20, y, =4
D.x,=10, x, =4, =05, y,=2,5
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6.

Jedli pewna kwote pieniedzy rozdzielimy rowno pomiedzy 4 osoby, to kazda
z nich dostanie po 60 zl. Jesli te sama kwote podzielimy réwno pomiedzy 3 osoby,

to kazda z nich otrzyma:
A. 70zl B. 80 zt C. 90zl D. 100 zi

Zapas zywnosci w pensjonacie dla 20 os6b wystarczy na 15 dni. Na ile dni wystar-
czyloby zapasow, jesli liczba wezasowiczéw wzroslaby o 10 os6b? (Zakladamy, ze
racje Zywieniowe pozostang takie same,)

A.10 B. 20 C. 15 D. 30

Rowerzysta jadacy z predkoscia 24 % pokonal pewna trase w poltorej godziny.

W jakim czasie przejedzie ten odcinek motocyklista poruszajacy sie z predkoscia

60 K™,
h

A.05h

B. 36 minut

C. 40 minut

D. w czasie trzy razy krétszym niz rowerzysta

Wzoér proporcjonalnosci odwrotnej, ktérej wspolczynnik proporcjonalnosci jest
rowny 8, ma postac:

A.y=28x B.y=8:x C._}!=% D.x=8y
Do wykresu funkeji y 2 nie nalezy punkt o wspélrzednych:
x

A.(=2:—2,5) B.[—%;—m] C.

0,1; %] D. (0,25; 20)
Do wykresu pewnej funkcji nalezy punkt o wspélrzednych (—6, —2). Wspdlczyn-

nik proporcjonalnosci odwrotnej wynosi:
A.3 B. 12 C.—12 D).:—3

413, FUNKCIA
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4.14. Zadania utrwalajace

1. “Wskai preyporzadkowanie, ktdre nie jest funkcja. Uzasadnij swéj wybdr.
a)
x | —4|—2| 0 2 4
4 2 0 2 4
b) Kazdej liczbie ze zbioru {—2, L& 1, 2} przyporzadkowano liczbe wieksza
o trzy.
c) d)
IrI'JI
6
5
4
3
2 L
-ﬁ—5-ﬁ—3—243 12345 6%X
-2
—371
—4
-5
2. Pewng funkcje zamierzano opisa¢ na cztery rozne sposoby: slownie, za pomoca
wykresu, tabeli oraz wzoru. Wsrod podanych wskaz opis, ktory przedstawia inna
funkcje niz pozostale.
a) Kazdej liczbie naturalnej dodatniej mniejszej od 6 przyporzadkowano liczbe
mniejsza od niej o jeden.
b) c)
4 12]3|4|5
Ei y 1
4
‘ ? d)y=x—1,x€{, 2, 3, 4, 5}
2 .
1+ .
1 - 1 L
-1 1 2 3 45 62X
-1
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a.

Okresl dziedzine podanej funkcji.

a) f(x)= b]lf[x_]=;—i—l o) f(x)=+ax—4
Na rysunku przedstawiono wykres pewnej funk- VA
cji. Wykonaj polecenia w zeszycie. 2
a) Sporzadz tabele do tej funkeji. S Y
b) Okresl dziedzine i zbior wartosci funkcji.
¢) Czy punkt (—1, 3) nalezy do wykresu tej funk- 20 L
cji? 1 i
d) Jaka wartos¢ przyjmuje ta funkcja dla argu- 5 4 | 1 2 3 4 5 v
mentu 47 E
e) Dla jakiego argumentu funkcja przyjmuje war-
tosc 27
Ma rysunku przedstawiono wykres W i
pewnej funkcji. Podaj jej wartos¢ naj- 3
mniejsza i najwiekszy oraz argumenty, 4
dla ktérych funkcja przyjmuje te war- 3
tosci. /i/
—5—?1\&;%1_1 1 2 3 4 SX
Z wykresu funkcji odczytaj: v b
a) dziedzine funkciji, 3
b) zbiér wartosci,
c) miejsca zerowe, E
d) przedzialy argumentow, w ktérych
funkcja jest: 1
- rosnaca, -5 44 -3 -2 -1 2 3 4 ;
- malejaca, =
— stala, =27
e} argumenty, dla ktérych [unkcja 3
przyjmuje wartosci dodatnie, 4
f} argumenty, dla ktérych funkcja =

przyjmuje wartosci ujemne,

414 ZADANIA UTRWALAJACE
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3

7. Pewna funkcja jest okreslona wzorem flx) = - x—3,
a) Oblicz w zeszycie wspolrzedne punktow przeciecia wykresu funkcji fz osiami
ukladu wspélrzednych i narysuj wykres tej funkcji.
b) Podaj wartosé funkcji fdla argumentu — %
¢) Dla jakiego argumentu wartosc funkeji fjest rowna 9?
d) Okresl, czy funkcja fjest rosnaca czy malejaca.
e) Podaj przedzial, w ktérym funkcja f przyimuje wartosci dodatnie.
8. MNapisz w zeszycie wzor funkeji liniowej, ktorej wykres przechodzi przez punkt
A=1(2,2)ijest:
a) prosta rownolegla, b) prosta prostopadla
do prostej bedacej wykresem funkcji okreslonej wzorem flx) = 2x + 5.
9. Narysuj w zeszycie w jednym ukladzie wspélrzednych wykresy funkeji:
fx)=2x+3orazglx)=—x— L.
a) Wyznacz miejsca zerowe obu tych funkcji.
b) Sprawdz, dla jakiego argumentu wartosci obu funkcji sa rowne.
10. Funkcja jest okreslona wzorem f{x) = —x — 3.
a) Podaj wspélrzedne przeciecia wykresu tej funkcji z osia Y.
b) Oblicz w zeszycie miejsce zerowe funkgji.
c) Sprawdz, czy punkt (2, —5) nalezy do wykresu tej funkgji.
d) Okresl jej monotonicznost,
11. Dane sa funkcje: fx)= . .:'fg(xl,'l=2:-: -5 orazh(x)=—0,5x + 1. Ich wykresa-
mi sa proste. W skaz wsrod nich te, ktora jest:
a) rownolegla do prostej bedacej wykresem funkcji y = — % 45,
b) prostopadla do prostej bedacej wykresem funkeji y = —% +1.
12. Wsréd danych funkcji: f(x)=3x -3, g(x]=3x 3 oraz h(x)=3 3x, wskaz
te, ktorej wykres przechodzi przez punkty: A = (2, 3) oraz B = (1, 0).
13. Danesg funkcje:h(x)=2x—4, f(x)=1-x" orazg(x )= —x — 1. Sprawdz, do wy-
kresu ktorej z tych funkeji nie nalezy punke K= (1, —2).
IV FUNKCJE



14.

15.

16.

17.

18.

Odeczytaj z wykresu funkcji wspolrzedne punktdéw przeciecia sie tego wykresu
zosiaXiosia Y,

Wykres funkeji y = f {x) przesunieto o pewien wektor. Zapisz w zeszycie wspol-
rzedne tego wektora, jesli otrzymany po przesunieciu wykres to wykres funkcji
okreslonej wzorem:

) y=flx+4) By=f(x-7) Iy=flx)-4 dy=flx)+3
Wykres funkeji y = f{r] przesun o wektor:
a)| 3, 0] ;
b)l0, 2|

c}[ﬂ, 3] .7-4 3-2-1 | 1 2 X

d)/5, 0]

Wykonaj zadanie w zeszycie,

Zapisz w zeszycie wzor funkcji, ktora otrzymamy, przesuwajac wykres funkcji
y= f(x) o wektor:
a4, 0] b)[-8, 0] c)[0, —¢] d) 0, 6|
Na podstawie wykresu funkcji y= f {x} naszkicuj w zeszycie wykresy funkcji:
a) y= f{x 3} Y
3..
b) y=f(x+2)
cly=f l[.r:} + 4
d) y=f(x)-3 ali23 456 9x

414 TADANIA UTRWALAJACE
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19. Marysuj w zeszycie wykres funkcji symetryczny do danego na rysunku wzgledem:

a) osi Y,

b) osi X, ¥
3
2

1 & & 4 §X

20. Wykres danej funkcji przeksztal¢ w zeszycie przez symetrie wzgledem osi X, a na-

stepnie otrzymany wykres przeksztalc

v A

<]
fvy\

4

2

wzgledem osi Y.

B
e

ot

i -
123\%:{

21, Wykres funkeji y= f(x) przeksztal¢ w zeszycie w nastepujacy sposéb:

a) przesun o wel-:mr[ﬂ, 2}, a nastepnie
trie wzgledem osi Y.

b) przeksztalé przez symetrie wzgled
przesun o wektnr[ -2, U]+

otrzymany wykres przeksztal¢ przez syme-

em osi X, a nastepnie otrzymany wykres

!

'\

1'2\345;:'
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22,

23.
24,

25.

26.

27.

28.

Wspolezynniki funkcji kwadratowej flx) = 2x + 6+ 3x* wynosza:
A.a=3,b=2, ¢c=6

B.a=3, b=—2,¢c=6

C.a=6,b=3¢c=-12

D.a=-2,b=6,¢=3

Narysuj w zeszycie wykres funkeji flx)=x" —3x +1.

QOdczytaj z wykresu funkcji kwadratowej jej miejsca zerowe oraz wspolrzedne

punktu przeciecia sie tego wykresu z osia Y.
i

I-‘M".:Jh‘{

2 3 4 5X

Zapisz w postaci kanonicznej wzory podanych funkcji kwadratowych,
a) flx)=x"+2x+5

b) flx)=x*—3x+2

¢) fla)=2x" +12x+17

Zapisz w postaci ogolne] wzory podanych funkcji kwadratowych.

a) flx)=(x+8) -2

b) flx)=2(x—2)" -9

c) flx)=—(x+2)+13

Oblicz w zeszycie wspolrzedne wierzcholkéw wykreséw ponizszych funkcji.
a) flx)=x"—x+10

b) f(x)=>5x" —2x+15

¢) flxy=—3x" +5x—7

Narysuj w zeszycie wykres funkgji f(x)=—2x* + 4x + 1 w przedziale {ﬂ,&) oraz

podaj jej wartosci na koncach tego przedzialu.
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29,

30,

31.

32.

33.

34.

35.

Oblicz w zeszycie miejsca zerowe ponizszych funkeji.
a) flx)=2x" —6x 36

3

1]‘ 3
sy [k
2 4

c) flx) :]E(x - \E][r - \HE)

Zapisz w zeszycie wzor ponizszych funkcji w postaci iloczynowej (o ile to mozli-
we).

a) flx)=x"—2x+1

b) flx)=4x" —11x+2,5

¢) flx)=—5x*+12x—9

b) flx)=-3

Wyznacz wzor funkeji kwadratowej w postaci ogdlnej, majac podany wzdr.
a) flx)=(x+2) -3
b) flx)=2(x —1){x+7)

¢) flx)=—5(x+8) —13
Funkcja kwadratowa f(x)= —3x" + bx + % ma jedno z réznych miejsc zerowych

w punkcie o odcietej réwnej P Oblicz w zeszycie wspolczynnik bi zapisz wzor tej
funkeji.

Wyznacz wzor funkceji kwadratowe] w postaci ogolnej na podstawie jej wykresu.
v A

=TT, R 1 X

|—t<--.,__|_—tmmh
L

Oblicz w zeszycie najmniejsza 1 najwieksza wartos¢ danych funkeji kwadratowych
w przedziale (—3, 3}i

a) flx)=2x"—8x+9

b) flx)=—3x" —6x—1

c) flx)=x"+6x+4

Wyznacz najwieksza wartosé iloczynu dwéch liczb, ktérych suma wynosi 36.
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36. Dlugosc siatki ogrodzeniowej wynosi 75 metrow, Oblicz w zeszycie, jakie maksy-
malne wymiary moze miec prostokatna dzialka, ktéra mozna ogrodzic ta siatka,
uwzgledniajac 5 metrow zajete przez brame z furtka.

37. Wokdl prostokatnego stawu w parku, wzdluz brzegu, ulozono chodnik o szero-
kosci x. Oblicz w zeszycie te szerokosé, wiedzac, ze staw ma wymiary 10 m na
20 m, a pole powierzchni chodnika wynosi 99 m”.

38. Na ktorym z rysunkdw przedstawiono wykres funkeji y = —l?
x

A. B.

= -
ion T X —ﬂ—?—&—E—d—E—E—ll 1 4 5 6 7T 8X
=2
=3
—d
=5
—b
—7
-8
D.

-
-

o - T T N SSURL B s TR [ - s o

b

g

7

&

=]

4

3

2

,}//_—
87 65-432-1| 1234567 8Xx i—:ijyzéi_/izaqsa?ai
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39. Ktore zdanie dotyczace funkcji danej na wykresie jest prawdziwe?

I—‘H{U-hmﬂ*ﬂm'i

+ S
s ERG Amp Tag S N a1 I

A. Dziedzina funkcji jest zbior liczb rzeczywistych.

B. Funkcja ta przyjmuje tylko wartosci ujemne.

C. Dla argumentu x = 0,5 funkcja przyjmuje wartosc 4.
D. Funkcja ma jedno miejsce zerowe,



ROWNANIA | NIEROWNOSCI
KWADRATOWE



5.1. Rownanie kwadratowe

Na wczesniejszych etapach nauki omawialismy réwnania w postaci ax + b= 0, gdzie
a.b e R, gdzie a.bc R, a= 0. Sa to tzw. réwnania liniowe — réwnania pierwszego
stopnia z jedna niewiadoma. Teraz poznamy réwnania drugiego stopnia z jedna nie-
wiadoma, zwane takze réwnaniami kwadratowymi.

Réwnanie drugiego stopnia z jedna niewiadoma to réwnanie, ktore mozna zapi-
sa¢ w postaci ax’ + bx + ¢ =0, gdzie a, bi ¢ sa liczbami rzeczywistymi i a = 0.

Cwiczenie 1.
Sposrad zapisanych rownan wybierz rownania kwadratowe.
a) 9x' —90=0 b)16x® —25x* =0 c)x—3=0
d) x* —125x +4=0 e)x’ +49x' =0 )8 x+x'=0

Odpowiedz: Réwnania kwadratowe sa wymienione w punktach: a, d, [,

O liczbie powiemy, ze spelnia réwnanie kwadratowe (czyli jest pierwiastkiem row-
nania), jesli po podstawieniu tej liczby w miejsce niewiadomej i wykonaniu dzialan
otrzymamy rownosc prawdziwa.

Cwiczenie 2.

Sprawdz, czy rownanie x* + 5x + 6 =0 spelniaja liczby: —3, —2 lub 0.

Rozwiazanie:
) —3

L=(-3) +5:(-3)+6=0

P=0

L=P

OdpowiedZ: Liczba —3 spelnia réwnanie,
b)—2

L=(-2) +5:(—2)+6=0

P=0

L=P

Odpowiedz: Liczba —2 spelnia réwnanie.
)0

L=0"+50+6=6

P=0

L=P

Odpowiedi: Liczba 0 nie spelnia rownania.
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Kazda liczba spelniajaca dane réwnanie kwadratowe jest rozwigzaniem tego row-
nania. Rozwigzanie réwnania kwadratowego polega na znalezieniu wszystkich

liczb, ktéore to réwnanie spelniajg, lub wykazaniu, ze takich liczb nie ma.

Cwiczenie 3.

Rozwiaz réwnania.

a)(x+3)(3x—4)=0

Rozwiazanie:

(x+3)(3x—4)=0

x+3=0 lub Ix—4=10 poréwnujemy kazdy z czynnikdw do zera
x=—3 lub x= i;- rozwiazujemy kazde z réwnan liniowych

Odpowiedz: Rozwigzaniem réwnania [ x - 3]{31 4)=0saliczby —3 i %

b)3x* =0

Rozwiazanie:

3y =[}[: 3 dzielimy obie strony réwnania przez 3

' =0

x=1

Odpowiedz: Rozwiazaniem réwnania 3x” =0 jest liczba 0.

c)lx' —49=0

Rozwiazanie:

(x+7)(x—7)=0 zamieniamy sume algebraiczna na iloczyn, stosujac
wzor skroconego mnozeniaa® — b* =(a + b)(a—b)

x+7=0 lub x—7=0 porownujemy kazdy z czynnikéow do zera

x=—7 lub x=7 rozwiazujemy kazde z rownan liniowych

Odpowiedz: Rozwiazaniem réwnania x* — 49 =0 sa liczby —7 i 7.

d)2x* +5=0

Rozwiazanie:

2x* +5=10 wyznaczamy x'

2x" =—5

=

2

Odpowiedi: Kwadrat kazdej liczby jest liczba nieujemna, wiec réwnanie2x* +5=0

nie ma rozwiazania.

Powvyzsze przyklady pokazaly nam, ze sa takie réwnania kwadratowe, ktdre maja dwa
rozwidzania, takie, ktore maja tylko jedno rozwiazanie, i takie, ktére nie maja rozwia-
zania,
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Cwiczenie 4.

Rozwiaz roGwnanie.

a)7x" —14x=0

Rozwigzanie:

7x(x— 1} = wylaczamy wspolny czynnik przed nawias
x=10 lub x-2=0 poréwnujemy kazdy z czynnikow do zera
x=0 lub x=2 rozwiazujemy kazde z rownan liniowych

Odpowiedz: Rozwiazaniem réwnania 7x* — 14x =0 sa liczby 0 i 2.
b) (x+4) =25

Rozwiazanie:

x+4=+25 lub x+4=—-25 korzystamy z wlasnosci kwadratu liczby
Xx+4=5 lub x+4=-—5 rozwiazujemy kazde z rownan liniowych
¥=1 lub x=-9

Odpowiedz: Rozwiazaniem rownania {x + 4 }2 = 2553 liczby —91i 1.
¢)25x* +10x +1=0

Rozwiazanie:

(5x+ ]}2 =10 zamieniamy sume algebraiczna na iloczyn, stosujac wzor

skréconego mnozeniaa® + 2ab +b* ={a -+ b}z

5x+1=0  rozwigzujemy rownanie
1
r=—=
5
1
Odpowiedz Rozwiazaniem réwnania 25x° +10x + 1 =0 jest liczba =
b )

d)x* —6x-7=0

Rozrwigzanie:

[.rl Gx + 9] l6=0 zapisujemy liczbe -7=9-16

[ x - 3]1 =16 stosujemy wzor skréconego mnozeniaa® —2ab +b* =(a - b}l
¥x—3=4 lub x—3=—4 rozwidzujemy rownania

x=7 lub x=-—1

Odpowiedi: Rozwiazaniem réwnania x* —6x — 7 =0 s liczby —11 7.

Podczas rozwiazywania rownan kwadratowych mozemy skorzystac z wlasnosci funk-
cji kwadratowej okreslonej wzorem f(x)=ax" + bx + ¢, gdzie a=0. Aby rozwiazaé
rownanie kwadratowe ax’ + bx + ¢ =0, nalezy znaleZ¢ miejsca zerowe funkeji kwa-
dratowej. Liczba miejsc zerowych zaleizna jest od znaku wyrdznika (A).
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Cwiczenie 5.

Rozwiaz réwnanie.

a)x’ —2x—8=0

Rozwiazanie:

A= { —1}2 —4:1-(-8]=4+32=36  obliczamy warto$¢ wyréznika A = b* —4dac

JA=1+36=6 obliczamy JA
b—JA

X, =——— obliczamy miejsca zerowe: x, i x,
2a 2
2—-6 6
xn= 2 -2
b+ A
Xy = Za
+6
X, = > — 4

Odpowiedz: Rozwiazaniem réwnania x* — 2x — 8 =0 sa liczby —2 i 4.

b) x* —~2x+8=0

Rozwiazanie:

A=(-2)~41.8=4-32=-28  obliczamy wartos¢ wyréznika A = b’ — 4ac
Poniewaz A < 0, funkcja kwadratowa nie ma miejsc zerowych.

deﬂwiedz" Réwnanie kwadratowe x* — 2x -+ 8 =0 nie ma rozwiazania.

¢)x* —8x+16=0

Rozwiazanie:
A=(-8)4-1116=64 —64=0 obliczamy wartosé¢ wyréznika A =b* — 4ac
~b ; -
e obliczamy miejsce zerowe
a
8
x, =—=4
¥ 2

Gdy A = 0, funkcja kwadratowa ma jedno miejsce zerowe.
Odpowiedz: Réwnanie kwadratowe x* — 8x + 16 =0 ma jedno rozwiazanie. Jest
nim liczba 4.

-

.

~
Réwnanie kwadratowe ax™ + bx +¢=0,a=0:
« ma dwa rozwiazania, gdy A > 0,
» ma jedno rozwiazanie, gdy A = 0,
* nie ma rozwiazania, gdy A < 0.
S
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Cwiczenie 6.

Rozwiaz roGwnanie.
2
a)(x—4) =15—9x
Rozwiazanie:

X' —8x+16—15+9x=0 sprowadzamy rownanie do najprostszej postaci

P+ x+1=0

A=1"—-411=1-4=-3 obliczamy wartos¢ wyroznika A =b" — 4ac
Odpowiedz: Poniewaz A < 0, wiec réwnanie kwadratowe|x — 4] =15 9x nie ma

rozwiazania.
b) x—1 _x 4

ygdziex =0
X

Rozwigzanie:
2(x— )= x[x—4) sprowadzamy rownanie do najprostszej postaci
2x—2=x"—4x

—x*+6x—2=0

A=6"—4-(— 1)- (-2)=36-8=28 obliczamy wartos¢ wyréinika A =b" — 4ac
'JE = JZ_B = ZxE obliczamy 'JE

b u"E: ﬁ-_;lﬁzi_ J7

X, = > obliczamy miejsca zerowe: x, i x,
a 2
—6— 247
—b+~JA  —6+247
Xy == \fr_ = J_ — J;
) 2a J_ -2
-6+ 247
OdpowiedZ: Zbior rozwiazan réwnania x=1 i = 2 to: {3 — \E I B2 ¢ 'sE }
X
ZADANIA DO ROZWIAZANIA
1. Rozwiaz rownania w zeszycie.
a)x* —9=0 b)l6x* —25=0 ¢)x'—-3=0
d) 5x* =125 e)x'+49=0 N8—x'=0
2. Rozwiaz rownania w zeszycie.
a)x" —3x=0 b)5x" +12x=0 ¢)—7x+14x" =0
d)9x* =x e)4x’ —5x=10x f6x* +8x=x"—13x
3. Ktore z liczb: —36,—6, 0, 6, 36, sa rozwiazaniami rownania 6x* —216x =07
4. Dane sa rownania: ¥t 4=0:5x—10x"=0:2x +4x=0o0raz3x’ —12=0. Kt6-
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re z nich jednoczesnie spelniaja liczby —2 i 27
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10.

11.

ZADANIA SPRAWDZAJACE

1.

Rozwiaz rownania w zeszycie.

a)x’ +2x+1=0 b)x* —6x+9=0 c)4x’ +4x+1=0
d)25-10x+x* =0 €)% ~30x+25=0 f)3x* —6x+3=0
Rozwiaz réwnania w zeszycie.

a) x" —5x+6=0 b) x* +-8x +12=0 o) xt +12x+36=0
d) x* —8x+15=0 e)x’ —2x+5=0 f)2x* +12x—14=0
Rozwiaz rownania w zeszycie.

a) st —x=30 b) 3x' =10x —3 ¢)2x" +15x =4 —2x°
d)5-4x=x e)x’ —2x—35=2x"+14x f)5x'=4—x

Ul6z i zapisz w zeszycie rownanie kwadratowe, ktérego zbior rozwiazan to;
a) {2, 3} b) {4} ¢){-3, 8}

d}H e){-6,6} f{o, 7}

Rozwiaz réwnania w zeszycie.

a}{x—lf:}-ﬁ h}{r—&]!—}:&:l} )x{x—2)+3(x—2)=0

d)5(2x +3)—4x(2x +3)=0 e)7(x+5)=x(x+5) 0(7—x) =4x’

Rozwigz rownania w zeszycie,

a}xa:x{?—x} b) &* =2+ x=4x—x* =3
c)9x® —12x=—4+4(x +1}1 d) (3x 1) —4x'=9-3x
E-]"[I +-E'n}|3 —3_1'::{_1' 4 4}1 ﬂ?:{x—l}l{r -—6)

Oblicz w zeszycie wspolrzedne punktow  wspolnych  wykresow  funkcji
flx)=2x" 4+ 4x—5ig(x)=x"+9x+1.

Wskazowka: Rozwiaz rownanie f(x)= glx). Wspélrzedne punktéw wspélnych
to[x, flx))lub(x,g(x)), x€ D, D,

Zbiér liczb {— 1, .5} jest rozwiazaniem rownania:
A (x—1)(x+3)=0 B.[x+1)(x+3)=0
C.([x+1)(x—3)=0 D.(x—1)(x—3)=0

:
Rozwigzaniem réwnania (:-: Jf:) =10 jest liczba:
A3 B. —V3 C.3 D.—3

Réwnanie kwadratowe x° + 12x + ¢ = 0 ma jedno rozwiazanie tylko wtedy, gdy ¢
jest rowne:
A6 B.—6 C. 36 D.—36
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4. Suma pierwiastkéw réwnania kwadratowego x* — 7x + 10 = 0 wynosi:

AT B.—7 C. 10 1».—10
5. lloczyn pierwiastkéw réwnania kwadratowego 2x* — 5x — 3 =0 wynosi:
A2 B.-3 C.1,5 D. -5
6. O réwnaniu x* — x + 1 =0 powiemy, ze
A. ma dwa rozwiazania. B. ma jedno rozwiazanie.
C. nie ma rozwiazan D). ma nieskoriczenie wiele rozwiazan.

7. Réwnaniex(2x —1)=5(2x— 1) ma:
A. dwa rozwiazania ujemne. B. dwa rozwiazania dodatnie.
C. dwa rozwiazania réznych znakéow. D. jedno rozwiazanie.

5.2. Nierownosc¢ kwadratowa

Kazda z nieréwnosci w postaci; ax* +bx+e>0,ax +hx+ec< 0, ax’ +bhx+e¢>0
lub ax® + bx + ¢ <0, gdzie a =0, jest nieréwnoscia kwadratowa.

Do rozwiazywania nieréwnosci kwadratowych stosuje sie wiedze dotyczaca funkcji
kwadratowej i rownan kwadratowych.

Cwiczenie 1.

Na rysunku przedstawiono wykres funkcji y = x(x + 5). Odezytaj z wykresu, dla

jakich argumentéw x wartosci funkcji sa dodatnie.

1 95 3 § &N

Rozwiazanie:

Odezytujemy z wykresu te argu-
menty, dla ktorych punkty wy-
kresu funkcji lezy powyzej osi X.
y>0dlaxe(-oc, —35)Uf0, x|
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Cwiczenie 2.
Narysuj wykres funkeji y = —(x +1)(x —3) i odezy-
taj z niego, dla jakich argumentéw x wartosci funkcji
sa nieujemne.

Rozwiazanie:
Miejscami zerowymi funkcji sa liczby —1 1 3,
a wspolrzedne p, g wierzcholka W (p, g) paraboli sa

réwnep:__z+szzﬁq=afﬂlz {14+1)(1-3)=4.

Zaznaczamy w ukladzie wspdlrzednych punkty:
(—1,0),(3,0)i(1,4), a nastepnie rysujemy parabole.
Odeczytujemy z wykresu te argumenty, dla ktérych
wartosci funkeji sa wieksze lub rowne 0.
y=>0dlaxe (-1, 3)

Cwiczenie 3.

Rozwiaz nieréwnosci.

a)(x Z){x - l.}-::il'.}

Rozwiazanie:

(x— }'.'_]{x +1)=0 - obliczamy miejsca zerowe funkgji
kwadratowej

x=2lbx=~1

Rysujemy wykres funkeji f{x|=(x—2){x +1}.
Odczytujemy z wykresu argumenty, dla ktérych funkcja
przyjmuje wartosci ujemne; x £ [ —1,:2}),

b)9—x*>0

Rozwiazanie:

9 — x* =0 - obliczamy miejsca zerowe funkcji kwa-
dratowej

(3—x)(3+x)=0

x=3lubx=-3

Rysujemy wykres funkeji f(x)=9—x".
Odczytujemy z wykresu argumenty, dla ktérych
funkcja przyjmuje wartosci nieujemne; x © (—-3. 3).
c)x' —4x+5<0

Rozwiazanie:

x' —4x+5<0-= obliczamy miejsca zerowe funkgcji
kwadratowej (o ile istnieja)

A=(-4) —41-5=16—20=—4
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Poniewaz A < 0, funkcja kwadratowa nie ma miejsc
zerowych.

Rysujemy wykres funkcji f(x)=2x" —4x +5.
Sprawdzamy, ¢zy mozemy odczytac z wykresu argu-
menty, dla ktérych funkeja przyjmuje wartosci niedo-
datnie. Takich argumentéw nie ma, a zatem nierow-
nosc nie ma rozwiazania.

d) —2x* 4 6x+1> x(5—4x)
Rozwiazanie:
—2x* 4+ 6x+1>5x—4x* - sprowadzamy nierdw-
nost do najprostsze] postaci

2x" 4 6x+1-5x+4x" >0
2x* + x +1>0 - obliczamy miejsca zerowe funkcji kwa-
dratowej (o ile istnieja)
A=1"—4-2:1=1-8=-7
Poniewaz A < 0, funkcja kwadratowa nie ma miejsc ze-
rowych,
Rysujemy wykres funkcji f(x)=2x" +x +1.
Odezyvtujemy z wykresu argumenty, dla ktérych funkcja
przyjmuje wartosci dodatnie: x £ .

E:
A
3
24
1
-. -
-1 L 2 3 4 H X
1|,.-'JI.
6
5
4..
3
2
-3 =2 -%*l" 1 2 X

Podczas rozwigzywania nieréwnosci kwadratowej najpierw obliczamy miejsca zerowe
odpowiedniej funkc)i kwadratowej (o ile istnieja) i rysujemy jej wykres. Nastepnie od-
czytujemy z wykresu zbior argumentow spelniajacych dana nieréwnosé,

ZADANIA DO ROZWIAZANIA

1. Weérod wykresow funkeji kwadratowych wskaz ten, na ktérym przedstawiono

.

wykres funkcji okreslone] wzorem y= r{x -3).

a) b) c d)
Vb ¥ VA i |
3 3 3 3
2 2
1t 1t
- L - L
—% =2 -1 1 X f3 =2 -11 i X -11 1 2 X =1 1 4 X
-2¢ -2+ -2+ 2
~3 -3 -3 3

Wyznacz argumenty, dla ktérych funkcja f{x}=x" - 3x + 2 przyjmuje wartosci

nieujemne,
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3. Rozwiaz nierownosci w zeszycie.
a)x{x—2)>0  b)x{x+5)<0 o —(x—1)(x+7)<0
d)x’ +8x<0  e)x'-12120 f)3-x"<0

4. RozwiaZ nierownosci w zeszycie.

4 )

a]xl}? b) 72 < 24 o) (x+1) <16
3 _

d) x* >9x e) - 3x? <2x 081<(x—3)

n

Rozwiaz nierownosci w zeszycie,

a)x* +3x+2>0 b)x* —4x+3<0 ¢)—4x'—3x—7<0
d)x'~10x+25<0 e x'—x+1<0  f)-2x"4+9x+5>0

6. Podaj najwieksza liczbe pierwsza, ktora jest rozwiazaniem nierownosci
X' —2x—24<0,

7. Wymien wszystkie liczby naturalne spelniajace jednoczesnie nierownosci:
—x* +2x+8>0ix’ +3x—4<0.

8. Wymien wszystkie liczby calkowite spelniajace jednoczednie nierdwnosci:
¥ —8x>0ix'—2x—3>0.

9. Uzasadnij, ze nie ma liczb rzeczywistych spelniajacych nieréwnosé

—6x* +2x—3>0.
10. Rozwiaz nierownosci w zeszycie,

a)(2x 3}1 > (x4 2_}1 b) 1 x(5—4x)>2x(x 3
ZADANIA SPRAWDZAJACE
1. Wykres ktorej funkeji przedstawiono na ponizszym rysunku?

A y=2(x—2)(x+3) Vi

B. y=—(x—2)(x+3) y

C.y=-2(2—x)(x+3)
D.y=2(x—3)(x+2)

= R W Bk

L

I

[ ]

I 4
=
—_
LN
=y
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2. Na rysunku znajduje sie wykres funkcji kwadratowej
przydatny do rozwiazania nieréwnosci:

A.ixl-san
4
3

B‘Exl +3x<0

C.—%xl +3x<0

3
D.—=x" —3x<0

* o4
3. Zbidr liczb (l. 5) jest zbiorem rozwiazan nierownosci:
Ax*—6x+5<0 B.x">0 C.x* —1>0 D.x" <25
4. Rozwigzaniem nieréwnosci (x — 3}1 = 0 nie jest liczba:
A.—3 B.0 C.3 D.A3

5. Najwieksza liczba calkowita ujemna spelniajaca nieréwnosé x* > —9x jest:
A.—9 B.—10 G.—1 D.—8

6. lle liczb naturalnych spelnia nieréwnosé (x — 1)(2x —13) <07
A. dwie B. piec . szesc D. siedem

7.  Zbidr liczb rzeczywistych jest zbiorem rozwigzan nierdwnosci:
A(x-7)'>0 B.(8-x)'<0 C.-3(x+1)'<0 D.x*+x-6>0

5.3. Rozwigzywanie rownan
| nieréownosci kwadratowych

Réwnania i nierdwnosci kwadratowe sa pomocne przy rozwiazywaniu zadan tekstowych.

Cwiczenie 1.

W turnieju siatkéwki, w ktorym kazda z druzyn miala rozegra¢ po jednym meczu
z kazdym z pozostalych zespolow, odbylo sie 15 meczow. Oblicz, ile druzyn bralo
udzial w tym turnieju.

Rozwigzanie:

Oznaczamy niewiadoma i ukladamy rownanie:

x = liczba druzyn, gdzie x € M

I{I l} :
— liczba rozegranych meczow
x(x 1) A
i 15 rozwigzujemy rownanie
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X, = >
1—11 : : 2 ; 3
X; = e liczba —5 nie spelnia warunkow zadania
—b JE
X, = =
1411
n=——==6b
2

Sprawdzamy, czy rozwiazanie réwnania spelnia warunki zadania:
6 - liczba wszystkich druzyn
5 - liczba druzyn, z ktérymi moze rozegra¢ mecz kazda z druzyn.

&+ 5 - liczba par druzyn, ktore rozgrywaja

-0
%— =15 - liczba rozegranych meczéw (po wyeliminowaniu powtérzen)

Odpowiedz: W turnieju bralo udzial 6 druzyn.

Cwiczenie 2.

Wymiet wielokaty, w ktorych liczba przekat- ¥
nych jest wieksza od liczby bokéw pomnozonej 1‘ |
priseg 86-4-2| 2 4 6 8 10/1214x

Rozwiazanie:
Oznaczamy niewiadoma i ukladamy nierow-
nosc:
x - liczba bokéw, x £ {3, 4, 5, 6, 7, ...|
x(x—3)

' - — wzor na liczbe przekatnych w wielo-
kacie
x(x-3) -

= 4x sprowadzamy nieréwnosé
: do najprostszej postaci
x'—3x>8x
' —11x>0
x{x—11)=0 obliczamy miejsca zerowe
tunkcji kwadratowej

x=0lubx=11

Rysujemy wykres funkcji f(x)=x" —11x
Odczytujemy z wykresu argumenty, dla ktorych funkcja przyjmuje wartosci dodat-
nie: x* —11x>0dla x<(—00, 0)U(11, +oa) ixe{3, 4,56, 7, ...}
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Sprawdzamy rozwiazanie roéwnania z warunkami zadania:
12 - liczba bokow wielokata (wieksza od 11)

4 - 12 = 48 - liczba bokow wielokata pomnozona przez 4

12:(12—-3)

2
54 = 48

Odpowiedz: Sa to wszystkie wielokaty o liczbie bokéw wiekszej od 11.

=54

Cwiczenie 3.

Znajdz wszystkie liczby dwucyfrowe, ktdrych suma cyfr jest réwna 7, a kwadrat
tvch liczb jest niewiekszy niz 1156,

Rozwigzanie:

Oznaczamy niewiadoma i ukladamy nieréwnosé:

x — cyfra dziesiatek i x € { e o S ?}

7 —x — cylra jednosci

10x +(7 — x)=9x +7 - liczba dwucyfrowa

|9x ?]l < 1156 sprowadzamy nieréwnos¢ do najprostszej postaci

81x* +126x 1107 <0}:9

9x® 4 14x ~123<0  obliczamy miejsca zerowe funkcji kwadratowej
A=14*—4.9.(-123)=4624 »
VA =68 '
AR

xl
2a
S N
18 9
% b+VA
2 2a
—14 + 68
—_— =13 -
: 18 3 X

Rysujemy wykres funkcji f(x)=9x" +14x —123.
Odeczytujemny z wykresu argumenty, dla ktérych
funkecja przvjmuje wartosci niedodatnie:

vV ROWNANIA I NIEROWNOSCT KWADRATOWE

5
xE<—4—, 3).
9
Poniewaz x < {L 2.3. 4 5.6, T},ntrz}rmujem}f: -\23
xe{1, 2,3}, ’
Wyznaczamy liczby: r=17—x=7T-1=6, liczba 16
x=2.7—x=7-2=5, liczba 25
x=3%7-x=7-3=4, liczba 34



Sprawdzamy rozwiazanie nieréwnosci z warunkami zadania:
Dla liczba 16:

| +6 =7 — suma cyfr

16" = 256

256 <1156

Dla liczby 25:

24+ 5=7 — suma cyfr

25% = 625

625<1156

Dla liczby 34:

3 +4=7— suma cyfr

34 = 1156

1156 <1156

Odpowiedz: Szukane liczby to 16, 251 34,

ZADANIA DO ROZWIAZANIA

1. Odcinek dlugosci | m podzielono na dwie czesci w ten sposob, ze stosunek krot-
szej czesci tego odeinka do dluzszej jest rowny stosunkowi dluzszej czesci do dlu-
gosci calego odcinka, Oblicz w zeszycie dlugosc dluzszej czedci odeinka.

2.  Przekatne rombu o boku dlugosci 50 cm pozostaja w stosunku 3 : 4. lle wynosza
dlugosci tych przekatnych?

3. Pewien wielokat wypukly ma 104 przekatne. Oblicz w zeszycie, ile wierzcholkdw
ma ten wielokat.

4. W graniastoslupie prawidlowym czworokatnym wysokosc jest o 4 cm wieksza od
dlugosci krawedzi podstawy, a pole powierzchni calkowitej tego graniastoslupa
jest réwne 230 cm’. Oblicz w zeszycie wysokosé tego graniastoslupa.

Wskazowka: Pole powierzchni calkowitej graniastoslupa prawidlowego czworo-
katnego o krawedzi podstawy a i wysokosci h wyraza sie wzorem P = 2a* + 4abh.

5. Wyznacz liczbe, ktorej kwadrat jest o 1 mniejszy od jej dwukrotnosci.
6. Suma dwdch liczb wynosi 15, a ich iloczyn to 44. Wyznacz te liczby.

7. Dlugosé prostokatnego trawnika o polu 104 m? jest o 5 m wieksza od jego szero-
kosci. Podaj wymiary tego trawnika.

8. Roznica dlugosci przyprostokatnych tréjkata prostokatnego wynosi 31 cm, a dlu-
gosc jego przeciwprostokatnej to 41 cm. Oblicz w zeszycie dlugosci przyprosto-
katnych tego trojkata.

9. Oblicz w zeszycie, ile jest wielokatow wypuklych, w ktorych liczba przekatnych
jest mniejsza od liczby bokéw pomnozonej przez 3.
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10.

11.

13,

Maciek zapytany o to, ile ma lat, odpowiedzial: ,Jesli liczbe lat, jaka ukonczylem,
pomnozymy przez liczbe o 38 od niej mniejsza i do wyniku dodamy 360, to otrzy-
mamy liczbe ujemna”. Ile lat ma Maciek?

Suma dwoch prostopadlych bokow prostokata wynosi 7 cm. Wyznacz dlugosci

tvch bokow tak, aby pole tego prostokata bylo mniejsze od 10 em” i wieksze od
6 cm”,

. W pewnym graniastoslupie prawidlowym czworokatnym dlugosci krawedzi wy-

razaja sie liczbami naturalnymi. Ponadto wiadomo, ze dlugos¢ krawedzi bocznej
jest o 4 cm mniejsza od dlugosci krawedzi podstawy, a pole powierzchni calko-
witej tego graniastoslupa jest nie wieksze niz 70 cm®, Wyznacz dlugosci krawedzi
tego graniastoslupa.

Dwie drogi przecinaja sie pod katem prostym. Dwaj motocyklisci ruszyli ze skrzy-

; . o s g B e R .
zowania w tym samym momencie, jadac z predkosciami 54 -—;1[3 i 72 —-h—l, kazdy

inna droga. Po jakim czasie odleglos¢ mierzona miedzy nimi w linii prostej bedzie
wynosila co najmniej 60 km?

ZADANIA SPRAWDZAJACE

. A

Fa

:l‘.‘*.

Ln

Réwnanie x(x 4+ 2)7(x +1)=0ma
A. dwa rozwiazania dodatnie, B. dwa rozwiazania ujemne,
C. jedno rozwigzanie. D. dwa rozwiazania réznych znakow.

Wielokat wypukly, ktéry ma 20 przekatnych, to

A. siedmiokat. B. osmiokat. C. jedenastokat. D. dziesieciokat.
Roznica dlugosci przeciwprostokatnej i dluzszej przyprostokatnej trojkata pro-
stokatnego wynosi 1 ¢m, a roznica dlugosci przeciwprostokatne) i krotszej przy-
prostokatnej tego tréjkata jest rowna 8 cm. Dlugosé przeciwprostokatnej wynosi:
A. 1l cm B.12 cm C.13cm D. 14 cm

Suma kwadratéw dwach kolejnych liczb naturalnych wynosi 265. Szukane liczby to:
A:—111—12 B.—11112 C.11i12 D. 1211144

Zbiorem rozwiazan nierdwnosci x* —2x+ 220 jest zbidr:
A.[0, 2) B.(—o0, 0)U(2, )
C.{0, 2) D.R

Zbior pusty jest zbiorem rozwiazan nieréwnosci:
A.x* <0 B.10x* >0 C.—5x"—1>0 D.x’4+2x<-—1

V ROWNANIA I NIEROWNOSCT KWADRATOWE



7. Zhiérliﬂthrzedzialu(— 0; — ]I)U([l, x)je&tzbiurem rozwiazan nierownosci;
A (x—11)(x+11)>0 B.(11—x) <0
C.-3(11+x) <0 D.—(x+11)(x-11)<0

5. Suma dlugosci przekatnych rombu o polu réwnym 24 cm” wynosi 14 cm. Dlugo-
sci tych przekatnych sa rowne:
A.3cmidcem B.ocmi8cem C.12emi2em D.4cmilDcm

5.4. Zadania utrwalajgce

1*. RozwiaZ rownania w zeszycie.

a)16x* —33x=—2 b) —x* —36=15x
c)7x' —1=5x-2 d]{x+2}1+4=5{x+3}
X 1 2 x+5 x 1
e) =—,x=0, x=—— f) == X2l xe——
Ix4+2 x 3 x—2 2x4+1 2

2. RozwiaZ nierownosci w zeszycie.
a)x* <9x—8 b)x" —2x>-—30 c) 22 —28x+98<0
d)—4x*<0 e)x'-7x+1826 NO<(—x+3)(2x+1)

3. Oblicz w zeszycie sume pierwiastkow rownania.
a)x’ —3x+2=0 b)x'+4x+3=0 c)8x +6x-9=0 d)3r’ - x-4=0

4. Oblicz w zeszycie iloczyn pierwiastkow rownania.
a)x’ +3x—4=0 b) x* —5x +6=0
¢)3x* +13x - 10=0 d)10x* —37x+7=0
5. Rozwiaz rownania w zeszycie,
a) [3x- l}z - =1+2x
b) (x—3)" —(x—1)' =—(x—2)’
) 2(x—1)(x—2)=2(x+1)(2x—3)—5(x—1)
d) {.r-+ 3}1 —6:-::{::' - 1)1 - {r + 4}(1’ —4}
6. PRozwigz nierdwnosci w zeszycie,
a)(2x -3)(5-x)>0 b) (3x +2)° <7(3x+2)
) (3x—1) —4(2-x) <0 )27 —(x—6) <x* —(x+3)
7. “Wyznacz zbiér dodatnich rozwiazai nieréwnosci.

a}{}‘.x—l]124 b) x* —15< —2x

8. Podaj wszystkie liczby calkowite spelniajace nierownosc.
a)53x — 260> 2x° b) 2x(x—2)<x*+x
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9.

10.

1%

1%,

13.

Wyznacz wszystkie liczby pierwsze spelniajace nierownosc.
a) x’ —14x+13<0 b]lx{?nr)—?(?——xJED

Dane sa funkcje f(:.r) =—3x"—x+2 oraz g(.l:} =—3x+1. Oblicz w zeszycie
wspolrzedne punktow wspolnych tych funkji.

. Funkcje fi g okreslone s3 wzorami: f(x)=x"—8x oraz g(x)=2x+11. Wy-

znacz zbior argumentow x, dla ktérych funkcja f przyjmuje wartosci wieksze od
funkcji g.

Wskazéwka. Jesli wykres funkcji flezy powyzej wykresu funkgji g, to funkcja f
przyjmuje wartosci wieksze od funkgji g, czyli f{x)}g(r), x€D,,D,.

Funkcje f i gokreslonesg w'znramjf(x}: 2x* —10x + ?nrazg(x} =—x"—x+1.

Wyznacz zbiér argumentéw x, dla ktérych funkcja f przyjmuje wartosci nie-

mniejsze niz funkcja g.
W 2017 roku w pewnej fabryce produkowano 8000 aparatow telefonicznych
miesiecznie. W styczniu 2018 roku nastapil wzrost produkcji o pewien procent.
W lutym 2018 roku produkcja w tym zakladzie wzrosla o taki sam procent, jak
w styczniu, 1 do nastepnego miesiaca utrzymywala sie na tym samym poziomie,
Wiawcezas okazalo sie, ze w marcu 2018 roku wyprodukowano 9680 aparatow.
Oblicz w zeszycie, o ile procent wzrosla produkcja w styczniu.

14. Jezeli dlugosé jednego z bokéw kwadratu zwiekszymy dwukrotnie, a dlugo$é dru-

15.

16.

17.

18.

giego boku zmniejszymy o 2 cm, to otrzymamy prostokat o polu wiekszym od
pola tego kwadratu 012 cm®, Wyznacz dlugos¢ boku tego kwadratu.

W tréjkacie prostokatnym jedna z przyprostokatnych jest o 7 em dluzsza od dru-
giej i 0 1 cm krotsza od przeciwprostokatnej. Oblicz w zeszycie dlugosci bokow
tego trojkata.

Suma kwadratow trzech kolejnych liczb naturalnych wynosi 245. Wyznacz te
liczby.

Dlugosci przekatnych rombu réznia sie o 4 cm, a bok tego rombu ma dlugosé
10 cm. Oblicz w zeszycie dlugosci przekatnych.

Na rysunku przedstawiono projekt prosto-
katnego trawnika. Na jego srodku znmajdu-
je sie rabata kwiatowa o wymiarach 3 m na
2,5 m. Z kazdej strony rabaty jest pas trawy
o tej samej szerokosci. Oblicz w zeszycie sze-
rokos¢ tego pasa, wiedzac, ze powierzchnia

zajeta przez rabate to i powierzchni calego
trawnika.
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19.
20.

21,

22.

23.

Pd
&n

Rozloz liczbe 31 na takie dwa skladniki, keorych iloczyn wynosi 168.

Oblicz w zeszycie wspoélrzedne punktéow nalezacych do wykresu funkeji
y=x"+ 3x—5, ktérych rzedna jest o 3 wieksza od odcietej.

Réznica dlugosci przyprostokatnych tréjkata prostokatnego wynosi 2 dm, a prze-
ciwprostokatna tego tréjkata ma dlugosc 10 dm. Oblicz w zeszycie dlugosci przy-
prostokatnych.

Suma cyfr liczby dwucyfrowe] wynosi 5, a kwadrat tej liczby jest nie wiekszy niz
529. Wyznacz wszystkie liczby spelniajace ten warunek.

Dlugosci bokéw trojkata prostokatnego sa kolejnymi liczbami parzystymi. Wy-
znacz dlugosci bokdw tego trojkata.

. Na spotkanie do klubu szachowego przyszlo n oséb. Wszyscy obecni przywitali

sie poprzez uscisk dloni. Ile 0s6b uczestniczylo w spotkaniu, jesli liczba wszyst-
kich usciskéw dloni jest réwna 667

. W mlynie bylo x workéw maki, kazdy o masie x kg. Po sprzedaniu 50 workéow

okazalo sie, ze w mlynie pozostalo 975 kg maki. Ile kilograméw maki bylo poczat-
kowo w mlynie?

5.4, ZADANIA UTRWALAJACE
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ODPOWIEDZI

| LICZBY RZECZYWISTE

1.1. Zbiér liczb rzeczywistych i jego podzbiory

1.a) 6; 0; 4; 356, b) 6; 4; 356, ¢) —u;—g; —z;i. 2. 55 Ja0; 13 ‘E 3.d=+34, tak. 4. b=%=u,?5,

'? J
s EzI.IE?E, 5.\1‘175:4.690.,,#..4,?.mk.£ -_ E; —E; EE: E.E 7. liczby pierwsze: 11, 17, 101,
16 3N 45 T 25
liczby zlozone: 18, 111, 375, 1221.
'l':l' ':I_ L3 E .j_ '-1 x"
1 . I 1 1
liczby przeciwne: 4—; —3—; 0;1—; —1—,
| k- 51 &3 —
) 1 X
b) 45 3 ¢ =g T3
: 1.2 1 2
licz rzeciwne: —l—; 1 —; O ——: —,
bYP &3 2%

e peoi2 B b oe L opoyd s e g e ek Bt
2 3 2’8 8 2 2 2

10.a) - 6<—4<-3<-2<0<1<6<66,b)9>7>3>0>—4>-8>—-18>-19.
. . . 1 | 1
1. Poprawny wynik dzialania wynosi 4,66, 12, V2-5V2-1.13.2) E=ﬂ,l[3]', b l:=1.25. c) E=E,5,

| 4 1 a
3.a+&— ?.ﬂ' b= iy
1.2. Dzialania w zbiorze liczb wymiernych

La),c).2.b). 3 tak, 4, 477, 5. a) 164, b) 221, ¢) 80 000, d) 150, e) 150, f) 2600. 6. a), 7.4) 9822; 5710; 5228;
220(; 8112; 9302, b) 5228; 2200; 8112, ¢} 5710; 3365; 7075; 2200; 3555; 4215, d) 2511; 3555; 3069,

8. a) (40 —3)-5=185, b) (100 —4)-4 =384, ¢) 6-(1000—1) = 5994, d) 70-(50—1) = 3430, 9. a) 33, b) —40,
c)0,d} —21,e) 42, ) —4, g} 73, h) —69. 10. a) 170, b) —2940, c) —260, d) 4, ) —3,6, £} —6,25. 1L. a] 54,

b)—18,¢)=20,d) 10, e} =3, f) =130.12.2a) 0, b) 4i. ¢} =7 i* d) EHJ e)=2,1) -lﬂz, g) IEE. h) —GE,
4 14 12 8 15

e
i} H%u H'. 3]‘ T%n h]' -Iﬁs {:]' IJ%.I d] g-. 141- ﬂ:l 51131 h} —1.4; T.'J' _Iﬁiégf E” Iﬂ.ﬂfu 'E} 1.]5 ﬂ _jq;ﬁr E} _ﬂ|95+

Z5:1L.A.2.C.3.D. 4. A.5.A.6.B.

2 1 1
d) E_D'HL Mu—{}.{l}—a,b—ﬂ,ﬂi— 3

1 x 1
h) 17,64, 1) 134,4, j) —375, k) 1,2, 1) —30,9. 15, IE, 6. 1. 17.0,8. 18. —11,2°C. 19—-2,5. 20—0,5, 21, —IE,

1-11 _%- Hq_slq'r z-s-: ]r -ﬂﬂh 1-. D+ 31- C. l‘! B+ 5‘1- -ﬁh

1.3. Potega o wyktadniku calkowitym

PR 1 até
L a) 4% (=1,2)"; i] ; Izl]  b) 3+ [l] (=X (ab) 7, ©) (=230 li]‘; (=8)7, a*. 2. 2) 512,
a2 2 17

""—M;rﬂ':ﬁ}Ei-ﬂllli-ﬂl.ll,ﬁ}llﬁ.m 1,44, ) —lg,i.a}y'.hik“.c}a dir' el d, ) 1,8 at, h) b,

16 11 L4
4. 0,00032, 5. a) 5% (=2 (2,0)%, b) l%l : [—15;1] ; |1§] , €) % a¥; (200, ) (x— )™ b7 (=3P,

6. a=1,b=—1, "—""":%:n. 7.a) 9, b) 25, ¢) 100, d) 194. 8 30, 9. 3-10 *kg; 1,6726-10 " kg;

a—b
9,1095-10 kg . 10. 2%, 11. 2%, 12.a) 256, b) —729, ¢) 100,d) —1,¢) 128, 25, ) 64, h) 1,i) —12.13.a) 10,
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=3 =d
b 18, ¢} i, di 1, e 3, £ 21 L. 14. 16, 1:'».[—l <{=2)" <(=2)" ' <|—=] .16 50670,302.
25 9 16 | 2
17.a=1, b=—1, nie. 18, tak, P=3,6-100 em*’. Z8:1.B.2.C. 3. A. 4. D.5. A,
1.4. Pierwiastek arytmetyczny
5 13 j T 4 1 2

La)0; 7;10,2;09 — — 3—1-, bl 2; 4, —3; 0,5, —0,2; —; —; —1—. 2. a) 2, b] 16, c) 0,25,
6 14 3 6 9 6 3

d) E.E] 15,6 125, ) —8, h) ~]—.3.a}—-1-,hJ l,f}—I,d}Ié.d. Sf:m.S.ﬁ-:m.ﬁ.dl.T. a) 4, b) 6, ¢) 3,d) l—,
3 B 7 7 3 2

2

2 3 Ty
el s’ £ 5 g) 1, hl iy 1) IE. i) 3 kl—10,1)2.8.a) 9,b) 12,¢) 10.9.5.10. 2. 1L, al 6, b) 36, c) 0, d} =27.

12, prawda. 13.0,7. 14.2) 3, b} 12, ¢} 10, d) — 3. 15. 2) 24/3;: 323 74/2; 643 1842547 ; 10V5: 10047 0,545 ;
0,62, b) 335 36 339 642 s¥5; 643 647 1242, 16. 2) VB, b) ¥192, o) V72, d) Y300, ) 275,

ﬂ#—1u.g1q'l,_z.h};||_i'g.1':.3;:1.5.ma}zw’iqa,huw’iﬂ.c}—m--.r’_<:—3 d)9 < 90 <10,
J5 5J_ J_dj#— 14’_

e) -2 <-4 <1, -3<¥-10 <-2. 9.(10+245 ) em. 20, }— b) -,
Z5:1.B.2.D.3.A.4.C.5.D.6,B.

1.5. Dzialania w zbiorze liczb rzeczywistych

l.a)—1,689,b) —%. c) % d}1+1ﬁ“z.i 3.24.4.1,7.5.2) 12,b) 2,¢) —3,d) 21. 6.2) —E, h)—2.8.7.8.8.

16
ﬁ%. 9.al 5&%9&, bi 150%. 10, 72. 1.a < b. 12 g A3 a) 10, bl g 14%.28. Z5: 1. D. 2. A. 3. C. 4. B.

1.6. Os liczbowa i przedzialy liczbowe

= 8

* L
L.a) 4 =3 =2 -1 @ 1 2 3 4 5 X
i t 4 -
b} —4 =5 -2 e a 1 2 3 4 B X
- L - + L - } -
cl =4 -3 -2 =1 Q o 2 3 4 B X
g & - -8 u - . . - s I
d) —d =3 =2 ik a 1 2 3 4 5 X
cpg, —15) T =3 -
2.a)(—o0, —1,5) Tl c}l—sl.m] o 2
1 — 1 3 ?
b) | —n0, z~-) 0 2 1 i L
2 2 di{=, 0] 01
4 a

3.3)(=2,6, oc), b)(—nc, 3%},1:}{2. 00), d) (=, §> 4.np.:al1;2;3,b)=2;0; 1,c) =5;—4;=-3,d) -3;

0 5.
5.a8)—-3<x<2 ] b diz>1 o et
-3 a 2 0 1
R
sl .;:l. e}le_iil 0 3
) : 2
c)-1<x<4_[ . |
=% 8 4 Av2<x<4 5 e
iy g . = [
ﬁ\.ﬂ][ 5 a N 4} 3 1 h][z_! "'"-"} o 2
L l\--1|- | L
7.a) = 1 : ¢} 8. ;
& - | -
= 0 % :
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222

%.0){0, 3)N(~2 2)=(0,2) . S X

b) (=00, 2N(1, 5) ={1, 2) O S
#] 1 2 3

4 5 X

¢} (-2, 4)N(=3, 6) =(-2, 4)
=3-2-10 123 45 86X

d) (~00, —1)A(=1, 00} ={~1} -1 : g

10.2) (—2, 4)U(1, 6) =(-2,6)

A2 0 1F 3 456X

g 1 F 3 A 5 &6 T X

¢)(—o0, —1)U(-3,0)=(-00, n}m
D=, 201,00 = «

] X
—
11. 2) (~00, 5)U(7, 50) -1012345678X

b)(—5, —2,5)U(0, m]_.__:.

¢) (—-:::r, VZ)U(4,5; ) _T'“:’

d) (—4, 2)U(3, 5)

4321'312:1‘5}(
12.a2)7,5,b) 0,¢) 20,d) 4.13.2) -7, 7, b) 0, ¢} — hlr E'J- 2, d) nie ma rozwigzania. 14. a]|x1{3 h]'lxi*:\r

o) |x|>2, jl‘ti}‘r

i _J .
15.3J<3.32~J’_) 7 "

1 1 B 2

h}[um, ul-]u[l-, o) 41 1% X
e . 0
c) (=00, —5)U{5, o0) x - ¥

= L

d*) (-7, 3) —

Z85:1.A.2.C.LE. 4D,

X

[ =

1.7. Wiasnosci potegowania i pierwiastkowania w sytuacjach praktycznych
L9180 zl. 2,9%. 3, 44 152,52 21, 4152,52 zl. 4, 4000 zl. 5. lokate A. 6. 2 min. 7, 26 458,98 1. 8. | rok. 9. I'%.
10. 7,9%. 11 12,5 g. 12. 3072 gramy. 13. 18 godzin. Z8:1.C.2.D.3.C. 4. B.

1.8. Zadania utrwalajace
La)2;3;4;9,b)2:3;4:5;:10,¢) 2; 3;4,d) 2; 3; 4;5;9; 10. 2.2* - 3% .5,

LInt142n+34+2n+542m+7=8n+16=8n+2)neN. 4. %%% 5.9{1.4"_{1[:- 6.2a) 27, b) 12,

c)—2. ‘I Bz 9. —~;?—3 10. 8. 11.a) —8, b} 4,¢) —27, dl—-.e]lﬁﬁ 12.2)2°,b) 2,¢) 27,d) 2%, 13.2,3-10",

1 13 11
. 155* 16.2) 12;0,3; 5 b) 6~ 3; 0,5 - 9;-5.m-.}F,bl—z.mn}?ﬂs#’i;w’_;mﬂ
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0,5v5,b) 3366425351242, 19.2) % b) E‘E ¢)33/3.20.3) 5,4, b) 31, ¢) -80, d) 3. 21. 80%. 22. 10,

| i
23.a){—1, 3) 1 ; - (0, 4) o 4
= 1 a2t ool T2 -
h} '['_31- 2} 2 5 - E| DD] 4] 2%

24.8) (=00, 2)U, oc) = R S

0590000 =0, oo —

B X

c) :_51 U}U{—-l, 5} ={_5' 5} -

X

-5 =140 5X

d) {_3’ 0) U(— 4, _2} :|[—4r 0) -

—if -2 0 X

25.8) (~4, (2, ) = o S L

=7 -2 0 2X

oo, — 3t 3= (s, —y I

—4 -3 X

POETTTUDINE —

=3 =1 X

33 3

blx=-25lbx=25" 35 ° = 0 1 - T
ﬂR_{ﬂ}—i'i L

| N | | L
26.a)xe{ —3—, 33— 1 0 1
3 3

d) brak rozwiazania.
27." bank A. 28. 4%, 29. 2025,10 zl.

Il WYRAZENIA ALGEBRAICZNE

2.1. Wzory skréconego mnozenia

—d
La)2x+4,b){a+b) 1,054, d)(x+ y)(x —y}.d{f , ) .2.2)3x+5y—3,b)2a+3d",c) 54’ — 2a+2,

d) 6y—2xy. 3. a) —21x+6, b) 10a" —2ab, ¢) 3x* +7x—6, d) 52" +6,5a—2. 4. a) 1+2a+d’,
bl 4x* + 2Bx +49, ¢} a® + 10a’b + 25a%, d) 0,01a" + dab -+ 4006, &) x* + 257 + &', ) 16y° +E\Exy+1x'.

5. a) y'—16y+64, b) 100 -20x+x*, c) 225—60b+ 4b*, d) %r’—#:y-t—.i-l‘iyl. &) 5 4uf5a-t 4.
) 3a* — 63/ 2ab + 6b°. 6. ) u’—l.hl%—b“,c}?f—d, d) 0,36 —1004*, &) 16 —a’, ) 49y* — 2547,

7.a)a* +2v3a+3,b) »* —%x‘.c}?-hﬁa+ 4a',d) 4" +122°b +-90*, €) 25x* — 4, ﬂ5§+1ib+ib'.

8.2)9+4+/5,b) 19+ 8v3,0)15— 411, d) 9—6v/2, €} 110+ 602, ) 74— 403/3.9.2) 31, b) —11,¢) 4, d) 30.
10. a) (a+5), b) (3a+28), ¢ (c+6)(c—6), d) (b—8)’, ) (10a—4b), ) (9c—11d)(9c+11d). 1.

a) [.t+3]l. b) (2a+3b), ¢) (a=3)", d) {ﬁywl}z. e) (12—2b), 0 (5x+0,1y). 12. a) (y—x)(y+x),

b) (a—11)(a+11), ¢ Ea—%]{%u-%l. d) (Bx—14y)(Bx+14y), e (0,2-10y)(0,2+10y),
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f) (ab —0,3a)(ab+0,3a).

13.a) (2x—3) =4x* —12x+9,b) (7x +1) =492 +14x+1, ¢) (5x+2)(5x— 2) =252 —4.
14.(2n—1)(2n+1)=4n" —1.Z8:1.C.2.B. 3. A. 4.D,

2.2. Dodawanie i odejmowanie wyrazen algebraicznych

La)3a,b)—1,5a+4b,c}1—2b,d) x* —3x+4,e) =% +6b+2, N2 +1,p) 2b—2a—2,h) 2x* —2x4-3.
2. a)d4x4+4;=2,b)8x+14; 2, c) 2x* +x—1;2,d) 3x* +2,5; 9,25, &) 2x* —2x;7.5. 3. a) 9x* —3x+2,3,

b)—4y+13,c)x*+0,1,d) -2y —6y+9,e) —24x* —17x +1, ) x* = 2x 4+ 2.
4.a) 2a’ +28a+100,b) 2a’ —16a+34,¢) 7,d) 2a+3,e}12a— 48, ) 19.5.18n +2. 6.a) x* +6,b) 1 -3y,

) x* +15.7.34° -2.—12,& a) ¥ +4xy +4y%; II&. b) 2xy —x; —%. ) —10xy; 10.9. 1,1 > 0. 10, 4x —5;
3.1L.10x +25;105 cm®. 12. kwadrat o4 cm®. Z8: 1. C. 2. A. 3. D. 4. B.

2.3. Przeksztaicanie wyrazen algebraicznych

L a) 3x—21, b) —8x*+4x*y—2x"z, c) 10a* —6ab—2ac, d) -l%x1+x’—%x. e) Iab+br—§-nc,

fl3x+4y—8z.2.a)—a+13,b)—0,5ab +?.c}—2%xj,d}l —2,5xy—4x.3a)2x" + 2x* —4x,b) x? —Tx—6,
c) 12a+12a° +30°, d) 5b—5b. 4. a) 3y +2xy—x%, b) —x* =%y =57, o) —=x*+2Ixy* -2y + y*,
d) —1,5xy.5.a) 2x* —2x—2; —14,b) —2; =2, ¢} 4a* —3,5; 21,5, d) 22; 0,25. 6. 10a + 10b, 6a* + 1 3ab + 6b°.
7.10x* +32x+26. 8. a) 2x+4y, b)a+2b+ 3¢, c) 2a+2b. 9. a) —2bc, b) 2ab + 2ac + 2ke. 10. a) 3+2+2,
b) N2, 0015 +44/2,d) 1,5.11. 2, jest to liczba parzysta. 1. 2n—4n* 4 1. Z8.:1.C.2.D. 3. B. 4. A,

2.4. Wylgczanie wspdinego czynnika poza nawias

|

L a) 2(x+2), b) 0,3(x—2z), c) —4a(2-3b), d) 2ab{142ab+3a%’), ) E[r+3xj-4j],
10,5a(a +10a* +a+10).2%.a)(x+ y)(3x+2),b)3" (14 3x +9y),c)(a+1)(2—3b),d)5* (25a + 5b+ ).
3.a) 12(a+2b); 24, b) 1,5(a* —4); 0, c) 3(a + 3b— 2c); 4,5. 4. a) 0,1(—8x + 6b—5), b) -:—;xl:dx—l_v+1f:}.

) abe(3 —2a-+b), d) ~27xy(1 -3y +9x'y?). 5.2) 3x (42 + 22+ 3y), b) i{ab+3a—3ﬁ'}.
c)0,2a(1—2a—3a"), d) ~7(3x"y* — 2xy +1). 6. a) Bab’c® —4abc® + 2b'c, b) 4abc —2ac + b,

c) 2a’bc —a’c +0,5ab; 4abc — 2ac+b. 7. a) 5a +4b — 3¢, b) 5x* —10xy+5y",¢) ,d) 0. ZS: 1. B. 2. A. 3. C.
2.5 Zadania utrwalajace

L a) 2,25+3x+x, b) sz—Er—I—lE, c) 17,64 —42y+25y°, d) 5%+lﬂy+lﬁy*, e) 1,21x* —0,01,

f)«* —%J-.a,'l ¥ —=2x41,b) y' —4,c)4,84 +4,4x + 2%, d) y' —3,2y+2,56,e)9x" —16x°,£) ' + 14y +49.

3. a) 31, b) 60—14v11, ¢) 12+6v/3, d) 30—12v6, ) 98, f) 750 +500v/2. 4. a) 2452+ 2635, b) x*
) —20x" —d4x+8,d) 1005 y* +100. 5.a" — 200+ 44; BB, 6. 40n. 7. 2n—12n+1, 2n+ 3 - trzy kolejne licz-
by naturalne nieparzyste, 120" +12n+11. 8, n, n+1l - dwie kolejne liczhy calkowite,
n(n+1)+(n+1)=rn +2n+1=(n+1).9.-3<0.10.L =0’ +6a—4,P=a* +-6a—4,L=P.

1La)17 —=3x+3y,b)17ab+15,¢)5x" =5y —2xy,d) —Bx—12x" 12.a) 6x" —x* —x*,b) da’ —d4x? —9x+ 9,
¢) 8c+8c* +2¢, d) 729p9 +81pq’ — 81p%g — 9p’¢". 13, a) 20, b) —13x%, ¢) 3a+3, d) —3a. 14. a) x+/3 —6,

b) —9x +9xv/3, ¢) —6x\3+9, d) 3. 15, dn+1. 16. a) 5x(Sy—1), b) %{x +3y), €) —9a(2a—b),

d) 0,5(14a’b+7a* —1), e) %:{5:}—3}-:}. f) ab(a’¥’ —a’¥ —ab+1). 17. ) 0,1x(—11yz +22y—33z),

b) —x(1,1yz— 2,2y +3,3z), np. 1,1x, ~ L,ix. 18.2) —1,3x(4+ 22— 3y), b} 11a( 2— 4a+ ). 19. ) 2a(a + 2b};
568, b) 5(a—3b); —50. 20. 2" +7a’b +Tab’ + 2b".
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11l ROWNANIA | NIEROWNOSCI LINIOWE

3.1. Réwnania rownowazne
1.a) 2, b) 0, c) —10, d} 9. 2. a) nie spelnia, b) spelnia, c) spelnia, d) nie spelnia. 3.aif,bic, die 4.a) 3,

d} %_]-‘—1,3=5; 39.6.a)4,b) 13,5,¢) 0,5,d) 3,2, ¢} 5%, —3.28:1.D.2.A.3,B.4.C,

3.2. Rozwiazywanie rownan pierwszego stopnia z jedna niewiadoma

L. a) —4, b) réwnanie sprzeczne, ¢) — -::. d) 2, e) 1, f) réwnanie tozsamosciowe, g) —1,5, h) —17. 2. a) 12,

43 J_ W2.5.4) 1,

b) 4,8,c)—2,d)—1,e}0,5,f) 3,6.3.a) 33,b) —1,¢) —0,5,d) 11. 4. a) -u'rg b} T ¢) —, d)

b) —0,5,c) 2,d) 0,1. 6. Maja: 35 zl, Agara: 105 zl. 7. pierwsze naczynie: 48 |, drugie Il.lczyme. 24 .
B.za 19 lat. 9. za 2 lata, 10, 9,81 zl. 1L 32, 12, 6,25 kg. 13. 200, 250, 280, 240, 14. 34 21, 36 2. Z5: 1. D, 2. C,
JA 4D,

3.3. Nierownosci rownowazne
1. a) nie, b) tak, c) tak.

2.a)

: ) ) :
0 -25 X -1.56 0 X

b) [ d) | s
L8] 7 X 28 0O X

3, a) x<2,b) 12-3%. c)x<13,25,dx>-23.4.a)x<3,b)x>6,¢) x>-35d) x<12,e) x <—6,

Nx>10.5.a) x+4<11;x<7,b) y—15>3; y>18,¢c) 2z }ﬂ;z}n.d}::‘-r-c:{l;r < 0.

&) 226 - — & x<~7 % 5%
b x>1- i— X e)x>3 31‘ %
c)x <9 . 53 fx21-——t X
7.2)x <3 : +—r x€(-00,3)

b“}qﬁ i ;J:E[-l,+m]

c) x <300 0 300 X x&(-ca,0)

d) x >32 ; - v IE{31.+DE}

Z5:1.C.2.C.3.B. 4. A

3.4. Rozwigzywanie nieréwnosci pierwszego stopnia z jedna niewiadomga
La)x>—4,b)x<155,¢c)x<41,d)x<6,e)x >—8,5,f) x < 1. 2.a) nierébwnosé sprzeczna, b) nieréwnosé
tozsamosciowa, ¢) nierdwnost tozsamosciowa, d) nierdwnodé tozsamosdciowa, e) nierdwnosé sprzeczna,
f) nierdwnoéé tozsamosciowa.

- % L
Ja)x>—8 = . - d) x <0,2 : R
blx=0 * - e)jx>-2,5 . -
0 1X -25 0 X
x<2 - Ax<é —_—
= 0 2 X = 0 6 X
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4.a)x€E

_l-i-,-i-m], b) x €(—00,1), ¢) x€(—20,9), d) x£(30,+00), ) x € {-ﬁ,+m},ﬂ x €(—0a,18).

5.)x<—2,b)x<2,¢)x< -i-,d}xz 4.6.0.7.—~4.8. 12. 9. co najwyzej 3. 10. co najmniej 9. 1. po 12.

12. wyisze niz 10%. 13. 400 lub 621. 14. co najwyzej: 5 monet po 1 zl, 12 monet po 2 zl. 15, 78. 16. 3 cm
il0cmlub2emi9em,lublocmi8em. Z8:1.D.2.D.3.C. 4. A.

3.5. Zadania utrwalajace

La)3,b)—0,5¢)4,d) 1,25,¢) 2,1 5.2.a) 2, b) 4,¢)7,d)—34/3.3.-2,5.4. 16.5. 1 cm. 6. Ia - 27, Tb - 29,
Ie-26,1d-30,7.250021. 8. 2521, 40 2. 9. 2000 21. 10, 20 kg. 1L a) x >0, bl x >8,c) x < —8,d) x <—2,4,
e)x>-3,125)x<6.12.x<7.

< i L . . | -
alx<7 . = blx>=15 3 T8 o
14.x<(7,15),np. 8,10, 11.15.x < 4,2) 0, 1,2, 3,b) 8, ¢} 5.16. x > 25, x <30; 5.
17.x> -7, x<4,25; 11, — =
= 425 X

18. celujaca. 19. wiecej niz 44 lata. 20. po wiecej niz 15 cm.

IV FUNKCJE

4.1. Pojecie funkcji i sposoby jej okreslania
L a) jest, b) nie jest, c) jest, d) nie jest. 2. ¢) poniewaz elementowi 5 nie przyporzadkowano zadnej liczby.
3. a) np. kazdej liczbie rzeczywistej przyporzadkowano jej druga potege, kazdej liczbie calkowitej przypo-
rzadkowano jej wartos¢ bezwzgledng, kazdej liczbie naturalnej przyporzadkowano liczbe dwa razy wiek-
sza, b] np. kazdej liczbie naturalnej nieparzystej mniejszej od 10 przyporzadkowano jej dzielniki, kazdemu
nauczycielowi przyporzadkowano klase, w krorej uczy, kazdej planecie przvporzadkowano jej ksiezyc,

4 y=x D, =1-3, -2, -1,0,1,2,31,ZW =10, 1,4, 9}

Xl x| 3 ||V 2]3
rl 9 4 ! 0|1 [4]9

5'1 H}_'I.|'= .-'1.'+ 2-: D.F: !_-2, _llﬂp 1. 3},EW= iﬂ. I-r 2. 31 5}: b}‘y= 3‘-‘:; Df: FIrli -3| 4| -5|- E‘};
ZW =1{3,6,9,12, 15, 18}.

6.a) i
g | =7]|=6]=5| =% =3|=2] = i :
y | x|l 6| 5] 4|3 |%]| 1 . 5

L 4

. 3

. 2

.1
76-5-4-3-2-1, 1x
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A
b) 2|4 : ;
1 2 3 4 5 6 7 8 9 1| e . .
Ar———————fffe————————aff—i
¥ 1 2 0 1 2 0 1 2 0 1.1 123456789%

8.a)
| —g =23l 2| =11 |&]|3| %] 5
¥ 1 e, | 3 o B I

b) 9, c) nie, d) 1,e) dla —3i5.
9.2) —9,b) -%. c)1,d) 7, E}E,ﬂﬁgi

10, A = {_4| _?}:B= {Il _l}r L= {51' ELD: {?,4},5: [31 DLF: {_?J _lnj'
.D,= {—4,—3,0,1,4}, ZW =12, 3, 5

¥
- b L]
4
3aM
E 2] w»
1
. ¥
—d—ﬂ—i—];l 1 2 3 4X 4 -
3 .
2 ]
12. 1
¥ =§ =& | =4 -2 | 2 4 8 —B—T—&—E—;ﬂ-—E—'E—J_.'l 1 2 3 & & &.;!'_
1 . -2
j=51+l =X |==2 | =1| @ | 2|54 ] -3

13. a) nie jest, b) jest, ¢) jest, d) nie jest. ZS:1.B.2.D.3.B. 4. D.

5.
o] Pal
wlz|o|R
G|R|APF I G
u E u
N D M
wiy|klr|E|s]| |z E
c I N
k] N T
T|a|B|E|L|K]|A
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4.2. Dziedzina, wartosc funkcji i miejsca zerowe
La)D, =R,b)D,=R,c) D, =R -{-1, 1}.d]lﬂf={l. x}.e]ﬂ_r =R—{D},ﬂﬂ;=ﬂ.

2.3) ZW=1{-1,0,1,2, 3} el ZwW=R
ol =g | o o E 2| 23 ¥ | = | 0] £ | 2| 3
y 3 2 1 0 1 ¥ 3 2 1 0 | . —
¥
» 3
29

b} ZW = |..., —3,—2,—1,0, 1, 2] d) ZW = (_3} 5}
x| g | £ | £| 51| 4 £ | |0 1]z #
2 1 0 i -
Y 1| =2 » | 4| 2|1 ]|0|_3
b t
i1 » 4
] 2 3 4 5 6X 3
= | ™

—d - e 1 283 4 5 X

3.a) b}

|
=

§-5-4-3-2<] ] 1 23 4 5 66X 1.2 3 4 § 64X

li.fl:—i'-}= I],f(i]:—Lf{Sj:D,s. al x=1, h]'.t':l%,r:—l%. fa)x=2,x=8bix=4.7.2) x=0,

x=23,x=35,b)x=—4,c) brak miejsc zerowych,d} x=—3,x=18.a)x=-3,b)x=-2,x=2%a)x =12,
b) x=2, x=—/2, ) x=—3,5, d x =2, e}r=3—§~, ﬂxz;%. 10. a) nieskonczenie wiele, b) f(—3)=4,
flo)=3,c) x=-5.
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1L a} cl

0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
¥ ¥ | 4 | 5|0 y | v 2|3]4]|s
b)
! 2 3 4
¥ 0 1 0 3

12. 8) nie; b) y:lu,c};.c:;d}x:a. ZS:1.A.2.B.3.B.4.C,

4.3. Odczytywanie wlasnosci funkcji z wykresu. Dziedzina funkcji, zbior wartosci i
monotonicznosé funkcji

La)D,=(—4, 3),b) D, =(-7, 6). 2.2) ZW = (-2, 4),b) ZW = (-2, ). 3. D, = {—5,—3,-2,2,3,
4, ZW = (=3, =2, 0, 2, 3}. 4. a) D, =(-5, 5), ZW =(3, 4), b) D, =(-2, o), ZW =(-8, ),
) Dy={-5 —4, =3, =2, =1,0,1,2,3,4,5, ZW={-1,0,1}, d D,=(-8 —5)uU(-3, 5;
ZW =(-4,6) .

5. a) funkcja malejaca, b) funkcia rosnaca, ¢l funkcja stala, d) funkeja malejgca, 6. a) (1, 4, b) [ —og, -3:1
i(~2, 1).7.4) (2, 4),b) (o0, 1). 8 a) [—oc, —1}i(2, o), b} (2, 4). 9.a) (1, 3),b) (=5, —4)i (-2, 1),
|:]I<—4, —1}‘ 10.a) D, =R, b) ZW =l:—-:!¢, 4}, c} funkcja rosnaca w kazdym z przedzialow: | —oc, —4}

i{— 1, _‘-}, funkcja malejaca w kazdym z przedzialow: \':—4. —I} i<3, :I.v}. Z5:1LD.2.C. 3B . 4.D.

4.4. Odczytywanie wlasnosci funkeji z wykresu — ciag dalszy

L. a} miejsce zerowe: —3 i 3, wartosci dodatnie dla argumentow 0 i 1, wartosci ujemne dla argumentow
—51i 2, b} miejsce zerowe: —5, —2, 2, wartosci dodatnie dla x€(—5, —2}i x£(2, 6), wartosci ujemne
dla x E{—-:Ic-, —5] ixEl{—I, 1}, c} miejsce zerowe: 0, wartosci dodarnie dla argumentow: —3, —2, —1,
wartosci ujemne dla argumentow: 1,2, 3. 2.a) x€ (=1, 00}, bl x € (~7, =3}, x€ (5, 8).3.a) x€(~00, 2),
b) x&(—00, —2)U(2, 6).

4.a) np.: b) np.:
¥ vk
8 4
7 - -
=S =4 =3=2-1 1X
[ =L
5
4
5
-
1
-11 1 23 4 5H & TX

5.a)x€ (-2, 2),blx (-, —2).6a)x€(~1, 1),b)xe (-6, ~2)U(2, 7).7.x (-2, 0JU(0, 1)U(3, 4).
8. a) wartosc najwieksza: 4, wartosé naymniejsza: nie istnigje, b) wartosé najwieksza: 8, wartosé najmniej-
sza: 0, 9. a) wartos¢ najwieksza: 3 dla x € (:—], E}U{E}, wartos¢ najmniejsza; —3 dla x =6, b) wartosc
najwieksza: 3 dla x = —2, wartosé najmniejsza; —4 dlax=8.10.a) y=3,b) y=1,cl y=3,

ILa) np.:
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bl np.: ¢l np.:

R W B o =3 00 w0

- ¥
e

D, = {_.x_ - []u{-:], 1},2".\'-‘-" - {—:::, l}L.I{I}. miejsce Zerowe: ;’ 4
5 -4 =3 =

1 |
I“-—_—IE, wartosci dodatnie dla rEI—lE, —I}LJ('D, 2:}, wartosci ujemne

dla xe

=
-2
—r, — !%], funkcja rosnacadlax € f:—::::u — 1}. tunkcja stala dla ::
K -

X< {[.‘r. 1}4 wartosé najwieksza y=2 dlax £ {ﬂ, 1}, wartose najmniejsza
nie istnieje.

13 a) ﬂ_r={—6,5}. EW:(:-—S.E), miejsca zerowe: x=-—5, x=1, I=3%, wartosci dodatnie dla

re (-5, I}U[E%. 5] , wartosci ujemne dla x € (—ﬁ. ~5) L.I[l. 3% , funkcja rosnaca w kazdym z prze-

dzialdw: {—E. -4}i {l 5}, funkcja malejaca w kazdym z przedzialow: (—4. —3} i {-I. 1}r funkcja stala

W pmdziale:{—j, — l;'l. wartos¢ najwieksza y=>5 dla x = —4, wartoéé naymniejsza y=—35 dla x=—6,
blD, = {-15,5} F oW = (—3. 1?, miejsca zerowe; x =0, x =3, x =5, wartosci dodatnie dla x € [ﬂ, .‘-}J Wir-
tosci ujemne dla x € (—6, 0)U(3, 5), funkcja rosnaca w kazdym z przedzialow: (-*L - 3}. {— 1, 2) i{-i. 5),
funkcia malejaca w kazdym z przedzialow: (—ﬁ, — 4} i{..'-".JI 4}, funkcja stala w P]Iedziaie{ -3, - l}, Wartose
najwicksza y =2 dla x = 2, wartos¢ najmniejsza y=—-3dlax=—4.Z58:1.D. 2. B. 3. D. 4. C,

4.5. Przesuwanie wykresow funkcji
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2.a)[o, —4|,b)(7, 0}, ¢) 0, 5}, d)|—s, 0].

3.a)

4. a) [0,9], b) [13,0], &) [-7,0} &) 10, =8| 5 @) y=f(x)-2, b} y=F(x—9), O y=flx)+7,
dl}=f[x+t1}.ﬁ,nl:-l'=f(.t-5}.h]_}r=f(x+xﬁ].c}_v=_f{x]+'lﬁ.d}y=f{x]-1%__

7.a)
v
3

2
1

=1
=1

cl

o

- . O - o T~ R

—1-

1 2 3 8 6 6 7X

‘\.534.;

b)
Vo
E e .
4 -3-2-1, 7 N4 5 &X
d)
¥l
1“
N 2%

b)
¥i
3

2
1

2 3 4 56 6

—fn
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4,

1 2 3 4%

Bix=—11x)

6. y=—f[{-x).

b}

¥i

B

: \
4

j:%K:j

F- |
_1xf3 5 bX

b}
¥
5
i A
K 1
2
1
~4-33x2 AN 1 3 4X
hix)y=H—x)
b}
¥
Fi |

=f1=x}
8
¥
B
fxi &
3
2 <fiz—1
-5 -4 -3-73L 1 2 3 46 &X
-2
-3
-
: 5
_ﬁj;:l

CDPOWIEDZI

233



9.a) y=—f[x—3)

i

4 it fix—3)

2

1
3231244356 X

=

- ot | e

Z5:1,B.2B.3.D.4.D.

4.7. Funkcja liniowa i jej wtasnosci

Lala=4,b= -9,hln=%,b=%.c}u= 1,b=5,d}ﬂ=ﬂ.ﬁ=ﬂ.e}n=ﬂ,bzi-,ﬂn:i,ﬁ:ﬂ.
2.2) fix) = 3x + 5,b) fix) = V3, &) flx) = 0,2, d) flx) = 0, €) flx) = §x+§1 0 fix) = Vaxr+245.

3.g(x), h(x). 4.2) x=—3,5, b) brak, ) x=0,5, d) x =0, ¢) rz]%, fxeR.

5.2)os X:(2,0),08 Y:(0,4), b)os X:brak, os Y- (0, —=2), clos X: (3,0), of Y- (0, —3),
v ¥ Vi
\& 1 3
s 54-5-2-1.1 123 4 B X i /
al | Rr=2rid 2 e "
s3-03 42/ 8 5
1 =1
2|1 A\3 4 5x :2 y g
=2 —d4
= -5
=
-5
d) od X: (0, 0), o4 Y: (0, 0), el od X: (6,0), af ¥: (0, —3), £l of X: (0,0, of Y: (0, 0).
¥ W
5 11
ol Iy 2 Hot-g-2-1 | 1 2 3 4
gl y
2 =
6
i = ¥ xg
- = -4
21 1 2% &
3
—id
-5
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6, a} —5, funkcja rosnaca, b) —1, funkcja malejaca, c) 2, funkcja malejaca.

‘r:vll 'rE"J 'r;
4 A
3 3
2
y=—20-2\ | IYE_I
-4-_3-:-11 ix -4-3-2-5_;1“ 4821, 1 23 4 5x
: - <
-3 3
-4 4
il

T.a) fix)=3x+2,b) fix)==x+1,¢c) lx)=—1.8 fix) = 4x-8.%a) g{x}z-ix+l%.h]g[x}=x+ 5

clglx)=2x4+6.10.b=5.1Lala=3,bla=—10,¢) a=—6,

12, a} wartosci dodamnie: x €(2, 0o}, b) wartosci dodarnie: x&(—00, 6], wartosci ujem-
wartosci uiemneerI{—m, E], ne; xEI[ﬁ, m},
1.;1 EJ
it \i
5 £ I
4 ﬂxj-—§x+1
3 1
2 Jix)3x—5 10/ O DO DA DO SN B R O -
: -'?-E:-E-&-3-E-.‘n_1 1 23 4 56 6
_1.1 - 7% ¢4 ¢} wartosei dodarnie: nie przyimuje, wartosci ujem-
-2 ne; xR,
-3 ¥
4 1
=3 —4—3—2—1_1 i S s .
L
5 -2
7 g

4
2 1 . .
thalx=2,b) f[w;]: 4,c)x=-— lg.d} funkcja malejaca,

14ia1n§x:[%. [}],n§ Y:(0, —2),

1
b} Vi c) A, d) xe|—og, —].
5 2
4
3
7 j’tﬁl}r—l
1
—1_1/ 1 2.%%
-2
5
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5.1 y= %x +2,8) x=—4,b) (0, 2),c) x€(—4, 0 ); II. y=3,a) brak, b) (0, 3),c) ¥ R.
16. a) fix): x= 6, glxk: x=—3,b} (3, —3), ") 13,57,

i

12345-5?.;

Z5:1,B.LC. 3 B. 4B 5 C 6B 7.D.RAYC

4.8. Wykres funkcji kwadratowe|
La)7,b) 1,¢) 2,3, d) 51. el —1,0 43, 2. a) f(x) =8+, b) f(x) =—3%xi. o flx)=2,5¢% d) flx) = —6x7,
e) flx)=x3.a) flx)=x"b) flx)=—=3x",¢) flx)=42",d) flx)=—4x",

d.a=2
e | 0 02| 2 | 2 1 | o7
3
y 0 05 008 33 g | 2 | 098
5.a) b) c)
¥ vl ¥
5 1 1
* 4-3 -5 T TG 3 X
3 i -
2 ~2 2
-3 -3
it s = i
-2 —1_1 1 22X & &

d)

Ll S

S$-4-3-2-1 | 1234 5 X

6. 1) do géry, b) do dolu, ¢} do dohu, d) do gory. 7. flx)=—3x". 8 A=(—1,4), B=(2,16), C ={ﬁ,s),
D=(3,36) lub D= (—3,36), E nie istnieje, F =(10,400) lub F = (—10,400), 9. K = (-2,4), flx) ="

10. 1. a) x, =0, b} (0,0}, ¢) nie przyimuje, d) najwieksza 0, najmniejszej nie przyimuje, f(x)= n%.r’;

I a) x, =0, b) (0,0, ¢} x € R — {0}, d) najwigkszej nie przyimuje, najmniejsza 0, f(x) = 2x*. 11 a) ramio-

na paraboli do dolu, miejsce zerowe 0, rosngca w -—m,ﬂ}. malejaca w é[.‘r,+m EW = -—r:-:.[.‘r}. b} ramio-

na paraboli do gory, miejsce zerowe 0, rosnaca w l],-I—m.-}, malejaca w

—00,0), ZW = (0,+). 12. ) tak,

b) f(4) =—48,c)dla x= 2 lub dla x = —2. 13. a) (I:],+::c}, b)(~0c,0). 1. np. flx) =5x".Z5:1.C. 2. A.

3.D.4.B.5.B.
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4.9, Funkcja kwadratowa w postaci ogolnej, kanonicznej i iloczynowej
Czesc pierwsza
Ld}ﬂl:l,b:iu‘.’:l, h:'ﬂ: '—g,b=lpf=ﬂ, ﬂ}ﬂ=:§,b=ﬂ.ﬁ'=3. d}ﬂ:ﬂ,qrb:lij.l‘::"ﬂll.

2 a) flx)=3x*-12x, b} flx)==3"+2x, ¢) flx}=2,3x"-0,7, d) f{x}:%ﬂ 3.a) y=(x-1)" +2,

1 i
3 1

4.8) y=x* +4x45,b) y=2x* —8x +5,¢c) y=-3? -.’!ﬂx—??.d]_v=—%x’ —d4x +2.
1

S5a)ly=x'+2x+4,a=1Lb=2c=4, bl y=2"—8x+2La=1,b=—8 ¢c=11,¢) j:—ﬁr*‘—ﬁr—i.

a=—6, b=—8, c=—%, d) y=—0,1x* 4 0,04x — 0,004, a=—0,1, b=0,04, c=—0,004. 6. a) do géry,
b) do dolu, ) do gory, d) do dolu.

7.2) =3, (—1,—4) b} 2, %1%] c)0, (—11) die, (06)

¥ ¥

-1
) -2
1 -3
- i - =i
2 X -1 T 22X
-1 - . =i
-3-2 -1 1 213 X

8.a){4,-2),b) —[%,I],c}{I,ﬂ},d]{I,—]}"E.z:l]r={r—l}I—S,EW-{—E,-E-.m}_

b) y=0,5(x+1) 2,5, ZW =(-2,5+¢), ¢c) y= —5Ix+ %T 45 g, IW = [—m%}.

d) y=—10x"+3, ZW = (-0, 3),

10.ZW = (-2,2)
Wl
2
1
21, 1%
2

1. flx)=8(x +4) — 2, malejaca w{—m,—d-}, rosnaca w {—4,4—;‘_‘:}}. ZS5:1.CLC. LB 4 A5 A.6.D.

Czesé druga

L.x =—2%. A I%. 2. a) dwa, b) dwa, c) zero, d) jedno. 3.a) x,=—12, x,=—-3,b) x, :lr ¢) nie ma,

¥
djx, =10, x, = i—A.a]l_p =(x+8)(x- II}.h]}zl[.t + i] ,¢)niedasie, d) niedasie.5.a) y = x* —14x + 33,
bl y=—9" —9x +4,c) y=0,2" —[*Ix+I,E.d}y=%f +x—24.6.3) %, =3, x;=1,b)x; =4, x;=-1,

e) ,==0,2, x;=L1, d) & =—%+ I,:—ﬂ'rl.-'. 7. a) flx)=(x=5)x=7), b) flx)==5x+2}x+12),
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c) flx)=0,3(x—9). 8. al y=(x+4,5)x—0,5),b) y=—{x—5)x—3), c} y=2x{x—1), d) nie da sie.
%.4) y={(x=11'=9,b) p==1,Ux=11+44,c) y=5x—9" —45,d) y=—0,2{x —4) 40,2,
10.a)a>0,6>0,¢<0, A>0, x, <0, x, >0, x, <0, y, <0,

bla<0,b>0,c=0, A>0, x,=0,x,>0,x_>0,y_ >0,

cla>0,b<0,c>0,A=0, x,>0,x,>0,y, =0,

d)a<0, b<0, c <0, A<0, x, brak, x; brak, x_ <0, y_<0.

iLa)x, =‘z§, x1=1:;-.m[~§,~1§]. 12.2)(~7,0), (3,0), (0,—21), (~2,-25),

b} (—5,0), (—2,0), (0,20), I—J%,—#%l,c}l brakzos X, (0,—~1); E—%I 3. a) x € [~ 00,00 U(2,+00),

bl x=(0,2).
4, x,==3 x;= z.[—%.ﬁﬂ.{—a,u}. (2,0), (0,6).

{5 I H TR < & 1 |

j=#

15.

lgy a) ZW = (—1,+00),
g b) xe{-4,-2),

5 c)x,=—4, x;=-2,

d]:E[u:x.—S}.

5

4

3

2

i

5 A1 [ 1 i

Z5:1.A.LC 3. A.4.D.5 A

4.10. Wyznaczanie wzoru funkcji kwadratowej
La) flx)=x* = 2x +4,b) f{x) =—2x" +6x -+ Eﬂic}ﬁ[ﬂ:—%x’ —f:—l.Lb: -5, flx)=2x" —5x—3,

3 f{x}=—%x’—1r+3%. A =5, Flr) =15 =3x8, & =3, FLO=3¢46x~9 6t=

flxy=—-2 +%x+%. 7.a=—1, flx)=—x"+2x435.Z8:1.C.2.B.3.C.4.D.

e | Las

|ﬂ=_21

4.11. Wartosé najmniejsza i najwieksza funkcji kwadratowej
L. a) najwieksza, y, =6,x, = w%. b) najmniejsza, y, =8, x, =11, ¢) najmniejsza, y, =0, x, =14, d) naj-

wiekszg, y, =—20, x, = 20.
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a) b) ) d)
¥ o vl i
10 1 10 1
5 - g
12k
B 8
T 7
& L
5 b
4 4
3
i |
43241 | 1 2x 23| 123 8x
e -1
najmniejsza 1 najmmiejsza — 10 najmniejsza 1 najmniejsza — 10
najwieksza 10 najwieksza — 1 najwieksza 10 najwieksza —1

3. a) najwieksza 23, najmniejsza — 1, b} najwieksza—7, najmniejsza —10 %r ¢) najwieksza 6,4, najmniejsza

4 7 8
5 d) naiwit;lum—ﬁ, najmniejsza = 4. najwieksza 12, najmniejsza — 12— 5. 36, 6. —9. 7, a} najwiek-

sza 7, najmniejsza 3, b} napwieksza 7, naymniejsza — 17, c) naywieksza 59, naymniejsza —13, d) naywieksza 0,
najmniejsza —75. Z85: 1. D. 2. B. 3. C.

4.12. Zagadnienia geometryczne i fizyczne 5[:3"‘34
Czesc pierwsza 50
La}) y=2,2x+2,b) 6,84 21, 21,80 21, 34,12 21, ¢) 5 km, 20
2. 5=110-,t (0, 5). i
L
3.a)71,6"F; 554°F;32°F; 23°F; 1 4°F,b) —=20°C; 10°C,c)x = g{y—.‘-l}, 110

4.2) 175 km, b} 2 razy po 0,5 godziny, c) 87,5 %.d]?gndﬁn,ﬁﬂﬂkm. 12346 ¢6f

km
7142 5 347,82, 337 2,331 B 326,82 2196 2.
h s 5 s 5 5
6. a) | wariant: y =0,57x, Il wariant: y = 37,84-0,22x, gdzie x - liczba wykorzystanych impulséw, b) 30

impulséw — | wariant, 200 impulséw — 11 wariant, ¢} 108 impulsdw.
7. y =250 4 30x, gdzie x - liczba miesiecy; po @ miesiacach,
4 1 r 3 4, 5 ) 7 8 9 10 11 12
mies, mies, mies,  mies, mies, mies, mies, mies. mies. mies. mies. mies,

y | 280 310 340 370 400 430 460 490 520 550 380 10

430 =1, 610 =1,

8. y=40+5t,1 (0, 52), 52 minuty.
v
300
250
200
158

100
50

10 20 30 40 50 60 4min]
9. y=40-0,0525,769km. Z5.:1.B. 2. A. 3. B. 4. D.5.C.6.A.7.D.8. C.

ODPOWIEDZI

239



240

Czesc druga
La}l,h}li. 2.2} 2 m, b) 40 m®. 3. kwadrat o boku 6 cm. 4.1501 50. 5. po 18 cm. 6. po 7 cm. 7. 25 m na

50m.8.d=+v5cm.9.3,4,5.10.9dm, 5dm. 1L.a) 25ipo 105, b) 45 12./x? + 2x +1=J(x+1P =x +1.
ZS:1.A.2.D.3.C,4.A.5.B.6.B.

413. Funkeja f(x) =%

1. a) nie, b) tak, a = 6. 2. a) 480, b} 0,375 litra. 3. 4 godziny, 54 % 4. 24 dni, 9 robomikéw. 5. tak.

ﬁ.j=—ﬁ-,x=3.
X
7.3) D, = R—{0},ZW = R — {0}, brak miejsc ze- b) Dy =R — {0}, ZW = R — {0}, brak miejsc zero-

rowych, malejaca w kazdym z przedzialéw: (—o0,0) Wwych, rosnaca w kazdym z przedzialdw: (—o0,0)
i [0,45¢), nie osiaga wartodci ani najmniejszej, ani i (0,4+0c), nie osigga wartodei ani najmniejszej, ani

najwiekszej, nie przecina osi Y, najwiekszej, nie przecina osi Y.
¥ 1
&

b
4 4
3 3
2 2
1 1
12346566 543211123 -
-3
-3
-4
-5
B
L
a) Dy =IF|'.—{I!'.|}1
b) dla x € (0,4+00),
i 1
: C =
2
1
%5 54-3-2-1| 13 7
-2
-3
-4
-5
—5
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10.

(o = B B % I
= a8
"
I

1 2 3.4.56 6X

1L 5q takie same. Z5:1.C. 2. C.3.B. 4. A.5.B.6.B. 7. C. 8. B.

4.14. Zadania utrwalajgce

L ¢} liczbie 8 nie przyporzadkowano zadnej liczby, d) liczbie —2 przyporzadkowano wiecej niz jedna liczbe.

lb}wykmilleR,b}IER—{-1},1:}:&{1,:30}.
4, a)

£ =z |=F|D]|2|3|%|5
yl4|3(alala]lo]2

b) tak, ¢) 0,d) 0i 5,e) D, ={-2, —1,0, 2,3, 4, 5}, ZW={0, 1, 2, 3, 4}.

5. najwigksza: y=4 dla x=2, najmniejsza: y=—1dlax=-2 6.3l D, =R, b) ZW =R, c) x = —4,
x =1, x =5, d) rosnaca w przedzialach (—m. - 2} i {3. m}. malejgca w przedziale {—3, 3}. stala - nie
jest, &) wartosci dodatnie: x € (—4, 1)U(5, oc), f) wartosci ujemne: x € (—oc, —4)U(1, 5).

?‘l

‘ a) 0§ X:(2, 0), 0¢ Y: (0, —3),

c) x=B8,
d) funkcja rosnaca,
e) x€(2, 00).

R W s X

8.a)y=12x- 2,b]_;u=-%x+3.
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-5 —4 -3 — —1}
-2
. flxm243
-4
-5

10.2)(0, —3), b) x=—3, ¢} tak, d) funkcja malejaca. 1.a) h{x), b) g{x ). 12.g(x ). 13. f{x). 14. 05 X:(~4, 0),

li'idﬁ.;::

a) fx)ix= —%. gla) x=-

b

4
JI=_'_-|
3

(2, u] of {0, 3).15.a) —4,0,b) 7, 0},c) 0, —4},d) 0, 3.

16, a)
v

3
Kﬂ&h
-Z?-ﬁj 2 2-1] 1 2%

2

?-ava -2 v-1_ 1 2%
-2

whowehos

\\

b)

17.a) y= f(x—4),b) y= flx+8).c) p= fx)—6,d) y= fx) +6

1%. a)

]

R R

/

—_'5112'5;155?:

c)

A | 1 23 48 .65 7%
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19. a)

i
4
fi=x] 3 fix)
X
2 Ax)
< - =3 = 1—1 i 3 4 5X
1 Z 3 X
=2
=3
I —¥)
.
| |
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F i
4. x,=—3, 1, =1,(0,—3). 25.a) flx)=(x+1"+ 4, b) flx) =l:— %] —%. ¢) flx)=2{x+3) —1.

26. a) f(x)=x"+16x+62, b) flx}=2x"-8x-1, ¢} fix)=—x"—4x+9.27. a) [%,9%]. b) é'“%]'

d[i,_g

6 12)
28. f(0)=1, f(3)=-5.
:,.rl
E|
2

=5

19-3]I1=_-1r I3=ﬁ.h]-'-ﬁ=—|. I;=2,C)I[=—J5_,IJ=JE-

30.a) flxy={(x—1),b) f{x}=4lx—%

1
I_EE]'C] nie da sie,
3.a) flx)=x"+4x+1,b) flx}=2x"+12x—14, ¢) f(x)=—5x" —80x—333.
32. b=—l%, f{x}=—3r1—l%r-|—%- 33 f{x}=;x‘+2§x +1. 34, a) najwieksza 33, najmniejsza 1,

b) najwieksza 2, najmniejsza —46, ¢} najwieksza 31, najmniejsza —4. 35, 324, 36, 20m na 20 m. 37, 1,5 m.
38.B. 39.C.

V ROWNANIA | NIEROWNOSCI KWADRATOWE

5.1. Rownanie kwadratowe
Lajx=—3lubx=3b)x= —lilub.\':li,c}x:— Jlubx= ﬁ,rﬂx = —5 lub x =5, e) brak rozwia-

zan, !".Ix=—l-\.1'§ lubx:l\E. 2.alx=0lubx=3,b)x E—Egluhx ={,clx=0 lubx:%.d] x=0 lub

x= :;r-r]'xzﬂluh x=3irﬂ'x: Jé lubx=0.3.0,36.4.3x' —12=0.8.a) x=—1,blx=3,c) x= ‘é‘

dix=35,e) x=1§, flx=L61a)x,=2,x=3blx=—6,x,==2,c)x==6,d] x,=3,x,=5,¢) brak

I'ﬂ?.'\'-"iﬂ-’?.ﬂﬁq ﬂ.‘ﬁ :_"'?i .1'] =I-| T-i-a} .T| =—5|.1':=ﬁ1 h:l I‘l =-1£1-Tl=3- :} I'Lz‘—"‘w I;=ird]‘xl=—5,l’2 =I-j

E‘J = —'H‘_Jﬁn II=_3+ ‘Jrﬁr ﬂ X, = —1. I': =ﬂ'31 g al np. {I—EJ{I—E}zﬂ, h} np. {I—'-':IJ::{L

¢) np. x* =3x—40=0, d} np. 9x* —12x +4=0, e) np. x’ =36=0, ) np. ¥ =7x=0. 9. a} x,=—5,
1 | |

x, =:"',1::|].'|':|I ==—23,%, =8, c) x, =—31I_,=3,djr1 ==1—=yx; =1_‘E:II: =—5.,.'l:‘.l:.'.".’f‘j_:-:,I =—7,x,=2-

1 1
10. a) x, =0, x, =3,5, b} x, =05, x, =1, ¢} x,=—, x, =li, d) x,==1, x, =1,6, e} brak rozwigzan,

e

fx,==7,x=3.1[-1, -7),(6,91).Z5:1.C.2A.3.C. 4. A,5.D.6.C.7.B.
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5.2. Nieréwnos¢ kwadratowa
L a 2 x€(-o0, 1)U(2, 5c). 3. a) xe(—o00, 0)U(2, oc), b) x€(=5, @), ¢} x€(—00, —7)U(1, oc),

<3

U{'D. s :I,

d)xe (-8, 0),e)xe(—o0, —11)U(11, o), Hxe(—o0, —VBJU(VB, o). d.a)xe

b) x&(—0, —6)U(6, ) ) xe(-5,3), &) xe(-00, 0)U9, %), ¢ x€|-o0, —=

fl xe(-m, —6)U(12, ). 5. a) x€(—00, —2)U(=1, ), b) x& {I. 3}, c) XeR, d) x€ {5}. e) brak
rozwiazan, f) x E&Iu%, 5]. 6.57.0.8.xE {HE, -7, —6, —5, —4, =3, wl}. 9. Parabola naszkicowana
w celu rozwiazania tej nierownosci nie przecina osi X i ma ramiona skierowane do dolu, stad wynika, ze
nie ma argumentow, dla ktorych wartosei rej funkci bylyby liczbami nievjemnymi.

10.a) x €| —oc, ;- U5, x),b)xeR.ZS:1.B. 2. A.3.A.4.C.5.B.6.C.7.C.

5.3. Rozwigzywanie rownan i nieréwnosci kwadratowych

5-1 3
1.—‘:—m.lﬁﬂcm.3Ucm.llﬁ.d,‘?{:m.S.l.ﬁ.-li 11.7. 8 mna 13 m. 8 9 cm i 40 cm. 9. piec. 10, 19,

Labe [I. E}U[S. 15}, 12.5cm, S5cm, | cm, llg h.Z5:1.D.2B.3.C.4C.5D.6.C.7.D.8. B.

5.4. Zadania utrwalajace

—+f17

1. a) I:=ij Iz:!; b) I|=—'|1: -1'1:-3; ¢) brak Wii}unr d) 'tI:-l‘-' I‘1=31- ¢ .'I;'|=3 ;Irl_;
7 —13—+149 —13+ 4149

4=3+:rl_-ﬂ11=%1x;=$-3~a}r5{l.3].b]'-TERf}I::"'d]IER_{D}'

) x E{—:r.. S}U{q, .3.-,;,-'}, f)xe <— l. 3>. 3.2) 3,b)—4,¢) -‘51 d) 1 4.a)—4,b)6,¢) -Jl, d)0,7.5.a) i,
2 4 3 3 4

1 2 |
1-.b) 2.ﬁ.c]1—..!,:]]—4.3.5.:&1:5([—, 5>,hth
2 3 2

2 .2
= IEI' u]xe{—s, 1},d}xE[—m E}U{lﬂ- ).

T.a}:E<l§. ), bl x (0, 3).
8.a)xe{7, 8,9 10,11, 12,13, 14, 15,16, 17, 18, 19}, b) x€ {0, 1, 2, 3, 4, 5}. 9. a) x£{2, 3, 5,7, 11},
b)xe {5, 7}.10.(1, —1}.{—&, 1].11.: e(—oc, —1)u(11, 20 ) 12.x €(—00, 1)U(2, 50). 13. 10%. 14. 6 cm.

15.5 cm, 12 cm, 13 cm. 16. 8,9, 10.17. 12 cm, 16 co. 18. 1 m. 19, 241 7. 20.(—4, —1),(2, 5). 21. 6 dm, 8 dm.
22.23,14.23.6, 8, 10, 24. 12. 25. 4225 kg,
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