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Odpowiedzi do polecen i rozwigzan zadan nie nalezy zapisywac w podreczniku.

Fioletowym paskiem na marginesie oznaczono materiat realizowany w zakresie
rozszerzonym.

Temat w catosci obowigzujacy w zakresie rozszerzonym.
Oznaczenie przyktadow z dowodami oraz ¢wiczen i zadan na dowodzenie.

Oznaczenie zadan, przy ktorych rozwiagzaniu warto skorzystac¢ z kalkulatora,
oraz tematow ze wszystkimi takimi zadaniami.

Oznaczenie trudniejszych zadan.

Zadania mniej typowe.

Sekcja Przypomnij sobie zawiera nieobowigzkowe powtdérzenie przydatnych
wiadomosci przed wybranymi lekcjami.

Sekcja Dowiedz sie wiecej zawiera materiat nieobowigzkowy, rozszerzajacy
tresci z poprzedzajacych jg lekcji.
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Funkcje
trygonometryczne

Omawiane w tym rozdziale funkcje trygonometryczne moga stanowi¢ model
stuzacy do opisu niektérych zjawisk powtarzajacych sie okresowo. Na rysunku
ponizej przedstawiono wykres jednej z funkcji trygonometrycznych — funkcji
sinus. Wykres ten nazywamy sinusoida.
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Przypomnij sobie

Funkcje trygonometryczne kata ostrego w tréjkacie prostokatnym i 1 * 1 * FU n kCJ € trygo nom etrycz ne
Niech a bedzie katem ostrym tréjkata prostokatnego dOWOI nego kata

(rysunek obok). Sinusem kata o nazywamy stosunek
dtugosci przyprostokatnej lezacej naprzeciwko tego
kata do dtugosci przeciwprostokatne;j.

Rozpatrujemy katy umieszczone w uktadzie wspétrzednych w taki sposéb,
ze wierzchotkiem kata jest poczatek uktadu, a ramie poczatkowe kata zawiera

dodatnia potos OX. Kat jest odtozony od ramienia poczatkowego do ramienia

. a
sinoa = —

c koncowego w kierunku przeciwnym do ruchu wskazéwek zegara oraz moze

Cosinus i tangens kata « definiujemy nastepujaco: przyjmowac miare od 0° do 360°.

cosozzé, tgoz:2 Y Y Y
c b
Wartosci funkcji trygonometrycznych nie zaleza od wielkoSci rozpatrywanego 60° 135° 330°
trojkata, a jedynie od kata a. 19 X O X 19) X
Podane w tabeli wartosci mozna wyzna-

, . . , o} 30° 45° 60°
czy¢, korzystajac z ponizszych rysunkéw.
. ) /2 7 Niech P(x,y) bedzie dowolnym punktem, r6znym od poczatku uktadu wspél-
S a 2 2 2 rzednych, lezacym na ramieniu konicowym kata ostrego o oraz niech
1 — — /2 2 :
&% . s 0" 1 Cos o \/75 \/75 : r = |OP| = /x? + y*. Wtedy: .
2 tg o NE] 1 V3 sina = £ cosa = = Ypr——==== L
45° a /| 60° & 3 3 r’ r’ . :
1
1 2 tga = % (x #0). o /A
O r X
1. Wyznacz wartosci funkcji trygonometrycznych katéw ostrych tréjkata Cwiczenie 1
prostokatnego o podanych diugosciach przyprostokatnych. Do ramienia koncowego kata a nalezy punkt P. Narysuj ten kat i oblicz war-
a) 3,4 b) 9, 12 c) 5, 12 d) 1,2 tosci jego funkcji trygonometrycznych.
2. W tréjkacie prostokatnym dane sg diugosé przeciwprostokatnej ¢ oraz a) P(4,3) b) P(2,3) c) P(v5,2) d) P(1,2v2)
sinus kata ostrego . Oblicz dtugosci przyprostokatnych tego trojkata. o _ _ _ ) N
0. sing = 3 B ¢ — 95 sina — 0.98 Podane wyzej wzory postuzyly w klasie IT do zdefiniowania funkcji trygono-
a) c=10,sine =3 ) ¢=25,sina =0, metrycznych kata wypuktego o € [0°;180°]. Teraz definicje te mozemy rozsze-
3. W tréjkacie prostokatnym dane sa tangens kata ostrego a oraz diugosé rzy¢ na dowolny kat a € [0°;360°].
boku a lezacego naprzeciwko kata a. Oblicz obwod tego tréjkata. Wyznacz Na rysunkach ponizej ramie koncowe kata lezy odpowiednio w II, IIT i IV
sin i cos a. ¢wiartce uktadu wspoétrzednych.
a) tga =24, a=10 b) tga=13%,a=2 % y v
Py——Y
@ 4. Uzasadnij, ze miedzy funkcjami trygonometrycznymi kata ostrego a za- I\ 7
chodzi podana zaleznos¢. : o T« al =
: I I
a) sin®a +cos’a =1 c) tga = 22 vo X /19 X ON | X
COS ¢ | T T |
- o N _ 2 o 1 Py——y yi-—\P
b) sin(90° — a) = cos d) 1+tg?a= ——

B 10 1. Funkcje trygonometryczne 1.1. Funkcje trygonometryczne dowolnego kata 11
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Definicja

Niech P(z,y) bedzie dowolnym punktem, ré6znym od poczatku uktadu
wsp6lrzednych, lezacym na ramieniu koncowym kata o € [0°;360°] i niech

r = |OP| = /2% + y2. Wtedy:

. w
sina = =, cosa = —,

(x #0).

tga =

Uwaga. Definiuje sic tez funkcje ctga = = (y # 0).
Yy
y

Kazdy ze stosunkow £, £, £ zalezy wytacznie od polozenia ramienia koncowego
r’r’x

kata, a nie zalezy od potozenia punktu P na tym ramieniu.
Nie okreslamy wartosci funkcji tangens dla 90° i 270°.

Przykfad 1 BEMEERS LN
Do ramienia koficowego kata o nalezy punkt P(3,—4). 4 .

Oblicz wartosci funkcji trygonometrycznych tego kata.

tgo =4 =—2

3
5

sino = — cosa =

57
Cwiczenie 2

Do ramienia koncowego kata a nalezy punkt P. Przedstaw ten kat na rysunku
i oblicz wartosci jego funkcji trygonometrycznych.

a) P(—4,3) b) P(8,—6) c) P(—1,-3) d) P(—2,—6)
Przyktad 2

Oblicz wartosci funkcji trygonometrycznych kata 210°. y
Zauwazmy, ze 210° = 180° + 30°. :
Rozpatrzmy tréjkat POA o katach 30°, 60°, " 90° | 90°

My

90° i boku |OP| = 1 (rysunek obok). Wéwczas: P 30210
[AP| =3, 40| =}

Zatem punkt P nalezacy do ramienia konco-

P
wego kata 210° ma wspolrzedne (—Af, —%)7
a stad:
sin210° = —L, cos210° = =, tg210° = ¥

Cwiczenie 3
Oblicz wartosci funkcji trygonometrycznych kata: a) 135°, b) 225°, ¢) 300°.

1. Funkcje trygonometryczne

W zaleznosci od tego, w ktorej ¢wiartce
uktadu wspoétrzednych jest potozone
ramie koncowe kata «, wartosci sin a,
cosa i tg a sg dodatnie lub ujemne.

@ Cwiczenie 4
Uzasadnij, ze:
a) sina > 0 dla a € (0°;180°),

dla a € (90°;180°)
sina > 0
cosa <0
tga <0

dla o € (0°;90°)
sina > 0
cosa >0
tga >0

dla a € (180°;270°)
sina <0
cosa <0
tga >0

b) cosa > 0 dla a € [0°;90°) U (270°; 360°],
c) tga >0 dla a € (0°90°) U (180°;270°).

Zadania

dla a € (270°; 360°)
sina < 0
cosa >0
tga <0

1. Do ramienia koncowego kata « nalezy punkt P. Oblicz wartosci funkcji

trygonometrycznych tego kata.
a) P(5,12) b) P(—5,—12)

@ 2. Uzasadnij, ze jesli punkt P(x,y)
nalezy do okregu jednostkowego
oraz lezy na ramieniu kata a, to
T = cosq, y = sin .

3. Na rysunku obok przedstawiono
okrag jednostkowy oraz zaznaczono
punkty Po, ...,P7.

a) Podaj miare kata «;, do ktorego
ramienia koncowego nalezy punkt
P, dlat=0,1,...,7.
b) Przerysuj ponizsza tabele do ze-
szytu i ja uzupelinij.

a 0° | 45 | 90° | 135°
i ? ? ?
cosa | 7 ? ? ?
tg o . ? ? X ' ?

4. Oblicz.

a) sin® 315° + cos? 135°

b) tg135° — tg225°

¢) P(v/3,—1)

d) P(—/3,—1)

Okrag o promieniu 1 i srodku

w punkcie O(0,0) nazywamy
okregiem jednostkowym.

180° | 225° | 270°

? ? ?
? ? ?
? ? X

1.1. Funkcje trygonome

315° F 360° “
? l ? |
? ?
? | ?

¢) sin225° + cos® 315°

tryczne dowolnego kata

13
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5. a) Na okregu jednostkowym o srodku Y
w poczatku ukladu wspoéirzednych P, P3(O’1)(l \/_g)
zaznaczono dwanascie punktéw wy- \2 2
. , Py ANWp (V31
znaczonych przez ramiona koncowe  Z 1{ 553
katow, ktorych miary sa wielokrot- 30°
nogciami 30° (rysunek obok). Podaj P 0 Po(1,0) X
wspotrzedne punktow Py, ..., Piy. P, Pyiq
b) Pr?e.rysuj ponloz.szz% tabele do ze- P - Pio
szytu i ja uzupetnij. 9
« 30° 60° 120° 150° 210° 240° 300° 330°
sin a ? ? ? - ? ? ? ?
cos ? ? ? — 3 ? ? ? ?
tg o ? ? ? _ 43 ? ? ? ?
Oblicz.

a) sin® 300° + cos? 150° c) cos330° + tg 120° tg 330°
) cos 120° tg 150° ) cos? 150° tg210° tg 135°

sin? 330° T tg 210° sin? 150° + cos? 210°

W ktorej ¢wiartce uktadu wspotrzednych lezy ramie koncowe kata o spet-
niajacego podane warunki?
a) sina >0 i cosa <0 c) sina<0 i tga>0
b) tga <0 i cosa >0

Punkt P(ﬁiﬂ, \/6;\/5

sina i cos a dla podanego kata .
a) a = 165° b) a = 195°

d) cosa <0 i sinacosa >0

) lezy na ramieniu koncowym kata 15°. Oblicz

c) a = 345° d) o =75°

W ukladzie wspoélrzednych umiesz- o Y B
czono osmiokat foremny tak jak na ry-
sunku obok. D A

a) Oblicz dlugos¢ boku tego osmio- o X
k@ta. @ P(170)

b) Oblicz wartosci funkcji trygono-
metrycznych katow POA oraz POC.

1. Funkcje trygonometryczne

R 1.2. Kat obrotu

W zZyciu codziennym czesto spo-
tykamy przyktady obrotow, np.
obrot kota roweru, kota samo-
chodu czy obroét wskazowek ze-

gara.

Niech pélprosta OA zawiera do-
datnig potos OX ukladu wspodt-

rzednych.

Katem obrotu AOB nazywamy kat, o jaki nalezy

obréci¢ potprosta OA wokét punktu O, tak aby

pokryla sie ona z polprosta OB. Poélprosta OA

nazywamy ramieniem poczatkowym kata obrotu,
a potprosta OB — ramieniem koncowym.

Uwaga. Zamiast ,kat obrotu” mowimy krotko ,kat”.

Przyjmujemy, ze:

dodatni

B \ kierunek
obrotu

\C| [ e
ujemny
/ kierunek

obrotu

» dodatni kierunek obrotu to kierunek przeciwny do ruchu wskazéwek zegara,

» ujemny kierunek obrotu to kierunek zgodny z ruchem wskazowek zegara.

Piszemy krotko ,,obrot o kat —a”, gdy wykonano obrét o kat a > 0 w kierunku

ujemnym.
Y Y Y
Ay
30° As Q / A
O A X O A X A X
As

Potprosta OA po obrocie
o 30° wokét punktu O po-
kryje sie z potprosta OA;.

Y
A

Potprosta OA po obrocie
o 150° wokét punktu O po-
kryje sie z potprosta OAs.

Y
A

Potprosta OA po obrocie
o 210° wokdt punktu O po-
kryje sie z potprosta OAs.

B3
A

O —30° X
By

Potprosta OA po obrocie
o —30° wokét punktu O po-
kryje si¢ z pétprosta OB;.

Bs ﬁX

Potprosta OA po obrocie
0 —150° wokét punktu O po-
kryje sie¢ z potprosta OB-.

NI

Potprosta OA po obrocie
o —210° wokot punktu O po-
kryje si¢ z pétprosta OBs.

1.2. Kat obrotu
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Przyktad 1
Rozpatrzmy kat AOB przedstawiony na rysunku obok. Pot- Y1
prosta OA pokryje sie z polprostg OB nie tylko po obrocie

wokol poczatku uktadu wspotrzednych o kat 45°, lecz takze B
po obrocie na przyktad o katy:

360° 4 45° = 405° (—1)-360° + 45° = —315° 5%\
2-360° + 45° = 765° (—2) - 360° + 45° = —675° 0 4 X

Y h

A

Y Y

L

360° + 45° 2-360° 4 45°

e/ a
JX Q/X%//X

(—1) - 360° + 45°

-

(—2) - 360° 4 45°

Ogodlnie, aby poélprosta OA pokryla sie z poélprostag OB, nalezy obrécic¢ ja
wokol poczatku uktadu wspoétrzednych o kat rowny k - 360° + 45°, gdzie k jest
dowolng liczba catkowita.

Katy o mierze k - 360° 4 45°, gdzie k € Z, maja wiec wspoOlne ramie koncowe.

Cwiczenie 1 V4

O ktoére z podanych katéw mozna obroci¢ pétprosta OA na B
rysunku obok, tak aby pokryta sie ona z potprosta OB? i
390°, 750°, 1100°, 1470°, —330°, —690°, —1050°, —1400° O A X

Cwiczenie 2
Podaj przyktady trzech katéw, ktorych ramiona koncowe pokrywaja sie z ra-
mieniem koncowym kata a.

a) a = 80° b) a = 560° c) o= —50° d) a = —320°

Przyktad 2
Zapisz miare kata w postaci k - 360° + a, gdzie a € [0°;360°) oraz k € Z.

a) 1400° = 3 - 360° + 320° c) —700° = —2 - 360° + 20°
b) 730°10' = 2 - 360° + 10°10’ d) —1080° = —3 - 360° + 0°

Cwiczenie 3

Zapisz miare kata w postaci k - 360° + «, gdzie o € [0°;360°) oraz k € Z.

a) 850° c) —695° e) 1439°30/ g) —710°15
b) 1413° d) —3590° £) —1079°25 h) 630°20'

1. Funkcje trygonometryczne

Definicje funkcji trygonometrycznych podane w poprzednim temacie mozna
uogdlni¢ na dowolny kat o + k - 360°, gdzie a € [0°; 360°) oraz k € Z.
Definicja
Dla kata o + k - 360° takiego, ze a € [0°;360°) oraz k € Z, przyjmujemy:
sin (a + k - 360°) = sin«
cos (a + k - 360°) = cos o
tg(a+ k- 360°) =tga dla a #90° i o # 270°

Przyktad 3 Y
Oblicz wartosci funkcji trygonometrycznych kata 420°.

420° = 60° + 360°, zatem: -

sin 420° = sin 60° = 2, Q’/ X

cos420° = cos 60° = 3,
tg420° = tg 60° = \/g Ramie konicowe kata 420°
pokrywa si¢ z ramieniem

Przyktad 4 koncowym kata 60°.
a) sin 750° = sin(2 - 360° + 30°) = sin 30° = <

2

b) tg(—1035°) = tg(—3 - 360° + 45°) = tg45° =1

Cwiczenie 4

Oblicz.

a) sin 405° c¢) sin1110° e) tg1500° g) cos(—690°)
b) sin 780° d) tg765° f) tg(—330°) h) cos(—1395°)
Zadania

1. Zaznacz w uktadzie wspotrzednych polozenie ramienia koncowego kata a.
a) a = 315° c) a=5H70° e) a=—2130°
b) a = —120° d) a = —1305° f) o= 4260°

2. Zapisz w postaci a + k - 360°, gdzie k € Z, miary katéw, do ktoérych ra-
mienia koncowego nalezy punkt P(1,—1).

3. Polprosta OA przedstawiona na rysunku obok Y
po obrocie o kat o pokryta sie z polprosta OB. T o -
Wyznacz ten kat w przypadku, gdy: T 1 X

a) a € [0°360°),  c) o€ [1080°1440°), B/
b) o € [360°720°), d) a € [~1080°; —720°).

1.2. Kat obrotu
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10.

11.

12.

Do ramienia koncowego kata a nalezy punkt P(3, 3v/3 ). Wyznacz ten kat
w przypadku, gdy:

a) a € [0°360°), b) a € [1080°;1440°), c¢) a € [-360°;0°).
Czy punkt P(—+/3,1) nalezy do ramienia koficowego kata o?

a) a = 150° c) a=>510° e) a = 2310°

b) a = —210° d) a = —930° f) a=—1210°
Oblicz.

a) sin(—330°) e) cos1140° i) tg(—T720°) m) tg495°

b) cos(—675°) f) tg(—660°) j) cos(—1080°) n) cos855°

c) sin 840° g) sin810° k) sin 630° 0) cos(—495°)
d) tg(—300°)  h) cos900° D) tg(—180°)  p) tg750°

Wyznacz kat a spetniajacy podane warunki.

a) sina = 3 i a € (360°450°) d) tga=—11a € (360°540°)
b) sina = 3 i« € (1080°1170°)  e) tga = —*2 i a € (720°900°)
¢) cosa =1 iae(720°810°) f) tga =3 1ia € (—360° —270°)

Okresl, dla jakich katow a:
a) sina =0, b) cosa =0, c) tga=0.

Oblicz sume miar wszystkich katéw z przedziatu [0°; 500°], ktérych ramiona
koncowe sa zawarte w wykresie funkcji f.

a) f(r) =—x b) f(z) =3z

Czy warto$¢ podanego wyrazenia jest liczba catkowita?
cos 30° 4 cos 60° + cos 90° + ... 4+ cos 870° + cos 900°

Wskazéwka minutowa zegara ma diugosc
10 cm. Oblicz, jaka droge przebedzie punkt
na koncu tej wskazéwki w ciagu:

a) godziny, b) 250 minut, c) doby, d) roku.

Wskazdéwka godzinowa zegara jest o 25% krot-
sza od wskazowki minutowej. Punkt na koncu
wskazowki minutowej przebyt droge 36 cm. Ja-
kg droge w tym samym czasie przebyt punkt

na koncu wskazowki godzinowej tego zegara?

1. Funkcje trygonometryczne

R 1.3. Miara tukowa kata

Miare kata zwykle podajemy Y 360° Y 180° Y 90°
w stopniach. Gdy jest potrzebna f \\ / \ \
wicksza doktadnosé¢, postugujemy 0 ~ 0 ¥ 0 ¥
sie minutami oraz sekundami. k J

Kat pelny  Kat pélpelny Kat prosty
Definicja

Rozpatrzmy okrag o srodku w wierzchotku kata a.
Miara lukowa kata a nazywamy stosunek dtugosci

tuku [ wyznaczonego na okregu przez ten kat do -
promienia r tego okregu. /
o — dlugoéé tuku _ l l\
promien okregu T \

Jednostka miary tukowej jest radian, w skrécie: rad. o

Miary tukowe katow petlnego, potpelnego i prostego sg réwne:

 kat pelny: 2:—T = 27 [rad], Y Y Y

R A A B

* kat poipelny: 2

1. o7y U QJX 0 X 0 X
* kat prosty: 4 =3 [rad].

r

N

Cwiczenie 1
Punkty A i B naleza do okregu o sSrodku w punkcie O i promieniu r. Ramiona
kata wyznaczaja na okregu tuk o dtugosci /. Podaj miare tukowa kata AOB.

a) r=4,1=6 = d)r=2%1l=m

o
~—
ﬁ
I
W=
S~
I

|
@]
~—
ﬁ
I
| Ot

s
4

Mierzenie kata w stopniach, minutach i sekundach wprowadzili starozytni
Babilonczycy. Uzywali oni szesédziesiatkowego systemu zapisu liczb.
Aby podaé¢ miare kata, mozna (oprécz miary stopniowej i tukowej) wyko-
rzystac:

miare gradusowg — jej jednostka jest 1 gradus bedacy ﬁ kata pelnego
(miara uzywana w geodezji);

tysiaczne artyleryjskie — jednostka tej miary jest 1 tysiaczna artyleryjska

1 . . . . ’ .
bedaca 555 radiana (miara uzywana w wojskowosci).

1.3. Miara tukowa kata
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Zauwazmy, ze miara tukowa kata nie zalezy od diu- Y

gosci promienia okregu, gdyz i—ll = 7% (rysunek obok).

Zatem wygodnie jest postugiwac sie okregiem jednost- o \h
O] T2 X

kowym. Woéwczas:

Miara tukowa kata jest réwna dtugosci tuku, jaki ramiona tego kata wy-
znaczaja na okregu jednostkowym o srodku w wierzchotku kata.

Kat ma miare 1 radiana (1 rad), jesli tuk wyznaczony przez ten kat na
okregu jednostkowym ma dlugosé 1.

Kat pelny ma miare tukowa 27 radianéw, zatem: }/, -
_360° _ 180° _ o mmoror g
1 rad = o ~ 57,3° = 57°18 / (ol X
natomiast: v 0 /T 1
o _ 2m _ T A /
1 = 260 rad—180 rad N

Uwaga. Kiedy podajemy miare tukowsa kata, zwyczajowo pomijamy nazwe jednostki.
Zamiast ,kat o mierze 27 radiandw, § radianéw czy 3 radianow” méwimy krotko ,kat
o mierze 27, 5, 37.

Przyktad 1
a) Podaj miare tukowa kata 120°.

Aby wyznaczy¢ miare tukowa kata 120°,
mozemy réwniez skorzystaé z proporcji:

120° = 120° - =~ = 27 o = 5
180° — 3 b 120%2m _ 2
b) Podaj miare tukowa kata 1140°. e
1140° = 1080° 4 60° :3-36004—%-1800 :3-27r—|—§-7r:6%7r
Cwiczenie 2
Podaj miare tukowa kata.
a) 30° b) 45° c) 72° d) 780° e) 11°1%5
Cwiczenie 3
Podaj miare kata w stopniach.
a) 5T b) 27 c) Fm d) 1w e) Ex

W radianach bedziemy rowniez wyraza¢ miare kata obrotu. Niech a; i a beda
miarami tego samego kata wyrazonymi odpowiednio w stopniach i w radia-
nach, przy czym «a; € [0°;360°) oraz a € [0;27). Dla dowolnej liczby k € Z
zamiast a; + k - 360° mozemy pisa¢ a + 2k.

1. Funkcje trygonometryczne

Przyktad 2

. 9 Wartosci funkcji trygonometrycznych
a) Oblicz cos ;.

kata o 1 kata o+ 2k, gdzie k € Z, sa
9__ 1 1 _ 5 .
COS 57T = COS QZﬂ' = COS (27r + ZT&') = rowne
1 _ V2

. 1 . o
—cos47r—cos45 =%

b) Oblicz tg(—im).
tg(—4m) = tg(—4m + i7) = tg ir = tg60° = /3

Cwiczenie 4
Przerysuj do zeszytu przedstawiong obok tabelei ja o x x T
uzupetnij, a nastepnie oblicz:
' ? ? ?
a) sin I, d) sin 4w, g) cos(—27), ma
1 . 1 cosa | V3 ? ?
b) tg 2, e) sin(—4m), h) cos(—%), 2
tg « ? ? ?
c) tg 2, f) cos(—32m), i) sin(—27). ° : :
Zadania
1. Przerysuj ponizsza tabele do zeszytu i ja uzupetnij.
Miara kata [°] 5° 10° ? 36° ? ? ? 1 225° 315° 7
Miara kata [rad] =~ ? S O A 7 | Lz

2. Na rysunku ponizej przedstawiono dwie miary katéw: stopniowa i tukowa.
Przerysuj go do zeszytu i uzupeinij puste miejsca.

QO 6({)O 12|0o @ @ @ @ 42|0°
T 0 6 f @ = o
e @ @ e ® @ W w

o ® + ©®@ ©® ©® : ©
3. Podaj miare tukowa kata.
a) 20° b) 315° c) 765° d) —420° e) —1100°
4. Podaj miare kata w stopniach.
a) 2w b) Lm c) 2w d) —3m e) — 2w
5. Oblicz.
a) sin 97 b) cos Im c) cosm d) tg(—2m) e) sin(—22n)

1.3. Miara tukowa kata
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Na zdjeciach powyzej przedstawiono kolejne fazy Ksiezyca: od petni do nowiu. Cykl zmian
faz Ksiezyca trwa $rednio 29 i p6t doby.

pehia
100%

now
0% 295 59 88,5 czas [doby]

Na schematycznym wykresie powyzej pokazano, jaki procent tarczy Ksiezyca jest widoczny
z Ziemi w kolejnych dniach cyklu.

Definicja
Funkcje f o dziedzinie D nazywamy okresowa, jesli istnieje taka liczba
T # 0, ze dla kazdego argumentu x € D i dowolnej liczby catkowitej k:
x+ kT € D oraz f(x + kT) = f(x)

Liczbe T' nazywamy okresem funkcji.

Na rysunku ponizej przedstawiono wykres funkcji okresowej. Jej dziedzing jest
zbidr liczb rzeczywistych. Okresem tej funkcji jest dowolna liczba calkowita

rézna od zera. Liczba 1 jest najmniejszym okresem dodatnim tej funkcji.
£ Y

Najmniejszy okres dodatni funkcji (jesli istnie-
je) jest nazywany okresem podstawowym albo

zasadniczym. ol 1 1 1 i Xx

Zwrocé uwage, ze jesli T' jest okresem funkceji f, to kazda liczba k- T, gdzie k jest liczba
catkowita r6zna od zera, tez jest okresem tej funkc;ji.

Cwiczenie 1

Na rysunku obok przedstawiono wykres funkcji
okresowej f: R — R. Podaj okres podstawowy
tej funkcji oraz wartosci f(100) i f(1003).

1. Funkcje trygonometryczne

Przyktad 1

Na rysunku obok przedstawiono wykres
funkcji okresowej f: R — R o okresie pod-
stawowym T = 5. Oblicz f(101)1i f(—96). _ L
f(101) = F(1+20-5) = f(1) =3 ol 1 1 Tl ix
f(=96) = f(4—20-5) = f(4) =1

Dlé funkcji f mamy:
flx)=fx+5)=f(z+2-5)=...

Cwiczenie 2
Na rysunku przedstawiono wykres funkcji okresowej f: R — R. Odczytaj
z wykresu okres podstawowy tej funkcji. Oblicz f(—11), f(805) i f(103).

2) e aledile b Bl D) e

Zadania

1. Na rysunku przedstawiono wykres funkcji okresowej f: R — R o okresie T'.
Oblicz f(33), f(42) i f(—48).
a) T =14

Y

=
R

\VammLe AN

@ 2. Uzasadnij, ze funkcja stata f(z) = ¢ dla kazdego x € R jest funkcja okre-

sowq, ale nie istnieje dla niej okres podstawowy.

3. Na rysunku przedstawiono fragment wykresu funkcji okresowej f: R — R
o okresie T' = 4. Naszkicuj wykres tej funkcji dla x € [—6;10].
b).

b

N E R Vi g

Py
Q
Q
>

1.4. Funkcje okresowe
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4. Wykres funkcji okresowej f o okresie T'= 2 pokrywa sie w przedziale
[—1;1) z wykresem funkcji g. Naszkicuj wykres funkcji f.
a) g(x)=|z| b)gle)=x ¢ gle)=1-2" d)gx)=2"-22

5. Wykres funkcji okresowej f o okresie T' = 4 pokrywa sie w podanym prze-
dziale z wykresem funkcji g(z) = |z — 1| — 2. Naszkicuj wykres funkcji f.
a) [—1;3) b) [0;4) c) (—2;2] d) (=4;0]

6. Na rysunku przedstawiono wy-
kres funkcji okresowej f: R — R
o okresie T' = 4.

a) Oblicz sume wszystkich roz-
wiazan rownania f(z) = 1 nale- N Lt |
zacych do przedziatu [0; 20]. Ol 1

b) Oblicz sume wszystkich rozwigzan rownania f(z) = 4 nalezacych do
przedziatu [0; 400].

7. Niech [x] oznacza najwieksza liczbe caltkowita niewieksza od x. Naszkicu]
wykres funkcji f(x) =z — [z] 1 podaj jej okres podstawowy.

Sygnaly swietlne wysylane przez latarnie morskie powtarzaja sie okresowo.
Oto charakterystyka $wiatta wysylanego przez latarnie morska w Gaskach
kolo Mielna: swiatto — 2,5 s, przerwa — 1,2 s, Swiatlo — 2,5 s, przerwa —
1,2 s, Swiatlo — 6,4 s, przerwa — 1,2 s (okres wynosi 15 s).

1}

0 15 30 czas [s]

Wartos¢ 1 odpowiada swiathu, a 0 odpowiada przerwie.

8. Naszkicuj schematyczny wykres przed-
stawiajacy charakterystyke swiatta wy-
sytanego przez latarnie morska:

a) w Helu: $wiatto — 5 s, przerwa — 5 s
(okres wynosi 10 s),

b) w Krynicy Morskiej: $wiatto — 2 s,
przerwa — 2 s, Swiatto — 2 s, przerwa —
6 s (okres wynosi 12 s).

Latarnia morska w Gaskach

1. Funkcje trygonometryczne

R 1.5. Wykresy funkcji sinus i cosinus

Funkcje trygonometryczne mozemy traktowac¢ jako funkcje zmiennej x, gdzie
x jest dowolng liczba rzeczywista bedaca miara pewnego kata wyrazona w ra-
dianach. Wéwczas dla kazdego x € R i k € Z mamy: sin(z + 2k7) = sin z oraz
cos(x + 2km) = cosx. Zatem sinus i cosinus sa funkcjami okresowymi o okresie
T = 27w. Mozna wykazac, ze jest to ich okres podstawowy.

Dla kazdego = € R: sin (x + 2k7) = sinx, gdzie k € Z.
Dla kazdego x € R: cos (x + 2k7) = cos x, gdzie k € Z.

B Woykres funkcji sinus

W tabeli podano wartosci funkcji f(x) = sinz dla wybranych argumentéw
z przedziatu [0; 27].

[y

11 |1 _|1_|2_|3_|5 7|5 _|a_|3 |5 _|2_|11
:c.O.67r.47r.37r.271'l37r.47r.67r.71'l67rl47rI37rl27r.37r.47r.67r.27r
: | il | of2:| o3| V3| V2| 1 P 7 N R | I

Na rysunku ponizej przedstawiono wykres funkcji f(z) = sinz dla = € [0; 27].
Przyblizone wartosci funkcji sinus dla Yt AR REE.
innych argumentéw niz podane w ta- 1} 7 . . O\ EE T T

beli mozemy obliczy¢, korzystajac
z kalkulatora, lub odczyta¢ z tablic

wartosci funkcji trygonometrycznych.

Aby otrzymaé wykres funkcji f(x) =sinz dla x € R, mozemy skorzystaé
z okresowosci tej funkcji. Wykres funkcji sinus nazywamy sinusoidg.

Wybrane wlasnosci funkcji f(x) = sin x:

* Dziedzing funkcji f jest zbior liczb rzeczywistych.

* Zbiorem wartosci funkcji f jest przedzial [—1;1].

* Funkcja f jest funkcja okresows o okresie podstawowym T = 27.

* Funkcja f przyjmuje wartos¢ 0 dla x = km, gdzie k € Z.

* Funkcja f przyjmuje warto$¢ najwigksza 1 dla x = 7 + 2k7, gdzie k € Z.

* Funkcja f przyjmuje wartos¢ najmniejszg —1 dla x = 37” + 2km, gdzie k € Z.

1.5. Wykresy funkcji sinus i cosinus
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Srodkiem symetrii wykresu funkcji f (z) = sin x jest kazdy punkt o wspélrzed-
nych (km,0), gdzie k € Z. W szczegdlnoscei jest nim punkt O(0,0), prawdziwa

jest wiec ponizsza wlasnosc. 11Y flz) = sinz
Dla kazdego z € R: N — ﬂﬂ”’:'c X
sin (—x) = —sinx i 7?\
_1__
Cwiczenie 1

a) Wiadomo, ze sin 75° = LIQ. Podaj warto$¢ sin(—75°).
b) Wiadomo, ze sin(—15°) = @. Podaj warto$¢ sin 15°.

Osig symetrii wykresu funkcji f(z) = sin x jest kazda prosta pionowa okreslona
rownaniem x = 7 + km, gdzie k € Z.
T Y1t

27 1+
prawdziwa jest wiec ponizsza wlasnosé. ——

W szczegolnosci jest nig prosta z =

Dla kazdego = € R:

sin (m — ) = sinx

Przyktad 1
a) Podaj te argumenty z € [0;2x], dla Y|

ktérych funkcja f(x) = sinx przyjmuje 1

wartosé %

Z wykresu funkcji f(x) = sinz odczy-

tujemy, ze réwnos¢ sinz = < zachodzi
dlaz=7Zorazdlaz=m—Z =27,

b) Podaj te argumenty x € [0; 2x], dla ktérych funkcja f(x) = sin z przyjmuje

wartogé —=.
2 v . |
7 wykresu funkeji f(z) = sinz odezy- 1 ..... CEr T Ncae - -
tujemy, ze réwnos¢ sinz = —% zachodzi .| 7. ONCZwooddm o)
I % F J 4 6 A
dla z =7+ % = I oraz dla AN T - ; >
11 P | Y | T X
Tr =21 — 7—g = 5. " B i J
Cwiczenie 2

Wyznacz te argumenty x € [0; 27|, dla ktérych funkcja f(z) = sin x przyjmuje
podang wartosc.

a) %’ b) —42 c) L2 d) —2

1. Funkcje trygonometryczne

B Wykres funkcji cosinus
Cwiczenie 3
Przerysuj ponizsza tabele do zeszytu i ja uzupelnij.

5 7 5 4 3 5 7 11
6

1 1 1 1 2 3 ! :
a8 0.67T.47T.37T_27r_37r_4ﬂ-_67r T 671'.471'.371' 5 3T | 4T
cosw| ? | 7| ? |77 |—F-2-Lr|2|2|?|?|?|?|2]|°7

Aby otrzymaé wykres funkcji f(x) = cosx dla x € R, mozemy skorzystaé
z tego, ze jest to funkcja okresowa o okresie podstawowym 1" = 2.
Wykres funkcji cosinus nazywamy cosinusoidg.

Dziedzina funkcji f(x) = cosz jest zbidr liczb rzeczywistych, a jej zbiorem
wartosci jest przedzial [—1;1].

Cwiczenie 4
Dla jakich z € R funkcja f(z) = cosz przyjmuje wartosé: a) 1, b) 0, ¢) —17

O$ OY jest osia symetrii wykresu funkcji f(z) = cosz, prawdziwa jest wiec
ponizsza wlasnos¢.

Dla kazdego = € R:

cos (—x) = cosx

Cwiczenie 5
Podaj réwnania prostych, ktére sa osiami symetrii wykresu funkcji y = cos x,
oraz wspotrzedne punktow, ktore sa srodkami symetrii tego wykresu.

Przyktad 2
Podaj te argumenty = € [—2m; 27|, dla ktorych funkcja f(x) = cosz przyjmuje
wartosé 5.

1.5. Wykresy funkgji sinus i cosinus
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Cwiczenie 6
Wyznacz te argumenty x € [—3m; 37|, dla ktérych funkcja f(x) = cosx przyj-
muje podana wartosé.

a) 4 b) —4 c) % d) -

2 2

vfS

Zadania

1. Ile miejsc zerowych ma funkcja f(x) = sinx w podanym przedziale?
a) [0;27] b) [—2m; 27] c) (0;57] d) (0;32)

2. Podaj miejsca zerowe funkcji f(z) = cosz nalezace do przedziatu:
a) [0;27], b) [—27; 2n], o) (~2min], d) (-%;%).

275 27 2
3. Naszkicuj wykres funkcji f(x) = sinx dla x € [—2m; 27|. Korzystajac z wy-
kresu, podaj przedzialy, w ktérych funkcja f:

a) przyjmuje wartosci dodatnie, b) rosnie, c) maleje.

4. Naszkicuj wykres funkcji f(x) = cosx dla x € [—m; 37]. Korzystajac z wy-
kresu, podaj przedzialy, w ktérych funkcja f:

a) przyjmuje wartosci ujemne, b) roénie, c) maleje.

5. Ile rozwiazan ma podane réwnanie we wskazanyn przedziale w zaleznosci

od parametru m?
a) sinxz = m, [0;4n] c) cosx =m, [0;47]

b) sinx = m, (—m;37) d) cosz =m, (—m;37)

6. Oblicz sume wszystkich rozwigzan rownania:
a) sinz = 0,7, ktére naleza do przedziatu [0; 67],

b) cosz = 3, ktére naleza do przedziatu [—4m; 4x].

7. Objasnij sposéb otrzymywania sinusoidy. Skorzystaj z rysunku ponizej
(katowi x odpowiada punkt P na okregu o promieniu 1).
Y.l

) gy

1. Funkcje trygonometryczne

B Dowiedz sie wiecej

Funkcje parzyste i funkcje nieparzyste

i
Funkcje f: D — R nazywamy parzysta wte- f

dy i tylko wtedy, gdy dla kazdej liczby x € D« —T

o £
| e
liczba —x réwniez nalezy do dziedziny funk- \_)/—— G Jr——i—\k_/X

cji f oraz zachodzi rownos¢:

Funkcja f(z) = cosx, okreslona dla

f(—a:) = f(a:) r € R, jest parzysta.
Wykres funkcji parzystej jest symetryczny wzgledem osi OY.
Y:
Funkcje f: D — R nazywamy nieparzysta 1 I
wtedy i tylko wtedy, gdy dla kasdej liczby _ \== L

N A
Funkcja f(z) = sinz, okreslona dla
z € R, jest nieparzysta.

x € D liczba —x réwniez nalezy do dziedziny
funkcji f oraz zachodzi rownosé:

f(=z) = —f(z)
Wykres funkcji nieparzystej jest symetryczny wzgledem punktu O(0,0).

Przyktad
Zbadaj parzystos¢ funkcji f.
a) f(zr)=a23sinz
Dziedzing funkcji f jest zbiér D = R, wiec dla kazdego x € D rowniez —x € D.
f(—z) = (=) -sin(—x) = —2® - (—sinz) = 2% - sinz = f(z)
Zatem funkcja f jest parzysta.
sinx
b) flz) = ——
Dziedzing funkcji f jest zbior D = R\ {3 + km: k € Z}, zatem dla kazdego
x € D réwniez —x € D.

f(—:c) _ sin(—z)  —sinx _ —f(ZU)

cos(—r)  coszx
Zatem funkcja f jest nieparzysta.
__cosz—1
Dziedzina funkcji f jest zbior D = R\ {—1}. Zauwaz, ze 1 € D, ale —1 &€ D,
zatem funkcja f nie jest ani funkcja parzysta, ani funkcja nieparzysta.

1. Zbadaj parzystos¢ funkcji f.

a) f(z) = —sinz e) f(z)=zsinz+1 i) f(z)=%(cosz+1)
b) f(x) =sinxcosx f) f(x)=2’sinz j) f(z)=x —cosx

c) f(x) =sin’z g) f(z) =xsin’x k) f(x) = x?sin’x + cosx
d) f(z) = —|sinz| h) f(x) = —2?cos?x 1) f(x) =2?cosx +sinx

Funkcje parzyste i funkcje nieparzyste
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R 1.6. Wykres funkcji tangens

(0] Cwiczenie 1
Uzasadnij, korzystajac z rysunku obok, ze

P(CC(), yO)

liczba 7 jest okresem funkcji y = tgx.
Mozna wykazaé, ze m jest okresem podstawo-
wym funkcji tangens.

Twierdzenie

Dlaz e R\{Z+kmkeZ}inecZ:
tg (x + nw) =tgx

Na rysunku obok przedstawiono wykres funkcji
flz) =tgx dlax e (-3;%).

1

x —37 | —%171' : —%.77 0 %7‘( iﬂ' %W
tgz | —V3| -1 [ =& | o0 | B | 1 | 3
Proste x = —% oraz x = 7 sg asymptotami pionowymi

wykresu funkcji f.

Rozpatrzmy teraz funkcje f(x) = tgx okreslong dla
r € R\ {5 + km:k € Z}. Aby otrzymac jej wykres,
korzystamy z tego, ze jest ona okresowa.

Wykres funkcji tangens nazywamy tangensoidg.

| |
| |
| !
| |
I I
| !
| |
| |
! |
| |
| ™
| i Pl
I T
i _|
| |
| |
! |
| |
| |
I !
| |
| I
| !
| |

BN 30 1. Funkcje trygonometryczne

Wybrane wlasnosci funkcji f(x) = tgx:

* Dziedzing funkcji f jest zbiér D = R\ {5 + km: k € Z}.

» Zbiorem wartosci funkcji f jest zbior liczb rzeczywistych.

* Funkcja f jest funkcja okresowa o okresie podstawowym T = 7.

* Funkcja f przyjmuje warto$¢ 0 dla x = kw, gdzie k € Z.

* Funkcja f rosnie w kazdym z przedziatéw (—g + km; 5 + k77r), gdzie k € Z.
* Proste o réwnaniach x = 7 + km, gdzie k € Z, sa asymptotami pionowymi
wykresu funkcji f.

i | Y |
Cwiczenie 2 : f :
Podaj wspolrzedne Srodkéw symetrii wy- | |
kresu funkcji f(z) = tgx. : :
| |
| |
Punkt O(0,0) jest srodkiem symetrii wy- | tgal——f |
kresu funkcji f(x) = tgz, prawdziwa jest | . B
wiec ponizsza wlasnosc. : : :
=2 1
3 b x| Z] X
Dla x € R\ {5 + km:k € Z}: Eo e
| |
tg(—x) = —tgx
g(—x) g )]
| |
3 | |
Cwiczenie 3 : :
a) Podaj warto$¢ tg(—x), jesli tgx = 3. ! |
| |
b) Podaj warto$¢ tg(—x), jesli tgz = —2. | |
c¢) Podaj wartosé tgx, jesli tg(—x) = 2.
v
Przyktad 1 &0
Skorzystaj z wykresu funkcji f(x) =tgx weohy
i wyznacz rozwigzanie rownania tgx = V3. :i,
W przedziale (—%;%): tgz = V3 dlax = 2 i o
Na podstawie okresowosci funkcji tangens -
otrzymujemy rozwigzanie rOwnania: A

R

r =% +km, gdzie k € Z

Cwiczenie 4 :
Skorzystaj z wykresu funkcji f(z) =tgz .. ..

i wyznacz rozwigzanie réwnania;:

a) tgxr = —/3, b) tgng.

1.6. Wykres funkcji tangens
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Zadania

1.

Naszkicuj wykres funkcji tangens. Czy jest to funkcja monotoniczna? Od-
powiedz uzasadnij.

Naszkicuj wykres funkcji tangens i rozwiaz podane réwnanie. Wyznacz
najmniejsza liczbe z przedzialu (3; c0) spelniajaca to rownanie.

a) tgx =0 b) tgz = 1 ¢) tgx = —1 d) tgz = —L3

Wyznacz x spelniajacy podane warunki.
a) tgx =3 i z € [2m; 37

b) tgx =3 i x € [-3m; —27]

c) tgx=—1 1 x € [4m;5n]

Oblicz sume pierwiastkow réwnania nalezacych do przedziatu [0; 4.
c) tgx:—g e) tgx =+/3
d) tgx =—1 f) tgz = —/3

a) tgx =0
b) tgzx =1

Wyznacz przyblizone rozwigzanie podanego réwnania
nalezace do przedziatu [27; 37|. Skorzystaj z informa- tg 75 ~ 0,3249
cji zamieszczonych obok. tg 3T ~ 1,3764

10
a) tgr = 0,3249 b) tgx = —1,3764

Wyznacz rozwigzania réwna- . x x
12 8

37 Ly

nia nalezace do przedziatu 8 12

[—7; 27]. Skorzystaj z danych tgx 23 V2—-1/v2+1 243

z tabeli obok.
a) tgxr =2 — V3
b) tgz =2 -1

Rozwiaz podane roéwnanie.
Skorzystaj z danych z tabeli S
powyze]j.

a) tgr=1—1+/2
b) tg$:\/§—2

!
|
|
|
|
|
|
|
|
!

j |

3 |

Objasénij sposob otrzymywa- . |
nia tangensoidy dla z € [0; Z). 78 " :
S |

3

Skorzystaj z rysunku obok.

<N

1. Funkcje trygonometryczne

B Dowiedz sie wiecej

Wykres funkcji cotangens

Na ponizszym rysunku przedstawiono wykres funkcji f(x) = ctgx. Jest ona
okreslona dla = € R\ {km: k € Z}, a jej okres podstawowy jest réwny 7.
Wykres funkcji cotangens nazywamy cotangensoidg.

|
|
i
|

-

P
|
|
|
T

! |
I |
i |
| |
1 |
! I
i !
-3 . —2
! !
chiel =l
i i
g |

i I
| |
Wybrane wtasnosci funkcji f(x) = ctgx:

* Zbiorem wartosci funkcji f jest zbior liczb rzeczywistych.

* Dla 2 # k% zachodzi r6wno$¢ ctg x = tgix.

* Funkcja f przyjmuje wartos¢ 0 dla z = 7 + km, gdzie k € Z.

* Funkcja f maleje w kazdym z przedzialéw <]<37T; (k+ 1)7‘(‘), gdzie k € 7.

* Proste o rownaniach x = km, gdzie k € Z, sa asymptotami pionowymi wy-

kresu funkcji f.

| |
Punkt O(0,0) jest érodkiem symetrii wy- | i |
kresu funkcji f(x) = ctgz (funkcja ctg jest : :
nieparzysta), prawdziwa jest wiec ponizsza : ctga - | :
wlasnosé. I . |
| I :

| x| | T

Dla z € R\ {kn: k € Z}: g o » 2 b%

, 2

ctg (—x) = —ctgx | | |
| |
| - ctg(—x) |
1. Oblicz. : :
a) ctg(~%) b)ctg(—§) o) cte(=3) | |

2. Wyznacz rozwiazania podanego réwnania nalezace do przedziatu [—27; 47].

a) ctgxr =1 b) ctgz = /3 c) ctgx = %

Wykres funkcji cotangens
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Przyktad 1
Naszkicuj wykres funkcji f(x) = sinx + 1 i podaj jej zbiér wartosci.

Wykres funkcji f otrzymujemy przez

EWALEE S0 WA

przesuniecie wykresu funkcji:

g(x) =sinx

o wektor v = [0, 1]. Zbiorem wartosci
funkcji f jest przedzial [0;2].

Cwiczenie 1
Naszkicuj wykres funkcji f i podaj jej zbiér wartosci.
a) f(r)=sinzx —1 b) f(x) =sinx + 2 ¢) f(z)=cosz+

Przyktad 2
Naszkicuj wykres funkcji f(z) = sin (ZC — g) Podaj jej okres podstawowy oraz
miejsca zerowe.

Wykres funkeji f ottzymujemy przez Yy

przesunigcie wykresu funkeji: P e e
g(x) =sinz e iy I Wl e

o wektor v = [%,0]. Okres podsta- \_ " y o

wowy funkcji f jest réwny 27. e Y LTy rOe

Miejsca zerowe funkcji f sg postaci v = § + km, gdzie k € Z.

Cwiczenie 2
Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj jej okres podstawowy oraz miejsca zerowe.

a) fz)=sin(z+2) b) f(z)=cos(z—2%) ¢) flz)=cos(z+%)

Przyktad 3

Naszkicuj wykres funkcji f(x) = sin (m — 7—6T) + 1. Podaj jej okres podstawowy.
Szkicujemy kolejno wykresy funkcji: Y ) = |
 g(z) = sinz, 5

* h(w) =sin (z — £). NEBEZ . RREEE SN

. f(z) = sin (:c B %) 41, . ,;f{ 2 ELEa ok T

Wykres funkcji f mozemy tez otrzymaé przez przesuniecie wykresu funkcji
g(x) = sinz o wektor v" = [%, 1]. Okres podstawowy funkcji f jest réwny 27,

1. Funkcje trygonometryczne

Zauwazmy, ze przesuniecie wykresu funkcji o wektor nie zmienia jej okresu
podstawowego.

Cwiczenie 3

Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj jej zbiér wartosci oraz okres podstawowy.
a) f(z)=cos(z—%)—1 ¢) f(z)=sin(z+%) -1

b) f(z) =sin(z— %) +2 d) f(z) =cos(z—%)+2

Przyktad 4
Naszkicuj wykres funkcji:

f(z) =tgz +1
Podaj jej dziedzinge i réwnania

asymptot wykresu tej funkcji.

Wykres funkcji f otrzymujemy

przez przesuniecie wykresu funkcji
g(z) = tgx o wektor w = [0,1].
Dziedzing funkcji f jest zbior:
D=R\{f+kmkel}
Asymptotami wykresu funkcji f sa
proste x = 7 + km, gdzie k € Z.

Cwiczenie 4
Naszkicuj wykres funkcji f(x) = tgax — 1. Podaj jej dziedzine i réwnania
asymptot wykresu tej funkcji.

Przyktad 5
Naszkicuj wykres funkcji:

f(z) =tg(z+ %)
i podaj jej dziedzine oraz réwnania
asymptot wykresu tej funkcji.

Wykres funkcji f otrzymujemy

przez przesuniecie wykresu funkcji

g(z) = tgx o wektor uw = [-Z,0].

Dziedzing funkcji f jest zbior:
D=R\{f+kmkelk}

Asymptotami wykresu funkcji f sa
proste x = £ + km, gdzie k € Z.

i A A G

1.7. Przeksztatcenia wykresu funkcji
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Cwiczenie 5
Naszkicuj wykres funkcji f i podaj jej dziedzine oraz rownania asymptot wy-
kresu tej funkcji.

a) f(z) =tg(z— %)

Przyktad 6
a) Naszkicuj wykres funkcji f(x) = — sin x.

b) f(w):tg(a:—kg) c) f(a:):tg(:l:—i—g)—l

Wykres funkcji f otrzymujemy przez odbicie symetryczne wykresu funkcji
g(x) = sinx wzgledem osi OX.

& S L Al .....
b) Naszkicuj wykres funkcji f(z) = —sin (z — Z).
Wykres funkcji g(x) = sin z przesuwamy o wektor [% ; O] i otrzymujemy wykres
funkcji h(x) = sin (:U — %) Nastepnie wykres funkcji h odbijamy symetrycznie
wzgledem osi OX i otrzymujemy wykres funkcji f.
A o P P kY g :

Cwiczenie 6
Naszkicuj wykres funkcji f i podaj jej miejsca zerowe.

a) f(z)=—sin(z—F) D) flz)=—sin(z+%) o flz)=—sin(z+3)

Cwiczenie 7

Na rysunku ponizej przedstawiono wykresy funkcji:

g(x) =cosz, h(z)=cos(z+ %), f(z)=—cos(z+T)
Opisz przeksztatcenia pozwalajace z wykresu funkcji g otrzymac kolejno wy-
kresy funkcji h i f.

1. Funkcje trygonometryczne

Cwiczenie 8
Naszkicuj wykres funkcji f i podaj jej miejsca zerowe.

a) f(z)=—cos(zx—%) b) f(z)=—cos(z—7)

Przyktad 7
Naszkicuj wykres funkcji:

fle) = —tgux
Podaj przedzialy, w ktorych funkcja f
przyjmuje wartosci dodatnie.

Wykres funkcji f otrzymujemy przez

_f__'_'_w.ﬁ..__'____;_

odbicie symetryczne wykresu funkcji
g(x) = tgx wzgledem osi OX.
Funkcja f przyjmuje wartosci do-

datnie w przedziatach (—g + kr; lm),
gdzie k € Z.

Przyktad 8
Naszkicuj wykres funkcji:

f(z)=—tg(z +3)
Podaj przedzialy, w ktorych funkcja f
przyjmuje wartosci dodatnie.

Szkicujemy kolejno wykresy funkcji:
*g(x) = tgz,

*h(z) =tg(z+ %),

* fz) = —tg(z +3).

Funkcja f przyjmuje wartosci dodat-
nie w przedziatach (k7r; Lt k:7r), gdzie
k e Z.

Cwiczenie 9
Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj jej dziedzine i miejsca zerowe.

a) f(x)=—tg(z+%) b) f(z)=—tg(z—3) ¢ flx)=—tg(z+3)

Zadania

1. Naszkicuj wykres funkcji f i podaj jej zbioér wartosci.
a) f(xr) =sinx+ 3 b) f(z) =cosx + 2 c) f(z)=sinz —2

1.7. Przeksztatcenia wykresu funkcji
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10.

Naszkicuj wykres funkcji f i podaj jej miejsca zerowe.
a) f(z)=sin(z—=%) c¢) f(z)=cos(x—%) e) f(z)=—sin(z—7%)
b) f(z) =sin(z+%) d) f(z)=cos(z+m) f) f(z)=—cos(z+73)

Uzasadnij, ze podana réwnos¢ jest prawdziwa. Skorzystaj z wykreséw od-

powiednich funkcji.
a) sin(z+ Z) = cosx ¢) cos(z+ %) = —sinz

d) sin(z — ) = —cosx

b) cos(z — %) =sinx 5

2
Naszkicuj wykres funkcji f i podaj jej zbior wartosci.
a) f(z) =sin(z - %) +1 ¢) f(z)=sin(z+ %) -2
b) f(z)=cos(z — %) —2 d) f(z) = —sin(z — %) +1

Naszkicuj wykres funkcji f i podaj jej dziedzine.
a) f(z) =tg(x—3)

b) f(z) =tg(z —3)
Naszkicuj wykres funkcji f.
a) f(z)=—tgz+1

b) f(z)=—tgx —1
Naszkicuj wykres funkcji f i podaj rownania jego asymptot.

a) f(z)=—tg(z—%) -1 ¢) flz)=—tg(z+%) -1
b) f(z) =1—tg(x+ ) A f(z) = tg(Z — ) +1

Rozwigz rownanie:

a) tg(:): — g) = V;*, korzystajac z wykresu funkcji f(z) = tg(g; _ g))

b) tg(a: + %T) = —1, korzystajac z wykresu funkcji f(z) = tg(gj + %)
Naszkicuj wykres funkcji f i na jego podstawie podaj rozwigzania rownania
f(x) = a nalezace do przedziatu [—2m; 27].

a) f(z)=sin(z—%), a=12

b) f(z) =cos(z + Z), a =¥ d) f(z) =sin(z —

Podaj zbioér wartosci funkcji f.

a) f(z)=sinz+4 d) f(z)=—cos(z—3%) g) f(z)=sin’z+1

b) f(x) =sinx —3 e) f(x) =3 —cosx h) f(z) =1—cos®z

¢) f)=cosz—+ f) f(z)=—-1—sinz i) f(z)=2+cos’*(z+ %)

1. Funkcje trygonometryczne

B Dowiedz sie wiecej

Inne przeksztatcenia wykreséw funkcji sinus i cosinus

Przyktad 1
Na rysunku ponizej przedstawiono wykresy funkcji f(z) = sinz (kolor czer-
wony), g(x) = £ sinx (kolor zielony), h(z) = 2sin (kolor niebieski).

Zauwazmy, ze jesli do wykresu funkcji f(x) = sin z nalezy punkt (z, yo), to do

wykresu funkcji g(x) = %Sinx nalezy punkt (330, %yo), a do wykresu funkcji
h(x) = 2sinx — punkt (zg,2y0). Wykres funkcji g jest ,Scisniety” wzdiluz
osi OY w stosunku do wykresu funkcji f, a wykres funkcji h — ,,rozciggniety”.

Dla funkcji y = asinz oraz dla funkcji y = acosx, a # 0, liczbe |a| nazy-
wamy amplituda wykresu tej funkcji.

Uwaga. Wykres funkcji y = asinx jest sinusoida, a wykres funkcji y = acosz jest
cosinusoida.

1.

Na rysunku ponizej przedstawiono wykresy funkcji:
f(z) =cosz, g(x)=5cosz, h(x)=2cosz
Dobierz wzér do kazdego wykresu i podaj zbior wartosci kazdej funkcji.

Na rysunku obok przedstawiono wykresy )
funkcji fi(x) = a;sinz, fo(x) = agsinz,

f3(z) = azsinx. Wyznacz ay, as, as. Po-

daj amplitudy tych wykresow.

Naszkicuj wykres funkcji f(x) = acosx 2
w przypadku, gdy: e e R
a) f(m)= -3, b) flmy=2. ‘“pliET N

Inne przeksztatcenia wykreséw funkcji sinus i cosinus
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Przyktad 2
Na rysunku ponizej przedstawiono wykres funkcji f(z) = sinx oraz wykres
funkcji g(x) = sin 2.

Funkcja f(x) = sinx przyjmuje wartos¢ 0 dla x = kr, k € Z. Zatem funkcja
g(x) = sin 2z przyjmuje warto$¢ 0 dla x takich, ze 2x = kw, k € Z, czyli dla
x = %5k € Z. Okres podstawowy funkeji g(x) = sin 2z jest réwny .

e e e e e

Wykres funkcji g jest w stosunku do wykresu funkcji f ,Scisniety” wzdtuz osi OX.

Przyktad 3
Na rysunku ponizej przedstawiono wykres funkcji f(z) = sinx oraz wykres
funkcji g(x) = sin Jx.

Funkcja f(z) = sinz przyjmuje wartosé 0 dla z = kn, k € Z. Zatem funkcja
g(z) = sin z przyjmuje wartos¢ 0 dla x takich, ze o = km, k € Z, czyli dla
x = 2km, k € Z. Okres podstawowy funkcji g(z) = sin s jest réwny 4.

I i i H i i

Wykres funkcji g jest w stosunku do wykresu funkcji f ,rozciagniety” wzdtuz osi OX.

Okres podstawowy funkcji y = sin ax oraz funkcji y = cosax, gdzie a > 0,
jest réwny 2T,

4. Na rysunku ponizej przedstawiono wykresy funkcji:
f(z) =cosz, g(x)=cos2zx, h(x)=cosix
Dobierz wzor do kazdego wykresu.

1. Funkcje trygonometryczne

R 1.8. Tozsamosci trygonometryczne

Tozsamos¢ trygonometryczna to taka réwnosé, w ktérej wystepuja funkcje try-
gonometryczne, prawdziwa dla tych wszystkich wartosci zmiennej, dla ktoérych
wyrazenia wystepujace w tej réwnosci maja sens.

sin?x + cos?*x =1

Przypomnijmy, ze miedzy wartosciami funkcji sina

trygonometrycznych kata ostrego o mierze tuko- tgx = ——

wej x zachodza podane obok zwiazki.

Rownosci te sa tez prawdziwe dla dowolnego kata o mierze tukowej x € R, dla
ktorego obie strony réownosci sa okreslone.

Podstawowe tozsamosci trygonometryczne

= sin?x + cos?xz = 1 dla dowolnego x € R

stgx =" dlazeR\{§+kmkeZ}

jedynka trygonometryczna

Dowéd jedynki trygonometrycznej

Niech punkt P(xg,y0), rézny od poczatku uktadu
wspotrzednych, bedzie dowolnym punktem na ra-
mieniu konicowym kata x. Wowczas: To / h

[
Yo L0 | 0 X

SINTX = —, COS.CU:7 P=——-%Yo

=
gdzie r = /a2 + y3. Zatem:

sin?x + cos’x = <@)
’

T VA

2 2
+<ﬂ):yg+$3— HHYE

@ Cwiczenie 1

Udowodnij tozsamoéé tgz = 22Z dla z € R \ {3 +kmkeZ}.

COsS T

[0] Przyktad 1

Udowodnij tozsamo$é trygonometryczng (1 —sin’z)tgx =sinzcosz dla
r € R\ {5+ kmk € Z}.

2

. sinx Korzystamy z tozsamosci sin® + cos? z = 1
(1 —sin*z)tgr = cos’ x - = e s
cos oraz tgx = .
= cosxSsinx

@ Cwiczenie 2

3

Udowodnij tozsamo$é trygonometryczng cos® x sin z + sin’ z = sin .

1.8. Tozsamosci trygonometryczne
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I 42

cosr 1

Udowodnij, ze tgx +

1+sinx " coszx
Zaktadamy, ze tangens jest okreslony, 1 + sinz # 0 oraz cosx # 0, zatem
r € R\ {5 +kmkcZ}.

to z + cosx __ sinx cosx Korzystamy z tozsamosci
8 14sinz  cosz 1+sinz tgr = .
__ sinz(14sinx) cosx-cosTr
cosx(l+sinx) cosz(l+sinx)
__ sinz+sin?x +cos’x Korzystamy z tozsamosci
cosz(1l+sinx) sin®z + cos®x = 1.
o sinx +1 1
"~ cosz(l+sinz)  cosz
Cwiczenie 3

Udowodnij tozsamos¢ trygonometryczna.

_ 2
a) (sinz + cosx)®+ (sinx —cosz)* =2 «¢) Ljin;%:tga:
2
d) =22 (tg?x —sin’2) = sin’

. 4 . 9
b) sin® x — cos* x = sin® z — cos® x >
1—-cos®x

Cwiczenie 4
Wykaz, ze podane wyrazenie jest réwne 1 dla wszystkich x, dla ktorych jest

okreslone.

1—2sin?x cos? z —sint x costz +sintz
) Lo2sin’e b) c) :

2 2 2

2cos“x—1 cos2z —sin? x 1—2sin? zcos2 z

Czasami, aby udowodni¢ tozsamos¢ trygonometryczng, warto przeksztatcié
zaréwno jej prawa, jak i lewa strone.

Przyktad 3
Udowodnij, ze cos*z —sin*z = 1 — 2sin® z.

Przeksztalcamy lewg

- 4 . 92 .92
L = cos’ z — sin* z = (cos® x — sin® x)(cos® x + sin’ x) = alcatny
strone rownosci.

= cos’x — sin*x
Przeksztalcamy prawa

.. 92 . 92 2
P=1-2sin’z =sin“x + cos’x — 2sin’ x = ’ Y
stron¢ rownoscl.

= cos’x — sin* x
Rownosé L = P zachodzi dla wszystkich z € R, zatem udowodniliSmy powyz-
sza tozsamo$¢ trygonometryczna.

Cwiczenie 5
Udowodnij tozsamos¢ trygonometryczna.

a) (sinxz 4+ cos x) cos b) 14+2sinxzcosx

2

2
—2=tgx+ —

sin x cosx sinx COS

= (1 +tgx)’

xT

1. Funkcje trygonometryczne

Przyktad 4
3

Wiadomo, ze sinz = ; i z € (3; 7). Oblicz cosx i tgx.

Korzystamy z jedynki trygonometrycznej i otrzymujemy:
(%)2 +cos’x =1
cosx=1— =32

cosT = —% lub cosx = 2

S

Dla x € (7;m) cosinus jest ujemny, zatem cosz = —:. Korzystamy z tozsa-

sinx
cosT

(S

mosci tgx = i otrzymujemy:

| |OT|O-"
I
w

S

tgx =

Cwiczenie 6
Oblicz wartosci pozostatych funkcji trygonometrycznych kata x spetniajacego
podane warunki.

a) sine = —3 1 x € (3m2m) c) sinx =2 i z € (5;7)
b) cosz =—2 i x€ (m3m) d) sinz = —2 i x € (35;2n)

Cwiczenie 7
Udowodnij podang obok tozsamosé

trygonometryczng. dlaz e R\ {Z +kmkeZ}

Przyktad 5
Wiadomo, ze tgxr = —3ix € (gw; 277). Oblicz cosz i sinx.

1
cos? x

1+ (=3)*=

Korzystamy z tozsamosci 1 + tg? x = i otrzymujemy:

1
cos? x

Stad cos® z = 55, czyli:
CosS T = '10 lub cosx = o

Dla x € (%ﬂ'; 27r) cosinus jest dodatni, zatem cosx = ‘/1—1_00.

B

sin x
cosT

Korzystamy z tozsamosci tgx = i otrzymujemy:

: _ _ _3/10
Sinx =tgxrcosx = 0

Cwiczenie 8

Oblicz wartosci pozostatych funkcji trygonometrycznych kata x spetniajacego

podane warunki.

a) tgx = 1 e (m3n) c)tgx=—1 1 ze(5m

2
b)tgz =1 i z€(0;%) d) tgz=—4 i z e (im2m)

)

1.8. Tozsamosci trygonometryczne
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Zadania

[b] 1.

Udowodnij tozsamos¢ trygonometryczng.

a) (14 cosx)(1 —cosz) = sin’x d) 2sin®r —1=1-—2cos’x
b) coszsin®z + cos® x = cosx e) cos?x +tg?xrcos’r =1
c) 1 —2sinxzcosx = (sinz — cosx)? f) cosx +tg*xcosx = —

Udowodnij tozsamos¢ trygonometryczng.

1 cos T 1+ cosx sin x 2
a) — - — =tgz d) — = =
sinx cosx sin x sin x 1+ cosx sin x
b) tgx+cosx 1 1 e) sinx l—cosz 2
cosxsinx sinx cos? ¢ 1—coszx sin x sin x
) 1—sinz l4sinx  —4sinx f) cos T cosr 2
1+sinx 1—sinx cos? x 1—sinx 1+sinx cos T

Udowodnij tozsamos¢ trygonometryczng.

) sinz  1—cosx d) cosz +tgxsine tgx
1+ cosx sin x cosx cosxsinx
cosx +sinx l1+tgx tg? .

b) tenz _ 1tte e) —="— =sin’x
cosx —sinx 1—-tgx tgex+1

) tgx o 1—sinx f) sin? x — cos® x tg?x—1
(1—|—tg2 a;)sian "~ sinzcosz sinz+cos2x tg2ax+1

Oblicz wartosci pozostatych funkcji trygonometrycznych kata x.

Ly ze (%;ﬂ') c) sine =21 x¢ (%;7‘(‘)

4
T aze(w;%w) d) Sinx:—% ixE(%w;Zw)

a) cosx = —

b) cosx = —

Oblicz wartosci pozostalych funkcji trygonometrycznych kata x. Rozpatrz
dwa przypadki.

a) sinz = 5 c) cosx =—2 e) sinz = g) sinz = —@
b) sinz = —12 d) cosx = %g f) cosz=— h) cosz = @

Oblicz wartosci pozostalych funkcji trygonometrycznych kata x.
a) tgx=—5 i ze(5;m) c) tgm:\/—gimE(O;g)

2
b) tgz=—3 i ze€ (3m2m) d) tgz=2 i z € (mn)

Oblicz wartosci pozostalych funkceji trygonometrycznych kata x. Rozpatrz

dwa przypadki.

a) tgx =2 b) tgx = —4 c) tgx =—2 d) tgz = 5

1
tg? x

1

tg3x’

oraz tg’w +

Wiadomo, ze tgz + @% — 3. Oblicz tg* = +

I 44 1. Funkcje trygonometryczne

Dowiedz sie wiecej

Przyblizone wartosci funkcji trygonometrycznych

Na rysunku ponizej przedstawiono wykresy funkcjiy =z, y =sinz iy = tgx.
Dla ,malych” katow z wykres funkcji Y %
. L Z
y = x jest dobrym przyblizeniem wykre- 14 f*» 3
sow funkcji y = sinx oraz y = tgx. Na Vi

przyktad {55 = 0,0314159, natomiast:

sin -2 = 0,0314108,

100

tg = ~ 0,0314263. i

Zwr6é uwage na to, ze:

jesli x > 0, to sinz < z,

jesli z € (0;%), to tga > x.

@ 1. Nie korzystajac z kalkulatora, uzasadnij podana nieréwnosc.

a) sin & < 0,2 b) tg? = > 0,09 c) sin® ¥ < 0,032

Przyblizone wartosci funkcji sinus (dla

,matych” x) mozemy obliczy¢, korzysta- 1;

jac ze wzoru: V
. QEB 1?5 QES 1175

Slnx’“m_ﬁ‘i'ﬁ_m_?"'ﬁ’ O 1 \{

gdzien!=1-2-3-...-n. v

Na przyktad: . . Na rysunku przedstawiono wykresy funkcji
] ~ 1 1 ~ : . x3 z°

sin 7 &~ 7 —g(%) +m(%) ~ 0,707. flx) =sinziw() =c— 2 + £,

Przyblizone wartosci funkcji cosinus

w Y
(dla ,matych” z) mozemy obliczy¢, ko-
rzystajac ze wzoru: / \
2 4 2 4 0] 1 X
N N2

xr X X X
cosazwl—a—kz—l—?—kﬂ.
Na rysunku przedstawiono wykresy funkcji
0sZ ~1—1(2)2 4 L(2)" % 0,8660539. f(x) = coseiw(z)=1— 2 + 2,
¢ 6 24

Na przyktad:

6 2 24 \6 z

2. Przerysuj do zeszytu i uzupeknij ta- o B B T =
bele przyblizonych wartosci funkcji 20 10 ! 4
sinus i cosinus. Skorzystaj z powyz- = sina 7 ? ? 10,707
szych wzorow. COE @ ? 2 2 ?

Przyblizone wartosci funkcji trygonometrycznych
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R 1.9. Funkcje trygonometryczne
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sumy i roznicy katow

Podane zaleznosci zachodza niezaleznie od tego, czy miary katow podane sg
w stopniach czy w radianach.

Dla dowolnych «, 3 € R:

sin (a + 3) = sina cos 3 + cos asin 3 sinus sumy katéw

sin (¢ — B) = sina cos B — cos asin 3 sinus réznicy katéw
cos (a + B) = cos acos 3 — sin ax sin 3 cosinus sumy katow
cos (¢ — 3) = cos a cos 3 + sin o sin 3 cosinus réznicy katéw

Dowd6d wzoru na sinus sumy katéw i wskazowki, jak udowodni¢ pozostate
wzory, zostaly podane na str. 50.

Przyktad 1
a) Oblicz sin 75°.

Korzystamy ze wzoru na sinus sumy katow.
sin 75° = sin (45° 4+ 30°) = sin 45° cos 30° + cos 45° sin 30° =

ST e BB A
2 2 4

b) Oblicz sin 7.

Korzystamy ze wzoru na sinus réznicy katow.

mT —aein (™ T —ain ™ T _ T o™ —
SlIlﬁ—Sll’l(3 4)—SII130084 COS3SII14—
_ V3 v2 1 V2 V62
2 2 2 2 4

Cwiczenie 1
a) Oblicz cos 75°. Skorzystaj ze wzoru na cosinus sumy katow.
b) Oblicz sin 105°. Skorzystaj ze wzoru na sinus sumy katow.

c) Oblicz cos 5. Skorzystaj ze wzoru na cosinus réznicy katéw.

Przyktad 2
a) cos28°-cos17° —sin28°-sin17° =
= c0s(28° + 17°) = cos45° = L2

2
b) sin3° - cos 33° — cos 3° - sin 33° =
= sin(3° —33°) = sin(—30°) = —sin30° = —1

2

c) sin 55 7r COS = 7r—|—cos—7r sin 7r—sm(—7r—|— 7'('):8111%:1

Korzystamy ze wzoru
na cosinus sumy katow.

Korzystamy ze wzoru
na sinus réznicy katow.

1. Funkcje trygonometryczne

Cwiczenie 2

Oblicz.

a) sin 85° - cos 25° — sin 25° - cos 85°
b) sin 33° - cos 12° 4 sin 12° - cos 33°

8 1 N S |
C) COS =T - Cos =7 + sin o - sin =
s

N R 4
d) sin 7% - sin jm — cos 75 - cos g7

Ze wzoréw na sinus sumy katéw i cosinus sumy katéw bezposrednio wynikaja
wzory na sinus podwojonego kata i cosinus podwojonego kata.

Cwiczenie 3 Dla dowolnego a € R:
Wyprowadz podany obok wzér na sinus po-
dwojonego kata.

sin 2o = 2 sin & cos &

Cwiczenie 4 Dla dowolnego o € R:

Wypro-wadz podane obok wzory na cosinus cos 20 — cosZar — sinar
podwojonego kata. cos 2o — 2 cosar — 1

cos2a =1 — 2sina
Przyktad 3

Wiadomo, ze sina = % Oblicz cos 2a.

c082a21—281n2a:1—2-(§)2:1—

© |0
O

Cwiczenie 5
Oblicz cos2a i sin 2« dla kata « spelniajacego podane warunki.

a) sina =3 oraz a € (0;%) b) cosa = —2 oraz a€ (m;in)

Przyktad 4
Oblicz sin £ i cos .
Podstawiamy a = £ do wzoru cos2a =1 — 2 sin” o i otrzymujemy:

T . 'QE
COS4—1 2 sin S

sin %:%(1—008%):%<1—£) — 22

22 -
5 lub sin ¢ = —~=

Sprzecznos$é, bo sin = > 0.
) B

V2+v2

2

Po skorzystaniu z jedynki trygonometrycznej otrzymujemy cos § =

Cwiczenie 6
Oblicz sin a i cos a dla kata a spelniajacego podane warunki.
a) cos2a =+ oraz 2a € (0;5) b) sin2a = ‘/?5 oraz 2a € (5;m)

1.9. Funkcje trygonometryczne sumy i réznicy katéw
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@ 5. Uzasadnij, ze podana zaleznos¢ jest tozsamoscia trygonometryczng.

2tz . . . ke .
tg2a = I t%c dla a# 5 +kr i a# §+ 5, gdziek € Z. a) sint o — cost a = — cos 2a
b) sin* a + cos* a =1 — Lsin®2a
Dowod e eoe e c) sin(a + f)sin(a — 3) = sin®* a — sin* 3
in 2 2 si T o2 " cosa 2tg .
tg2a = ELI; 2(0; = CO:;Z%Z?ES@ = oo sin’o =1 S =7 _tgi‘a d) cos(a + f3) cos(a — 3) = cos? a — sin® 3
. 6. Oblicz.
@ CW|czen|e. 7 o o B a) sin 12° cos 18° + cos 12° sin 18° ¢) sin S7sin 2w — cos <5 cos 37
Sformutuj odpowiednie zalozenia i udowodnij tg (o + B) = tga+tg3
podane obok wzory. l1—tgatgS b) sin111° cos66° — cos 111° sin 66° d) cos %ﬂ' cos 27 + sin %7‘(’ sin 27
t _ tea—tgp o L :
. ] g(a—pP) = Ttrtgotg B 7. Oblicz sin a, cos a, tg a dla kata « spelniajacego podane warunki.
Cwiczenie 8 3 . T .
Oblicz. a) cos2a = 2 oraz a € (0; %) ¢) cos2a = —1 oraz o € (Z;7)
— 3 3. — 1 3m.
a) tg15° b) tg 75° c) tg105° d) tg120° b) cos2a = 4 oraz a € ( 5 ,27r) d) cos2a = —3 oraz a € ( 5 ,27r)
8. a) Wyprowadz podane obok wzory.
Zadania @ ) y? o p _ Y Dla dowolnego o € R:
b) Oblicz sin 75 i cos 5.
12 12 /1+cosax
. o o s s ‘COS %‘ - T
1. Oblicz sin(30° 4+ 3) i sin(60° — ) dla kata 3 spelniajacego podane warunki. 9. Oblicz sin § i cos § dla kata o spelniaja-
i . 1—
a) sinf=2 1 e (0%90°) ) cosB =2 1 B€(270%360°) cego podane warunki. sin g | =/ —2==
_ 3 s
b) cosff=—2 i 3 e (90%180°) d) sinB=—L i e (180°270°) a) cosa =3 oraz o € (0;3)
b) sinow = —% oraz a € (m;3m)

2. Oblicz cos(45°+3) i cos(60°— ) dla kata [ spelniajacego podane warunki. _
10. Przeczytaj podany w ramce przyktad.

a) cosB=% i Be(0%90°) b) sinf = -1 i g€ (270°360°)
3. a) Wiadomo, 7e sin a — % Lo (0; g) oraz cosf = —2 i § € (%;W). Ob. Wyznacz zbiér wartosci funkeji f(x) = sinx + cosz.
licz sin(a + ) i cos(a + ). sinz + cosz = /2 (% sinx + % cos CC) =
. . . . 4 . 3 . . 3 . . 3
b) Wiadomo, ze sinoe = —3 i aw € (37;27) oraz cos 3= —32 i € (m; 3m). — 9 (sinzcos T + coszsin T) = V2sin(z + )

Oblicz sin(a — ) i cos(a — ).

¢) Wiadomo, ze sina =% i a € (5;7) oraz cosf} = 23—‘/5 i Be (%2m).

Zatem zbiorem wartoéci funkcji f jest przedziat [—v/2;v/2].

Oblicz sin(a — 3) i cos(a + ). Wyznacz zbiér wartosci funkeji f i naszkicuj jej wykres.
d) Wiadomo, ze cosaa = —0,6 i a € (%;77) oraz sin3 =041 (€ (O, g) a) f(r) =sinx —cosx c) f(z)= V3sinz + cosx
Oblicz sin(a + ) i cos(a — 3). b) f(z) =sinz +v3cosx d) f(x) =sinz — V3cosz
@ 4. Uzasadnij, ze podana zaleznosc jest tozsamosciag trygonometryczna. Wskazéwka. W podpunkcie b) zauwaz, ze f(x) = 2(% SInz + \/75 oS x)
a) sinasin = %(COS(O& — () — cos(a+ ﬁ)) d) sin3a = —4sin® a + 3sin 11. Oblicz tg 2« dla kata « spelniajacego podane warunki.
b) cosacosﬁ:%(cos(a—ﬁ)—i—cos(a—l—ﬁ)) e) cos3a = 4cos® a — 3cosa a)tga=3 b)tga=v2-1 cjtga=v2+1 d)tga=2+V3
¢) sinacosf = %(sin(oz — () +sin(« —I—ﬁ)) f) cosda =1 — 8sin® acos? a 12. Wiadomo, ze tga = /2 oraz tg 8 = 2v/2. Oblicz tg(a + ) i tg(a — ).
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Dowiedz sie wiecej

Funkcje trygonometryczne sumy i roznicy katow - dowody

Rozpatrzmy katy o i 8 polozone tak jak .

na rysunku obok, gdzie:

a, B, a+ 0 € (0°90°) 1 /
Punkt A jest punktem przeciecia ramienia
koncowego kata o+ (3 z okregiem jednost-
kowym.

Prowadzimy odcinek AB prostopadty do i
ramienia koncowego kata «, odcinki BC B B

i AD prostopadle do osi OX oraz odcinek
EB prostopadty do odcinka AD. b

Kat FAB ma miare o (uzasadnij). o D C 1 X

Boki trojkata OAB maja dtugosci:
|OA| =1, |OB| = cos 3, |AB| =sin 3
Zauwazmy, ze "g—g“ = sin a, wiec:
|BC| = |OB]|sin a = sin acos 3
Podobnie % = cos «, wiec:
|AE| = |AB|cos a = cos asin 3
(o + ), wige:
|AD| = |OA|sin(a + 8) = sin(a + ()

Zatem otrzymujemy:
sin(a + 8) = |AD| = |[ED| + |AE| = |BC| + |AE| =

= sin acos 3 + cos asin (3

|AD| .
= S1n

raz ———
ora |OA‘

@ 1. Skorzystaj z powyzszego rysunku i uzasadnij, ze:
cos(a+ 3) = cosacos f — sin asin 3, gdzie a, B, + 5 € (0°;90°)
Wskazowka. Rozpatrz dlugosci odcinkow OD, DC i OC.
@ 2* Wykaz prawdziwosé wzoru sin(a + ) = sinacos f + cosasin 3 w przy-
padku, gdy:
a) a, € (0°90°) oraz a + 8 € (90°; 180°),
b) a € (0°;,90°) oraz 5, + [ € (90°;180°).

@ 3. Wykaz prawdziwo$¢ wzorow na sinus i cosinus roéznicy katéw. Skorzystaj
ze wzorOw na sinus i cosinus sumy katoéow oraz wtasnosci:

sin(—(@) = —sinf i cos(—f3) = cos 3

B 50 1. Funkcje trygonometryczne

R 1.10. Wzory redukcyjne

Wzory redukcyjne pozwalaja wyrazi¢ wartosci funkcji trygonometrycznych
dowolnego kata za pomocg wartosci funkcji trygonometrycznych kata naleza-
cego do przedziatu [O; g)

Wzory redukcyjne

sin (—a) = —sin sin (2 — ) = cos o sin (2 4+ o) = cos o
cos (—a) = cos cos (2 — a) =sina cos (2 + a) = —sina
S T_ o)=L s —
tg(—a) = —tga tg<2 a)_tga tg(2+a T tga
sin (m — a) = sina sin (7w + a) = —sin« Wzory redukcyjne mozna
B B stosowac dla tych katow,
cos (7 —a) = —cosa cos(m+a) =—cosar g, ktorych dana funkcja
tg(m — a) = —tga tg(m+a) =tga jest okreslona.
sin (2 —a) = —cosa sin (3 + o) = —cosa  sin (2w — o) = —sina
cos (2F —a) = —sina  cos ( + ) = sin cos (2m — o) = cos «
3 _ 1 3 _ 1 _
Przyktad 1
Udowodnij wzor redukeyjny.
a) sin(2 + a) = cosa b) cos(3 +a) = —sina c) tg(% +a)= _tg%
Skorzystamy ze wzoréw na sinus sumy katéw i cosinus sumy katéow.
a) sin(g + a) =sinJcosa+cosgsina =1 -cosa+0-sina = cosa
b) cos(% + a) =cosjcosa—singsina=0-cosa—1-sina=—sina
. . sin(%—l—a) __ cosa 1
c) tg(5 +a) = cos(3+a)  —sina  tza
Cwiczenie 1
Udowodnij wzor redukeyjny.
a) sin(r — a) =sina b) cos(m — ) = — cos c) tg(mr —a) = —tga
Cwiczenie 2
Udowodnij wzor redukeyjny.
a) sin (3 +a) = —cosa  b) cos (3 +a) =sina ¢ tg(F +a)=—53

1.10. Wzory redukcyjne 51 IS
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W podanych wzorach redukcyjnych miare kata mozna przedstawi¢ w postaci
%“ + a, gdzie k € N oraz a € [0; g) Zauwazmy, ze:
e jesli k jest liczba nieparzysta, to funkcja sinus

zmienia sie na cosinus, funkcja cosinus — na funk- sina > 0 sina > 0

. . , . . . . . cosa < 0 cosa >0
cje sinus (méwimy, ze funkcja zmienia sie na co- < -

. . L 1 tga <0 tga >0
funkcje), a funkcja tangens zmienia sie na e
* jesli k jest liczba parzysta, to funkcja pozostaje
bez Zmiany; sina < 0 sina < 0
. . . . cosa < 0 cosa >0
znak plus lub minus przed funkcja zalezy od tego, tga>0 tear <0

czy wartos¢ wyjsciowej funkcji jest dodatnia, czy
ujemna w danej ¢wiartce uktadu wspoéirzednych.

Dla katéw, ktorych miary podano w stopniach, wzory redukcyjne maja naste-
pujaca postac:

Wzory redukcyjne

sin (—a) = —sin sin (90° — o) = cos « sin (90° + a) = cos
cos (—a) = cos cos (90° — o) = sin cos (90° + ) = —sin«
_ o _ o) = L o -t
tg(—a) = —tga tg (90° — a) = o tg (90° + ) = —
sin (180° — a) = sin« sin (180° + o) = —sina  Wzory redukcyjne mozna,
stosowa¢ dla tych katow,
cos (180° — o) = —cosa  cos (180° + o) = —cos

dla ktorych dana funkcja

tg (180° — a) = —tg« tg (180° + a) = tg o jest okreslona.

sin (270° — a) = —cosa  sin (270° + a) = —cos ¢  sin (360° — a) = —sin
cos (270° — a) = —sina  cos (270° + a) = sin cos (360° — o) = cos
o - L o - L °_ ) = —
tg (270° — a) = tga tg (270° + o) = tga tg (360° — a) = —tg
Przyktad 2
Oblicz sin 210°. Skorzystaj ze wzoru sin(270° — o) = — cos a.

sin 210° = sin(2700 — 600) = —cos60° = —1

2
Zauwazmy, ze ten sam wynik otrzymamy, jesli zapiszemy kat 210° w postaci
180° 4 30° i skorzystamy ze wzoru sin(180° + a) = — sin oz

sin 210° = sin(180° 4 30°) = —sin 30° = —1
Cwiczenie 3
Skorzystaj ze wzoréw redukcyjnych i oblicz:
a) sin 240°, b) cos 480°, c) tg225°.

1. Funkcje trygonometryczne

Przyktad 3
Oblicz cos(—+2m).

cos(—227) = cos 7 =

- s cos(—a) = cos

_ 5 _ 5, s . .. .

- COS(27T + ZT‘-) = COS ;T = Korzystamy z okresowosci funkcji cosinus.
N ™ _ L

=cos(m+ §) = —cos§ = cos(m + a) = —cosa

— 2

- 2

Cwiczenie 4
Oblicz, korzystajac ze wzoréw redukcyjnych.

a) cos Hm d) sin(—330°) g) sin(—itm)
b) sin 27 e) tg(—210°) h) cos(—<)
c) cosim f) tg(—315°) i) tg(—3m)

Zadania

1. Udowodnij wzoér redukeyjny.
a) sin(r 4+ a) = —sina ¢) cos(3m+a) =sina

b) cos(m + a) = —cosa d) sin(37 — a) = —cos

2. Oblicz, korzystajac ze wzoréw redukcyjnych.

a) sin 2w d) tg 2nm g) cos(—3m) j) cos(—1in)
b) cos Im e) tgm h) sin(—2m) k) cos(—11m)
c) sin 7 f) tg2nm i) cos(—2m) 1) tg(—=zm)
3. Oblicz, korzystajac ze wzoréow redukcyjnych.
a) sin 120° d) cos855° g) tgh10° j) sin(—870°)
b) sin 135° e) cos840° h) tg570° k) tg(—300°)
c) cos330° f) sin 660° i) tg1035° 1) tg(—840°)
4. Oblicz, korzystajac z wartosci
podanych obok. “ 18 0 -
a) sin 72° d) sin 666° sina | Y51 NT_Q\/E /51
b) cos 108° e) sin(—468°) cosa | VIOIZVE | vBi TRCW:
c) cos234° f) cos(—864°) I ! N
5. Wiadomo, ze cosx = i oraz x € (0; g) Oblicz:
a) sin(2F 4 ), b) cos(3 — ), c) cos(3 — ).

1.10. Wzory redukcyjne
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6. Oblicz.

a) 2sin 120° + 4 cos 60° d) 4sin45° - cos135°  g) sin®310° + cos? 310°
b) sin420° - cos(—390°)  e) tg300° - tg210° h) cos?45° + sin® 225°
¢) tg120° +tg(—210°)  f) 2cos120°-tg150° i) tg?780° — 3tg? 420°

7. Oblicz.
a) sin 27 + cos(—%) d) sin Zm + cos(—Im)
b) 6tg2m - cosim e) sin®(—237) + cos? Im

in 2 . _4 in ® T g¢in X in
¢) 8sin 27 - cos(—3m) f) sin % cos & —sin % cos

@ 8. Przeczytaj informacje w ramce.

9. Skorzystaj z podanego obok frag-

Wzory redukcyjne mozna uzasadni¢, korzystajac z odpowiedniego prze-
suniecia wykresu funkcji trygonometrycznej. Ponizej przedstawiono

uzasadnienia wzorow Sin(g + :c) = COS X Ooraz sin(%7r + x) = — COSZ.

Wykres funkcji y = sin(g + x) pokrywa  Wykres funkcji y = Sin(%7T + x) pokrywa
sie z wykresem funkcji y = cosx. sie z wykresem funkcji y = — cosz.

Uzasadnij wzor. Zastosuj odpowiednie przesuniecie wykresu funkcji.

a) cos(¥ + ) =sinx b) cos(m — x) = —cosx
a | sina cosa | tga
mentu tablic wartosci funkcji trygo-

nometrycznych i oblicz: 300 | 05299 | 08480 | 0.6249

a) sin413°, d) sin589°, | 330 | 05446 | 0,8387  0,6494
b) cos769°, e) cos860°, 34° | 0,5592 | 0,8290 | 0,6745
C) tg 597°, f) tg 954°. 35° 0,5736 0,8192 0,7002
. , . 36° 0,5878 0,8090 0,7265
@ 10. Skorzystaj ze wzoréw redukcyjnych

I 54

37° 0,6018 0,7986 0,7536
38° 0,6157 | 0,7880 0,7813
39° 0,6293 0,7771 0,8098
40° 0,6428 0,7660 0,8391
41° 0,6561 0,7547 | 0,8693

i wykaz, ze wartosci funkcji trygono-
metrycznych dowolnego kata mozna
wyrazi¢ za pomoca wartosci funkcji
trygonometrycznych kata nalezace-
go do przedziatu [0°; 45°).

1. Funkcje trygonometryczne

310 | 05150 | 08572 | 0,6009 |

R 1.11. Réwnania trygonometryczne (1)

Przyktad 1
Rozwiaz réwnanie sin 2x = 1.

Podstawiamy t = 2x i otrzymujemy réwnanie pomocnicze sint = 1.

H H . ! L : - T : : :
Nt NG

AN g zw —%—W - 1 Q.. Bpoos g e gl

Z wykresu funkcji sinus odczytujemy rozwiazania réwnania sint = 1:
t =72 + 2km, gdzie k € Z
Wracamy do niewiadomej x:
2v = % + 2km, gdzie k € Z
x =74 +km, gdziek € Z

Przyktad 2
Rozwigz réwnanie sin(2z — Z) = 3.
Podstawiamy t = 2z — £ 1 otrzymujemy réwnanie pomocnicze sint = %
SENEREN L EREN W CEERE
; : : ; ' PG \Lg
7 wykresu funkcji sinus odczytujemy rozwigzania réwnania sint = %:
t=242kr lub t= 271+ 2km, gdzie k € Z
Wracamy do niewiadomej x:
20 — L =Z 42kt lub 2z — L =274 2km, gdzie k € Z
20 = £ + 2km lub 2z =m+ 2km, gdzie k € Z
r=7%+kr lub x =73 + km, gdzie k € Z
Cwiczenie 1
Rozwiaz réwnanie.
a) sin3z =1 d) 2sin(2z — §) = V2 g) 6sin(m — ZF) =3
b) cos2z = —1 e) cos(3x+§):§ h) 2sinmz — V3 =0
c) cosdr = 5 f) cos(2rx+ %) = —3 i) 2cos2mz++v2=0

1.11. Réwnania trygonometryczne (1)
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Przyktad 3
Oblicz sume dziesieciu najmniejszych dodatnich pierwiastkow réwnania
sinx = 1.

sin“z =1, gdy sinz = 1 lub sinz = —1
Pierwiastkami réwnania sin® = 1 s liczby postaci z = 2 + km, gdzie k € Z.
Suma dziesieciu najmniejszych dodatnich pierwiastkow réownania jest réwna:
TG+ (G +2m)+ .+ (5497) =103+ (1+24 ...+ 97 =

=57 + 457 = 507

Cwiczenie 2
Oblicz sume dziesieciu najmniejszych dodatnich pierwiastkéw rownania:

a) cos®x =1, b) 2sin’z =1, c) 4sin’x = 3.

Cwiczenie 3

Ile pierwiastkéw podanego réwnania nalezy do przedziatu [0; 47]?

¢c) cos?(z— %) =1 e) [V2sin(z —2)| =1
6

a) sin®3r =1 I
d) sinQ(x+ %) :3 f) |\/§cos(w—|— )‘ =15

b) 2cos? 2z =1

Przyktad 4 P
Rozwigz réwnanie tg 4z = /3. y=tgt
Zaktadamy, ze 4x # 5 + k7, gdzie k € Z, |
czyli w # % + %ﬂ, gdzie k € Z.

|
|
|
|
!
|
f
|
Podstawiamy ¢ = 4x i otrzymujemy réw- -
nanie pomocnicze tgt = /3. Z wykresu / : rhi
|
|
|
|
|
|
|
|

funkcji tangens odczytujemy rozwiazania - 7
tego rownania: t = 7 + k7, gdzie k € Z. g
Wracamy do niewiadomej x:

dr = % + km, gdzie k € Z

x:%—f—%,gdziekeZ

.
e wly FITRTTER SR (AR
g [Rnslad b S OIS ——

Cwiczenie 4
Rozwiaz réwnanie.

a) tg2r = —1 c) tg?2x =3 e) 3tg(2z + %) =3
b) 3tgmr = /3 d) 3tg?£ =1 f) \/étg(?):v—g):?)\@
Cwiczenie 5

Oblicz sume pierwiastkéw podanego réwnania nalezacych do przedziatu [0; 7.
a) tg?2r =1 b) tg?dx =1 c) tg® (2 4m) =1

1. Funkcje trygonometryczne

Zadania

1. Rozwigz rownanie.
a) sindr =1 c) 2cos(2x — %) =1 e) 2cos(

b) 2sin(z + %) =1

2. Rozwiaz réwnanie.

a) tgds = —1 c) tg(2r — %) =L e) 3tg(2+2)=—3
b) tg6z = /3 d) tg(3z + %) =3 f) V3tg(2z—%) = -1
3. Rozwiaz réwnanie.
a) sin®4x =1 c) 4sin’(z — Z) =3 e) |2cos3z| =1
b) cos® 3z = 2 d) 6cos®(z+ %) =3 f) |sin2z — 35| =3
4. Rozwiaz réwnanie.
a) tg*(4e — %) =1 b) 3tg*mx =1 c) ‘\/ﬁtg(x—l—g)‘:i%

5. Przeczytaj podany w ramce przyktad.

Rozwiaz réwnanie sin z = 3 sin .
sinz — 3sinz =0
sinz(sinx —3) =0
sinx =0 lub sinx =3
Rownanie sinx = 3 jest sprzeczne. Rownanie sinx = 0 jest spelnione
przez liczby postaci ¢ = kw, gdzie k € Z — jest to rozwigzanie rOwnania
wyjsciowego.

Rozwiaz roéwnanie.

a) sin’z = —sinz c) sin®x +sinz = 0 e) 4sin®z =sinz

b) 2cos’x = cosx d) 2cos’x —cosz =0 f) 3cos’z =4cosw

6. Rozwigz réwnanie.

a) tg?x +tgx =0 b) tg?z = tgx ) tg?x =3tgx

7. Podaj rozwigzania rownania nalezace do przedziatu [—m; 27].
¢) decosPz —cosz =0 e) V3tg?z+tgx =0
b) 2cos?z = /2cosxz  d) 3sinz —4sin®z =0 f) 3tg®2z —tg2x =0

a) 2sin’z = sinz

8. Rozwiaz réwnanie.

a) cos2z(l+tgx) =0 b) sinztg2r =sinx c) cos2z = sindx

1.11. Réwnania trygonometryczne (1)
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Dowiedz sie wiecej

Suma i réznica sinuséw, suma i roznica cosinusow

Dla dowolnych «, 8 € R:

sin o + sin 3 = 2 sin
sina — sin 3 = 2sin
cos o + cos 3 = 2 cos
cosa — cos 3 = —2sin

Dowdd wzoru na sume sinusow

atp |
2

a—

a— /3 .,
(0] — suma SInusoOw

a L. . p
COoS %ﬁ réznica sinusow

o+ o — . ,
Tﬁ * COS TB suma, CosInusow

atB s a—p
2

Sin — roznica cosinusow

Niech z = a;“g, Yy = a;ﬁ, woéwcezas x + y = « oraz x — y = (3. Zatem:

sin a + sin 8 = sin(z + y) + sin(z — y)

=sinxcosy + cosxsiny + sinx cosy — cosxsiny =

= 2sinx cosy = 2sin

a+ 3

5 COS

a—f
2

Dowody pozostatych wzorow przeprowadza si¢ analogicznie.

Przyktad
Rozwiaz réwnanie sin 5x + sinz = 0.
sin 5z + sinz = 2sin 2212 cog 22 =

— 2sin 3x cos 2z

Zatem zapisujemy réwnanie w postaci:

Korzystamy ze wzoru na sume sinuséw.

2sin3xcos2x =0

sin3dz =0 lub cos2x =0

3r =km lub 2x =3 + km, gdzie k € Z

kr
3

T =
1. Rozwiaz rownanie.
a) sin3x — sin 2z = sinxz
b) cosbx — sin 3z = cosx
2. Oblicz wartos¢ wyrazenia.

a) 2cos70°cos 10° — cos 80°
b) 2sin 115° cos 70° — sin 185°

Wskazéwka. W podpunkcie a) znajdz katy a i § takie, ze atB — 700 j O‘T_ﬁ = 10°.

1. Funkcje trygonometryczne

x:§+%”,gdziek€Z

c) cos6x + sin bx + cos 2z = sin 3x

d) cos7x —sin Tz = cosz — sinx

c) sin37°30" cos 7°30’
d) cos52°30" cos 7°30’

2

R 1.12. Réwnania trygonometryczne (2)

Przyktad 1
Rozwiaz réwnanie 2sin® x 4+ sinz — 1 = 0.

Podstawiamy ¢ = sinx, zakladamy, ze ¢t € [—1;1], i otrzymujemy réwnanie

kwadratowe:
202+t —1=0
A=14+8=9, VA=3
_ -1-3 _ —1+43 1
h=— =L b=—""=3
Wracamy do niewiadomej x: sinx = —1 lub sinz = %

7 wykresu funkcji sinus odczytujemy rozwiazanie rownania:

ngﬂ—l—%w lub =% + 2km lub :Jc:%w—|—2k7r, gdzie k € Z

Uwaga. Powyzsze rozwigzanie mozna tez zapisa¢ w postaci x = & —|—§k:7r, gdzie k € Z.

Cwiczenie 1
Rozwiaz réwnanie.
c) tg?x +2tgrz+1=0

cosgc—l—COSZ:Jc—l—}l

a) 2cos’x —cosx =1

b) 2cos*z + 5cosx +2 =0 =0

sinx
Przyktad 2
Rozwiaz réwnanie sin® x — cos?>z — 1 = 0.
Korzystamy z jedynki trygonometrycznej i otrzymujemy:
sin®x — (1 —sin®x) —1=0
2sinz —2 =0
sineg =1 lub sinx = —1

r =7 +km, gdzie k € Z

Cwiczenie 2

Rozwiaz réwnanie.

a) 2cos’x + 4sin*z =3 c¢) 2cos’x +sin’x = 2cosx + 1
b) 4cos?z —sin®x = —1 d) 2 +sin®*z =4 — cos?x + cos

1.12. Réwnania trygonometryczne (2)
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Przyktad 3
Rozwiaz réwnanie 2sinx cosx —sinx — 2cosx + 1 = 0.
Grupujemy wyrazy znajdujace sie po lewej stronie réwnania.
sinz(2cosx — 1) — (2cosx — 1) =0  Wylaczamy wspolny
czynnik.
(2cosz — 1)(sinx —1) =0
cost =2 lub sinz =1

2

r=—%+2kr lub x=2Z%+2kr lub z =7+ 2km, gdzie k € Z

Zatem x € {—% + 2km, T + 2km, % + 2km: k € Z}.

3
Cwiczenie 3

Rozwiaz réwnanie.

a) 2sinzcosx + 2sinx —cosx — 1 =10

b) 4sinxcosx —2cosx — 2sinx +1 =10

c) 2sinzcosz —V3cosx + 2sinz — /3 =0
d) 4dsinzcosx + 2v/3sinz = 2v/3 cosx + 3

Przyktad 4
Wyznacz te pierwiastki rownania 4 cos 5z cos 2z = 2cos7x + 1, ktére naleza
do przedziatu [0; 7).
Korzystamy ze wzoru na cosinus sumy katow:
cos Tx = cos(bx + 2x) = cosbx cos 2x — sin bz sin 2z
Zatem réwnanie mozna zapisa¢ w postaci:
4 cosbrcos2x = 2cosdx cos2x — 2sindxsin 2x + 1
2cosdxrcos2x + 2sindxrsin2z =1 Korzystamy ze
2cos(br —2x) =1
cos 3T =
3v=—% +2kr lub 3z = % + 2k, gdzie k € Z
r=—-242% Jub z =2+ 2% gdziek € Z

WzOoru na cosinus
roznicy katow.

N [—=

Do przedziatu [0; 7] naleza wigc pierwiastki z = 5, v = gﬂ', T = gw.

Cwiczenie 4

Wyznacz te pierwiastki podanego rownania, ktére naleza do przedziatu [0; 27].
c) 2sin3xzcosx = sin2zx — 1

d) 4sin 5z cos 3z = 2sin 8z + /2

a) 2sinbzsin3xr =1 — cos8x
b) 4cos3zcosx = 2cos2z + /3

1. Funkcje trygonometryczne

Zadania

1. Rozwiaz rOwnanie.
a) 2sin’z + 3sinz —2 =10

b) cos’z +6cosz+5 =10

d) cos®x + 2sinz =1
e) 2sin*z — 3cosx = 3

c) 2sinz —sinz =1 f) tgzx—g\/gtgx—i—l:()

2. Rozwigz réwnanie.
a) sin2x = cosx d) cos’z —cos2z =1

b) cosz + sin 2z = 0 e) sin2zxtgx =sinx
c) cos2x —sinz =0 f) sinzcosz = 55

3. Rozwiaz réwnanie.
a) 2sin2zx + 2sinx = 2cosx + 1 d) sin®2z + 6sin’z = 6
b) 2sin® x — sin® 22 = cos? 2z e)*l + sin 2x = cos 2x
¢) sin®2z — cos? 2z = 1 — 2sin’z ) S(cosdar —1) = cos’x

4. 7Znajdz liczby nalezace do przedziatu [0;27] i spelniajace réwnanie:

Y

d) sin*z — cos*z =

)
)

a) sinz + cosx = 1,
b) sinx —cosx = 1, e) sin’z + costz =

c¢) V3cosz +sinz = 2, f

?

N N

sin* ¢ — cos* x = cos4z.

5. Rozwigz réwnanie.

c) sin2x —v/2cosxz = 2sinz — 1
d) cos2x =14 2v/2sin*zcosx

: 1
inxr — = —1
a) sinx —— =tgu
1

COS ™

b) tgx — 2sinz =2 —

Wyznacz najwiekszy ujemny pierwiastek rownania.
¢) 2sin2x cos? 2x — sin 2z cosdxr = 1

d) sin®2z + £ sindx = tg2x

a) 4sin6xcosx — 2sinbzr = 1

b) 2sin6xsin 3z = 1 — cos 9z

sinf=sina & f=a+2kr lub = (m—«a)+ 2kmn, gdzie k € Z
cosf=cosa & B=a+2kr lub =—a+ 2kmn, gdzie k € Z

7* Rozwiaz rownanie. Skorzystaj z powyzszej wtasnosci.

a) sin3x — sin 2z = 0 d) cosdz + cos3x =0
b) sin4x 4 sin3z =0 e) cos3z —cos(x — %) =0
c) cosbx —cos3x =0 f) sin2z —sin(z+ %) =0

1.12. Réwnania trygonometryczne (2)
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Dowiedz sie wiecej

Funkcje odwrotne

Definicja
Funkcja f: X — Y jest roznowartoSciowa wtedy i tylko wtedy, gdy dla
kazdych dwoch réznych argumentow przyjmuje ona rézne wartosci.

Przyktad 1

Do tol 4 3 X

Funkcja f: R — R okreslona wzorem Funkcja ¢g:R — R okreslona wzorem

f(z) = 3z jest réznowartosciowa. g(z) = 32° nie jest réznowartosciowa.

Jesli x1 # xo, to %:1:1 + %:1:2. Na przyklad —2 # 2, ale g(—2) = g(2).

1. Uzasadnij, ze dowolna prosta rownolegta do osi OX przecina wykres funkcji
roznowartosciowej w co najwyzej jednym punkcie.

Twierdzenie

Jesli funkcja f: X — Y, gdzie Y jest zbiorem wartosci funkcji f (tzn. dla
kazdego y € Y istnieje x € X taki, ze f(x) = y), jest réznowartosciowa,
to istnieje funkcja g: Y — X taka, ze dla kazdego x € X zachodzi réwnos¢
g(f (:1:)) = x. Funkcje g nazywamy funkcja odwrotng do funkcji f.

Przyktad 2

Funkcja f:]0;00) — [0; 00) okre§lona wzo- b b d ]
rem f(z) = 22 jest réznowartoéciowa, ajej y, | [ 9,7
zbiorem warto$ci jest przedzial [0; 00). Ist- s |
nieje zatem funkcja do niej odwrotna.  \ | f/
Jest to funkcja g:[0;00) — [0;00) okre- N |\ [l _—TT
Slona wzorem g¢(z) = /x, gdyz dla kaz- -\ fhe g L g

dego x € [0; 00) zachodzi réwnosé: L In 7 :

L -

= 1 : — %
g(f(SIJ)):g(:CQ): \/1172:33 : ~ : ! ; :
Uwaga. Jedli funkcja g jest funkcja odwrotng do funkcji f, to funkcja f jest funkcja

odwrotng do funkcji g. Wykresy wzajemnie odwrotnych funkcji f i g sa do siebie
symetryczne wzgledem prostej y = .

2. Naszkicuj wykresy funkeji f(z) = 2° i g(z) = ¥/r — odwrotnej do f.

1. Funkcje trygonometryczne

Dowiedz sie wiecej

Funkcje odwrotne do funkcji trygonometrycznych

Rozpatrzmy funkcje:

f-%:2] = [-1;1]

Y1 S
/ A~

okre$long wzorem f(x) = sinz (kolor nie- : - N
bieski na rysunku obok). Jest ona rézno- : g ///
wartosciowa, a jej zbiorem wartosci jest 1 L5 7
przedziat [—1;1]. : |

_x |
Istnieje zatem funkcja g: [—1;1] — [—%; g} 2 : Lo
odwrotna do funkcji f. Nosi ona nazwe ar- : 7 X
cus sinus i zapisuje sie ja: g(x) = arcsinx | Lz
(kolor czerwony). '// |
Wykresy funkcji f i g sa symetryczne 20 | &
wzgledem prostej y = =. // 2
Przyktad 1
a) sin £ = 7, wiec arcsing = £
b) sin(—%) = —@, wiec arcsin(—?) = —Z.
1. Oblicz.

a) arcsin% b) arcsin(—3) c) arcsin(—1)

Rozpatrzmy funkcje:

f:(0;7] — [=151]

okreslona wzorem f(x) = cosz (kolor nie-
bieski na rysunku obok). Jest ona rézno-
wartosciowa, a jej zbiorem wartosci jest

przedziat [—1;1].

Istnieje zatem funkcja g:[—1;1] — [0;7]
odwrotna do funkcji f. Nosi ona nazwe ar-
cus cosinus i zapisuje sie ja: g(x) = arccosx

(kolor czerwony).

Wykresy funkcji f i g sa symetryczne

wzgledem prostej y = x.

Przyktad 2

a) cos0 = 1, wiec arccos1 = 0.

2. Oblicz.
a) arccos@

1 o 1 _
9 WI1eC arccos 5 =

o
SN—
o
o
)]
wlx
I

ST
3-

b) arccos(—@> c) arccos(—1)

2

Funkcje odwrotne do funkcji trygonometrycznych
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Rozpatrzmy funkcje: L : :
f: (_W-E) _>R ...... ...... ............. ...... ........ f

x |
272

okreslong wzorem f(z) = tgx (kolor = e

niebieski na rysunku obok). Jest ona | _ .

roznowartos$ciowa, a jej zbiorem warto- ———— A v 1 5 ';ﬂf— S

Sci jest zbior liczb rzeczywistych. : : L

Istnieje zatem funkcja ¢g: R — (—g; g) N ey ' 1 i X
odwrotna do funkcji f. Nosi ona naz- =—————— —L/ =
we arcus tangens i zapisuje sic ja: el

o(0) = wctge (olor caorvony). 7

Wykresy funkcji f i g sa symetryczne = .7

wzgledem prostej y = x. y

Zwr6éé uwage na to, ze wykres funkcji f(x) = tgz ma asymptoty pionowe

T

r=—%1x=17%, a wykres funkcji g(z) = arctgz ma asymptoty poziome
y=—sly=s

Przyktad 3

a) tgZ = 1, wiec arctgl = %. b) tg(—%) = —@, wiec arctg(—

: Y

Rozpatrzmy funkcje:

f:(0;m)—R
okre$long wzorem f(z) = ctgx (kolor
niebieski na rysunku obok). Jest ona
réznowartosciowa, a jej zbiorem warto-
Sci jest zbior liczb rzeczywistych.

Istnieje zatem funkcja g: R — (0;m)
odwrotna do funkcji f. Nosi ona naz-
we arcus cotangens i zapisuje si¢ ja:
g(z) = arcctgx (kolor czerwony).

Wykresy funkcji f i g sa symetryczne

wzgledem prostej y = .
Zwr6é uwage na to, ze wykres funkcji f(z) = ctgx ma asymptoty pionowe
x =01z =m, awykres funkcji g(x) = arcctg z ma asymptoty poziome y = 0

1y =.
Przyktad 4
a) ctgZ = 0, wigc arcctg0 = Z. b) ctgZ = V3, wiec arcctg /3 = 3
3. Oblicz.
a) arctg/3 b) arctg? c) arctg(—1) d) arcctg?

1. Funkcje trygonometryczne

Vv

Powtorzenie

B Zestaw |

1.

Podaj miare tukowa kata.

a) 40° b) 108° c) 110° d) 144°
Podaj miare kata w stopniach.
a) 2w b) Im c) 2w d) 57
Oblicz.

. o ° o sin 120° 4+ cos 300° . o
a) (sin30° 4 cos 120°) - tg 930 d) tg(—225°) — sin(—390°)
b) sin 225° - tg495° — cos 330° e) (sin(—315°) + 3cos 450)2

. oy . o sin 270° 4 2 cos(—60°) . o
c) cos(—hH70°) - tg(—1230°) f) ta(—225°) + cos(—240°)
Oblicz.
a) sin(—27) — tg&m — cosin d) (sin 27 + cosIm) - tg(—%)
b) V2cos 2+ V3tg(—Zn) e) 3 (cosm + sin L)
sin 36771'—2cos76r sinf’ﬂr—cosflr

c) f)

Wyznacz katy a € (—360°; 360°) spelniajace warunek:

—tg 3w tg 5

a) sin o = sin 15°, c) cosa = cosHh’, e) tga = tg85H°,
b) sina = — sin 15°, d) cosa = — cos55°, f) tga = —tg85°.

Wyznacz kat « € [0°;360°] spelniajacy warunki:

a) tga=1 1 cosa <0, d) cosoz:g i sina <0,
b) tga=—1 i cosa >0, e) sinav =3 i tga <0,
¢) sina =% i cosa <0, f) sinoz:—@ i tga > 0.

Wyznacz rozwiazania rownania nalezace do podanego przedziatu.

o sine =, (517 o) cosz =4, (~5:%)
b) sinz = =2 (m;27) f) cosz = —¥2, (Z;2n)
¢) sin®z =<, (0;m) g) cos’z =1, (2m;4mn)

d) |sinz| =3, (—m;0) h) |cosz| = 3, (—%W,—g)

Oblicz sume pierwiastkow réwnania nalezacych do przedziatu [0; 8.

% b) COST = —= C) sinx = 0,9 d) sinxz = 0,3

a) sinx = 5

Powtérzenie
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10.

11.

12.

13.

14.

17.

18.

Wyznacz rozwiazania rownania nalezace do podanego zbioru.
a) tgz =1, (Z;%n) c) [tgx| =L, (2m;37) U (3m;3n)

T3
b) tg®z = 3, (—g,’—;) d) |[tgz| = V3, (—m;0)

Na rysunku obok przedstawiono wykres funkcji okre- Y
sowej f:R — R o okresie 2. Naszkicuj wykres tej
funkcji w przedziale [—4;4). Ile rozwiazan réwnania \1 AP INGE

f(x) = 1 nalezy do tego przedziatu? 0

Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj jej zbior wartosci i miejsca zerowe.
a) f(z)=sin(z — %) +2 ¢) flz)=tg(z—%) -1
b) f(z) =—1—cos(z — %) d) f(z)=1—-tg(z+ %)

6
Oblicz wartosci pozostatych funkcji trygonometrycznych kata a spetnia-
jacego podane warunki.

a) sina =12 90° < a < 180°

2, c) sina=—=, 180° < a < 270°
180° < av < 270°

37

b) cosa = —2 d) cosa =1, 270° < a < 360°

57

Oblicz wartosci pozostatych funkcji trygonometrycznych kata a spetnia-
jacego podane warunki.

a) tga =1, 180° < a < 270°

39

b) tgar = —2, 90° < o < 180°

c) tga = -2, 270° < o < 360°
d) tga =13, 0°<a<90°

W=

Czy podana zalezno$¢ jest tozsamoscia trygonometryczng?

a) sinzcos?z +sin® z = sinw ¢) 2cos’ztgx + 1 = (sinx + cosx)?

f 3
b) tgz cos® x — sin’ z = cos? v d) (1 —cosz)tgr = ——r

cos? x +coszx

. Wykaz, ze funkcja f(z) = cos* x — 2 cos® x — sin x jest funkcja stala.

. Udowodnij tozsamo$¢ trygonometryczna.

1 1 14+te2x 1 1 sinx
a> ) 2. —2+_ = 3 C) ; =
sin“ x cos® x cos“xtgex sin x tgx 1—cosx
tg2xz—1

b) sin?z — cos’x = d) sinzcosz+tgx = tgx(cos®’ x+1)

tg2x+1
Podaj liczbe rozwiazan réwnania nalezacych do przedziatu [0; 27] w zalez-
nosci od parametru m.

a) cosx +1=m b) 2sinx —1=m c) |sinz|+ 5 =m

Dla jakich wartosci parametru m réwnanie f(x) = m ma rozwiazanie?

a) f(z)=1—3sinz b) f(z)=|tg3z| -4 ¢ flz) = —>

~ |sinz — 3|

1. Funkcje trygonometryczne

1.

10.

Zestaw ||

Oblicz.
a) sin 15° - cos 15°
b) cos? 22,5° — sin® 22,5°

¢) sin®75° — cos? 15°

d) sin 23° - cos 67° + cos 23° - sin 67°
e) cos66° -sin21° — sin 66° - cos 21°

f) sin82°-sin52° + cos 82° - cos 52°

Czy podana zaleznosc¢ jest tozsamoscia trygonometryczna?
a) 1+sina = (sin§ 4 cos $)? c) sin®a + 8cos?a = 8costa + 1

b) cosa = cos® & — sin® & d) sinatg(a+ %) +2cosa =sina

Udowodnij tozsamosé trygonometryczna.

__ 2sina cosa __ sin(a+p)
a) tg2a— 1—2sin® « C) tga—i—tgﬁ— cos a cos 3

_ 1-tg?a 1 1 _ sin(B-a)
b> cos 20 = 1+tg2a d) tg « tg3  sinasing
a) Wiadomo, ze sin £ = 2 i« € (m;3m). Oblicz cos %, sinx, cosz i tgx.
b) Wiadomo, ze cos £ = % i x € (3m;4m). Oblicz sin £, sinz, cosz i tgx.
Oblicz.

a) sin15° +sin 105°  b) cos 15° + cos 75° c) tg15° + tg 105°

Wiadomo, ze = € (%;7‘(’) i tg(az + g) = —2cosx. Oblicz sin 2x i cos 2.
Wiadomo, ze sinx + cosx = % ixe (g, ?jf) Oblicz:
a) sin 2z, b) cosx — sinx, c) tg2x.

Oblicz sin 3z i cos 3x w przypadku, gdy:

a) sinx:\/é, xG(O;g), b) cosm:%g, xe(%w;%r).
Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj jej zbior wartosci i miejsca zerowe.

a) f(z)=sinz—1 ¢ f(z)=sin(z—%)+1 e) f(z)=tgaz—1

b) f(z)=cosz+3 d) f(z)=cos(z+Z)—1 ) f(z)=tg(z—%)
Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj liczbe rozwiazan réwnania f(x) = m
nalezacych do przedziatu [0; 27] w zaleznosci od parametru m.

a) f(z)=sinz—32 d) f(z)=sin(z—%)+1 g) f(z)=tgex—1
b) f(z) =cosz+3 ) f(z)=sin(z+Z)—1 h) f(z)=—tgax+2
c) f(:p):(:osm—g f) f(z)=cos(z—2)—1 1) f(z)=tg(—z)—V3

Powtérzenie
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

I[le punktéw wspélnych maja wykresy funkcji f i g w przedziale [0; 27]?
a) f(z) =sinz, gx) =2—sinz c¢) f(z) =sinz +cosz, g(z) =2
b) f(x) =cosz, g(x)=1—sinz d) f(z) =sinz —3cosz, g(x) =1
Upros¢ wzor funkeji f i naszkicuj jej wykres.

a) f(z)=coswzsin(Z — z) + sin(—z) cos(3 — z)

b) f(z) = cos(—x)sin(% + z) + sin(r — z) cos(% + z)

¢) f(z)=cos(®] — ) cos(m — x) — sin(r + z) sin (3 + x)

Rozwiaz rownanie.

a) 2cos(—3z) =1 c) 2sin(23: + %) = V3 e 3tg(— — az) =3

b) 2sin(2z —7w) =1 d) 2cos?(3x+m) =1 f) tg*(2z4+2) =3
Rozwigz rownanie.

a) 2cos’x + 5cosx = 3 d) 5cos?z + 7sin®z =6

b) sin’z — sinz = 2 e) cos’x + Hsinz =5

c) sin’z —3cosz =3 f) 2cos?x = /3sinz — 1

Rozwigz rownanie.
a) sin'z + cos? x = cos4x d) sinz cos 2z —sinz = 3 sin4x —sin 2z

b) cos*z + cos*(z — ) = e) cosx cos 2z = sinx sin 2z + £ cos 3z
¢) tg®x +cos2x =1 f) sin:ccos2xzsin2:l:—%sin:1:

1
2

Wyznacz rozwiazania réwnania nalezace do przedziatu [0; 27].

a) 2cos’x — cos?x = 2cosz — 1 b)*cosz + | cosz| = sin 2z

Naszkicuj wykres funkcji f i podaj jej warto$ci najmniejsza i najwieksza.
a) f(z)=+2sinz ++2cosz o) f(z) = cos?z + |sinz| - sinz
b) f(x) = +V3cosx —sinx O*f(z) = |tgz| - Cosi;JrsinQa:

Wyznacz zbiér wartosci funkeji f(z) = 2 cos® x — 1 cos 2z, ktérej dziedzing
3

jest przedzial (0;27). Podaj rozwigzanie rownania f(x) = .

Naszkicuj wykres funkcji f. Wyznacz jej okres podstawowy.

a) f(x)=|sinz|+sinz c) f(x)=|tgx| +tgx
b) f(z) =|cosxz| + cosx d) f(x) =|tgz| —tgx
Podaj dziedzine funkcji f i naszkicuj jej wykres.
_|sinz| _ |cosz| _ |tgz|
a) fla) =Ll ) gy = Leosal ) fla) = Le2

I 68 1. Funkcje trygonometryczne

Ruch po okregu a sinusoida

Na rysunku ponizej punkt P porusza si¢ ruchem jednostajnym ze stalg predkoscia
katowa w po okregu o promieniu r w kierunku przeciwnym do ruchu wskazowek
zegara (predkosc¢ katowa to stosunek kata zakreslonego podczas ruchu do czasu,
w ktorym to nastgpilo). Poczatkowe polozenie punktu P oznaczono przez A -

jest to jeden z koncéw poziomej srednicy AB. Wykres przedstawiajacy zmiany
polozenia punktu P wzgledem $rednicy AB w czasie jest sinusoida.

P r‘

s AwAwAwAW
TV VAV

Diabelski mtyn to obracajace sie wielkie koto, na ktérym sg zamocowane wagoniki.
Na rysunku schematycznie pokazano diabelski mtyn o Srednicy 28 m, obracajacy sie
ze statg predkoscia katowa w w kierunku przeciwnym do ruchu wskazowek zegara.
Wagonik w najnizszym potozeniu jest zawieszony 2 m nad ziemig, a jeden petny obrét
kota trwa 4 minuty.

8
A 2 v
0 1 4 t [min]

Przyjmijmy, ze w chwili t, = 0 wagonik znajdowat sie¢ w punkcie P,, czyli 16 m nad ziemig.
Wysokos¢ h, na ktérej wagonik znalazt sie po uptywie czasu t (punkt P na rysunku), jest
opisana wzorem:

h(t) = 14 sin(wt) + 16

KN Na jakiej wysokos$ci nad ziemig znajdzie sie ten wagonik po uptywie 5 minut?
A na jakiej po uptywie 8 minut?

e -
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Zadania z kontekstem realistycznym

Informacja do zadan 1.—4.

Py
Jesli cialo poruszajace sie po okregu przemiescito sie [
z punktu P do punktu P; w czasie t, to opisujac ten A p
ruch, mozemy poda¢ zar6wno predkoesé katowg w = <
(stosunek kata obrotu « do czasu t), jak i predkosé

l

liniowa v = ; (stosunek dlugosci tuku I do czasu t).

Predkos¢ katowa w zwykle podaje sie w radianach na sekunde lub w radianach
na godzine. Miara tukowa kata « to stosunek dtugosci tuku [ do promienia r
l

_ ! . : _ 1 nodé v =
(a = ;), wige otrzymujemy w = - i stad mamy zaleznos¢ v = rw.

Przyktad
Ziemia wykonuje pelny obrét wokot swojej osi w ciagu 24 godzin, zatem pred-
kos$¢ katowa jej ruchu obrotowego jest réwna:

_2r 0w
W= =13 [rad /h]

Jezeli przyjmiemy, ze Ziemia jest kulg o promieniu
6370 km, to punkt P na jej réwniku porusza si¢ na
skutek ruchu obrotowego z predkoscia liniowa:

v=rw=6370 - % ~ 1668 [km/h]
Dla punktu @), ktérego szerokos¢ geograficzna jest
réwna x, predkosé liniowa jest wyrazona wzorem:

\ug

vo = vcosz (uzasadnij)

1. Oblicz, z jaka predkoscia liniowa porusza sie punkt lezacy na tym samym

rownolezniku co Krakow, ktorego szerokosé geograficzna wynosi 50°N.

2. Przednie koto bicyklu ma srednice réwna 144 cm, a tylne 36 cm. Ile razy
predkos¢ katowa, z jaka podczas jazdy obraca sie tylne koto, jest wieksza
od predkosci katowej, z jaka obraca sie przednie koto?

3. Ile obrotow wykonuje w ciggu sekundy koto samochodu jadacego z pred-

koscig 60 km/h, jesli srednica kota jest réwna 52 cm? Z jaka predkoscia
katowa (w radianach na sekunde) obraca sie to koto?

4. Przedni wat walca drogowego ma $rednice 2 m. Gdy walec jechal po prostej

I /0

drodze, jego przedni wat wykonat w ciggu p6t godziny 500 obrotow. 7 jaka
predkoscia poruszal sie walec?

1. Funkcje trygonometryczne

Sposob na zadanie

Przyktad
Rozwigz réwnanie sin z + cosz = /2.

Aby rozwiazaé to zadanie, mozemy postapi¢ na rézne sposoby.

I sposob (metoda analizy starozytnych)

Metoda analizy starozytnych rozwigzywania rownan polega na kolejnym
przeksztalcaniu rownania wyjsciowego w ten sposéb, aby kazde nastepne
réwnanie wynikato z poprzedniego (nie musi by¢ mu réwnowazne). Zbior
rozwigzan ostatniego rOwnania zawiera wszystkie rozwigzania roéwnania
wyjsciowego. Na koniec nalezy sprawdzi¢, ktore liczby z tego zbioru spet-
niaja rownanie wyjsciowe.

Obie strony réwnania sin z + cosz = v/2 podnosimy do kwadratu.
sin?z + 2sinx cos x + cos? x = 2

1 +sin2x =2

Zauwaz, ze nie sprawdziliSmy, czy obie
strony réwnania majg ten sam znak.
sin2z =1
Zatem 2x = 7 + 2km, gdzie k € Z, czyli x = 7 + k7, gdzie k € Z.
Teraz sprawdzimy, ktore z otrzymanych liczb spetniaja rownanie wyjsciowe.
Dla k = 2n, gdzie n € Z:
sinx + cosx = sin(% + 2mr) +cos(§ + 2n7r) =
:Sing—FCOS%:%—Fg:\/i
Dla k =2n+1, gdzie n € Z:
sinz + cosz = sin(Z + (2n+ 1)7) + cos(5 + (2n + 1)) =
= sin (37 + 2n7) + cos(3m 4+ 2n7) = sin 27 4 cos 3w =
= —g — \/75 = —\/§ Sprzecznosc

Zatem jedynymi rozwigzaniami réwnania sg liczby x = 7 + 2nm, gdzie n € Z.

I1 sposob

Zauwaz ze:

sin(z + T) =sinwcos T + cosasin T = Lsinz + Y2 cosz = L (sinz + cosx)
Zatem:

sinx + cosx = \/isin(a:qL %)
sinz +cosx =2 < \/§sin(az+§) = ﬂ@sin(xqt %) =1
r+ 7 =% +2nm, gdzie n € Z

Odpowiedz: x = § + 2nm, gdzie n € Z
=» Zadanie 6, str. 72

Sposéb na zadanie
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Przed matura z matematyki na poziomie rozszerzonym

Zadanie 1 (0-2)
Punkt P(—3,—+/7) nalezy do ramienia kohcowego kata . Oblicz wartoéé
wyrazenia tg a + cos a.

Zadanie 2 (0-3)

Oblicz warto$é¢ wyrazenia:
y tg 585° —sin 675°

sin 495° 4+ 2 cos 750°

Zadanie 3 (0-2)
Dany jest kat x € (%;7‘(‘) taki, ze tgx = —%. Wyznacz sinus i cosinus kata .

Zadanie 4 (0-2)

Wyznacz najmniejszy dodatni pierwiastek réwnania:
2sin2mx —1=0

Zadanie 5 (0-3)

Wyznacz najwiekszy ujemny pierwiastek rownania:

sin 27x 4+ 2 cos 2w — 2cos? mx = 0

Zadanie 6 (0-4) = Przykiad, str. 71
Wyznacz te spoéréd rozwiazan réwnania /3 sinz — cos z = 2, ktére naleza do
przedziatu [0; 47].

Zadanie 7 (0-4)
Wyznacz liczby = € [—2m; 27| spelniajace réwnanie sin 2x — cos 2z = 1.

Zadanie 8 (0-4)
Oblicz sume pierwiastkéw réwnania 2sin?z + 1 = /3 cosz nalezacych do
przedziatu [0; 47].

Zadanie 9 (0-4)
Rozwiaz réwnanie 2 sin x cos 2x + sin 5z = 2 sin 2x cos 3x.

Zadanie 10 (0-4)
Wyznacz dziedzine funkcji f(x) = 4cosx+3

o 4cos3x—4cos?2x—3cosx+3°

Zadanie 11 (0-4)

Dla jakich wartosci parametru « € (0;7) réwnanie:
(2cosa — 1)z? —4x +4cosa =0

ma jeden pierwiastek?

Zadanie 12 (0-5)
Dla jakich wartosci parametru o suma kwadratéw dwoch réznych pierwiast-
kéw réwnania z? + 4x cos a + 2 cos 2a = 0 jest réwna 87
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1. Funkcje trygonometryczne

Geometria
analityczna

W tym rozdziale opisujemy i badamy figury geometryczne potozone w pro-
stokatnym uktadzie wspotrzednych, w ktérym jednostki na obu osiach maja
réwne dtugosci.

Uktad wspotrzednych wykorzystywany jest takze w geografii. Okreslajac po-
tozenie punktu na kuli ziemskiej, podaje si¢ jego szerokos¢ i diugosé geo-
graficzna, np. polozenie latarni morskiej w Porto (Portugalia) — szeroko$é
geograficzna: 41°08'48”"N, dlugosé geograficzna: 8°40'38"E.
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Przypomnij sobie

Twierdzenie Pitagorasa i twierdzenie do niego odwrotne

Twierdzenie Pitagorasa

Suma kwadratow diugosci przyprostokatnych tréjkata
prostokatnego jest rowna kwadratowi dtugosci przeciw- - b
prostokatnej:

a®+b? = c? a

1. Dany jest trojkat prostokatny o przyprostokatnych a, b i przeciwprosto-
katnej c. Oblicz jego obwdd.

a) a=4,b=22 b) a =3v2, ¢ =3V5 ) b=2,c=2
2. Oblicz z.
a)
1 4G
Vi v

3. Podstawa trojkata réwnoramiennego jest dtuzsza od jego ramienia o 2 cm,
a obwdd tego trojkata jest rowny 32 cm. Oblicz jego pole.

4. Wysokosé trojkata ABC' opuszczona z wierzchotka C' jest réwna 6. Oblicz
obwodd trojkata ABC.

a) C b) §
/\ &
A 15 B A 5 B

Twierdzenie odwrotne do twierdzenia Pitagorasa

Jezeli suma kwadratéw dlugosci dwoch bokéw tréjkata jest réwna kwa-
dratowi dtugosci trzeciego boku, to trojkat ten jest prostokatny.

5. Sprawdz, czy tréjkat o podanych bokach jest prostokatny.
a) 5,12, 13 c) 24,3,32 e) 3v/2, 2v/3, V6
b) 8, 15, 17 d) 15, 18, 25 f) 2v/3, 3v/2, 6

2. Geometria analityczna

2.1. Odlegtos¢ miedzy punktami
w uktadzie wspotrzednych

Odlegltos¢ miedzy punktami A i B jest rowna diu- Y

B
gosci odcinka AB. V2 pomrmmmyg
Rozwazmy punkty A(zy,y,) i B(xe,y2) W prosto-
katnym ukladzie wspélrzednych (rysunek obok). Y2 — %1

Odlegtos¢ miedzy nimi mozemy obliczy¢, korzysta-

jac z twierdzenia Pitagorasa: Y1 |-
|AB? = (22 — 1) + (y2 — 41)” '

Twierdzenie

Odleglos¢ miedzy punktami A(zq,y,) i B(za,y2) jest réwna:
|AB| = \/(w2 — 21)% + (Y2 — y1)?

Przyktad 1
Oblicz odlegtos¢ miedzy punktami A(2,5) i B(—1,1).
Tr1 = 2, Y1 = 5%

AB| = /(-1-2 + (1-5P =V0+16=v25=5 m=-Ly=1

Cwiczenie 1
Oblicz odlegto$é¢ miedzy punktami A i B.
a) A(—3,-1), B(—5,—1) c) A(%,-2), B(3,-1)

307 3
b) A(5,-65), B(=T7.~1,) d) A(3+v3,VT), B(V3,—4+7)
Cwiczenie 2 ?. Y
Oblicz obwody tréjkatow e
ABC' i DEF przedstawio- \
nych na rysunku obok. P

Cwiczenie 3

Czy trojkat ABC' jest rownoramienny?

a) A(1,3), B(6,4), C(4,—-1) c) A(-3,-3), B(12,-3), C(6,9)

b) A(0,0), B(4,—1), C(3,3) d) A(—1,0), B(2,v3),C(2—/3,V/3)

2.1. Odlegtos¢ miedzy punktami w uktadzie wspotrzednych
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Przyktad 2
Czy trojkat o wierzchotkach A(—2,—4), B(4,2) i C(1,5) jest prostokatny?

\AB\:\/( ~2))" + (2 (—4))" = V36 + 36 = V72

|AC| = \/(1— (—2)) +(5— (—4)) =9+ 81 =90

IBC|=/(1—-42+(5-2)2=v949=118
Zauwazmy, ze |AB|> + |BC]? = 72+ 18 = 90 = |AC|?.

Zatem z twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Pitagorasa wynika, ze tréjkat
ABC jest prostokatny.

Cwiczenie 4

Czy trojkat ABC' jest rownoramienny? Czy jest prostokatny?

a) A(—1,2), B(4,1), C(2,4) c) A(1,1), B(5,3), C(—1,6)

b) A(-3,0), B(1,—4), C(5,4) d) A(—4,0), B(—1,-3), C(5,3)

Zadania

1. Ktéry z caworokatow KLMN i PQRS N "
(rysunek obok) ma wiekszy obw6d? 5

2. Ktory z odcinkéw AB i C'D jest dtuzszy?
a) A(1,-2), B(4,4), C(2,2), D(8,—2)
b) A(-2,3), B(4,1), C(—1,1), D(4,6)
¢) A(3,-2), B(8,-2), C(-2,2), D(2,5) K L

3. Czy trojkat ABC jest prostokatny?

a) A(3,0), B(=6,8), C(~2,—2)  b) A(=5,—-1), B(4,1), C(3,5)

4. Cgzy trojkaty ABC i DEF sa przystajace lub podobne?
a) A(2,2), B(8,5), C(1,4), D(—2,0), E(4,-3), F(5,—1)
b) A(—1,1), B(2,5), C(0,4), D(4,4), £(0,2), F(—2,—4)
c) A(1,-1), B(3,2), C(—1,3), D(0,3), E(—4,-3), F(4,—5)

5. Oblicz obwdd oraz wysokosci trojkata, ktorego jednym z wierzchotkéw jest
punkt przeciecia:
a) prostychy=z—-1iy= —%3} + 5, a pozostate wierzchotki sa punktami
przeciecia tych prostych z osia OY,
b) prostych y = x + 2 i1 y = 3z — 6, a pozostale wierzcholki sg punktami
przeciecia tych prostych z osia OX.

2. Geometria analityczna

10.

11.

12.

Oblicz obwdd, dtugosci przekatnych oraz wysoko$é rombu ABCD.
a) A(_37 0)7 B(O7 1)7 C(lv 4)7 D(_27 3)
b) A(_57 _2)7 B(27 _1)7 0(77 4)7 D(O> 3)

Wyznacz wspolrzedne punktéw nalezacych do prostej [, ktérych odlegtosé
od punktu P jest réwna d.

a) l:y =2z —2, P(5,3), d=+10 b) l:y = —x +6, P(3,2),d =13

Dane sg wierzchotki A(—2,2) i C'(5,3) prostokata ABC'D. Wierzchotki B
i D naleza do prostej y = 4 — x. Oblicz ich wspolrzedne.

Dane sa wierzchotki A(—4,2), B(8,—2) i C(6,4) trapezu réwnoramiennego
ABCD o podstawie AB. Oblicz wspolrzedne wierzchotka D.

Przeczytaj podany w ramce przyktad.

Wyznacz réwnanie krzywej, do ktorej naleza
punkty réwno odlegle od osi OX i punktu (0, 1).

Niech P(x,y) bedzie punktem speliajacym wa- Y Pz, y)
runki zadania. Odleglosé punktu P od osi OX ’
jest rowna:

V(@ —2)2+ (y—0)2 = |y

a odlegtos$é¢ od punktu (0, 1): . Yl
r—002+ (y—1)2=/22+ (y—1)2 (]
V( “OP 1) \/ (y—1) RSN IR
Otrzymujemy zatem rownanie:
|’y| = \/552 + Obie strony réwnania sg dodatnie.

Stad y? =22 +y* —2y+1, czyli y=12°+ 3.
1

Szukang krzywa jest parabola o rownaniu y = %xQ +4z.

Wyznacz réwnanie krzywej, do ktérej naleza punkty réwno odlegte od
osi OX i punktu: a) (0,—4), b) (4,6).

Wyznacz réwnanie krzywej, do ktérej naleza punkty rowno odlegte:

a) od prostej y = —2 i punktu (2,6),

b) od prostej y = 5 i punktu (—4,—1).

Wyznacz réwnanie krzywej, do ktérej naleza punkty rowno odlegte:
a) od osi OY i punktu (2,0),
b) od prostej z = 4 i punktu (2, —4).

2.1. Odlegtos¢ miedzy punktami w uktadzie wspotrzednych

77 I



I 73

Przypomnij sobie

Prosta w uktadzie wspétrzednych
Definicja

Roéwnanie postaci y = ax + b nazywamy réwnaniem kierunkowym
prostej.

Wspolczynnik kierunkowy prostej y = ax + b przechodzacej przez punkty

(Z1,91) 1 (@2,92), gdzie x; # x, jest réwny i}ﬁ

1. Wyznacz réwnania prostych AB, AC
i BC' (rysunek obok).

2. Wyznacz réwnanie prostej PQ. Czy
nalezy do niej punkt C?
a) P(—=2,1), Q(2,5), C(4,8)
b) P(—1,7), Q(3,—1), C(—2,9)

Twierdzenie

Proste y = a1x + b, i y = asx + by sa:
= rownolegle wtedy i tylko wtedy, gdy a; = ao,
= prostopadte wtedy i tylko wtedy, gdy a, - a; = —1.

3. Wyznacz réwnanie prostej przechodzacej przez punkt P i réwnolegtej do
prostej [.

a) P(1,3),l: y=4x + 2 b) P(20,9),l: y = —za +2

4. Wyznacz rOwnanie prostej przechodzacej przez punkt A i prostopadtej do
prostej .
a) A3,—-1),l:y=2x+47 b) A(12,7),l: y = —6x + 1
Definicja
Roéwnanie postaci Ax + By + C' = 0, gdzie A # 0 lub B # 0, nazywamy
rownaniem ogolnym prostej.

5. Przeksztal¢ réwnanie ogélne prostej do postaci kierunkowej.
a) 3r—y—4=0 b) =4z +2y+5=0 c¢) s2+5y—3=0

6. Prosta [l przechodzi przez punkt P i jest prostopadta do prostej k. Wyznacz
réwnanie prostej [.

a) P(4,5), k: 22 —y—T7=0 b) P(,-1), k: 20+ 1iy—1=0

2

2. Geometria analityczna

2.2. Srodek odcinka

Jezeli znamy wspotrzedne koncéw odcinka, mozemy wyznaczy¢ wspotrzedne
jego srodka.

Srodek odcinka

Srodkiem odcinka AB o koficach w punktach
A(x1,91) 1 B(22,y2) jest punkt:

T1+T2 Yi1+Y2
S( 2 2 )

T //
720
A SRS

Przyktad 1
Wyznacz wspolrzedne $rodka odcinka o koncach A(—3,2) 1 B(5,—4).

Srodek odcinka AB ma wspélrzedne (_32+5, 2%4) = (1,-1).

Cwiczenie 1
Wyznacz wspoétrzedne srodka odcinka AB.
a) A(—2,—-1), B(6,3) b) A(—4,1), B(5,-8) «¢) A(3,-2), B(3,3)

Przyktad 2
Punkt S(1,5) jest érodkiem odcinka AB. Punkt B ma wspolrzedne (—3,4).
Wyznacz wspotrzedne punktu A.

Niech punkt A ma wspolrzedne (z,y,), wowczas:

x1—3_ . y1+4_
= =11 — =95
r,—3=21 y+4=10

Ir1 = 5 1 Y = 6
Zatem punkt A ma wspélrzedne (5,6).

Cwiczenie 2

a) Dane sg punkt A(5,8) i punkt S(—1,—3) bedacy $rodkiem odcinka AB.
Wyznacz wspoétrzedne punktu B.

b) Punkt S(2,1) jest srodkiem odcinka o koncach A(z,—2) i B(7,y). Oblicz
dtugosé odcinka AB.

c) Punkt S(1,1) jest srodkiem odcinka o koncach A(z,y) i B(zx + y,z — y).
Oblicz dtugos$é odcinka AB.

2.2. Srodek odcinka
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Cwiczenie 3

Punkty P(-3,2), Q(—1,0) i R(1,4) sa $rodkami bokéw tréjkata ABC. Wy-
znacz wspotrzedne wierzchotkéw tego trojkata oraz réwnania prostych zawie-
rajacych jego srodkowe.

Przypomnijmy, ze symetralng odcinka AB jest prosta do niego prostopadia
i przechodzaca przez jego srodek. Jest ona zbiorem punktéw, ktorych odle-
glosci od punktéw A i B sg rowne. W ponizszym przyktadzie przedstawiamy
dwa sposoby wyznaczenia réwnania symetralnej odcinka.

Przyktad 3
a) Wyznacz rownanie symetralnej odcinka o koncach A(—2,3) i B(6,—1).
Y

Obliczamy wspotczynnik kierunkowy prostej,

w ktorej jest zawarty odcinek AB:
—-1-3 —4 1

T 5— () " 8 2

Symetralna odcinka AB jest do niego prosto-

padta, wiec jej wspotczynnik kierunkowy jest
rowny 2.

Wyznaczamy srodek odcinka AB:

S(‘2+6, E) e e / b e s

2 2
Podstawiamy wspoétrzedne punktu S do réwnania prostej y = 2x + b:
1=2-2+0b,stad b= -3

Zatem rownanie symetralnej odcinka AB ma postac¢: y = 2x — 3.

b) Wyznacz réwnanie symetralnej odcinka o koncach A(—2,2) i B(4,0).
Punkt P(z,y) nalezy do symetralnej odcinka AB, jedli |PA| = |PB]|, wiec:

2
V- 2) + -2 = Va7
(z+2)+(y—2)°=(z—4)+y
4+ 4r+4+y?* —4y+4 = 2> — 8x + 16 + ¢?
—4y = —12x 4+ 8

Zatem réwnanie symetralnej odcinka AB ma

posta¢: y = 3z — 2.

Cwiczenie 4
Wyznacz réwnanie symetralnej odcinka AB.
a) A(178)7 B(674) b) A<_276)7 B<1070)

2. Geometria analityczna

Zadania

[b] 10.

Oblicz odleglos¢ srodka odcinka AB od poczatku ukladu wspoétrzednych.
a) A(176)7 B(_772) b) A(_777)7 B(1171> C) A(97 ﬁ)? B(_47_\/7)

Dane sa punkt A(4,5) oraz punkt S bedacy $rodkiem odcinka AB. Wy-
znacz wspotrzedne punktu B.

a) S(—2,3) b) S(6,7) ¢) 5(—3,1)

Dany jest punkt A(—4,—3). Oblicz dlugosé odcinka AB, ktérego:
a) srodkiem jest punkt S(—1,—2), v B

b) Srodek lezy na osi OX, a odcieta punktu B
jest réwna 2. @

Oblicz pole rombu o wierzchotkach O(0,0),

A(4,2), B(6,6) i C(2,4) oraz pole prostokata, A
ktoérego wierzchotkami sg Srodki bokéw rombu 1
OABC (rysunek obok). ol 1 X

Dany jest prostokat o wierzchotkach A(—4, —3), B(8,3), C(6,7) i D(—6,1).
a) Oblicz obwdd prostokata ABCD.

b) Oblicz obwdd rombu, ktérego wierzchotkami sa srodki bokéw prosto-
kata ABCD.

Wyznacz wspolrzedne srodkow odcinka AC' i odcinka BD. Czy czworokat
ABCD jest rownolegtobokiem?

a) A(—2,-1), B(17,2), C(18,5), D(—1,2)
b) A(17 _1)7 B(77 1)7 0(875)7 D(272)
Punkty A(1,2), B(—1,—1) i C(5,2) sa wierzchotkami réwnolegloboku

ABCD. Oblicz wspoétrzedne punktu S bedacego srodkiem odcinka AC,
wspotrzedne wierzchotka D oraz obwdd tego réwnolegtoboku.

Wyznacz réwnania prostych zawierajacych srodkowe tréjkata ABC.
a) A(_27 3)7 B(47 _1)7 0(27 7) b) A<_57 _3)7 B(57 _1)7 C(_la 5)

Oblicz pole tréjkata, ktérego srodkami bokéw sa punkty P(1,0), Q(—2,3)
i R(—4,1).

Punkty A(2,—4) i C(—1,—1) sa wierzchotkami rombu ABCD. Uzasadnij,
ze przekatna BD tego rombu jest zawarta w prostej x —y — 3 = 0.

2.2. Srodek odcinka
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Przekatne kwadratu przecinaja sie w punkcie (2, 1), a jeden z wierzchotkow
ma wspoélrzedne (1, —2). Oblicz pole i obwdd tego kwadratu.

Pole kwadratu jest réwne 58, a jeden z jego wierzchotkéw ma wspot-
rzedne (—2, —3). Punkt przeciecia przekatnych kwadratu nalezy do prostej
y = x — 4. Oblicz wspotrzedne tego punktu.

Odcinek AB lezacy na prostej k ma dlugoéé d. Srodkiem tego odcinka jest
punkt S. Wyznacz wspotrzedne punktow A i B.

a) kry =1z, d=4v2, S(3,3) b) kiy =3z +2,d =10, S(12,11)

Wyznacz wspotrzedne wierzchotkéw B i D czworokata ABCD, ktéry jest:
a) kwadratem oraz A(—3,5) 1 C(5,1),
b) rombem oraz A(1,—3), C(9,5) i |BD|=2|AC|.

Pole rombu ABCD jest réwne 32. Wyznacz wspotrzedne wierzchotkéw B
iD.
a) A(_4a _2)7 0(47 6) b) A(27 3)7 0(47 1)

Wyznacz rownanie symetralnej odcinka AB.
a) A(_2a_1)7 B(471) b) A(_173)7 B(57_1)

a) Prosta y = 2z — 1 jest symetralng odcinka AB oraz A(—1,5). Wyznacz
wspolrzedne punktu B.

b) Prosta y = x — 2 jest symetralna odcinka AB. Odcieta $rodka od-
cinka AB jest réwna 2, punkt A lezy w I ¢wiartce uktadu wspotrzednych
oraz |AB| = 4. Wyznacz wspélrzedne punktéw A i B.

Punkty A(—3,1) i B(2,—1) sa wierzchotkami trojkata ABC. Bok AC jest
zawarty w prostej y = 2x+7, a jedna ze sSrodkowych tréjkata ma réwnanie
y = x+4. Oblicz wspotrzedne wierzchotka C' i wyznacz rownania prostych,
w ktoérych sa zawarte pozostale boki tego tréjkata.

Boki AB i AC trojkata ABC zawieraja sie odpowiednio w prostych
y=—itriy=x+3. Srodkiem boku BC' jest punkt S(4,1). Oblicz wspol-
rzedne wierzchotkow tego tréjkata.

Punkty A(2,0) i C(4,2) sa wierzchotkami rombu ABCD o boku dlugoéci
21/5. Wyznacz wspélrzedne pozostalych wierzcholkéw tego rombu i oblicz
jego pole.

2. Geometria analityczna

R 2.3. Odlegtos¢ punktu od prostej

Przypomnijmy, ze odlegloscig punktu P od prostej [ na-
zywamy dtugosé najkrétszego odcinka taczacego punkt P
z punktem na prostej [ (odcinek ten jest prostopadly do
prostej [). Jesli punkt P lezy na prostej [, to przyjmu-
jemy, ze jego odlegtos¢ od tej prostej jest réwna zero.

Przyktad 1
Oblicz odlegto$¢ punktu P(4,2) od prostej y = 2z — 1.

Wyznaczamy réwnanie prostej k przechodzacej przez Y
punkt P i prostopadlej do prostej I:y = 2x — 1. Ma

ona réwnanie postaci y = —%x + b. Podstawiamy do
tego rownania wspolrzedne punktu P i otrzymujemy: |
2=—1-4+0D
czyli b = 4. Zatem k: y = —%x + 4.
Rozwiazujemy uktad rownan: 1
y=—3c+4

i otrzymujemy wspotrzedne punktu przeciecia sie prostych ki l: Q(2,3).
Obliczamy dtugosé odcinka PQ):

PQI=V(2-4)2+(B-2?2=V5
Zatem odlegloéé punktu P od prostej y = 2z — 1 jest réwna /5.

Cwiczenie 1
Oblicz odlegtos¢ punktu P od prostej .
a) P(5,1), Ly==x b) P(-1,3), l:y=3x—4

Jezeli metode opisang w przyktadzie 1. zastosujemy w przypadku ogbélnym, to
otrzymamy wzoér na odlegtos¢ punktu od proste;.

Odlegtosé d punktu P(zg, o) od prostej [ o réwnaniu ogdlnym:
Az + By+C =0
wyraza sie za pomoca wzoru:

d — | Ao + Byo + C|

,/Az_l_Bz

2.3. Odlegtos¢ punktu od prostej
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Przyktad 2
Oblicz odleglo$é punktu P(5, —1) od prostej y = —2z + 2.

Aby skorzysta¢ ze wzoru na odlegtosé punktu od prostej, rownanie prostej
zapisujemy w postaci ogolnej:

dr+3y—6=0
i odczytujemy z niego wartosci wspotczynnikéow: A =4, B=31i C = —6.
Wartosci te razem ze wspolrzednymi punktu P: xy = 51y, = —1 podstawiamy
do wzoru: g 4543 (-6 _ [20-3-6 _ 11

\/42 132 V25 5
Cwiczenie 2

Oblicz odlegtosci punktow A(0,3), B(—1,0) i C'(—1,3) od prostej [.

a) by—x=1 b)l:3z—y—T7=0 c) lly=—22+25
Przyktad 3

Punkty A(—1,0), B(1,2) i C(2,—2) sa wierz- v

chotkami tréjkata ABC. Oblicz pole tego troj- B

kata.

Pole tréjkata obliczymy, korzystajac ze wzoru

P = la-h, wktérym a = |[AB|, a h jest odle- A/g X

gloscig punktu C' od prostej AB. /w
o= /(1- (1)) +2- 07 = vE=2v2

Wyznaczamy rownanie prostej AB: y=x + 1

i zapisujemy je w postaci ogélnej: x —y+1 = 0.
Obliczamy odlegtos¢ punktu C' od prostej AB:

oo 24D D+ 5 5v2

/12_|_(_1)2 \/5 2

Zatem pole trojkata: P = % - 2v/2 - 5—‘2/2 = d.

Cwiczenie 3
Oblicz odlegto$é¢ punktu C od prostej [ oraz pole trojkata ABC, ktérego wierz-
chotki A i B sg punktami przeciecia prostej [ z osiami uktadu wspoélrzednych.

a) l:y=3x+6, C(2,—4) b) l:y=—2x+4,C(1,-1)

Cwiczenie 4

Punkty A i B sa punktami przeciecia prostej y = %az — 6 z osiami uktadu
wspoOlrzednych. Oblicz pole réwnolegtoboku ABCD, ktoérego wierzchotek D
ma wspolrzedne (1,4).

2. Geometria analityczna

Odlegtos¢ miedzy dwiema prostymi réwnolegltymi Y

jest rowna odleglosci dowolnego punktu jednej <

z tych prostych od drugiej prostej.

Najkrotszy odcinek taczacy dwa punkty prostych

réwnolegtych musi by¢ prostopadty do tych pro- o< X
L~

stych (dlaczego?). i

Przyktad 4

Oblicz odlegltos¢ miedzy prostymi l: 3z — 2y +2 =0 i k: 3z —2y — 11 =0.
Dane proste sa réwnolegte. Do réwnania prostej [ podstawiamy z = 0 i otrzy-
mujemy y = 1, zatem punkt A(0,1) nalezy do tej prostej.

Obliczamy odlegto$é¢ punktu A od prostej k:

1304 (-2)-1—-11] 13
d_ 32+(_2)2 _\/13_\/E

Zatem odlegto$¢ miedzy prostymi [ i k£ jest réwna /13.

Cwiczenie 5

Oblicz odlegto$é miedzy prostymi:

c)x—2y—4=01 y=32+6,
d)3z—2y—4=01 y=3z+1

a)y=xz—1 1 y=x+3,
b)y=2x—11 y=2x+ 2,

Zadania

1. Oblicz odlegtosci punktéow A i B od prostej . Czy prosta AB jest réwno-
legta do prostej [?
YR BE
a) A(1,4), B(5,5), l:y=2x—6 il 95
b) A(—4,-2), B(2,6), Ly=1lz—5 - o

c) A(—=5,—-1), B(7,—6), l: y=—24x

2. Dany jest czworokat ABCD o wierzchotkach el N
A(-1,-2), B(8,1), C(&,2) i D(-1,2) (ry-

sunek obok). Oblicz odlegloéci punktu S(2,4) | —
od bokoéw tego czworokata. A

3. Punkty A(6,4), B(—3,7) oraz C(—2,0) sa wierzchotkami réwnolegltoboku
ABCD. Oblicz odlegto$é¢ wierzchotka C' od prostej AB oraz pole tego
réwnolegtoboku.

4. Oblicz pole tréjkata ABC.

a) A(—1,1), B(3,-2), C(2,3) b) A(—2,1), B(3,6), C(2, 1)

2.3. Odlegtos¢ punktu od prostej
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5. Oblicz pole kota stycznego jednocze$nie do prostych ki [.
a) k: 2z —y+4=0,l:220—y—6=0 b)kiy=322+4+6,Ly=33c—2

2

6. Sprawdz, czy proste AB i CD sa réwnolegle. Jesli sa, oblicz odlegtosé
miedzy nimi oraz oblicz pole czworokata ABCD.

a) A(—2,-6), B(6,2), C(0,3), D(-3,0)
b) A(—9,-2), B(3,—6), C(3,4), D(0,5)

7. Przeczytaj podany w ramce przyktad.

Odlegtos¢ miedzy réwnoleglymi prostymi li:y = 2x i [, jest rowna 4.
Wyznacz réwnanie prostej ls.

Rownanie prostej I, ma posta¢ y = 2z + b. Dla = 0 otrzymujemy
punkt P(0,b) nalezacy do tej prostej. Zapisujemy réwnanie prostej [y
w postaci ogélnej: —2x + y = 0. Wyznaczamy odlegltos¢ punktu P od

tei tej:
ej proste] |-2-0+1-b+0] _ |p|

(-22+12 V5

Mamy % = 4, zatem |b| = 4+/5, czyli réwnanie prostej [, zapisujemy

W postaci:
y=2x+4V5 lub y=2zx—4V5

Wyznacz rownanie prostej [, réwnolegtej do prostej (1, odlegtej od niej o d.

a) lipy=x,d=2 b) li:y=22x+3,d=+5

8. a) Punkty A i B sa punktami przeciecia prostej y = 2z —4 z osiami ukladu
wspolrzednych, a punkt C lezy na prostej y = 22 4 2. Oblicz pole trojkata
ABC.

b) Punkty A i B sg punktami przeciecia prostej y = %a: —6 z osiami uktadu
wspotrzednych, a punkty C' i D leza na prostej y = %x — 1. Oblicz pole
rownolegtoboku ABCD.

9. Punkty przeciecia prostych y = =32+ 3 iy = —22 — 6 z osiami ukladu
wspotrzednych sg wierzchotkami trapezu. Oblicz wysoko$¢ tego trapezu
oraz dtugosé¢ odcinka taczacego srodki jego ramion.

10. Wyznacz réwnanie prostej rownolegtej do prostych k i [ oraz réwno odlegte]
od nich.

a) k: V3z—y+1=0, I: V3z—y+T7=0
b) k: 1,4z + 2y +10 =0, I: Tz + 10y — 20 = 0

2. Geometria analityczna

Dowiedz sie wiecej

Pole tréjkata w uktadzie wspétrzednych
Twierdzenie

Pole tréjkata o wierzchotkach A(xy,y1), B(xa,y2) 1 C(x3,y3) wyraza sie

wzorem:
P = % |T1Y2 + T2ys + T3Ys — T1Ys — T2Y1 — T3Y2|
Dowod
Rozpatrzmy trojkat o wierzchotkach A(zy,y,), Y
B(z2,y2) 1 C(x3,y3) (rysunek obok). L F C 5
Wierzchotki prostokata ADEF maja wspotrzed- | Ty
ne A(zy,y1), D(xo,y1), F(xs,ys3) 1 F(z1,y3). y2____7i3 __i _______ s

Wyznaczamy pole prostokata ADEF" :
Paper = (22 — 1) - (Y3 —y1) = Yip-r- : D

= TaY3z — T2Y1 — T1Y3 + T1Y1 .
O T 3 o X

Wyznaczamy pola tréjkatow T4, T, Ts:
P = %(372 —21)(y2 — 1) = %(1’292 — Toy1 — T1Y2 + T1Y1)

P, = %(552 —23)(Ys — Yo2) = %(%yzs — Tols — T3Ys + T3Yo)

Py = %(Q?g —z1)(ys — 1) = %(33393 — T3y1 — T1Y3 + 1Y)

Zatem pole tréjkata ABC: P = Pyppr — Py — P, — P53, skad otrzymujemy
(sprawdz):

P = L (212 + Toys + T3y1 — T1Y3 — Tay1 — T3lo)

Zauwazmy, ze wierzcholki tréjkata A(x1,y1), B(x2,y2) i C(x3,ys) sa polozone
w kolejnosci przeciwnej do ruchu wskazéwek zegara. Jesli wierzchotki te bytyby
potozone w kolejnosci zgodnej z ruchem wskazowek zegara, to otrzymaliby$my
wzor: P = —2 (212 + T2ys + T3l — T1Y3 — TaY1 — L3Y2).

Oba wzory mozna zapisa¢ w postaci:

P = 2 |1y + Tay3 + T3y — T1Y3 — T2Y1 — T3yl

1. Korzystajac z podanego wzoru, oblicz pole trojkata ABC.
a) A(-3,3), B(3,-2), C(5,1) c) A(-3,1), B(5,-3), C(-5,6)
b) A(1,6), B(—3,-2), C(6,3) d) A(7,9), B(-8,6), C(2,—7)
2. Oblicz pola trojkatow ABC, ACD i pole czworokata ABCD.
a) A(—4,2), B(2,—-1), C(6,6), D(—2,5)
b) A(-3,-4), B(6,-7), C(3,-2), D(5,2)

Pole trojkata w uktadzie wspotrzednych
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2.4. Okrag w uktadzie wspotrzednych

Na rysunku obok przedstawiono okrag o promieniu 3 Y
i érodku w poczatku uktadu wspélrzednych. Zauwaz, - /.
ze wspOlrzedne dowolnego punktu P(x,y) tego okregu

spelniaja réwnanie:

22 4 12 = 32

Roéwnanie okregu o srodku w punkcie (0,0)

i promieniu r > 0 jest zbiorem wszystkich punktéw,

ktérych wspélrzedne (z,y) spelniajg rownanie:
2

Y5
Okrag o srodku w poczatku uktadu wspotrzednych / P(z,y)
L

x2+y2:,’,

7“2”

Uwaga. Zamiast ,,okrag o réwnaniu 22 + y? = bedziemy tez pisa¢ krotko: ,okrag

.CUZ + y2 - ,r,277.

Cwiczenie 1

Narysuj okrag o srodku w poczatku uktadu wspoédirzednych i promieniu r.
Podaj réwnanie tego okregu. Ile punktéw o obu wspotrzednych catkowitych

do niego nalezy?
a) r=2 b) r=5

c)r:ﬂ d)r:\/g

Cwiczenie 2
Podaj réwnanie okregu o $rodku w punkcie O(0,0) przechodzacego przez

punkt: a) (0,6), b) (=8,0), ¢) (v/3,0), d) (0,5v2).

Przyktad 1
Punkt P(—2,3) lezy na okregu o $rodku w punkcie
0(0,0). Wyznacz réwnanie i promien tego okregu.

Do réwnania okregu z? + y* = r? podstawiamy
r=-2iy=3:(-2)+3* =12

Stad r? = 13, czyli réwnanie okregu ma postaé
22 +y? = 13, a jego promien r = /13.

Cwiczenie 3
Okrag o érodku w punkcie O(0,0) przechodzi przez punkt P. Wyznacz réw-
nanie i promien tego okregu.

a) P(5,—12) b) P(—3,-3)

c) P(—4,-5) d) P(v/3—1,V3+1)

2. Geometria analityczna

Przyktad 2

Podaj réwnanie okregu o $rodku w punkcie S(2,1) i promieniu r = 3.

Szukany okrag jest zbiorem wszystkich punktéw (z,y), St

ktérych odlegloéé od punktu S(2,1) jest réwna 3,
zatem rownanie okregu ma postac:

Vie—2)2+(@y-1)2=3 /?
(x—2)2+(y—1)*=3"

Réwnanie okregu o srodku w punkcie (a,b)

Okrag o srodku w punkcie (a, b) i promieniu 7 > 0 jest zbiorem wszystkich
punktow, ktorych wspotrzedne (x,y) spelniaja réwnanie:
(z — a)? + (y — b)? = r?

Powyzsze rownanie nazywamy réwnaniem okregu w postaci kanonicznej.

Cwiczenie 4
Podaj réwnanie okregu o srodku w punkcie S i promieniu 7, a nastepnie
narysuj ten okrag.

a) S(2,5), r=3 b) S(—7,6), r=2 ¢) S(—4,-3), r=+2

Cwiczenie 5

Wyznacz wspoétrzedne srodka i promien okregu o podanym réwnaniu.
a) (& —2)"+ (y —5)? = 16 d) (z-v2)"+ (y—v3) =8
b) (z+1) +(y—2) =21 ¢) (z+5)%+ (y+9)* = 225
c) x2+(y+%)2:10 f) (:U—lf—li)2—|—y2:45
Przyktad 3

Wyznacz réwnanie okregu o $rodku w punkcie S(2, —1) przechodzacego przez
punkt P(3,1).

Obliczamy promien: r = |SP| = \/(3 —2)2 + (1 — (—1))2 =V1+4=+/5.

Zatem réwnanie okregu ma postaé: (z — 2)? + (y +1)% = 5.

Cwiczenie 6
Wyznacz réwnanie okregu o $rodku w punkcie S przechodzacego przez
punkt P. Narysuj ten okrag.

a) S(0,—1), P(1,1) b) S(—3,-1), P(—1,3) ¢) S(~1,1), P(2,2)

2.4. Okrag w uktadzie wspétrzednych
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Przyktad 4
Sprawdz, czy podane roéwnanie jest rownaniem okregu.
a) x> +y*+2x+ 10y —10=0
(22 +22 +1)+ (y*+2-5y +25)—10 —1 =25 =0
(x4+1)>+ (y+5)* =36
Jest to réwnanie okregu o érodku w punkcie (—1, —5) i promieniu 6.
b) 2 4+ y* 4+ 6z — 4y + 13 =0
(2 +2-3249)+ (y*—2-2y +4)+13 -9 =4 =0
(x+3)P+(y—2)2=0
Powyzsze réwnanie jest prawdziwe tylko dla x = —3 i y = 2, zatem spelniaja
je jedynie wspétrzedne punktu (—3,2). Nie jest to wiec réwnanie okregu.
c)z’+y’  —x—3y+3=0
(x2—2-%x +i>+<y2—2-gy +%>+3—i =0

1)\2 32 _ 1
(e=3)"+ -3 =—3
Suma kwadratow nie moze by¢ liczba ujemna, wiec powyzsze réwnanie jest

sprzeczne (zbiér rozwiazan jest pusty) i nie moze by¢ réwnaniem okregu.

Cwiczenie 7

Sprawdz, czy podane rownanie jest rOwnaniem okregu.

a) 2 +1y? —2x+4y+1=0 ¢c) *+y*+6y+2x=0

b) 22 4+ y? + 2z + 6y + 12 =0 d) 22 +9y?> =102 — 2y +26 =0

Zadania

1. Podaj réwnanie okregu o srodku w punkcie S i promieniu r.
a) S(1,3),r=2 b) S(-6,2),r =3 c) S(=5,—1),r=2V5
2. Wyznacz rownanie okregu, ktéry ma srodek w punkcie S'i przechodzi przez
punkt P.

a) S(2,0), P(1,3) b) S(2,-3), P(4,—1) «¢) S(=5,2), P(~8,—2)

3. Wyznacz réwnanie okregu, ktérego $rednicg jest odcinek AB. Narysuj ten
okrag.

a) A(1,2), B(7,2) b) A(—1,-2), B(3,6) c) A(—3,—4), B(5,2)

4. Wyznacz réwnanie okregu opisanego na trojkacie prostokatnym ABC.
a) A(—1,2), B(6,—-2), C(3,4) b) A(2,3), B(5,—1), C(—3,-7)

2. Geometria analityczna

Punkt S(4,—3) jest $rodkiem okregu, a punkt A(2,1) jest srodkiem jego
cieciwy. Cieciwa ta ma dlugosé réwna 2v/5. Wyznacz réwnanie tego okregu.

Wyznacz wspoétrzedne srodka i promien okregu. Narysuj ten okrag.
a) * +y* —6x+4y—12=0 d) 222 +2y*> — 242+ 8y +8=0
b) 2> +y* —8x — 6y —11 =0 e) 2x% +2y*> —6x — 8y =0

¢c) 2 +y*+10x+4y —7=0 f) 3x?+3y* + 240 —6y+3=0

Przeczytaj podany w ramce przyktad.

Wyznacz réwnanie okregu o promieniu 5v/2 przechodzacego przez
punkty A(—2,0) 1 B(2,2).

Srodek okregu lezy na symetralnej odcinka AB. Jest to prosta o réw-
naniu y = —2x + 1 (sprawdz).
Zatem szukamy punktu S(zo, —2x + 1) takiego, ze |SA| = 5v/2.

1SA] = /(w0 — (~2))" + (~20 + 1 — 0)2
Otrzymujemy wiec rownanie:
V(T +2)2+ (=220 +1)2 = 5v/2
Roéwnanie jest spelnione, gdy xg = —3 lub xq = 3, zatem S(—3,7) lub
S(3,—5). Czyli réwnanie okregu ma postaé:
(x+3)?+(y—7)>=50 lub (x—3)*+ (y+5)*=50

Wyznacz réwnanie okregu o promieniu r przechodzacego przez punkty
Ai B.

a) r =3v5, A(2,1), B(2,-5)
b) r = 2v/5, A(—3,-3), B(3,3)

c) r=25, A(1,4), B(3,0)
d) r =+/26, A(=3,1), B(1,5)

Wyznacz réwnanie okregu przechodzacego przez punkty A i B, ktérego
srodek nalezy do prostej [.

a) A(3,-2), B(5,0), .ly=x2+1 b) A(-1,4), B(2,1),l:y=22+6

Wyznacz réwnanie okregu opisanego na trojkacie ABC.
a) A(-3,2), B(9,2), C(5,10) c) A(3,-3), B(9,3), C(-3,9)
b) A(_374)7 B(_37 _2)7 0(67 1) d) A(_6a _3)7 B(zv 1)7 0(174)

. Wykaz, ze jezeli m # n, to réwnanie z* 4+ y* + ma + ny + %% =0 jest

réwnaniem okregu. Podaj wspoélrzedne srodka i promien tego okregu.

2.4. Okrag w uktadzie wspétrzednych
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Dowiedz sie wiecej

Okrag wpisany w trojkat

Przyktad

Wyznacz wspoélrzedne srodka okregu wpisanego w tréjkat o wierzchotkach
A(0,2), B(7,3) 1 C(4,6).

Srodek okregu wpisanego w tréjkat jest punktem przeciecia dwusiecznych ka-
tow tego trojkata.

Prosta AC jest opisana réwnaniem x—y+2 =0, v
a prosta AB: x — 7y + 14 = 0 (sprawdz).
Dwusieczna kata CAB (pélprosta k na rysunku
obok) jest zbiorem punktéw réwno odlegltych od
ramion kata CAB.

Rozwazmy punkt P(z,y) nalezacy do dwusiecz-
nej kata CAB.
Odleglo$é¢ punktu P od ramienia AC' jest réwna:
l-z+ (1) -y+2 _ |[z—y+2
12 4+ (—1)2 - V2

Odlegto$é¢ punktu P od ramienia AB jest rowna:
1-z+ (7 -y+14] _ |z — 7y + 14]

V12 + (=7)2 52

Otrzymujemy réwnanie:
|z —y + 2| _ |z — Ty + 14|

V2 52
blz —y + 2| = |z — Ty + 14]

Sz—y+2) =z—Ty+14 lub —5(z—y+2)=x—Ty+14
52 —5y+10=x—Ty+14 lub —5z+5y— 10 =2 — Ty + 14
2y = —4x +4 lub 12y = 6x + 24

y=—2x+2 lub y:%x—|-2

Dwusieczna kata CAB jest zawarta w prostej y = +z+2 (prosta y = —2x + 2
zawiera dwusieczne katéw rozwartych utworzonych przez proste AC i AB).

Dwusieczna kata ACB jest zawarta w prostej x = 4 (sprawdz).

Srodek okregu wpisanego w trojkat ABC' jest punktem przeciecia prostych
y =1z + 21z =4. Ma on zatem wspéirzedne (4,4).

1. Wyznacz wspoétrzedne srodka okregu wpisanego w trojkat ABC.
a) A(_27 4)7 B(37 _6)7 0(67 0) b) A(_127 _1)7 B(O7 _5)7 0(37 4)

2. Geometria analityczna

2.5. Wzajemne potozenie dwéch okregow

Przypomnijmy, jak moga by¢ potozone wzgledem siebie dwa rézne okregi.

Okregi styczne
(maja jeden punkt wspdlny)
styczne zewnetrznie styczne wewnetrznie

S8 = R47 19,5 = [R— 1]

Okregi przecinajace sie
(maja dwa punkty wspdlne)

eg IR —7r| < |88 < R+

Okregi rozlaczne
(nie maja punktéw wspdlnych)
roztaczne zewnetrznie roztaczne wewnetrznie

@@ ssi>ner (KgD) sl <in—
S1 S k

Przyktad 1 L Y :
Na rysunku obok przedstawiono: B e N

* okrag o srodku S;(—1,1) i promieniu R = 2,
* okrag o srodku S5(—2,1) i promieniu r = 1.

Zauwaz, ze |R —r| = 1 = |S15;|. Okregi te maja

jeden punkt wspélny (sa styczne wewnetrznie).

Cwiczenie 1

Narysuj w uktadzie wspétrzednych okrag o sSrodku w punkcie S; i promieniu R
oraz okrag o Srodku w punkcie S, i promieniu r. Podaj odlegtos¢ miedzy
srodkami tych okregéw. Ile punktoéw wspédlnych majag te okregi?

a) S1(—1,0), R =05, S5(1,0), r =2 c) S1(—2,0), R=16, S5(—2,4),r =2
b) 51(0,3), R =4, S5(0,-2), r=1 d) S1(0,0), R=3, 55(2,2),r =3

2.5. Wzajemne potozenie dwodch okregéw 93 IR
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Przyktad 2
Ile punktow wspoélnych maja okregi:

Ki:(x—=32%*4+(y—4)*=16 i Ky: (x —1)*+ (y—2)* =47
Srodkiem okregu K, jest punkt S;(3,4), a promien tego okregu R = 4.

Srodkiem okregu Ko jest punkt Sy(1,2), a promien tego okregu r = 2.
Obliczamy odlegtos¢ miedzy srodkami tych okregdw:

1515 =/(3-12+(4—-222=V4+4=8=2V2
R+7r =6oraz |[R—r| = 2, zatem |[R—7| < |51 5,| < R+r (gdyz 2 < 2¢/2 < 6),
wiec okregi K i K, maja dwa punkty wspélne (przecinaja sie).

Cwiczenie 2
Ile punktow wspolnych maja okregi K i K57

a) Ki: (x—1)*4+(y—1)*=20, Ko: (zx—7)*+(y—4)>=5
b) Ki: (x —3)*+(y—2)>=49, Ky: (x —2)°+(y+1)*>=9
c) Ki: (z+3)*+ (y—3)* =36, Ky: (z+1)*+ (y+1)* =4
d) Ki: (x —4)* 4+ (y—4)> =40, Ky: (x—1)*+ (y—3)*=10
Przyktad 3

Dane sg okrag Ki: (z + 3)? + (y + 2)? = 25 oraz okrag K, o $rodku w punk-
cie S5(5,4) i promieniu r. Dla jakich wartoéci r okregi te maja jeden punkt
wspolny?

Srodkiem okregu K jest punkt S;(—3,—2), a promien tego okregu R = 5.
Obliczamy odlegtos¢ miedzy srodkami okregéw K, i Ko:

151S,| = \/( - (—3))2 +(4- (—2))2 =64+ 36 =10

Dane okregi maja jeden punkt wspolny, gdy:

* 83 styczne zewnetrznie, czyli |S15;| = 10 =5+ r, zatem r = 5,
lub
* 83 styczne wewnetrznie, czyli |55 = 10 = |5 — r|, zatem r = 15.

Cwiczenie 3
Dane sg okrag Ki: (z+3)*+(y—2)? = 16 oraz okrag K, o srodku w punkcie S,
i promieniu r. Dla jakich wartosci r» okregi te maja jeden punkt wspolny?

2) Sy(4,2) b) Sy(—4,4)
Cwiczenie 4

Dane sa okrag (x+7)*+ (y—5)? = 25 oraz okrag o $rodku w punkcie S(5, —4)
i promieniu r. Dla jakich wartosci r okregi te maja dwa punkty wspolne?

2. Geometria analityczna

Zadania

1.

Dwa okregi o $rodkach O(0,0) i A(11,0) sa Y
styczne zewnetrznie. Oba te okregi sg stycz-
ne wewnetrznie do okregu o srodku B(8,0)
(rysunek obok). Oblicz promienie tych trzech
okregow i pole zacieniowanego obszaru.

6 B A X
Dane s okrag x? + y* = 16 i okrag, ktdre- k
go $rednica jest odcinek o koncach A(0,4)
i B(4,0). Oblicz pola két ograniczonych przez

te okregi i pole czeSci wspoélnej tych kot.

Dane sa okregi K, i K5. Oblicz odlegtos¢ miedzy srodkami tych okregéw
i okredl ich wzajemne potozenie.

a) Ki: (x —3)% 4+ y* =4, Ky: (x —3)* 4 (y —6)* = 16
b) Ki: (x+2)2 4 (y+2)2 =1, Ko (z+2)*+ (y—3)> =36
¢) Ki: (z+2)%+ (y+1)2 = 90, Ky (z—1)°+(y—3)* =25
d) K;: (x+4)%+ (y —5)? = 84, Ky (x+5)*+ (y +2)* =16
e) Ki: (z+1)*+ (y — 8)* =49, Ky (x—1)*+ (y—6)>=4
£) Ky: (z—17)%+ (y — 2)? = 49, Kz (x4+5)° 4+ (y +3)* =25

Oblicz odlegtos¢ miedzy srodkami okregéw K i K. Dla jakich wartosci r,
gdzie r > 0, okregi te maja jeden punkt wspdlny, a dla jakich — dwa punkty

wspolne?

a) Ki:(z =5+ (y+1)° =64, Ky (e +7)°+(y—4)>=r

b) Ki: (z+2)* + (y+1)* = 16, Ky: (2 —3)2+ (y —3)2 =12

) Kyt (z—2)2+(y—5)2=49, Ky (z+6)2+ (y—1)2=1r
Y

Okregi o promieniach 1, 2 i 3, pa-
rami styczne zewnetrznie, sg potozone

1
w sposob przedstawiony na rysunku 5
obok. Wyznacz wspoétrzedne Srodka \

P

najmniejszego okregu.

Punkty A, B i C sg $rodkami trzech okregéw parami stycznych zewnetrz-
nie. Oblicz odleglosci miedzy srodkami tych okregdéw i ich promienie.

a) A(0,0), B(7,0). c(@ M) b) A(—=6,0), B(4,0), C(2,%)

T 57 5
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7. Przeczytaj podany w ramce przyktad.

Okresl wzajemne potozenie okregdéw:

Ki:2?+y*+2r—6y+2=0 oraz Ky 2> +y> —8x+4y+2=0
Zapisujemy rownania okregéw K; i K, w postaci kanonicznej i odczy-
tujemy wspolirzedne ich srodkéw oraz promienie.
Ki:z2?+y*+2x—6y+2=0

P +2r+1—-1+3y>—6y+9—-9+2=0

(x+1)2+ (y — 3)> =8, érodek S;(—1,3), promien r; = 2v/2
Ky 2> +y>—8x+4y+2=0

2> —8r+16—-16+y*+4y+4—-44+2=0

(x —4)% + (y +2)% = 18, $rodek S,(4,—2), promien ry = 31/2

Obliczamy odleglo$é miedzy srodkami okregéw: |S1S,| = 5v/2.
|S1S5| = 71 + 19, zatem okregi K i K, sa styczne zewnetrznie.

Okresl wzajemne potozenie okregow K i K.

a) Ki: 2> +y*+6x 42y —3=0, Ky: 2?4+ 9> —10x —4y +19=0
b) Ky: a? +y* +4x+4y+4 =0, Ko x> +9y?> -6z —-2y+5=0
¢c) Ki:2? +y*+4x — 16y —30=0, Ky a?+y>—4x+2=0

8. Podaj liczbe punktéw wspodlnych okregu opisanego podanym réwnaniem
z okregiem o $rodku S(1,3) i promieniu r w zaleznosci od tego promienia.
a) * +y*+4r+2y+1=0 c) 2+ y*—8x+6y=0
b) 22 +y? — 14z + 10y — 26 = 0 d) 22 +y> +42 - 12y +8 =0

9. Okrag o $rodku w punkcie S i promie- BoE Y
niu 1 (rysunek obok) jest styczny we-
wnetrznie do okregéw:

x> +y*=250raz (x —3)>+y* =9
Wyznacz wspotrzedne punktu S.

10. Wyznacz rownanie okregu o promie-

niu r = 1 stycznego wewnetrznie do
okregéw: o srodku S; i promieniu ry
oraz o Srodku S5 i promieniu 7.

a) S1(0,3), r; =5, 55(6,3), ., =3

b) S1(0,0), r1 =6, Sa(4,4), ro =2

2. Geometria analityczna

Wspotrzedne geograficzne

Okreslajac polozenie punktu na kuli ziemskiej,

podaje sie jego:

szeroko$¢ geograficzng (kat & mierzony od réwnika
w kierunku poéinocnym albo potudniowym),

dlugos¢ geograficzna (kat S mierzony od potudnika
zerowego w kierunku wschodnim albo zachodnim).

Tak okreslony uktad wspdtrzednych wykorzystuje sie

przy tworzeniu map.

Na mapie punkt O oznacza potozenie Zamku Ogrodzieniec

(50°27'N, 19°33'E), pokazanego na zdjeciu obok.

:i_—%__' |

Kl Punkty A, B, C, D odpowiadajg potozeniu czterech zamkéw pokazanych na zdjeciach.
Dopasuj kazdy punkt do wtasciwego zamku.

el
s o
]

L

5 1;..1

Zamek w Niedzicy

49°25°N, 20°19’E

Zamek Czocha
51°02’'N, 15°18’E ~

Zamek w Czersku

51°58'N, 21°14’E

it (oL
53°50°N, 18°50°E

e
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2.6. Wzajemne potozenie okregu i prostej

Przypomnijmy, ze okrag i prosta moga mie¢ dwa punkty wspoélne, jeden punkt
wspo6lny lub nie mie¢ punktow wspolnych.

Niech |OP| bedzie odlegloscia $rodka okregu od proste;j.

OP| < r Prosta, ktora ma z okregiem dwa punkty wspol-
ne, nazywamy jego sieczng. Odlegtos¢ siecznej od
srodka okregu jest mniejsza od jego promienia.

Odcinek taczacy punkty, w ktérych sieczna prze-

cina okrag, nazywamy cieciwag.

Prosta, ktora ma z okregiem jeden punkt wspoél-
ny, nazywamy styczna do okregu (wspdlny punkt
nazywamy punktem stycznosci). Promien okregu
poprowadzony do punktu stycznosci z prosta jest
do niej prostopadtly. Odleglosé stycznej od srodka
okregu jest réwna jego promieniowi.

|OP| =r

[OP|>r . .
Na rysunku obok okrag i prosta nie maja punk-

*

4P téw wspdlnych (sa roztaczne). Odleglosé prostej
od srodka okregu jest wieksza od jego promienia.

Przyktad 1
Ile punktéw wspdlnych z okregiem o srodku w punkcie (1,0) ma prosta x = —2

w zaleznosci od promienia r tego okregu?

Dana prosta:
* ma jeden punkt wspolny z okregiem dla r = 3
(rysunek obok),

* ma dwa punkty wspolne z okregiem dla r > 3,
* nie ma punktéw wspoélnych z okregiem dla
0<r<3.

Cwiczenie 1
Ile punktéw wspodlnych z okregiem o srodku w punkcie S ma prosta k w za-
lezno$ci od promienia r tego okregu?

a) S(2,-2), kry=2 ¢) S(=2,2), krx=+/3
b) S(—1,3), kiy=—4 L

2. Geometria analityczna

Przypomnijmy, ze jesli odcinek AB jest cieciwa
okregu, to Srodek okregu nalezy do symetralne] i
tej cieciwy. P

Przyktad 2
Dane sa okrag o réwnaniu z? + y®> = 16 i prosta [: z = 3. Oblicz dlugosé
cieciwy wyznaczonej przez punkty ich przecigcia.

Niech A(3,y1), B(3,y2) beda punktami przeciecia
okregu z prosta x = 3 (rysunek obok). Wspélrzedne
Y1 1 Y2 wyznaczamy, podstawiajac x = 3 do réwna-

nia okregu:
€ 32 +y*> =16

y' =7
Y = _\/?7 Yo = \/7
Zatem dtugosc¢ cieciwy jest réwna:

|AB| = 2V/7

Cwiczenie 2
Oblicz dtugosé cieciwy wyznaczonej przez punkty przeciecia prostej [ i okregu
o réwnaniu (z — 2)* 4+ y* = 25,

a) l: x =4 b)l: z=-1 c) l:y=-3

Przyktad 3

Punkty przeciecia okregu o $rodku S(2, 1) i prostej I: © = 6 sa koncami cieciwy
o dtugosci 4. Wyznacz réwnanie tego okregu.
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku obok.
Punkt P ma wspélrzedne (6,1), wiec |SP| = 4
oraz |AP| = 2. Korzystamy z twierdzenia Pi-

FYE el L |

tagorasa dla trojkata SPA i obliczamy kwadrat
promienia okregu:

r? =42+ 2% =20
Zatem rownanie okregu ma postac:
(2= 2)° + (y— 1) = 20

Cwiczenie 3
Cieciwa o dtugosci 6 jest wyznaczona przez punkty przeciecia prostej [ i okregu
o $rodku w punkcie S. Wyznacz rownanie tego okregu.

a) l:x=3, S(—1,-2) b) l: y=-2, S(4,1)

2.6. Wzajemne potozenie okregu i prostej

99 I



Przyktad 4
Ile punktéw wspdlnych z okregiem o réwnaniu (z — 4)? + (y + 1)? = 10 ma
prosta l: x — 3y + 3 =07

Promien okregu jest rowny /10, a srodkiem okregu jest punkt S(4,—1).
Obliczamy odlegto$¢ punktu S od prostej (:

144+ (=3)-(-1)+3] 10 /A
‘= VI2+(=3)2 V10 0
Odlegtos¢ srodka okregu od prostej jest rowna promieniowi okregu, wiec okrag
i prosta sa styczne — maja jeden punkt wspodlny.

Cwiczenie 4
Ile punktéow wspoélnych z okregiem o srodku w punkcie S i promieniu 4 ma
prosta [7?

a) S(3,4), I: 12z +5y—4=0
b) S(7,4), I: 3z +4y—12=0

c) S(—=3,2), l:4x+3y+6=0
d) S(2v2,2v2), l: z+y =0

Przyktad 5
Wyznacz rownania stycznych do okregu o srodku w punkcie S(3,2) i promie-
niu 2 przechodzacych przez poczatek uktadu wspotrzednych.

Rownanie stycznej y = ax zapisujemy w postaci ogélnej ax — y = 0.
Odlegtos¢ srodka okregu od stycznej jest réwna promieniowi okregu:
la-3—-1-2] _ 9

/a2+(_1)2
Obie strony réwna-
‘3@ - 2| =2va*+1 nia sg dodatnie.
Obie strony réwnania podnosimy do kwadratu:
902 — 12a +4 = 40> + 4

5a> — 12a =0
a(ba —12) =0
a=0luba= %

Roéwnania szukanych stycznych: y = 0 oraz y =

1
gx.

Cwiczenie 5

Z punktu A poprowadzono styczne do okregu o $rodku w punkcie S i pro-
mieniu r. Wyznacz réwnania tych stycznych i oblicz odlegtos¢ punktu A od
punktoéow stycznosci.

a) A(4,1), S(0,2), r=1
b) A(-1,3), S(6,2),r=5

c) A(=3,-2), S(2,3), r =10
d) A(-3,1), S(2,0), r =13

BN 100 2. Geometria analityczna

Zadania

1. Okrag o srodku S(2,0) przecina prosta x = 4 w punktach A i B. Wyznacz
rownanie tego okregu oraz oblicz dtugosé tuku AB.

a) A(4,2), B(4,-2) b) A(4,2V3), B(4,—2V3)

2. Prosta réwnolegla do osi OY przecina okrag (z + 1)* + (y + 3)* = 100
w punktach A i B. Wyznacz réwnanie tej prostej.

a) |[AB| =12 b) |AB| = 10v/2 c) |AB| = 10 d) |AB| = 20
3. Prosta [ jest styczna do okregu, ktorego srod-

kiem jest punkt A. Oblicz promien tego okregu.

a) l: y=1x+4, A(-3,0) (rysunek obok)

b) l: 3x +4y —5=0, A(—4,-2)

c) Ly=2z+3, A2,1)

d) l:y=3x—1, A(-5,4)

4. Oblicz odlegto$é¢ punktu S od prostej o podanym réwnaniu. Ile punktéw
wspoélnych z okregiem o srodku w punkcie S i promieniu 3 ma ta prosta?

a) S(1,3),20+y =0 c) S(2,4),3z+y—1=0

272
b) S(=7,2), 2 —2y+1=0 d) S(-8v2,vV2+1), 2 —Ty+7=0

5. Wyznacz réwnanie okregu o srodku S stycznego do prostej k.
a) 5(5,3), kiy=—3x+4 b) S(—4,3), k:y = sz +1
6. Okresl liczbe punktéw wspoélnych podanej prostej z okregiem o srodku
w punkcie S w zaleznosci od promienia r tego okregu.
a) 3r+4y—1=0, 5(1,2)
b) V2z —y =0, 5(6,0)
c) 0,bx —y—1,5=0, S(-5,1)
7. Dany jest kwadrat o wierzchotkach A(—3,0),

B(1,-2), C(3,2) i D(—1,4) (rysunek obok).
Wyznacz réwnanie okregu:

a) wpisanego w ten kwadrat,

b) opisanego na tym kwadracie.

8. Punkty A i B sg wierzchotkami kwadratu wpisanego w okrag o $rodku
S(3,2). Wyznacz rownania prostych zawierajacych boki tego kwadratu.

a) A(9,2), B(3,8) b) A(1,—4), B(9,0)

2.6. Wzajemne potozenie okregu i prostej
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20*

0% OX przecina okrag o promieniu 2v/2 w punktach A(5,0) i B. Cigciwa
AB ma dtugosé 4. Oblicz wspotrzedne srodka okregu.

Okrag o srodku w punkcie S(3,2) ma z prosta x—y—3 = 0 punkty wspdlne
Ai B. Wiadomo, ze |AB| = 61/2. Wyznacz réwnanie tego okregu.

Wyznacz réwnanie prostej, ktéra w przecieciu z okregiem O wyznacza
cieciwe o srodku w punkcie A(1, —3).

a) O:(x—3)°+ (y+2)*=25 b) O:(z+2)*+ (y+1)> =25

Wyznacz réwnania prostych przechodzacych przez punkt A(—2,1) stycz-
nych do podanego okregu.

a) a2+ =1 b) (1—2°+(y—32=4 ¢ (@—3)°+(y—6?2=5

Wyznacz réwnanie okregu przechodzacego przez punkt A(8,8) oraz:
a) stycznego do osi OX w punkcie B(4,0),
b) stycznego do osi OY w punkcie B(0,12).

Wyznacz réwnanie prostej przechodzacej przez poczatek uktadu wspot-
rzednych, ktéra w przecieciu z okregiem (x — 5)? 4+ (y — 5)? = 10 wyznacza
cieciwe dtugosci 2v/5.

Wyznacz réwnania stycznych do okregu (z —5)* + (y — 5)% = 5:

a) przechodzacych przez poczatek uktadu wspétrzednych,

b) réwnoleglych do prostej y = —2x.

Sprawdz, czy rownanie x? + y? — 8x — 4y + 4 = 0 jest réwnaniem okregu.

Jezeli jest, wyznacz rownania stycznych do tego okregu poprowadzonych
z punktu A(—3, —2).

Sprawdz, czy roéwnanie 22 +1y? —6x — 16 = 0 jest réwnaniem okregu. Jezeli
jest, oblicz dtugosé cieciwy wyznaczonej przez punkty stycznosci stycznych
poprowadzonych do tego okregu z punktu A(—4,1).

Wyznacz réwnanie okregu o promieniu v/ 10 stycznego do prostej y = 3x—1
w punkcie A(1,2).

Dany jest okrag przechodzacy przez punkt A(—3,2) i styczny do prostej
z —y—+ 1 = 0. Srodek tego okregu lezy na prostej 4z + y = 0. Wyznacz
wspolrzedne tego srodka.

Wyznacz réwnania wspélnych stycznych do okregéw: x* + y?> = 5 oraz
(x —5)*>+ (y — 5)* = 20.

BN 102 2. Geometria analityczna

R 2.7. Uktady rownan drugiego stopnia

Przyktad 1
Rozwiaz uktad réwnan i podaj jego interpretacje geometryczna.

z? +y* =20
r+y+2=0

7, drugiego réwnania wyznaczamy y = — — 2
i podstawiamy do pierwszego rownania:
z? + (—x —2)? =20
202 +4x —16=0 /:2
2 +2x—-8=0
r=—4 lub =2
Zatem rozwigzaniem uktadu sa dwie pary liczb:

r=—4 x =2
oraz
y =2 y=—4

Uktad réwnan, z ktérych jedno jest réwnaniem okregu, a drugie jest réw-

Okrag z2 4+ y? = 20 i prosta
r+y+2 = 0 majg dwa punkty
wspélne: Pi(—4,2)1 Px(2,—4).

naniem prostej, moze miec:

* dwa rozwigzania — prosta jest sieczng okregu,

* jedno rozwigzanie — prosta jest styczna do okregu,

* zero rozwigzan — prosta i okrag nie maja punktow wspolnych.

Cwiczenie 1
Rozwiaz uktad réwnan i podaj jego interpretacje geometryczna.

x* +y® =25 2’ + 1y =8 ’+(y+2)*=9
a) ) b) c)

y=3T y=x—4 y=>5-1w
Cwiczenie 2

Prosta [ przecina okrag x* + y* = 20 w punktach A i B. Oblicz dlugosé

b) l: y = 3z — 10 g
Cwiczenie 3 D{% \

Na rysunku obok przedstawiono kwadrat wpisany w okrag 0| 1 [B X
2% + y? = 10. Bok AB jest zawarty w prostej y = %x -2,

cieciwy AB.
a) l:y=—x—06

2
Wyznacz wspoétrzedne wierzchotkow tego kwadratu. AT

2.7. Uktady réwnan drugiego stopnia
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Przyktad 2

Rozwiaz uktad rownan i podaj jego interpretacje geometryczna.

{az2+y2—9

(z—3)°+y*=9
Odejmujemy réwnania stronami i otrzymujemy:
> —(x—3)?=0
2> — 2 +6x—9=0
Stad 6z =9, czyli = 2. Obliczamy y:
y2 —09_2 27
17 1

y:—%g lub y:3—\2/§

Zatem rozwiazaniem uktadu sg dwie pary liczb:

{x-% T =
oraz
y= -2 y =2

N o

5

Pl g .....

Okrag z2 + y? = 9 oraz okrag
(x — 3)> + > = 9 majg dwa
punkty wspélne: P (3 —w)

27 2
P2 (2,28).

Uktad réwnan, z ktorych oba sa réwnaniami okregéw, moze miec:

* nieskonczenie wiele rozwigzan — okregi sie¢ pokrywaja,

* dwa rozwigzania — okregi si¢ przecinaja,
* jedno rozwiazanie — okregi sg styczne,
* zero rozwigzan — okregi sa roztaczne.

Cwiczenie 4

Rozwiaz uktad rownan i podaj jego interpretacje geometryczna.

a){az +yt =4 b){x +y:1>2:9 C){(x—3)+y =9

(-2 +y>=4 2’ + (y—4

Cwiczenie 5
Rozwiaz uktad réwnan.

(z+1)°+y* =1

{a:2—|—y2—4a;—2y—|—4—0 {:C2—|—y2—4a:—2y—|—3—0
a) b)

2> 4+ y? —2x—4y =0

Zadania

2> +y? —8r—6y+23=0

1. Rozwiaz uklad réwnan i podaj jego interpretacje geometryczng.

r—y+2=0

+yt=1 =x—2
a){az + vy 0 b){y x

BN 104 2. Geometria analityczna

2+ (y—3)2=25

{x2+y2—2
)

y = |z|

a) W okrag z? + y?> = 20 wpisano tréjkat réwnoramienny prostokatny.
Wierzcholek kata prostego tego trdjkata ma wspolrzedne (2,4). Wyznacz
wspoélrzedne jego pozostatych wierzchotkow.

b) W okrag (z + 2)? + (y — 2)? = 20 wpisano trojkat réwnoramienny, kt6-
rego podstawa jest zawarta w prostej y = %a: + 3. Wyznacz wspoétrzedne
wierzchotkow tego tréjkata.

a) Jeden z bokéw prostokata wpisanego w okrag (z — 3)% + (y + 1)2 = 40
jest zawarty w prostej y = x+4. Wyznacz wspolrzedne wierzchotkéow tego
prostokata.

b) Bok kwadratu jest zawarty w prostej y = 2x — 6, a jego przekatne
przecinaja sie w punkcie S(3,5). Wyznacz réwnanie okregu opisanego na
tym kwadracie i wspolrzedne jego wierzcholtkéw.

Jedna z przekatnych kwadratu wpisanego w okrag (r —2)*+ (y—1)* =13
jest zawarta w prostej 3z +2y —8 = 0. Wyznacz wspotrzedne wierzchotkow
tego kwadratu oraz oblicz jego pole.

Sprawdz, czy podane rownanie drugiego stopnia jest réwnaniem okregu.
Jesli jest, oblicz dtugosé cieciwy tego okregu zawartej w prostej [.

a) * +y? —4dr —2y+4=0, Ly=x—2

b) 2> +y* —8x+2y+7=0, l: y=—2x+2

c) 2 +y* +4r—2y—8=0, Ly=a2+2

Oblicz dtugosé wspélnej cieciwy okregow K, i Ko. Wykonaj rysunek.

a) Ki: (x+4)+y*> =25, Ky: (z—4)>+y*=25

b) K;: 2* +y* = 10, Ky (x—3)+(y—3)*=4

Oblicz pole czworokata S AS, B, gdzie S; i S5 sa odpowiednio $rodkami
okregéw K, i K5, natomiast A i B sa punktami wspélnymi tych okregéw.

a) Ki: 22 +y? = 10, Ko (x—4)*+ (y—4)>=10
b) Ky: 2?4+ (y+2)* =5, Ky (z—5)>+(y—3)>=45
Rozwiaz uktad rownan.
?+y* =9 x* +y? =16 x? +y? =25
a 2, 2 ¢ 2 2 © 2 2
x*+y +8y=—15 x*+y —4x =0 'ty +8y=-7
b) 2’ +y* 4 =0 d 332+y2—6:13:()f 2’ +y° —8y=—6
2’ +y* —2r =3 2 +y* -8y =0 2 +y 2y =4

2.7. Uktady réwnan drugiego stopnia
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9. Wyznacz réwnania okregéw o promie- Y R 2.8. DZial'ania na WEktoraCh

niu 5 przechodzacych przez punkty

A(3,1) 1 B(2,4) (rysunek obok). Roz- ¢
wiaz uklad réwnan: Na rysunku obok przedstawmno wektory AB

BCiAC. O Wektorze AC mowimy, ze jest suma

{ (3—a)*+(1-b)* =25 | A wektoréw AD i BC i piszemy:
)2 _ B2 — ; . TSR >
(2—a)’+ (4-b)?=25 Oy X AC = AB + BC A B
Rozwiazania tego uktadu sa wspolrzed-
nymi $rodkéw szukanych okregéw. Przyktad 1 . . | o
10. W , R . hod L i Suma wektoréw AB = [4,1] oraz BC = [1,3] Y} - L6
. ) yz;acz réwnania okregéw o promieniu r przechodzacych przez punkty (rysunek obok) jest réwna: SRS .
1 =
—
a) r =5, A4,2), B(1,3) ¢) r=3, A0,0), B(1,1) AC=[4+1,1+3] = [5,4]
b)r=2, A(1,2), B(-1,0) d) r=v13, A(5,2), B(0,1) Cwiczenie 1 R OO T ot R O S OO
11. Przeczytaj podany w ramce przyktad. Naryqu w uktadzie wspolrzednych wektory AB A i S
BC i AC. Podaj wspotrzedne tych wektorow. P F X
Ile rozwigzan w zaleznosci od parametru m ma uktad réwnan? a) A(—3.5), B(2,4), C(4,0) b) A(3,4), B(1,—2), C(—4,1)
e?+y? =20 —4dy+4; =0
y=z+m Definicja
Podstawiamy y = x + m do pierwszego réwnania: Sumg wektoréw u = [a,b] i v = [c,d] na- Y BEEEER | C )
2>+ (z+m)’ =2z —4(z +m) +45 =0 zywamy wektor: =
w4+ v =[a+cb+d] - &N
2?4+ 2?4+ 2mz +m? — 2z — 4z —4dm+ 45 =0 u S ey D~ o of
2:62 + 2m J— 6 T + m2 J— 4m + 41 — 0 ....... ? S X(O ...... .......
,. ( ) , . , Suma wektoréw u’ = [5,2], v = [2,3] (rysunek £ B
Wyznaczamy wyroznik otrzymanego réwnania kwadratowego. Liczba obok) jest réwna: 1 T
rozwigzan uktadu réwnan jest réwna liczbie rozwiazan tego réwnania. ) N ol 1 T ¥
U+ T =[+22+3] =75

A=(2m—06)2—4-2-(m?—4m+43) = —4m? + 8m = —4m(m — 2)

7 aterm: Wektor @ + v odpowiada przekatnej OC réwnolegloboku OBCD.
Zauwaz, ze dodawanie wektoréw jest przemienne: w + v = v + w.

» A =0 dlam € {0,2} — uklad ma jedno rozwiazanie,

« A > 0dlam € (0;2) — uktad ma dwa rozwiazania, Aby dodac¢ kilka wektoréow geometrycznie, pierwszy z nich zaczepiamy w do-
« A <0dlam € (—o00;0) U (2;00) — uktad nie ma rozwiazan. wolnym punkcie uktadu wspélrzednych i rysujemy je w ten sposob, aby koniec
jednego wektora byl poczatkiem nastepnego. Poczatek sumy lezy w poczatku
Ile rozwiagzan w zaleznosci od parametru m ma uktad rownan? pierwszego z dodawanych wektorow, a koniec — w koncu ostatniego.
2 2 et 4 2 2 == 5 2 2 2 4 — 0 4
a){x Ty c) vy e) vy sy Cwiczenie 2
y=a+m y=mz—3 y=—2z+m Narysuj wektor @ + v . Podaj jego wspélrzedne.

SR SR R S S 2) =32, T =20 ) W =[23, =[]
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Przyktad 2
Dane sa wektory: v -
o = 4, 3], v = 1, -2], O = 2, 2] B R T e

Yy

* Suma wektoréw u + @ (kolor zielony):

w+ v =[4,3]+[1,-2] = [5,1]

—

* Suma wektoréw u + v + w (kolor czerwony): .
T+ T +W =43 +[1,-2] +[2,2] = [7,3] Ot X

Cwiczenie 3
Wyznacz geometrycznie sume wektoréw u + v + w i podaj jej wspoirzedne.
a) w=1[2,1], v =1[1,3], w=1[2,-6] b)uw =[-3,3], v =[6,2], w=[2,1]

Przypomnijmy, ze wektor przeciwny do wektora w Y
— 1. —> — e
oznaczamy —u . Jesli w = [a,b], to —u = [—a, —b|.
Na rysunku obok przedstawiono wektory w’ = [3,—1] 5[ § i x
oraz —u = [—3,1]. : -

Cwiczenie 4
_ . — . , —> . —
Wyznacz wektory —u’ i —v” przeciwne do wektoréw « i v’. Wyznacz geo-
o , > . > . « o e ’
metrycznie sume wektoréw —u’ i —v” i podaj jej wspoirzedne.

a) uw =1[2,3], v = [4,2] b) W =[-4,-2], v = [4, 3]
Definicja
Réznicg wektoréw u = [a,b] i " = [c¢,d] nazywamy wektor:

W — v =[a—cb—d]

. . ;. . , — _— . , . —_— .
Zauwaz, ze roéznica wektoré6w w — 0" jest rowna sumie wektora u’ i wektora

—v" (przeciwnego do wektora @’). v ;

) : E . 0

Na rysunku obok przedstawiono wektory: R I T T I D =
PO U - - = o0 O L

oraz ich réznice v — v = [3, —1]. g g )

v : : :

Wektor u — v odpowiada przekatnej DB réw- . 4| /. BT b B ...............
nolegtoboku OBCD. ; Y . >
o] 1 | X

Cwiczenie 5

Lot s — —_— — —
Wyznacz réznice wektorow « — v” oraz v — u'.

a) uw =1[3,-2], v =[2,6] b) w = [-5,—4], v =[-2,3]
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Definicja
Iloczynem wektora u = [a,b] przez liczbe oo € R nazywamy wektor:

aw = [aa,ab

Przyktad 4 Vi
Na rysunku przedstawiono wektor u = [4,2] |~

oraz wektory:

—u = [~4, 2] 1

—5u = [-6, 3] o 1 X
Cwiczenie 6
Dane sg wektory uw = [2,—1] i @ = [-3,-2]. Wyznacz wektor w i go
narysuj.
a) w=2u +3v ¢) W=—4u +2%
b) W =37 — T Q) 7=17 17

Definicja
Wektor [0, 0] nazywamy wektorem zerowym i oznaczamy 0.

Przyktad 5
Dane sg wektory u = [3,—2] i © = [~12,8]. Wyznacz liczbe o, dla ktére;

. , 7’ —_ _ —
zachodzi rownos¢ a v — v = 0.

al3,—2] — [-12,8] = [0, 0]
[Ba, —2a] = [—12, §]

Stad otrzymujemy 3a = —12 oraz —2a = 8. Obie réwnosci sg spelnione dla
a = —4.

Cwiczenie 7
%
Wyznacz liczbe a, dla ktérej zachodzi réwnoéé aw + v

a) u =1[2,-3], v =[-6,9] b) W =[-12,9], v = [-16,12]

Jesli niezerowe wektory sa réwnoleglte (zawieraja sie w prostych réwnolegltych),
to mowimy, ze maja ten sam kierunek.

Przyjmujemy, ze wektor zerowy jest rownolegly do dowolnego wektora.

2.8. Dziatania na wektorach
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Twierdzenie

Dwa niezerowe wektory @ i ©° maja ten sam kierunek wtedy i tylko wtedy,
gdy istnieje taka liczba o # 0, ze w =av.

Przyktad 6

Dane sg wektory u = [12,8] i v = [9, 6]. Wektory te maja ten sam kierunek,
. — 4—>

gdyz v =3 0.

Rozpatrzmy niezerowe wektory o i v, dla ktérych istnieje liczba o # 0, taka

I —

ze U =au.

* Jesli a > 0, to méwimy, ze wektor aja ten sam zwrot.

<
=|
2 B

» Jesli a < 0, to méwimy, ze wektor aja przeciwne zwroty.

—
— v —

Wektory @ i © maja ten sam kierunek Wektory @ i © maja ten sam kieru-
i zwrot. nek, ale przeciwne zwroty.

Cwiczenie 8

Wsrod ponizszych wektorow wskaz te, ktore maja ten sam kierunek i zwrot
co wektor w = [—6,8], oraz te, ktére maja ten sam kierunek co wektor
ale przeciwny zwrot.

v =[-2,22], v =[3,-4], vy =[18,-16], v = [-2,1], vs =[24,-32]

— —
Dlugo$¢ wektora AB (oznaczamy ja |AB|) to dlugos¢ odcinka AB.

Twierdzenie

Jezeli wektor u ma wspolrzedne [u,us], to dlugosé wektora u wyraza

sie za pomoca wzoru: )
| = 2 2
| u| = /u2 + u

Przyktad 7
Oblicz dlugoéé wektora u = [24 —7].

|| = /242 + — /576 + 49 = /625 = 25

Cwiczenie 9
Oblicz dlugoéé wektora w’.
a) u = [—3,4] b) u =[5, —12] c) u =[3,3]
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Cwiczenie 10 N
Dane sa wektory AB, CD, EF oraz GH
przedstawione na rysunku obok. Oblicz

dlugoéé¢ wektora .

Zadania

1. Sprawdz, czy wektor w + v jest wektorem przeciwnym do wektora w .
a) w =[-3,6], v = [14,-26], W = [-11,12]
b) @ =[33], v =[5 v=[3-%
O T = [14), 7 = [3-2, T = [£.3]

2. Dane sa punkty A(2,1) i B(4,5). Wyznacz wspélrzedne punktu P.

a)%l—):ﬁ) c)ﬁ:—ﬂ e)ﬁzlﬁ
b) AP = BA d) AP = —-BP f) AP = —3AB

3. Dane ne sa trzy punkty A, Bi C. Wyznac_z) wspotrzedne punktu D takiego,
7e AB = CD. Oblicz dtugosé wektora AD.

a) A(0,0), B(4,3), C(—1,2) ¢) A(4,6), B(3,1), C(6,2)
b) A(—1,2), B(~2,-3), C(4,2) d) A(~1,-3), B(—4,1), C(2,4)

4. Przerysuj tabele do zeszytu i ja uzupeinij.

A B AB BA 3SBA = |AB| @ |3AB
(3,4) 1,2 ? ? ? ? ?

? (6,3) ? 8, 9] ? ? ?
(~1,4) ? 2, 3] ? R ?
(1,4) ? ? [—2, 6] ? ? ?

? (2,3) ? ? 3, —4] ? ?

@ 5. Uzasadnij, ze dla dowolnych wektoréw @ i v jest spelniony warunek:

W+ V| < ||+ |V
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10.

12.

13.

14.

. Dany jest niezerowy wektor u = [z, y].

. Statek jest holowany przez dwa holowniki.

, —_ . — . . .
Sprawdz, czy wektory « i v maja ten sam kierunek i zwrot.

a) W =[-2,4], v =[5, 1] c) W =[12,14], v = [72,86]
b) w=[12,-9], v =[2,-3] d) w=[vV2-1,v2],7 =[1,2+V2]

Dla jakich wartoséci parametru m wektor % ma ten sam kierunek co wektor
H
v =[3,1]7

a) w =[m+1,2] b) W = [6,m? + 1] c) u = [12m,m’]
Dany jest wektor u = [z, y]. Uzasadnij, ze |au'| = |a| - ||
Dany jest wektor w = [—3,4]. Wyznacz wektor @, ktéry ma ten sam

kierunek i zwrot co wektor u oraz:
a) || = 20, b) || = 8.

Dany jest wektor u = [3, —1]. Wyznacz wektor v, ktéry ma ten sam
kierunek co wektor u’, ale przeciwny zwrot oraz:

a) |v'| = 20, b) || = 3.

Wektor, ktéorego diugosé
Wykaz, ze wektor {%, i] jest wek- jest réwna 1, nazywamy

| vl kt jednostk
torem jednostkowym. wektoremn jednostkowymi.

Wyznacz wektor jednostkowy réwnolegty do wektora .
a) u = [-8,6] b) W = [1,1]

Dane sa wektory u = [1,2] i v = [3, —1]. Wyznacz wartosci parametréw

a i 3, dla ktorych jest prawdziwa ponizsza réwnoSc.
a) au + v =[-1,5] ¢) au — v = [-3,21]
b) aw + B30 = [3, 4] d) auw — B0 =[-1,-23]

Wyznacz warto$é¢ parametru m, dla ktérej 24 + 370 —mw = 0.

a) w =1[1,3], v =[-4,2], W = [-5, 6]
b) W =1[4,2], v =[-6,9], W = [-3,2]

72

Jeden z nich ciagnie ten statek z sita o war-
tosci F' w kierunku PA. Uzasadnij, ze jezeli
drugi holownik — ciagnacy statek w kierunku
PB — uzyje sily o wartosci v/3F, to statek
ten bedzie sie poruszat wzdtuz prostej (.
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R 2.9. Wektory - zastosowania

Przesunieciem (lub translacja) o wektor ©" nazywamy prze- P
ksztalcenie, ktore kazdemu pur&tgwi P ptaszczyzny przypo- /
rzadkowuje taki punkt P’, ze PP’ = v'. P

Punkt P’ nazywamy obrazem punktu P w przesunieciu o wektor v,

Cwiczenie 1
Dany jest romb ABCD o polu réwnym 4 (rysunek

obok). Romb A’B'C'D’ otrzymujemy przez przesunie-
cie rombu ABCD o wektor v’. Oblicz pole figury be-
dacej czescig wspolna obu rombow.

a) U = L1AB b) T = LAC

Obrazem punktu P(z,%y) w przesunieciu o wektor v = [a, b] jest punkt:
P(x+4+a,y+0)

Cwiczenie 2

Dany jest prostokat F' o wierzchotkach A(—3,0), B(1,—-2), C(4,4) i D(0,6).

Prostokat F} jest obrazem prostokata F' w przesunieciu o wektor ©". Oblicz

pole czesci wspolnej obu prostokatow.

a) v =[1,2] b) v = [0, 5] c) v =[4,2]

Cwiczenie 3
Koto K, jest obrazem kota K; o srodku w punkcie (0,0) i promieniu r = 4
w przesunieciu o wektor v = [4, 4]. Oblicz pole czeéci wspélnej tych kot.

Przyktad 1 o
Dany jest trojkat ABC (rysunek obok). Punkt P jest
srodkiem boku AC, a punkt ) — srodkiem boku BC. P Q
Udowodnij, ze PQ || AB oraz |PQ| = 5|AB|.

=3 . : A B
Wektor P(Q) zapisujemy jako sume:

TRt == e

Oznacza to, ze PQ || AB oraz |PQ| = 3|AB]|.
Cwiczenie 4 D ¢

Udowodnij, ze odcinek taczacy srodki ramion trapezu

jest réwnolegly do podstaw trapezu, a diugosé tego b
odcinka jest Srednia arytmetyczna diugosci podstaw. /
Wskazowka. Zauwaz, ze DC = o AR dla pewnej statej a. A B
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Przyktad 2
Sprawdz, czy punkty A(—4,—5), B(2,—1) i C'(26,15) sa wspdlliniowe.

—  —
Wyznaczamy wspotrzedne wektoréw AB i AC"

AB = [2 - (-4),~1~ (=5)] = [6,4], AC = [26 — (~4),15 - (~5)] = [30,20]
Zauwazmy, ze AC = 5A_B), zatem punkty A, B i C sa wspdlliniowe.

Cwiczenie 5
Sprawdz, czy punkty P, Q) i R sa wspoétliniowe.
a) P(27 _1)7 Q(_274)a R(]-Oa _11) b) P(_572)a Q(1378)7 R(197 10)

Przyktad 3

Dane sg wspolrzedne wierzchotkéw A(—1, 3),
B(-3,2) i C(3,1) réownolegtoboku ABCD. : . o
Zauwazmy, ze AD = BC.
Wyznaczamy wektor B—C>’ : -
BC =3~ (~3),1-2] = [6,~1]]

Wierzchotek D jest obrazem punktu A w przesunieciu o wektor E, zatem
D(—1+6,3—1), czyli D(5,2).

Cwiczenie 6
Punkty P, Q i R sa kolejno $rodkami bokéow AB, BC i CD réwnolegloboku
ABCD. Wyznacz wspolrzedne wierzchotkéw tego réwnolegtoboku.

a) B(3,3), P(5,1), Q(—1,2) ¢) BA =[-5,5], BC = [2,4], Q(3,-1)
b) P(2,0), Q(7,4), R(4,4) d) AB = [8,2], Q(7,2), R(6,4)

Zadania

@ 1. Dane sa punkty A(x1,v1), B(xa,y2) oraz S(m”2 y1+92). Wykaz, ze:

2 ’ 2

AS =SB =14B

—
2. Wyznacz wektor %AB , a nastepnie wspotrzedne punktow P i @) dzielacych
odcinek AB na trzy réwne czesci.

a) A(—3,-2), B(3,1) b) A(—10,6), B(8,—6) c) A(1,-1), B(2,1)
3. Wyznacz wspotrzedne koncéw odcinka AB, o ktérym wiadomo, ze:

a) punkty P(2,1) 1 Q(5,4) dziela go na trzy rowne czesci,

b) punkty P(4,—2), Q(3,1) i R(2,4) dziela go na cztery rowne czesci.
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11.

a) Dane sa punkty A(—4,7) i B(6,—8). Wyznacz wspélrzedne punktu P,
ktory dzieli odcinek AB w stosunku 2: 3. Rozpatrz dwa przypadki.

b) Dane sa punkty P(3,—2)i B(—9,16). Punkt P dzieli odcinek AB w sto-
sunku 3:4. Wyznacz wspélrzedne punktu A. Rozpatrz dwa przypadki.

a) Punkty A(—2,—3)1i B(4,—1) sa wierzchotkami réwnolegtoboku ABCD.
Punkt P(2,0) jest punktem przeciecia przekatnych tego réwnolegloboku.
Wyznacz wspoétrzedne wierzchotkéw C'i D.

b) Punkt P(3,1) jest srodkiem boku AB réwnolegtoboku ABCD. Jego
przekatne przecinaja sie w punkcie S(—1,1) oraz CD = 2, —4]. Wyznacz
wspotrzedne wierzchotkéow tego rownolegtoboku.

Dane sa wektory AC = [12, 3], BC = 9, 9] oraz punkt A(—5,3). Wyznacz
rownania prostych, w ktérych sa zawarte wysokoéci tréjkata ABC.

a) Dane sg wektor AB = 6, 3] oraz punkt C(1,6). Punkt 5(2,3%) jest
srodkiem odcinka BC. Wyznacz wspétrzedne wierzchotkow A i B tréjkata
ABC.

— —
b) Dane sa wektory AB = [4,—4], CD = [6, 6] oraz punkt C'(6,7) bedacy
wierzchotkiem tréjkata réwnoramiennego ABC' o podstawie AB i wyso-
kosci CD. Wyznacz wspétrzedne wierzchotkow A i B tego tréjkata.

Dane sa wierzchotki A(4,—5), B(8,1), D(—3,—1) trapezu ABCD. Jego
podstawa AB jest dwa razy dluzsza od podstawy CD. Wyznacz wspdl-
rzedne wierzchotka C'.

Dany jest wierzcholek A(1,2) trapezu ABCD, AD = [1,3] i DB = 5, 0].
Podstawa AB tego trapezu jest trzy razy dtuzsza od podstawy CD. Wy-
znacz wspotrzedne wierzchotkéw B, C'i D.

.~ a) Udowodnij, ze wspolrzedne $rodka ciezkosci tréjkata o wierzchotkach

A(z1,y1), B(xa,y2) 1 C(x3,y3) sa wyrazone wzorami:

1+ T2+ T3 Y1 +y2 +ys3
rXT?=—"7,",Yy=

3 3
b) Dane sa wierzchotki A(—1,0) i B(2,5) tréjkata ABC'. Jego srodek ciez-
kosci ma wspotrzedne (—1,2). Wyznacz wspolrzedne wierzchotka C'i oblicz
pole tego tréjkata.

Dane sa rownania prostych zawierajacych dwie srodkowe trojkata: y = 2
iy = —x+3 oraz jeden z jego wierzchotkéw: (1, —2). Wyznacz wspdtrzedne
pozostatych wierzchotkéw tego trojkata.
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2.10. Symetria osiowa

Zal6zmy, ze punkt A nie nalezy do prostej [.

Punkt A’ nazywamy punktem symetrycznym do punktu A
wzgledem prostej [, jezeli punkty A i A’ leza na prostej pro-
stopadtlej do prostej [ i sSrodek odcinka AA’ nalezy do prostej [
(prosta [ jest symetralng odcinka AA’).

Punktem symetrycznym wzgledem prostej [ do punktu nale-

zacego do tej prostej jest ten sam punkt (patrz punkt B na
rysunku obok).

Definicja

Symetrig osiowa wzgledem prostej [ (lub symetria wzgledem prostej [)
nazywamy przeksztalcenie, ktore kazdemu punktowi ptaszczyzny przypo-
rzadkowuje punkt do niego symetryczny wzgledem prostej (.

Prosta [ nazywamy osig symetrii. Punkt A’ symetryczny wzgledem pro-
stej [ do punktu A nazywamy obrazem punktu A.

Na rysunku ponizej przedstawiono tréojkaty ABC' i DEF oraz ich obrazy w sy-
metrii osiowej wzgledem prostej [ — odpowiednio trojkaty A'B'C" i D'E'F".
B’ F

A’ | D' |
| | | E
A ™ c=C ™ B
T T T |
| ' P o B
A D
B i

Obrazem dowolnej figury w symetrii osiowej jest figura do niej przystajaca.
Na przyktad obrazem tréjkata jest trojkat do niego przystajacy, a obrazem
okregu jest okrag o takim samym promieniu.

Cwiczenie 1 \
Narysuj w zeszycie szeSciokat foremny, a nastepnie jego
obraz w symetrii wzgledem prostej (rysunek obok):

a) ll, b) lz, C) lg. 3
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Definicja
Figure nazywamy osiowosymetryczng, jesli jest ona swoim wtasnym obra-

zem w symetrii wzgledem pewnej prostej (.
Prosta [ nazywamy wowczas osig symetrii tej figury.

Cwiczenie 2
Podaj, ile osi symetrii maja ponizsze figury.

kwadrat trojkat réwnoboczny prostokat koto

B Symetria wzgledem osi uktadu wspétrzednych

Yﬂ
Przyktad 1 s i
W symetrii wzgledem osi: Al ——1———1A
* OX obrazem punktu A(2,3) jest punkt A'(2,-3), R T - welpns
* QY obrazem punktu A(2, 3) jest punkt A”(—2, 3). § il :
o 1 1 x
W symetrii wzgledemosic e -
= OX obrazem punktu P(z,y) jest punkt P'(z, —y), : o
= OY obrazem punktu P(z,y) jest punkt P"(—z,y). S i e

Cwiczenie 3

Podaj wspotrzedne koncéw odcinka A’ B’ symetrycznego do odcinka AB wzgle-
dem osi OX oraz odcinka A”B" symetrycznego do odcinka AB wzgledem
osi OY. Narysuj w jednym uktadzie wspotrzednych odcinki AB, A’'B" i1 A" B".
a) A(073)7 B(S,O) b) A(17_2)7 B(_473) C) A(_571)7 B(174>

Cwiczenie 4
Dany jest trojkat ABC o wierzchotkach A(0,3), B(2,—1), C(3,—1). Narysu]
ten trojkat oraz jego obraz w symetrii wzgledem: a) osi OX, b) osi OY.

Cwiczenie 5

Dane sg punkty A(—2,1), B(2,—3), C(4,—1) i D(0,3). Podaj wspolrzedne
wierzchotkéw prostokata bedacego obrazem prostokata ABCD w symetrii
wzgledem: a) osi OX, b) osi OY.

2.10. Symetria osiowa
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Przyktad 2
Na rysunku obok przedstawiono okrag K S o

dany rownaniom (z - 3)° 4 (y+ 12 =4, b
Okrag K’ jest symetryczny do okregu K
wzgledem osi OX (okregi te maja réowne
promienie, a ich Srodki sa symetryczne

wzgledem osi OX).
Okrag K" jest symetryczny do okregu K

wzgledem osi OY (okregi te maja réowne
promienie, a ich Srodki sa symetryczne
wzgledem osi OY).

Cwiczenie 6
Podaj réwnania okregéw K’ i K" z powyzszego przyktadu.

Cwiczenie 7
Podaj rownanie okregu K’ symetrycznego do okregu K wzgledem osi OX oraz
rownanie okregu K" symetrycznego do okregu K wzgledem osi OY.

a) K: (x+3)°+ (y—2)*=16 c) Ki(x—=3)+(y—22%=1
b) K: (x +2)*+ (y+4)*=13 d) K: (x+1)*+ (y+6)*=49

Zadania

1. Sprawdz, czy odcinki AB i A’B’ sg symetryczne wzgledem osi OX lub
osi OY.

a) A(—2,1), B(3,-2), A'(—2,—-1), B'(3,2)
b) A(_374)7 B(_la _2)7 A,<374)7 B,(la _2)
c) A(—4,-3), B(2,2), A'(—4,3), B'(—2,2)
d) A(-2,0), B(0,4), A'(2,0), B'(0,—4)
2. Narysuj w jednym uktadzie wspétrzednych trojkat symetryczny do troj-

kata ABC wzgledem osi OX oraz trojkat symetryczny do trojkata ABC
wzgledem osi OY.

a) A(_17 2)7 B(57 3)7 0(27 5) C) A(_37 2)7 B(07 _3)7 0(37 2)
b) A(_37 0)7 B(_27 _5)7 C(Oa 3) d) A(_37 _1)7 B(97 _2)7 0(27 1)

3. Oblicz pole czesci wspolnej kwadratu K o wierzchotkach (—5,1), (=2, —2),
(1,1), (—2,4) oraz kwadratu symetrycznego do kwadratu K wzgledem:
a) osi OX, b) osi OY'.
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4. Wyznacz rownanie okregu K’ symetrycznego do okregu K wzgledem pro-
stej y = 0. Sprawdz, czy punkt P(—3,2) nalezy do okregu K'.

a) K: (x — 1)+ (y—1)*=25 c) K:i (x+3)*+y* =4
b) K: (- 22+ (y+2)2=41  d) K: (z4+1)2+ (y — 4)2 = 40

5. Wyznacz réwnanie okregu K’ symetrycznego do okregu K wzgledem pro-
stej z = 0. Oblicz pole rombu, ktorego wierzchotkami sa srodki okregéw K
i K' oraz punkty wspdlne tych okregow.

a) K: (x+3)?+ (y—1)*=13 b) K: (x—4)*+ (y+2)>=25
6. Przeczytaj podany w ramce przyktad.

Dany jest okrag K o érodku w punkcie S(4,2) i promieniu r = /5.

Wyznacz rownanie okregu K’ symetrycznego do okregu K wzgledem

prostej I y = 3x.

Niech m: y = ax + b bedzie prosta

przechodzaca przez punkt S oraz
1

m 1 [. Zatem a = —3 oraz:

m:y=—sx+b
Do réwnania prostej m podstawia-
my wspdélrzedne punktu S(4,2)
1 otrzymujemy:

m:y = —%x + 3%

Niech P bedzie punktem przeciecia prostych [ i m. Jego wspodirzedne
spetniaja uktad réwnan:

y = 3x

y=—zx+ 33
Zatem P(1,3).
Wspéblrzedne punktu S’ — srodka okregu K’ — wyznaczamy, korzystajac
z tego, ze punkt P jest Srodkiem odcinka S’S. Otrzymujemy S’'(—2,4).
Poniewaz okrag K’ ma ten sam promien co okrag K, rownanie okre-
gu K’ ma postaé¢ (z +2)* + (y — 4)®> = 5.

Wyznacz réwnanie okregu symetrycznego do okregu K wzgledem prostej (.
a) Ki(x =5+ (y—2)?*=2, Ly=2x—3

b) K:(x —4)*+(y—3)*=16, l:xz+3y—2=0

c) Ki(x—5)*+(y—4)*=16, l:20+3y—9=0

2.10. Symetria osiowa
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2.11. Symetria srodkowa

Punkt A’ nazywamy punktem symetrycznym do punktu A

wzgledem punktu O (A # O), jezeli punkt O jest $rodkiem

odcinka taczacego punkty A i A’. g
Punktem symetrycznym do punktu O wzgledem punktu O -~ O
jest on sam. fvl”

Definicja

Symetria Srodkowa wzgledem punktu O (lub symetrig wzgledem punktu O)
nazywamy przeksztalcenie, ktore kazdemu punktowi ptaszczyzny przypo-
rzadkowuje punkt do niego symetryczny wzgledem punktu O.

Punkt O nazywamy $rodkiem symetrii. Punkt A’ symetryczny wzgledem
punktu O do punktu A nazywamy obrazem punktu A.

Na rysunkach ponizej przedstawiono tréjkaty ABC, DEF i GHI oraz ich ob-

razy w symetrii sSrodkowej wzgledem punktu O.
E D' 1

D £ I
Obrazem dowolnej figury w symetrii Srodkowej jest figura do niej przystajaca.

Cwiczenie 1

Narysuj trojkat réwnoboczny, a nastepnie przeksztalé¢ go symetrycznie wzgle-
dem:

a) jednego z jego wierzchotkéw, c) punktu przeciecia jego dwusiecznych,
b) srodka jednego z jego bokéw, d) punktu lezacego na zewnatrz niego.

Figure nazywamy Srodkowosymetryczng, jesli jest ona swoim wtasnym ob-
razem w symetrii wzgledem pewnego punktu O.
Punkt O nazywamy wowczas Srodkiem symetrii tej figury.

Cwiczenie 2
Ktéra z wymienionych figur ma $rodek symetrii: tréjkat, rownolegtobok, pro-
sta, kwadrat, odcinek, poélprosta?
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B Symetria wzgledem poczatku uktadu wspétrzednych

Przyktad 1 oL iyt L
W symetrii wzgledem poczatku uktadu wspoétrzed- B’
nych obrazami punktow: ; CI ;T A
...... 0 SR N D R I
A(3,3),B(-1,-4)iC(=2,3) AT
sg odpowiednio punkty: — \4;/ oo
PN
A(E3,59), B'(1,4)iC'(@,83) /ﬁf\} X
W symetrii wzgledem poczatku ukladu wspoél- . .../zf..: rI “'\C""';
rzednych obrazem punktu P(z,y) jest punkt B é :
Pl(_x, _y) szl
Cwiczenie 3

Trojkat A’ B'C" jest symetryczny do tréjkata ABC wzgledem poczatku uktadu
wspoOlrzednych. Podaj wspétrzedne wierzchotkéw tréjkata A’ B'C'.

a) A(3,-2), B(=2, 1), C(—1,4) b) A(2,-2), B(1,3), C(=3,1)

Cwiczenie 4

Prostokaty ABCD i A’'B'C'D’ sa symetryczne wzgledem poczatku ukladu
wspotrzednych. Oblicz pole czesci wspolnej tych prostokatow.

a) A(—3,-2), B(5,-2), C(5,3), D(—3,3)

b) A(-3,1), B(1,3), C(3,-1), D(—1,-3)

c) A(-2,1), B(1,-2), C(3,0), D(0,3)

Przyktad 2
Wyznacz réwnanie okregu K’ symetrycznego wzgledem poczatku uktadu
wspoltrzednych do okregu K: (z — 3)? + (y — 2)? = 4. Narysuj te okregi.

Srodkiem okregu K jest punkt §(3,2), Y}
a promien tego okregu r = 2. - |

Zatem srodkiem okregu K’ jest punkt S’
symetryczny do S wzgledem poczatku
uktadu wspélrzednych, czyli S'(—3, —2),

a promien tego okregu r’ = 2.

Oznacza to, ze rownanie okregu K’ ma

postac:

(x+3)°+(y+2)0°=4

2.11. Symetria srodkowa

121



Cwiczenie 5
Wyznacz réwnanie okregu K' symetrycznego wzgledem poczatku ukiladu
wspolrzednych do okregu K. Narysuj te okregi.

a) K: (x+3)°+(y—1)*=9 c) K:i(x+2)°+(y+1)*=4
b) K: (x —1)>+ (y+2)*=16 d) K: (z—2)*+(y—3)>=25
Zadania

1. Punkt A’ jest potozony symetrycznie do punktu A wzgledem poczatku
uktadu wspotrzednych. Oblicz dtugosé odcinka AA’.

a) A(3,4) b) A(—1,4) c) A(—6,-8) d) A(a,a)
2. Narysuj w uktadzie wspotrzednych prostokat ABCD i jego obraz w syme-
trii wzgledem poczatku uktadu wspotrzednych.
a) A(1,1), B(4,1), C(4,3), D(1,3)
b) A(_Ba _1)7 B(lv _1)7 C(la 2)7 D(_37 2)

3. Rownolegtobok A’B'C'D’ jest obrazem row-
nolegtoboku ABCD (rysunek obok) w sy-
metrii wzgledem punktu O(0,0). Oblicz pole
czesci wspolnej tych réwnolegtobokéw.

@ 4. Okrag K’ jest obrazem okregu K w symetrii wzgledem osi OX, a okrag K"
jest obrazem okregu K’ w symetrii wzgledem osi OY. Uzasadnij, ze
okrag K" jest obrazem okregu K w symetrii wzgledem poczatku uktadu
wspoOlrzednych.

5. Wyznacz punkty wspolne okregu K oraz jego obrazu w symetrii wzgledem
poczatku uktadu wspoétrzednych.
a) K: (x—2)*+ (y+2)*=10 ¢c) K: (x —2)>+ (y—1)>=10
b) K: (x+4)>+ (y—1)* =34 d) K: (x+2)>+ (y—3)*=26
6. Okrag K’ jest obrazem okregu K w symetrii wzgledem poczatku uktadu
wspotrzednych. Oblicz pole czesci wspolnej két przez nie ograniczonych.
a) K: (z—2)2+ (y+2)? = 16 ¢) K: (z—3V3) +y? =36
b) K: (z—2)2+y2=16 d) K: (z—3V3) +(y—3v3) =72
7. Okrag K: (z+2)*+(y—4)* = r? i okrag K’ bedacy jego obrazem w symetrii

wzgledem poczatku uktadu wspotrzednych sg styczne zewnetrznie. Podaj
réwnania wspolnych stycznych tych okregéw.
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Przyktad 1

Punkty réwno odlegte od dwéch przecina-
jacych sie prostych leza na dwusiecznych
katéw utworzonych przez te proste.

Na rysunku obok przedstawiono proste:

22 — 2z + 1+ y? = 42° — 32z + 64 + 492

Dowiedz sie wiecej

Zbiory punktéw o danej wtasnosci

kiy=2z i Ly=—sx+2

Proste k i [ przecinaja sie w punkcie (2,1). Zbiér punktow rowno odleglych
od tych prostych jest suma dwoéch prostych: x = 2 oraz y = 1.

1. Wyznacz zbiér punktéw rowno odlegtych od prostych ki [.

a) kry=2x+5, l:y=-2x—2 ¢) k:y=0, I: y=+/3x
b) k:y=3, Lxz=1 d) kry=-3, Ly=1
Opisz potozenie punktow réwno odlegtych od dwdch prostych réwnole-

gtych. Wyznacz zbiér punktéw réwno odlegltych od prostych vy = « + 1
1ly=z+3.

[0] Przyktad 2
Wykaz, ze zbiorem punktow, ktorych odlegtosé od punktu A(1,0) jest dwa
razy wieksza od odlegloéci od punktu B(4,0), jest okrag.

Niech P(z,y) bedzie takim punktem, ze |PA| = 2| PB|. Wéwczas:

V-1 +y =2/e =47+ /? vy

—32* —3y*+30x —63=0/:(-3)
22+ 9> —10x+21=0
(22 — 10z +25) — 25 + 9> + 21 =0
(z—5)°+y*=4

Zatem szukanym zbiorem punktéw jest okrag o srodku (5,0) i promieniu 2.

@ 3. Wykaz, ze zbiorem punktéw, ktorych odlegto$é od punktu A jest n razy

wieksza od odlegtosci od punktu B, jest okrag.
a) A(0,0), B(6,0), n =2 c) A(0,1), B(0,—3),n=3
b) A(—2,0), B(4,0), n =2 d) A(0,1), B(3,1),n =2

Zbiory punktow o danej wtasnosci
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Vv

PI'ZYkI'ad 3 P W 4 rz ni
Wyznacz zbiér $rodkéw okregéw przechodzacych przez punkt A(0,2) oraz O to enie
stycznych do osi OX. B Zestaw |

Niech punkt P(z,y) bedzie srodkiem okregu spelniajacego warunki zadania, . o o . . /
a Q(z,0) — punktem stycznosci tego okregu z osia OX. 1. Oblicz dlugosci odcinkéw AB, BC i AC. Czy punkty A, B i C sg wsp6l-

Wtedy |PA| = |PQ| oraz x,y > 0. 4 ST liniowe?

b) A(13,5), B(—3,-3), C(5,1) d) A(—2v2,8), B(0,0), C(v/2,—4)

Otrzymujemy réwnanie:
Vat+(y—22 =y /?
z? + y* — 4y +4 =2

4y =22+ 4

2. Czy trojkat ABC jest réwnoramienny? Czy jest prostokatny?
a) A(_37 1)7 B(37 _3)7 0(17 7) b) A<_37 4)7 B(107 _2>7 C<57 8)

y=32°+1 : o

@ 3. Wykaz, ze trojkat ABC' jest prostokatny oraz rownoramienny. Wyznacz
24 1. wspotrzedne srodka okregu opisanego na tym trojkacie.

a) A(0,6), B(2,0), C(8,2) b) A(-7,-2), B(2,1), C(-1,10)

Zatem szukanym zbiorem punktow jest parabola y = ;llx

4. Wyznacz zbior srodkow okregéw przechodzacych przez punkt:
a) A(0,4) i stycznych do osi OX, b) A(6,0) i stycznych do osi OY. 4. W tréjkacie o wierzchotkach A(2,—1), B(1,2) i C(—3,4) poprowadzono
srodkowa AD i wysokos¢ AFE. Oblicz ich dtugosci.
Przyktad 4

Wyznacz zbiér punktéw o dodatniej rzednej bedacych srodkami okregéw sty- 5. a) Wyznacz punkty nalezace do prostej y = x + 4, ktérych odleglos¢ od

punktu P(3,1) jest réwna 2+/5.
b) Na prostej przechodzacej przez punkty A(1,—3) i B(6,7) wyznacz

cznych wewnetrznie do okregu K: 22 + y? = 16 oraz stycznych do osi OX.

Niech punkt P(z,y) bedzie srodkiem . 3 Iy , > . ,
okregu K, spelniajacego warunki zada. . punkty, ktorych odlegtos¢ od punktu A jest rowna 2.

nia. Promien tego okregu jest réwny y
oraz y € (0;2]. Niech A bedzie punktem
stycznosci okregow K i K.
Wtedy |OP| = 4 — |PA| = 4 — y oraz
|IOP| = /2% + 32, zatem otrzymujemy réwnanie:
Vit 2 =4—y /? Zauwaz, ze 4 —y > 0.
r? +y® =16 — 8y + 3 licz wspélrzedne pozostalych wierzcholtkéow kwadratu.
8y = —x?+ 16

6. W okrag o rownaniu (x — 2)? + y* = 25 wpisano kwadrat. Jedna z jego
przekatnych jest zawarta w prostej 4r — 3y = 8. Wyznacz wspolrzedne
wierzchotkéw tego kwadratu.

7. Kwadrat, ktorego jeden z wierzchotkéw ma wspdirzedne (1,—4), ma ob-
wod réwny 8v/5. Punkt przeciecia przekatnych tego kwadratu nalezy do
prostej y = x — 1, a wspolrzedne tego punktu sg liczbami ujemnymi. Ob-

., , , _ 1 , 8. Podaj réwnanie okregu o $rodku S i promieniu r. Narysuj ten okrag. Wy-
Otrzymaliémy réwnanie paraboli y = —zz° 4+ 2, zatem szukanym zbiorem : . . ,

L . znacz jego punkty przeciecia z osiami uktadu wspoétrzednych.
punktow jest jej fragment dla x € (—4;4).

a) S(—4,0),r=5 c) S(—1,2),r=4
5. Wyznacz zbidr punkt.ow o dodatniej od;ngteé] bedacych srodkami okregow b) S(2,3), r = 5 d) S(=3,—4), r =1
stycznych wewnetrznie do okregu K: z* 4+ y* = 4 oraz:
a) stycznych do osi OY, b) stycznych do osi OX. 9. Wyznacz réwnanie okregu o srodku S przechodzacego przez punkt A.

a) S(2,1), A(6,4)  b) S(—3,-2), A(~1,1)  ¢) S(2,-2), A(~2, 1)
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10.

11.

12.

Do okregu o $rodku (1,2) nalezy punkt (3,2). ¥
a) Wyznacz réwnanie tego okregu.

b) Wyznacz wspélrzedne punktéw, w ktorych okrag ten
przecina o$ OY. 1

c) Oblicz pole zacieniowanego obszaru (rysunek obok). ol 1 X

Okresl wzajemne potozenie okregéw K, i K.

a) Ki: (x+3)?+(y—2)>=25, Ky: (x —5)*+ (y+4)*=25
b) Kyt (x+4)2+(y+1)2=36, Ko (z4+4)>+ (y+6)>=3
) Ki: (z—2)"+ (y+5)° =17, K2 (z—5)"+ (y+1)* =16
d) Ki: (z4+2)"+ (y+2)° =5, Ko (z—-2)"+(y—5)7=20

Okrag o srodku w punkcie S; jest styczny do prostej [, a okrag o srodku
w punkcie S, jest styczny do prostej k. Oblicz promienie tych okregéw oraz
odlegto$¢ miedzy ich srodkami. Okresl wzajemne potozenie tych okregéw.
a) Si(—1,4), l:x=1, S5(1,4), k:x =3

b) S1(=3,-3), l:y=-2, S5(—3,-4), k:y=—6

Zestaw Il

Wyznacz wspolrzedne punktu przeciecia symetralnych bokéw trojkata
ABC. Podaj réwnanie okregu opisanego na tym trdjkacie.

a) A(0,0), B(4,—4), C(4,8) b) A(-2,-2), B(6,—-2), C(2,6)

Punkt P lezy na prostej [, a jego odlegtos¢ od prostej y = —x + 2 jest
réwna 4v/2. Wyznacz wspétrzedne punktu P.

a) l:y=x+2 b) l:y=3x—6

Jeden z bokéw kwadratu opisanego na okregu o sSrodku w punkcie P jest
zawarty w prostej k. Wyznacz réwnania prostych zawierajacych pozostate
boki tego kwadratu.

a) P(—2,1), k:y=3x—3 b) P(3,1), k:y = —32+10

Dane sa proste l1: y = —x + b, i l3: y = —x + by, gdzie by, by > 0. Prosta [y
jest odleglta od punktu (0,0) o 2, a prosta [, — o 6. Oblicz odlegto$é miedzy
tymi prostymi oraz wyznacz ich rownania.

Oblicz promien okregu stycznego jednoczesnie do prostych ki l. Wyznacz
réwnanie tego okregu, wiedzac, ze jego srodek lezy na prostej y = —x.
a) k:y=x+2,1: y=x+6 b) k: y=324+2,l: y=1x—-38
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10.

11.

12.

13.

14.

Okregi K, i K3 o $rodkach odpowiednio S;(—3,—1) i S5(5,5) maja réwne
promienie i sg styczne zewnetrznie. Wyznacz réwnania tych okregow.
Dany jest kwadrat o wierzchotkach A(—4, —1), Lo Y
B(1,-2), C(2,3) i D(—3,4) (rysunek obok). B A A
Wyznacz réwnanie okregu:

a) wpisanego w ten kwadrat,

b) opisanego na tym kwadracie.

Dany jest tréjkat o wierzchotkach A(—3,3),
B(2,-2)1C(7,3). Oblicz pole czesci wspélnej
tego trojkata i jego obrazu w symetrii wzgle-
dem:

a) osi OX, b) osi OY.

W okrag (z — 1) + (y — 2)* = 50 jest wpisany tréjkat réwnoramienny,
ktérego:

a) podstawa jest zawarta w prostej y = x — 7,
b) jedno z ramion jest zawarte w prostej y = %:c + 4.

Oblicz wspotrzedne wierzchotkéw tego trojkata.

Bok AB trojkata ABC zawiera sie w prostej  +y — 2 = 0, a bok AC —

w prostej 3z — 5y — 14 = 0. Punkt S(0, —2) jest érodkiem boku BC. Oblicz
wspotrzedne wierzchotkéow tego trojkata oraz wyznacz réwnanie okregu
opisanego na nim.

Wyznacz réwnania stycznych do okregu (z + 2)? + (y + 1)? = 40, ktére sa
prostopadtle do prostej 3z —y = 0.

Oblicz odlegto$¢ punktu P(0,—3) od prostej, do ktorej naleza punkty
wspOlne okregdéw (z +2)? + (y+1)> =1 oraz (z+ 1) + (y +2)? = 1.

Oblicz pole czesci wspolnej trojkata ABC' i jego obrazu w przesunieciu
o wektor v = [—4,1].

a) A(—4,0), B(4,0), C(0,4) b) A(—3,0), B(3,0), C(0,3V/3)

Punkty P i @) sa srodkami bokéw odpowiednio AB i AC tréjkata ABC.
Wyznacz réwnanie prostej zawierajacej bok AC.

a) A(—4,1), P(~1,-1), CB = [1,-§]
b) P(1,3), AP = [4,2], PQ = [-3,1]
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Zadania z kontekstem realistycznym

Obszar lesny przedstawiono na planie narysowanym w uktadzie wspot-
rzednych. Przyjeto, ze odcinek o dtugosci 1 na planie odpowiada odcin-
kowi o dtugosci 1 km w rzeczywistosci. Obszar ten ma ksztalt tréjkata,
ktorego wierzchotki na planie maja wspotrzedne: A(2,0), B(9,1) i C(5,9).
Zatwierdzone zostalo postawienie wiezy obserwacyjnej w celach przeciw-
pozarowych. Wieza ma sie znajdowa¢ w punkcie P réwno odleglym od
wierzchotkow trojkata. Oblicz odlegto$é wiezy od tych wierzchotkow.

Plan tréjkatnego trawnika narysowano w uktadzie wspotrzednych. Przy-
jeto, ze odcinek o dlugosci 1 na planie odpowiada odcinkowi o diugo-
Sci 1 m w rzeczywistosci. Wierzchotki trojkata majg wspotrzedne: A(1,1),
B(7,1)1C(4,8). Uzasadnij, ze umieszczona na trawniku rabata kwiatowa
w ksztatcie kota ma srednice mniejsza od 4 m.

Na rysunku obok przedstawiono plan prosto-

katnego parku umieszczony w uktadzie wspot-

Yl.
rzednych. Przyjeto, ze odcinek o diugosci 1
na planie odpowiada odcinkowi o dtugosci 1 m /
W §

w rzeczywistosci. Staw znajdujacy sie w par-
ku ma ksztalt kota o $rednicy 80 m. Czy bedzie

potrzebny mostek, aby poprowadzi¢ sciezke bie-
gnaca wzdluz linii prostej z punktu A(20, —60)
do punktu B(60,60)?

Na planie miejscowosci umieszczonym w uktadzie wspétrzednych rura wo-
dociggowa biegnie wzdtuz prostej o rownaniu 4x — 3y + 6 = 0. Do wodo-
ciagu chca sie podtaczyé¢ dwaj mieszkancy: pan Adam, ktérego dom jest
tak potozony, ze miejsce podlaczenia bedzie w punkcie A(3,—2), oraz pan
Karol, ktérego dom zostalby podiaczony w punkcie B(7,3). Podlaczenie
ma przebiega¢ prostopadle do istniejacej rury, a jego cena zalezy tylko od
dtugosci. Ktory mieszkaniec zaptaci wiecej?

Drabina opiera sie o ziemie w punkcie A oraz Y[m)]
o mur w punkcie B. Umieszczona pod nia be-

la nawinietego drutu o przekroju poprzecznym B
bedacym kotem o $rednicy 2 m, dotyka drabiny

(rysunek obok). Prosta AB ma wspolczynnik 1
kierunkowy réwny —0,75. Na jakiej wysokosci \ : /
drabina opiera sie o mur?
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Sposob na zadanie

Przyktad

Dla jakich wartosci parametru m okrag (z — 2)% 4+ (y —m)? = 5 jest styczny

do prostej y = 2x — 17

Aby rozwiazaé to zadanie, mozemy postapi¢ na rézne sposoby.

I sposob
Okrag jest styczny do prostej, gdy uktad réwnan:

y=2x—1
{<x2>2+<y—m>2—5
ma jedno rozwigzanie.
Przeksztatcamy drugie réwnanie i otrzymujemy:
22+ y? —dx —2my+m?>—1=0
Podstawiamy y = 2z — 1:
>+ 2 —1)? -4z —2m(2x — 1)+ m* —1=0

2 4+4x? —dr+1—4x—4dmx+2m+m> —1=0

522 —4(m +2)z +m(m +2) =0

A =16(m +2)* —20m(m + 2) = —4m?* 4+ 24m + 64 = —4(m + 2)(m — 8)
Uktad réwnan ma jedno rozwiazanie, gdy A = 0, czyli dla m € {—2,8}.

I1 sposdb 1 TR T

Okrag jest styczny do prostej, gdy odleglosé jego
srodka od tej prostej jest rowna promieniowi okregu.

Srodkiem okregu jest punkt S(2,m), a promien tego

okregur=+/5. it N s vt

Rownanie prostej zapisujemy w postaci ogélnej: o
Q0 — Yy — 1=0 oo
Odlegloé¢ punktu S od prostej 2z —y—1=0:
22 1lom-1 Bom|  TEpebf
/22 4 (—-1)2 V5
Rozwigzujemy réwnanie: ‘3\_/5”” -5
3—m| =5

3—m=5 lub 3—m=-5

m=—2 lub m=28

Odpowiedz: Dany okrag jest styczny do prostej y = 2x — 1 dla m € {—2, 8}.
=» Zadanie 7, str. 134

v

Sposéb na zadanie
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Przed obowiazkowa maturg z matematyki

W zadaniach 1-10, 12.1, 12.2 i 13.1 wybierz wtlasciwa odpowiedZ sposrod
podanych.

Zadanie 1 (0-1)
Prosta y = ax + b jest prostopadia do prostej danej réwnaniem ogdlnym
22 4+ /2y + 4 = 0. Wspélezynnik a jest réwny

A. L2 B. £ C. —2v/2 D. 21/2

Zadanie 2 (0-1)
Punkty A(—2,—2) i B(6,2) sa wierzchotkami tréjkata rownobocznego ABC.
Pole tego trojkata jest rowne

A. 20V3 B. 243 C. 303 D. 323

Zadanie 3 (0-1)

Punkty A(—3,2), B(1,2), C(5,6) i D(1,6) sa wierzcholtkami réwnolegtoboku
ABCD. Jego obwdd jest liczba nalezaca do przedziatu

A. (13;16] C. (19;22]

B. (16;19] D. (22;25]

Zadanie 4 (0-1)
Dane sg wierzchotki B(2,—1) i C(4,3) rombu ABCD. Jego przekatne przeci-
naja sie w punkcie P(4,—1). Pozostale wierzchotki tego rombu maja wsp6l-

rzedne
A. (4,-3), (6,—1) C. (4,-3), (6,-3)
B. (4,-5), (6,—1) D. (4,-5), (6,—3)

Zadanie 5 (0-1)

Ile punktéw o obu wspoétrzednych catkowitych nalezy do okregu opisanego
réwnaniem z? + y* = 1007

A. 4 B. 8 C.9 D. 12

Zadanie 6 (0-1)
Okrag o srodku w punkcie S(—1,2) i promieniu /10 przechodzi przez punkt

A. (—3,-1) B. (1,-2) C. (-2,5) D. (-2,3)

Zadanie 7 (0-1)

Okrag o srodku S; ma promien 3, a okrag o srodku S, ma promien 2. Okregi
te maja jeden punkt wspolny. Punkty S; i S5 moga mie¢ wspoirzedne

A. 5,(1,2), S5(4,5) C. 51(—6,2), S5(—2,-1)

B. 51(2,1), 55(3,2) D. Si(—4,-3), S2(—2,—2)

Przed obowiazkowa maturg z matematyki

Zadanie 8 (0-1)
Okrag o érodku w punkcie S(—6,3) jest styczny do osi OY. Wskaz réwnanie
tego okregu.

A (z+6)*+(y—3)=9 C. =
B. (z—6)*+ (y+3)?=9 D. (x—6)*+ (y+3)> =36

Zadanie 9 (0-1)
Punkt B jest obrazem punktu A(3, —2) w symetrii wzgledem osi OX. Obrazem

punktu B w symetrii wzgledem osi OY jest punkt

A. (—3,-2) B. (3,2) C. (-3,2) D. (—-2,3)
Zadanie 10 (0-1)

Okrag K; o érodku S;(12,—8) jest styczny do osi OX. Okrag K, — obraz

okregu K, w symetrii wzgledem osi OY — jest styczny do jednej z osi uktadu
wspoétrzednych w punkcie

A. (~8,0) B. (0, 8)

Zadanie 11 (0-2)
Dany jest okrag K: (x +9)° + (y —5)> = 1.

C. (—12,0) D. (0, —12)

Dokoncz zdania. Wybierz odpowiedz spoéréd A-D oraz odpowiedz spoérdd
E-H.

1. Srodkiem okregu K jest punkt

A. (-9,-5) B. (—-9,5) C. (9,-5) D. (9,5)
2. Promien okregu K jest rowny

E. 12 F. 12 G. 1! H. 1!
Zadanie 12

Punkty A(—4,—4), B(6,—4) i C(14,2) sa wierzchotkami rombu ABCD.

Zadanie 12.1 (0-1)
Pole tego rombu jest réwne

A. 68 B. 60 C. 52 D. 48

Zadanie 12.2 (0-1)
Okrag o srodku w punkcie przecigcia przekatnych tego rombu, styczny do
boku AB, jest dany rownaniem

A. (z -4+ (y+1)>=16 (

C. 5+ (y+1)>=16
B. (x —4)+(y+1)*=9 D. (

5+ (y+1)>=9

x_
x_
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Przed obowiazkowa maturg z matematyki

Zadanie 13
Punkty A(—-3,7), B(17,—3) oraz C(13,5) sa wierzchotkami réwnolegtoboku
ABCD.

Zadanie 13.1 (0-1)
Wierzchotek D ma wspoétrzedne

A. (=7,15) B. (—4,10) C. (—4,8)
Zadanie 13.2 (0-1)

Ocen prawdziwos$¢ ponizszych stwierdzen. Wybierz P, jesli stwierdzenie jest
prawdziwe, albo F — jesdli jest falszywe.

D. (—20,10)

Krétszy bok réwnolegltoboku ma dtugoéé 6+/3. P F
Dluzszy bok réwnolegtoboku ma diugosé 104/5. P F

Zadanie 14 (0-1)

Srodek okregu K; o promieniu 14 lezy w II éwiartce ukladu wspélrzednych.
Okrag ten jest styczny do osi OX ido osi OY. Okrag K, jest dany rownaniem
(. —6)*+ (y+6)* = 196.

Ocen prawdziwos$¢ ponizszych stwierdzen. Wybierz P, jesli stwierdzenie jest
prawdziwe, albo F — jesli jest falszywe.

Okregi K, i K5 sa symetryczne wzgledem osi OX. P F

Odlegloéé miedzy $rodkami tych okregéw jest réwna 204/2. P F

Zadanie 15 (0-1)
Dany jest trojkat o wierzchotkach D(—3,5), E(—3,—1) 1 F'(5,5).

Dokoncz zdanie tak, aby bylo prawdziwe. Wybierz odpowiedz A, B albo C
oraz odpowiedz 1., 2. albo 3.

Srodek okregu opisanego na tréjkacie DEF lezy

A. | na jednym z bokoéw tego trojkata 1. | (1,2).

B. | wewnatrz tego trojkata i ma wspolrzedne | 2. | (1,3).

C. | na zewnatrz tego trojkata 3. | (1,5).

Zadanie 16 (0-2)

Srednica okregu K jest odcinek o koncach A(—2,3) i B(6,—1). Wyznacz réw-
nanie okregu symetrycznego do okregu K wzgledem poczatku uktadu wspoét-
rzednych.

Przed obowiazkowa maturg z matematyki

Zadanie 17 (0-2)
Dane sa punkty A(—5,1), B(—3,5), C(5,—1) i D(11,—3). Oblicz odleglo$¢
miedzy srodkami odcinkow AB i CD.

Zadanie 18 (0-2)

Wyznacz rownanie okregu o srodku S(4,1) stycznego do prostej y = —2.
Zadanie 19 (0-2)

Podaj réwnanie okregu K’ symetrycznego do okregu K: (x —4)?+ (y+3)* =4
wzgledem osi OX. Oblicz odlegtos¢ miedzy $srodkami tych okregow.

Zadanie 20 (0-3)

Punkty A(4,2) i B(1,6) sa wierzchotkami trojkata ABC. Punkt S(0,3) jest
srodkiem boku BC. Wyznacz wspoélrzedne wierzchotka C' i oblicz pole tego
trojkata.

Zadanie 21 (0-3)

Dane sa punkty A(—1,3), B(—5,—3) i C(5,—1). Punkt D jest symetryczny do
punktu B wzgledem poczatku uktadu wspoédtrzednych. Oblicz pole czworokata
ABCD.

Zadanie 22 (0-3)
Uzasadnij, ze okregi dane rownaniami:
(=4 +(y—3)7=51 (z—-1)+(y+3)*=20
sa styczne zewnetrznie.
Zadanie 23 (0-4)

Uzasadnij, ze czworokat o kolejnych wierzchotkach A(—2,—1), B(4,1), C'(6,7)
i D(0,5) jest rombem. Oblicz jego pole i wysokosé.

Zadanie 24
W okrag (x —2)*+ (y — 1)* = 25 wpisano tréjkat prostokatny réwnoramienny
ABC o kacie prostym przy wierzchotku C(—1,—3).

Zadanie 24.1 (0-2)
Oblicz pole tego tréjkata.

Zadanie 24.2 (0-3)
Wierzcholek A ma wspoélrzedne (6, —2). Wyznacz wspdlrzedne wierzchotka B
oraz réwnanie prostej zawierajacej przyprostokatng BC.

Zadanie 25 (0-4)

Prosta k: y = 2x — 4 przecina 0§ OY w punkcie A, a prosta l: y = —%CB + 6
przecina te o§ w punkcie B. Punkt C jest punktem wspélnym tych prostych.
Wyznacz réwnanie okregu opisanego na trojkacie ABC.
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Przed matura z matematyki na poziomie rozszerzonym

Zadanie 1 (0-3) .
Bok rombu ABCD ma dtugo$¢ 5 oraz AC' = [6,2]. Oblicz pole tego rombu.

Zadanie 2 (0-2)
Srodek okregu przechodzacego przez punkty A(4,0) i B(2,2) lezy na prostej
y = —x. Oblicz promien tego okregu.

Zadanie 3 (0-3)
Wyznacz réwnanie prostej przechodzacej przez punkt A(2, —1) réwno odleglej
od punktéow B(2,9) 1 C(0,3).

Zadanie 4 (0-4)

W okrag o réwnaniu (z + 3)* + (y — 1)? = 4 wpisano tréjkat réwnoboczny,
ktérego jeden z wierzchotkéw ma wspotrzedne (—3,3). Wyznacz wspélrzedne
pozostatych wierzchotkéw tego trojkata.

Zadanie 5 (0-5)

Dtuzsza podstawa trapezu réwnoramiennego wpisanego w okrag o rownaniu
(x 4+ 1)% + (y — 2)*> = 50 jest $rednicag tego okregu. Jedno z ramion trapezu
lezy na prostej y = 3z — 15. Oblicz wysokos¢ tego trapezu.

Zadanie 6 (0-6)
Punkty A(-2,3), B(0,1) i C(3,6) sa wierzchotkami tréjkata ABC. Oblicz
odlegltosé srodka ciezkosci tego tréjkata od srodka okregu na nim opisanego.

Zadanie 7 (0-4) = Przykiad, str. 129
Dla jakiej warto$ci parametru m okrag (x — m)* + (y — 1) = 68 ma dwa
punkty wspolne z prosta y = —4x + 37

Zadanie 8 (0-4)

W okrag o réwnaniu (x — 1)? + (y — 2)? = 20 wpisano trapez. Jego wysokosé
jest réwna 41/2, a dluzsza podstawa jest zawarta w prostej  — y = 1. Wyznacz
wspotrzedne wierzchotkow tego trapezu.

Zadanie 9 (0-4)

Dane sa wierzchotki B(10,5) i D(1,5) trapezu ABCD, ktérego podstawa AB
jest trzy razy dtuzsza od podstawy CD oraz AB = [12,6]. Oblicz wspdirzedne
pozostatych wierzchotkow tego trapezu. Wyznacz wektor, ktorego poczatkiem
jest $rodek ramienia AD, a koncem — Srodek ramienia BC'.

Zadanie 10 (0-5)
Dla jakiej wartosci parametru m pole trdojkata o wierzchotkach A(0, —3),
B(2,1) i C(m,m? + 1) jest najmniejsze?
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3 Ciagi

Pojeciem ciagu postugujemy sie w sytuacjach, gdy mamy do czynienia z ko-
lejno ustawionymi i ponumerowanymi obiektami. Moga to by¢ obiekty ma-
tematyczne lub inne. W rozdziale tym omawiamy ciggi liczbowe, czyli takie,
ktorych kolejnymi wyrazami sa liczby. Przyktady ciggow:

i1 1 1 1 1
27 3% 57 77 117 137 °°°

1,4, 1,41, 1,414, 1,4142, 1,41421, 1,414214, 1,4142136, ... — ciag kolejnych
przyblizen liczby v/2.

— cigg odwrotnosci kolejnych liczb pierwszych,




3.1. Pojecie ciagu

Liczby: 1, 3, 6, 10, 15, ... to kolejne liczby trojkatne — nazwe wyjasnia ponizszy
rysunek.

O
O OOO OOOOO OOOOOOO OOOOOOOOO
6 —

CL1:1 CL2:3 as =

Mowimy, ze liczby tréjkatne tworza cigg. Ciag jest okreslony, jesli kolejnym
liczbom naturalnym dodatnim przyporzadkowano wartosci: aq, as, as, ..., kto-
re nazywamy wyrazami ciggu.

Przyktad 1

W ciggu: 1, 4, 9, 16, ... wyrazy sa kwadratami kolejnych liczb naturalnych
dodatnich. Na przyklad wyrazy ag = 92 = 81, a;, = 10? = 100.

Ogolnie, n-ty wyraz ciggu ma postaé: a,, = n?.

Cwiczenie 1
Odgadnij regute, wedtug ktérej mogly powstaé wyrazy danego ciagu, i podaj
Wyrazy ag oraz aig tego ciggu.

a) 2,4, 8, 16, 32, 64, ... ¢) -1,1,-1,1, -1, 1, -1, 1,
SEERT S L

Definicja
Ciagiem nieskonczonym nazywamy funkcje, ktorej dziedzina jest zbior
liczb naturalnych dodatnich.

Uwaga. Zamiast ,ciag nieskonczony” bedziemy pisa¢ krétko: ,ciag”.
Czasem za dziedzing ciagu przyjmuje si¢ zbiér wszystkich liczb naturalnych N.

Kiedy méwimy o ciagach, uzywamy zwykle innych oznaczen niz do opisu funk-
cji. I tak ciag a:N, — R oznaczamy (a,). Kolejne wartosci funkcji a, czyli

wyrazy ciagu: a(1), a(2), a(3), ..., Vi

oznaczamy odpowiednio: aq, as,as, ... 1 ot

Przyktad 2 1

Na rysunku obok przedstawiono wy- i

kres ciggu odwrotnosci kolejnych liczb 4 ; P FE D Rwg
naturalnych dodatnich: §, 3,4, %, ... O 12 3 4567389 X

BN 136 3. Ciagi

Cwiczenie 2 AYpiiiii BY
Na rysunku A przedstawiono wy- T
kres ciagu kolejnych liczb parzystych I
dodatnich: 2, 4, 6, 8, 10, ..., a na el sty

rysunku B — wykres ciggu stalego ........ ...........................................
o wszystkich wyrazach réwnych 3. A i e
Podaj wyrazy siedemnasty oraz set- 1 1 e

ny kazdego z tych ciggow. Ofid ilsix S EAEEEERE

Cwiczenie 3
Narysuj wykres ciagu:

[ R1\V)
N
N [
N[Ot

a) poléwek kolejnych liczb naturalnych: £,

11 1 1
27 47 87 167 "

b) kolejnych poteg liczby 3

¢) naprzemiennego (o wyrazach na przemian dodatnich i ujemnych): 2, —2,
2, -92,2 —92 ...

Y

a5 ¢ ! Czasami, zamiast rysowa¢ wykres
Qg i i : ' ciagu w ukladzie wspoétrzednych (ry-
1N S —— . sunek obok), wyrazy ciagu bedziemy
o [ ) | | zaznacza¢ na osi liczbowej (rysunek
11 ; ponizej).

) 1 2 3 4 5X 0 1 a1 dz 'ds dats :

Cwiczenie 4
Zaznacz na osi liczbowej pie¢ poczatkowych wyrazéow danego ciagu.
a) 0,1, 2 610 15 b) 4,2,1,2,1 1 c)1,-1,2,-2,3,-3, ...

19992993 99 9 799 4780 "¢

Ciagi, ktorych wyrazami sa liczby, nazywamy ciggami liczbowymi. Rozpatruje
sie réwniez ciagi, ktérych wyrazami sa inne obiekty, np. figury geometryczne.

Przyktad 3
Na ponizszych rysunkach przedstawiono pie¢ poczatkowych wyrazéw ciagu
wielokatow foremnych wpisanych w okrag o promieniu 1.

ay Qo as

NN TN

-

trojkat kwa_drat pieciokat szesciokat siedrr_liok@t

3.1. Pojecie ciggu
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Rozpatrujemy réwniez ciggi skonczone, czyli takie, ktérych dziedzing jest zbiér

skonczony {1,2, ...,n}. Ciag: ay, as, ..., a, nazywamy ciggiem n-wyrazowym.
Przyktad 4
W tabeli przedstawiono dwa rozne ciggi |, an b
siedmiowyrazowe: (a,) — ciag nazw dni ty-
godnia ulozonych w kolejnoéci nastepowa- = 1 poniedzialek | czwartek
nia po sobie oraz (b,) — ciag nazw dni tygo- = 2 & Wtorek niedziela
dnia utozonych w kolejnosci alfabetycznej. 3 | sroda piatek

L, . L, , 4 | czwartek poniedziatek
Zwroc¢ uwage na to, ze kolejnosé¢é wyrazow ,

. . L L. 5 | piatek sobota
W ciaggu ma znaczenie. Jezeli zmienimy ko- )

o , . 6 sobota sroda
lejnos¢ wyrazéw w ciagu, to otrzymamy oo
. 7 | niedziela wtorek

nowy ciag.
Zadania

1. Podaj wyrazy ar, as, ag i a1g ciagu:
a) kolejnych liczb nieparzystych dodatnich: 1, 3, 5, 7, ...
b) odwrotnoéci kolejnych liczb parzystych dodatnich: %, %l,

[
Q0 [

c¢) kolejnych liczb pierwszych: 2, 3, 5, 7, ...

2. Narysuj wykres ciggu o wyrazach:

a) —1, =2, —3, —4, —5, ... d) 21, 21, 21 21 ol
b) 1,0,2,0,3,0,4,0, ... e) —1,2, -3, 4, -5, 6, .
¢) —3,3,-3,3,-3,3, ... £) 1,4, 1,21, 41, 4

3. Wyrazy aq, as, ...,ag ciagu sa przybli-
zeniami dziesigtnymi liczby x do pierw- V2 ~ 1,41421356237309505
szego, drugiego, ..., szostego miejsca po V/3 2 1,73205080756887729

przecinku. Wypisz te wyrazy. T~ 3,14159265358979324

a) T = /2 b) z=+/3 c)r=m

4. Na rysunku przedstawiono wykres ciagu Y4 =
(a,) o wyrazach: V1, v2, V3, V4, ... | !
7 wykresu mozemy odezy taé. 7o do prac- R e et T
dzialu (1;2) naleza dwa wyrazy tego cia- | = © .
gu: ay = V2 1ias = V3. e wyrazow
ciagu (a,) nalezy do przedziatu:
a) (2;3), b)(3:4), ¢ (45), d)(11;12)?

o 1. 1 1 I @ 1 x
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3.2. Sposoby okreslania ciagu
Ciag mozemy opisa¢ stownie, podajac warunki, ktore spetniajg jego wyrazy.

Przyktad 1

a) Ciag kolejnych cyfr wystepujacych w rozwinieciu dziesigtnym liczby .
Jest to ciag: 3, 1,4,1,5,9,2,6,5,3,5,8, 9, ...

b) Ciag kolejnych liczb pierwszych wigkszych od 10.

Jest to ciag: 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, ...

Cwiczenie 1
Wypisz siedem poczatkowych wyrazow ciggu:

a) kolejnych liczb naturalnych, ktérych pierwiastek jest liczba niewymierna,

b) kolejnych liczb pierwszych wiekszych od 30.

Innym sposobem okreslenia ciggu jest podanie wzoru na n-ty wyraz ciagu —
taki wzér nazywamy wzorem ogélnym ciggu (zwanym tez wzorem jawnym).

Przyktad 2
a) Oblicz cztery poczatkowe wyrazy ciaggu o wzorze ogdlnym a,, =

.
Po podstawieniu za n kolejno liczb: 1, 2, 3, 4 otrzymujemy:

1 P, JS | Y S _ 4
5y A2 = 53 = a3 = 935 = g» A4 = o1

_ 1
a; = 22 = 2 23 = g 2 1

b) Oblicz dziesie¢ poczatkowych wyrazéw ciagu o wzorze ogblnym a,, = 1 — %

Po podstawieniu za n kolejno liczb: 1, 2, ..., 10 otrzymujemy:

g1 2 3 4 5 6 7 8 9
’27 37 47 57 67 77 8 97 10

Cwiczenie 2
Oblicz cztery poczatkowe wyrazy oraz wyraz a,q ciagu (a,,).

a) a _ b) a _nol ¢) a, = —> d) a, =n®—n?
n n-+1 n n?2+1 n n(n—+2) n
Cwiczenie 3

Oblicz nastepujace wyrazy ciagu (a,): a;, as, a4, a7 i ayg.

n n n —1

a) a, = (—1)"*! ¢) a, = (—=1)"-n e) a, = (—1) .Z+1
— (_1\nt1l, 9n __ (_1\n . 9n+1 _ (_1\n-1 2n—1
b) an = (—1)"™1.27 ) @y = (—1)"-2 f) a, = (~1) - 22
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Czasem na podstawie kilku poczatkowych wyrazow ciggu mozna odgadnaé Zadania
regute, wedtug ktorej mogly one powstaé, co pozwala zaproponowaé¢ wzor

ogolny tego ciagu. 1. Oblicz pie¢ poczatkowych wyrazéw ciagu (a,,).
_ _ =" (—pntt
Przyktad 3 a) ap =4n —2 d) a, = n g) an n(n+1)
Kolejne wyrazy ciagu Przyktadowy wzor ogdlny ciggu b) a, = 3n —n? e) a, =2— n” h) a, = n(1 +;_1)n)
n
3,5,7,9,11, 13, ... a, =2n+1 c) a,=2"—n f) a, =(=1)""' +n i) a, =n?*+ (—n)"!
4,7,12,19, 28, ... a, =n’+3 2. Wypisz szesé¢ poczatkowych wyrazéw ciagu (a,).
—3,3, =3, 3, =3, ... a, =(=1)"-3 ) 1 dla n nieparzystych 2n  dla n nieparzystych
a) a, = c) a, =
+ dla n parzystych - dla n parzystych
Cwiczenie 4 0 . s ) _
Zaproponuj wzor na n-ty wyraz ciggu. b) a, = { oI EpATAEe d) a, = { n+2 dla n nieparzystych
a) 1, 3, 9, 27, 81, 243, ... ) 1, v2, v3, 2, V5, V6, VT, ... 2" dla n parzystych n? dla n parzystych
b) 0, 3, 8, 15, 24, 35, ... f) 2, 2, &, 5 5 oy - 3. Zaproponuj wzor ogblny ciggu.
c) —1, 4, =9, 16, —25, 36, ... 9) =5, o 2 T, e e ) 5 5 2y & T 150 e d) 2, V3, V4, V5, V6, ...
d) 3, =9, 27, —81, 243, ... h) 1%47 _2%57 3%6’ _4%77 5%8’ b) 1%3’ 3?5’ 5}7’ 7%97 9~111’ .. e %7 %’ %7 %7 %7
C) _%7 é? _%7 8%’ _Q}T’g? f) Oa %7 07 SLI’ Oa %7

Zauwazmy, ze na podstawie kilku poczatkowych wyrazow ciagu mozemy podacé
rézne wzory na n-ty wyraz ciggu. 4. Ktore wyrazy ciagu (a,) sa ujemne?
a) a, =n*—5n—-10 b)a,=n*—1In+10 c¢) a, =3n*>—10n+8

Cwiczenie 5
Trzy poczatkowe wyrazy ciagu (a,,) sa réwne: —1, 0 i 1. Oblicz wyrazy a4, as 5. Ktére wyrazy ciagu (an) sg rowne zeru?
oraz ag. a) a, =n?*(n—3) ¢) a,=n®>—4n*+4n  e) a, =n*—13n*>+ 36
a) ap, =mn —2 b) an:(n_Q)?’ C) an:(n_2)5 _ n?—4n+3 _ n3-3n?2+44n _ (n3-64)(64—n?)
b) an = n+1 d) an = 2n2 +4 f) an = 3n—1
Przyktad 4 6. Ktore wyrazy ciagu (a,) sa réwne jeden?
, . ’ _ 2 , 2 2
Ktoére wyrazy ciggu okreslonego za pomocg wzoru a,, = 25—n? sa réwne zeru’ 8) a, =2 — (—1)" b) a, = n? —2n — 14 ¢) a, =" 6n + 15
25 — n? =0 e
7. Dla jakich n zachodzi nieréwnosé¢ a,, < b,,?
n=-5lubn=>5 "
a) a, =n(n—>5), b, =—— b) a, =2n+6, b, = (n*—9)(n —5)

Z zatozenian € N, zatem jedynym wyrazem ciagu (a,,) rownym zeru jest as. n+5

8. Wyznacz wyrazy ciagu (a, ), ktére sa liczbami catkowitymi.

Cwiczenie 6 n+4 om+8 36 — n?2

Ktore wyrazy ciagu (a,,) sa réwne zeru? Ktére wyrazy tego ciagu sa dodatnie? a) a, = n b) an = n+1 ¢) an = n2

a) a, =12 —3n ¢) a,=n*>—4 @ 9. Uzasadnij, ze wykresy ciagéw (a,) i (b,) nie maja punktéw wspdlnych.
b) a, =14 — 3n d) a, =40 — n? a) a, =2n*—-n+9, b,=6—8n b) a, =4n* b, =4n* —n
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10. Przeczytaj podany w ramce przyktad.

Wykres ciagu (a,) jest zawarty w prostej [ (rysu- \Y

nek obok). Wyznacz wzér ogdlny tego ciagu.

Rownanie prostej [ zapisujemy w postaci:
y=ax+b

Punkty (1,4) i (3,0) naleza do tej prostej. Rozwia-
zujemy ukltad réwnan:

4=a+0b
0=3a-+b

iotrzymujemy a = —21b = 6. Zatem y = —2x+6,

czyli wzor ogdlny ciggu ma postac a,, = —2n + 6.

Wyznacz wzér ogdlny ciagu (a,), ktérego wykres zawiera sie w prostej:
a) przechodzacej przez punkty (2,2) i (6,0),

b) réwnoleglej do prostej y = —%x + 4 oraz najwiekszy wyraz tego ciggu
jest réwny %,

c) prostopadlej do prostej y = 3z oraz ag = 7.

11. a) Wykres ciagu (a,) jest zawarty w paraboli
przedstawionej na rysunku obok. Wyznacz wzor
ogdélny tego ciggu.

b) Ktore wyrazy ciagu (a,) spelniaja nieréw-

nosé a, < 127

12. Wykres ciagu (a,) jest zawarty w paraboli prze-
chodzacej przez poczatek uktadu wspoétrzednych

i majacej wierzcholek w punkcie (2, 8). Wyznacz

wzOr ogolny tego ciagu.
13. Wykres ciagu (a,) jest zawarty w paraboli przechodzacej przez punkty

(0,0), (2,1) i (4,4). Wyznacz wzér ogdlny tego ciagu. Oblicz wyrazy ag,
a1 1 G-

14. Wykres ciggu (a,,) jest zawarty w paraboli:
a) ktorej wierzcholek ma wspélrzedne (3,9) oraz a; = 5,
b) ktéra przecina o OX w punktach (—2,0) i (4,0) oraz ag = 8,
c¢) ktéra przecina o§ OY w punkcie (0, —4) oraz ay = 4, a3 = 11.

Wyznacz wzér ogdlny tego ciggu i oblicz jego 6smy wyraz.
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3.3. Ciagi monotoniczne (1)

Przyktad 1

Kolejne wyrazy ciagu o wzorze ogblnym a,, = % (wy- Y4 = : -
kres obok) to: 3, §, 5, 3, 8, 5> 5, - Kaddywyraz | L ¢ T
tego ciagu (oprocz pierwszego) jest wiekszy od wy- § LY o
razu poprzedniego, zatem ciag (a,) jest rosnacy. O 123456 17X

Ciag (a,) nazywamy ciggiem rosnacym, jezeli dla kazdej liczby n € N,
jest spelniona nieréwnosé a,1 > ayn (czyli ani1 — an > 0).

Zauwazmy, ze jesli ciag (a,) jest rosnacy, to dla dowolnych m,n € N, takich,
ze m > n, zachodzi nieréwnosé a,, > a,,.

Przyktad 2
Kolejne wyrazy ciaggu o wzorze ogdlnym a,, = % (wy- s o s e S
kres obok) to: 2, 3, 2 3 2 3 3 Kazdy wyraz ;

tego ciagu (oprécz pierwszego) jest mniejszy od wy- 1

razu poprzedniego, zatem ciag (a,) jest malejacy. Ol 1 23456 7%

Ciag (a,) nazywamy ciagiem malejacym, jezeli dla kazdej liczby n € N,
jest spelniona nieréwnosé a, 1 < ay (czyli ani1 — an, < 0).

Zauwazmy, ze jesli ciag (a,,) jest malejacy, to dla dowolnych m,n € N, takich,
ze m > n, zachodzi nieréwnos¢ a,, < a,,.

Cwiczenie 1

Podaj przyktad ciggu:

a) malejacego o wszystkich wyrazach wiekszych od 10,
b) rosnacego o wszystkich wyrazach ujemnych.

Przyktad 3

Uzasadnij, ze ciag a, = (—1)" - (wykres obok) _Yl" P

nie jest ani rosnacy, ani malejacy. : : )

Kolejne wyrazy ciagu (a,) to: o1 ....... . ___________ X
11 11 11 Pl P

) 99 T 39 49 5y gt
Aby stwierdzi¢, ze ciag ten nie jest ani rosnacy, ani malejacy, wystarczy za-
uwazy¢, ze na przyklad drugi wyraz jest wiekszy od pierwszego (ay > aq),
natomiast trzeci wyraz jest mniejszy od drugiego (a3 < as).
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@ Cwiczenie 2 Ciggami monotonicznymi, oprocz ciagdéw rosngcych i ciggéw malejacych, sa

Uzasadnij, ze podany ciag nie jest ani rosnacy, ani malejacy. ciggi state, ciagi niemalejace i ciagi nierosnace.

1 1 1
a) 1,2,3,1,2,3,1,2,3, ... b) —1,—-1%, —2,—21 /5 -3, 31 . Definicia
Cwiczenie 3 Ciag (a,) nazywamy ciagiem stalym, jezeli wszystkie wyrazy tego ciagu
Oblicz pie¢ poczatkowych wyrazéw ciagu (a,). Czy jest to ciag rosnacy lub sa rowne.
malejacy? Ciag (a,) nazywamy ciggiem niemalejacym, jesli dla kazdej liczby n € N
a) a, = (n—3) b) a, = —n*+4n ¢) a,=n*—Tn+5 jest spelniona nieréwnosé a, 1 > ay (czyli ani1 — a, > 0).

Aby wykazaé, ze ciag (a,) jest rosnacy lub malejacy, nie wystarczy obliczenie Ciag (an) nazywamy ciagiem nierosnacym, jesli dla kazdej liczby n € Ny

kilku jego poczatkowych wyrazéw. Nalezy zbada¢ znak réznicy a1 — a,, dla
dowolnego n € N .

jest spelniona nieréwnosé a, 1 < ay (czyli ani1 — a, < 0).

Uwaga. Kazdy ciag rosnacy jest ciggiem niemalejacym, a kazdy ciag malejacy jest

Przyktad 4 ciagiem nierosnacym.
. . ’ - Qn .
Dany jest ciag o wzorze ogélnym a, = -=%5. Wyznacz wyraz a,1. Cwiczenie 7
Gy = 2(n+1) _ 2n+42  Wyraz ans1 otrzymujemy, wstawiajac Jakie liczby mozna wstawi¢ w miejsce [?], aby otrzymad cigg niemalejacy?
n+1)+3 n+4 4 e
( ) we wzorze ogélnym n + 1 w miejsce n. a) 1,2, 3,4, , , 4,5,6, ... b) 1, %, n, 2, ’ , 3,3,3, ...
Cwiczenie 4 Ewiczenie 8
Wyznacz wyraz a,y; ciagu (a,,). wiczenie < ) . .
. o s 2 Wypisz osiem poczatkowych wyrazéw dowolnego nierosnacego ciaggu (a,).
a) an = 577 b)an:?m_2 c) Un = 127 d)an:2n_5 a) ay =az =2, a5 =1 b) ay =as = —1, ay = =2
[D] Przyktad 5 Zadania
Wykaz, ze ciag o wzorze ogdlnym a,, = —7 Jest rosnacy.
a4 — ntl _ n+l Wyznaczamy wyraz an1. 1. Wyznacz wyraz a,, 1 ciagu o podanym wzorze ogolnym.
Wyznaczamy réznice a, 1 — ay,: o " oon " 2n+1 &) In = 576
2
B _n+l n _ (n+1D2-nn+2)  n?242n+1-n?2-2n b) a. = 21 — n2 d) a. = 2n ) a _2-3n h) a _4-2n
Unt1 = Gn = 29— 071 (n+2)(n+1) (n+2)(n+1) - ) ) an n+5 ) an 4n -5 ) an 2n2 —1
1

Oblicz pie¢ poczatkowych wyrazéw ciagu (a, ). Uzasadnij, ze ten ciag nie

BCEDCES o) 2

jest monotoniczny.

Z / 7€ U1 — a, > 0 dla kazdej liczb turalnej n > 1, zat ' _1ym
AUWAZINY, 28 Gn+1 = O a kazdej liczby naturalnej n > 1, zatem ciag 2) a, = 1722+1 &) an = |n—4 ¢) an = (n—1)(n—3)
(ay,) jest ciggiem rosnacym. 1y
b) a, =4 — —= d) a, = |n* — 4] f) a, =8n —n?
@ CW|cze-n|(.e > _ , @ 3. Wykaz, ze ciag (a,) jest monotoniczny.
Wykaz, ze ciag (a,) jest rosnacy. ) ) 7 9 _ 4n?2
, " 9 — 9 An 4+ 1 a) a, =n’>—2n b)a,=1—n c) a,=3+—- d)a,="—7
a)an:n —n b)an:—4 C)an:2 h d)anzg - n n
nt nt nt @ 4. Wykaz, ze ciag (a,) jest monotoniczny.
[E] Cwiczenie 6 a) a, = 1-n ¢) a, = " o) a, = 2n —4 ¢) a, = n? -1
Wykaz, ze ciag (a,) jest malejacy. " ”3+1 " 5“;; " 2”4?:5 " "
_ n+2 _ 4An+2 _ n+2 o 1 _ _on _ onT<4 _ 47 on __n
a) n = 77 b) a, = B 1 c) n = 5,73 d) an = 277 b) a, n+2 d) an 4n+1 f) an 3—4n h) a, n+1
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5. Wykres ciagu (a,) jest zawarty w prostej przedstawionej na rysunku. 3.4. Ciagi okres'lone rekurenCanie

Okresl monotonicznos$é tego ciagu.

b) % Ciag (a,) mozemy okresli¢, podajac jego pierwszy wyraz a; (lub kilka poczat-
S IV " kowych wyrazéw) oraz wzlOr na wyraz a,,, wyrazony za pomoca poprzed-
1| niego wyrazu (lub kilku poprzednich). Taki sposob okreslenia ciggu nazywamy
ol 1 = rekurencyjnym.
Przyktad 1
Oblicz wyrazy as, as i a4 ciagu (a, ) okreslonego rekurencyjnie.
. . . .1 , . a; =1
6. Wykres ciagu (a,,) jest zawarty w prostej y = (k—1)z. Dla jakich wartosci { o —a2+1 dlan>1

parametru k ciag (a,) jest: a) malejacy, b) rosnacy, c) staly?
Podstawiamy za n kolejno 1, 2, 3 i otrzymujemy:

7. Dla jakich wartosci parametru k ciag (a,) jest rosnacy?
a) a, = (2k —3)n—6 b) a, = (k* — 1)n + 4 ¢) a, = (3—k*)n

as=a24+1=1"+1=2
a3 =ad:+1=2"+1=75

8. Dla jakich wartosci parametru t ciag (a,) jest nierosnacy, a dla jakich — as=a;+1=25 ‘4+1=26
niemalejacy? Cwiczenie 1
a) a, = (3—3t)n+2 b) a, = (t*—-9)(n+1) c¢) a, = —n(t*—2t) Ponizej podano rekurencyjne okreslenie ciggu (a,,) i obliczono wyrazy as i as.

A , . : . : Oblicz wyrazy a4, as i ag.
9. Dla jakich wartos$ci parametru k ciag (a,) jest malejacy? |

2 _ — 42 — 2 —
a) ay = "= b)an=(1—$)n+3 ) ay=qn—2 a) {Zl_:laz 1 dlan>1 22:35_1:(()_”1__11_0
n+1 — Wy, = 3 = Uy — = — = —

10. Dla jakich wartosci parametru p ciag (a,,) jest rosnacy? | i

a)a/ =n2—np b)a, :ﬂ C)CL :L+p b) CL1:]~ a2:2a1+1:21—|—1:3

n " on41 " on+2 i1 =2a,+1 dlan>1 a3 =2a,+1=2-3+1=7
11. a) Podaj przyktad ciagu malejacego (a,) takiego, ze ciag (b,) okreslony ' | ) | dor 4 (1) =22 13 |
] a1 = Ao = 2Q — — . — —
za pomoca wzoru b,, = ai jest rosnacy. C) {a1+1 a4+ (_1)n dlan>1 az _ 2@; + (_1>2 —92.341=7

b) Podaj przyktad ciagu rosnacego (a,) takiego, ze ciag (b,) okreslony za
pomocg wzoru b, = a? jest malejacy.

Cwiczenie 2
12. a) Podaj przyklad ciagu malejacego (a,) takiego, ze ciag (b,) okreslony Oblicz wyrazy as, as, ..., as ciagu (a,) okreslonego rekurencyjnie.
za pomocg wzoru b, = |a,| jest rosnacy. )
a; = 2 a1 = —
b) Podaj przyklad ciagu rosnacego (a,) takiego, ze ciag (b,) okreslony za a) ! d) P e .
.. . Gni1 =a, —3 dlan>1 pi1 =2"-a, dlan>1
pomoca wzoru b, = |a,| nie jest monotoniczny.

e e 1. . . . . , a, = -3 ap = 2
13. a) Wykaz, ze jesli ci a,) jest rosnacy, ¢ > 01id € R, to ciag okreslon b
0] ) Wy j ag (an) j acy ag y ){an+1:2an dlan>1 e){am:ai_n dlan>1

za pomoca wzoru b, = c - a,, + d jest rosnacy.

b) Wykaz, ze jesli ciag (a,) jest malejacy, ¢ < 01 d € R, to ciag okreslony o) a; =1 f) a; =1
Gpi1 =3a, —2n dlan >1 anH:ai—an dlan>1

za pomoca wzoru b, = c - a, + d jest rosnacy.
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Przyktad 2
Oblicz wyrazy as, ay, ..., a1y ciagu (a,) okreslonego rekurencyjnie.
ar =1, a; =1
{an+1 =a,+a,, dlan>2
Zauwazmy, ze kazdy wyraz ciagu (z wyjatkiem pierwszego i drugiego) jest
sumg dwbdch poprzednich wyrazow. Jego dziesie¢ poczatkowych wyrazéw to:
1,1,2,3,5,8, 13, 21, 34, 55

Ciag ten znany jest jako ciag Fibonacciego [czyt. fibonaczcziego].

Leonardo z Pizy (ok. 1180-1250), znany jako Fibonacci,
jest uwazany za najwybitniejszego matematyka Srednio-
wiecznej Europy. Podrézujac po krajach Wschodu, za-
poznal sie z osiggnieciami matematyki arabskiej i hin-
duskiej. W swoim dziele Liber abact z 1202 r. dokonat

podsumowania stanu 6wczesnej wiedzy matematycznej.

Cwiczenie 3
Oblicz wyrazy as, a4, as i ag ciagu (a,,) okredlonego rekurencyjnie.

CL1:O,CI,2:2 CL1:1,CI,2:1
a) c) 2

pi1 = Qp +a, 1 dlan>=2 py1 = Q, —ap—q dlan > 2

b){alzl, CI,2:3 d>{a1:2, 0,2:1

pi1 = Qp +a, 1 dlan>=2 Gpi1 = Qp - Ay —n dlan > 2
Przyktad 3
Uzasadnij, ze ciag (a,) jest monotoniczny.
ap = 3
Upp1 = a, —n? dlan>1

Wyznaczamy réznice a,; — a, i okreslamy jej znak:
Upyr —Qp = G, —n*—a, = —n? < 0dlan € N, zatem ciag (a,) jest malejacy.

Cwiczenie 4
Uzasadnij, ze ciag (a,) jest monotoniczny.

a) CL1:—2 c CL1:5
an+1:an—|—4n2—1 dlan>1 anH:nQoan dlan>1

b a1:8 d) a1:2
Uni1 =0, — 57 dlan>1 Upi1 = 3:;“21-@” dlan>1
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Podanie wzoru ogdlnego ciggu, ktory jest okreslony rekurencyjnie, moze by¢
trudne. Natomiast jesli znamy wzér ogblny ciagu, to ciag ten mozemy zdefi-
niowa¢ rekurencyjnie.

Przyktad 4
Dany jest ciag o wzorze ogélnym a,, = n(n+1). Okresl ten ciag rekurencyjnie.
Wyznaczamy wyrazy: a; = 1-2 =2 oraz a,,1 = (n+ 1)(n+ 2).
» Cigg mozemy okresli¢ rekurencyjnie na podstawie réznicy:
pi1 —ap =M+ 1)(n+2)—nn+1) =2n+2

Stad otrzymujemy rekurencyjne okreslenie ciagu (a,,):

CL1:2
Gpni1 =0, +2n+2 dlan>1

* Rekurencyjne okreslenie ciagu mozemy réwniez wyznaczy¢ na podstawie

ilorazu (a, # 0 dlan € Ny):

Ani1 _ (n+1)(n+2) _n+2
an n(n+1) n

Stad otrzymujemy inne rekurencyjne okreslenie ciagu (a,):

CL1:2
an+1=nT+2-an dlan>1

Cwiczenie 5
Okreél rekurencyjnie ciag (a, ) na dwa sposoby. Skorzystaj najpierw z réznicy

(p41 — Gy, & nastepnie z ilorazu 2L,
a) a, =2n+1 c) a, =2-3" e) an:w
b) a, =n*+1 d) a, = (-1)" f) a,=vn+1

Zadania

1. Oblicz wyrazy as, as, a4 i as ciagu (a,). Ile liczb dodatnich jest wsrod
dziesieciu poczatkowych wyrazéw tego ciagu?

a) CL1:6 d CL1:0
pi1 =a, — 2", n>1 Unir = ap +(n—1)% n>1
1
a; =1 a; = —3
b e
){an+1:an+(_2)n7n>1 ){an+1_(an+ )27n>1
CL1:4 al——4
C) _ a2 f) — (_1\n
pp1 =, —n°+1, n>1 ani1 = (—1)"a, +n, n>1
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2. Tle jest liczb ujemnych wérdd szesciu poczatkowych wyrazéw ciagu (a,,)? Clqg FlbonaCCIegO

a; = 1 ap = —1

2) { Uny1 = 2a, —n°, n>1 c) { Uny1 = a> +4a,, n>1 Poczatkowe dwa wyrazy ciggu Fibonacciego s réwne 1, a kazdy nastepny wyraz
4 — 9 4 — 9 jest sumg dwoch poprzednich wyrazow:

b) ' d) ! ) 1,1,2,3,5,8,13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, 987, 1597, 2584, 4181, 6765 . . .
Api1 =2 —na,, n =1 Apy1 = A, — NGy, N =1

3. Oblicz wyraz a5 ciagu (ay). Ztota liczba a cigg Fibonacciego

— — — — f
a) a =1, ap=2 ) ar =1, a,=1 Niech ciag (f,) bedzie ciggiem Fibonacciego. Rozpatrzmy kolejne ilorazy ')’:1 :
Anto = Qp — Gy, 12> 1 Unto = (—=1)"ay, — apgr, n>1 "
1 2 3 5 8 13 21
-=1;, £=2; =£=15; 2=1,(6); £=1,6 -2=1,625 <= =1,61538...
) CL1:32,CL2:64 d) a1:a2:a3:1 1 1 2 3 5 8 13
Upyo = %7 n>1 Upis = Opio + Qppq + ap, n>1 Wartosci tych utamkow sg coraz blizsze ztotej liczbie:
4. O ciagu (a,) wiadomo, ze as + a5 = 9. Oblicz z. Czy ciag (a,) jest mono- <,o=1+—2"fg ~1,6180339887
toniczny?
a, =T a, = .".I
2) b) 2 Nasiona stonecznika LY
Api1 = Qp +2n, n > 1 Api1 =0ap—n", n>1
. o Nasiona wielu roslin tworzg spirale uktadajgce sie w dwoch
@ 5. Dlan>1 wyrazy clagu (an) Spe]:nlaja warunek: przeciwnych kierunkach. Liczby spirali utozonych w jedna

a) Apy1 = afb — Nay,, b) Apt1 = ai — (n -+ 1)an. i w druga strone sg najczesciej rowne dwom kalejnym
wyrazom ciggu Fibonacciego. W koszyczkach niektérych
., gatunkow stonecznikdéw w jedna strone rozwija sie <
otrzymamy te samg wartosc wyrazu ay. 21 spirali, a w drugg strone rozwijajg sie 34 spirale;
u innych gatunkow stonecznikéw beda to
np. liczby 34 i 55.

Wykaz, ze niezaleznie od tego, ktora z liczb: —1, 1, 2 przyjmiemy za a,

6. Dla n > 1 wyrazy ciagu (a, ) speliaja warunek a, ,, = a,, — oraz:

1
n(n+1)
b) a2:3 C) CL3:1, d) a,4:]_zll'.

a) Qg = 99

-1
Oblicz pierwszy wyraz tego ciagu.

7. Dla n > 1 wyrazy ciaggu (a,) spelniaja warunek a,,; = a2 + na,. Ile
powinno by¢ réwne ay, aby: a) az =0, b) az = 87

Czy wiesz, ze...
Rekurencji uzywa sie do definiowania niektérych poje¢ matematycznych.
Jednym z przykladow jest n! (n silnia). Dla n > 1 symbol n! oznacza

iloczyn kolejnych liczb naturalnych od 1 don: n!l=1-2-... - n. Wzér ogélny ciagu Fibonacciego

N S |
Py o sig sommles, s O = 1 e 1= 1. Dla ciagu Fibonacciego (f,,) prawdziwy jest wzér Bineta:

Rekurencyjna definicja n!:

=1, =1 o= |52 (58]

(n+1)!=nl(n+1) dlan>1

El Sprawdz prawdziwo$é tego wzoru dlan = 1, 2, 3, 4.
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R 3.5. Ciggi monotoniczne (2) Zadania

Definicja 1. Dane sg ciagi a, = *= i b, = **~1. Zbadaj monotonicznos¢ ciggu:
Ciag (c,) nazywamy suma ciagéw (a,) i (b,), jesli dla kazdego n € N, a) (an +bn), b) (an = b), ¢) (an-bn), d) (35)
zachodzi TOWNoSC € = an + bn. @ 2. Uzasadnij, ze jesli ciagi (a,) i (b,) sa rosnace, to ciag (c,) tez jest rosnacy.
a) ¢, = 2a, + 3b, b) ¢, = 2an+n

Podobnie definiujemy réznice i iloczyn ciagéw (a,,) i (b,) oraz (przy zalozeniu,
7e b, # 0 dla kazdego n € N, ) ich iloraz ((Zn> @ 3. Zbadaj monotoniczno$¢ ciagoéw a,, = 4:—125 i b, = n3. Uzasadnij, ze ciag
! ¢, = a, - b, jest rosnacy.
Cwiczenie 1 @
4,

o _ . ) ) . Uzasadnij, ze ciagi a, = n> —n—61b, = n? sy rosnace, a ciag ¢, = a, - b,
Dane sg ciagi a, = n—11ib, = n+ 1. Podaj wzor ogblny ciagu (c,) oraz

o nie jest monotoniczny.
oblicz jego cztery poczatkowe wyrazy.

a) ¢p=an+by Db)cn=a,—b, ¢) ch=an- b, d) ¢, = n [D] 5. Uzasadnij, ze ciagi a, = 2721 i b, = (i)w1 sa malejace. Zbadaj mono-
tonicznos¢ ciagow ¢, = a, - b, 1 d,, = *.
@ Cwiczenie 2 . . . .
6. Dla jakich wartosci parametru a € |0; 27| ci a,) jest rosnacy?
Dane sg ciagi a, = n® i b, = L. Oblicz cztery poczatkowe wyrazy ciggu (c,). ) b | | ciag (an) ] ey

— : — 1

Czy jest to ciag monotoniczny? OdpowiedZ uzasadnij. a) an =nsina —3 b) an = —ncosa+ 3

a) ¢, = a, + by, b) ¢, =a,—b, ¢)c,=a,- b, d) ¢, = Z—: 7. Dane sy ciagi a,, = sin " i b, = cos "J". Zbadaj monotoniczno$¢ ciggu:

a) a, + b, b) a, — by, c) n+a,, d) 2n —b,.
(D] Przykiad 1
Dane sg ciagi rosnace (a,) i (b,). Uzasadnij, Ze ciag (c,) bedacy sumg ciggdw 8. Dla jakich wartosci parametru k ciag (a,) jest rosnacy?
(a,) i (b,) tez jest rosnacy. ) a, =3 by a, =5
.. . . . a
Ciagi (a,) i (b,) sa rosnace, zatem a, 1 — a, > 01 b,,1 — b, > 0 dla kazdego g1 = g, 1> 1 Upy1 = (nk +2)a,, n>1

n € N,. Wyznaczamy roéznice ¢, 1 — Cy:
Cn+1 — Cp = (an—l—l + bn—l—l) - (an + bn) — (an—l—l - an) + (bn—i—l - bn)
Zatem ¢, 1 — ¢, > 0 dla kazdego n € N, czyli ciag (¢, ) jest rosnacy.

9. Przeczytaj podany w ramce przyktad.

Narysuj wykres ciagu a,, = [%} Czy jest to ciag monotoniczny?

@ Cwiczenie 3 Symbol [z] oznacza najwieksza liczbe catkowita niewigksza od .
Uzasadnij, ze suma ciagdéw malejacych jest ciggiem malejacym. Zatem: ;
< . . ayp = [%} = O, Qo = [1] = 1, a3z = [%] = 1, R
Cwiczenie 4 5 SN R
a, = [2] =2, a5 = [5} =2, ... oy et T ..... bl oo

Podaj przyktad takich ciagdéw rosnacych (a,) i (b,), ze ciag (c,) okreslony za

POMOCE WZOTU ¢, = ay, - by: Zauwazmy, ze dla kazdego n € N, rdznica

| | . . . i1 — @, jest T4 lub 1. Zatem ciag | 7" l
a) jest staly, b) jest malejacy, ¢) nie jest monotoniczny. Gnt1 ™ Gn JOSL TOWNA 0 lu alem clag i -
(a,) jest niemalejacy. ol 1 X
Cwiczenie 5 N i wykres ciggu (a,). Czy jest to ci fomieny?
Podaj przyktad takich ciagdéw rosnacych (a,) i (b,), ze ciag (c,) okre$lony za Aryst] WysIes clagtt (an). L2y JEst 10 C1gg Honotonicany: »
pomoca wzoru ¢, = 3*: a) jest rosnacy, b) jest malejacy. a) an = [§] b) an = —[}] c) an = [25]
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3.6. Ciag arytmetyczny (1)

Przyktad 1

Pani Jola postanowita kupi¢ sprzet narciarski za 2700 zt. W tym celu w pierw-
szym miesiacu odtozyta 500 zt, a w kazdym nastepnym odktadata po 200 zt.
W tabeli podano stan oszczednosci pani Joli w kolejnych miesiacach.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
500 | 700 @ 900 | 1100 1300 @ 1500 1700 & 1900 | 2100 @ 2300 @ 2500 | 2700

Zauwaz, ze kazda z wymienionych w tabeli kwot (oprocz pierwszej) jest wigk-
sza od poprzedniej o te¢ sama statg wartos¢. Wymienione liczby stanowia przy-
ktad ciagu arytmetycznego.

Definicja
Ciag liczbowy (a,) o co najmniej trzech wyrazach nazywamy ciagiem aryt-
metycznym, jezeli istnieje taka liczba r, ze kazdy wyraz ciagu, oprocz
pierwszego, powstaje przez dodanie tej liczby do wyrazu poprzedniego:
an41 = an +r dla kazdegon € N,

Liczbe r nazywamy réznica ciagu (a,,).

Cwiczenie 1
Podaj réznice ciagu arytmetycznego i wypisz jego cztery nastepne wyrazy.
a) 3,12,21,30, ... b) 1%,2%,3%,4%, c) 7,3,—1,-5, ..

Przyktad 2

Oblicz jedenasty wyraz ciagu arytmetycznego (a,,), w ktérym a; =6 i r = 5.
a, =6

a, =6 +5 =11

a3 =6 +2-5 =16
a, =6 +3-5 =21

Wypisujemy kilka poczatkowych
wyrazoéw ciagu.

Aby otrzymaé¢ wyraz a11 ciagu

a1 =6 +10-5 = 56 arytmetycznego, obliczamy a; + (11 — 1)r .

Twierdzenie
Wzér ogdlny ciagu arytmetycznego (a,,) o pierwszym wyrazie a, i réznicy r

ma postac:
a, =a;+(n—1)r
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Jesli znamy pierwszy wyraz ciggu arytmetycznego i jego réznice, to korzysta-
jac ze wzoru ogblnego tego ciggu, mozemy obliczy¢ jego dowolny wyraz.

Przyktad 3
Podaj wzoér ogoélny ciggu arytmetycznego: 1,11,21,31,41, ... Oblicz dwudzie-
sty wyraz tego ciggu.

Jest to ciag o pierwszym wyrazie a; = 1 i réznicy r = a, —a; = 11 — 1 = 10.

Wyznaczamy wzor ogdlny ciagu:
a,=a;+n—-—1r=1+(n—-1)-10=10n—9

Obliczamy dwudziesty wyraz: asg = 10 - 20 — 9 = 191.

Cwiczenie 2
Podaj wzoér ogdlny ciagu arytmetycznego. Oblicz dwudziesty wyraz tego ciggu.
a) 2,4,6,8,10, ... b) 4,4%,5,5%,6, c) 3,2,1,0,—1,-2, ..

Cwiczenie 3
Wyznacz wzor ogdlny ciggu arytmetycznego, w ktérym:

a) a1 = 4, ay = 10, b) a, = —5, g = 20, C) a1 = 5, 19 = 2%

Twierdzenie

Ciag arytmetyczny (a,) o réznicy r jest:
= rosnacy, gdy r > 0, = malejacy, gdy r < 0, = staly, gdy r = 0.

Cwiczenie 4
Oblicz réznice ciggu arytmetycznego i okresl jego monotoniczno$é. Wyznacz
wzor ogdlny tego ciagu.

a) 9,3,—3,-9,—15,-21, ...

b) 13,2131 4 ... ) 2,2,2,2, ...

Cwiczenie 5

o . ) Liczby a, b, c sa kolejnymi wyra-
Dla jakiej wartosci parametru k liczby

zami ciggu arytmetycznego, gdy:

a, b, c sa kolejnymi wyrazami ciagu b—a—=c—b

arytmetycznego?
a)a=3,b=k+1,¢c=3k—6 b)a=1,b=k* c=k*+2k+2

Cwiczenie 6
Dane sg wyrazy a;, as, az ciaggu arytmetycznego (a,). Wyznacz wyrazy ay
i as. Okresl monotonicznosé tego ciagu w zaleznosci od parametru m.

a) ay =4,a, =m-+6, a3 =2m+8 c) ap =1,a, =m? a3 =2m?* — 1

b) a; =3m,aa=m—3,a3=3m—6 d) ag =m? ay =m, a3 = 2m —m’

3.6. Ciag arytmetyczny (1)
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Przyktad 4

Jaka liczbe nalezy wstawi¢ miedzy liczby a i b, aby otrzymany w ten sposob

ciag byl arytmetyczny?

Oznaczmy szukana liczbe przez x. Rozpatrujemy wiec ciag: a, x,b. Woéwczas:
r—a=b—=x

__a-+b
L = 2

Szukang liczba jest wiec Srednia arytmetyczna liczb a i b. Otrzymujemy zatem

: . a+b
ciag: a, <=, b.

Twierdzenie

W ciggu arytmetycznym (a,,) kazdy wyraz, oprocz pierwszego, jest srednia

arytmetyczng wyrazow sasiednich:

Qypy_1+ania
2

a, = dlan > 2

Dowod
Dla n > 2 wyrazy a,_; 1 a,,1 ciagu arytmetycznego (a,) o réznicy r mozemy
zapisa¢ w postaci: a, 1 = a, —1r1ia,41 = a, +r. Zatem:

An-1+an41 _ apn—T+an+r _ 2ap a
2 N 2 o2
Cwiczenie 7
Podane liczby tworza ciag arytmetyczny. Oblicz x.
a) 9, x, 37 b) 4, z, —8 c) 5, @, %
Zadania

1. Oblicz n-ty wyraz ciagu arytmetycznego (a,,) o réznicy r. Okresl monoto-
nicznos¢é tego ciagu.

c)ar=1Lr=5,n=9

d)a=2,r=01,n=15

a) ap=-5r=3,n="7
b) a, =4, r=—-4,n=11
2. Wyznacz wzoér ogdlny ciagu arytmetycznego (a,,).
a) a; = 6, ag = 20 b) a; =—4, a4 =05 c) a1:9,a6:6%

3. Wyznacz wzoér ogdlny ciggu arytmetycznego (a,) o réznicy 7.
b) r=-3,a5=0 c)r==%,a;=—4

a) r=2,a3=>5 3
4. Wyznacz liczby:
a) a,b tak, aby ciag: 1,a,b,10 byl arytmetyczny,

b) a,b,c tak, aby ciag: 2, a,b,c,100 byl arytmetyczny.
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10.

11.

12.

13.

Wstaw miedzy liczby 1 1 25:
a) pie¢ liczb tak, aby otrzymac ciag arytmetyczny,
b) siedem liczb tak, aby otrzymaé ciag arytmetyczny.

W wieku od 3 do 10 lat dzieci zwykle rosng w statym tempie. Wzrost pew-
nego dziecka w kolejnych latach utworzyt ciag arytmetyczny, co postano-
wiono przedstawi¢ w tabeli. Przerysuj te tabele do zeszytu i ja uzupelnij.

Wiek [lata] 3 4 5 6 7 8 9 10
Wzrost [cm)] 98 ? ? 1175 ? ? ? ?

Wyznacz wzér ogdlny ciagu arytmetycznego (a,,) i oblicz ais.

0) {a6:20 b) {a3:—9 0 {a5:4

ajo =4 a;s = —3 az =8

Oblicz pierwszy wyraz i réznice ciggu arytmetycznego (a,) spelniajacego

podane warunki.
as + ay = 22 a; +a2 =16 B =1
a) c) e)
Ao - A7 — —1
{a1+a4—11 d {a3+a5—4 ¢ {CL1+CL2—|—CL3—3

a_1:21 a3—|—a5:8
a325—4+2

as

a7—a3:20 CL2'CL4:6

Podane liczby sa kolejnymi wyrazami rosnacego ciagu arytmetycznego.
Oblicz z.

a) —2,2+x, 4+ 2? o —2

!

b) 2z — 3,3z —5

Suma drugiego i czwartego wyrazu ciggu arytmetycznego wynosi 2, a roz-
nica szostego i trzeciego wyrazu jest rowna 9. Ktory wyraz tego ciagu jest
rowny 407

Trzeci, piaty i ostatni wyraz ciggu arytmetycznego (a,) sa rowne odpo-
wiednio 4, 10 i 40. Oblicz a; i wyznacz liczbe wyrazéw tego ciggu.

Ro6znica czterowyrazowego ciggu arytmetycznego jest réwna 1, a iloczyn
jego trzech ostatnich wyrazéw jest réwny —60. Wyznacz liczby tworzace
ten ciag.

Wyznacz cztery liczby tworzace ciag arytmetyczny, w ktérym:
a) suma dwoch pierwszych liczb jest réwna 4, a suma dwoch ostatnich jest
rowna —28,

b) réznica jest réwna 2, a iloczyn wszystkich liczb jest réwny —15.

3.6. Ciag arytmetyczny (1)
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3.7. Ciag arytmetyczny (2)

Przyktad 1

Oblicz cztery poczatkowe wyrazy ciagu (a, ). Czy jest to ciag arytmetyczny?

a) a, =n*+n+1

Obliczamy poczatkowe wyrazy tego ciggu:
a; = 12 +1+1=3
ay =22 4+2+1=7
a3 =32+3+1=13
ag=4*+4+1=21

Obliczamy réznice: ay —a; = 7 —3 = 4 oraz a3 — ay, = 13 — 7 = 6, zatem

Aby wykazaé, ze ciag nie jest arytmetyczny,
wystarczy wskaza¢ wyrazy ag, arp41 Oraz
Gn, an+1 takie, ze ax11 — ar # Ant+1 — Gn.

ay — a1 # az — a9, wiec nie jest to ciag arytmetyczny.
b) a, = (n—2)*+2
Obliczamy poczatkowe wyrazy tego ciggu:
a=(1-2)*+2=1 a3 =(3-2)>+2=3
a;=(2-2)>+2=2 as = (4—2)>+2=10
Obliczamy réznice: a; — a; = az — ay, = 1, ale ay — as # a3 — a,, wiec nie jest
to cigg arytmetyczny.

Cwiczenie 1
Uzasadnij, ze ciag o podanych poczatkowych wyrazach nie jest arytmetyczny.
a) 2,4,6,8,12,14,16,18, ... b) 1,—%,—1%,—3,—4%,—5, —6%,

Aby wykazaé, ze ciag (a,) jest arytmetyczny, nie wystarczy sprawdzi¢ réz-
nicy miedzy kilkoma poczatkowymi wyrazami tego ciagu. Nalezy wykazac, ze
réznica a, 1 — a, jest stata dla kazdego n € N .

Przyktad 2

. . . , o 3TL+2 . . .
Wykaz, ze ciag o wzorze ogdlnym a,, = =";== jest ciggiem arytmetycznym.
Wyznaczamy réznice a, 1 — ay,:

_ 3(n+1)4+2 3n+2  3n+5 3n+2 3
Ap41 — Qp = 2 - 9 == 5 — 5 = 5

Roznica ta jest stala dla kazdego n € N, zatem ciag (a,,) jest arytmetyczny.

Cwiczenie 2
Wykaz, ze ciag (a,) jest ciagiem arytmetycznym.
a) a, =6n—2  b) an:2n3—5 c) a, =V2n d) a, =13 —+n
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Przyktad 3

Wyznacz wzér ogdlny ciggu arytmetycznego: v |
—3,-1,1,3,5, ... e - )

Narysuj wykres tego ciagu. e :

Ro6znica tego ciggu jest réwna 2.

Wyznaczamy wzér ogolny: R :
apb=0+(n—-1)r=-3+Mn-1)-2= o 1 —
oy s (O S T o
Zauwazmy, ze wykres tego ciagu jest zawarty w proste;j
Yy = 2x — 5.
Cwiczenie 3

a) Wyznacz wzor ogdlny ciagu arytmetycznego: 6,4,2,0,—2, ... Narysuj jego
wykres i podaj réwnanie prostej, w ktorej si¢ on zawiera.

b) Wykres ciggu arytmetycznego jest zawarty w prostej y = 3z — 2. Podaj
pie¢ poczatkowych wyrazow tego ciggu oraz jego wzor ogolny.

Cwiczenie 4
Wykaz, ze ciag (a,) jest ciagiem arytmetycznym wtedy i tylko wtedy, gdy

jego wykres zawiera sie w pewnej prostej y = ax + b.

Zadania

1. Dany jest ciag a, = (n—1)(n —2)(n —3)(n —4)(n — 5) + n.
a) Oblicz pie¢ poczatkowych wyrazéw ciagu (a,,).
b) Uzasadnij, ze ciag (a, ) nie jest ciagiem arytmetycznym.

2. Sprawdz, czy ciag (a,) jest ciagiem arytmetycznym.
n-+2

n—1

a) a, = S c) an = = e) a, =3(n—7)
b) a, = Yo+l d) a, = 24 £) a, = 1n(n+1)(7—n)
" 2 " 3n42 nT 3

@ 3. Wykaz, ze jezeli ciag (a,) jest ciagiem arytmetycznym, to ciag (b,) tez

jest ciagiem arytmetycznym.

a) bnzsan+2 b)bn:—2an—|—n C) bn:6_anf4+2

IEl 4. Wykaz, ze jezeli ciagi (a,,) i (b,) sa ciagami arytmetycznymi, to ciag (c,)

tez jest ciagiem arytmetycznym.

a) ¢, = 2a, + 3b, b) ¢ =3a, —4by +2 ) ¢, = dan, —3\/2bn

3.7. Ciag arytmetyczny (2)
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5.

[p] 10.

11.

12.

Wykres ciagu (a,) jest zawarty w podanej prostej. Podaj wzor ogdlny tego
ciggu i oblicz jego cztery poczatkowe wyrazy.

b) y=—-3zx+1 c) y =3z —2

Na rysunku przedstawiono dwa punkty nalezace do wykresu ciggu aryt-

a) y=>bxr—4

metycznego (a,). Wyznacz wzor ogélny tego ciggu. Ktore wyrazy ciggu
(a,,) sa wieksze od zera?

WY w9
ol 1 X o[ 1 X ol 1 X

Ciag (a,) jest okredlony rekurencyjnie. Uzasadnij, ze jest on arytmetyczny
i rosnacy. Zapisz wzor ogdlny tego ciagu i oblicz jego dziesiaty wyraz.

a){al——S b){al—:a\/é

ni1 =a, +3 dlan>1 an+1:an—|—\/§ dlan>1

a) Dana jest funkcja kwadratowa f(z) = 2% —2x + 3. Wykaz, ze ciag (a,),
okreslony za pomoca wzoru a,, = f(n+ 1) — f(n), jest arytmetyczny.

b) Wykaz, ze dla dowolnej funkcji kwadratowej f(x) = ax?® + bx + ¢ ciag
(a,), okredlony za pomocag wzoru a,, = f(n+1) — f(n), jest arytmetyczny.

a) Dhugosci bokow tréjkata prostokatnego tworza ciag arytmetyczny o r6z-
nicy 3. Oblicz obwdd tego tréjkata.

b) Dlugosci bokéw trdjkata prostokatnego, ktoérego przeciwprostokatna
ma dlugosé¢ 10, tworzg ciag arytmetyczny. Oblicz dtugosci przyprostokat-
nych tego trojkata.

a) Wykaz, ze dlugosci bokéw trojkata prostokatnego tworza ciag aryt-
metyczny wtedy i tylko wtedy, gdy tréjkat ten jest podobny do trojkata
o bokach 3, 4, 5.

b) Dtugoéci bokéw tréjkata prostokatnego, ktorego obwdd jest réwny 18,
tworza ciag arytmetyczny. Oblicz pole tego tréjkata.

Dla jakich wartosci parametru k ciag (a,) jest arytmetyczny i malejacy?

(
kn + 2

a) a, = (k* +2k —1)n+2 b)*a, = (k;2_1):2+2

(

)

Dla jakich wartosci parametru k ciag (a,,) jest arytmetyczny i rosnacy?

a) a, = (4—2"n b) a, = (9% — 3)n
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3.8. Suma poczatkowych wyrazéw
ciagu arytmetycznego

Sume n poczatkowych wyrazéw ciagu (a,) oznaczamy symbolem S,,:
Sp=a1+a+a3+---+a,

Przyktad 1

Oblicz sume S;o9 wszystkich liczb naturalnych od 1 do 100.

Zapisujemy sume¢ Sigg na dwa sposoby i dodajemy réwnosci stronami:

Sio= 14+ 24+ 34 4+ ...+ 97+ 984+ 994 100

25700 =101 +101 + 101 + 101 + ... + 101 4+ 101 4+ 101 + 101

Zatem 2S00 = 101 - 100, czyli Sip9 = L;OO = 5050.

Cwiczenie 1
Oblicz sume wszystkich liczb naturalnych:
a) od 1 do 50, b) od 1 do n.

Twierdzenie

Suma n poczatkowych wyrazéw ciagu arytmetycznego (a,) jest réwna
Sredniej arytmetycznej wyrazow pierwszego i ostatniego pomnozonej przez
liczbe wyrazow: g _ Gitan
y = Tt

2

n

Dowod
Jesli (a,,) jest ciagiem arytmetycznym o pierwszym wyrazie a; i réznicy r, to
sume n poczatkowych wyrazow tego ciagu mozemy zapisa¢ w postaci:
Sp,=a1+ (ap +7)+ ...+ (a1+(n—2)r) + (a1+(n—1)r)
Sumowane wyrazy mozemy tez zapisa¢ w odwrotnej kolejnosci:
Sp = <a1 + (n — 1)r) + <a1 —|—(n—2)r) + ...+ (a1 +7r)+a
Dodajemy do siebie stronami powyzsze rOwnania i otrzymujemy:
25, = (2a1 +(n— 1)7“) + ((2a1 +(n— 1)7’) +...+ (2a1 +(n— 1)7’) + (2a1 +(n— 1)r)
25, =2a;+(n—1)r)-n

S = a1+a1—;(n—1)r = &2@1 N
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Przyktad 2
Oblicz sumy S5 i Sy ciagu arytmetycznego: 2,4,6,8,10,12, ...

Se=24+4+6+8+10=2£20.5=30

2

Se=2444+64+8+10+12+14+16=2E£16.8="172

2

Cwiczenie 2
a) Oblicz wyraz ag, a nastepnie sume Sg ciagu arytmetycznego: 1,4,7,10, ...

b) Oblicz wyraz asg, a nastepnie sume Sy ciagu arytmetycznego: %, 1, %, 2, ...

W obliczeniach wykorzystuje sie rowniez podana nizej posta¢ wzoru na sume
n poczatkowych wyrazow ciagu arytmetycznego.

Twierdzenie

Suma n poczatkowych wyrazéw ciagu arytmetycznego (a,) o réznicy r
wyraza sie wzorem:

S, = 2a,1—|—(;7,—1)7‘ n

Przyktad 3
Oblicz sume Sy, ciaggu arytmetycznego: 3,8, 13,18, ...
Jest to ciag o pierwszym wyrazie a; = 3 i réznicy r = 5, zatem:

S, — 2.3+(221—1)-5 91 = 9+100 51 _53.91 = 1113

Cwiczenie 3
a) Oblicz sume S3; ciagu arytmetycznego: 3,7, 11, ...
b) Oblicz sume S5 ciagu arytmetycznego: —5, —8, —11, ...

Przyktad 4
Uzasadnij wzor na sume n poczatkowych liczb nieparzystych dodatnich:

1+3+5+...+(2n—1)=n?

Korzystamy ze wzoru na sume n poczatkowych wyrazow ciagu arytmetycz-
nego, w ktérym a; = 1 oraz a,, = 2n — 1. Zatem dla kazdego n € N, :

1 2n —1 2
Snzw_%.n_w.nzg.n:nz

2 2
Na ponizszych rysunkach przedstawiono

ilustracje graficzng tego wzoru.

[]

1=1%2 143 =22 1+3+5=32 1434+54+7=4> 143454+74+9=5

BN 162 3. Ciagi

@ Przyktad 5

2_
Uzasadnij wzor 1 +4+7+...+ (3n—2) = 3n2 “ dlan € N,.

Podane sktadniki sumy tworza cigg arytmetyczny o roéznicy r = 3, pierwszym
wyrazie a; = 1 i wyrazie a,, = 3n — 2. Zatem dla kazdegon € N_:
g — 1+ (3n—2) T — 3n% —n

2 2

Cwiczenie 4
Uzasadnij wzor dlan € N .
a) n+2n+3n+...+n?=

n3 +n? 2_n

. b) 1+2+3+...+(n—1)=—

Przyktad 6
Oblicz sume wszystkich liczb naturalnych mniejszych od 100, ktérych reszta
z dzielenia przez 6 jest réwna 1.

Liczby naturalne, ktorych reszta z dzielenia przez 6 jest réwna 1, maja postac

6n + 1, gdzie n € N. Warunki zadania spetniaja zatem liczby:
6-0+1=1, 6-1+1=7, 6 -24+1=13, ..., 6-164+1 =97

Tworza one 17-wyrazowy ciag arytmetyczny o réznicy » = 6, pierwszym

wyrazie a; = 1 i ostatnim wyrazie a;; = 97. Zatem:

Syr = 197 17— 49.17 = 833

2
Cwiczenie 5
Oblicz sume, ktorej sktadnikami sa kolejne wyrazy ciagu arytmetycznego.
a) T+ 11+ 15+ ... +47 451 c) -5—-7T—-9—...—29-31
b) +1+154...+995 +100 d) —18-15—-12— ...+ 15+ 18

Cwiczenie 6
Oblicz sume wszystkich liczb naturalnych mniejszych od 100, ktérych reszta
z dzielenia przez 5 jest réwna:

a) 3, b) 4, c) 3 lub 4.

Zadania

1. Oblicz sume dziesieciu poczatkowych wyrazéw ciagu arytmetycznego (a,,)
o réznicy r.
a) a; =—21ir=3 b)ay=4ir=-5 c) a;=151ir=-0,1
2. Oblicz wyrazy a; i a;y oraz sume Siy ciagu arytmetycznego (a,,).
a) ag =61ag =14 b) ag=11iag =3 c) ag=121ia,=0
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10.

11.

12.

Ustal, ile wyrazow ma podany skonczony ciag arytmetyczny, oraz oblicz
ich sume.

a) 4,7, 10, ..., 34 b) 11,12, ..., 92 ¢) =3, -5, =7, ..., —41

3

a) Oblicz sume wszystkich liczb parzystych zawartych miedzy 13 a 2027.
b) Oblicz sume wszystkich liczb dwucyfrowych nieparzystych dodatnich.

Oblicz sume wszystkich liczb naturalnych, ktérych reszta z dzielenia:
a) przez 5 jest rowna 1 i ktore sa mniejsze od 100,
b) przez 4 jest réwna 3 i ktore sg wieksze od 10 oraz mniejsze od 80,

c) przez 6 jest wieksza od 3 i ktére sg mniejsze od 100.

Oblicz sume wszystkich liczb naturalnych mniejszych od 1001, ktoére sa
podzielne przez: a) 2 lub 3, b) 3 1lub 5, ¢) 5 lub 9.

Oblicz sume wszystkich liczb naturalnych niepodzielnych przez 3, ktore:

a) sa dwucyfrowe, b) sa trzycyfrowe, c) sa mniejsze od 500.

Ciag arytmetyczny sktada sie z dziesieciu wyrazoéow. [loczyn wyrazow skraj-
nych jest rowny 7, a suma dwéch wyrazéw srodkowych jest rowna 8. Oblicz
pierwszy wyraz i réznice tego ciagu oraz sume wszystkich jego wyrazow.
Uzasadnij wzor dlan € N .

a) 6+12+18+...+6n=3n(n+1)

b) 4+10+16+... 4+ (6n —2) =n(3n+1)

Ile poczatkowych wyrazow podanego ciagu arytmetycznego nalezy dodac,
aby otrzymac¢ sume 5467

a) 6,8,10, ... b) 13, 17, 21, ... ¢) —24,-22,-20, ...

Rozwiaz rownanie.

a) 1+54+9+13+...+2 =190

b) I14+z)+B+z)+(B+z)+...+(25+z) =130

c) (I14+x)+(2+3x)+ (3+5z)+ (4+7x)+ ...+ (50 + 99x) = 275
d) (14+2z)+B+22)+(9+3z)+... 4+ (614 162) = —48

Zbadaj monotoniczno$¢ ciaggu (a,, ).

54+104+154...4+5n 64+ 124+ 184...4+6n
a) a, = I C) An = n2
34649 +...4+3n 34 T74+114...4+(4n—-1)
b) a, — n+5 d) Apn = n2+n
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3.9. Ciag geometryczny (1)

Cwiczenie 1
Pole kwadratu K jest réwne 0,25 cm?.
Pole kazdego kolejnego kwadratu jest

cztery razy wieksze od pola kwadratu

poprzedniego. Oblicz pola kwadratéw
KQ, Kg 1 K4.

Ki| | Ko K3 Ky

Definicja
Ciag liczbowy (a,,) o co najmniej trzech wyrazach nazywamy ciagiem geo-
metrycznym, jezeli istnieje taka liczba ¢, ze kazdy wyraz ciggu, oprocz
pierwszego, powstaje przez pomnozenie wyrazu poprzedniego przez te

liczbe: Qnt1 = Gy, - q dla kazdegon € Ny

Liczbe g nazywamy ilorazem ciagu (a,,).

Cwiczenie 2
Podaj iloraz ciagu geometrycznego i wypisz jego dwa nastepne wyrazy.

a) 3,6,12, ... ¢) 4,2,1, ... o) 1,-2,4, ...
b) L,L1 . d) 64,16,4, ... £) —27.9,-3, ...
Cwiczenie 3

Oblicz wyrazy as, as, a4 1 a5 ciagu geometrycznego (a,,) o ilorazie q.
C) a1:57q:_1 e) a1:72;q:\/§
1[))&1:16,612l d)alzi,q:—Q f) alz\/iq:\/é

2

a)a, =1, ¢=3

Twierdzenie

Ciag (a,) o wyrazach r6znych od zera jest ciaggiem geometrycznym, jesli

Ap 41
an

dla dowolnego n € N iloraz dwoch kolejnych wyrazéw jest staty.

Cwiczenie 4

Oblicz iloraz ciagu geometrycznego o podanych dwoch kolejnych wyrazach.
a) 27 i 243 c) —216 i —36 e) V2 i —4

b) 8 i 3 d) -¢ i 2 f) 2v3 i 3v2

3.9. Ciagg geometryczny (1)
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[D] CEwiczenie 5
Uzasadnij, ze podany ciag nie jest ciggiem geometrycznym.
a) 4,8,16,32,60,120, ... b) 1,-2,4,-8,16,32, ... ¢) 2,3, 2 27 &

2787167 327647 °°°

Przyktad 1
Oblicz jedenasty wyraz ciagu geometrycznego (a,,) o pierwszym wyrazie a; = 3
oraz ilorazie ¢ = 2.
a; =3
a; =3 :2 =6
as =3 -2%2 =12
a, =322 =24

Wypisujemy kilka poczatkowych
wyrazéw ciagu.

al.l —3.910 — 3072 Aby otrzymaé wyraz a1 ciagu
geometrycznego, obliczamy a1 -¢** ' .

Twierdzenie

Wzor ogblny ciagu geometrycznego (a,,) o pierwszym wyrazie a; i ilorazie g
ma postac:

Cwiczenie 6
Oblicz n-ty wyraz ciaggu geometrycznego (a,,) o ilorazie q.

(
)
)

a) a1 =5, ¢=2,n= e)ag=-2,g=-3,n=5
b)a; =25,q=%n=7 f) a=-7,¢g=—-1,n=15
c)a;=8,g=%n=4 g)ag=5¢=v2,n=9

d) a1 =1,¢=25,n=6 h) a; = /3, qz—?,nzS
Cwiczenie 7

Oblicz pierwszy wyraz ciagu geometrycznego (a,) o ilorazie q.

a)a4:17q:% b)a6:16aq:_2 C) as =8l,¢=3

Zadania

1. Oblicz iloraz ciagu geometrycznego (a,) o podanych wyrazach poczatko-
wych. Wyznacz wzér ogdlny tego ciagu i oblicz as.

a) 128, 64, 32, ... c) 5k, —2, &, .. e) 2,1 1 .
1 1 625 125 25
b) £, 1,1, ... d) 8 28 8 f) V2, =2, 2V2, ...

BN 166 3. Ciagi

2. Oblicz wyrazy czwarty i piaty podanego ciaggu geometrycznego.

a) 7,2+ V2, 2V2+2, ... b) V2 —1,1,vV2+1, ...

3. Przeczytaj podany w ramce przyktad.

Wyznacz wzér ogblny ciagu geometrycznego (a,), w ktorym ay = 6
oraz ag = H4.

Jezeli q jest ilorazem ciggu (a,), to ay = a; - ¢° oraz ag = a, - ¢°, zatem
otrzymujemy uktad réwnan:

a-q¢° =6
a - ¢° =54

Dzielimy stronami drugie rownanie przez pierwsze:

ai-q¢° _ 54

ar-q3 6
Stad ¢> = 9, czyli ¢ = —3 lub ¢ = 3.
Dla ¢ = —3 mamy a; = zatem wzor ogélny ciagu: a, = —% - (—3)" "
2 2,-2,6,—18, ...).

zatem wzor ogolny ciagu: a,, =

9 Y
(kolejne wyrazy ciggu: —
2

9

(kolejne wyrazy ciagu: 2,2,2,6,18, ...).

Dla ¢ = 3 mamy a; =

Wyznacz wzér ogdlny ciggu geometrycznego (ay,).
a) as = 3, 03 = = c) ag =17, ay =28 e) ag = 32, ajp = 2

b)agzlé,aélzli d)a3:—3,a6:—24 f) 0,6:].,0,8:9

4. Oblicz brakujace wyrazy ciggu geometrycznego.

a) 7 7 _277 _97 C) 7 67 7 7 487 e) 87 7 7 7 7 i
b) 7 7 v 7 37 _6 d) 7 7 37 7 7 _81 f) 87 7 7 7 7 135

5. Wstaw miedzy liczby x i y trzy liczby tak, aby otrzymac ciag geometryczny
(podaj dwa rozwiazania).

a) x =—2,y=—32 b) x =3, y = 768

6. Wyznacz wzoér ogdlny ciggu geometrycznego (a,, ), w ktérym:

a) suma drugiego i trzeciego wyrazu jest réwna 6, a roéznica czwartego
i drugiego wyrazu jest réwna 24,

b) suma drugiego i széstego wyrazu jest réwna —34, a suma pierwszego
i piatego wyrazu jest rowna 17.

3.9. Ciagg geometryczny (1)
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3.10. Ciag geometryczny (2)

Przyktad 1
Pani Kasia ulokowala 2000 z! na koncie o sta-

: ) . Whptlata: 2000,00
lym oprocentowaniu 5% w skali roku. W tabeli

obok przedstawiono stan oszczedno$ci pani 2000,00 - 1,05 = 2100,00
Kasi po uptywie kolejnych lat. I tak po upty- 2100,00 - 1,05 = 2205,00
wie roku stan jej konta wyniesie: 2205.00 - 1,05 = 2315.25
2000 - 105% = 2000 - 1,05 = 2100 |[zl]
2315,25 - 1,05 ~ 2431,01
a po uplywie dwoch lat:
2431,01 - 1,05 ~ 2552
2100 - 105% = 2100 - 1,05 = 2205 [zl] 31,01-1,05 092,56

Otrzymany ciag jest przyktadem rosnacego ciagu geometrycznego.
Twierdzenie

Ciag geometryczny (a,) o pierwszym wyrazie a; > 0 i ilorazie ¢ jest:
= rosnacy, gdy ¢ > 1, = malejacy, gdy 0 < ¢ < 1, = staly, gdy q = 1.

Cwiczenie 1

[E] a) Sformuluj i uzasadnij analogiczne twierdzenie o monotonicznosci ciagu geo-
metrycznego o pierwszym wyrazie ujemnym.
b) Przerysuj do zeszytu tabele i ja uzupelnij. Podaj przyklady odpowiednich
ciagdw geometrycznych i okresl ich monotonicznosé.

a1 <0 a1 >0
g <0 9 nii, -_21; 4, —8,t16,‘
Jest monotoniczny
d=0 —3,‘0,0,020,... 9
niemalejacy
0<g<1 ? ?
q>1 ? ?
Stalym ciagiem geometrycznym jest rowniez ciag: 0,0,0,0, ... Jego pierwszy

wyraz a; = 0, a iloraz moze by¢ dowolng liczba rzeczywista.

Cwiczenie 2
Wyznacz wzér ogdlny monotonicznego ciagu geometrycznego (a,,).
a) az =2, a5 = 4,5 b) a; = -8, a5 = —3 c) ay = —4, ag = —64
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Aby wykazaé, ze ciag (a,) o wyrazach réznych od zera jest geometryczny,
nalezy wykazac, ze iloraz “Z—:l jest staty dla kazdego n € N,.

Przyktad 2
Wykaz, ze ciag o wzorze ogbélnym a,, = 3 - 4" jest ciaggiem geometrycznym.
Okresl jego monotoniczno$é.

. . 3.4n+1
Wyznaczamy iloraz ciggu: “2 = =

An, 3-4n
lloraz “*£1 jest staly dla kazdego n € N, zatem ciag (a,) jest geometryczny.
Jest to ciag rosnacy, poniewaz a; > 0iqg=4 > 1.

Cwiczenie 3

Wykaz, ze ciag (a,) jest geometryczny. Okre$l monotonicznosé tego ciagu.
5 n n—

a) an = oo ) G, =—3"2 e) a, =6-(y/2)"!

Cwiczenie 4

Liczby a, b, c, rézne od zera, tworza ci eo-
Uzasadnij podane obok v a Clag g

metryczny wtedy i tylko wtedy, gdy b* = a - c.

twierdzenie.

Cwiczenie 5

Podane liczby sa kolejnymi wyrazami ciagu geometrycznego. Wyznacz je.
a) r,x+1,z—3 b) %H,x,?)xz c) *—1,x+1,2x—1

B Srednia geometryczna

Jesli dodatnie liczby a, b, ¢ tworza ciag geometryczny, to b = \/a - c.

Liczbe /a - ¢ nazywamy $rednia geometryczng liczb a i c.

Pole kwadratu o boku b jest réwne polu prostokata
o bokach a i ¢, jesli b jest réwne Sredniej geometrycznej

liczb a 1 c. b a

W ciggu geometrycznym (a,) o wyrazach dodatnich kazdy wyraz, oprocz
pierwszego, jest srednig geometryczna wyrazow sasiednich:

a, — \/an_l *Qnpy1 dlan > 2

Cwiczenie 6
Ciag geometryczny (a,,) ma wszystkie wyrazy dodatnie oraz as = 201 a; = 45.
Oblicz wyraz ag.
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Zadania

@ 1. Wykaz, ze ciag (a,) jest geometryczny. Okre$l monotonicznosé tego ciagu.
L b a,=2-(=5" ¢ a,=4-(v/3)"" d)a,=-2 57"

R

a) ay,
@ 2. Przeczytaj podany w ramce przyktad.
Uzasadnij, ze ciag o wzorze ogdlnym a,, = n?> — n + 2 nie jest geome-
tryczny.
Obliczamy kolejne wyrazy ciagu: 2, 4, 8, 14, ... i badamy ilorazy:

az _ 4 _o9 a3 _8_o5 aa_l4_,
ai 2 ’ as 4 ’ as 8?é

Zatem ciag (a,) nie jest geometryczny.

Uzasadnij, ze ciag (a,,) nie jest geometryczny.

a) a, =n?—2n+2 b) a, = —n?+4n — 2
3. Wyznacz wzoér ogdlny monotonicznego ciggu geometrycznego (a,,).
ag = —4 a;-as =1 as-ay = 1
a) 1 ) 2 2 ) 2 2
a0 = —3; a; = 25a; a; +az =95
a4:3a2 CL2—|—CL3:30 al'a3:6
b) s d) 9 2
ay - az = a, — as = 120 az; — a5 = 12

4. Liczby a,b,c,d sa kolejnymi wyrazami malejacego ciagu geometrycznego.
Suma dwoch liczb sSrodkowych jest réwna 24, a suma dwdéch liczb skrajnych
jest rowna 36. Wyznacz te liczby.

5. Liczby x,y, z tworza monotoniczny cigg geometryczny. Podwojona suma
pierwszej i drugiej liczby jest réwna sumie drugiej i trzeciej liczby, a suma
tych trzech liczb jest réwna 77. Wyznacz te liczby.

@ 6. a) Uzasadnij, ze w trojkacie prostokatnym
wysokos¢ opuszczona z wierzchotka kata pro-
stego jest srednig geometryczng dtugosci od-
cinkow, na jakie wysokos$¢ ta dzieli przeciw-

prostokatna (rysunek obok).

b) Wykaz, ze dla dowolnych liczb dodatnich z, y zachodzi nastepujaca
zaleznos¢ miedzy ich $rednig arytmetyczna a geometryczna:

+
x2y> 7y

Kiedy te srednie sa réwne?
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3.11. Suma poczatkowych wyrazéw
ciggu geometrycznego

Przyktad 1
Oblicz sume dziesieciu poczatkowych wyrazéw ciggu geometrycznego:
1,2,4,8,16, ...

Sio=1+24+4+8+16+ 32+ 64+ 128 + 256 + 512 = 1023

Aby obliczy¢ sume n poczatkowych wyrazéw ciggu geometrycznego, mozna
skorzystac¢ z ponizszego twierdzenia.

Twierdzenie

Suma n poczatkowych wyrazéw ciagu geometrycznego (a,,) o ilorazie g # 1
wyraza si¢ wzorem:

1—q™
= Qa .
Sn 1 3—gq
Dowod
Kolejne wyrazy ciggu to: ai, as = a1q, as = a1q>, ..., a, = a;q" ', zatem:

Sy, =a1+aq+aq+...+a "’
qS, = a1q+a1q® +a1¢° + ... + a1q"

Mnozymy obie strony
réwnania przez q.

Odejmujemy rownania stronami i otrzymujemy:
Sn o an =ay — alqn
Sn(1=¢q) =a(1-q")

1—¢g" Dzielimy obie strony réwnania
Sn = Aa - S
1—gq przez 1 — q (z zalozenia q # 1).

Uwaga. Jedli iloraz ciagu geometrycznego (a,,) jest réwny 1, to suma n poczat-
kowych wyrazow tego ciaggu dana jest wzorem S, = n - a,.

Cwiczenie 1

Oblicz sume szesciu poczatkowych wyrazéw ciagu geometrycznego, korzysta-
jac z podanego wzoru. Sprawdz otrzymany wynik, dodajac wyrazy ciagu.

a) 1,3,9, 27, ... b) 1, =2, 4, -8, ... c) 1,1, 1 1

) 99 49 8 ¢

Cwiczenie 2

Oblicz sume Sj ciagu geometrycznego (a,) o pierwszym wyrazie a,
iilorazie: a) ¢q=2, b)g=4, ¢)qg=1.
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Cwiczenie 3
Oblicz sume S,, ciagu geometrycznego (a,, ).
a) a; =3,a, =—6,n=206 b) ay =—-4,a,=-12,n=5

Przyktad 2

Dany jest ciag geometryczny o pierwszym wyrazie roOwnym 4 i ilorazie 3. Ile
poczatkowych wyrazéw tego ciagu nalezy dodac, aby otrzymac 14567

Niech n bedzie szukana liczbg wyrazéw. Wowcezas:

41220 = 1456
1 —3" = —728
3" = 729
3n — 30

Zatem n = 6. Nalezy doda¢ sze$¢ poczatkowych wyrazow tego ciagu.

Cwiczenie 4
a) Dany jest ciag geometryczny o pierwszym wyrazie réwnym 5 i ilorazie 2.

Ile poczatkowych wyrazow tego ciagu nalezy dodac¢, aby otrzymac¢ 6357

b) Dany jest ciag geometryczny o pierwszym wyrazie rownym 2 i ilorazie %

Ile poczatkowych wyrazow tego ciggu nalezy dodaé¢, aby otrzymac 16%?

Cwiczenie 5

Suma pierwszego i czwartego wyrazu ciggu geometrycznego jest réowna 26,
a suma drugiego i pigtego wyrazu jest réwna —78. Ile poczatkowych wyrazow
tego ciggu nalezy dodaé, aby otrzymaé —617

Ciag (b, ) nazywamy podciagiem ciagu (a,,), jesli mozemy go otrzymacé poprzez
wybranie jego wyrazéw sposrod wyrazoéw ciagu (a,,) bez zmiany ich kolejnosci.
Na przyktad podciagami ciagu geometrycznego: 1,2,4,8,16,32, ... sa:

¢ 2,8,32,128,512, ... — podciag wyrazow o numerach parzystych,
*1,4,16,64, 256, ... — podciagg wyrazéw o numerach nieparzystych,
* 512,1024,2048, 4096, ... — podciag wyrazéw podzielnych przez 512.

Cwiczenie 6
Pierwszy wyraz ciggu geometrycznego o ilorazie —2 jest réwny 3. Oblicz sume
pieciu poczatkowych wyrazow jego podciagu ztozonego z wyrazéw o numerach:

a) nieparzystych, b) parzystych.

N 172 3. Ciagi

Zadania

1. Oblicz sume Sy ciagu geometrycznego (a,, ), ktérego wyrazy pierwszy i dru-
gi sa odpowiednio rowne:
a) %, %, b) 18, 6, c) 15, —30, d) -7, —7.

2. Oblicz sume S, ciaggu geometrycznego (a,,) o ilorazie q.

c) a1 =3,¢=—v2,n=10

d) a; =5,g=1,n=20

a) ay=—-1,¢q=2,n=28

b)ar=2,¢=3,n=5

3. Ciag (a,) jest geometryczny. Przerysuj do zeszytu tabele i ja uzupelnij.

ai q n 75 S
2 3 ? ? 242
? - 7 —1 ?

V8 —V2 8 ? ?

4. Pola dziesieciu kwadratéw (rysunek obok)

tworza ciag geometryczny o ilorazie ;.

Najwiekszy sposréd tych kwadratéw ma [lDoos..

pole réwne 1 cm?. Oblicz sume ich:

a) pol, b) obwodow.

5. Oblicz pierwszy wyraz ciagu geometrycznego (a,,) o ilorazie g.
a) ¢ =2, S, =60 c) ¢q=3, Sg =728 e) ¢ =2, 8 =—7

29

6. lle poczatkowych wyrazéow ciagu geometrycznego o pierwszym wyrazie
réwnym 5 i ilorazie 2 nalezy doda¢, aby otrzymac:

a) 315, b) 2555, ¢) 51157

7. Wyznacz liczbe wyrazow skonczonego ciagu geometrycznego (a,,) o ilora-
zie ¢ i sumie wszystkich wyrazéw S.

a) a; =6,q=—2,5 =258 b) a; =5, q¢=3,5 =1820

8. Pola pieciu prostokatéw (rysunek obok) S

tworza cigg geometryczny o ilorazie 3. Su-

ma tych pol jest réwna & cm®. Oblicz

pole najmniejszego prostokata.

3.11. Suma poczatkowych wyrazéw ciggu geometrycznego
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

D] 19.

Dany jest ciag geometryczny (a,) o ilorazie g. Ile poczatkowych wyrazéw
tego ciagu nalezy dodaé, aby otrzymac¢ sume réwng S?
a) a; =10, ¢=0,9, S = 34,39 b) a; =100, ¢ = 0,4, S = 164,96

Suma pieciu poczatkowych wyrazéw ciagu geometrycznego (a,, ) wynosi 33,
a roznica wyrazoéw pierwszego i szostego jest rowna 99. Oblicz sume dzie-
sieciu poczatkowych wyrazéw tego ciggu.

Oblicz sume n poczatkowych wyrazéw ciagu geometrycznego o pierwszym
wyrazie a; = x i ilorazie ¢ = —1 w przypadku, gdy n jest liczba:

a) parzysta, b) nieparzysta.

Wyznacz wzér ogdlny ciagu geometrycznego (a,, ), ktérego suma:
a) S3 = 35, a réznica wyrazow pierwszego i czwartego jest rowna 17,5,

b) S, = 20, a réznica wyrazow pierwszego i trzeciego jest rowna 8.

Ciag geometryczny (a,) spelnia warunki: S5 — S3 = 721 ay — a3 = 12.
Oblicz sume siedmiu poczatkowych wyrazow tego ciagu.

Suma czterech poczatkowych wyrazéw monotonicznego ciagu geometrycz-
nego jest rowna 8, a suma kolejnych czterech wyrazéw jest réwna 72. Oblicz
piaty wyraz tego ciggu.

Pierwszy wyraz ciaggu geometrycznego jest rowny 6, a stosunek sumy pie-

ciu poczatkowych wyrazow tego ciagu do sumy kolejnych pieciu wyrazéw
3

2. Oblicz szosty wyraz tego ciggu.

wynosi

Dany jest dziesieciowyrazowy ciag geometryczny (a,,). Suma jego wyrazow
o numerach nieparzystych jest réwna 341, a suma wyrazéw o numerach
parzystych jest réwna 682. Wyznacz wzoér ogdlny tego ciagu.

Suma trzech poczatkowych wyrazéw ciagu geometrycznego jest rowna 21,
a suma trzech nastepnych jest rowna 168. Ktory wyraz tego ciagu jest
rowny 1927

Wyrazy ciagu geometrycznego (a, ) spelniaja warunki:
a, + as +as + ay + as =93 1 a3—|—a4—|—a5—|—a6—|—a7:372
Oblicz pierwszy wyraz oraz iloraz tego ciagu.

Dany jest skonczony ciag geometryczny o parzystej liczbie wyrazéw. Iloraz
i pierwszy wyraz tego ciggu sa rézne od zera. Wykaz, ze stosunek sumy wy-
razoéw o numerach parzystych do sumy wyrazéw o numerach nieparzystych
jest réwny ilorazowi tego ciagu.
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3.12. Ciagi arytmetyczne
I ciagi geometryczne - zadania

Przyktad 1
Suma n poczatkowych wyrazéow ciagu (a,) dana jest za pomoca wzoru
S, = 2n?. Czy jest to ciag arytmetyczny?
Obliczamy pierwszy wyraz ciggu:
=5 =2-12=2
Dla n > 1 wyraz a,, mozemy wyznaczy¢ ze wzoru a, = S, — S,_1:
a, =2n*—-2(n—-12=2n*-2(n*—-2n+1) =4n —2
Stad a,y1 =4(n+1) —2=4n+ 2.
Réznica a1 —a, =4n+2 — (dn—2) =4 dlan > 1.
Nalezy jeszcze obliczy¢ roéznice a, — aq:
as—a;=4-2-2)—2=14

Réznica a, 41 — a,, = 4 dla kazdego n € N, | wiec ciag (a,,) jest arytmetyczny.

Cwiczenie 1
Sprawdz, czy ciag (a,) o sumie S,, jest ciagiem arytmetycznym.
a) S, =n*—4 b) S, =n*+2n c) S, =6n—2n? d) S, =2n

Przyktad 2

Trzy liczby tworza cigg arytmetyczny, a ich suma jest rowna 21. Jesli od pierw-
szej 1 drugiej liczby odejmiemy 3, a od trzeciej odejmiemy 1, to otrzymamy
kolejne wyrazy ciggu geometrycznego. Wyznacz te liczby.

Zapisujemy trzy kolejne wyrazy ciggu arytmetycznego: a — r, a, a + r. Ich

suma:
a—r+a+a+r=21

a="17
Zatem szukane liczby maja posta¢: 7 —r, 7, 7+ r.

Zgodnie z warunkami zadania liczby 4 — r, 4, 6 4+ r sa kolejnymi wyrazami
ciagu geometrycznego, zatem zachodzi rownosc:

42 =(4—-7r)(6+T)
r24+2r—8=0
r=—41lubr =2

Dla r = —4 otrzymujemy liczby: 11, 7, 3.
Dla r = 2 otrzymujemy liczby: 5, 7, 9.

3.12. Ciggi arytmetyczne i ciggi geometryczne - zadania
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Cwiczenie 2

a) Trzy liczby, ktérych suma jest réwna 21, tworza ciag arytmetyczny. Jesli
od drugiej z nich odejmiemy 1, a do trzeciej dodamy 6, to otrzymamy ciag
geometryczny. Wyznacz te liczby.

b) Liczby a, b, ¢, ktérych suma jest rowna 12, sa kolejnymi wyrazami ciagu
arytmetycznego, a liczby a + 1, b+ 2, ¢ + 6 — kolejnymi wyrazami ciggu geo-
metrycznego. Wyznacz liczby a, b, c.

Zadania

1. a) Szésty wyraz ciagu arytmetycznego jest réwny 0. Oblicz sume jedenastu
poczatkowych wyrazéw tego ciagu.

b) Jedenasty wyraz ciggu arytmetycznego jest réwny 20. Oblicz sume je-
denastu poczatkowych wyrazow tego ciaggu o numerach nieparzystych.

2. Dany jest ciagg arytmetyczny (a,). Stosunek sumy dziesieciu poczatko-
wych wyrazéw o numerach parzystych do sumy dziesieciu poczatkowych
wyrazow o numerach nieparzystych jest rowny %. Suma wyrazow trzeciego
i sibdmego jest réwna 12. Wyznacz wzoér ogdlny tego ciagu.

3. Wyrazy ciagu geometrycznego (a, ) spetniaja warunki:
CI/1+CL5:68 1 CL2+G/6: 136
Ile poczatkowych wyrazéw tego ciggu nalezy dodaé, aby otrzymac 20447

4. W szeSciowyrazowym ciggu geometrycznym suma pieciu poczatkowych
wyrazow jest rowna 11, a suma pieciu ostatnich — jest réwna 33. Oblicz
iloraz oraz wyrazy pierwszy i szosty tego ciagu.

5. a) W dziewieciowyrazowym ciagu arytmetycznym, ktérego pierwszy wy-
raz jest rowny 4, wyrazy pierwszy, trzeci i siddmy tworza ciag geome-
tryczny. Oblicz sume wyrazéw tego ciagu arytmetycznego.

b) W szedciowyrazowym malejacym ciggu arytmetycznym, ktorego pierw-
szy wyraz jest rowny —1, wyrazy pierwszy, drugi i piaty tworza ciag geo-
metryczny. Oblicz sume wyrazow tego ciagu arytmetycznego.

6. Suma trzech liczb tworzacych ciag geometryczny jest rowna 15, a suma
ich odwrotnoéci jest réwna . Wyznacz te liczby.

7. Trzy liczby, ktorych suma jest réwna 28, tworza ciag geometryczny. Liczby
te sa rowniez kolejno wyrazami pierwszym, drugim i czwartym ciggu aryt-
metycznego. Wyznacz te liczby.
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8.

10.

11.

12.

a) Suma trzech liczb tworzacych ciag arytmetyczny jest rowna 15. Jesli
pierwsza i drugg z tych liczb zwiekszymy o 1, a trzecia — o 4, to otrzymamy
ciag geometryczny. Wyznacz te liczby.

b) Trzy liczby tworza ciag arytmetyczny. Jedli do pierwszej z nich do-
damy 8, a drugg i trzecig zostawimy bez zmian, to tak otrzymany ciag
bedzie trzywyrazowym ciggiem geometrycznym, ktérego suma bedzie réw-
na 26. Wyznacz te liczby.

a) Wstaw miedzy liczby 51 30 dwie takie liczby, aby pierwsze trzy tworzyty
ciagg geometryczny, a ostatnie trzy — ciagg arytmetyczny.

b) Wstaw miedzy liczby —4 i 32 dwie takie liczby, aby pierwsze trzy two-
rzyly ciag arytmetyczny, a ostatnie trzy — ciag geometryczny.

a) Trzy liczby, ktérych suma jest rowna 13, tworza malejacy ciag geome-
tryczny. Jesli od ostatniej liczby odejmiemy 4, to otrzymamy ciag arytme-
tyczny. Wyznacz te liczby.

b) Trzy liczby tworza ciag geometryczny, a ich suma jest rowna 52. Jesli
pierwsza i druga liczbe zostawimy bez zmian, a od trzeciej odejmiemy 16,
to otrzymamy kolejne wyrazy rosnacego ciggu arytmetycznego. Wyznacz
te liczby.

7, czterech zapisanych kolejno liczb pierwsze trzy tworza cigg geometrycz-
ny, a ostatnie trzy — ciag arytmetyczny. Suma pierwszej i ostatniej jest
réwna 1, a suma drugiej i trzeciej jest rowna %. Wyznacz te liczby.

W tréjkat réwnoboczny wpisujemy okrag, a nastepnie

w okrag wpisujemy tréojkat réwnoboczny itd. (rysu-
nek obok). Otrzymujemy w ten sposob ciag tréj-
katéw réwnobocznych i ciag okregow.

a) Uzasadnij, ze ciag obwodéw kolejnych tréj-
katow jest geometryczny. Podaj jego iloraz.

b) Bok najwiekszego trdjkata ma dtugosé 4.

Oblicz sume obwoddéw pieciu najwiekszych

trojkatoéw oraz sume ich pol.

1 1+ 1

. Wykaz, ze jesli liczby - i tworza ciag arytmetyczny, to rowniez

: 2,25 .2 I
liczby x=, ¥y~ i 2° tworza ciag arytmetyczny.

. Wykaz, ze jesli ciag (a,) jest ciagiem arytmetycznym, to ciag (b, ) okre-

slony za pomoca wzoru b, = 2% jest ciagiem geometrycznym.

3.12. Ciggi arytmetyczne i ciggi geometryczne - zadania
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Dowiedz sie wiecej

Ciagi liczb catkowitych

Ponad pieédziesiat lat temu amerykanski matematyk Neil Sloane [czyt. nil
sloln] stworzyl katalog ciagéw liczb catkowitych obecnie funkcjonujacy jako
Encyklopedia ciagéw liczb calkowitych w wersji on-line (oeis.org). Opisanych
jest w niej ponad ¢wier¢ miliona réznych ciggéw. Aby znalezé¢ informacje
o ciagu, nalezy poda¢ jego numer w katalogu, nazwe lub poczatkowe wyrazy.
Na przyktad:

* pod numerem A000045 znajduje sie ciag Fibonacciego (patrz str. 148),

* pod numerem A000108 znajduje sie ciag liczb Catalana [czyt. katalana]:

1,2, 5, 14, 42, 132, 429, 1430, ...

Ciag liczb Catalana okreslony jest wzorem c,, = (n(iq))!!n!. Zatem:
G = Qﬂ! =l = 3@! =2, = 4?:!3! =5, = 5?4!1! =14, ...

Ciag ten ma wiele interpretacji geometrycznych, np. dla (n + 2)-kata wypu-
ktego liczba jego mozliwych podziatlow na tréjkaty nieprzecinajacymi sie prze-
katnymi jest rowna n-tej liczbie Catalana. Dla szeSciokata istnieje 14 takich

podziamw:< @> @ Q> <D <E
2 Y

Rozwazmy teraz kwadrat o wymiarach n xn z siatka catkowita, jak na rysunku
ponizej, oraz drogi prowadzace z lewego dolnego rogu tego kwadratu do jego
prawego goérnego rogu spetniajace warunki:

* poruszamy sie po siatce catkowitej w prawo albo w gore,

* nie przechodzimy nad przekatna kwadratu.

Okazuje sie, ze liczba takich drég jest n-tag liczba Catalana.

Na ponizszych rysunkach przedstawiono wszystkie mozliwe
drogi dla n = 3 (c3 = 5).

1. Narysuj odpowiednie rysunki i sprawdz, czy dla kwadratu 4 x 4 istnieje
c4s = 14 ré6znych drég spetniajacych warunki opisane wyzej.

I 178 3. Ciagi

3.13. Procent sktadany

Kapital w wysokosci k£ ztozony w banku na rok przy oprocentowaniu rocz-
nym (rocznej stopie procentowej) p% wzrosnie po roku do kwoty:

k(14 -2)

100

Przyktad 1

Pani Kowalska wptacita do banku 1000 z! na lokate oprocentowang 6% w skali
roku. Jaka kwote bedzie miata po trzech latach, a jaka — po dwudziestu, jesli
odsetki sa co roku dopisywane do kapitatu i w kolejnych latach takze podlegaja
oprocentowaniu?

Kwota po roku: 1000 + 6% - 1000 = 1060 [z1]

Kwota po 2 latach: 1060 + 6% - 1060 = 1060 + 63,6 = 1123,6 [zl

Kwota po 3 latach: 1123,6 + 6% - 1123,6 = 1123,6 + 67,416 ~ 1191,02 [z1]
Zauwaz, ze otrzymane kwoty sg zaokraglane do pelnych groszy.

Wyznaczenie powyzsza metoda kwoty, do jakiej wzrosnie kapitat pani Kowal-
skiej po dwudziestu latach, jest bardzo pracochtonne. Zauwazmy jednak, ze

co roku kapitat powigksza si¢ 1,06 razy. tys. 71 -

Kapital wynosi wiec: —
po roku: k- 1,06 o

po 2 latach: & - (1,06)? R - ||| |||
po 3 latach: k- (1,06)?

po 20 latach:
k- (1,06)* =~ 1000 - 3,20714 = 3207,14 [z1]] O 1 10 20

lata
Jezeli w kolejnych latach odsetki sa dopisywane do kapitatu powiekszonego

o wczesniej nagromadzone odsetki, to méwimy, ze kapitat zostal ztozony na
procent skladany.

Kapital w wysokosci k ztozony w banku na n lat na procent sktadany przy
oprocentowaniu rocznym p% po n latach wzrosnie do kwoty k (1 + I%)n.
Cwiczenie 1
Do jakiej kwoty wzrosnie kapitat po n latach, jezeli ztozymy w banku 5000 zt
na procent skltadany przy oprocentowaniu rocznym p%?
a)n=>5,p=4>5 b)n=8 p=5,5 c) n=10,p=3
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Dopisywanie odsetek do kapitalu nazywa sie kapitalizacja odsetek lub krétko
kapitalizacja, a czas, po jakim ona nastepuje, nazywa sie okresem kapitalizacji.

Przyktad 2

Rodzice Basi ztozyli w banku 5000 zt na trzy lata. W pierwszym roku opro-
centowanie wynosito 6%, w ostatnich dwoch latach 5%, a kapitalizacja odsetek
nastepowata co rok. Do jakiej kwoty wzréstby ten kapital po trzech latach,
gdyby odsetki nie byly opodatkowane, a do jakiej — gdyby od naliczanych
odsetek byl pobierany co roku podatek w wysokosci 20%?

Jesli odsetki nie bytyby opodatkowane, to oszczednosci po trzech latach wy-

niostyby:
oy 5000 - 1,06 - (1,05)2 = 5843,25 [z]

Jesli od naliczanych odsetek bylby pobierany podatek, to odsetki te bylyby
pomniejszane o 20%), zatem w pierwszym roku wplacona kwota wzrostaby o:

0,06 - 0,8 = 0,048 = 4,8%
a w drugim i trzecim roku o:
0,05-0,8 = 0,04 = 4%
Zatem po trzech latach kapital wzréstby do:
5000 - (1,048) - (1,04)? ~ 5667,58 [zl]

Uwaga. W Polsce podatek od odsetek wynosi 19%. W tym rozdziale, dla ulatwienia
obliczen, podatek ten pomijamy lub przyjmujemy, ze wynosi 20%. Zwrdé uwage na to,
ze podatek ptaci sie tylko od dopisywanych odsetek, a nie zgromadzonego kapitatu.

Cwiczenie 2

Kapitat 5000 zt ztozono w banku na dziesie¢ lat przy oprocentowaniu wynosza-
cym 5% 1 rocznej kapitalizacji odsetek. Oblicz wysoko$é dopisanych odsetek.
O ile mniejszy bedzie zgromadzony kapital, jesli od odsetek jest naliczany
podatek w wysokosci 20% w skali roku?

Cwiczenie 3

Kapital 800 zt ztozono w banku na piec¢ lat. Oblicz wielkosé¢ kapitatu po upty-
wie tego czasu w przypadku, gdy kapitalizacja odsetek byta roczna, od odsetek
naliczano podatek w wysokosci 20% w skali roku, a oprocentowanie:

a) w pierwszych dwéch latach wynosito 8%, w ostatnich trzech — 4%,
b) w pierwszych trzech latach wynosilo 4%, w ostatnich dwéch — 8%,

c) w pierwszych dwéch latach wynosito 7%, w kolejnych dwoch — 5%, w ostat-
nim roku — 2%.
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Odsetki moga by¢ dopisywane czeSciej niz co rok. Jezeli sa dopisywane co
kwartal, mowimy o kapitalizacji kwartalnej, jesli co miesiac — o kapitalizacji
miesieczne].

Twierdzenie

Kapital w wysokosci k ztozony w banku na n lat przy oprocentowaniu
rocznym p% i kapitalizacji m razy w roku po n latach wzrosnie do kwoty:

p m-n
k (1 + 100m>

Przyktad 3

W bankach A, B i C lokaty terminowe sa oprocentowane 6% w skali roku.
Odsetki sa kapitalizowane: w banku A — co rok, w banku B — co kwartal,
a w banku C' — co miesigc. Do kazdego z tych bankéw wptacono 1000 zt.
W ktorym banku odsetki od tej kwoty po roku beda najwieksze? O jaki pro-
cent wzrosnie kapitat w kazdym z tych bankéw po roku?

Kapital po roku wyniesie:

w banku A: 1000 - (1 4+ 0,06) = 1060 [z1],

w banku B: 1000 (1 + %)4 = 1000-(1,015)* ~ 1000 - 1,06136 = 1061,36 [z1],
w banku C: 1000- (1 + %% = 1000-(1,005)'2 ~ 1000-1,06168 = 1061,68 [21].

12
Zatem odsetki dopisane w tych bankach to kolejno: 60 zt, 61,36 zt i 61,68 zt.
Kapital wzrosnie wiec: w banku A — o 6%, w banku B — o 2:3% = 0,06136 ~

1000
~ 6,14%, a w banku C — o 2% = 0,06168 ~ 6,17%.

1000

Cwiczenie 4

Bank X oferuje kapitalizacje pélroczng przy rocznej stopie 8%, a bank Y —
kapitalizacje kwartalng przy rocznej stopie p%. Dla ktérej wartosci p oprocen-
towanie w skali roku jest w obu bankach najbardziej zblizone?

A.p=4 B.p=7,92 C.p=8

Roczng stope procentowa p% taka, ze odsetki w wysoko$ci 0’0# sa kapi-

talizowane m razy w roku, nazywa si¢ nominalng stopa procentowa. Rze-
czywisty przyrost kapitalu pokazuje efektywna stopa procentowa r%, przy
ktorej odsetki sa kapitalizowane raz, na koniec roku. Miedzy tymi stopami
zachodzi nastepujaca zaleznosc:

140,01r = (1+ 222

m
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Cwiczenie 5

Pani Katarzyna zlozyta w banku kwote 10000 zt na lokate oprocentowana
4% rocznie. Do jakiej kwoty wzrosnie jej kapital po pieciu latach, jesli odsetki
beda kapitalizowane:

a) co rok, b) co pot roku, c) co kwartat, d) co miesiac?

Cwiczenie 6
Przeczytaj podany w ramce przyktad.

Rodzice zalozyli konto corce. Postanowili wptaca¢ na nie 200 zt na po-
czatku kazdego roku przez pigé¢ lat. Oprocentowanie roczne w catym tym
okresie wynosi 5%, a kapitalizacja nastepuje co rok. Jaka kwote bedzie
miata na koncie ich cérka po pieciu latach od pierwszej wplaty?

Pierwsza wptata w wysokosci 200 zt bedzie kapitalizowana pie¢ razy, druga
— wptacona rok pdézniej — cztery razy i kazda kolejna wptata bedzie kapita-
lizowana o jeden raz mniej. Zatem kapitat po pieciu latach bedzie wynosit:

200 - 1,05° + 200 - 1,05* + 200 - 1,05% + 200 - 1,052 + 200 - 1,05 =

— 200(1,05 + 1,052 + 17053 + 1,054 + 17()55) — Korzystamy ze wzoru na
1—(1,05)5 sume ciggu geometrycznego.
= 200 - 1,05 : 1_—1,05 ~ 1160,38 [Z}]

Jaka kwota bytaby na koncie opisanym w powyzszym przyktadzie, gdyby okres
oszczedzania byt dtuzszy o pieé¢ lat?

Cwiczenie 7

a) Pani Ania zamierza wplaca¢ 500 zt na konto na poczatku kazdego roku.
Oprocentowanie konta wynosi 4% w skali roku, a odsetki sa kapitalizowane co
rok. Jakie srodki beda zgromadzone na koncie pani Ani po 8 latach, a jakie —
po 20 latach oszczedzania?

b) Jaki kapital znajdzie si¢ na koncie osiemnastolatka, jezeli rodzice, poczaw-
szy od dnia jego urodzenia, wptacali mu do banku co rok 300 z1? Oprocento-
wanie wynosito 6% w skali roku, a odsetki byly kapitalizowane co miesiac.

Cwiczenie 8

Pawel, ktory ma 25 lat, zamierza wptaca¢ 100 zt na fundusz emerytalny na
poczatku kazdego miesigca. Oprocentowanie funduszu wynosi 6% w skali roku,
a kapitalizacja odsetek jest miesieczna. Jaki kapital zostanie zgromadzony
przez Pawla, gdy bedzie on w wieku:

a) 60 lat, b) 65 lat, c) 67 lat?
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Zadania

1. Do jakiej kwoty wzrosnie kapitat po n latach, jezeli ztozymy w banku
2000 zl przy oprocentowaniu rocznym p% i rocznej kapitalizacji odsetek?

a)n=2,p=>5 b)n=5p=5 c) n=10,p=3

2. Do jakiej kwoty wzrosnie kapital po n latach, jezeli ztozymy w banku
na procent skladany 4000 zl przy oprocentowaniu rocznym p% i rocznej
kapitalizacji odsetek?

a)n=2p=4 b)n=>5p=3 c) n=10,p=4

3. Kapital w wysokosci 600 zt zostal ztozony w banku na pieé¢ lat. Oblicz
wielkos$¢ kapitatu po uptywie tego okresu w przypadku, gdy kapitalizacja
byla roczna, a oprocentowanie w pierwszym roku wynosito:

a) 6%, w drugim roku — 5,5%, a w trzech ostatnich latach — 4%,

b) 5,5%, w trzech kolejnych latach — 4%, a w ostatnim roku — 6%.

4. Oprocentowanie czteroletniej lokaty z roczng kapitalizacja odsetek wyno-
sito w kolejnych latach 9%, 8%, 7% i 6%. Zaproponuj stala roczng stope
procentowa %, przy ktérej wplacenie kapitalu na cztery lata, z roczna
kapitalizacja odsetek, przyniostoby poréwnywalny zysk. Wartos¢ r podaj
z doktadnoscig do dwdch miejsc po przecinku.

5. Jaka kwote w pelnych ztotych nalezy ulokowa¢ na koncie o rocznym opro-
centowaniu 4% i przy rocznej kapitalizacji odsetek, aby po pieciu latach
uzyskaé¢ co najmniej 1216 zt? Jaka kwote w pelnych ztotych nalezatloby
wplaci¢, aby uzyska¢ co najmniej 1216 zl po trzech latach?

6. Bank przyjal kwote 50000 zt na 5% rocznie, a nastepnie pozyczyt ja na
6% rocznie. Ile zyskal bank w ciggu pieciu lat, a ile by zyskal w ciggu
dziesieciu lat?

7. Do banku wptacono 3000 zt na trzy lata przy rocznej stopie procento-
wej 6%. Ile bedzie wynosit kapital po uptywie tego okresu, jesli odsetki sg
kapitalizowane: a) co p6t roku, b) co kwartal, ¢) co miesiac, d) codziennie?

8. Warunki oferowane przez banki dla lokat dwuletnich sa nastepujace:
bank A — 5,44% rocznie, odsetki kapitalizowane co miesiac,
bank B — 5,5% rocznie, odsetki kapitalizowane co kwartal,
bank C' — 5,6% rocznie, odsetki kapitalizowane co pot roku,
bank D — 5,656% rocznie, odsetki kapitalizowane co rok.
Ktory z tych bankéw oferuje najkorzystniejsze warunki?
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10.

11.

12.

13.

Firma X zaciagneta w banku kredyt w wysokosci 10 000 zt. Co roku bank
nalicza odsetki w wysokosci 10%. Kredyt wraz z odsetkami ma by¢ spla-
cony jednorazowo po n latach. Na ile lat zostal zaciagniety kredyt, jezeli
wiadomo, ze firma X bedzie musiata sptaci¢ 13310 zt?

Dziadkowie w dniu narodzin wnuka zdeponowali dla niego w banku kwote
k zl na osiemnascie lat, oprocentowang 5% w skali roku z roczng kapi-
talizacja odsetek. Obecnie chlopiec ma dziewie¢ lat i kwota ta wzrosta
do 7757 zt. Ile wynosit kapital poczatkowy k zt? Jaka kwota bedzie na
rachunku na koniec okresu oszczedzania?

Kuba zamierza kupi¢ samochdd, ktéry kosztuje 40000 zt. Zakup finan-
suje ze srodkow wlasnych i zaciggnietego na ten cel kredytu. Kredyt wraz
z odsetkami, ktére wyniosa 1200 zt, ma by¢ sptacony po roku. Ile Srod-
kéw wlasnych ma Kuba, jezeli oprocentowanie kredytu wynosi 8% w skali
roku?

Kapitat w wysokosci 1000 zt wptacono do banku na lokate z miesieczna
kapitalizacja odsetek. Po ilu latach kapital ten sie podwoi, jezeli wiadomo,
ze oprocentowanie w skali roku wynosi: a) 6%, b) 3%?

Pan Lech zaciagnal kredyt w wysokosci 100000 zi, oprocentowany 10%
w skali roku. Kredyt bedzie sptacany w réwnych ratach po 30000 zt na
koniec kazdego roku, przy czym ostatnia rata moze by¢ mniejsza. Odsetki
sa naliczane rocznie tylko od niesptaconej czesci kredytu. W tabeli przed-
stawiono sposob obliczania stanu zadtuzenia po kolejnych latach.

Rok  Doliczone odsetki [z1] Stan zadluzenia [z1]

1 0,1-100000 = 10000 100000 + 10000 — 30000 = 80000
2 - 0,1-80000 = 8000 80000 + 8000 — 30 000 = 58 000
3. 0,1-58000 = 5800 58 000 + 5800 — 30 000 = 33 800
4 0,1-33800 = 3380 33 800 + 3380 — 30 000 = 7180
5 0,1-7180 =718 7180 + 718 — 7898 = 0

Zatem lacznie trzeba splaci¢ 4 - 30 000 4 7898 = 127 898 [z1].

a) Sporzadz analogiczna tabele dla kredytu w wysokosci 100000 zt, opro-
centowanego 20% w skali roku, splacanego na tych samych zasadach co
kredyt pana Lecha. Jaka kwote trzeba tacznie sptacic¢?

b) Ile czasu trwaloby splacanie takiego kredytu, gdyby oprocentowanie
wynosito 25% w skali roku?
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R 3.14. Granica ciagu

Uwaga. W lekcjach 3.14-3.17 rozwazamy ciagi nieskonczone.
B Intuicyjne pojecie granicy

Przyktad 1 Y

; — 2
kres ciggu a, = =. KT A R I N S T ———
2 1

Kolejne wyrazy tego ciggu: 2, 1, 3, 5,

2 1 AN T

=, 3,.-- 89 ycoraz blizej” liczby 0.

Przyktad 2

Na rysunku obok przedstawiono wy- X

kres ciggu: . i -
Gn=2+% e S e T

2&, 1%, 2%, 1%,... sq ,coraz blizej” 5 . - —

liczby 2. : 4 S T - N

W powyzszych przyktadach wyrazy nieskonczonego ciagu sa ,coraz blizej”
pewnej liczby. Liczbe te nazywamy granicg lub granica wlasciwa ciagu.
Jesli ciag (a,) ma granice réwna g, to piszemy:
. Skrot ,lim” pochodzi od tacin-
lima, =g : . :
oo skiego stowa limes — granica.
co czytamy: ,granicg ciagu a, przy n dazacym do nieskonczonosci jest licz-
ba ¢” lub ,ciag a, dazy do liczby g przy n dazacym do nieskonczonosci”.
Informacje te mozemy tez zapisac tak: a, — g przy n — oo.

Cwiczenie 1

Narysuj wykres ciagu (a, ) i na tej podstawie podaj granice tego ciagu.
__3 _ (=1 —4_ 1

a) a, = = b) a, =1+ B c) a, =4 o

Przyktad 3 e :

Na rysunku obok przedstawiono wy- A

kres ciagu a, = 1+ L. Granica tego 1+_e’i‘——§———-‘—%—r—;——;—j—f—j-—

ciggu jest liczba 1, co zapisujemy: I B s St o oni St s i o

: 1) _ - - -

Zauwazmy, ze dla dowolnej liczby € > 0 prawie wszystkie (wszystkie z wyjat-
kiem skoniczonej liczby) wyrazy tego ciggu sa oddalone od 1 o mniej niz €, czyli
la, — 1] < e, co zapisujemy tez: a, € (1 —e;1+ ¢) dla prawie wszystkich n.
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Definicja
Ciag (a,) ma granice réwna g, jesli dla kazdego € > 0 istnieje liczba natu-
ralna k taka, ze dla wszystkich n > k zachodzi niero6wnos¢:
lan, —g| <€

Jesli ciag (a,) ma granice réwna g, to méwimy, ze jest zbiezny do g.

Przyk’rad 4 A Y, O
Granica ciagu a,, = (%)n jest liczba O.
lim ()" =0

Na przyklad dla e = {5 warunek |(3)" — 0| < € jest |
spelniony, gdy n > 3, a dla ¢ = 155, gdy n > 9. g

Cwiczenie 2
Dany jest ciag a,, = 0,9™. Dla jakich n jest spelniona nier6wnos¢ |a,, —0| < 1—10?

Twierdzenie

= Jesli g € (—1;1), to lim ¢" = 0.

= Jesli a € (0;00), to lim {/a = 1.

Czesto w zadaniach bedziemy mieli do czynienia z nastepujacymi granicami:

lim + =0, lim#zo, lim\/i%:()

n—oo n n—oo

Twierdzenie

Jesli k € (0;00), to lim L=

n—00 nk

Cwiczenie 3
Granica ciagu a,, = ﬁ jest liczba 0. Ktére wyrazy tego ciagu spelniaja waru-
nek |a, — 0| < ¢, gdy:

a) € =, b) e =%, c) € =15, d) e =107°?
Przyktad 5 v ; _
Ciag staty: a,a,a,... ma granice rowna a. Na ry- S O S T O .
sunku obok przedstawiono wykres ciggu a,, = % L LU WL
- 2 o 1 | X
Granica tego ciggu: lim § = 3. - .
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Przyktad 6

Ciag naprzemienny a,, = (—1)" nie ma granicy. v

Aby to stwierdzié, wystarczy przyjaé € = % s el ........
Nie istnieje liczba g taka, zeby wyrazy o nume- 5 1 : :X
rach parzystych (réwne 1) i wyrazy o numerach  _q| . . . . .

nieparzystych (rowne —1) byly jednocze$nie od-

legte od g o mniej niz %

Twierdzenie

Ciag moze mie¢ tylko jedna granice.

Zauwaz, ze jesli ciag (a, ) ma granice réwna g, to liczba ta jest rowniez granica
kazdego jego podciagu.

Jesli dwa podciagi ciagu (a, ) maja rézne granice, to ciag (a, ) nie ma granicy.

Przyktad 7
Rozpatrzmy ciag (a,) okreslony wzorem:

{ 2 dla n nieparzystych

L dla n parzystych

Podciag wyrazéw tego ciggu o numerach nieparzystych ma granice réwna 2,
a podciag wyrazow o numerach parzystych ma granice rowna 0. Zatem ciag
(a,) nie ma granicy.

Cwiczenie 4
Czy ciag (a,) ma granice?
1

dla n nieparzystych 1+ % dla n nieparzystych

a) an = { 1— % dla n parzystych = { /2 dla n parzystych
Zadania
1. Narysuj wykres ciagu (a,). Czy ten ciag ma granice?

a) a, =142 c) a, =sin % e) a, = (—3)"

b) a, =4— 1 d) a, = (-1)"- == f) a, =28
2. Ktoére wyrazy ciggu a,, = + spelniajg warunek |a, — 0| < e, gdy:

a) € =35, b) e = &, c) €= 105 d) e =1079?
3. Dla jakich n jest spelniona nieréwnosé |a, — g| < &7

a) a, =", g=1 e= 5 b)a,=2—=, =2, € = 15055

3.14. Granica ciggu
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R 3.15. Ciagi rozbiezne

Ciag, ktoéry ma granice, nazywamy ciggiem zbieznym. O ciagu, ktory nie ma
granicy, mowimy, ze jest rozbiezny. Przyktadami ciaggéw rozbieznych sa ciagi
a, = (—1)" oraz b, = sinn (wykres powyzej). Szczegblnymi przykladami
ciggdéw rozbieznych sa ciagi rozbiezne do —oo i ciggi rozbiezne do oo.

Definicja

Ciag (a,) jest rozbiezny do oo, jesli dla kazdej liczby M istnieje liczba
naturalna k taka, ze dla wszystkich n > k zachodzi nieréwnos¢ a,, > M.

O ciggu rozbieznym do oo méwimy, ze ma granice niewlasciwg oo, i piszemy:
lim a,, = o0 lub a, — oo przy n — oo.

n—oo

Przyktad 1 Yy o
Ciag a, = n? jest rozbiezny do oo, co zapisujemy lim n? = co. -~ s e

n—od

Prawie wszystkie (wszystkie z wyjatkiem skonczonej liczby)

wyrazy ciggu sa wicksze od dowolnie wybranej liczby M. Na
przyktad dla M = 100 wszystkie wyrazy, poczawszy od jede- S
nastego, spelniajg warunek a,, > M. - 3
Cwiczenie1 0L bbbl
Okregl, dla jakich n zachodzi nieréwnosé¢ a,, > M. Czy dla
dowolnie wybranej liczby M mozna wskazaé takie n?

a) a, =n—10, M =100 c) a, =+/n, M =40

b) an = gn, M =150 d) a, =2, M=1000 o T3

Definicja

Ciag (a,) jest rozbiezny do —oo, jesli dla kazdej liczby M istnieje liczba
naturalna k taka, ze dla wszystkich n > k zachodzi nieréwnosé a,, < M.

O ciggu rozbieznym do —oo méwimy, ze ma granice niewlasciwg —oo, i pi-
szemy: lim a,, = —oco lub a, — —o0 przy n — oo.

n—oo
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Cwiczenie 2 Y

Na rysunku obok przedstawiono wykres ciaga 1| " ............ ........ ....... - ...... -
a, = —+/n. Jest to ciagg rozbiezny do —oco. O 1 ;_ | )Z
Ktére wyrazy tego ciagu spelniajp warunek: | ¢ % 4 f i
a) ay < —10, ¢) a, < —1000,

b) a, < —500, d) a, < —100007

Przyktad 2
Czy ciag a, = (—1)" - n ma granice niewladciwa?

Ciag (a,,) nie jest rozbiezny ani do —oo, ani do oo, gdyz jego podciag wyrazow
o numerach parzystych jest rozbiezny do oo, a podciag wyrazéw o numerach
nieparzystych jest rozbiezny do —oo.

Twierdzenie

= Jesli g > 1, to lim ¢" = oo. w Jesli k£ > 0, to lim n* = oo.

n—oo n—oo

Cwiczenie 3
Czy ciag (a,) ma granice niewlasciwa?
b) a, =

) { —2" dla n nieparzystych { 2°" dla n nieparzystych
a) a, =

—n? dla n parzystych 2" dla n parzystych

Zadania

1. Czy ciag (a,) jest rozbiezny do —oc lub do oo?
a) a, =—sn  ¢) a, =3" e) a, =0,1" g) a, = —n

b) a,=(—4)" d)a,=(-2)" f) a,=(0,9)" h)a,=n>-100
2. Ktore wyrazy ciagu (a,) naleza do przedziatu (M;o00)?

a) a, =+n®, M =200 ¢) a, =2, M =50
b) a, = 3n*, M =20000 d) a, = =5, M = 500

3. a) Dany jest ciag a,, = ¥/n. Dla jakich n jest spelniony warunek a,, > 10,
a dla jakich — warunek a,, > 1007

b) Dany jest ciag a, = n*+40n*—25n. Dla jakich n jest spelniony warunek
a, > 10007

@ 4. Udowodnij, korzystajac z definicji, ze ciag arytmetyczny (a,), w ktérym

a; = —100 oraz r = 2, jest rozbiezny do oc.
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R 3.16. Obliczanie granic ciagéw (1)

Przy obliczaniu granic ciagéw bedziemy korzystac¢ z ponizszego twierdzenia.

Jezeli lim a,, = a, lim b, = b, gdzie a,b € R, to:
n—oo n—oo . .
granica iloczynu

= lim(c-a,) =c-a, gdziece R T
n_wo( ") g ciggu i liczby
= lim(a, +0b,) = lima, + limb, =a+10b granica sumy ciggow
n—oo n—oo n—oo
= lim (an ) =lima, —limb, =a—0> granica réznicy ciggow
n—oo n—oo n—oo
L hm( ) = lim a,, - lim b, b granica iloczynu ciggow
n—oo n—oo n—oo
lim a
n lim %o = nox T &
n—oo bn 7%520 bn b
gdy b#0ib, #0dlan e N, granica ilorazu ciggéw
Przyktad 1
Oblicz granice ciagu a,, = %

2
lim 224371 _ <5—|—%—%)—5—|—l1m§—hmiz5+0—0:5

2

2
n—oo n n—00

n—oo 1 n—00

Cwiczenie 1
Oblicz granice ciagu (a,,).

—2n?+4 6n> —4n?+n (n+1)
a) an = n2 b) n = 2n3 C> n n?
Przyktad 2
. . . . 3 +1
a) Oblicz granicg ciagu a, = .
W pierwszym kroku licznik i mianownik dzielimy przez n:
1 i 1 1
posngn g 34d im(3+a)  Stlmow si0
= lit L = & 3 .
oo dnt2noedyd o lm(ab)  dAdlmn o 440
. . . ) 2 _ +1
b) Oblicz granicg ciagu a, = £ 5.
W pierwszym kroku licznik i mianownik dzielimy przez n?:
2 214 L
2n“—-—n+1 _ ;. n 2 2—0+4+0 2

Cwiczenie 2

Oblicz granice ciagu (a,,).

n+3 1—4n
10n—6 b) Qn

a) a, =
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=~ |

Cwiczenie 3
Oblicz granice ciagu (a,,).

_ —8n?2-3n+1 _ 3n3-n?42 _ 1—4n—17n3
W)= s P T i s 9 T e
Przyktad 3
Oblicz granice ciggu a,, (é’;ii;g:ﬂ)

7 kazdego czynnika wytaczamy n przed nawias. /O /0
lim pE2m+3) g n2(1+%)(1+%) = lim (H_%)(H_%) _ 1
n—oo (2n+1)(Bn—1)  n-co m2(2+41)(3-1)  noe (242)(3-1)

Cwiczenie 4

Oblicz granice ciagu (a,)-

_ (Bn—-1)(2n+1) ¢) a, = (2n+1)3 _ (n?-2)(2n+1)
(n+2)(4n—1) " (n+2)3 (6n—4)(n2+1)

_ (2n4+T7)(44+5n) _ (n+1)4 _ (3=2n%)(n—6)
b) an = (3n+5)(4—3n) ) an = (n+2)4 f) an = (2n—5)3

Przyktad 4
. . 14+424+...4+n
Oblicz il_r& PRI

Licznik utamka jest suma n wyrazow ciagu arytmetycznego, zatem:

(14+n)n / /O
. 14+24+...4+n . ) n+n .t 0
T e A e a6 S 6 U
. \0
Cwiczenie 5
Oblicz granice.
a) lim 1+2+3+...+n b) lim 24+44+64...+2n C) lim 4+8+124...+4n
Przyktad 5
Oblicz lim 43 ;f. 0
n—00 : 2/
lim 4" =2 — lim L—4n _ 1 Dzielimy licznik i mianownik
n—oo 3-4M n—oo 3 3 utamka przez 4".
Cwiczenie 6
Oblicz granice ciagu (a,)-
_2m 41 3746 _oongn
a) a, = o c) U = 5y e) Un = o3 7m
o on o 2n_|_3n o 3n _gn
b) In = 5 379n d) a = on _ 3n £) In = i 5.sn
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191 I



Cwiczenie 7
Korzystajac z podanej obok informacji, oblicz:
a) lim v/3n, b) lim V5n?2.

n—oo n—oo

lim {/n=1

n—oo

Przy wyznaczaniu granic ciggéw mozna skorzystaé z ponizszego twierdzenia.

Twierdzenie o trzech ciggach

Jesli wyrazy ciagow (a,), (b,) i (c,) spelniaja nieréwnosé a, < b, < ¢,
dla wszystkich (lub prawie wszystkich) n € N, oraz lim a, = lim ¢, = g,

to lim b, = g.

n—aoo

Przyktad 6
Oblicz granice ciaggu a,, = /10" + 7".
Zauwazmy, ze dla n € N, sa prawdziwe nierownoSci:
V10m < /10" + 7m < /10" + 10" = /2 - 10n
lim ¥/10" = lim 10 = 10 oraz lim ¢/2-10" = lim (¥/2-10) =110 = 10.

Zatem na podstawie twierdzenia o trzech ciagach: lim /10" + 7" = 10.

Cwiczenie 8
Oblicz granice.

a) lim 6m + 8n c) lim V3.2n 4.7 e) lim V74 sinn

n—oo n—oo n—oo

b) lim {/4n — 2n d) lim /27 4 3n + 4n f) lim /3-4" — cosn

n—oo n—oo n—oo

Wskazéwka. W podpunkcie b) zauwaz, ze /4™ — 27 =43/1 — 27",

Zadania

1. Oblicz granice ciagu (a,).

1 2 3 2
sn—+8 —6n“+n->5 —4n° +4n“° -1
a) a, = 2—— c) a, = e) a, =
) " 2n +4 ) " 14 n+3n2 ) " —6nt+4n?2 +1
3n2 —12 100n2 +1 8n8 +6nb —4ant
b) a, = -2 —=2 d)an:4n—+ f) aq, =2 ton —n
2n“ + 3n n*—+3n nd +n7—n9

2. Oblicz granice ciagu (a,).

o (n—|—2)2 on3 —n?24+2n+1

(n?41)(6 —4n?)
(n—1)(n®+ 1) ¢)

_ (2n+3)3 _ (n—=1)(3n+1)?
b)an="7T"0r  da=Gg—5nry P

a) a,, C) ap =

- (2n—1)2
_ (n+1)?(2n-1)*
N (n+2)4

I 192 3. Ciagi

Tt _ntl)

3. Oblicz granice ciagu (a,).

2" 457 4" 4 6-97 36" 44nt!
a) @y = 51 — 21 b) an 4n —gn ¢) an = 6nt2—2.4n
4. Oblicz granice ciagu (a,,).
142434+ ...42n 10007
a) @y = n2 +1 d) a, = 14+34+54+7+...+(2n+1)
_ 4n?-3n+1  244464...+(2n+2)
b) a, = 14+243+...4+n ¢) ay n3 +2n+5
¢) a, = 14+2434+...4+n+(n+1) £) a, = 1-24+3—4+...+(2n—1)—-2n
" 1+24+3+...4+n " n+4
5. Oblicz granice ciagu (a,,).
n n 100sinn
a) a, =6-5"+7-3" ¢) a,= {/4n+ L e) a, = Y
n n 8 cosn?
b) a, = V9" — 3" d) a, = {/bn+ (-1)» f) a, = "
: 1 1 1 1 1 2 1 1 1 2 1 3 : P
6. NleChslzi'T,52:§'§+§'5,53:§'§+§'§+§'§IOgOlnle
-1, 1,1 24,1 3 Lo, &8 ; ;
Sp =% .82 L8 .8 s s || e n.ObllczglegOSn.
N 1‘.. 1"......... e g [ T o
o) 1 I o e, 1 O 1

Na rysunkach przedstawiono interpretacje geometryczna sum Ss, S5, S19 1 S90.

7. Niech 8, =1 ()" 4 1.(2)" 1

n n mn

1

n

.(§
n

Oblicz lim S,,, korzystajac z tego, ze:

n—oo

) L ()

12+22+32+...+n2: n(n+1)(2n+1)

A

1] 1

1

u

6

& X
/ d

-

(0] 1 1 O

2

1

e

O

2> e

1 O 1

Na rysunkach przedstawiono interpretacje geometryczna sum Sz, Sy, Sg i Si6-
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R 3.17. Obliczanie granic

ciagow (2)

Dla ciaggéw majacych granice niewltasciwg oo zachodzg ponizsze wlasnosci.

Analogiczne wlasnosci zachodza dla ciagdéw majacych granice —oc.

= Jesli lim a,, =00 i lim b, = oo, to
® Jesli lim a, =00 1 lim b, =0, to
= Jesli lim a,, =00 i lim b, = oo, to
= Jesli lima,, =00 i limb,=0b>0, to
n—oo n—oo
m Jesli lima, =00 i limb, =b<0, to
n—oo n—oo
Cwiczenie 1
Ile jest réwna granica iloczynu ciagéw (a,,)
a) lim a, = oo i lim b, = —o0, b)
Przyktad 1

Oblicz granice ciggu a, = n* — 100n? — 5n.

lim (n* — 100n? — 5n) = lim n

n—oo n—oo

Cwiczenie 2
Oblicz granice.

a) lim (6n® —2n* —2050) b) lim (—7n* 4+ 100 + 3)

n—oo n—oo

i (bn), gdy:
lim a, = —oc0 i lim b,, = —00?

00 o0 0

n? n3

/(1—@—i>:oo

n—oo

Jesli ciag (b,,) o wyrazach niezerowych ma granice b > 0 oraz:

n

. a . . a
= lim a,, = 00, to lim = = oo, = lim a,, = —o0, to lim =2 = —o0.

n—oo n—oo b n—oo n—oo bn

Jesli ciag (b,) o wyrazach niezerowych ma granice b < 0 oraz:

= lim a, = 00, to lim 2% = —oo, = lim a, = —00, to lim £& = co.
n—aoo n—oo n n—oo n—oo n
Przyktad 2
: : : __ 3n°—-2n+41
Oblicz granice ciagu a,, = s
A /0 /0 Po podzieleniu licznika i mianownika
. 3n5 _ond41 . 3n3— % 4+ przez n? otrzymujemy utamek,
li —— = = lim —5n = o ktorego licznik jest rozbiezny do oo,
nooo 2RSS neee 2+ a mianownik ma ice 16 2
N granice réwna 2.
0

BN 194 3. Ciagi

¢) lim(n —nt)-2"

Cwiczenie 3
Oblicz granice.

. 2nt—n242 . n3—2n2+41 . 44+5n—2nd
a) lim ———= b) Iim ——————— c) im ——————
) n—oo 3?’L3 + 6 ) n—oo 6 + n — n2 ) n—oo 8"’L 0,5’I’L3
Twierdzenie
Jesli lim a,, = a, gdzie a € R, oraz lim b, = oo (lub lim b, = —0),
n—0o0 n—oo n—oo

gdzie b, # 0 dlan € N, to lim =% =

n—oo Un
Przyktad 3
2
Oblicz granice ciggu a, = —on—4n_
& € ClaEH n nd+6n2+5 Po podzieleniu licznika i mianownika
2 .
10m2 — dn, 10 — 4 0 pr%ez n 'otrz'ymut]emy qiame}rk,
lim S5 s — UM ——— = 0 ktoérego licznik ma granice rowng 10,
n—ooo N3 +6n2 +5 n—>oo’n,—‘,—6—|——7 . o ..
N n a mianownik jest rozbiezny do oo.
o N
Cwiczenie 4
Oblicz granice.
. 100n +8 . 20n2+6n . 12n?2 -1
a) lim ——— b) lim —— c) lim ———
) n—oo N2 +5n ) nooo 6nt+4n ) n—oo nZ—n4

W przyktadzie 4. wyznaczamy lim (a,, -b,), gdy lim a,, = oo oraz lim b, = 0.

n—oo n—od n—oo

Przyktad 4
Oblicz lim (a,, - by,).
a) a,=n’ b, = %, lim (a, - b,) = lim (n3 %) = lim n? = ¢
b) a, =n3, b, = — lim (a, - b,) = lim (n3 i>zliml:O
n ’ n ’I’L4 ’ n—oo " n—oo TL4 n—oo N
d) a,=n, b, = (_:L)n, granica ciagu (a,, - b,) nie istnieje (uzasadnij).

Zwrbéémy uwage na to, ze gdy lim a,, = ocoi lim b, = 0, granica ciagu (a,, -b,)

n—oo n—oo
moze nie istnie¢, natomiast gdy istnieje, nie mozemy podac jej wartosci bez
szczegdltowej analizy danego przyktadu.
Moéwimy wéwczas, ze mamy do czynienia z symbolem nieoznaczonym [oo - 0].
00 0

Inne symbole nieoznaczone to miedzy innymi: [co — o], [g] oraz [6]'

3.17. Obliczanie granic ciggéw (2)
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Twierdzenie

Jesli lim a,, = oo, gdzie a,, > 0dlan € N, to lim /a,, = co.

n—oo n—oo

Przyktad 5
Oblicz lim (vn+9 —v/n +4).

Mamy tu do czynienia z symbolem nieoznaczonym typu [co — oo]. Granice
obliczamy, mnozac i dzielac réznice pierwiastkéw przez ich sume.

. B 1o (Wn4+9—-vVn+4)(Vn+9+vn+4)

lim (Vi +9 — v +4) = lim Vnto+vntd -

T n+9)—(n+4) . 5 o
= lim =g = lim o = 0

Cwiczenie 5

Oblicz granice ciagu (a,,).
a) a, =vn+2—+yn+1 d) a,=n—+vnz—n
b) an = VAn —1— 31+ 5
c) a, =V4n2 +n —2n

Zadania

1. Oblicz granice ciagu (a,,).
¢) a, =n>—2n+1

d) a, = 100n3 — 0,1n*

e) a, = —n*(6n —n?)

f) a, =n(l—n)(2—n?)

a) a, =n*—10n

b) a, =n*—n?

n*42n -5 (2n+3)(3n —1)2

)
2. Oblicz granice ciagu (a,,).
)

_ 2n2 41 B -
a) Un = n—8 d) an = n2 —n+3 g) Un = (n—1)(1—n)
_ n3-1 _ 3n—-n34nt _ (2-n)34+n)
b) Un = 2—-n2 e) Un = 9+n2—6n3 h) Un = (2+n)2(6+n)
—n* 4100 2n3 —n? -1 . (2n3 —1)(1 —5n?)
¢) n = 5—n? f) an, = (4n+1)2 i) an = (n342)(1—-2n)

3. Oblicz granice ciagu (a,,).
) a,=5"—3-2" ¢) a,=2"+4-T"—5" e) a,=4"—6-2"—100
b) a, =4"4+6"-8" d) a, =-2"+8"+5" f) a,=3"+4"—12"

4 —1
b
2" + 6

4" - 3-8 42
2n 42

)
4. Oblicz granice ciagu (a,).
)

a) Ap = ap = C) an =

BN 196 3. Ciagi

5. Oblicz granice ciagu (a,).

__Jn—-n _ Vn341
a) U = = b) =15
6. Oblicz lim a,,.
) { 1 dlan <500
a) an =19 . .
Gt dlan > 500

5—n? dlan <100
b) a, =

5n2+1
el dlan > 100

7. Oblicz granice.

a) lim (V3n+2—+v3n+1)

b) lim (vV4n —3—+v2n+10)

c) lim (\/n2+2n— 1—n>

n—oo

8. Oblicz lim ~H2nt3nt...+n?

n—00 \4nt +n+1

| 20 dla n < 1000
c) a, =
L=n" dla n > 1000

dla n < 1000
dla n > 1000

o,
N—"
IS
3
I
— N
:oo SNCT;
o+
NI

d) lim (Vn?+2 - V22 +3)

e) lim (\/2n2+ —\/n2—|—2)
f) lim (\/2n2—n—\/2n2+3n+4>

9* Dla jakich wartosci parametru k ciag (a,,) jest rozbiezny do oc?

kn

al G, = ————
) an |k —2|n+3

(k> —1)n? —n —100
kn

b) a, =

10* Wyznacz granice ciagu (a, ) w zaleznosci od parametru p.

_ (p+2)n*+(p+n
[p? —4|n? +6

a) Gy

Twierdzenie

= Jesli a,

IN N

= Jedli a,

(4p? —9)n3 — pn?
b) a, = 5
|2p —3|n? +n

n—oo n—oo

b, dla kazdegon € N, i lim a, = oo, to lim b, = oo.
b

» dla kazdegon € N, i lim b,, = —o0, to lim a,, = —o0.

n—aoo n—aoo

@ 11. Korzystajac z powyzszego twierdzenia, uzasadnij, ze:

a) lim (n + cosn) = oo,

n—oo

b) lim (2y/n + sinn?) = oo,

n—oo

¢) lim (n? —sin2n) = oo,

n—oo

d) lim (tg %" — 2n) = —o0.

n—oo

@ 12 Niech a,, bedzie sumg odwrotnosci liczb naturalnych od 1 do 2", czyli:

m=14+1 a=1+i+:+1 a

Uzasadnij, ze lim a,, = oc.

n—oo

s=1l+g+3+ititgtrtg
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Dowiedz sie wiecej

Ciagi ograniczone

Definicja
Ciag (a,) nazywamy ograniczonym z gory, jesli istnieje liczba M taka, ze
a, < M dla kazdego n € N, .
Ciag (a,) nazywamy ograniczonym z dotu, jesli istnieje liczba m taka, ze
a, > m dla kazdego n € N,..
Ciag (a,) nazywamy ciggiem ograniczonym, jesli jest jednocze$nie ograni-
czony z dotu i z gory, czyli istniejg liczby m 1 M takie, ze m < a, < M
dla kazdego n € N,

Przyktad 1
Rozpatrzmy cigg a, = 20n — n?. Poczatkowymi wyrazami tego ciggu sa: 19,
36, 51, 64, ... Czy ciag ten moze przyjmowaé¢ dowolnie duze wartosci?

Korzystamy ze wzoru na wspotrzedne wierzchotka paraboli bedacej wykresem
funkcji f(z) = 20z — 2? i otrzymujemy y,, = 100. Ramiona paraboli sa skiero-
wane w dol, zatem a,, < 100 dla kazdego n € N, . Ciag (a,,) jest ograniczony
z gory przez liczbe 100.

Zauwaz, ze w definicji nie wymagamy wskazania najmniejszej liczby ograni-
czajacej dany ciag z géry. W przyktadzie ciag (a,) jest ograniczony z gory
réwniez przez liczby: 105, 110, 200 itp.

1. Wymien kilka liczb ograniczajacych ciag (a,) z gory.

a) a, = 10n —n? b) a, = 100n — 2n? ¢) a, = —n*+14n—40
@ 2. Wykaz, ze ciag (a,) jest ograniczony.
a) a, = 5sinn 4+ — b) a, = — + 2cosn® ¢ an:wgo—l—@—l—f)
n 2n n n

Jesli cigg rosnacy jest ograniczony z gory, to ciag ten ma granice. Podobnie
cigg malejacy ograniczony z dotu. Twierdzenie to zwykle formutuje sie krotko:

Twierdzenie

Ciag monotoniczny i ograniczony jest zbiezny.

Mozna wykazac, ze ciag a,, = (1 + %)n jest rosnacy 1 ograniczony, zatem jest
zbiezny. Jego granice oznaczamy litera e i nazywamy liczba Eulera. Jest to
liczba niewymierna, jej przyblizona wartos¢ jest rowna 2,718281828.

BN 198 3. Ciagi

R 3.18. Szereg geometryczny

Przyktad 1
Rozpatrzmy ciag geometryczny o wyrazach 2 " .
poczatkowych: 2, 1, 1, +, &, &£ ... Tloraz 2 |3 [Th

tego ciagu q = %7 wigc suma jego n poczat-  Suma pol wszystkich kwadratéw
kowych wyrazow dana jest wzorem: jest réwna 4.

5, = 4 - )

1
1-3

Czy mozna obliczy¢ sume S =2+ 1+ % + i + % + % + ... wszystkich wyrazow

tego ciagu? Poniewaz S, — 4 przy n — oo (gdyz (%)n — 0 przy n — 00),

przyjmujemy, ze S = 4.
Definicja

Wyrazenie a, +a,q+a;¢*>+a,¢>+... nazywamy szeregiem geometrycznym
o wyrazach: a1, a,q, a1¢%, a1¢>, ... i ilorazie q.

Sume S, = a; +a1q+a1¢*>+...+a;¢" ! nazywamy n-tg sumag czesSciowa tego
szeregu. I tak:

Si=a1, Sy=a+aq, Sz=a1+aiq+aq’, ...
Jesli istnieje granica wtasciwa S = lim S,,, to granice te nazywamy sumag
szeregu, szereg nazywamy zbieznym in;ioszemy: S=a +aq+aq*+...
W przeciwnym wypadku szereg nazywamy rozbieznym.

Przyktad 2
Wyznacz n-ta sume czeSciowa szeregu geometrycznego 12 + 4 + % + % + ...,
a nastepnie oblicz sume tego szeregu.

. _ . . . 1
Pierwszy wyraz szeregu a; = 12, a jego iloraz ¢ = 3. Zatem n-ta suma czg-
sciowa wyraza sie wzorem:

5 _ 12(1—(

n 1—
Obliczamy sume szeregu:
S =lim S, = lim 18(1 — (3)") =18

n—oo n—oo

D= isi- @)

U

Cwiczenie 1
Wyznacz n-ta sume czeSciowa szeregu geometrycznego, a nastepnie oblicz
sume tego szeregu.

a) 1+1+54+5+... b)1—3+—4+...
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Twierdzenie @ Przyktad 5

, _ . , _ Uzasadnij, ze szereg geometryczny 1+ 3 + 2 4 2L 4 ... jest rozbiezny.
Szereg geometryczny o pierwszym wyrazie a; i ilorazie ¢ € (—1;1) jest 8
zbiezny, a jego suma wyraza sie wzorem: Horaz szeregu q = % Wyznaczamy n-ta sume czesciowa:
§ =2 § —143409 syt _12(3) oo gy
1—q n +2+4+"'+(2) T 1_% o + (2)
Badamy granice:
Dowéd. Dla |¢| < 1 mamy lim ¢" = 0. Zatem: lelj{)lo S, = Aljf)lo (—2 +2- (%)n) =00
S— lim S. = Jim ®d=d") _ a1 Zatem szereg jest rozbiezny do oo.
n—00 " n—00 1—¢q 1-¢q
Twierdzenie
Przyktad 3
; S U i i 0iil ie q jest:
Oblicz sume szeregu geometrycznego 3 + % 4 23_5 4 1:;_5 . zer.eg' geometryczny o pierwszym .W'}./'I‘aZIQ a; # 0 i ilorazie q jes
= zbiezny, gdy |q| < 1, = rozbiezny, gdy |q| > 1.
Mamy a; = 3, ¢ = % € (—1;1), zatem suma S = 1’1_—1(1 = 1?1 = 14—5 :3%.
5
Uwaga. Jesli a; = 0, to szereg ma posta¢ 0+0+0+... Jego suma jest rowna 0.
Cwiczenie 2
Danych jest nieskonczenie wiele odcinkow. Pierwszy z nich ma dlugosé %, Cwiczenie 5
a kazdy nastepny jest 2 razy krotszy od poprzedniego. Ile jest rowna suma Dla jakich wartosci x szereg geometryczny jest zbiezny?
dlugosci wszystkich tych odcinkéw? . . L a) x + 222 + 42° + St + ... ) 1+ 3L TR T
5 1 s 16 T 9z 27x
) - B 2 .3 1 1 1
Cwiczenie 3 b) 1 —z+a®—a+ ... d) 1+1+m2+(1+x2)2+(1+x2)3+“°
Oblicz sume szeregu geometrycznego a; + a1q + a1¢> + ...
. 3 /3 Przyktad 6
a) a; =100,¢=10,9 b)a=12,¢g=1% ¢) g =2—-+2,q="% Rozwiaz rownanie 4 + 4(x — 1) +4(x — 1)?* + ... = 2 + 3.
Przyktad 4 Lewa strona réwnania jest szeregiem geometrycznym o pierwszym wyrazie
Zamien ulamek okresowy na ulamek zwykly. réwnym 4 i ilorazie ¢ = = — 1. Réwnanie ma rozwiazanie, gdy szereg jest
zbiezny, czyli gdy |z — 1| < 1. Zatem z € (0;2).
a) 0,(61)=0,616161...= 0,61+ 0,0061 4+ 0,000061 + ... = K : : .
o Ulamek okresoy 0.(61) orzystamy ze wzoru na sunig szeregu geometrycznego i otrzymujemy:
61 61 61 100 61 ;
= 100 + 1002 + 1003 +...= 11% = 99 przedstawiliémy w posta- m =z+3 / ’ (2 - 33)
100 ci szeregu geometryczne- 9
: = 4 4=—-2"—2+6
go, w ktérym a1 = {55 2
b) 0,5(027) = 0,5027027027... = oraz q = fg. zitz—-2=0
r=-2lubxr=1
= 0,5+ 0,0027 4+ 0,0000027 4 0,0000000027 + ... =
97 —2 ¢ (0;2), zatem rozwiazaniem rownania jest liczba 1.
:O5+w:1+i:l+L:£
’ 1——L 2 ' 9990 2 ' 370 185 £ . .
1000 Cwiczenie 6
Ewiczenie 4 Rozwiaz réwnanie, ktorego lewa strona jest sumg wszystkich wyrazéw nie-
Zamien utamek okresowy na utamek zwykty. skoflczonego ciagu geometrycznego. . . . )
2 3 .4 _ o z 1.2 3 — =
a) 0,7777...  b)0,343434...  ¢)0,1121212...  d) 0,0123123123... a) g—attat—att . =2r—1 D) Ittt =140
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Zadania 9. Dla jakich wartosci x szereg geometryczny jest zbiezny?
1 1 1

a) 1+ 2z —-3)+(2x—3)*+... b) 1+ + + + ...
1. Sprawdz, czy szereg geometryczny jest zbiezny. Jesli jest, oblicz jego sume. z+1l - (z+1)?  (z+1)°
a) 10+9+ 58 4129 4 d) vV3+1+ % +i4 10. Roz/wiaz r(’)wne‘mie, ktérego lewa strona jest suma wszystkich wyrazéw nie-
) 5 skonczonego ciggu geometrycznego.
b) =125 -25—-5—-1—... e) T+ + % +...
L s 16 a)r+14+(x+1)2+(x+1)°+...=822—-1
Tt T T =2 ot

2. Sprawdz, czy szereg geometryczny o pierwszym wyrazie a, i ilorazie ¢ jest

zbiezny. Jesli jest, oblicz jego sume. 11. Wyznacz dziedzine funkcji f i naszkicuj jej wykres.

a) ar=v2—-1,qg=+v2+1 b)ar=v2+1,g=+v2—1 a) fle)=x+a*+2°+... ¢) fla)=1+14+5+...
b) f(x)=—oz+2*>—a°+... d) fla)=—-1+2 -3 + ...
3. Uzupekij brakujaca informacje dotyczaca szeregu geometrycznego zbiez- ) (@) i i ) @) LT
nego o pierwszym wyrazie a;, ilorazie ¢ i sumie S. 12. Wyznacz dziedzine funkcji f i naszkicuj jej wykres.
2
a) al:tg%aqzl_\/gas: C) al:aq:ﬁaszloo a)f(x):—1+x_;—<w_;> + ...
- o
b) ajlz—%7q:,S:—% d) al:_Q\/éaq:7S:_3\/§ b) f( ) x—4 x—4 2
r)=—1+ — ( ) + ...
4. Zamien ulamek okresowy na utamek zwykty. z=3 z-3 Yt

a) 0,(1) c) 0,0(2) e) 0,(60) g) —5,(45) 13. Spirala (rysunek obok) sktada sie z pol-
b) 0,(9) d) 1,3(6) f) 1,8(81) h) —1,(1001) okregéw o promieniach 2, 1, £, 1, ...

. , . , . a) Oblicz dlugosé spirali.
5. Suma pierwszych trzech wyrazéw nieskonczonego ciggu geometrycznego

b) Wyznacz wspélrzedne takiego punk- 1
tu P, ze spirala przecina kazdy z odcinkéw 5
OP i PA w nieskonczenie wielu punktach.

jest rowna 56, a suma wszystkich jego wyrazow jest réwna 64. Oblicz
cztery poczatkowe wyrazy tego ciagu.

6. Suma wszystkich wyrazow nieskonczonego ciggu geometrycznego jest réw-
na %, a iloczyn trzech poczatkowych jego wyrazéw jest rowny —1. Oblicz

plerwszy wyraz i iloraz tego ciagu. Rozpatruje sie rowniez szeregi inne niz geometryczne. Na przyklad szereg

7. a) Suma wszystkich wyrazéw nieskonczonego ciagu geometrycznego jest odwrotnosci liczb naturalnych zwany szeregiem harmonicznym:

rowna 9, a suma jego wyrazéw o numerach parzystych jest rowna %. Oblicz 1+ % + % + i + % + ...

plerwszy wyraz i iloraz tego ciagu. jest rozbiezny do oo, podczas gdy szereg harmoniczny rzedu 2:
: L , : : 1 1 1 1

b) Suma wszystkich wyrazéw nieskoniczonego ciggu geometrycznego jest 1+ =

réwna 6, a suma jego wyrazéw o numerach nieparzystych jest rowna 12. _ . ) ) 2
. : L . jest zbiezny i jego suma jest réwna Z-.
Oblicz pierwszy wyraz i iloraz tego ciggu. 6

8. a) Suma wszystkich wyrazéw nieskonczonego ciggu geometrycznego o ilo- 14. Na rysunku obok przedstawiono poczat-
razie ¢ = —% i pierwszym wyrazie réznym od zera jest dwukrotnie mniejsza kowe fragmenty spiral. Spirala S, sklada- @
od sumy kwadratéw jego wyrazéw. Oblicz pierwszy wyraz tego ciggu. jaca si¢ z odcinkéw o dlugosciach 1, 2, (@l
b) Suma wszystkich wyrazéw nieskoniczonego ciggu geometrycznego jest %, i,... ma nieskonczona diugosé. Oblicz
rowna 20, a suma kwadratéw jego wyrazow jest rowna 240. Oblicz pierwszy dtugosc¢ spirali S5 sktadajacej sie z odcin-
wyraz 1 iloraz tego ciggu. kéw o diugoéciach 1, 0,9, 0,92, 0,97, ... S1 So
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Dowiedz sie wiecej

@ Przyktad 2

Indukcja matematyczna Stosujac zasade indukcji matematycznej, udowodnij, ze dla kazdej liczby na-
O prawdziwos$ci twierdzenia dotyczacego liczb naturalnych nie mozemy wnio- turalnej n liczba 4" 4-5 jest podzielna przez 3.

skowa¢ na podstawie sprawdzenia pewnej (nawet bardzo duzej) liczby przy- 1. Sprawdzamy prawdziwo$é¢ twierdzenia dla ny = 0: 4° + 5 = 6 oraz 3|6,
ktadéw. Twierdzen dotyczacych liczb naturalnych dowodzimy, korzystajac zatem twierdzenie jest prawdziwe.

2 twierdzenia zwanego zasada indukcji matematyczne;. 2. Zakladamy, ze dla liczby naturalnej k, liczba 4% + 5 jest podzielna przez 3.

Zasada indukcji matematycznej Pokazemy, ze wtedy liczba 4" 4+ 5 jest podzielna przez 3.

7 zalozenia, ze liczba 4% + 5 jest podzielna przez 3, wynika istnienie liczby

Jezeli wtasnos¢ dotyczaca liczb naturalnych spelnia warunki: catkowitej a takiej, ze 4* + 5 = 3a.
1. jest prawdziwa dla liczby naturalnej ny, Stad 4% = 3a — 5, czyli:

2. fila kazdej l.iczby natcuralnej k } ng zachod.zi Wynikj(mie: jesli wtasnosé 4 5 =4F. 44 5=(3a—5) 4+5=12a— 15 = 3(4a — 5)

jest prawdziwa dla liczby k, to jest prawdziwa dla liczby k£ + 1, _ il , L. :

Zatem liczba 4! + 5 jest rowniez podzielna przez 3.

to wlasnosé jest prawdziwa dla wszystkich liczb naturalnych n > ny. _ _ § _ ) ) _ _
Na podstawie zasady indukcji matematycznej wnioskujemy, ze dla dowolnej

Warunek 1. nazywamy krokiem poczatkowym, warunek 2. nazywamy krokiem Mezsyy maitmeling] o Mezor & 4 © et pezishng) e 3

indukcyjnym. @ 2. Stosujac zasade indukcji matematycznej, udowodnij, ze:
a) 6|n3 —n, e) 12|]10" —4 dla n > 2,
o) Providad 2 | o b) 3n® + 2 f) 94" +15n - 1
Stosujac zasade indukcji matematycznej, udowodnij, ze suma n poczatkowych , ’ ’
liczb nieparzystych jest wyrazona wzorem: c)*6|n + 1n, g) 97" +3n—1,
14+3+5+...+(2n—1) = n? d)"30[n®> —n, h) 6]10" +4™ —2.
1. Sprawdzamy prawdziwosé wzoru dla ng = 1: @ 3. Odgadnij wzor ogdlny ciagu (a,,). Postawiong hipoteze udowodnij, stosujac
lewa strona L = 1, prawa strona P = 12, zatem wzor jest prawdziwy. zasade indukcji matematycznej.
2. Zaktadamy, ze wzor jest prawdziwy dla liczby naturalnej k > 1 (zalozenie 2) a; =1 b) a; =1
to nazywamy zalozeniem indukcyjnym), czyli: py1 =0ap+2, n2>1 Apni1 =ap +2n+1, n>1

14+3+5+...+(2k—1)=Fk
Wykazemy, ze wzor jest prawdziwy dla liczby k + 1:

1+3+5+.{..+(2k—1)|+ @k+1)—1) =k>+ (2k+1) = (k+ 1) S Ahh st Y, w W‘} ﬁ

Mm
ER
| | '

|
k
SprawdziliSmy, ze wzor jest prawdziwy dla ng = 1, a nastepnie wykazaliSmy,
ze 7 prawdziwosci wzoru dla dowolnej liczby naturalnej & > 1 wynika jego

' B i ] | j

prawdziwos¢ dla k + 1. Zatem na podstawie zasady indukcji matematyczne]

wnioskujemy, ze wzor jest prawdziwy dla kazdej liczby naturalnej n > 1.

Dobrg ilustracja zasady indukcji matematycznej jest domino. Mamy pewnos¢,

IE] 1. Stosujac zasade indukcji matematycznej, udowodnij, ze dla kazdej liczby 2o rmette Ierviatete s menten, iy itk Sretone o wrnimlE

naturalnej n > 1 zachodzi ponizsza réwnosc. . L e .
P, o . } 1. musi si¢ przewroci¢ pierwszy kamien,
a) 1+2+34...+n="= c) 1+20+2°4... 427 =27 -1 2. przewrécenie ktoregokolwiek kamienia (k-tego) pociaga za soba przewro-

b) 124+ 22 4 ... 4 n? = R(eFLCnD) d) P42+, +n® = ln2(n+ 1)2 cenie nastepnego ((k + 1)-szego).
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Powtorzenie

1.

10.

Zestaw |

Oblicz a9 — bg.

_ _ 2 _
a) an:¥7 bn:(_l)n+1_n_1 b) an:n +5’ bn:Em 8

_ nn+1)(n+2)

Oblicz wyrazy a,, as, as i ag ciagu a,, = S . Uzasadnij, ze kazdy

wyraz tego ciggu jest liczba naturalna.

Czy ciag (b,) jest ciagiem arytmetycznym? Okresl jego monotonicznosé.

. 1 _ n+3 _ 9—4n?
a) by =4—5n b)bn——n c) b”_—2n+3

Wyznacz wzér ogblny ciggu arytmetycznego (a,) i oblicz wyraz ag.

a) as =2,a,=06 b) a; =0, a5 =9 c) ay =2, a;p = —10

Wyznacz wzér ogdlny ciggu arytmetycznego (a,, ).

a) CL1—|—CL2:7 b) a4—a2:4 C) CL1'CL2:6
al-a2:10 ag-a4:32 a2+a4:8

Oblicz ésmy wyraz ciagu arytmetycznego (a,).

a) a2:—10,a5:—40 b)a7—|—a9:10 C) alzl,ag—aﬁzﬁ

Oblicz sume S}, ciagu arytmetycznego (a,,).
e) a; =16, Sy =52
f) a3 = —4, SlO = —15

C) 0,2:5, a10:21
d) ay =—-8,r=3

a) a1:2, CL10:29
b) a; =3, r=2

Oblicz sume Sy ciagu arytmetycznego (a,).
C) a; = 5, Qg9 + a1p01 — 150

1 _ 2
a) ay = 3, 100 = 3
= —11 d)a3—|—a6=4%,a10—a4=3

b) aip = —1, aioo

Lewa strona réwnania jest suma kolejnych wyrazéw ciggu arytmetycznego.

Oblicz .
a) 3+5+7+...+x =48
b) 846 +4+...+z=—220

c) 2+ 7412+ ...+ 2 =156
d) —7T—3+1+...+2=110

Oblicz sume wszystkich liczb naturalnych niepodzielnych przez 5, ktore:

a) sa dwucyfrowe, b) sa trzycyfrowe.
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Czy ciag (b,) jest ciagiem geometrycznym? Okresl jego monotoniczno$é.
a) b, =2"" b) b, =3-5" c) b, =2%""1

Oblicz wyrazy od czwartego do dsmego ciagu geometrycznego (a,,).

a) a; =3,q=2 b)a; =—-4,¢g=1 c) a, =—25,a3 =5

Oblicz wyrazy as i as ciagu geometrycznego (a,,).
a) ag = 100, ¢ =10
b) oy = 4, a7 = 128

c) ag=1,a3 a4 =3

d) a; + a3z =10, az = —8ag
Oblicz sume S5 ciagu geometrycznego (a,, ).

a) a1 =3, ¢ =3 c) a; =1, as +as =20
b) a1:—10, q:—% d) G1:—4, 53:—]_2

Dla jakich wartosci x liczby a, b, ¢ sa kolejnymi wyrazami ciggu arytme-
tycznego, a dla jakich — kolejnymi wyrazami ciagu geometrycznego?
a)a=x—9,b=x—6,c=2r—4 b) a = —6x, b = 3z, ¢ = x*

Oblicz 2as — by.

) a; = % bl =0
a
pp1 = (—2)"a, dlan>1 bpi1=0,—(=1)"dlan>1

ar =1 61:1
b){1 1

an+1:an—|—n2dlan>1 bn+1=bn—|—mdlan>l

Podaj rekurencyjne okreslenie ciggu (a,,).

a) a, =n*—3n+1 c) a’n:_%
b) an:4—|—% d) a, =logn

. Do banku wptacono 2000 zt na dwa lata przy rocznej stopie procento-

wej 6%. Ile bedzie wynosil kapital po uplywie tego okresu, jezeli odsetki
sa kapitalizowane:
c) co miesiac?

a) co pél roku, b) co kwartat,

. Kapital w wysokosci 800 zt zostal ztozony w banku oferujacym kapitaliza-

cje miesieczna. Oblicz wysokos¢ kapitatu po roku w przypadku, gdy przez
szes¢ pierwszych miesiecy roczna stopa procentowa wynosita:

a) 6%, a przez szes¢ pozostatych miesiecy — 3%,

b) 3%, a przez sze$¢ pozostatych miesiecy — 6%.

Powtérzenie
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B Zestaw Il
1. Zbadaj monotoniczno$¢ ciagu (a,,).
 —n+2 _ 2n+1 _2n2 41 _ 5-3n
a) ay = 3 b) n = 90 v3 ¢) an = 2n?2 d) a, 2n +1
2. Zbadaj monotoniczno$¢ ciagu (a,)-
a; = 3
a)
ni1 =a, +1dlan>1 an+1—1—andlan 1
a; =1 a; =2
b) 1 1
pi1 =a, —2dlan>1 Qpi1 = 2a, dlan>1

Wykaz, ze dla kazdej wartoéci parametru ¢ ciag (a,) jest rosnacy.

) alzt ) al—t
a
Upy1 = ap(a, +1)+3dlan>1 U1 = 3a; +1dlan>1

S, jest suma n poczatkowych wyrazéw ciagu (a,, ). Czy ciag (a,) jest aryt-
metyczny?

a) S, =3n*+3n b) S, =n*+7

Uzasadnij, ze jesli liczby a, b, ¢ tworza jednoczesnie cigg arytmetyczny
i ciag geometryczny, to jest to ciag staty.

a) Trzy liczby, ktérych suma jest réwna 6, tworza ciagg arytmetyczny. Jesli
do ostatniej z nich dodamy 1, to otrzymamy ciag geometryczny. Wyznacz
te liczby.

b) Trzy liczby, ktérych suma jest rowna 28, tworza ciag geometryczny. Jesli
do drugiej z nich dodamy 2, to otrzymamy ciag arytmetyczny. Wyznacz
te liczby.

Suma trzech wyrazéw: by, bs, by ciagu geometrycznego (b,,) jest réwna 6.
Jesli od ostatniego wyrazu odejmiemy 18, to otrzymamy trzy kolejne wy-
razy ciggu arytmetycznego. Oblicz b, by, bs.

a) Dany jest skonczony ciag geometryczny o parzystej liczbie wyrazéw.
Pierwszy wyraz tego ciggu jest rowny 9, a suma wszystkich wyrazow jest
cztery razy wieksza od sumy wyrazow o numerach parzystych. Oblicz piaty
wyraz tego ciagu.

b) Pierwszy wyraz ciagu geometrycznego jest rowny 12, a stosunek sumy
dziewieciu poczatkowych wyrazoéw do sumy trzech poczatkowych wyrazéw

WYynosi %. Oblicz si6dmy wyraz tego ciggu.
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D] 9.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Cztery okregi sg potozone jak na rysunku obok.
Wykaz, ze jeéli |SABC| = 60° i |[AB| = 2v/3 cm,
to suma dtugosci tych okregéw jest wieksza
od 18,6 cm. Oblicz sume pol két ograni-

A

czonych tymi okregami.

Pola pigciu tréjkatow réwnobocznych
tworza ciag geometryczny o ilorazie %
a suma tych pél jest réwna 31+/3.
Oblicz obwod najwiekszego spo-
srod tych tréjkatow.

B C
Oblicz granice ciagu (a,,).
a) a, = —sn* +10n* +102n e) a, = 0\’/3%1;_36
b) 4, = st ) = Gy
o) an = St ) o = GG
d) a, = % h) a, = %

Oblicz granice ciagu (a,,).
a) a, =+/n—+n-+2 b) a, =vn?+1—/n

Dla jakich wartosci parametru b ciag (a, ) ma granice réwna 27

a) a, = — 2 b) a, = — 20
" (b+1)n+3 " (b4+4)n+b
Oblicz sume szeregu geometrycznego.
a)1+\/7§+%+... b) (1+/3) + ‘F+3+ +3*/§+...
Przedstaw utamek okresowy w postaci utamka zwyktego.
a) 0,(12) b) 0,(342) c) 2,4(23) d) 3,(9)

Wyznacz dziedzine funkcji f oraz naszkicuj jej wykres.
2 _o\2
a) f(z) = (fo) Y. b) fla) = (i_s) T

Rozwiaz rownanie, ktérego lewa strona jest suma wszystkich wyrazéw nie-

skoflczonego ciggu geometrycznego.
1

a) = —|—:r;—|— :1:2—|— x3—|— =2 c) 1—|—2:1:—|—4332—|—...:1_2w
2w 1 _ 1 . _16 1 6n° +5n
b) 2+4 8m+”'_5 d>1+x2+x4+‘ ,Loo 2n2 +1

Powtérzenie
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Zadania z kontekstem realistycznym

1. Pani Katarzyna w dniu 10. urodzin swojego syna Karola zaczeta syste-
matycznie, co rok, wptaca¢ na zatozone dla niego konto bankowe kwote
4000 zt. Oprocentowanie tego konta wynosi 1,5% w skali roku, a kapita-
lizacja odsetek nastepuje co rok. Jaka kwote bedzie mial na tym koncie
Karol w dniu swoich 18. urodzin?

2. Oferta banku ,,Oszczedzaj systematycznie” polega na wptacaniu co kwar-
tal kwoty 2000 zt na rachunek oprocentowany 2% w skali roku przy kwar-
talnej kapitalizacji odsetek. O ile wiecej, w poréwnaniu z suma wplat,
bedzie na rachunku na koniec czwartego kwartatu, jesli umowe na ,,Oszcze-
dzaj systematycznie” zawarto na rok?

3. Pan Tomek zaciagnal na dwa lata kredyt w wysokosci 40000 zt oprocen-
towany 8% w skali roku.

a) Splate kredytu rozlozono na dwie raty tej samej wysokosci. Pierwsza
rata sktadata sie z czeSci pozyczonej kwoty oraz odsetek od petlnej kwoty
kredytu naleznych bankowi po roku od udzielenia kredytu. Druga rate
stanowita pozostata czes¢ pozyczonej kwoty i roczne odsetki od tej czesci.
O ile procent wiecej odda pan Tomek bankowi w poréwnaniu z kwota
pozyczki?

b) O ile procent wiecej oddatby pan Tomek bankowi w poréwnaniu z kwota
pozyczki, gdyby jednorazowo sptacit caly kredyt wraz z odsetkami po
dwdéch latach od jego zaciagniecia?

4. Pozyczke w wysokosci 5000 zt sptacono wraz z odsetkami jednorazowo po
roku. Czy odsetki przekroczyly 5,5% pozyczonej kwoty, jesli kapitalizo-
wane byty miesiecznie, a roczna stopa procentowa wynosita:

a) w pierwszym poélroczu 6%, a w drugim pétroczu 4,8%,

b) w pierwszym kwartale 3,6%, a w pozostalych miesiacach 6%?

5. W pewnym banku mozna zatozy¢ dwuletnia lokate z roczna kapitalizacja
odsetek. Po roku odsetki beda stanowic % odsetek, ktore zostang naliczone
na koniec trwania lokaty. Jakie jest oprocentowanie tej lokaty?

6. Pani Ania zgromadzila na rachunku oszczednosciowym 100000 zi. Nie
bedzie wiecej dokonywa¢ wptat na ten rachunek, ale przez najblizsze 20 lat
zamierza na koniec kazdego roku wyptaca¢ taka sama z géry okreslona
kwote. Jakiej maksymalnie wysokosci moga by¢ wyptaty, jesli roczna stopa
procentowa wynosi 5%, a bank kapitalizuje odsetki rocznie?
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Sposob na zadanie

Przyktad 1

Dany jest nieskonczony ciag trojkatéw prostokatnych réwnoramiennych (75,).
Przyprostokatna tréjkata T; ma diugos¢ 2, a skala podobienstwa trojkata
T, .1 do trojkata T,,, gdzie n € N, jest réwna % Oblicz sume¢ obwodéw tych
trojkatow oraz sume ich pol.

| B AN S
T1 TQ T3 T4 T5 TG

Trojkaty 11, Ts, T3, ... sa podobne, wiec ich obwody tworza nieskonczony ciag

geometryczny o pierwszym wyrazie 4+ 2+/2 i ilorazie réwnym skali podobien-
1

5+ Zatem suma tych obwodow:

So:%Q:8+4\/§

2

stwa, czyli

Pola tych trojkatow tworza nieskonczony ciag geometryczny o pierwszym wy-
razie 2 i ilorazie rownym kwadratowi skali podobienstwa, czyli i. Zatem suma
tYCh pél 2 8

1-1

Odpowiedz: Suma obwodéw jest réwna 8 + 44/2, a suma poél jest réwna %.

=» Zadanie 6, str. 216
Przyktad 2
Dany jest nieskoniczony ciag kwadratéw (K,). Bok kwadratu K; ma dtu-
goéé /5, a skala podobienstwa kwadratu K, ., do kwadratu K, jest réwna ¢
dla kazdego n € N,. Suma p6l tych kwadratéow jest rowna 9. Oblicz sume ich
obwoddw.

L] O

K K> K3 Ky Ks Ks

Stosunek pola K, do pola kwadratu K, jest rowny ¢ dla kazdego n € N,.
Otrzymujemy réwnanie (uzasadnij):
5%
1—q2
2

Stad ¢* = %, czyli ¢ = 5 (skala podobienstwa jest dodatnia).

Zatem suma obwodéw tych kwadratow: Sp = 14\/5 = 12/5.

_2
3

=9

Odpowiedz: Suma obwodéw jest réwna 124/5.
=» Zadanie 6, str. 216

J
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Przed obowiazkowa maturg z matematyki

W zadaniach 1-9 wybierz wtasciwg odpowiedz sposrod podanych.

Zadanie 1 (0-1)

Liczba 6 jest piatym wyrazem ciagu (a, ) o wzorze ogblnym
A.a,=(n—-172+5 C.a,=(Mn—-372%+5
B. a,=(n—2%+5 D.a,=(n—4)*+5

Zadanie 2 (0-1)
Dany jest ciag (a,) o wzorze ogblnym a,, = %. Zaden wyraz tego ciggu nie

jest rowny
A. 8 B. 6 C.5 D. 3

Zadanie 3 (0-1)

Ciggiem malejacym jest ciag (a,) o wzorze ogdlnym
A.a,=n(2—n) C.a,=n(4—n)
B. a, =n(3—n) D. a, =n(5—n)

Zadanie 4 (0-1)

Dany jest ciag (a,) o wzorze ogélnym a, = 7(n — 1) + 4. Jest to ciag arytme-
tyczny o réznicy rownej

A. -4 B. -3 C. 4 D. 7

Zadanie 5 (0-1)
Dany jest ciag (a,) o wzorze ogélnym a, = /2 -n — 1. Suma S5 tego ciagu
jest rowna

A.5vV2 -1 B. 102 -1 C. 10vV/2 -5 D. 15V/2 -5

Zadanie 6 (0-1)

Ciag (a,) jest ciagiem geometrycznym, w ktérym wyraz a, = 36 i iloraz g = 3.
Pierwszy wyraz tego ciagu jest réwny

A B. 11 C. 4 D. 12

9

Zadanie 7 (0-1)
Dany jest ciag geometryczny (a,) o wzorze ogélnym a, = 54 - (—%)n Suma
czterech poczatkowych wyrazow tego ciggu jest liczba nalezaca do przedziatu

A. [-18; —16] B. [16; —14] C. [~14;—12] D. [-12; —10]

Zadanie 8 (0-1)
Ciag (a,) jest ciagiem kolejnych liczb naturalnych, ktérych reszta z dzielenia
przez 4 jest réwna 2. Suma wyrazoéw ai; i ao; tego ciagu jest réwna

A. 120 B. 124 C. 128 D. 132
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Przed obowiazkowa maturg z matematyki

Zadanie 9 (0-1)

Ciag (a,) jest ciagiem kolejnych liczb naturalnych, ktérych reszta z dzielenia
przez 3 jest réwna 1. Suma wyrazéw ciagu (a,,) wiekszych od 10 i mniejszych
od 100 jest rowna

A. 1535 B. 1540 C. 1595 D. 1760

Zadanie 10 (0-1)

Dany jest ciag (a,) o wzorze ogélnym a,, = gn — 6.

Ocen prawdziwos¢ ponizszych stwierdzen. Wybierz P, jesli stwierdzenie jest
prawdziwe, albo F' — jesli jest falszywe.

Ciag (a,) jest ciagiem rosnacym. P F
Ciag (a,,) ma dziewie¢ wyrazéw ujemnych. P F
Zadanie 11

Dany jest ciag (a,) o wzorze ogdlnym a,, = 4n* — 40n + 96.

Zadanie 11.1 (0-1)

Ocen prawdziwo$¢ ponizszych stwierdzen. Wybierz P, jesli stwierdzenie jest
prawdziwe, albo F' — jesli jest falszywe.

Ciag (a,) ma dwa wyrazy réwne 0. P F

Najmniejszy wyraz ciagu (a,,) jest rowny —4. P F

Zadanie 11.2 (0-2)
Wyznacz liczbe wyrazéw ciagu (a,,) mniejszych od 32.

Zadanie 12 (0-1)
Ciag geometryczny (a,) dany jest wzorem a, = —3- (
iloraz tego ciagu.

2n
) . Oznaczmy przez q

DO |

Dokoncz zdanie tak, aby byto prawdziwe. Wybierz odpowiedz A albo B oraz
odpowiedz 1., 2. albo 3.

Ciag (a,) jest ciagiem

A. | rosnacym L |an=-3iq=
oraz 2. oy =-31¢q=

B. malejacym

Ny T S L M

Przed obowigzkowa maturg z matematyki
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Przed obowiazkowa maturg z matematyki

Zadanie 13 (0-2)

Dany jest ciag arytmetyczny o réznicy r.

Dokoncz zdanie. Wybierz dwie odpowiedzi, tak aby dla kazdej z nich otrzy-
mane zdanie byto prawdziwe.

Ciag ten jest malejacy dla

A.r=3-22 C.r=3V3-5 E.r=2-2
B.r:%—‘g D.r:2f—% F.r=m—-3V3

Zadanie 14 (0-1)
Ciag (a,) jest ciagiem kolejnych liczb nieparzystych dodatnich.

Ocen prawdziwos$¢ ponizszych stwierdzen. Wybierz P, jesli stwierdzenie jest
prawdziwe, albo F — jesli jest falszywe.

Suma stu poczatkowych wyrazéw tego ciggu jest

liczba podzielna przez 11. P F
réwna 9999. P F

Zadanie 15 (0-1)
Suma dziesieciu poczatkowych wyrazow ciagu arytmetycznego o pierwszym
wyrazie 8 jest rowna 57,5.

Ocen prawdziwos$¢ ponizszych stwierdzen. Wybierz P, jesli stwierdzenie jest
prawdziwe, albo F' — jesli jest falszywe.

Dziesiaty wyraz tego ciggu jest rowny 3%. P F
Réznica tego ciagu jest réwna 3. P | F

Zadanie 16 (0-2)
Dany jest ciag (a,) okre$lony rekurencyjnie:

a; — 4
i1 = —V2a, dlan>1

Dokoncz zdania. Wybierz odpowiedz sposréd A-D oraz odpowiedz spoérod
E-H.

1. Iloczyn a; - as - az - a, jest rowny

A. 2048 B. 1024 C. —1024 D. —2048
2. Suma a;, + a, + as + a4 + a5 jest rowna
E. 32 — 162 F. 28 — 121/2 G. 24 — 1012 H. 20 — 82

Przed obowiazkowa maturg z matematyki

Zadanie 17
Ciag (a,) jest okreslony wzorem rekurencyjnym:

al——3
an+1:an—|—n2—n—|—3 dlan>1

Zadanie 17.1 (0-2)
Oblicz czwarty wyraz tego ciaggu.

Zadanie 17.2 (0-2)
Wykaz, ze jest to ciag monotoniczny.

Zadanie 18 (0-2)
Suma wyrazéw skonczonego ciggu geometrycznego jest rowna 765. Pierwszy
wyraz tego ciagu jest rowny 9, a iloraz 4. 7 ilu wyrazéw sktada sie ten ciag?

Zadanie 19 (0-3)
Suma trzech poczatkowych wyrazéw monotonicznego ciaggu geometrycznego
o pierwszym wyrazie 2 jest rowna 26. Oblicz czwarty wyraz tego ciggu.

Zadanie 20 (0-4)
Suma n poczatkowych wyrazéw ciagu (a, ) dana jest wzorem S, = 6n — 2n?.
Sprawdz, czy ciag (a,) jest ciagiem arytmetycznym.

Zadanie 21 (0-4)
Obwdd tréjkata prostokatnego jest réwny 24, a dlugosci jego bokéw tworza
ciag arytmetyczny. Oblicz dtugosci bokéw tego trojkata.

Zadanie 22 (0-4)
Suma trzech liczb tworzacych ciag arytmetyczny jest réwna 12, a suma ich
kwadratow jest rowna 56. Wyznacz te liczby.

Zadanie 23 (0-4)
Dtugosci trzech krawedzi prostopadtoscianu wychodzacych

z tego samego wierzchotka tworzg cigg geometryczny. Suma

dtugosci tych krawedzi jest rowna 14 cm, a objetosé prosto-

padloécianu jest réwna 64 cm?®. Oblicz jego pole powierzchni P
catkowitej.

Zadanie 24 (0-4)

Suma pieciu poczatkowych wyrazéw rosnacego ciagu arytmetycznego (a,,) jest
réwna 30 oraz a, - ay = 11. Ile co najmniej poczatkowych wyrazéw tego ciagu
trzeba dodaé, aby otrzymac¢ sume wieksza od 1007

B 214 3. Ciagi
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Przed matura z matematyki na poziomie rozszerzonym

Zadanie 1 (0-2)
Oblicz czwarty wyraz ciagu (a,,).
a, — 1, Ao — \/é

_ 3

an

Zadanie 2 (0-2)
Oblicz granice ciggu o wzorze ogdlnym a,, = v/3n2? + 6n — v/3n2 +n + 6.

Zadanie 3 (0-2)

Dany jest ciag o wzorze ogllnym a,, = B-pn

(3 . L
2o 3n" Dla jakiej wartosci parametru

p granica tego ciggu jest réwna 47

Zadanie 4 (0-2)
Wyrazy szésty i sibdmy nieskonczonego ciagu geometrycznego sa rowne od-
powiednio 3v/6 i 6. Oblicz sume wszystkich wyrazéw tego ciagu.

Zadanie 5 (0-2)
Oblicz sumg szeregu geometrycznego 1 + sin £ + sin? Z+...

Zadanie 6 < Przykiady 1 i 2, str. 211
Dany jest nieskonczony ciag okregow (K,). Srednice tych okregéw tworza ciag
geometryczny o dwoch poczatkowych wyrazach 6 i 4.

Zadanie 6.1 (0-2)
Oblicz sume dtugosci tych okregow.

@ Zadanie 6.2 (0-2)
Uzasadnij, ze suma poél két ograniczonych przez te okregi jest wicksza od 50.

Zadanie 7 (0-4)

Dany jest ciag arytmetyczny (a,) o wyrazach catkowitych. Suma wyrazéw
pierwszego, drugiego i piatego jest rowna 27, a liczby a1 — 1, a; — 11 a5 — 4
tworza ciag geometryczny. Wyznacz wzér ogélny ciagu (a,,).

Zadanie 8 (0-4)

Suma trzech liczb tworzacych ciag geometryczny jest réwna 7. Jesli od ostat-
niej z nich odejmiemy 1, a pierwsze dwie pozostawimy bez zmian, to otrzy-
mamy ciag arytmetyczny. Wyznacz te liczby.

Zadanie 9 (0-4)

Iloczyn trzech poczatkowych wyrazow nieskonczonego ciggu geometrycznego
jest réwny 212, a suma wszystkich wyrazéw tego ciggu jest réwna 64. Oblicz
sume jego wyrazow o numerach nieparzystych.

b
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== funkeji predkosci od czasu (patrz str. 259).

j __-_- -‘E‘__;;'Fl;- “':_'__-":‘_--_._,_

Rachunek
rozniczkowy

Rachunek rézniczkowy (zwany tez rachunkiem pochodnych) oraz zwiazany
z nim rachunek catkowy staty sie podstawa rozwoju fizyki klasycznej. Dzieki
nim mozliwe bylo miedzy innymi opisanie ruchu cial za pomocg réwnan wia-
zacych ze sobg takie wielkosci jak czas, droga, predkosc¢ i przyspieszenie.

Jesli chcemy obliczy¢ sSrednie przyspieszenie Nofaifh] f E g E
samochodu od chwili #y do chwili ¢, korzy- 201
stamy ze wzoru: (BT =5 0i0) TG0 R o = |
T 190 === - S ....... ...... iienda ............. i
(dzielimy przyrost predkosci przez czas, w kté- ig
rym on nastapit). T o et b
Of 12345678 ¢

Jesli chcemy obliczy¢ przyspieszenie w chwi-

Na wykresie przedstawiono, jak
zmieniata si¢ predkos¢ v samo-
chodu w czasie t.

li g, korzystamy z tego, ze jest ono pochodna




Funkeja /() = r+2 dlax >0

nie ma granicy w punkcie zy = 0 (rysunek obok).
Gdy z ,zbliza sie” do 0 z prawej strony, warto$é

R 4.1. Granica funkcji w punkcie Preyldad 3 {xﬂ dla z < 0

B Intuicyjne pojecie granicy

Granica funkcji jest jednym z podstawowych pojeé¢ ma-

tematyki. Méwimy, ze liczba ¢ jest granicg funkcji f funkeji ,,zbliza si¢” do 2, natomiast gdy z ,zbliza

w punkcie xg, jesli wartos¢ funkcji f ,,zbliza si¢” do g, sie” do 0 z lewej strony, warto$é¢ funkcji ,zbliza

.o . 0
gdy x ,zbliza sie” do x. sie” do 1.
Piszemy woéwczas:

lim f(z) =g lub f(x) — g przy * — xg

r—xQ

Sasiedztwem punktu xy nazywamy zbior (zg—1;x¢) U (x0; xo+7), gdzie r > 0.

Definicja
Przyktad .1 . ~ . Niech funkcja f bedzie okreslona w pewnym sasiedztwie punktu xz,.
Odczytaj z rysunku wartos¢ granicy funkcji w danym punkcie. Liczba g jest granica funkeji f w punkcie zo (lim f(z) = g), jedli dla
. . 2 . T — g
a) :1612%(233 -1 b) }}H}(m —3) c) mlirflz VT +3 kazdego ciagu (z,) zbieznego do x(, o wyrazach nalezacych do dziedziny
Yo L 7% T BN S funkcji f i réznych od xg, ciag (f(a:n)) jest zbiezny do g.
oSl 2 SRR L =T -
R M 1
........... el e s _ [D] Przykiad 4
" 0/1 '2 % : -;———-1 : i Dana jest funkcja f(x) = 2 + 5. Uzasadnij, ze ilil’% f(x)=09.
N f@) =221 -2 01 | X Niech (z,) bedzie dowolnym ciagiem o wyrazach réznych od 2 i takim, ze
: L & : lim z, = 2. Wéwczas:
Gdy x ,zbliza sie” do 2, Gdy x ,zbliza sie” do 1, Gdy z ,zbliza sie” do —2, lim f(z,) = lim (22 +5) = lim 22 + lim 5 =
f(x) ,zbliza si¢” do 3: f(x) ,zbliza si¢” do —2: f(x) ,zbliza si¢” do 1: T B T . . _ S _
lim (22 — 1) = 3 lim (a2 — 3) = —2 lim va +3 =1 = Nm z, - lm 2, +5=2-245=9
Zatem zgodnie z definicja lim f(x) = 9.
Przyktad 2 ) i
Ponizej przedstawiono wykresy funkcji fi, fo i f3. W punkcie xy = 1 funkcje @ Cwiczenie 1
te maja te samg granice: lini filz) = lirr% fo(z) = lirr% fa(z) = 3. Uzasadnij, ze:
a) funkcja f(x) =6 — 22” ma w punkcie zo = —1 granice réwng 4,
; ; b) funkcja f(z) = -2 ma w punkcie zo = 5 granice réwna 5.
N N . ;
=' S : o @ Przyktad 5 L i
i i i B . : 2 dlaz <0 . S
; i ; i X Wykaz, ze funkcja f(x) = e 1 —
[ ol 1\ X of 11 X 1 dlaz>0 L i I
. . . 2Ol ¥ o i X
fo(z) =4— 22, Dy, =R\ {1} fs() = {4 —a? dlaz#1 nie ma granicy w punkcie zy = 0. : L
1 dlaz =1 . . 1 1 . .
) ) _ ) o o N Rozpatrzmy ciagi a,, = —= oraz b,, = — zbiezne do zera. Wtedy:
Punkt x,, w ktéorym badamy granice, nie musi naleze¢ do dziedziny funkcji i " " ’ )
(funkcja f5). Jedli xg nalezy do dziedziny, to wartosé¢ funkeji w punkcie z( nie s flan) =2, nﬁﬁtf (bn) =1
zawsze jest rowna wartosci tej granicy (funkcja f3). Funkcja f nie ma granicy w punkcie xq = 0, gdyz lim f(a,) # lim f(b,).

BN 218 4. Rachunek rézniczkowy 4.1. Granica funkcji w punkcie 219 IS



Zadania

D] 1.

Na rysunku obok przedstawiono wykres funkcji:
2> +2 dlaxz <0
fla) = )
l—2" dlax >0

Wykaz, ze funkcja f nie ma granicy w punk-
cie zo = 0.

Naszkicuj wykres funkcji sgn (signum) okreslone;j

wzorem:
-1 dlaxz <0

0 dlaxz=0
1 dlaxz>0

Wykaz, ze funkcja ta nie ma granicy w punkcie xy = 0.

sgn(z) =

Na podstawie wykresu funkcji f okresl, dla jakich punktow zy nie istnieje
lim f(x). Odpowiedz uzasadnij.

r—xQ

Uzasadnij, ze funkcja f ma w punkcie z, granice réwng 6.
a) f(r)=2x+4,20=1 b) f(x) =4x* — 10, 2 = 2

Rozpatrzmy funkcje f(z) = sin <, gdzie x # 0. Wartosci funkcji oscyluja
miedzy —1 a 1, gdy x ,zbliza si¢” do 0. Na rysunkach ponizej przedsta-
wiono fragmenty wykresu funkcji f w przedziale [—0,06; 0,06] i w przedziale
[0,00015; 0,0006] odpowiednio przeskalowane.

i

(YA
[HIATRY

Uzasadnij, ze funkcja f nie ma granicy w punkcie o = 0.

BN 220 4. Rachunek rézniczkowy

R 4.2. Obliczanie granic funkgji y

Korzystajac z definicji granicy funkcji w punkcie, mo-

zemy wykazaé, ze dla funkcji statej f(z) = ¢ dla dowol-
nego punktu zy zachodzi réwnosé lim f(x) = c.

r—xQ

Y!

Dla funkcji g(z) = x dla dowolnego punktu z, zachodzi .
ol

réwnosé lim g(x) = z,.

r—xQ

Przy obliczaniu granic czesto korzystamy z ponizszego
twierdzenia — jest ono wnioskiem z analogicznego twier-
dzenia dotyczacego granic ciggéw (str. 190).

Twierdzenie

Jezeli lim f(z) = a, lim g(z) = b, gdzie a,b € R, to:

T—XQ T—TQ
. . . granica iloczynu
" mhjf}o (Cf (‘ED = ¢ mhjﬁ}o f(x) = c-a, gdzie c€ R funkeji i liczby

= lim (f(:l:) —l—g(x)) = lim f(z)+ lim g(z) =a+b

T—xQ T—xQ T—xQ

= xh_glo (f(x) — g(a:)) = xh_}rilo f(x) — xh—glo g(xr) =a—0b granica réznicy funkcji

= xll_gl() (f(x) : g(x)) = mh—glo f(x) - xh_}rglo g(z)=a-b granica iloczynu funkeji

. f(m) :cliglof(x) a AT . . ..

. Z}LIlg;lo TG xl—igclo 9@ — b jesli b 75 0 granica ilorazu funkcji
Przyktad 1

Oblicz granice funkcji f(z) = 22* + 5 w punkcie xy = 3.
lim(22° 4+ 5) = 111%2:8 +1limb5=2-lima*+5=2 limz-limz +5 =

r—3 r—3 r—3 r—3 r—3

=2.3.3+5=23

Jezeli funkcja f jest
wielomianem, to:

lim f(z) = £(z0)

Zauwaz, ze dla funkcji f(x) = 2z° + 5 mamy
f(3) =2-3%+5 = 23, cayli lim(22% + 5) = [(3).

Cwiczenie 1
Oblicz granice.
a) lim (322 —x + 2) b) lim(x® — 32% + 3x — 1)

r——2 r—3 x—1

granica sumy funkcji

c¢) lim(a? 4+ 1)*°

4.2. Obliczanie granic funkgcji
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Przyktad 2

Oblicz hm z+1
r—1 x2 ‘|‘2

i T HL _ lim (52+1) ¢4

= = =9
r—1 T2+ 2 lirri(:n2—|—2) 3
Tr—

Zauwaz, ze dla funkcji f(z) = % mamy f(1) = 2, czyli lin} flx) = f(1).

Jesli f jest funkcja wymierna oraz z, nalezy do dziedziny tej funkcji, to

lim f(z) = £(z0).

Twierdzenie

Jezeli f(z) = :1;(( 2) jest funkcja wymierna, gdzie w,v sa wielomianami,
oraz v(xg) # 0, to:
w(z) _ w(zo)
xh—gclo v(z)  wv(zo)
Cwiczenie 2
Oblicz granice.
a) im 2 =3 b) lm 5% ) lim AL gy gy 20 Ao 13
r—2 X -3 r——3 2132 — 10 r——2 2x2 -1 rx—4 x + 7
Przyktad 3
a) Oblicz lim ﬂ.
r—3 —333

Dla z = 3 wielomiany w liczniku i mianowniku przyjmuja wartos¢ 0 — mamy
tu do czynienia z symbolem nieoznaczonym [%}, nie mozemy wiec skorzystac
7z powyzszego twierdzenia. Zauwazmy jednak, ze w rozktadzie obu wielomia-

néw na czynniki wystepuje czynnik (z — 3). Zatem:

2 0
. —4 . -1 . -1 2
lim =——"= 5) vt [é] lm—(x )Mzhmm ==
z—3 x%—3x r—3 x(x—3) -3 T 3
3 _
b) Oblicz lim £ —°
r—2 T —
3 0 2 2
. 2 4 . 2 4 12
lim £ =8 Rl T [ ) S PO Vo S - B
r—2 T4 —4 T2 (x—2)(x+2) T2 x+2 4
Cwiczenie 3
Oblicz granice.
. dx — x3 x5 — 212 +x . 2 —xr—12 . x2—1
a) xIEEIQ T+ 2 b) ilir% 2 -1 C) },;lirzll 2 —16 d }clir% 3 —1
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Kolejne twierdzenie dotyczy granicy funkcji, w ktorej wzorze wystepuje pier-
wiastek.

Jesli zy > 0, to lim /x = /.
olnie lim +/r = ¥Yx a:
g =y ’ Vior—————== |
= xo > 0, jezeli n jest liczba parzysta; :
= 75 € R, jezeli n jest liczbg nieparzysta. 5 9U|o %
Cwiczenie 4

Oblicz granice.
a) lim (/x — /) b) lir% f_—ll c) lim (/= + 100x)

r—64 x—0,001

Twierdzenie

Jesli funkcja f przyjmuje wartosci nieujemne i istnieje lim f(x), to:
T—xT(
lim 4/ f(z) =,/ lim f(x)
T—xQ T—TQ

Przyktad 4
Oblicz lim Vz2 + 5.

T——2

lim (22 +5) = 9, zatem l1m Va2 + 5= /lim (22 +5) = /9 = 3.

r——2 r——2 r——2

Cwiczenie 5
Oblicz granice.

\/x24+2x+4 b)

a) ;1,;13(1) — :clima 0 c Ll{g —
Przyktad 5
Oblicz lim Y222,

Zauwaz, ze lin%(\/er: —2) =0 oraz lirr%(:): —2)=0.

Podana granice obliczamy nastepujaco:

Vaz—2 [8] .. (VEm—2 Vaz+2\ 2 — 4
}cg x — _l;li%( z—2 '\/%Jrz) }Hg (z-2)(V2z +2)
= lim 2@—2) = lim 2 _1

o2 (2—=2)(\2x + 2) m_>2\/2x+2 ~ Vit2 2

4.2. Obliczanie granic funkgcji
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Pravdad s R 4.3. Granice jednostronne

lim — % [ﬁl ( x ‘\/as—i—l—l—l)_limx(\/a:—{—l—l—l)_ Yt
:1:—>O\/33+ -1 _:(; Ve+1-1 z+14+1) 250 x+1-1 o
Niech f bedzie funkcja okreslong w przedziale =g
o pom(Vxe+141) . o
= i{% = = ili%( Ve +1+1) =2 (x0; b). Bedziemy rozwazaé, do jakiej liczby ,,zbli- : /
i za sie” wartos¢ funkcji, gdy x ,zbliza si¢” do zq :
Cwu.:zenle 6- iz € (xo;b). W tym przypadku moéwimy, ze x x! O i
Oblicz granice. dazy do z, z prawej strony, i piszemy x — zg Funkcjaoy 7(@) ma w 2o gra
: : . . L . = W o gra-
a) lim x—1 b) lim \/xr2+5-3 ¢) lim V2F+z—V2—x (punkt z, moze, ale nie musi, naleze¢ do dzie- nice prawostronna réwna, g, o
z—1 Vo —1 T——2 T+2 z—0 x dziny funkcji). zapisujemy lim+ f(z)=g.
I—>I0
Zadani Definicja
adania
Niech f bedzie funkcjg okreslona w przedziale (z;b).
1. Oblicz granice. Liczba g jest granicg prawostronng funkcji f w punkcie x (mll_{g f(x) =g),
a) lim “”Stﬂ b) lim w ¢) lim (x+2)° +2)5 jesli dla kazdego ciggu (z,,) zbieznego do x(, gdzie x,, € (z¢;b), ciag < )
ey x2—1 -1 dz—x z—-3 T—a? jest zbiezny do g.
2. Oblicz granicg.
2 Z . N
a) lim = — 92 d) lim 2“”;6 o) li -%‘QL%LM Cwiczenie 1 |
>3 33— 26 T2+ 5x—6 z—-2 T°+3T+2 Niech f bedzie funkcja okreSlong w przedziale Y
b) lig 2o =16 e) lim 1222 —8x+1 h) lim 2% —a? 122 (a; o). Sformuluj definicje granicy lewostronnej 24—
r—4 CE2—4CIJ ZEHI 4252—1 r——3 22U+6 .. . . j
2 funkcji f w punkcie zy: lim f(x). f ;
. 22243z -2 .22 —6x+5 N s T2+ TT—8 T—T /— |
c) lim =——————= f) lim —5—— i) lim ———— 7O
o2 x+2 25 x2-25 21 w31 : . : 1 X
Granica prawostronna funkcji oraz granica lewo- _
Funkcs . L tod Funkcjay = f(x) maw zo =1
3. Naszkicuj wykres funkcji f. Oblicz hm f(x). stronna funkcji nazywane sa granicami jedno-  o..nice lewostronna rowna 2,
Ao 24 S stronnymi funkcji f w punkcie z. co zapisujemy lim f(z) = 2.
_ - - r—1"
4. Oblicz granice. Przyktad 1 : .
JE_5 /i3 31 Na rysunku obok przedstavvlono wykres funkcji
a) lim = c) lim === e) lim Vet is o danej wzorem f(z) = /9 — 22, gdzie x € [~3;3].
Vo2 JETI-1 5 5 Granice funkcji na krancach dziedziny:
b) lim ¥2- d) lim Y22 f) lim £—=2=2 . _
v x—4 z>-3 22+6 zo-21—vx2 -3 hrr; f(x) = 111’?7 f(x) = 3 X
Twierdzenie _ Przy obliczaniu granic jednostronnych stosuje sie analogiczne metody i twier-
Dla dowolnego xy € R: lim sinz = sinxy oraz lim cosz = cos xg. dzenia jak w przypadku obliczania granic w punkcie.
T—T( T—T(
Przyktad 2
5. Oblicz granice. Skorzystaj z podanego wyzej twierdzenia. a) xlf(ﬂ (Vo +1) mli]%’i v+ xlf(% l=0+1=1
. . . sinx 6 : ; i
) lim(sine —cosa)  b) lim (33246) o) lim (te’a —cos’o) b) lim e =5 =3 o T %
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Cwiczenie 2
Oblicz granice jednostronna.

. ve+1+1 . 1 . 2 —x . x—2
a) lim ~———— b) Iim ————— c¢) lim d) lim
) 1+ 241 ) pd+ V2 —16+2 ) r—0+ \/E ) roo— V4 —x?

Przyktad 3 TN
Na rysunku obok przedstawiono wykres funkcji: b

Ly dlage (—002) BINENIN TN
flz)=1¢ 2
r+1 dlaz e (2;00) NN SN

W punkcie xy = 2 mozna obliczy¢ obie granice

jednostronne funkcji f: P
mlirg_ f(x) = xh_gl_ (32) =1 oraz wligl f(x) = xliglJr(x +1)=3

Zauwaz jednak, ze lim f(x) # lim+ f(x). Funkcja f ma obie granice jedno-
r—27 r—2

stronne, ale nie ma granicy w punkcie zo = 2.
Twierdzenie

Granica lim f(z) istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja granice jedno-

T—xQ

stronne lim f(x) i lim_f () oraz zachodzi réwnosé:

$—>CC6 T—T

lim f(z) = hm f(x)

T—T x*)xo

Zatem lim f(x) = a wtedy i tylko wtedy, gdy lim f(z) = hm f(x) =

r—T(Q 113—>.T0 $—>$O

Zadania

1. Oblicz granice jednostronna.

. — . Jr+a x—4 . r+3
W jp Vemana) o Jin S 9 8. e
. 22 +52+6 . |z — 2] . VT —5 . 1
b)xglgf 222 -8 d) :chjg T —2 £) mli%l x—25 h) xhj?f V3—xz+1
2. Naszkicuj wykres funkcji f. Oblicz lin}i f(x) oraz hm f(x). Czy istnieje
i, f(2)?

—z+2 dlaz < -1
3 dla z > —1

2¢+1 dlaz < -1
x2—1 dlaz>—1

a) f(-l‘)—{

r—1 dlaxz< -1 2>4+4 dlaz<—1
2—1 dlaz>—1 4—2%> dlaz>—1
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R 4.4. Granice niewtasciwe

Rozpatrzmy funkcje f(x) = =,  # 0 (wykres obok).
Zauwazmy, ze dla dowolnego ciagu argumentéw (x,,) ta-
kiego, ze lim z,, = 0, mamy hm f(x,) = oc.

n—oo

Definicja

Niech f bedzie funkcja okreslong w sasiedztwie
punktu xz.

Funkcja f ma w punkcie x, granice niewlasciwg oo
(}1_1)1313 f(x) = o0), jesli dla kazdego ciagu (z,,) zbiez-
nego do xy, o wyrazach nalezacych do dziedziny
funkcji f i réznych od x, ciag ( f (:L’n)) jest rozbiezny
do oo.

Cwiczenie 1

Sformutuj definicje granicy niewlasciwej —oo funkcji f w punkcie z.

Przyktad 1
Funkcja f(z) = = 2)2, x € R\ {2} (wykres obok), m

w punkcie zy = 2 granice niewlasciwg —oo, co zapisu-
jemy:

lim —— 5 = —00

Cwiczenie 2
Naszkicuj wykres funkcji:

24 dlax < -2
. x+2
f(x) { 4

== dla x > —2

Dla jakiego punktu xy € R ma ona granice —oo?

Przyktad 2
Dla funkcji f(z) = =, 2 € R\ {1} (ry-

rz—1"7

sunek obok), nie istnieje lirri f(x). Istnieja

Yf [f b b bR

w punkcie o = 1:

lim ;1 = —o00, lim

1
-1

r—1— z—1t T

I
|
|
|
B l
. ° ° , o o B |
natomiast granice niewlasciwe jednostronne ————q[ |
Cifmabkt I
|
P |
= 00 ._ ...... ........ |
£ ] |

ﬁf.f]\ﬁ;ﬁf |

4.4. Granice niewtasciwe
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Definicja
Niech f bedzie funkcja okreslona w przedziale (xy; b). Funkcja f ma w punk-
cie zo granice niewlaéciwa prawostronng oo (lim f(xz) = co), jesli dla

kazdego ciagu (z,) zbieznego do xy, gdzie z, € (xq;b), ciag (f (xn)) jest
rozbiezny do oo.

Uwaga. Analogicznie definiujemy granice:
lim f(z)=—o00, lim f(z)=o00, lim f(z)=—o0

T—T =T =T

Bedziemy stosowac¢ nastepujace oznaczenia:

e lim f(z) = 0" oznacza, ze lim f(x) = 0 oraz f(x) > 0 w pewnym sasiedz-
T—xTQ T—T0

twie punktu xg;

e lim f(z) = 0~ oznacza, ze lim f(z) =0 oraz f(z) < 0 w pewnym sasiedz-

r—x0 r—x0

twie punktu x.

Twierdzenie

= Jesli g}irlg;lo f(z) =0 oraz mlljﬁ) g(x) =a>0, to xlgilo ?g% = 00.
= Jesli :ch—glo f(x) =0T oraz mll_}r;lo g(zr) =a <0, to xh_}rilo ?EB = —o0.
= Jesli xh_}rg() f(x) =0~ oraz xll_glo g(z) =a >0, to xh_}r;rclo ?Ei% = —00.
= Jesli mh_}rilo f(x) =0 oraz wll_glo g(x) =a <0, to xll_>r£10 ?Eﬁ = 0.
Uwaga. Analogiczne zaleznosci zachodza dla granic jednostronnych.
Przyktad 3
Oblicz granice. A y

. (2 A —
a) Tim z—6 [i] e xlf;(x 4) =0 oraz —é\/ X
got 2 —4 2> —4>0dlaz € (2;00)

- .6 [a_il] lim (z® —4) = 0 oraz Aby ustali¢ znak mianow-
b) lim 4 o0 152_ nika, mozna naszkicowaé
po2n BT -4 <0dlaze(-2;2) wykres funkcji y = * —4.

Cwiczenie 3
Oblicz granice.

. 2 . 2 . —4 . 1
a) lim £t b) lim £t c) lim 2 d) lim :c2+
z—1t T —1 z—1- ¢ —1 z—3~ 3T g——2+ ¥ —4
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B Asymptoty pionowe wykresu funkgciji

Yy o Yt o Y I Y |
\/ » A
; a v |
Oxoig Oﬂfoi/ X O/i){ O P X
| | | |
| | —] | |
| | | |

Jesli lim f(z) = oo lub lim+f(x) = —00, Jedli lim f(z) = oo lub lim f(z) = —oc,

T—x, T—xq T—xTy T—xTy
to prosta * = xg nazywamy asymptota to prosta xr = xg nazywamy asymptota
pionowg prawostronng wykresu funkcji f.  pionowa lewostronng wykresu funkcji f.

Jesli obie granice jednostronne funkcji f w punkcie x4 sa niewtasciwe, to prosta
x = xy nazywamy asymptota pionowa obustronng (lub krétko — asymptota
pionowa) wykresu funkcji f (wykresy ponizej).

Y | Y
o f

|

|
S— |
| |
N

Oy|!( O| zo|, X O| o | X o
| | |
—T1 | |
| |
| |

Istnienie asymptot pionowych w przypadku funkcji wymiernej badamy w miej-

' Y
I/

|

|

scach zerowych mianownika.

Przyktad 4

Wyznacz asymptoty pionowe wykresu funkcji f(z) = 224+, gdzie z € R\ {0}.
iy 22+ 1 (5] e : .
lim === = o0, zatem prosta x = 0 jest asymptota pionowa wykresu funkcji f.

Cwiczenie 4
Okresl dziedzine funkcji f i wyznacz asymptoty pionowe jej wykresu.

a) f(z) =212 b) f(x) = =5 ¢) fla) = =

x

Cwiczenie 5
Uzasadnij, ze wykres funkcji f nie ma asymptoty pionowej w punkcie x,.
Naszkicuj ten wykres.

1—4z? 1 3 _622+122—8
a) f(z) = ==, @0=3 b) f(z) = TSy =2

4.4. Granice niewtasciwe
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Twierdzenie

= Jedli lim f(x) =00 i lim g(z) =00, to lim (f(:r) + g(m)) = 00
T—xT( T—x(Q T—xT(

= Jedli lim f(x) = —oc0 i lim g(z) = —o0, to lim (f(x) —|—g(m)) = —00.
T—T( T—T( T—T(

= Jesli lim f(x) =00 1 lim g(z)=a, to lim (f(a:) + g(:v)) = 00
T—xT( T—xT(Q T—x(

= Jesli lim f(x) = —oc0 i lim g(z) =a, to lim (f(x) —I—g(x)) = —00
T—x( T—x( T—x(

Uwaga. Jezeli lim f(z) = coi lim g(z) = —oo, to wyznaczenie lim (f(x) + g(az))

wymaga szczegbltowych badan (mamy wéwcezas do czynienia z symbolem nieoznaczo-
nym [oo — 0o)).

Przyktad 5
. . 1 1
Oblicz lim, (45 = 7)) e %
1
Iim ( LS 21 ) [OO;OO] lim % = lim 2m [(Q] o0 Szkic wykresu
z—1+ \z—1 e —1 z—1+ x<—1 r—1t T2 —1 funkeji
y=1z>—1
Cwiczenie 6
Oblicz granice.
. 1 1 . 1 1
a) lim ((az—2>2 - x—4> b) Jim, <<a:—2>2 - x2—4>
Zadania
1. Oblicz granice.
. 1—=x . 4+ 1 . 1 . 1
) fmi= 9w g )l (G5
. 2 -3 . r+1 . 1
b) mhjgl— x—2 © xgl;%-i- x24+4x+3 h :chjgl—((m—2)2+x—2>
: x+3 e o 1 2
¢ ngb_ x2 -1 f) mhfg{ 2x — 2 1) xlliri#r (x2—1 :p—|—1>
2. Wyznacz asymptoty pionowe wykresu funkcji f.
2-5 -3 2_3zx+2
) o) =" 9 fl0) =g o) f@)= "7
-3 6z + 2 z? -4
b) flz) === d) f(z) = T ) f(@) = 7575

3. Wyznacz asymptoty pionowe wykresu funkcji f.

W) f@) =7 b f@) = YR o) f@) = ot
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R 4.5. Granica funkcji w nieskonczonosci

Przyktad 1

Na rysunku obok przedstawiono wykres
funkcji f(x) = x22-0|6-1' Rozpatrzmy ciag ar-
gumentéw (x,,) taki, ze x, — oo.

Wtedy ciag odpowiadajacych im wartosci
funkcji ( f (xn)) ma granice rOwna zero.

Definicja

—

Niech f bedzie funkcja okreslona w przedziale (a; 00). Liczba g jest granica

funkcji f w oo (lim f(x) = g), jesli dla kazdego ciagu (x,,) rozbieznego

do 0o, o wyrazach nalezacych do dziedziny funkcji f, ciag (f (acn)) jest

zbiezny do g.

Cwiczenie 1
Sformutuj definicje lim f(x) = g.

Jesli lim f(x) =k, to prosta y = k nazy-

r—00

wamy asymptota poziomg wykresu funk-
cji w oo.
Jesli lim f(z) =1, to prosta y = [ nazy-

r——00

wamy asymptota poziomg wykresu funk-

Wykres funkcji f ma w oo asymptote
pozioma y = 2, a w —oo — asymptote

cji w —00. pozioma y = —1.

Przyktad 2 i

Wyznacz asymptoty poziome wykresu funkcji f(z) = ;xg—frzl'

lm 229 - fpg 2(E) o F-1 1 .

a0 202+ 4 g (22 (2+ %) o0 2+ 2 5 Dla kazdego n € N, :
m 2= g 2(%-1) 1 wlirfoo”’” 0
:c—l>r—noo 222 4+ 4 :1:—1>IE100 :L'2(2-|— %) _5

Wykres funkcji f ma w oo oraz w —oo asymptote poziomg y = —1.

Cwiczenie 2

Wyznacz asymptoty poziome wykresu funkcji f.

W) f@) =S5 b) S = 2

1+ 2x 242

o) fla) =2

xT

4.5. Granica funkcji w nieskonczonosci
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Definicja Przyktad 4

3

. . . . . 1im(2a:3—6a:2—1):1img;3(2—§—i):oo e
Niech f bedzie funkcja okreslona w przedziale (a; 00). Funkcja f ma w oo £—00 Z—00 x  ad lim (2— & — L) =2
granice niewladciwa oo (lim f(x) = oco), jesli dla kazdego ciagu (z,,) roz- Ewiczenie 6
1F)leZnego.df) 00, o wyrazach nalezacych do dziedziny funkcji f, ciag ( f (:cn)) Oblicz granice.
jest rozbiezny do oo. ) ] 4 _
a) lim (100 + z — 2%) b) lim (1—0 + 218+ :1:2) ¢) lim (z° + )
Przyktad 3 % ; o Przyktad 5
Funkcja f(x) = /z (wykres obok) ma w oo granice | Losed e I : 5 42w+l ’ 1+%+5 1 Aby obliczy¢ te granice, dzielimy
niewlaéciw@ 0. - f o a> xl_{go 623 —4x2 4+ g0 6 —% + % T 6 licznik i mianownik przez najwyz-
, ' : . ) 1 v sza potege x z mianownika.
| 5 _— : . 2x3-1 .. 2@w—oy
Cwiczenie 3 f . , b) lim Z7%5— = lim —— 1m =
Sformuluj definicje: o1 L4 BX 2?1 3_ 1
a) lim f(z) = —o0, b) lim f(x) = oo, ¢) lim f(x) = —o0. zo—o B3+ +2 2ol I+ L+ 1
Cwiczenie 4 Cwi.czenie 7_
Naszkicuj wykres funkcji f i okresl granice lim f(z) oraz lim f(x). Oblicz granice.
o o a) lim =3os 2z c) lim ok e) lim de — 10
a) f(x)=ux b) f(z) = 2 c) f(z)=2a? pooo  1—a2 oo T T4+ 1 p—o0 T+ /T
. 4z? 47 . 41 . 8
Twierdzenie b) wl_lfloo z+2 d) wEer —(;2_1)2 £) :}E}}O N
Dla kazdego n € N, : ' o @l pamgeydh
o = lim 2" = .
- lgn L =00 T——00 —oo dla n nieparzystych .
v . _ Zadania
= lim {/z = 00 = lim {/z = —oco dla n nieparzystych
1. Oblicz granice.
Ewiczenie 5 a) lim (22° —2° 4 3) b) lim (22° —z + 1) ¢) lim (2% —1)*
Oblicz gr?glicg. - 2. Oblicz granice.
li L b) Ii (zz”) lim —= d) I @ . Az . 223 — 1 . . 3 +22+3
a) :1:—1>r—noo xP )mirfloo x4 C) acl—rf)lo T ) xl—rélo V L a) %Ego T —2 e) a}ggo m 1) :}E{)lo W
. . . 1-6 . dxt—z341 N e 4xd—2249
Twierdzenie _. b) xl_l}I_noc - +‘71; f) wEI_Iloo —xx _;Cx4 j) ;1_% xl _;Cmg
= Jesli g}grolof(x):oo i iii’gog(x):a>0, to ;E?O(f(x)g(x)):oo ¢) lim 622 +x 41 o) lim x?—x+3 k) lim —a? 41
T—00 X — 3$2 Tr—00 1-— 1133 Tr——00 2x —I— 1
= Jesli lim f(z) =00 1 limg(x)=a<0, to lim (f(x)-g(z)) = —oc. 2 _ 2 3, .
lim f(z) lim g(z) tim (£(2) - 9(a) Om EEE gy et g e
= Jesli lim f(z) = —oco 1 lim g(z) =a >0, to lim (f(:z:) : g(x)) = —00. _ _
£—00 2—00 £—00 3. Oblicz granice.
= Jesli 21_1}(;10 flr) = —o0 i iggog(x) =a<0, to ;I_IE)IO (f(:c) : g(m)) = 0. a) lim (x—1)(1—x) b) lim x(2241)(3z — 1) ¢) lim (x+1)2(4z —1)

z—oo (1 —6x)(x+1) t——oo (x+1)(x2—4) z—oo (22 —1)2(3—x)
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B Dowiedz sie wiecej

4. Oblicz granice.

a) lim (VaZ+9—2)  b) lim ———t e ) lim (Va2 1-2) AGAUELCI7 TLCHG
. pee v v e Prosta y = max-+n jest asymptotg uko$ng wykresu funkeji f w oo wtedy i tylko
5. Oblicz granice. wtedy, gdy lim (f (x)—(mern)) = 0. Wspbélczynniki m i n asymptoty ukosne;j
a) lim \\7— b) lim vz? c¢) lim (\/ —x - Vz 2) (jezeli istnieje) wyznaczamy za pomoca wWzorow:
_ f(z) 1
6. Wyznacz asymptoty poziome wykresu funkcji f. m= jEﬁlo = :}1_{20 (f (z) = m:v)
62 -
a) f(z) = —— o) f@) = sy o fla)= =
L it T Przyktad
b . 212 —1 d _5:64*.%24—1 £ W4 -z )
) f(z) = 2ot ) flz) == Y ) fz) = 3o Wyznacz asymptote ukosng wykresu  § ¢ | ¢ f oyp il e
N IR ot bt o e
7. Wyznacz asymptoty poziome i pionowe wykresu funkcji f. ﬁi)nic)‘]l f(z) = 202 12 (rysunek L aR e S W fl,}f"' R
L ) 20 4 slbalk) b e
2) fla) = 2E Q) fla) = —— g) fla) = 2Ee w I e
S L o yznaczamy wspo czynm imin: 5
b) f(.CU): A e) f(x)zg_xg h) f(x):a;2—4:c—5 i — [ f()_hm 233 —|—82x _
0) fla) =12 0 fle) = 3% ) fla) = = T e
23z 22— 25 23 -2 b & (+%) 1
8. Wyznacz asymptoty poziome i pionowe wykresu funkcji f. e 2“73(1 T ﬁ) 2
1 T a:3—|—8a:_z BT m3+8m . 333—f—a: .
D) @)= b fw) = T o) fla) = [ n=lim (f(o) = ma) = lim ($555% - ) = lim (55555 — sty =
— X xr — — X 2 7 7
. Tx . e . <
= lim ——— = lim ——&—~ = lim —&—~ =0
9.| Przeczytaj podany w ramce przyktad. r—o0 22 +1)  asso 222(14 ) e—w2(1+ k)
Zatem asymptota ukosna wykresu funkcji f w oo jest prosta y = L.
2(1 41 gL 1 - _
lim A@ — lim M — lim m—fCQ — Eﬁ; . <x0 Analogicznie wyznacza sie asymptote ukosna Wykresu funkcji f w —oo. Dla
v ® N v e v funkcji f(z) = ;’xJSm jest nia réwniez prosta y = S.
_ 1 1
— lim i — lim <_ % + 1) — Szczegdlnym przypadkiem asymptoty ukosnej jest asymptota pozioma — pro-
e v e v sta o wspotczynniku kierunkowym m = 0.

Wykres funkcji moze mieé¢ asymptote ukosna, ktéra nie jest asymptota po-

Oblicz granice. zioma, tylko wtedy, gdy granica tej funkcji w 00 jest réwna +oc.

VA o . \/1+4a? Va1
a) lim b) lim c) lim o ) |

T—00 z T—+—00 z z—00 3/83 43 E] 1. Uzasadnij, ze asymptota ukosna R
wykresu funkeji: =~ et o e koo bbbt L

i BINERITEEmE" S 10
f(x) = rean- el brsdenfond o
(rysunek obok) w oo jest prosta WIWLE LLTE SRS E 180

y:%x—l—z

@ 10. Ugzasadnij, ze funkcja f(x) = sinx nie ma granicy w oo.

Y
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R 4.6. Ciagtosc¢ funkgji
Definicja

Funkcja f: (a;b) — R jest ciagla w punkcie z, € (a;b) wtedy i tylko wtedy,
gdy istnieje lim f(z) oraz lim f(x) = f(xo).
T—xTQ T—x0

Uwaga. Analogiczna definicje przyjmujemy dla funkcji okreslonej w przedziale (—oo; b),
(a;00) lub w R.
Przyktad 1
Funkcja f(x) =

% + 1 jest c1qgla w punkcie xy = 4,
1 _
gdyz 1:13 (32 +1) =3 oraz f(4) = 3.

Przyktad 2
Wykaz, ze funkcja:

flx) =

jest ciagta w punkcie xy = 1.

24+ 2 dlazxz <1
4—x dlax>1

Obliczamy granice jednostronne w punkcie zq = 1:
lir?_ flx) = 111{1_(3]2 +2)=3, lim f(z)=lim(4—2)=3

z—17t xz—17F
Istnieje wiec granica: lirr% f(x) = 3. Ponadto f(1) =3, wiec lirr{ f(x) = f(1).

Funkcja f jest zatem ciagla w punkcie xo = 1.

Cwiczenie 1

Wykaz, ze funkcja f jest ciagla w punkcie xy = 2, i naszkicuj jej wykres.
6 —2? dlaz<?2 L dla z < 2

a) f(z) =

'b ) = r—3
r dlaxz>2 ) f(@) {(a:3)3 dla z > 2

Przyktad 3 v
Funkcja f, ktérej wykres przedstawiono na \ '

rysunku obok, nie jest ciggtla:

|

* w punkcie z1, gdyz lim f(zx) nie istnieje; :
T—xT1

|

» w punkeie 75, gdyz lim f(z) # f(z2). o @ B\ X
r—x

Jesli funkcja f nie jest ciagta w punkcie xy € Dy, to méwimy, ze jest nieciggla
w punkcie z.
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@ Cwiczenie 2

Wykaz, ze funkcja f nie jest ciagta w punkcie xy = 0, i naszkicuj jej wykres.

a)f(a:){ —r dla <0 b)f(x):{xZ_l dla x#0

22+1 dla >0 0 dla z=0
Przyktad 4
Dla jakiej wartosci parametru a funkcja f jest ciagta w punkcie zq = é‘?
422 -1 1
f(x) = J 4a=2 dla x # 3
a dlaz=3

Obliczamy granice:

lim f(z) = 'mu[ﬂl Qz-DQRz+1) _ . 22+1 _ 4
%43} 2 _x 2(2x—1) o 1 2 —

QJ'—>§

l\DI»-‘ B

:L‘—>2

Funkcja f jest ciagla w punkcie zq = % wtedy i tylko wtedy, gdy f (%) =1,
czyli dla a = 1.

Cwiczenie 3
Dla jakiej wartosci parametru a funkcja f jest ciaglta w punkcie zy = 27
2 —4x+4
—— 1= dla z #2 2 —x?—x dla x #2
a) f(z) = v b) f(x) = )
a dla =z =2 a dla =z =2
Definicja

Funkcje f: (a;b) — R nazywamy ciagla, jezeli jest ciagla w kazdym punkcie
przedziatu (a;b).

Uwaga. Analogicznie definiujemy funkcje ciggla okreslona w przedziale (—oo; ), (a; 00)
lub w zbiorze R.

Jesli funkcja f jest nieciggta w cho¢by jednym punkcie swojej dziedziny, to
moéwimy, ze jest nieciggla.

Jesli dziedzina funkcji f jest zbiér bedacy suma przedziatow otwartych, to
moéwimy, ze funkcja ta jest ciagta, jesli jest ciagla w kazdym z tych prze-
dziatow.

Przyktad 5

Funkcja f(z) = 2 okreslona w zbiorze
(—00;0) U (0;00) jest ciagla, poniewaz
jest ciagglta w kazdym z przedzialow
(—o0;0) oraz (0;00).

4.6. Ciggtos¢ funkciji
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Definicja

Funkcje f:[a;b] — R nazywamy ciagla w przedziale domknietym [a;b],
jezeli jest ciagla w przedziale (a;b) oraz:

lim f(@) = f(a) i lim () = )

Uwaga. Analogicznie definiujemy ciaglo$é funkeji w przedziatach postaci [a;b) i (a; 0]
oraz [a;00) 1 (—o0;b].

mlngr Jw) = 7(=2) lim+ g(x) = ¢g(0) Tl
Tim f(r) = £(2) =~ Tim_ A(x) = A(1)

| lim h(x) = h(—l)l

Funkcja f(x) = v4 — 22  Funkcja g(x) = /x okre-  Funkcja h(z) =+x2 —1 okreslo-
okreslona w przedziale  $lona w przedziale [0;00)  na w zbiorze (—oo; —1] U [1; 00) jest
[—2; 2] jest ciagla. jest ciaggta. ciggla.

Twierdzenie

Jesli funkcje f i g sa ciaglte w punkcie zg, to funkcja:
= f + g jest ciagta w punkcie x,
= f — g jest ciggla w punkcie x,

= f.g jest ciagta w punkcie x,

= 5 jest ciggla w punkcie xy pod warunkiem, ze g(xq) # 0.
Funkcjami ciaglymi sa wielomiany, funkcje wymierne, funkcje wyktadnicze
i logarytmiczne, funkcje trygonometryczne (sinus, cosinus i tangens) oraz funk-

cje otrzymane z powyzszych w wyniku operacji arytmetycznych.

Przyktad 6 N | . |
Funkcja f: R — R okreélona wzorem %]est .funkCJa f ‘]est,(n@-gl.a,. t(;
f(ilf) = % (wykres ponizej) jest C?:g}‘gé y = |f(z)| rowniez jes
ciggta.
Y'.
/\/f—v\
O] 1 ~
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Zadania

[b] 1.

Wykaz na podstawie definicji, ze funkcja f jest ciaglta w punkcie x.
a) fla) = 2%+ 1,2 = 1 b) fla) = 221, ao =1
Zbadaj ciagltosé funkcji f.

2¢ dlax <3 Mdlax#B
2) J(z) {4x+1 dla 2 > 3 ) f(@) { 4 dlaz=3
de 2% (lg g £ 4 24222 dlg g £ 1
b) f(x)=4¢ ** e) f(x)= L-e
) f(@) { 0 dla z =4 ) J(@) { 3 dlaz=1
22222 {la g £ 0 =9 dlareR\{-1,1}
C)f(x)_{ 0 daz=o U f(x)_{ll dlaz e {~1,1}

Dla jakiej wartosci parametru a funkcja f jest ciagta?

_Jr+a dlaz<l1 ar+1 dlaxz <2
2) f(:v)—{ 3z dlaz>1 ¢) /() 2¢0 —a? dlax > 2

r’—ax dlaz <3 ar? +a* dlax <1
b)f(x)_{x—G dla z > 3 d)f(a:)—{%_a dla z >1
Na rysunku obok przedstawiono wykres funkeji - - Y -io
f: R — R okreslonej wzorem f(z) = [z], gdzie [z] = = 1 .
oznacza najwicksza liczbe calkowita niewicksza 0] 4 5 X
od z. Dla jakich argumentéw z € R funkcja ta - ._;_‘ ENEN
nie jest ciggta? OdpowiedZ uzasadnij. e = !

Dla jakich wartosci parametrow a i b funkcja f jest ciagla?
( 3

== dlaxeR\{0,1}

2

a) f(x) =< a3—7 dlaxz=0
\ZSinb dlaxz=1

( 2 _
VEIIS dlax eR\ {—2,2}

x2 -4

b) f(z) =19 a2 — %a dla z = —2

\ %cosb dla z = 2

Dla jakich wartosci parametrow a, b i ¢ funkcja f jest ciagla?

St dlaxz < -3 o dlaxr <2

a) f(r)=<{ b—1 dlaz=-3 b) f(x)=< br+1 dla2<2<3
clr+1] dlaz> -3 VEtloc dlax >3

4.6. Ciggtos¢ funkciji
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R 4.7. Wtasnosci funkcji ciggtych

Twierdzenie o przyjmowaniu wartosci posrednich

Jesli funkcja f:[a;b] — R jest ciagla oraz f(a) # f(b), to funkcja ta przyj-
muje w przedziale (a;b) kazda wartosé liczbowa p znajdujaca sie miedzy
liczbami f(a) i f(b) (czyli przyjmuje w tym przedziale kazda wartos¢ po-
$rednia miedzy f(a) i f(b)).

O funkcji, ktora ma wlasnos$é opisana w powyz-
szym twierdzeniu, mowimy, ze ma wlasnos¢
Darboux (Jean Gaston Darboux [czyt. za gasta
darbu], matematyk francuski (1842-1917)).

Powyzsze twierdzenie mozna rowniez sformuto-
waé nastepujaco: jesli funkcja f:[a;b] — R jest
ciagla oraz f(a) < f(b), to dla kazdej liczby
pE (f(a);f(b)) istnieje co najmniej jeden ar-
gument ¢ € (a;b) taki, ze f(c) = p.

Jesli funkcja f:[a;b] — R jest ciagta oraz:
f(a) <0, f(b) >0 lub f(a) >0, f(b) <0

to istnieje co najmniej jeden argument ¢ € (a;b) taki, ze f(c) = 0.

Przyktad 1

Wykaz, ze wielomian w(z) = z* — 22> + 3z — 1 ma pierwiastek ¢ € (0;1).
Wielomian w jest funkcja ciagla w przedziale [0;1] oraz w(0) = —1 < 0
i w(l) =1 > 0, zatem na podstawie twierdzenia o przyjmowaniu wartosci
posrednich ma on pierwiastek ¢ € (0;1).

Cwiczenie 1
Wykaz, ze wielomian w ma pierwiastek nalezacy do podanego przedziatu.
a) w(z) = =3z + 622+ 5, (0;2) b) w(x) =2 —62+22 -7, (-2;-1)

Cwiczenie 2
Zmajdz btad w ponizszym rozumowaniu.

Funkcja f(z) = 1 jest ciggla oraz f(—1)=—-1<01i f(1) =1 > 0, zatem
réwnanie + = 0 ma pierwiastek w przedziale (—1;1).
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0] Przyktad 2 BERAEN ¢

Uzasadnij, ze rownanie z = 4 cos z ma rozwia-

zanie nalezace do przedziatu (O; g)

Rozpatrzmy funkcje f(x) = x—4 cosx (wykres

obok). Jest ona ciaglta w przedziale [0; g]
f(0)=0—4cos0=-4<0
f(ﬂ):§—4cos§:§>0

2

Zatem na podstawie twierdzenia o przyjmowa-
niu wartosci posrednich funkcja f ma miejsce
zerowe w przedziale (0; g), CO 0znacza, ze row-

nanie:
x—4cosx =0

ma rozwigzanie nalezace do tego przedziahu.

Cwiczenie 3
Uzasadnij, ze r6wnanie ma rozwigzanie nalezace do podanego przedziatu.
a) sinz =3 -2z, (0;%) b) Vo + 2 =4, (1;2)

Ponizsze twierdzenie o przyjmowaniu przez funkcje ciggla wartosci najmniej-
szej 1 najwiekszej, zwane tez twierdzeniem o osigganiu kresow, udowodnil

matematyk niemiecki Karl Teodor Wilhelm Weierstrass [czyt. wajersztras]
(1815-1897).

Twierdzenie Weierstrassa

Jesli funkcja f:[a; b] — R jest ciagla, to w pewnym punkcie tego przedziatu
funkcja ta przyjmuje wartos¢ najwieksza oraz w pewnym punkcie tego
przedziatu przyjmuje warto$¢ najmniejsza.

Funkcja ciagta w przedziale domknietym [a;b] przyjmuje warto$¢ najmniej-
sza m oraz warto$¢ najwieksza M albo na koncach przedziatu [a;b], albo
w ktéryms z jego punktéw wewnetrznych (patrz przyktady ponizej).

Y Yt Yt Y
M M- MF---~ MF
| | |
AV fsf ! - |
l : l | mre I_J|__|:
|
UL mrE=m==7 me— | S
| I | | [ se il 1 =
@) Ol a b X O| a b X O| a b X
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Cwiczenie 4
Na rysunku obok przedstawiono wykres funkcji
f:R — R danej wzorem:

(x+2)° dlaz <0
fla) = )
(x—2)* dlax>0
Podaj jej warto$¢ najmniejsza i wartos¢ naj-
wicksza w przedziale:

a) [—4; 3], b) [=3;3], c) [=1;5].

Zadania

1. Uzasadnij, ze réwnanie ma rozwiazanie w przedziale (—1;0).
a) 2 +2r+1=0 b) 2* —Tx —4=0 c) 2% —1=323

2. Uzasadnij, ze rOwnanie ma co najmniej jedno rozwigzanie.

a) 2> —4dr+1=0 b) 2 —2*+2x+1=0 c¢) 2*+22° =4

3. Wyznacz przedzial dtugosci %, do ktorego nalezy rozwigzanie réwnania.
a) 203 +4x —1=0 b) 22° — 62 +3 =0 c) z*—32*4+3=0

E] 4. Uzasadnij, ze rownanie ma rozwiazanie w przedziale (2;4).

a) % =z —1 b) log,z = 22 — 3 x

c) 4sinZz =32 — 1
5. a) Uzasadnij, ze funkcja f(z) = 2 —5x +log, x +5 ma w przedziale (1;4)
co najmniej dwa miejsca zerowe.
b) Uzasadnij, ze funkcja f(x) = 2® — 5a? + 62 — 1 ma w przedziale (0;4)
coO najmniej trzy miejsca zerowe.

6. Funkcja f: [%, 1—23} — R jest ciggta i dla argumentéw n bedacych liczbami
naturalnymi f(n) = (—2)". Uzasadnij, Zze f ma co najmniej pie¢ miejsc

zerowych.
7. Naszkicuj wykres funkcji f. Znajdz najwieksza wartos¢ tej funkcji w prze-
dziale [2;4].
a) f(z)=(z—2)° b) f(z) =—(x—3)"+1 c) f(z)=(z—4)
8. Naszkicuj wykres funkcji f i na tej podstawie okresl, czy funkcja ta przyj-
muje warto$¢ najmniejsza.

) z+4 dlaze[-1;0) ) Va dlax e (0;1]
) f(x)_{él—a:z dla z € [0;1] b) /() { 1 dlaz € (1;4]
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R 4.8. Pochodna funkcji w punkcie

W tym temacie zakladamy, ze funkcja f jest okreslona w pewnym przedziale
(a;b). Niech xq oraz x beda punktami nalezacymi do przedziatu (a;b).

i

Ro6znice h = x — x¢ nazywamy przyrostem Y
argumentu funkcji (stad x = xq + h). 1)) T ——
Roznice f(x) — f(zo) = f(xo + h) — f(x0o)

nazywamy przyrostem wartosci funkcji.

f(x) = flxo)

Iloraz %{/’éww (dla = # x,), zapisywany [(zo)

— T — X0
. . x — x . |
tez w postaci K 0”2 K 0), nazywamy ilo- |

|
|
|

razem roéznicowym funkcji f w punkcie x. 0 o r X

lloraz réznicowy mozna interpretowac jako srednia predkosé przyrostu funk-
cji f w przedziale [xg; x].
B Interpretacja geometryczna ilorazu réznicowego

Przypomnijmy, ze jesli prosta y = ax + b v

Y2 1

przechodzi przez dwa rézne punkty (x,y;)
i (z2,y2), to jej wspbélczynnik kierunkowy
mozemy obliczy¢, korzystajac ze wzoru:

Y2 — Y1 Y1 A
o — 1

a =

Jednoczesnie iloraz 2= jest réwny tangen-
To— T

-
0

sowi kata a (rysunek obok).
Twierdzenie

Wspoétezynnik kierunkowy prostej y = ax+b jest rowny tangensowi kata a,
jaki ta prosta tworzy z osia OX: tg o = a.

Prosta, ktéra przecina wykres funkcji w co najmniej dwoch punktach, nazy-
wamy sieczng tego wykresu.

Rozpatrzmy sieczng wykresu funkcji f prze-
cinajaca ten wykres w punktach PO(:CO, f(:co))

i P (a:, f (x)) (rysunek obok).

Tloraz réznicowy L2=LE0) jegt réwny tangensowi
T — T

kata «, jaki sieczna Py P tworzy z osia OX, a za-
tem jest rowny wspotczynnikowi kierunkowemu

siecznej FyP.

4.8. Pochodna funkcji w punkcie
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Cwiczenie 1

Oblicz wspotczynnik kierunkowy siecznej wykresu
funkeji f(z) = z* (rysunek obok) przecinajace]
ten wykres w punkcie (0,0) oraz w punkcie o od-
cigtej rownej: a) 1, b)2, c¢) 3.

Cwiczenie 2

Naszkicuj wykres funkcji f(z) = —(x — 1)? oraz
sieczna tego wykresu przechodzaca przez punkty
o odcietych xqg = 11 2y = 2. Oblicz wspoétczynnik
kierunkowy tej siecznej.

B Pochodna funkcji w punkcie
Definicja

Jesli istnieje skonczona granica lim

T—xQ

pochodng funkcji f w punkcie z, i oznaczamy f'(z):

f(x) — f(zo)
0

r—

, to granice te nazywamy

f’(iBO) — lim f(x) — f(xo)

T —To L — Lo

Uwaga. Mozna wykazaé, ze jesli funkcja ma w punkcie xo pochodna, to jest w tym
punkcie ciagta. Jednak z ciaglosci funkcji w punkcie x¢ nie wynika istnienie pochodne;j
(patrz zad. 4, str. 246).

Przyktad 1
a) Oblicz pochodng funkcji f(z) = 2 w punkcie zy = 3.

F(3) = lim LE=G) _ gy 22 23% ) @o3)@H3) g (4 3) — 6

b) Oblicz pochodng funkeji f(z) = 2* w punkcie zy = 2.

f(2) = m L@ =F@) _ 22 =20 (@-2)(@@t2etd)

r—2 T —2 12 T — 72 x—2 o

= lim (2* + 22 +4) = 12

r—2

Cwiczenie 3

Oblicz f'(x).

a) f(x) =2z, z9=1 ¢) flx) =322 xo=—2
b) f(z) =222 xo=4 d) f(z) =52°, xo=
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B Interpretacja geometryczna pochodnej

Zal6zmy, ze funkcja f ma w punkcie zy po-
chodna. Woéwczas przy = dazacym do zq
sieczne wykresu funkcji f przechodzace przez
punkt P, (rysunek obok) ,zblizaja sie” do
prostej zwanej styczng do wykresu funkcji
w punkcie F.

f(=@) ~ fxo)

T —xQ

Przypomnijmy, ze iloraz réznicowy
jest rowny tangensowi kata, jaki sieczna Py P
tworzy z osia OX.

Pochodna f'(xq) funkcji f w punkcie z, jest réwna tangensowi kata, jaki
styczna do wykresu funkcji f w punkcie P, (mo, f (mo)) tworzy z osia OX

(rysunek powyzej):
f'(zo) = tg

Liczba f'(xg) jest rowna wspotezynnikowi kierunkowemu stycznej do wykresu
funkcji f w punkcie (a;o, f (xo)>.

Zauwaz, ze o ile styczng do okregu mozna zdefiniowaé jako prosta majaca
z okregiem doktadnie jeden punkt wspélny, o tyle w przypadku stycznej do
wykresu funkcji takie okreslenie bytoby niepoprawne.

\JY v l/\Y .
f\ix Jﬁ / \/\X

I

QJ \ /O * O

l f
Prosta [ jest styczna do Prosta [ ma jeden punkt wspol- Prosta [ jest styczna do wy-
okregu w punkcie P. ny z wykresem funkcji f, ale nie kresu funkcji f w punkcie P

Prosta [ ma z okregiem jest jego styczna.
jeden punkt wspolny.

i ma trzy punkty wspoélne
z tym wykresem.

Przyktad 2 %

Oblicz miare kata «, jaki styczna do wykresu funkgcji f(z) = 23

w punkcie (1,1) tworzy z osia OX.

3_13

(1) = lim LW gy 221y Dt l)

z—1 z—1 T — x—1 r—1

=lim(2*+2x+1) =3

r—1
O
Zatem tga = 3, stad a ~ 72°. /
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e ’4 . .
Cwiczenie 4

Oblicz wspoétezynnik kierunkowy a stycznej do wykresu funkcji f w punkcie
(:1:0, f(xo)). Podaj miare kata «, jaki ta styczna tworzy z osiag OX.

a) f(x) =22 xzo=1 b) f(x) =2° zy=—1 c) flx)=1, xp=2

Zadania

1. Oblicz pochodne funkcji f w punktach xq i x;.
a) f(r)=2,20=3, 2, =06 d) f(z) =12, 20=—1, 2, =2
b) f(x)=3x—4,20=1,2, =5 e) f(x)=2a° x9=—-2, 2, =-3
c) fle)=a*—1,20=1, 2, = —1 f) f(x)=+x, x9=1, 2, =4

3

2. Na rysunku obok przedstawiono
wykres funkcji f(z) = 2¢/x.
a) Oblicz wspolczynniki kierunko-
we siecznych PA i PB oraz wy-
znacz ich réwnania.

b) Oblicz wspbtezynnik kierunko-
wy stycznej do wykresu funkcji f

poprowadzonej w punkcie P. ! X

3. Oblicz miare kata, jaki z osia OX tworzy styczna do wykresu funkcji f
w punkcie (xo, f (a:o)).
2) f@)=a%, wo=—1 b)fl@)=L @m=1 ¢ f@)=\F ©o=1

@ 4. Przeczytaj podany w ramce przyktad.
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Uzasadnij, Ze funkejs f(z) = |o/ niemapo- N | ¥ |/
chodnej w punkcie z, = 0. ! f »
20+ z—0 z—0t x—0 0+t T — o) 1 )E
lim & =FO) gy 200 gy =2 g

x—0~ X — z—0- x—0 z—0- T

Oznacza to, ze lir% %{";(0) nie istnieje, czyli funkcja f(x) = |z| nie

ma pochodnej w punkcie xy = 0 (chociaz jest ciagla w tym punkcie).

Uzasadnij, ze funkcja f nie ma pochodnej w punkcie x,.
2) f(2) = o — 2|, @ =2 b) f(2) = +lal, @0 =0

4. Rachunek rézniczkowy

R 4.9. Funkcja pochodna

[0] Przyktad 1

Wykaz, ze funkcja f(z) = 2? ma pochodng w dowolnym punkcie zy € R.
Obliczamy granice ilorazu réznicowego:

T—T0 Tr— X0 rx—xg L —T0 T—x(0 T —Io

z—0
Zauwazmy, ze mozemy okresli¢ funkcje, ktora kazdej liczbie xy € R bedzie
przyporzadkowywaé¢ warto$¢ pochodnej funkcji f w punkcie xy réwna 2x,.
Mamy wigc dwie funkcje — funkcje f: R — R dang wzorem f(z) = z? oraz
funkcje f: R — R danag wzorem f'(x) = 2.

Definicja

Jesli funkcja f ma pochodng w kazdym punkcie z pewnego zbioru (beda-
cego przedzialem otwartym lub suma przedzialéw otwartych), to w tym
zbiorze jest okreslona funkcja y = f'(z), zwana funkcja pochodna funkcji f
lub krétko pochodna funkcji f.

O funkcji f mowimy, ze jest w tym zbiorze rézniczkowalna.

Cwiczenie 1
Wykaz, ze:
a) funkcja stala f(z) = ¢ ma w kazdym punkcie xq € R pochodna réwna 0,

b) funkcja f(x) = z ma w kazdym punkcie xy € R pochodng réwna 1.

Wzory na pochodne zwykle zapisuje sie krotko:

(c)! = 0, gdzie ¢ — stala (x2) =2« (i), =—= dlaz#0
() =1 (3) = 3x? (V) = 2—\1/33 dla z >0
Uwaga. Wzory (z) =1, (2?) = 2x, (23)" = 322, (i)/ = —-5 sa szczegdlnymi przy-

padkami wzoru podanego nizej.

Twierdzenie

Dla dowolnej liczby naturalnej n > 0: (™) = nz"" "' dla 2 € R.
Dla dowolnej liczby catkowitej n < 0: (™)’ = nz™ ' dla z € R\ {0}.

4.9. Funkcja pochodna
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Przyktad 2
Oblicz pochodng funkeji f(x) = 2* w punkcie xy = 7.

f'(x) = 2z, zatem f'(7)=2-7 = 14.

Cwiczenie 2
Oblicz pochodng funkcji f w punkcie x.

a) f(z)=2a% xzo=-5 b) f(:L’)Zi, $02A§ c) f(z) =+, 950:11%5

Cwiczenie 3
Rozwiaz réwnanie f'(x) = 2.

) fr) =’ b) f() = v Q) f(x) =2

Podany obok wzdr na pochodng funkcji f(z) = x%, zwa-
nej funkcjg potegowa, jest prawdziwy dla dowolnego wy- | (z?) = ax® !
ktadnika @ € R\ {0} i « > 0. Na przyklad dla funkcji

f(x) = (‘/5: /
Fla) = (7) = (o) = ot =

B Rdéwnanie stycznej

Przyktad 3
Wyznacz réwnanie stycznej do wykresu funkeji f(x) = 22
w punkcie (2,4).

Rownanie stycznej zapisujemy w postaci y = ax + b i ob-
liczamy jej wspotczynnik kierunkowy a:
f'(z) =2x, zatem a= f'(2)=2-2=4

Styczna ma wiec réwnanie y = 4x + b. Aby wyznaczy¢
warto$¢ b, podstawiamy wspolrzedne punktu (2,4) do
réwnania stycznej: 4 =4 -2+ b0 i stad b = —4.
Otrzymalidmy réwnanie stycznej y = 4x — 4.

Prosta o wspoétczynniku kierunkowym a przechodzaca przez punkt (xo, f (wo))
dana jest réwnaniem y — f(z() = a(x — xg). Aby wyznaczy¢ réwnanie stycznej
do wykresu funkcji f w punkcie (:1:0, f (:1:0)), mozemy skorzystaé z ponizszego
WzOoru.

Jesli funkcja f ma w punkcie zy pochodna, to styczng do wykresu tej
funkcji w punkcie (xo, f (azo)) jest prosta o réwnaniu:

Yy — f(xo) = F'(zo)(x — x0)
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Cwiczenie 4
Wyznacz réwnanie stycznej do wykresu funkcji f w punkcie P.

a) f(x) =2 P(3,9) b) f(z)=2% P(-2,4) ¢) f(z)=2° P(1,1)

Zadania

1. Na podstawie definicji pochodnej wyprowadz podany wzor.
a) (2°) = 3a2 b) (2) ==&, 240 ¢ (Vo) =355 2>0
2. Wyznacz réwnanie stycznej do wykresu funkcji f w punkcie o odcietej xq.
a) f(z)=a% zo=—4 b) f(x)=2 20=-3 c¢) flx)=1, z9=73
3. Przeczytaj podany w ramce przyktad.

Wyznacz réwnanie stycznej do wykresu funkcji f(z) = z? tworzace]
z osig OX kat 30°.

tg 30° = %, wiec szukamy punktu xy, dla ktérego f'(zy) = 2z = %

Stad xq = 3? oraz yo = f(xo) = +5. Zatem styczna ma réwnanie
1 V3. /3 iy= Y3, L
LY 5= 5 (@ =), eayliy = o — 5.

Wyznacz réwnanie stycznej do wykresu funkcji f(x) = x? tworzacej z osia
OX kat: a) 45°, Db) 60°, c) 150°.

4. Wyznacz punkt (xo, f (mo)), w ktorym styczna do wykresu funkcji f jest
réwnolegta do prostej y = 6z — 11.

a) f(z) =2’ b) f(z) =2 c) flz) =

5. Wyznacz punkt (xo, f (xo)), w ktérym styczna do wykresu funkeji f jest
prostopadta do prostej y = —3x + 7.

a) f(z) = 22 b) f(z) = o ¢) f(z) = Vz

6. Czy istnieje styczna do wykresu funkcji f majaca wspotczynnik kierun-
kowy rowny a? Jezeli styczna istnieje, to wyznacz jej rOwnanie.

a) fr)=a*, a=3  b) fl@)=1, a=—4 ¢ fl2)=+a, a=-1

7. a) Wykaz, ze prosta y = jx + 5 jest styczna

do wykresu funkcji f(z) =+/x w punkcie Y} x

o odcietej xg = 1. : T :
b) Skorzystaj z przyblizenia /z ~ jx + 5 47 CL IS Vv

i oblicz m i \/0—,9 Porévvnaj otrzymane 7 VA ESOMD. xS (RN | WESERY  JOTAITS

wyniki z wynikami uzyskanymi na kalkula- | ) ; .

torze. O T X

4.9. Funkcja pochodna
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R 4.10. Dziatania na pochodnych

Twierdzenie

Jesli funkcja f ma pochodna w punkcie x oraz ¢ jest dowolna stata, to:

(c- f(@) =c- f'(x)

Przyktad 1
a) (3xz?) =3(2?) =32z =6z

b) (ba™*) =5(x ) =5(—4z ") =—-R dlaz #0

Cwiczenie 1

Wyznacz pochodna funkcji f.

a) f(x)=122° c) f(x) =47 e) f(x)=2x"°
b) f(x) = 05" Q) flx) = 62~ 0 fla)= 1y

Pochodna sumy i pochodna réznicy funkcji

Jesli funkcje f i g maja pochodne w punkcie z, to:

(f(@) +9(@) = f'(x) + ¢'(x) oraz (f(z)—g(x)) = f'(z) —g'(x)

Przyktad 2
a) (x2+3x—1) = (2*) + (3z) — (1) =2z + 3

b) (223 + 4 — 2 +1) =2(2®) +4(2) —(2) + (1) =62 — L — 1 dlaz #0

Cwiczenie 2

Wyznacz pochodna funkcji f.

a) f(z)=2x*—32>+6 ¢) f(z)=3yx —42*>+3
b) f(x) = £a° + 32t — Ta? — 2 d) f(x)=52°— =~ — 2z

Pochodna iloczynu funkgciji

Jesli funkcje f i g maja pochodne w punkcie z, to:

(f(@)-g9(2)" = f'(z) - g(2) + f(=) - g/ (=)

Przyktad 3

a) (22Vx) = (2*)Vr + a2 (Vo) =20z + 2% 52 = 20z + jay/z = Jax

dla z > 0
b) ((9[;2 +1)(2® — 4)>/ = 2z(x® —4) + (2* + 1)32? = 5z* + 322 — 8z
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Cwiczenie 3
Wyznacz pochodna funkcji f.

a) f(x) =2x/x — 42® + 2 d) f(x) = (2° + 2 — 4)(4a* — 2?)
b) f(z) = —42°V + 627 &) f(x) = V/E (3% — 2?)
c) flz) = (22° — 4) (2" + ) f) f(z) ="+ 4y/x)

Pochodna ilorazu funkcji

Jesli funkcje f i g maja pochodne w punkcie z oraz g(x) # 0, to:

(f(w)) f'(x)-g(x) — f(x)-g'(x)
g(x) (g(a:))

Przyktad 4
22\ (@ (z-1)-22(z-1)  2z(xz-1)-221  22-2z
<m—1) o (r—1)2 o (r—1)2  (z—1)2 dlax#l
Cwiczenie 4
Wyznacz pochodna funkcji f.
2 2_9
2) fo)= b) fla) = L2 0) fla)= -
Cwiczenie 5
Uzasadnij, ze jesli funkcja g ma pochodna 1\ g’ (x)
w punkcie z i g(z) # 0, to prawdziwy jest (g(w)> - (g(m))z_
wzOr podany obok.
Cwiczenie 6
Wyznacz pochodna funkcji f.
1 1 1

Zadania

1. Wyznacz pochodna funkcji f. Oblicz f/(0) i f'(1).
)

a) f(x)=-3x*+z+4 d) f(x) =22* — 2 + 62
b) f(x) =42* — 5z +1 e) f(z)=—g2* 4+ 32° — 52°
¢) f(x) =22 +42 —6 f) f(z)=-0,22" 4+ 0,52* — 3x
2. Wyznacz pochodng funkcji f.
a) f(z) = (22 —1)(z+3) d) f(z) = (z* = 1)(22" - 5)
b) f(z) = (2% —1)(2* + 2) e) f(x)=(2®+22* +1)(2* — 2z +1)
c) flx) =(1—327%)(2" + z) f) flx) =(x—2)*(1—a%)
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3. Okresl dziedzine funkcji f, a nastepnie wyznacz jej pochodna i okresl dzie- 7. Oblicz wspoétczynnik kierunkowy stycznej do wykresu funkeji f w punkcie

dzine pochodnej. o odcietej xg.
4z +1 6 + 2 : —2)? 2 4x+1 3x2 -1
D f@ =50 O f@ =10 ) flo) =2 W) fl@) =5 m=1 o) fla) =3, @ =2
2 222 —x 41 : 1 1 2 _ _
b) fla) = <o ) fla) =t ) pa= 4l b) f(o) = ZE3L gy~ o d) f(a) = =3, 4y =14
T — x3 — 22
c) flz)= > — L g) f(x)= 1 k) f(z) = : _1964 — % 8. Wyznacz réwnanie stycznej do wykresu funkcji f w punkcie o odcietej x.
s 2 _ = = —
D fl)= T W )=ty )= L Y ez sl = o ey = =
N . . . o b) flz) = =2, 2, =1 f) flz) =L 20 =-3
4. QOkresl dziedzine funkcji f, a nastepnie wyznacz jej pochodng i okresl dzie- T —2 z+ 2
dzi hodnej. Obli (1)1 f'(4). T x T —
zing pochodnej. O ICZf()lf() , C) f(:v): 3—;—27 zo = 1 g) f(w):( +12)(1 2),$0=—1
a) fl@)=vE(1=-22%) o) fl@)= X7 o) fa)= = —4V7 ’ o
Vo +1 NE) _2:102—|—:1c—1 _ _ z? 44 _
d) f(x)_ y Lo = 1 h) f(x)_(x—l—Q)Q’ ZUO_Q

2 4 o
b) f(z) = (VE+1)(x=5) d) fla)="2 §) f(&)=VE(@+ VD) o
9. Czy istnieje prosta o wspotczynniku kierunkowym réwnym a styczna do

@ 5. Przeczytaj podany w ramce dowoéd wzoru na pochodng sumy funkcji. wykresu funkcji f?

Dowédd a) a=0, f(x)=(2>+1)(4—2x) c) a=2, flx)=+vr+x
Wyznaczamy pochodng sumy funkcji f i ¢ w punkcie x,. 27 + 1 5
(o) + o) = tim U H0() = (o) +ote) b)a=-1 f@)=5= Ha=0fo)=25
o o 10. Wyznacz rownania stycznych do wykresu funkcji f réwnoleglych do proste;j
= lim (f (=) _f(woi)——::(j(x) —9(z0)) _ y = —2z + 3.
0 T +3 1
B B a x) = b x)=2x+ -
T—x — X T—T0 —Zo

Twierdzenie

Udowodnij wzé hod bznicy funkcji. . .. : : :
OWOCH) WzOL 118 poChodng TozHity TRt Kazda z funkcji trygonometrycznych: sinus, cosinus i tangens ma pochodna

@ 6. Przeczytaj podany w ramce dowéd wzoru na pochodng iloczynu funkcji. we wszystkich punktach swojej dziedziny.
Dowéd (sinxz)’ = cosx, z € R (tgx)’ = @,xéﬂ%\{%#—kﬁ:keZ}
Wyznaczamy pochodng iloczynu funkcji f i ¢ w punkcie x. (cosx)’ = —sinx, x € R
(f(0) - g(wo)) = lim f(w)-g(wlii(:o) -g9(z0) _
i F@)9(@) = F(w0) -9(@) + £ (w0) - 9(x) — f(w0) g(wo) _ 11. Oblicz f'(3) i f(§)-
T T0 T =0 a) f(x)=sinx b) f(x) =cosx c) flz)=tgx
— Jim £@)g(@) — flwo) g(x) | 1 Fl@o) g(2) — f(zo) g(wo) _ )
z—x0 T — 0 z—( T — 0 12. Wyznacz pochodng funkcji f.
— lim {@) =/ ~g(z) + lim f(x) - 9z) —9(wo) _ a) f(x) =sinzcosz d) f(z) =sin’*z g) f(x) =cos’z
T—Tg r — X9 T—T0 r — X .
= f'(x0) - g(w0) + (o) - ¢'(x0) b) f(z) = (22 +1)sinz e) f(z) = = h) f(z) = ———
/9 __sinz . __ l-sinx
Udowodnij wzoér na pochodna ilorazu funkcji. ¢) flz)=(z"+3)tgx f) flz) = x2 i) fla)= cos
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R 4.11. Pochodna funkcji ztozonej

Aby obliczyé¢ wartoéé funkcji h(z) = /22 — 6 dla argumentu x € [3;00), wy-
konujemy kolejno operacje: najpierw mnozymy ten argument przez 2 i odej-
mujemy 6, a nastepnie obliczamy pierwiastek kwadratowy z otrzymanej liczby.
Funkcja h jest zlozeniem dwéch funkcji: f(z) = 2x — 6 oraz g(x) = /.

i / 2r — 6 g V2x — 6

Na przyklad dla z = 5: 5 L.2.5-6-% V4, zatem h(5) = 2.

Definicja
Jesli f: X —-Y i goY =T, to funkcje h: X — T okreslona wzorem
h(x) = g(f(z)) nazywamy zlozeniem funkcji f i g.

Funkcje f nazywamy funkcjg wewnetrzng, funkcje g — funkcja zewnetrzna.

Zlozenie funkcji f i g mozna rowniez zapisaé: (g o f)(z).
Uwaga. Sktadanie funkcji nie jest operacja przemienng — funkcje f o g oraz g o f nie

musza by¢ réwne.

Przyktad 1
Niech f(z) = 2%, g(x) = sinz. Ponizej przedstawiono wykresy funkcji ztozo-
nych:

hi(z) = g(f(2)) = sina?

A LA AL
UAAVAS IRRVAINE

Przyktad 2
Podaj wzoér i dziedzine funkcji ztozonej h. Przyjmij, ze f jest funkcja we-

wnetrzna, a g — funkcja zewnetrzna.

a) f(x)=x—-2, g(x) =z
h(z) =g(f(z)) =g(z —2) =z -2, D) = [2;00)

(
b) f(z) =V, g(x) =2 -2
hz) = g(f(x)) =9 (Vr) = Ve -2, Dy = [0;00)
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Cwiczenie 1
Podaj wzor funkcji h(x) = g(f(x)). Okresl dziedzine funkcji h.

a) f(z) = 2% +4, g(z) =/ ¢) f(x) =z, glz) =224
b) fl@) =21, g(a) =& d) f(x) =V, g(z) ==

Twierdzenie

8

Jezeli funkcja f ma pochodna w punkcie xj, a funkcja ¢ ma pochodna
w punkcie f(xzg), to funkcja h = g o f ma pochodna w punkcie =, oraz:

B (o) = (9(F(20)))" = ¢ (£ (o)) - f'(2o)

Przyktad 3
a) Wyznacz pochodna funkeji h(z) = (2z + 1)°.

Funkcja h jest ztozeniem funkcji f(z) =2z + 11 g(x) = 2*, zatem:
W (x)=302x+1)? 2x+1)=32x+1)*-2=
=6(42* + 4o+ 1) = 242% + 242+ 6
Pochodng funkcji A mozna réwniez wyznaczy¢, korzystajac z tego, ze:
(2 4+ 1)> =83 + 122 + 62 + 1
b) Wyznacz pochodng funkeji h(x) = (322 + 1)°.
Funkcja h jest ztozeniem funkcji f(x) = 32* + 11 g(x) = z°, zatem:

W(z) =522+ 1)% (322 + 1) = 5(322 + 1)* - 62 = 30z(322 + 1)

Cwiczenie 2

Wyznacz pochodna funkcji h.

a) h(x) = (222 —1)3 ¢) h(z) = (32% + x)°
b) h(z) = (2* — 3x)* d) h(z) = (4o + 6)°
Przyktad 4

a) Wyznacz pochodna funkcji h(z) = Va2 + 1.
Funkcja h jest ztozeniem funkcji f(x) =2+ 11 g(x) = /z, zatem:

h/x:—l '$2—|—1/:—1 23::_.%‘
() 24/ 22 +1 ( ) 24/ 12+ 1 Vr2+1

b) Wyznacz pochodna funkcji h(z) = v/z* + 222
h/(x) — ; . ($4 + 256‘2)/ _ 4333—1—433 . 2(E(CL’2—|—1) B QCB(IQ-I—I)

24/ x4 4 22 24/ x4 + 2x2 N \/$2\/$2+2 N |z|\/ 22 + 2

Zauwaz, ze dziedzing funkcji h jest R, a dziedzina funkcji A’ — R\ {0}.
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Cwiczenie 3
Wyznacz pochodng funkcji h. Okresl dziedziny funkcji h i h'.

a) h(z) =+v4x?+1 ¢) h(z)=,/1+42
b) h(z) =322+ x d) h(z) = /44

Zadania

1. Wyznacz pochodna funkcji f. Oblicz f/(0) i f/'(1).

a) fle)=(+1)> ¢ fla)=(0-2) ¢ flz)=0Br+2)
b) flo)=(1+2>)* d) f(x) = (42> +2)* ) f(z)= (5a* — 6z +2)°

2. Wyznacz pochodna funkcji f. Okresl dziedziny funkcji f i f'.
a) flx)=v2r—4 ¢ fla)=Vad+2z ) f(z)=Vd®+z
b) f(z) =v622+1 d) f(x) =322 —62 f) f(a)=V4—2a?
3. Wyznacz pochodna funkcji f. Oblicz f'(0).
a) f(z) = (Tz —1)*(2z +1)* c) f(z)
b) f(z) = (2% =1)*(3 — x)* d) f(z)

4. Wyznacz pochodna funkcji f. Oblicz f'(1).
_ 1-2g Va2+1
a) f(z) = b) f(z)

224z + 1

31 — Az

Vv3r+1 x
5. Dane sa funkcje f(z) =22°+ 2, g(z) = 2. Oblicz h'(1) dla:
a) h=fog, b) h=go f.

6. Zmajdz réwnanie stycznej do wykresu funkcji f w punkcie o odcietej x.
a) f(x) =va?2+5, xg=2 b) f(z)=v3z+4, zo=-1

7. Dane sa funkcje f(z) = 22 + 31 g(x) = 1. Rozwiaz réwnanie:

Flg(@) = 9(f ()

8. Wyznacz pochodng funkcji f.

a) f(x)=sindx e) f(x) = cosz? i) f(x) =cos’x

b) f(x) = cosbz f) f(z) =sin(2® —1) j) f(z)=sin’x

c) f(x) =tg(6z —1) g) f(z)=cos(z®—1) k) f(z)=tg(l—a")
d) f(z) = sin 2? h) f(z) =sin’x ) f(z)=tg*x
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R 4.12. Interpretacja fizyczna pochodnej

Przypu$émy, ze punkt materialny (lub krotko punkt) porusza sie po osi licz-
bowej, a funkcja s opisuje jego potozenie w chwili .

0 (o) s()
Predkosé¢ srednia punktu w przedziale od t, do t wyraza sie za pomoca wzoru:

s(t) = s(to)
Ve = =

Predko$¢ w chwili ¢, czyli predkos¢ chwilowa wv(ty), okredlamy jako granice

ilorazu réznicowego przy t dazacym do tg:

. t) —s(t
u(to) = Jim 5]

Zatem v(tg) = s'(tg), czyli predkosé chwilowa jest pochodna potozenia wzgle-
dem czasu.

Przyktad 1

Na rysunku obok przedstawiono wykres
funkcji s opisujacej potozenie punktu po-
ruszajacego sie po prostej w zaleznosci od

czasu t. 200

* Wspoélczynnik kierunkowy siecznej AB
wykresu funkcji s jest réwny predkosci
sredniej od chwili tg = 4 do chwili ¢ = 10: e el :

_5(10) —s(4) 100 bbbttt

st 10 — 4
* Wspélezynnik kierunkowy stycznej do
wykresu funkcji s w punkcie A jest réwny

predkosci w chwili ¢, = 4: 20 W O :
v(4) = lim 20— — y(4) 0 12345678910 s
t—4 -

* Wspétezynnik kierunkowy stycznej do wykresu funkcji s w punkcie B jest
rowny predkosci w chwili ¢ = 10:
—s(10)

v(10) = lim 2

_ /
t—10 t—10 =9 (10)

Cwiczenie 1

Potozenie punktu na osi liczbowej w chwili ¢

opisuje wzér s(t) = t>. Niech t; = 1, t, =2, s(1)  s(2) s(3)
t3 = 3. Oblicz predkosé srednig od chwilit;do 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
chwili ¢3 oraz predkosci w chwilach ¢, t5 i 5.
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Jezeli cialo wyrzucono pionowo w gére (z poziomu ziemi) z predkoscia poczat-
. t2 .. . .

kowg vy, to funkcje h(t) = vot — 4~ oraz v(t) = vy — gt opisuja odpowiednio

wysokosé h, na ktorej znajduje sie cialo w chwili ¢, oraz predkos¢ v, z ktora

porusza si¢ ono w chwili ¢ (g ~ 9,8 15 jest przyspieszeniem ziemskim).

Przyktad 2 h[m] 4 B P
Metalowa kula zostala wystrzelona pionowo w gé-  h(t) =294t — 4.9t

re (z poziomu ziemi) z predkosciag poczatkowa

.. , . . 40
v = 29,4 m/s. Po podstawieniu wartosci vy i g i S
do wzoru: . R0 N SO S ST
h(t) = ’Uot — QT _ !
otrzymujemy funkcje: () hrsfsshmssanigion P ntnsb:
h(t) = 29,4t — 4,9t
10

opisujaca wysokos¢, na ktoérej znajduje sie kula
w chwili t. W tabeli podano wysokosci, na ktérych

0 12 3 4 5 6
_ : , _ Wykres funkcji h opisujacej
t[s] 0 1 2 3 4 5 6 wysoko$é, na ktérej znajdo-

r T i i3 T wata sie¢ kula w chwili ¢
hlm] | 0 245 392 441 392 245 0

znajdowata sie kula w kolejnych sekundach.

tolm/s] :
.. . 30t ...... W ....... b
Cwiczenie 2 v(t) =294 — 9,8t
a) Sprawdz, czy pochodng funkcji: 0y
h(t) = 29,4t — 4,9t 10|

jest funkcja v(t) =294 — 9,8t. 0

b) Przerysuj do zeszytu i uzupelnij tabele, wpisu- _10!-
jac predkosci metalowej kuli z przyktadu 2. w ko-

T2 N\ 5 61

20 bl

lejnych sekundach.
. H 0 1 , 2 | 3 | 4 5 _ 6 . Wykres funkcji v opisujacej
| v[m/s] 7 | ¢ | ? | ? | o | 9 : 9 predko$é, z ktora poruszala

sie kula w chwili ¢

Uwaga. Pojawienie sie znaku minus w obliczeniach (dla ¢ = 4) $wiadczy o zmianie zwrotu
wektora predkosci — kula najpierw poruszata sie w gore, a potem w dot.

Zadania

1. Przyjmij, ze droge przebyta przez spadajace swobodnie ciato opisuje funk-
cja s(t) = 4,9 - t* (gdzie droge mierzy sie w metrach, a czas — w sekundach)
i oblicz predkoéci ciala w chwilach t; = 11 t, = 3. Odpowiedz podaj w m/s
oraz w km/h.
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2. Na Marsie przyspieszenie grawitacyjne wy-
nosi okolo 3,7 m/s? zatem funkcje opisujaca
droge przebyta przez swobodnie spadajace ciato
mozna przedstawi¢ w postaci s(t) = 1,85t
gdzie droge mierzy sie w metrach, a czas — w se-
kundach. Oblicz predkosci w chwili ¢ = 4, ktére
osiggnie swobodnie spadajace cialo na Ziemi
oraz na Marsie. Odpowiedz podaj w km/h.

3. Cialto wyrzucone pionowo w goére z powierzchni
Marsa z predkoscia poczatkowa vy = 18,5 m/s
znajduje sie¢ w chwili ¢ na wysokosci:

h(t) = 18,5t — 1,85t
Oblicz predkosé, z ktéra poruszalo sie to ciato
w chwili t = 5.
Na rysunku obok przedstawiono wykres funkcji:
h(t) = 18,5t — 1,852
oraz dla poréwnania wykres funkcji:
hz(t) = 18,5t — 4,9t

opisujacej wysokos¢, na ktorej znajdowatoby sie
w chwili ¢ cialo wyrzucone z ta sama predkoscig po-
czatkowsq z powierzchni Ziemi.

Przypusémy, ze punkt porusza sie po osi liczbowej, : ' :
0 w(to) v(t)
Przyspieszenie srednie w przedziale od ¢ty do t wyraza sie za pomoca wzoru:

_ u(®) —(to)
t—1to

Przyspieszenie a(ty) w chwili ¢, jest pochodng predkosci:

alte) = lim 2=l = v'(t)

a funkcja v opisuje jego predkos¢ w zaleznosci od czasu t.

$r

4. Predkosé, z ktora punkt porusza sie po osi liczbowej, jest wyrazona za

pomoca funkcji v. Oblicz przyspieszenia w chwilach t = 1 oraz t = 4.
a) v(t) =4t b) v(t) =t —t c) v(t) =1t — 4>+t

5. Wysokos¢ w metrach, na ktorej znajduje sie kula wystrzelona pionowo
w gore, jest opisana za pomoca funkcji h(t) = 24,5t — 4,9t>. Wyznacz
funkcje opisujaca predkosé¢ oraz funkcje opisujaca przyspieszenie tej kuli.

4.12. Interpretacja fizyczna pochodnej
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Rachunek rézniczkowy i catkowy

Rachunek pochodnych (zwany takze rachunkiem rézniczkowym) stworzono
w XVII w. Wraz z powigzanym z nim rachunkiem catkowym stal si¢ podstawa
rozwoju fizyki klasycznej i astronomii. Umozliwit m.in. opis ruchu ciat (w tym
planet) za pomocg réwnan wigzacych ze sobg wielkosci takie jak czas, droga,
predkosc¢ i przyspieszenie.

Za tworcow rachunku rézniczkowego i catkowego uwaza sie dwéch uczonych: Isaaca Newtona
[czyt. izaaka niutona] i Gottfrieda Leibniza [czyt. gotfrida lajbnical.

Sir Isaac Newton Gottfried Wilhelm Leibniz
(1643-1727) (1646-1716)

Matematyk, fizyk i astronom angielski. Niemiecki filozof i matematyk.
Stworzyt rachunek rézniczkowy przy Pierwszg prace dotyczacg rachunku
okazji prowadzonych badan - byto to rézniczkowego i catkowego opubliko-

wat w 1684 r. Przedstawit w niej m.in.
reguty rozniczkowania iloczynu i ilorazu
funkcji oraz wzér na pochodna funkcji
potegowej. Opublikowanie tej pracy
przez Leibniza wywotato w Anglii ostre
dyskusje. Oskarzono go o plagiat —
Zarzucano mu, ze poznat metody|
Newtona podczas pobytu w Londynie
w 1673 r. Spor trwat nawet po Smierci
uczonych. Dzi$ przyjmuje sig,

ze Newton i Leibniz dokonalitego -~ |
odkrycia niezaleznie.

dla niego uzyteczne narzedzie, ktore
umozliwito mu sciste sformutowanie
praw fizyki dotyczgcych ruchu ciat
oraz prawa powszechnego cigzenia.
Z prac Newtona mozna sie dowiedziec,
w jaki sposob to narzedzie wykorzy-
stywat, nie ma w nich jednak zadnego
wyktadu teoretycznego na temat
rachunku rézniczkowego i catkowego.

! i
- s s
L JPE

Rachunek rézniczkowy
umozliwit opisywanie zjawisk
zmieniajacych sie w czasie.

bl
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R 4.13. Monotonicznosc¢ funkcji

Przyktad 1
BERE s
Ha)=z
Funkcja f:R — R okreslona za pomoca Funkcja ¢g:R — R okreslona za pomoca
wzoru f(xz) = x jest rosnaca. Jej pochodna wzoru g(z) = 2* jest rosnaca. Jej pochod-
jest funkcja f'(x) = 1. Dla kazdego = € R na jest funkcja ¢'(z) = 3z2. Dla kazdego
zachodzi nieréwnosé f'(z) > 0. x € R zachodzi nieréwnosé ¢'(x) > 0.

Prawdziwe jest ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie
= Jesli funkcja f w pewnym przedziale (a;b) jest rosnaca i ma pochodna,
to f'(x) > 0 dla kazdego = € (a;b).

= Jesli funkcja f w pewnym przedziale (a;b) jest malejaca i ma pochodna,
to f'(x) < 0 dla kazdego = € (a;b).

Uwaga. Przypomnijmy, ze pochodna funkcji stalej w pewnym przedziale jest w tym
przedziale réwna 0.

Przyktad 2

Funkcja f(z) = 32° — 3 (wykres obok):
* jest malejaca w przedziale (—oo; 0],

* jest rosnaca w przedziale [0; 00).

Jej pochodna jest funkcja f'(x) = .

VAN
o

Dla x € (—o0;0] zachodzi nieréwnosé f'(z)
a dla x € [0;00) — nieréwnosé f'(x) > 0.

Cwiczenie 1
Naszkicuj wykres funkcji f(x) = —2? + 4z i podaj jej przedzialy monotonicz-
nosci. Okresl znak pochodnej funkcji f w tych przedziatach.

4.13. Monotoniczno$¢ funkcji
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Czy na podstawie znaku pochodnej mozna wnioskowa¢ o monotonicznosci
funkcji? Mowa o tym w ponizszym twierdzeniu.

Twierdzenie

= Jezeli pochodna funkcji f jest dodatnia w przedziale (a;b), z wyjatkiem
co najwyzej skonczonej liczby punktéow, w ktérych przyjmuje ona war-
tos¢ 0, to funkcja f jest w tym przedziale rosnaca.

= Jezeli pochodna funkcji f jest ujemna w przedziale (a;b), z wyjatkiem co
najwyzej skonczonej liczby punktéw, w ktérych przyjmuje ona wartosé 0,
to funkcja f jest w tym przedziale malejaca.

Przyktad 3
Wyznacz przedzialy monotonicznosci funkeji f(z) = f2° + 2 — 3.

Wyznaczamy pochodna: f'(z) = 2% + 22 — 3 = (z + 3)(z — 1).

Rozwiazania nieréwnosci (z+3)(z —1) >0 oraz 444\ y
(x+ 3)(z — 1) < 0 odezytujemy ze szkicu wykresu —3 o3 A
pochodnej: znak f

f'(x) >0 dlax e (—oo;—3)U(1;00) oraz f'(z) <0 dlaxz e (—3;1)

Na podstawie powyzszego twierdzenia wnioskujemy, ze funkcja f rosnie
w przedziatach (—oo; —3) oraz (1;00), a maleje w przedziale (—3;1).

Uwaga. Zauwaz, ze cho¢ f'(x) > 0 dla x € (—o0;—3) U (1;00), to funkcja f
nie jest funkcja rosnaca w zbiorze (—oo; —3) U (1;00) (patrz rysunek nizej).

Twierdzenie

Jesli funkcja f jest rosnaca (malejaca) w przedziale (a;b) i jest ciagla
w przedziale [a;b], to jest rosnaca (malejaca) w przedziale [a; b].

Funkcja f z przyktadu 3. jest wielomianem, czyli jest funk- Yt

cja ciagla, zatem jest rosnaca w przedzialach (—oo; —3] s

i [1;00) oraz malejaca w przedziale [—3; 1] (wykres obok).

7 1 |
Cwiczenie 2 { 0 be
Uzasadnij, ze funkcja:

a) f(x) = s2° —x jest rosnaca w przedzialach (—oo; —1] i [1; 00) oraz malejaca

w przedziale [—1; 1],

b) f(2) = -7 jest rosnaca w przedziale (—oo; 0] oraz malejaca w przedziale
10; 00).
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Cwiczenie 3
Na rysunku przedstawiono wykres funkcji f. Odczytaj z wykresu jej przedziaty

monotonicznosci. Sprawdz odpowiedz, badajac znak pochodne;j.

b) f(z) = ——=

_a:2—1—1

—x 4+ 327 — 1

o

Cwiczenie 4

Wyznacz przedzialy monotonicznosci funkcji f.

2) fl) =" —35—5 ¢ f(2)= (@ —DE*—1) e)
b) f(x)=2>—20z+1 d) f(x)=(x+3)*(xz—1) f)

Cwiczenie 5
Wyznacz przedzialy monotonicznosci funkeji f.

2) f(z) = 2= b) flz) = £E] o) flw) = T=F

x r+8

Zadania

@ 1. Wykaz, ze funkcja f jest rosnaca.

a) f(x)=a2* 46248 ¢) fx)=2>+32>+3x ) f(x)=2"+u

b) f(z) =22 422z -5 d) f(x) =223 +32*+ 122 f) f(x)=3z"+4x
@ 2. Wykaz, ze funkcja f jest malejaca.

a) f(z)=—a—x ¢) flw)=—-22>4+2>—Tx e) f(x)=—-22°"—2z

b) f(z)=—22°—156z d) f(x)=—2*+62% — 122 ) f(x)=—2" —4x

3. Wyznacz przedzialy monotonicznosci funkcji f.

2) f(@) = 5 — o+ 3

b) f(x) =22® — 92% + 122 — 3
) f(x) =24+ 92% — 21z — 4

) f(z) = —32° +42® — 122 + 1

@)

o,

X

e) f(z) =3a*+423 -5

=g* — 4% — 822 + 16z

f) f(z) 3
g) f(x)=a*— 62>+ 8z +2
h) f(z) = —ja* — 22° 4+ 22° 4 24z

4.13. Monotoniczno$¢ funkcji
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4. Wyznacz przedzialy monotonicznosci funkcji f. R 4.14. EkStrema funkc'i

4 2 : —1
a) f(z) ==+~ e) f(x):$2f_1 i) f(x):;_H
Definicja
1 247 . 4z —5
b) fla) =4da® + 2 ) flo) =275 ) @) =5 | . | . NN
) ) Funkcja f przyjmuje w punkcie x, minimum lokalne f(x), jesli istnieje
c) f(z)=a— x—lz,’ g) f(z)= % k) f(x)= (z;_li d > 0 taka, ze dla kazdego = € (g —0;x¢+0) i & # xg zachodzi nieréwnosé
1 3 i f(@) > f(zo)
d) f(z) ="+ 4 h) f(z) = == D fz)= (7 +3)2 Funkcja f przyjmuje w punkcie x, maksimum lokalne f(z), jesli istnieje

0 > 0 taka, ze dla kazdego = € (xg—9;x9+0) i * # ¢ zachodzi nieréwnosé

f(z) < f(zo)-

5. Podaj przedzialy monotonicznosci funkcji f na podstawie wykresu jej po-

chodnej.
c) _ Minima lokalne i maksima lokalne nazywamy
s Y serbialph ekstremami lokalnymi (lub po prostu ekstre- f
N mami).
o Na rysunku obok przedstawiono wykres funk-
e O cji f. Ma ona maksimum lokalne w punkcie x; 5
oraz minimum lokalne w punkcie x,.
Warunek konieczny istnienia ekstremum
6. Dla jakiej wartosci parametru k funkcja f jest rosnaca? Jesli funkcja f ma pochodna w punkcie x, i osigga w tym punkcie ekstre-
a) f(x) =12 + 222 4 ko + 1 ¢) f(z)=a®+ (k+2)z— 10 mum, to f'(z¢) = 0 (styczna do wykresu funkcji f w punkcie (:Ug,f(xo)>
) ) ) ) jest réwnolegla do osi OX).
b) f(z) =22° — 3x* + kx + 19 d) f(z) =2+ ka*+32x -7
7. Dla jakiej wartosci parametru k funkcja f jest malejaca? Przyktad 1
a) f(r)=—a+ 2%+ kx + 14 b) f(x) = —5a® + kx + 10

@ E Przeczytaj podany w ramce przyktad.

Wykaz, ze dla kazdej liczby x € (0; %) zachodzi nieréwnos¢ tgx > z.

Rozpatrzmy funkcje f(x) = tgz — x.

/ _ 1 _1-cos?’xz _ sinz | o
f(x>_c052x 1= cos? _cos2x_tg & : . : T : P
f'(z) > 0 dla xz € (0;5) oraz funkcja f jest ciggta w przedziale [0; 7). Funkcja f(z) = —(z—1)+3  Funkcja f(z) = (x — 1) +1  Funkcja f(z) = (z — 1)* + 1
. . . osigga maksimum w punkcie  osigga minimum w punkcie nie ma ekstremum w punk-
Zauwazmy, ze f(0) = 0, wiec f(z) > 0 dla z € (0;%). xoa;gl. P xoigl. P cie To = 1. P

Zatem dla = € (0; ) zachodzi nieréwnos¢ tgx > . » _ . . . _ _
Zwr6é uwage na to, ze wprawdzie wszystkie funkcje w powyzszym przyktadzie

) maja w punkcie oy = 1 pochodna réwna 0 (styczna do wykresu funkcji jest
dla xqg = 1 réwnolegla do osi OX), ale tylko w podpunktach a) i b) funkcje
a) sinx < x, b)*tgx > T+ %:US. maja w tym punkcie ekstremum.

Wykaz, ze dla kazdej liczby = € (0; 7) zachodzi nieréwnos¢:
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Warunek f'(z¢) = 0 jest dla funkcji rézniczkowalnej warunkiem koniecznym
istnienia ekstremum, nie jest natomiast warunkiem wystarczajacym (dosta-
tecznym).

» Jedli funkcja f:(a;b) — R jest rosnaca w prze- F(zo0)
dziale (a;xo] 1 malejaca w przedziale [xy;b), to ma

w punkcie zy maksimum.
» Jesli funkcja f:(a;b) — R jest malejaca w prze-

dziale (a; x| i rosnaca w przedziale [z(;b), to ma /f O| %o ‘\)Z
/ \

w punkcie ry minimum.

W przypadku funkcji rézniczkowalnej o tym, czy funkcja rosnie, czy maleje
w danym przedziale, mozna wnioskowa¢ na podstawie znaku pochodnej.

Warunek wystarczajacy istnienia ekstremum

= Jedli funkcja f ma pochodna w przedziale (a;b) oraz f'(x) > 0 dla
z € (a;z0) 1 f'(z) < 0dlax € (x0;b), to f ma w punkcie 2, maksimum.

= Jesli funkcja f ma pochodna w przedziale (a;b) oraz f'(x) < 0 dla
x € (a;x0) 1 f'(x) >0 dla x € (x0;b), to f ma w punkcie z, minimum.

Uwaga. Czesto mowimy krotko, ze jezeli pochodna funkcji f zmienia w punkcie xg
znak z dodatniego na ujemny, to funkcja f ma w tym punkcie maksimum, a jezeli
z ujemnego na dodatni, to funkcja f ma w tym punkcie minimum.

Jezeli f'(xg) = 0 i pochodna funkcji f w punkcie zg nie zmienia znaku, to w punkcie
tym funkcja f nie ma ekstremum.

Przyktad 2
Wyznacz ekstrema funkcji f(z) = —3z* + 42°.

f’(ZC) = —1223 + 1222 Wyznaczamy pochodna funkcji f.

, 5 5 . Wyznaczamy miejsca
fl(r) =0, gdy —122° + 122° = 0, czyli dla = € {0,1}. zerowe pochodne;j.
Rozwigzania nieréwnosci f'(z) > 0 oraz

znak f’
444 A f'(x) < 0 odezytujemy ze szkicu wykresu
0

i\— ———X pochodne;.

Zatem funkcja f(x) — —3z* + 423 ma  Korzystamy z warunku wystarczajacego
istnienia ekstremum (w zo = 1 pochodna

maksimum w punkcie zo = 1. Jest ono o _ :
zmienia znak z dodatniego na ujemny).

réwne f(1) =—-3+4=1.

W punkcie zy = 0 funkcja f(x) = —3x* + 42 nie ma ekstremum, gdyz po-
chodna nie zmienia w tym punkcie znaku.
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Cwiczenie 1
Wyznacz ekstrema funkcji f.

W) fl)=—a' +30+2 ) f) =38+ g) fl) =+

x2 -4
Przyktad 3

Uzasadnij, ze funkcja f(x) = %3 — 222 + 42 + 7 nie ma ekstremum.

Wyznaczamy pochodng funkcji: f/'(z) = 2% — 4x + 4 i znajdujemy jej miejsca
Zerowe:

r? —dr+4=(x—2)*=0dlaz =2
Stad f'(xr) = 0 dla z = 2 oraz f'(x) > 0 dla x # 2. Zatem funkcja f jest
funkcja rosnaca w R, wiec nie ma ekstremum.

Cwiczenie 2
Uzasadnij, ze funkcja f nie ma ekstremum.
a) f(x)=—2* —3x+ 10 b) f(z) =2 —-62>+122x  ¢) f(x)=

Przyktad 4
Na rysunku ponizej przedstawiono wykres funkcji f(x) = |[(z —2)? — 4|. Podaj
jej ekstrema.

7 wykresu funkcji f odczytujemy, ze ma ona jedno
maksimum dla x = 2, f(2) = 4, oraz dwa minima

dlaz =0, f(0)=0,idlaz=4, f(4)=0.

Uwaga. Funkcja f nie jest rézniczkowalna w punktach
x =0 oraz x = 4.

Z istnienia ekstremum w punkcie x, nie wynika ist-

nienie pochodnej w xy (ale jesli pochodna istnieje,

to musi by¢ réwna 0).

Cwiczenie 3

Naszkicuj wykres funkcji f i podaj punkty, w ktorych funkcja osiaga ekstrema.
Okresl, czy sa to maksima, czy minima. Czy istnieje styczna do wykresu w tych
punktach? Czy istnieje pochodna funkcji w tych punktach?

D=k w = {0 e

4.14. Ekstrema funkgji

267 I



Zadania R 4.15. Wartos¢ najmniejsza
1. Wyznacz ekstrema funkcji f. i WartOS'(’Z najWikaza funiji

— 3 2 d — g — 82 — 4 4 N W R
a) f(@) v 432749z d) flz) =2"—82746 g fla) =2+ z Przypomnijmy, ze jesli funkcja ciagta f jest okre- ] ;11 Yt r’
b) f(x) =2 —122 —3 e) f(x)= %:):4 +2?—3 h) f(x) = %xQ + i Slona w przedziale domknietym, to przyjmuje w tym ' :
3 d . 1 t ’ . . . . . . . k ]
O f@) =5+ 100 ) fla)=a®—15aS+1 1) f(o)=a®+ > pr¢cziale wartosel najmniejsza 1 najwieksza

2. Wyznacz przedzialy monotonicznosci oraz ekstrema funkeji f. Cwiczenie 1

g 2249 a8 Podaj wartosci najmniejsza i najwieksza funkcji
a) flz)= x2 -2z ¢) flz)= x+5 e) flz)= x2-3 f(z) = (z —1)* w przedziale: o
2 3z +2 2_3r+2 _1. . :
b) f(z)= 1:293_9 d) f(z) = 1:932_4_1 f) f(z)= % a) [—1;2] (rysunek obok), b) [2;4]. %
@ 3. Uzasadnij, ze funkcja f nie ma ekstremum. Warjcoécia na.jmniejsza (najwigkézq) funkcji ciaglej f w przedziale [a;b] moze
2) f(z) =2 — 22+ 7 b) f(z) =22 — 42+ 3z <) f(z)= —a®— 2 by¢ jedna z liczb f(a), f(b) lub jedno z ekstreméw lokalnych.
Y b
4. Dla jakiej wartosci parametru m funkcja f osigga minimum w punkcie Mirresmmenegy |
a) f(x)=a®+3ma* -7 b) f(z) =x* — ma? + 6z é((a;_ :
AU . Yy SIS S
5. Dla jakiej wartosci parametru m funkcja f ma ekstremum w punkcie x? mpE———— : :
Okresl rodzaj tego ekstremum. | | | [I—
, , ol a Z1 Z2 b X X
a) f(z)=ma’ —2*+x+3, xo=—1 Wartos$é najmniejsza m = f(x1), Wartos$é najmniejsza m = f(x1),
b) f(x) = %x3 —mz?+5x—3, zo=1 warto$¢ najwiegksza M = f(x2) warto$é najwieksza M = f(a)
6. Dla jakich wartosci parametru a funkcja f nie ma ekstremum? Przyktad 1
a) f(z)=—2°+az b) f(z) = 2% — 2° + az ) f(z)= 532; az Wyznacz wartos$ci najmniejsza i najwieksza funkcji f(z) = z° — 62* + 9z
v w przedziale [—1;4]. % g
, . , i 22 — ax i , .
7. a) Wyznacz ,Wartosm aib, 'dla ktérych funkcja f(a:) = Ts“’ osigga Wyznaczamy pochodng, funkcji: N A X
ekstremur.n rowne 1 W. punkqe ro = 3. Rozstrzygnij, czy jest to minimum, Flz) =322 — 1204+ 9 = 3(2% — 4z +3) = 3(x — 1)(z — 3) snak =
czy maksimum. Czy jest to jedyne ekstre- , | : ‘ol nales
mum lokalne tej funkcji? Y (]i” (wi —[ Oldj x € {1,3} — obie wartosci naleza do prze-
ziatu [—1;4].
. - ax b . ~ )
b) Fun}«:Ja fla) = (@ 1)(a—4) 1282 e-lfstre 7 W punkcie z; = 1 funkcja osigga maksimum: f(1) = 4.
PHIULD TOWRe —ldlaz=2. Rozstrzygnu, czy W punkcie 2, = 3 funkcja osigga minimum: f(3) = 0.
jest to minimum, czy maksimum. Ly o3 e Obliczamy wartosci funkcji na koncach przedziatu:
T 27
@ 8. Uzasadnij, ze funkcja f(x) = x +sinx (wy- f(=1)=—-16, f(4) =141
kres obok) nie ma ekstremum, mimo ze dla Zatem najmniejsza wartoscia funkcji w przedziale [—1; 4]
nieskonczenie wielu argumentéw x zachodzi jest —16, a najwicksza 4 — wartos¢ ta jest przyjmowana
réwnos$é f'(z) = 0. dwukrotnie (rysunek obok).
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Cwiczenie 2
Wyznacz warto$ci najmniejsza i najwieksza funkcji f w podanym przedziale.
a) f(z)= 12 — 3z, [1;4] b) f(x) =4a® 4+ 32> — 62, [0;2]
Przyktad 2

1,4 _ 1.3 _ 1.2

Wyznacz wartosci najmniejsza i najwieksza funkcji f(x) = a* — ;2° — o
w przedziale [—2; 8].

Wyznaczamy pochodng funkcji.
fllx) =32 = 22° —o = qa(2® — 3z — 4) = tz(z + 1) (z — 4)
f'(x)=0dlaz e {-1,0,4}.

Na rysunku obok przedstawiono zmiane znaku

pochodnej w tych punktach.
Funkcja f osiaga minima lokalne w punktach

r = —11x = 4 oraz maksimum lokalne w punk-

cie z = 0.

Obliczamy wartosci funkeji dla tych argumentéw: f(—1) = —=, f(0) = 0,
f(4) = —8 oraz wartosci funkcji na koncach przedziatu [—2;8]: f(—2) = 1,
f(8) = 96.

Zatem najmniejsza wartos¢ funkcji jest rowna —8, a najwieksza 96.

Cwiczenie 3
Wyznacz warto$ci najmniejsza i najwieksza funkcji f w podanym przedziale.
2) f(z) =o' — 4z, [0;2] ¢) f(z) = tat — o+ 2, [-27]

4
—4x

b) f(z) = 7= [1;3] d) f(z) = —s, [-3:0]

Odkrycie warunku koniecznego istnienia ekstremum przypisuje sie fran-
cuskiemu uczonemu Pierre’owi de Fermatowi (1601 lub 1607-1665), ktéry
dzieki swoim dokonaniom jest uwazany za jednego z prekursoréw rachunku
rozniczkowego. W pracy Methodus ad Disquirendam Maximam et Mini-
mam podal metode znajdowania miniméw i maksiméw funkcji.

Zadania

1. Wyznacz warto$ci najmniejszg i najwickszg funkcji f(z) = 23 — 32? + 2
w podanym przedziale.
a) [—=1;3] b) [1;3] c) [-1:1] d) [-2;4]
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. Wyznacz warto$ci najmniejsza i najwieksza funkcji f w podanym prze-

dziale.
a) f(r)=a®—6x+1, [—2;0] ¢) f(x)=a—32% — 92+ 2, [-2;4]
b) f(z) = 2* + 423 + 6, [—2;1] d) f(z) = —a2*+ 222 +6, [-2;2]

Oblicz wartosci najmniejsza i najwieksza funkcji f o dziedzinie D. Wy-
znacz zbior wartosci funkceji f.

a) f(o) = 52 D=[-L1] Q) f(z)= 122y, D=[-33
b) f(x) = =5, D =[47) ) f(#) = s D =123
0 fr) = =22 D=[17 ) f(o)= St D=[-1:

Dla jakiej wartosci parametru p najmniejsza wartos¢ funkcji:

flz)=2a*—4dz+p
w przedziale [—1; 2] jest réwna 47

Dla jakich wartosci parametru m podane réwnanie ma rozwigzanie w prze-
dziale [—1;2]7

a) z* — 1022 + 9 =m b) 2° —brx+4=m

Dla jakich wartosci parametru m rownanie f(z)=m ma rozwiazanie
w przedziale [—1; 3]?

a) f(x) = Va3 —6x b) f(x) = Va* — 22?2

Wskazéwka. W podpunkcie a) znajdz najpierw wartosci najwieksza i najmniejsza
funkeji g(x) = 23 — 62 w przedziale [—1; 3].

Dla jakich wartosci parametru m podane réwnanie ma rozwiazanie?

a) 3cosx —4cos’ T =m b) 2sin’x — 3sinz = m

Wskazéwka. W podpunkcie a) podstaw ¢ = cos .

Oznaczenie pochodnej funkcji f symbolem f’ wprowadzil francuski mate-
matyk i fizyk Joseph Louis de Lagrange [czyt. lagranz] (1736-1813).
Inne uzywane oznaczenia pochodnej:

f — wprowadzone przez Isaaca Newtona (czesto stosowane przez fizykéw),

% — wprowadzone przez Gottfrieda Wilhelma Leibniza,

D, f — wprowadzone przez Leonharda Eulera [czyt. ojlera] (1707-1783).

4.15. Wartos¢ najmniejsza i warto$¢ najwieksza funkcji
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R 4.16. Zagadnienia optymalizacyjne

Jednym z najczestszych zastosowan rachunku rézniczkowego jest jego wyko-
rzystanie do wyznaczania wartosci najwiekszej lub najmniejszej — zagadnienia
takie bedziemy nazywac zagadnieniami optymalizacyjnymi.

Jesli mamy wyznaczy¢ najwieksza (najmniejsza) wartosé funkeji kwadratowej,
to zamiast korzystaé¢ z rachunku rézniczkowego, mozemy skorzystaé¢ ze wzoru
na wspotrzedne wierzchotka paraboli.

Przyktad 1
Ktory z prostokatéw o obwodzie 12 ¢cm ma najkrotsza przekatna? Jaka jest
jej dhugoscé?

Oznaczamy diugosci bokéw pro-

. L d Wykonujemy (jesli to mozliwe) ry-
stokata przez x iy, a dtugosc jego Y sunek i wprowadzamy oznaczenia
przekatnej przez d, wowczas: literowe.

d= x>+ y? v Zapisujemy réwnanie wyrazajace
oraz wielko$¢, ktorej najmniejsza (naj-

2r + 2y = 12 wieksza) wartosé chcemy wyzna-

czy¢ za pomocy innych zmien-

stad x +y =6, czyliy =6 — .

nych, oraz inne réwnania wynika-
Zauwazmy, ze: 0 < x <610 <y <6. jace z tresci zadania.

Zatem dlugosé przekatnej w zaleznosci od x
jest opisana przez funkcje:

Podstawiam = 6 — z i otrzy-
d(z) = /22 + (6 — x)2 vy y
( ) \/ +( ) mujemy funkcje jednej zmiennej.
gdzie x € (0; 6). Okreslamy dziedzine tej funkcji.

d(zr) = Va2 + 36 — 12z + 22 = /222 — 122 + 36

Wyznaczamy najmniejsza wartos¢ funkceji kwadratowe;j:

k(z) = 212 — 122 + 36 Funkcje d i k(z) = d*(z) najmniej-
) " sza wartos¢ przyjmuja dla tego sa-
LTw = "3, — 4 — 3, k(?)) =18 mego argumentu.

Czyli najmniejsza wartosé¢ funkeji d to d(3) = V18 = 3v/2.
y = 6 —x = 3, zatem szukany prostokat jest kwadratem o boku 3 cm. Jego
przekatna ma dlugosé 3v/2 cm.

Cwiczenie 1

a) Ktory z prostokatéw o obwodzie 60 cm ma najwieksze pole?

b) Dany jest trojkat réownoramienny o podstawie 16 cm i ramieniu 10 cm.
Dwa wierzchotki prostokata nalezg do podstawy tego trojkata, pozostate dwa
naleza do jego ramion. Wyznacz najwigksze mozliwe pole takiego prostokata.
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Przyktad 2
Suma dtugosci wszystkich krawedzi graniastostupa prawidtowego trojkatnego
jest réwna 12. Jaka najwieksza objeto$¢ moze mieé¢ ten graniastostup?

Dtugosci krawedzi podstawy graniastostupa oznaczamy

|
przez x, a jego wysokos¢ — przez h. Pole podstawy, ktora |
jest trojkatem réwnobocznym, opisuje wzor: |
_ 223 |
P = 1 h |
Zatem objetos¢ graniastostupa: r - \ T
V = r2V3 h — T -
4

Suma dlugosci krawedzi graniastostupa jest réwna 12, czyli 6z +3h = 12, stad
wyznaczamy wysokos¢ h = 4 — 2z, gdzie x € (0;2). Zatem:

V(z) = m2\/§(4 —21) = \/—§(2x2 —2%), Dy = (0;2).

4 2
Wyznaczamy pochodng funkcji V: /”(4‘\‘\ znak V
3 % AR A
Vi(z) = (4o — 3x?) = 5 4(4—=3x), Dy = (0;2). /

V'(z) > 0dlaze (0;3) oraz V'(z) <0 dla z € (5;2).
Funkcja V' jest ciagta, zatem rosnie w przedziale (0; %} i maleje w przedziale
3:2), czyli w punkcie 2y = % przyjmuje wartos¢ najwieksza: V(3) = 32v/3.

Najwicksza mozliwa objetos¢ takiego graniastostupa jest rowna % 3.

Cwiczenie 2

a) Suma dlugosci wszystkich krawedzi graniastostupa prawidtowego czworo-
katnego jest réwna 16. Jaka najwiekszg objetos¢ moze miec¢ ten graniastostup?
b) Suma dlugosci wszystkich krawedzi graniastostupa prawidlowego szescio-
katnego jest réwna 96. Jakie wymiary powinien mie¢ ten graniastostup, aby
jego objetosé¢ byla najwieksza?

c) Objetos¢ graniastostupa prawidlowego trojkatnego jest rowna 16. Jakie wy-
miary powinien mie¢ ten graniastostup, aby jego pole powierzchni catkowitej
byto najmniejsze?

Cwiczenie 3

a) Przekatna prostopadloscianu o podstawie kwadratowej ma dtugo$é¢ 6 cm.
Wyznacz wymiary prostopadtoscianu tak, aby jego objetos¢ byla najwieksza.
b) Objetosé prostopadloscianu o podstawie kwadratowej jest réwna 27 cm?.
Wyznacz wymiary prostopadtoscianu tak, aby jego pole powierzchni catkowi-
tej byto najmniejsze.
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Przyktad 3 Y
Dwa wierzchotki prostokata ABCD naleza do .y
paraboli y = —%xQ + 6, a dwa pozostate leza na
osi OX (rysunek obok). Jakie powinny by¢ wy-
miary tego prostokata, aby jego pole bylo naj-
wieksze?

st

Parabola przecina 0§ OX w punktach o wspoél- .1 .
rzednych (—24/3,0) 1 (2v/3,0). [ 14 O 1 B \ X
Mozna zatem przyjacé, ze punkt B ma wspétrzedne (¢,0), gdzie t € (0; 2\/3)
Wéwcezas mamy A(—t,0) oraz C’(t, —1t% 4+ 6). Obliczamy dlugosci bokéw pro-
stokata ABCD:

|AB| = |CD| = 2t

|BC| = |AD| = —jt*+6
Pole tego prostokata: P(t) = 2t (—3t*> 4+ 6) = —t* + 12¢, gdzie t € (0; 2\/§)
Szukamy najwiekszej wartosci funkcji P w przedziale (0; 2\/§)
Wyznaczamy pochodng tej funkcji: = Sk P

P/(t) = —3t2 + 12 o

Zauwazmy, ze —3t*+12 = 0dlat = —2 & (0; 2\/§) f:'r_2 ! “\2v3 &
oraz dla t = 2 € (0;2V/3). Zatem P'(t) > 0 dla / ‘

t € (0;2) oraz P’(t)<0d1at€(2;2\/§). ’ :

Funkcja P jest ciagla, zatem roénie w przedziale (0;2] i maleje w przedziale

[2; 2v/ 3), czyli w punkcie t, = 2 przyjmuje warto$¢ najwieksza.

Wymiary prostokata o najmniejszym polu:
|AB|=1|CD|=2-2=4
|IBC|=|AD|=—5-2>+6=4

Zatem szukany prostokat jest kwadratem o boku 4.

Cwiczenie 4
Wierzchotki B i C' trojkata prostokatnego ABC
nalezg do wykresu funkcji:

flz) == +4

i maja réwne rzedne. Wierzchotek A ma wspot-

B
rzedne (t,0), gdzie t € (0;00) (rysunek obok). ]
Uzasadnij, ze pole trojkata ABC' jest rowne:
1
P(t) = s At J
Oblicz najmniejsze mozliwe pole takiego troj- . 1
o 1 A X

kata.
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Przyktad 4

Prosta l:y = ax + b o dodatnim wspot- ;
czynniku kierunkowym przechodzi przez B/
punkt P(—6,2) i tworzy z osiami ukladu

wspétrzednych tréjkat  AOB  (rysunek

obok) o najmniejszym mozliwym polu. P
Wyznacz diugosci bokéw tego tréjkata

oraz oblicz jego pole. A ol x

Punkt P(—6, 2) nalezy do prostej [, zatem:
l:y=a(r+6)+2=axr+ 6a+2
Prosta ta przecina os OX w punkcie A(—% — 6,0) oraz oS OY w punkcie
B(0,6a + 2) (sprawdz).
Trojkat AOB jest trojkatem prostokatnym, jego przyprostokatne majg dtugo-
Sci: [AO| = 2 + 6 oraz |OB| = 6a + 2. Pole tego tréjkata:
P(a) = 4(6a+2) (2 +6) =

= 18a + 12 + %, gdzie a € (0;00)

Szukamy najmniejszej wartosci funkcji P w przedziale (0; 00).
Wyznaczamy pochodng tej funkcji:
_2(9a%-1)

o 2

Zauwazmy. ZePP(’C(Li) :i g(;; 9a? — C1L2: 0ia>0,czyli \\\\ .Znak %
dlaa—1. | | 4 Ay X
P'(a) > 0dlaa € (3;00) oraz P'(t) <0 dlaa e (0;1).
Funkcja P jest ciagla, zatem maleje w przedziale (0; %] oraz ro$nie w przedziale
[%; oo), czyli w punkcie ag = é przyjmuje wartos¢ najmniejsza.
Dtugosci bokéow trojkata AOB:

|AO| =12, |OB| =4,

|AB| = /122 + 42 = 41/10

Pole tego tréjkata jest réwne ;- 12 -4 = 24.

Cwiczenie 5

Prosta [ przechodzi przez punkt P(2,—6) i przecina 0§ OX w punkcie A(t,0),
gdzie t > 2. Wyznacz funkcje zmiennej ¢ opisujaca pole tréjkata, ktéry ta
prosta tworzy z osiami uktadu wspétrzednych. Oblicz obwdéd takiego trojkata
o0 najmniejszym mozliwym polu.
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Zadania

Ktory z prostokatéw o polu 50 cm? ma najmniejszy obwdd?

Prostokat o bokach dilugosci x i y jest wpisany w okrag s
, . , . . . , (@)
o $rednicy réwnej 12 cm (rysunek obok). Jakie powinny by¢ &y
wymiary tego prostokata, aby iloczyn z-y? mial najwicksza
X

wartosé?

a) Powierzchnia zadrukowanej czesci kartki ma wynosi¢ 192 cm?. Margine-
sy gorny i dolny majg mie¢ po 2 cm, a marginesy boczne — po 1,5 cm. Jakie
powinny by¢ wymiary tej kartki, aby jej powierzchnia byta najmniejsza?
b) Powierzchnia zadrukowanej czeéci plakatu ma wynosi¢ 240 cm?. Mar-
ginesy gorny i dolny maja mie¢ po 10 cm, a marginesy boczne — po 6 cm.
Jakie powinny by¢ wymiary tego plakatu, aby jego powierzchnia byta naj-
mniejsza’

Dtuzsza podstawa trapezu rownoramiennego ma dtugosé 4 cm. Suma dtu-
gosci krétszej podstawy oraz dwoch ramion trapezu jest réwna 6 cm. Ob-
licz najwigksze mozliwe pole takiego trapezu.

Trapez réwnoramienny jest wpisany w okrag, ktérego srednica o dtugosci 2
jest dtuzsza podstawa trapezu. Wyznacz dtugosé kréotszej podstawy tak
wpisanego trapezu o najwigkszym mozliwym polu.

Chcemy sporzadzi¢ szkielet graniastostupa prawidlowego czworokatnego
tak, aby suma dtugosci jego krawedzi wynosita 72 cm i aby jego objetosé
byta mozliwie najwicksza. Jakie powinny by¢ wymiary tej bryty?

Mamy wykona¢ tekturowe pudetko o pojemnosci 4 1 z kwadratowym dnem
i bez gornej Scianki, zuzywajac przy tym jak najmniej materiatu. Jakie
wymiary powinno mie¢ to pudetko?

W rogach prostokatnego arkusza blachy o wy- |

miarach 36 cm i 24 cm wycieto cztery przy-
stajace kwadraty. Nastepnie po zgieciu blachy | |

wzdhuz linii zaznaczonych na rysunku otrzymano | |

pudetko (bez goérnej $cianki) o najwiekszej moz- | |

liwej objetosci. Oblicz wysokosé pudetka. e 4

Prosta przechodzaca przez punkt P(1,2) tworzy z dodatnimi potosiami
uktadu wspoétrzednych tréjkat o najmniejszym mozliwym polu. Wyznacz
réwnanie tej proste;j.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

Wyznacz réwnanie prostej przechodzacej przez punkt P(4,1) i odcinaja-
cej na dodatnich poétosiach uktadu wspoédtrzednych odcinki, ktérych suma
dtugosci jest najmniejsza z mozliwych.

Wierzchotki A i C' prostokata OABC' naleza do Y :I
osi uktadu wspotrzednych. Wierzchotek B nalezy 3¢ ,r
do paraboli o réwnaniu y = (x — 6)%, = € (0;6) = (z - 6)? '

(rysunek obok).

a) Uzasadnij, ze jesli punkt A ma wspoélrzedne

C{—\B :
(t,0), gdzie t € (0,6), to pole tego prostokata J
opisuje funkcja P(t) = t* — 12t* + 6t. &
b) Dla jakiej dtugosci bokéw tego prostokata je- ,/K N
go pole bedzie najwieksze? ol A 6 X
Wierzcholki trapezu naleza do paraboli o réwnaniu y = —x? + 4, przy

czym konce dtuzszej podstawy sa punktami, w ktoérych parabola przecina
08 OX. Wyznacz najwicksze mozliwe pole takiego trapezu.

Dwa wierzchotki prostokata naleza do paraboli
y = %xz — 2, a dwa pozostalte — do osi OX (rysu-
nek obok). Wyznacz obwdd takiego prostokata

o najwiekszym mozliwym polu.

Wyznacz punkty nalezace do paraboli, ktérych odlegto$é od punktu P jest
najmniejsza (rysunek ponizej).

b)

W jakim punkcie wykresu funkcji f nalezy poprowadzi¢ styczna, aby tréj-
kat ograniczony osiami uktadu wspotrzednych i ta styczna mial najmniej-
sze pole?

a) f(x)=a2*—-1 b) f(z) =—;2*+4

4.16. Zagadnienia optymalizacyjne
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R 4.17. Szkicowanie wykresu funkcji

Umiejetnosé obliczania granic oraz okreslania przedzialéw monotonicznosci
i ekstremow funkcji na podstawie jej pochodnej pozwala naszkicowaé¢ wykresy
wielu funkcji. W tym celu badamy przebieg zmiennosci funkcji, postepujac
wedtug nastepujacego schematu.

1. Okreslamy dziedzine funkcji.

2. Znajdujemy punkty przeciecia wykresu funkcji z osiami uktadu wspoét-
rzednych.

3. Obliczamy granice na koncach przedziatéw, w ktorych funkcja jest okre-
slona, oraz wyznaczamy asymptoty wykresu funkcji, o ile istnieja.

4. Wyznaczamy pochodng funkcji i okreslamy dziedzine pochodne;j.

5. Wyznaczamy przedzialy monotonicznosci i ekstrema funkcji.

Wszystkie otrzymane wyniki mozemy zebra¢ w tabeli, a nastepnie naszki-
cowa¢ wykres funkcji.

Przyktad 1
Naszkicuj wykres funkcji f(x) =

1
4

4 .3

i I,

1. Dziedzing funkcji f jest zbior liczb rzeczywistych: Dy = R.
2. Szukamy punktéw przeciecia wykresu z osiami uktadu wspotrzednych.
f(0) =0, wiec wykres funkcji f przecina o§ OY w punkcie (0,0).
Aby znalezé punkty, w ktorych wykres przecina 0§ OX, rozwigzujemy row-
nanie f(x) = 0:
it =0 & *(r-1)=0 & z=0lubz =4
Zatem wykres funkcji f przecina o§ OX w punktach (0,0) i (4,0).

3. Obliczamy granice funkcji f w —oo i w oo:

1
. . [00'4]
lim (ix‘l —x3) = lim x4(}1 — l) =" 00
T——00 T——00 x

lim (%11’4 — x?’) = lim x4(}l — %) [00271] 00

T—00 r—00

Zatem wykres funkcji f nie ma asymptoty poziome;.

4. Wyznaczamy pochodna funkcji f:
f(z) = (ia:4 — 333)/ = g% — 312

i okreslamy dziedzine¢ pochodnej: Dy = R.
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5. Wyznaczamy przedzialy monotonicznosci oraz ekstrema funkcji f.
Szukamy miejsc zerowych pochodnej:

2°—32°=0 & 2’(r—-3)=0 & z=0lubx =3
Ze szkicu wykresu f’' (rysunek obok) odczytu-

jemy rozwigzania nierOwnosci:

f'(x) > 0dlaz € (3;00),

f'(x) <0dlaz e (—o0;0) U (0;3).

Funkcja f jest ciggta, zatem rosnie w przedziale

[3;00) 1 maleje w przedziale (—oo; 3]. Dla zy = 3
3

funkcja osiaga minimum f(3) = —65.

Otrzymane wyniki zbieramy w tabeli i szkicujemy
wykres funkcji f (rysunek obok).

T <0 00<z<3 3 3<zr<4 4 xz>4
f@) - o - 0 + o+ o+
f®) o\ 0 N\ | —63 /0 S

Sprawdz otrzymany wykres,
Strzatka “\, oznaczamy, ze funkcja maleje, a strzatky ,” korzystajac z odpowiedniego

— ze roSnie. programu komputerowego.

Cwiczenie 1
Naszkicuj wykres funkcji f.
a) f(x) = —23+ 3z b) f(x) = 2* —22% — 8

Przyktad 2

Naszkicuj wykres funkcji f(x) = —*

241"
1. Dziedzing funkcji f jest zbior liczb rzeczywistych: D, = R.

2. Szukamy punktéw przeciecia wykresu z osiami uktadu wspotrzednych.

f(0) = 1, wiec wykres przecina 0§ OY w punkcie (0, 1).
1
x2 41

Rownanie = 0 nie ma rozwigzan, wiec wykres nie przecina osi OX.

3. Obliczamy granice funkcji f w —oo i w oc:
=0

lim = (0 oraz lim
Tr——00 .’B2 + 1 T—00 .TQ + 1

Zatem prosta y = 0 jest asymptota pozioma wykresu funkcji f w —oo i w oo.

4. Wyznaczamy pochodna funkcji f:
N 1\ _ (=241 -2z
1@ =(75) = ~trr =
oraz okreSlamy dziedzin¢ pochodnej: Dy = R.
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= Dowiedz sie wiecej
5. Mianownik we wzorze pochodnej jest dodatni dla x € R, wiec znak pochod-

nej ustalamy na podstawie licznika: f'(x) > 0 dla z < 0 oraz f'(z) < 0 Szkicowanie wykreséw funkcji wymiernych
dla x > 0. Funkcja f jest ciagla, zatem rosnie w przedziale (—oo;0] oraz
maleje w przedziale [0; c0). Dla xq = 0 funkcja osiaga maksimum f(0) = 1. Przyktad 1

: ; ; v : : Naszkicuj wykres funkcji f(x) =

95
x2-1"

x .az<0.0.a:>()

lf’( : 1. Dziedzing funkcji f jest zbiér Dy = (—oo0; —1) U (—1;1) U (1;00).
x + 0 -

- | : G | ; ; > Dla kazdego x € Dy mamy —z € D oraz:
f@) 0 1] N0 . : 1 O 1 i X f f
- : ! Wykres funkeji f jest symetryczny wzgledem osi OY'. f(—x) = (—a:_);— = = w;iE = —f(:L') Warto sprawdzi¢ parzysto$é¢ funkcji.
Zwr6¢ uwage na to, ze oprocz wykorzystania danych z tabeli warto wyznaczy¢ Zatem funkcja jest nieparzysta (patrz str. 29), czyli jej wykres jest syme-
kilka dodatkowych punktéw nalezacych do wykresu funkeji, np. (1, %), (-1, %) tryczny wzgledem poczatku uktadu wspotrzednych.

2. f(0) =0, wiec wykres funkcji f przecina o§ OY w punkcie (0, 0).
f(x) = 0dlax = 0, zatem punkt (0, 0) jest tez jedynym punktem wspdélnym
wykresu funkcji i osi OX.

Cwiczenie 2
Naszkicuj wykres funkcji f.

2) f(z) = b) fo) = oy ) fl@) =
< +4 r°—2w+4 r=+1 3. Obliczamy granice na koncach przedzialow, w ktérych funkcja f jest okre-
. Slona:
Zadania . 2 e . 4
hmwzlzhm1 = =0, 111rr1$21:llm1 — =0
T——00 - r——oc0 L — -5 T—00 - r—o0 1 — -5
1. Naszkicuj wykres funkeji f. Prosta y = 0 jest zatem obustronna asymptota pozioma wykresu funkcji f.
a) f(v)=12°—42® +4z D) f(z) =62 —2' c) f(z)=J2" —2° - 327 PR = D S = NN, | T
. . so-1- ®2—1 St a1 S X
2. Naszkicuj wykres funkcji f. ! ] v N _ )
422 41 4 1_ ) == ) L Szkic wykresu funkcji
a) f(ﬂf):;z—H b) f(#) = 55— c) f(x):xQ—fg Jim —== =" —oc0 oraz lim —= =" o0 y=a"—1
3. Na rysunkach ponizej przedstawiono wykresy funkcji f, g i h. Proste x = —1 oraz « = 1 sa zatem obustronnymi asymptotami pionowymi
Yt g Y4 g D wykresu funkcji f.
..................... \1 ) T 0 R N e 4. Wyznaczamy pOChOanI
1 T ! 1-(z2-1)—x-2x —z2 -1
\}J X Q X X f'lz) = <:c2—1) == (:162—)1)2 - (z2 -1)2° 1Dy = B =
"""" 5. Pochodna f’ jest ujemna dla x € D, zatem funkcja f jest malejaca w prze-

dziatach (—oo;—1), (—1;1) i (1;00) oraz nie ma ekstremow.
Wykresy pochodnych tych funkcji przedstawiono na rysunkach I, IT, III.

Dopasuj pochodne do funkcji. r | z<-1|-1-1<z<0{0/0<z<1|1l| z>1
I. {1 iYfF A ar. - Yt | f(x) — X - - - x| -

______________________________________________________________ f(gj).()\—oo: — N o S "X:'oo\o

"""""""""""""""""""""" przeprowadzié¢ badanie funkcji tylko dla z € R\ {1},
naszkicowaé¢ odpowiedni fragment wykresu i odbi¢ go

O\/l X Uwaga. Poniewaz funkcja f jest nieparzysta, mozna
symetrycznie wzgledem punktu (0, 0). P g Lo
))
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Przyktad 2 4 M
rayiac ; ) . Powtorzenie
Naszkicuj wykres funkcji f(z) = -%=.
1. Dziedzing funkcji f jest zbiér D; = (—o0;2) U (2;00). B Zestaw |
2. f(0) =0, zatem punkt (0,0) jest punk.tem p?z.eci(gcia wykresu z osig, ,OY. 1. Oblicz granice.
f(z)=0dlaz “:'O, z.atem punkt (0, 0) jest tez jedynym punktem wspolnym ) lim 22— 9m 41 . 2?4 6048 o) lim g
wykresu funkcji i osi OX. o SR e x4 12 e, G R
. Obliczamy granice na koncach przedziatléw, w ktérych funkcja f jest okre- b) Lim z? -8z +15 d) i 22 — 10z +9 £) lim z3 —a? -z 41
lim —— lim —7 = —00, lim —— lim —3 =0 2. Oblicz granice.
e s e SRS B : z—5 . VTFtaz-1 . 2w —T-1
lim il [i] — 00 lim = [é] 2) }CIE% Vo —4-1 b) mlirflG z+6 ) }Ei Vo —3-1
z—2- T—2 ’ r—2+ T—2
Prosta x = 2 jest zatem obustronng asymptota pionowa wykresu funkcji f. 3. Sprawdz, czy istnieje i{g f(z). Naszkicuj wykres funkcji f.
Mozn.ey.u skorzysta¢ z informacji podianej na str. 235 i wykazac¢, ze wykres 224 . 29 224 dla 2 < 2
funkcji f ma w 4+oo asymptote ukosng y = = + 2. a) f(x)=¢ =2 b) f(x) =
1 daz=2 20> —x—1 dlax > 2
4. Wyznaczamy pochodna:
f(z) = (“?_2)/ — 2m(“”_2)_2“72'1 _ 2 _427 Dy =R\ {2} 4. Oblicz granice.
x—2 (x—2) (x—2) a) lim 3 y ) y vt 1
5. f'(x) =0 & 2 —drxr=0 & z—5- T—5H ¢ a;l_glfél—a: © xfgﬂ 2 —x—6
& z(r—4)=0 & z=0lubxr =4 b) lim z—1 d) lim x—3 £) lim z+1
N L A el e o0+ T T x2 -4 2+ 3 +8
f'(x) >0dla z € (—o00;0) U (4; 0)
f'(z) < 0dlax e (0;2)U(2;4) ENEN 5. Zbadaj, czy istnieje granica.
Funkcja f jest ciagla, zatem rognie w prze- a) lim _z=3 b) lim vitaz ¢) lim -V 1+22
. Al AL . Sk rb 2 —4x —5 z—0 2—0 ||
dziatach (—oo; 0] i [4; 00) oraz maleje w prze- 17 UL TN
dziatach [0;2) i (2;4]. 6. Oblicz granice.
W punkcie zq = 0 funkcja f osiaga maksi- a) lim (32* — 22 + 6) d) 1 gmirf g) lim 8—3ffj +i2
mum f(0) = 0, a w punkcie z; = 4 osiaga po T00 g 2y s £ ;2 x+1
o . i . . xT X . xr- —x
minimum f(4) = 8. b) xEIPm(—3$5 + 2 + x) e) ;1_%10 e prp— h) ;}I—I& —
feiina 3_ .2 3 _
T | x<0.0.0<x<2.2.2<x<4.4.x>4 /// C) xl_i,r_noo(_5x4_2x+1) f) ml_iElOOS:Bl_ng—l 1) xg@m%
f@ + o - x| - o] + | = 7. W kresu funkcji f
1 - . znacz asymptoty wykresu funkcji f.
flx) —oo /10 \,—00 X 00 "\, 8| /o0 Y xy_lp R J2$2_1 1
o o o a) f(z) = — ) f(#) = 5% e) flz)=——=
1. Naszkicuj wykres funkcji f. 2
b) (@) = ot d) flo) = ) fl) = VIT P +a

a) f(x) =2+~

b) f(z) = St Q) f(a) = 72

x
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Uzasadnij, ze rownanie ma rozwiazanie nalezace do podanego przedziatu.
a) —3xz*+6224+5=0, (0;2) b) ® —bxd+ 22 —7=0, (-2;-1)
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10.

11.

Zbadaj cigglos¢ funkcji f i naszkicuj jej wykres.
20 —1 dlaz <1

a) f(x)—{ 1

— dlaz > 1
X

2 dla z < 2

b) fla)=4q *77
{x3 dla z > 2

Czy mozna tak dobra¢ wartos¢ parametru a, zeby funkcja f byta ciagta?

xr—>5 2
dlaz <0 Vs +5-1 dla = £ 2
a)fm»=:{w+1 b) flx)={ = =2 a
a dlazxz >0 a dla r =2

Oblicz wspotczynnik kierunkowy stycznej do wykresu funkeji f w punkcie
o odcietej réwnej 1.

a) f(x):—5x4+%3+$ c) f(:v):%—% e) f(m):21x—i;;
b) f(@) == — % +2yz d) f(z)=(a*— 1)V ﬂﬂ@:%EQ
Zestaw |l

222 41

Dla jakiej wartosci parametru a granica lim — jest rowna:

r—o00 Ax* —x+ 1

a) 1, b) 2, c) —oo?
Oblicz granice.

a) lim (x — /1) ¢) lim (V2o +a2+z) e) lim /2t + 2z

T—00 xr——00 T—00 r+1
. 1 . A T2+ 2x . A/x2+3
b) lim (v4z 20)  d) lim S b Jim s
Wyznacz réwnanie stycznej do wykresu funkcji f w punkcie o odcietej x.
a) f(r)=32>+1,20=0 d) f(z)=(x—4) 20=3
3 _
b) f(z) = %+, @z = -1 e) flz) ==, w =
1 2
c) flz)==—120=2 ) f(m):h,xozl

Wyznacz réwnania stycznych do wykresu funkcji f(z) = ta°* — 22 + 1,
ktore:

a) sa rownolegte do prostej o réwnaniu y = 7z — 4,
b) sa prostopadte do prostej o rownaniu y = —%x +1,
c) tworza z osiag OX kat 135°.

Wyznacz przedzialy monotonicznosci funkcji f.
a) f(z) =22+ 32> — 122 + 1 ¢) f(z)= 2 e) f(z)=2a*—

x
2

d) f(z) = — f) f(z) =4+

r+1

b) f(z) =2 —32*+3x+5

B 284 4. Rachunek rézniczkowy

6.

10.

11.

Wyznacz ekstrema funkcji f.

2) fl@) =o'+ 3 +20 d) fo)= 555 ®) fla) = Vol F2a7 42

x2+4
b) f(w)=a'—62°+8z e) flz)=x+5 h) f(a)=v2T—a?+1
o) f@)= 5 D f@ = ) f@) =zt

Wyznacz warto$¢ najmniejsza i wartos¢ najwieksza funkcji f w podanym
przedziale.

a) f(x) =12 — 6z, [—2;3]
b) f(z) = T3, [0;8]

o xz+ 2’

0) f(£) = g [-44]
4) f(x) = /Zo(0 — @), [1;3]

Przedstaw pole P prostokata (rysunek ponizej) jako funkcje zmiennej x.
Dla jakiego argumentu x pole jest najwieksze? Podaj wymiary prostokata
o najwiekszym polu.

b) 9 c)

2x
2x 1

12

(@3 (6]

I 4 I

Wymiary prostopadtoscianu sg w stosunku 2:3:x, gdzie x > 0, a suma
tych wymiaréw jest réwna 1 m. Wyznacz wartos¢ x, dla ktérej objetosé
tej bryty jest najwieksza. Oblicz te objetosé.

Na paraboli y = x* zaznaczono punkty A(—1,1), B(a,a?), C(2,4), gdzie
€ (—1;2). Wyznacz wartos¢ a, dla ktorej pole trojkata ABC' jest naj-
wigksze. Oblicz to pole.
Naszkicuj wykres funkcji f.
a) flw)=a>+2* -2 -1

b) f(zx) =a*+2*—2 e) f(x):;—ig h) f(x)_xQ—Sm—FS
¢) flz) = 12’ — 322 f) flz)= xz_fl ) flz)= 2 +24CE$+4
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Zadania z kontekstem realistycznym

1. Wiasciciel hurtowni mebli ogrodowych poprosit swojego syna Karola o po-
moc w rozwigzaniu nastepujacego problemu. Nalezy ogrodzi¢ prostokatny
plac wystawowy o powierzchni 160 m?. Trzy boki prostokata maja by¢
ogrodzone drewnianym plotem (koszt: 200 zl za metr biezacy plotu),
a czwarty — Sciang z cegly (koszt: 800 zt za metr biezacy Sciany). Jakie
wymiary powinien mie¢ ten plac, aby koszt ogrodzenia byt najmniejszy?

a) W ramce ponizej podano fragment rozwiazania przedstawionego przez
Karola. Dokoncz to rozwigzanie.

Oznaczmy przez z i y boki prostokata. Przyjmijmy, ze D C

Sciana z cegly powstanie wzdtuz boku BC. Wowczas
koszt ogrodzenia (w zlotych) mozna przedstawié za ¥
poOmocy wWzoru:

k= (2x+y)-200 + y - 800 = 400z + 1000y A v B

Powierzchnia placu jest réwna 160 m?, czyli x - y = 160, wiec y = %.

Zatem nalezy znalez¢ argument x > 0, dla ktéorego funkcja:
k(x) = 400x + —16035000
przyjmuje wartos¢ najmniejsza.

Obliczamy pochodna funkcji k.

b) Koszt drewnianego ptotu wzrést o 400 zt za metr biezacy, a koszt me-
tra biezacego Sciany z cegly pozostal bez zmian. Oblicz, jakie wymiary
powinien mie¢ ten plac, aby koszt ogrodzenia byl najmniejszy. Odpowiedz
podaj z doktadnoscia do 1 cm.

2. Pudetko w ksztalcie graniastostupa prawidtowego czworokatnego o objeto-
ci 96 dm?® ma zostaé¢ wykonane z dwéch rodzajéw materialu. Material na
dolng podstawe kosztuje 200 zt/m?, a material na gérna podstawe i $ciany
boczne — 100 zt/m?. Jakie wymiary powinno mieé to pudetko, aby koszt
jego wykonania byt najmniejszy? Ile wyniesie koszt materiatu potrzebnego
na jego wykonanie?

3. Blaszany pojemnik w ksztalcie graniastostupa prawidtowego czworokat-
nego bez goérnej Scianki ma mie¢ pojemnos¢ 12 1. Na Scianki boczne prze-
znaczono material trzy razy tanszy niz na podstawe. Jakie wymiary po-
winien mie¢ ten pojemnik, aby koszt jego wykonania byl najmniejszy?
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Sposob na zadanie

Przyktad
Jakie jest najwieksze mozliwe pole trapezu réwnoramiennego, ktérego ramiona
i krétsza podstawa maja dtugosé 27

W trapezie ABCD (rysunek obok) niech x = |AE|.

Wowczas wysokosé trapezu jest réwna: D 2 ¢
h =422 — 22 = /4 — 22, gdzie z € (0;2) 2 b 2
Pole trapezu: a B
p — |AB[+|CD| |DE| A T K F B

2
zapisujemy jako funkcje zmiennej x:

P(a:)z%-\/él =24+ 2)Vi—22=/(2+2)2(4 — 2?)
P(z) = /—x* — 423 + 162 + 16

gdzie z € (0;2).
Nastepnie wyznaczamy najwieksza wartos¢ funkcji P. W tym celu mozemy:

e wyznaczy¢ pochodna funkceji P:

1
P/
(@) = 24/ —a — 423 + 162 + 16

 (—4a® — 1222 + 16)

lub
e rozpatrzy¢ funkcje pomocnicza:
f(z) = —a* — 423 + 162 + 16
gdzie x € (0;2).
Funkcja y = v/t jest rosnaca, wiec funkcje P i f osiggaja wartoéci najwicksze
dla tego samego argumentu .
f'(x) = —4a® — 122* + 16, gdzie z € (0;2)
—4x® — 122> +16 =0 dlaz € {—2,1} (sprawdz)
Z zalozenia x € (0;2), zatem f'(x) = 0< x =1,

Funkcja f ro$nie w przedziale (0;1] i maleje N J>%jy4;\$\znak Vi

w przedziale [1;2), zatem dla z = 1 funkcja f ) N —

oraz funkcja P osiagaja wartosci najwieksze.
P(1)=v-1"—4-13+16-1+16 = V27 =3V3

Odpowiedz: Najwieksze mozliwe pole takiego trapezu jest réwne 3v/3.

=» Zadanie 7, str. 288

J
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L.

Przed matura z matematyki na poziomie rozszerzonym

Zadanie 1 (0-2)

) . 3x3 + 422 —6x—8
licz lim )
Oblic 922 — 16

r

Zadanie 2 (0-2)
Oblicz wspotczynnik kierunkowy stycznej do wykresu funkcji:

o) = o e T

w punkcie zo = 1.

Zadanie 3 (0-2)

3
Wyznacz najwieksza warto$é¢ funkcji f(z) = % — 2x w przedziale (—oo; 1].

Zadanie 4 (0-4)

Dla jakich wartosci parametru m réwnanie 223 — 2

>x® =32 = m ma rozwigzanie

nalezace do przedziatu [0; 1]7

Zadanie 5 (0-5)

Wyznacz warto$¢ najmniejsza i wartos¢ najwieksza funkcji:

T 4z — 3az?
f(a) = lim (a? +4)a2 +7

w przedziale [—5; 5].

Zadanie 6 (0-5)

Rozpatrujemy trojkaty prostokatne opisane na okregu o promieniu 1. Oblicz
dtugosci bokéw tego z rozpatrywanych trojkatow, dla ktérego promien opisa-
nego na nim okregu jest najmniejszy.

Zadanie 7 (0-6) # Przykiad, str. 287

Dany jest trapez prostokatny ABCD, ktérego ramie AD jest prostopadte do
dtuzszej podstawy AB. Krotsza podstawa DC' oraz ramie BC' maja dlugosé 4.
Oblicz wysoko$é takiego trapezu ABCD spelniajacego podane warunki, kto-
rego pole jest najwieksze.

Zadanie 8 (0-5)

Rozwazamy graniastostupy prawidlowe sze$ciokatne o objetoéci 36 cm?. Ob-
licz dtugos¢ przekatnej Sciany bocznej tego z rozwazanych graniastostupow,
ktérego pole powierzchni catkowitej jest najmniejsze.

Zadanie 9 (0-6)
Wyznacz w zaleznosci od parametru a wspoélrzedne punktu nalezacego do
wykresu funkcji f(xz) = 2? i lezacego najblizej punktu P(0, a).
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5 Statystyka

Ponizsza tabela zawiera szacunkowe dane dotyczace liczebnosci populacji bo-
bra na terenie Polski w wybranych latach. Dane te pokazuja, ze od ostatniego
¢wieréwiecza XX wieku nastepuje ciagly przyrost populacji bobra w naszym
kraju.

" Rok | 1976 | 1980 | 1982 | 1986 | 1992 1994 | 2003 | 2020
' Liczebnosé = 500 | 1000 | 1800 | 3000 | 6000 = 7400 20660 137000

Na podstawie: Krajowy plan ochrony gatunku. Bébr europejsks,
oprac. Andrzej Czech, Krakéw 2007; www.wody.gov.pl

W tym rozdziale poznajemy pojecia statystyczne zwigzane z analizg danych.

Wykorzys ch zjawisk, takze przy podejmowaniu klu-

otecznych.




5.1. Srednia arytmetyczna

Przyktad 1
W tabeli podano liczby punktéw zdoby- A ' 3 ' 18 | 10 ' 20 ' 16| 12
tych przez zawodnikow A i B w szesciu f— - —

kolejnych meczach koszykéwki. B 24 18 4100 2

Srednia liczba punktéw zdobytych przez zawodnika A:

8+18+10+20+16+12 _ 4,
- =

Srednia liczba punktéw zdobytych przez zawodnika B:
2441844404042 _ ¢

6
Definicja
Sredniq arytmetyczng n liczb: xq, x5, ..., z,, nazywamy liczbe:
1+ T2+...+Tn

=
n

Zamiast ,$rednia arytmetyczna” bedziemy czasami pisa¢ krétko: ,Srednia”.

Cwiczenie 1

W tabeli podano oceny z wybranych przedmiotéw otrzymane przez troje
uczniéw klasy III na koniec semestru. Oblicz $rednie ocen uzyskanych przez
Basie i Tomka (zauwaz, ze Tomek nie uczy sie jezyka francuskiego).

or— ° ,CM@ 8

= Tvg = < 3

i, > 3] o < < S o= @

w || 2|8 B | | & 5 | & =

> = = S o S s o0 =

S T N - - = < < O I

S| s |=s|E = &8 | & |0 0|2 |4

Agnieszka 6 5 5 5 4 3 5 4 | 4,6
Basia 2 1 2 3 4 3 4 3 2 5 ?
Tomek 5 4 — 5 3 3 4 4 5 3 ?

Cwiczenie 2

Wynagrodzenia miesieczne pracownikow pewnej firmy wyniosty (w zlotych):
5300, 5250, 7500, 5350, 9500, 5300, 5000, 5100 i 4700. Ilu pracownikéw tej
firmy otrzymalo wynagrodzenie ponizej sredniej?

BN 290 5. Statystyka

Cwiczenie 3
Oblicz érednie arytmetyczne zestawéw danych A, B i C. Sformutuj wniosek.

A=1{7,7,3,4,4,11}, B={17,17,13,14,14,21}, C = {27,27,23,24,24,31}

liczba dziewczat liczba chtopcow
Przyktad 2 81 8
Na diagramach przedstawiono ze- (73 _ (73 |
stawienia ocen semestralnych z ma- 5. .. fof | 5 |-
tematyki w klasie III (z podzialem 4 4
na dziewczeta i chlopcow). g L - ; i
Srednia ocen z matematyki w gru- | [ | | ] ¢

1 2 3 4 5 6 1 2 3 45 6

pie dziewczat: ocena ocena

— 1-244.-34+6-44+8:-54+1-6 84
xd: :—:4’2
14+4+6+8+1 20
Srednia ocen z matematyki w grupie chlopcéw:
_ 2.143-34+2-441-54+2-6 _ 36
7, = 2:143:3+2:441:542:6 _ 36 _ g4

¢ 24+3+24+1+2 10

Srednieg ocen z matematyki dla catej klasy mozemy obliczy¢, korzystajac z ob-
liczonych wczes$niej srednich:
o 20-x4+ 10 -z, 84 + 36 120
ajk _= = —_= = 4
10420 30 30

Tq+ Tc

Zwr6é uwage na to, ze xy nie jest rowne . Jak sadzisz, dlaczego?

Cwiczenie 4 liczba dziewczat liczba chtopcow

Na diagramach przedstawiono ze- 4|~ 7~ 4 e

stawienia ocen semestralnych z bio- 5 N 5 o

logii w pewnej klasie (z podziatem

na dZieWCZQta 1 CthpCéW). OthZ 17 J SRR (s FEC S B 2 SR

srednie ocen z biologii dla grupy ) e )

dziewczat, grupy chtopcow oraz dla —‘ —‘

calej klasy. T A W 123465 6
ocena ocena

Cwiczenie 5

a) Srednia arytmetyczna liczb: 1, 2o, ..., x5 jest réwna 16, a $rednia aryt-

metyczna liczb: x,, ..., xg jest rowna 17. Oblicz z;.

b) Srednia arytmetyczna liczb: zy, Zs, ..., 27 jest réwna 120, a érednia aryt-

metyczna liczb: zq, x4, 6 jest rowna 100. Oblicz $rednig arytmetyczng liczb:
L1,T3,T5,T7.

5.1. Srednia arytmetyczna
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Zadania 6. W pewnej firmie zatrudniajacej 15 pracownikow Srednie miesieczne wyna-

grodzenie wynosi 6500 zt. Jakie bedzie Srednie miesieczne wynagrodzenie,
1. W grupie 240 os6b przeprowadzono sondaz. Kazdej 15%

jesli firma dodatkowo zatrudni:
osobie zadano pytanie: ,,Ile godzin dziennie spedzasz, q 30%

ogladajac seriale?”. Wyniki sondazu przedstawiono a) stazyste z wynagrodzeniem miesigeznym 4700 zt,

na diagramie kolowym. Oblicz érednig arytmetyczng 25% V b) trzech stazystow, kazdego z wynagrodzeniem miesigcznym 5000 z1?
A 10%

otrzymanych danych. . ) o ) ) ) L )
7. Srednie miesi¢czne wynagrodzenie w pewnej firmie zatrudniajacej 20 os6b

£ . . . 20 . . . .

2. Srednia arytmetyczna podanego zestawu liczb jest i@ wynosito 5200 zt. Zatrudniono nowego pracownika. Ile zarabia ten pracow-
rowna 4,5. Oblicz x. nik, jesli obecnie $rednie miesieczne wynagrodzenie w firmie jest:
a) 27 27 37 37 37 x, 87 8 b) 07 17 17 17 27 27 x, T, 137 15 a) O 2% WyZSZG niz pOpI‘ZGdDiO, b) O 1% nizsze niz pOpI‘ZGdDiO?

3. Klub zrzeszajacy dwunastu hodowcoéw gotebi podal, ze kazdy z jego czton-

kéw ma sSrednio 50 gotebi. Dane te okazaly sie nieaktualne, gdy jeden

z klubowiczow sprzedal potowe swoich gotebi — ma ich teraz 36. Ile gotebi Srednia arytmetyczna jest ,wrazliwa” na

przypada $rednio na jednego cztonka klubu obecnie? dane, ktore bardzo odbiegaja od pozosta-

tych, dlatego czasem obliczamy ja po odrzu-

liczba uczniéw

4. Na diagramie przedstawiajacym zestawienie ocen se- ceniu z zestawu pewnej liczby danych naj-

6
mestralnych z geografii w dwudziestoosobowej klasie 5 [~ wiekszych i najmniejszych. Tak obliczona
nie zaznaczono liczby ocen dobrych i dostatecznych. 3 N s éirednia nosi nazwe $redniej obcietej.
Przerysuj do zeszytu i uzupetnij diagram przy zalo- 2 == Srednia obcieta ma swoje zastosowania na
seniu, ze érednia ocen z geografii w tej klasie wynosi: i ) przyklad w sporcie. Obliczenie ostatecznej
a) 3,5, b) 3,25, c) 3,65. L2345 6 oceny w jezdzie figurowej na lodzie czy

gimnastyce sportowej polega na odrzuceniu

5. Na diagramie przedstawiono dane dotyczace miesiecznego wynagrodzenia dwéch skrajnych ocen i obliczeniu gredniej

pracownikéw oddziatu banku (14000 zt zarabia dyrektor). obcietej pozostatych.

liczba pracownikéw

4} R P A 8. Oblicz $rednig podanego zestawu liczb oraz Srednia zestawu otrzymanego
3 B przez usuniecie dwoch liczb skrajnych (najmniejszej i najwiekszej).
[ IR . ‘.. e R R L SR R e a) O’ 2, 3’ 4, 67 97 97 127 b) ]_17 ]_27 127 ]_37 157 17, 82
1 oo [ ... R ... [N . ... ESRCRR] .. ... SIS . ... S R e
9. Oblicz $rednig arytmetyczng zestawu liczb bedacych kolejnymi wyrazami

S &€ 8 8 8 & 8 8 &£ wynagrodzenie [z1] ciagu geometrycznego: 2, 22, ...,2'2 oraz Srednig zestawu otrzymanego
K~ .. , . . .. . , . ..
oo eo e e © oz = przez usuniecie dwoch liczb najmniejszych i dwoéch liczb najwiekszych.

a) Ile wynosi $rednie miesieczne wynagrodzenie w tym banku?

., L : o .. 10. srod dstawi h obok liczb / kreslic
b) Ile wynosi Srednie miesieczne wynagrodzenie 10 najlepiej zarabiajacych Czy wsréd praedstawionych obok liczb mozna skreslic >1< 213|4

.y : . : : j jedna tak, aby sredni tmet tkich
pracownikow, a ile — 10 zarabiajacych najgorzej? JopaCze JeCna tax, aby Stecilla atylinelytzna wezystxic X 7 >8<

skreslonych liczb: D

c) Jaka podwyzke otrzymal dyrektor, jesli wszyscy pozostali pracownicy a) wzrosla 0 1, b) zmalala o 1, c) warosta o 331%7 X 10111112
) ) 370

13|14 (15|16

dostali po 500 zt podwyzki, a $rednie miesieczne wynagrodzenie wzrosto
0 10%?
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Dowiedz sie wiecej

Skala centylowa

Aby wskazaé polozenie wybranej danej wzgledem innych danych, uzywa sie
skali centylowej. Podajac centyl, ktéremu odpowiada liczba = (méwimy tez:
,w ktorym miesci sie liczba x”), okredlamy, jaki jest procent liczb mniejszych
lub réwnych tej liczbie.

Przyktad 1

W ponizszej tabeli podano wartosci centyli odpowiadajace poszczegdlnym wy-
nikom procentowym uzyskanym na egzaminie maturalnym z matematyki na
poziomie rozszerzonym przeprowadzonym w maju 2025 r.

Wynik Wartosé Wynik Wartosé Wynik Wartosé
procentowy centyla procentowy centyla procentowy centyla

0o | 7 3¢ 59 | 68 | 89

2 11 36 61 70 90

4 ' 17w | 3 | e | 12 | o

6 21 | 40 | 65 | 74 | 92

8 25 | 42 | 67 76 | 93

10 . 28 ” 44 | 70 | 78 " 94

12 31 46 72 80 95

14 33 | 48 | 4 | 8 | 96

16 | 36 50 | 75 _ 84 " 97

18 | 39 | 52 | 77 _ 86 | 97

20 | 41 | 54 | 79 _ 88 | 98

22 | 44 56 81 | 90 | 99

24 | 46 | 58 | 82 _ 92 | 99

26 49 60 | 84 94 | 99

28 . 51 | 62 | 85 | 96 100

30 54 | 64 87 98 100

32 | 56 66 | 88 . 100 100

. . , . Zrédto: https://cke.gov.pl
Z tabeli mozna odczytac, ze: ps://cke.gov.p

» Jesli maturzysta uzyskal na egzaminie 30% punktéw mozliwych do zdobycia,
to wynik ten odpowiada 54. centylowi, co oznacza, ze 54% maturzystéw pod-
chodzacych do tego egzaminu uzyskato wynik nizszy lub taki sam, natomiast
46% maturzystow uzyskato wynik wyzszy.

» Jesli maturzysta uzyskal na egzaminie 96% punktéw mozliwych do zdoby-
cia, to wynik ten odpowiada 100. centylowi, co oznacza, ze w przyblizeniu
100% maturzystéw podchodzacych do tego egzaminu uzyskalo wynik nizszy
lub taki sam, natomiast mniej niz 1% maturzystow uzyskato wynik wyzszy.

BN 294 5. Statystyka

5.2. Mediana i dominanta

Poza srednig arytmetyczng rozpatrujemy tez inne wielkosci stuzace do analizy
danych. Jedna z nich jest warto$¢ érodkowa — mediana. Aby ja wyznaczyc¢,
porzadkujemy dane od wartosci najmniejszej do najwiekszej, na przyktad:
1,2,2,[2], 5, 5, 6 - mediana jest liczba 2,

-3, -3,0,0,2,[7],9, 11, 13, 17, 18 — mediang jest liczba 7.

Mediang nieparzystej liczby danych jest wartosé¢ srodkowa. W przypadku pa-
rzystej liczby danych mediang jest srednia arytmetyczna dwoch sasiednich
wartosci srodkowych, na przyktad:

1,2,(3],[8], 9, 14 — mediana jest réwna 2£* = 55.

Zauwaz, ze mediana dzieli dane na dwie réwnoliczne grupy. Dane w jednej
grupie sg od niej mniejsze lub jej rowne, dane w drugiej — wieksze lub réwne.

Cwiczenie 1
Wyznacz mediane podanych liczb.
a) 1,2, 3,10, 20 b) 6, 10, 11, 11, 20, 7 c) 18,6, 4, 10, 5, 4

Cwiczenie 2
W stadninie zwazono wszystkie konie i otrzymano nastepujace wyniki (w ki-
logramach):

— ogiery: 530, 550, 550, 590, 565, 570, 560, 540;
— Kklacze: 490, 500, 510, 540, 505, 500.

Wyznacz mediany wagi: a) ogieréw, b) klaczy, ¢) wszystkich koni w stadninie.

Cwiczenie 3
Rzucono 20 razy kostka. Na diagramie obok przedsta- liczba wynikéw

. . ; . 6
wiono, ile razy otrzymano poszczegolne liczby oczek. i .
Wyznacz mediane uzyskanych wynikow. Y com— .
. 3 Frammen e |
Cwiczenie 4 s . i
Podaj przyktad pieciu liczb, ktérych mediana jest: 1 e v

a) wieksza od ich $redniej arytmetycznej, 1 2 3 4 5 6

b) mniejsza od ich $redniej arytmetyczne;j. liczba oczek

Cwiczenie 5

Srednia arytmetyczna zestawu liczb: 8, 6, 3, x, 8, x+4, 4, 6, 7, 8 jest r6wna 7.
Ile wynosi mediana tego zestawu liczb?

5.2. Mediana i dominanta
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Kolejng wielkoscig przydatna podczas analizy danych jest dominanta — war-
to$é, ktora wystepuje wsrdéd danych najczesciej (dominanta bywa réwniez na-
zywana warto$cia modalng lub moda).

Na przyktad dla liczb: 1, 1, 2, 2, 2, 3, 5, 5, 6 dominantg jest liczba 2.

Jesli w zestawie danych kilka liczb wystepuje z ta sama, najwyzsza czestoscia,
to przyjmujemy, ze kazda z tych liczb jest dominantg. Jezeli natomiast wszyst-
kie liczby wystepuja tak samo czesto, to przyjmujemy, ze nie ma dominanty.

Cwiczenie 6

Sprzedawca zanotowal rozmiary butéw meskich, ktore sprzedal pewnego dnia:
42, 44, 41, 42, 43, 42, 44, 42, 45, 43, 45, 46. Wyznacz mediane i dominante
tych danych. Ktory rozmiar butéw kupowano najczesciej?

Cwiczenie 7

Nauczyciel biologii zrobil zestawienie
o o Ocena 112(3|4|5]|6
wynikéw trzech sprawdzianéw prze-

prowadzonych w dwudziestoosobo- | Liczba ocen 4 10 23 2 19 2
wej klasie (tabela obok). Po kolejnym

sprawdzianie dopisat do zestawienia nowe oceny. Wyznacz dominante i me-

diane ocen w nowym zestawieniu przy zalozeniu, ze z tego sprawdzianu:
a) wszyscy uczniowie otrzymali ocene dobra,

b) potowa uczniéw otrzymala ocene bardzo dobra, a pozostali — dostateczna.

Zadania

1. Ktoéry zestaw danych: X czy Y ma wigksza mediang?
a) X:8,2,3,7,8,8,1,7,1, Y:9,7,2,6,7,2,9,3

b)X,13421132 Y,67411423

©574757373727575) *778757874757578

2. W tabeli przedstawiono, ile medali zdobyli Polacy w trakcie letnich igrzysk
olimpijskich w latach 2004-2024. Oblicz
srednia arytmetyczna i mediane liczby
zdobytych w tych latach: 2004 3 2 5
a) ztotych medali, b) wszystkich medali. | 2008

Rok | zloto |srebro | braz

3. Oznaczmy przez ¥, M i D odpowiednio | 2012
srednig arytmetyczna, mediane i domi- 2016
nante zestawu liczb: 1, 2, 3, 4, ¢, 2, 3, | 5090 '

4,4, 4. Oblicz ¢ w przypadku, gdy: -
2024

a) T =D, b) x =M.

RN W

5 2
2 6
3 | 6
5 | 5
4 5
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4. Kazda z osob A, B, C, D, E, I wykonala serie rzutow kostka. Na diagra-
mach przedstawiono, ile razy wypadty poszczegdlne liczby oczek w seriach.
Wyznacz mediane, dominante i Srednig arytmetyczng liczb oczek wyrzu-
conych w kazdej serii.

liczba A liczba B liczba C
rzutow rzutéw rzutéw
6 6 6 i
5 O LT o0 = MR TE L DN Lt P BT 5 ........ B NI L L N L Lo e e 5 |
3 ..................... L 3 ] | LS [ e e p— 3 ——— L LS| | S
2 i 2 2
1 ............................... 1 .............................. 1 ....................................
1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6
liczba oczek liczba oczek liczba oczek
liczba D liczba E liczba F
rzutéw rzutéw rzutéw
6 6 6 e
5 . .. | A | 5 5 ....... R U
4 e .. [ S 4 4 ...... Heroh R
3 . 3 LR PP e o Jere] 3 ...... ity baees e SRR
2 ..... 2 ...... 2 .....
. 1 { ________ 1 h 1

1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6
liczba oczek liczba oczek liczba oczek

5. Kazdaz osob A, B, C wykonala serie rzutéw kostka. Na diagramach przed-
stawiono, ile razy wypadty poszczegélne liczby oczek w seriach. Wyznacz
mediane, dominante i Srednig arytmetyczna liczb oczek wyrzuconych tacz-
nie przez osoby:

a) AiD, b) AiC, ¢) BiC, d) A, BicC.
liczba A liczba B liczba C
rzutow rzutow rzutow
6 ; ; 6 ; — 6
Bl | —— 51
4 4 T 4 —

3 S L U B B 3 lerssnss el 3 = 0
2 2 P e e
. .| ] %

1 2 3 4 5 6 1 2 3 4 5 6
liczba oczek liczba oczek liczba oczek

5.2. Mediana i dominanta
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5.3. Srednia wazona

Przyktad 1
Podczas egzaminu z jezyka obcego wypowiedz studenta oceniano w dwdch

Korelacja

O dodatniej korelacji miedzy dwiema zmiennymi w statystyce
moéwimy, gdy wzrost jednej z nich jest powigzany ze wzrostem drugie;j.

kategoriach: x; — ocena za umiejetnos¢ komunikacji, x, — ocena za poprawnos¢

Na przyktad zbierajac dane dotyczace czasu spedzonego na bieganiu i liczby %F gramatyczna. Ostateczng ocene z egzaminu ustalano, korzystajac ze wzoru:
spalonych kalorii, mozemy oczekiwa¢ dodatniej korelacji tych danych. N 321 4 o
3+1
Aby zmierzy¢ korelacje miedzy zmiennymi x i y na podstawie par danych: (x,, y,), W ten sposéb zwiekszono znaczenie (wage) oceny za umiejetnosé komunikacji
(Xas ¥o)» ---» (X,,, ¥,)), ktorych $rednie arytmetyczne wynoszg odpowiednio X i y, oblicza sie w stosunku do oceny za poprawno$¢ gramatyczna. W tabeli podano oceny,
wspotczynnik korelacji r Pearsona [czyt. pirsonal: ktore otrzymali Agata, Marek i Tomek.
(X1 =X) Y1 =Y) + (XK= X) (Vo= Y) + ... + (X, = X) (¥, ¥) 3
= T T xr1 +x2 .
V06 =37+ (=3 + o+ (=307 [ =77+ (1= 9+ o+ (1= 7)? ' ? 1 Ocena z egzaminu
3543 __ 18
Wartos¢ tego wspotczynnika dla korelacji dodatnich jest liczbg z przedziatu (0;1). Agata 5 3 4 4 4,5
Marek 6 2 2642 — 2 5,0
3345 __ 14
Ponizej przedstawiono zestawy danych o silnej, stabej i zerowej korelaciji. Tomek 3 D 4 4 3,5
A A © © A : : o : :
0p & o o , ° 4 W powyzszym przyktadzie obliczyliSmy srednig wazona.
o
&P o o o © © c ..
fo o 5 Definicja
° © o o)
O OO (e)
o o ° o° Srednia wazong liczb: x,, 9, ..., z; z odpowiadajacymi im wagami:
- o 5 oo N1, Na, ..., N, bedacymi liczbami dodatnimi, okreslamy wzorem:
B B > = _ NiT1 +N2T2+ ... +NpTy
Ty =
silna korelacja dodatnia, sfaba korelacja dodatnia, korelacja zerowa, ni+mnz+...+ng
r=0,9 r=04 r=0

Cwiczenie 1
Oblicz $rednig wazona liczb x1 =4 i £ = 6 z podanymi wagami.
b)n,=1,n,=1 c) ny =0,5,n,=0,5

El W tabeli zestawiono informacje o wzroscie (x, w cm) i masie
ciata (y, w kg) 10 oséb. Oblicz wspotczynnik korelacji dla tych
danych.

a) ng =3, ny =1

Zauwaz, ze jesli wszystkie wagi sa rowne, to Srednia wazona liczb jest réwna

x 167 176 177 178 180 184

y ©69 o667 74 70 70 74 78 76 82 80

169 172 174 175

ich Sredniej arytmetycznej.

Cwiczenie 2
Oblicz $rednig wazona liczb z podanymi wagami.

a) Liczba
Waga

6
2

9
1

12
3

s P

4

Liczba
Waga

7
0,2

3
0,3

5.3. Srednia wazona

4
0,5

5
0,4

299 IS



Cwiczenie 3

Uczestnikom kursu jezyka angielskiego wystawiono oceny za cztery umiejet-
nosci: x; — za rozumienie ze stuchu, x, — za rozumienie tekstu pisanego, xs —
za wypowiedzi pisemne, x, — za wypowiedzi ustne. Aby wystawi¢ ocene kon-
cowq, postanowiono obliczy¢ srednig wazong z nastepujacymi wagami: n; = 1,
Ny =2, n3 =4, ng = 3.

Z1 T2 T3 T4 Ocena koncowa
Asia 4 5! 3 4 3,8
Basia 6 5 2 4 ?
Kasia 2 6 5 4 ?

a) Oblicz koncowe oceny Basi i Kasi.

b) Czy gdyby przyjeto n, = 4, a pozostale wagi zostawiono bez zmian, to
Basia miataby wyzsza ocene koncowa od ocen swoich kolezanek?

Przyktad 2
Oblicz srednig arytmetyczng liczb:
2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,7,7,7,7,7,9,9,9

Sprawdzamy, ile razy wystapila kazda | Liczba x; 2 1719

z liczb 2, 7, 9, a nastepnie obliczamy . .
) . Liczba wystapienn; 12 | 5 | 3
Srednia arytmetyczna:

ni1xi1 +noxo +nsxs 12-245-743-9 86 43
ni1 +no + n3 o 20 20

Zauwaz, ze Srednia arytmetyczna podanego zestawu danych jest srednig wa-
zong liczb 2, 7, 9 z wagami rownymi liczbom wystapien tych liczb.

Cwiczenie 4
W pewnej grupie studentéw zebrano dane dotyczace wysokosci otrzymywa-
nego stypendium i przedstawiono je w tabeli.

x; — wysoko$¢ stypendium [z1] 0 900 | 1200 | 1400
n,; — liczba studentéw 20 10 15 5

a) Oblicz Srednia wysoko$¢ stypendium przypadajaca na jednego studenta.

b) Studentom, ktorzy do tej pory nie otrzymywali stypendium, postanowiono
wyplacaé je w wysokosci 400 zl. Ile obecnie wyniesie Srednia wysokos¢ sty-
pendium?

I 300 5. Statystyka

Zadania

1. Oblicz srednig wazona liczb z podanymi wagami.

8) [Liczba | 11 | 12 | 13 b) ILiezba| 3 | 5 | 8 | 11

Waga | 0,1 | 0,3 | 0,6 Waga | 0,8 | 0,1 04 | 0,3

2. Kf)nkurs .sklada sie z c'zterech eta- Etap I m ol v
pow ocenianych w skali od 0 do 10

punktow. W tabeli podano liczby Waga | 0,2 | 08104106

punktéow zdobytych przez trzech Adam | 10 5 8 7

finalistow. Ostateczny wynik jest Marek | 5 3 6 7

srednia wazona. Ktory zawodnik

wygral ten konkurs? Piotr 9 4 10 8

3. Dane sg liczby 1, x5, x3 1 4. Sprawdz, czy w przyktadach A i B érednia
wazona jest taka sama.
Liczba| 1 | T2 | T3 | X4 B Liczba | 1 | T2 | T3 | X4

Waga | 3 2 5 2 Waga 06 | 04 1 |04

4. Srednia wazona danych liczb jest réwna 6,5. Oblicz .

) [ Liczbal ¢ | 4 | 8 D) Ticzbal 15 | 9 | 3

Waga | 0,3 | 0,3 | 0,9 Waga, 2 3 t

5. Srednia wazona danych liczb jest réwna 5. Oblicz w.

) | Liczbal 3 | 9 | w D) [Tiezbal 10| 8 | 6 | 2

Waga | 0,7 | 0,3 | 0,1 Waga | w 3 5 8

6. Ocena semestralna z matematyki jest srednia wazong ocen z wagami po-
danymi w tabeli. Tomek otrzymat nastepujace oceny:
— prace domowe: 1, 1, 1,

~ kartkéwki: 3, 1, 2, Kaiegora | Wiage

— klasowki: 3, 6, 6. praca domowa 1
Dla jakiej wartosci n S$rednia wazona kartkéwka 9
tych ocen jest réwna: )

klasowka n

a) 3, b) 47

5.3. Srednia wazona
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Dowiedz sie wiecej

Odchylenie standardowe

Przyktad 1
Dane sg dwa zestawy danych:

A:98,99,100,101,102 i B:80,90,100,110, 120

Srednie arytmetyczne obu zestawéw sa réwne 100 (sprawdz). Jednak dane
zestawu B sa bardziej rozproszone niz dane zestawu A.

Jako miare rozproszenia danych wokét ich sredniej przyjmuje sie odchylenie
standardowe.
Definicja
Odchyleniem standardowym liczb: x,x,, ..., z,, nazywamy liczbe o okre-
slong za pomoca wzoru:

o = \/(w1_5)2+(w2—5)2—|—. ot (B —)2

n

gdzie x jest Srednia arytmetyczna liczb: xq, o, ..., 2, .

Odchylenie standardowe danych zestawu A z przyktadu 1. jest réwne:

o _\/(98—100)2+(99—100)2+(100—100)2+(101—100)2+(102—100)2
A_
5

_ JA+1404+1+4+4 N
— - =2~ 1,414

Odchylenie standardowe danych zestawu B z przyktadu 1. jest rowne:

- _\/(80—100)2+(90—100)2+(1OO—100)2—|—(110—100)2+(120—100)2
B =
5

L 400+ 100+ 0+ 1004400 . —~
_ - = /200 = 102 ~ 14,14

Odchylenie standardowe danych zestawu B jest 10 razy wieksze od odchylenia
standardowego danych zestawu A.

Przyktad 2
Oblicz odchylenie standardowe danych: 4, 9, 11, 13, 13.

Obliczamy $rednig arytmetyczna i odchylenie standardowe:
4+9+115+ 13+13 _

2 2 2 g 2
o \/(4_10) +(9-10) +(11—;0) +(13-10)7+(13-10)° _ A735~ 335

T =

BN 302 5. Statystyka

1. Oblicz odchylenie standardowe danych:

a) 4,5,6,7,8; b) 3, 6, 6, 6, 9; c) 8, 12,13, 13, 14.
Przyktad 3 Klasa A Klasa B
Na diagramach przedstawiono oceny seme-  liczba uczniéw liczba uczniow
stralne z muzyki w dwéch dwudziestooso- ;j T g; N W B
bowych klasach. Srednia ocen w obu kla- | | | | .
sach jest rowna 4. Pokaz, ze odchylenie 4 : 4|

w

standardowe ocen jest wicksze w klasie A. . 3] R
2 veeee [EEERLEE . .. [FOREE R 2 Grene | o[
Obliczajac odchylenie standardowe w kla- 1| |- _‘ |7 ...... 1] |7 ..... ; W

sie A, wykorzystujemy pogrupowanie da- 123456 123456
nych: ocena ocena

_ 7 (2-9%24+3-3-4)2+3-(5-4%4+7-(6-4)2 _ [62 _ »
aA_\/ 50 _’/20_‘/3’1N1’76

Analogicznie obliczamy odchylenie standardowe w klasie B:

_ [/3-(2-4)247-3-42+7-(5-42+3-(6-4)2 /38 _ -
aB_\/ 50 _,/20 = /1,9~ 1,38

Zatem o4 > o0p.
2. Sprawdz, dla ktérego zestawu danych, A czy B, odchylenie standardowe
jest wieksze.

A:1,1,1,2,2,3,4,4,5,5,5 B:1,2,2,3,3,3,4,4,5

3. Oblicz odchylenia standardowe zestawéw liczb A i B. Sformutuj wniosek.
A:1,2,2,3,3,3,4,4,4, 4 B:11,12,12,13,13, 13, 14, 14, 14, 14

4. W tabeli przedstawiono dane dotyczace miesiecznego wynagrodzenia
w dwoch firmach. Oblicz odchylenie standardowe wynagrodzen w firmie X

iw firmie Y.
Firma X Firma Y

Liczba pracownikow 2 16 2 16 2 | 2
Wynagrodzenie [zi] = 5000 | 5500 | 6000 | 5000 | 7000 | 8000

5. Na diagramie przedstawiono zestawienie ocen seme- liczba uczniow

stralnych z fizyki w klasie IIlc.
a) Oblicz odchylenie standardowe tych ocen.

b) Ilu uczniéw otrzymalo ocene rézniaca sie od $éred-
niej ocen o mniej niz odchylenie standardowe?

RN WER IO o

c¢) Ilu uczniéw otrzymalo ocene mieszczaca sie w prze-

1 23 456
dziale ( — 20,7 + 20)? ocena
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Dowiedz sie wiecej

Rozktad normalny

Przy analizie wielu zjawisk dysponujemy duzg liczbg danych. Diagram, za po-
moca ktorego je porzadkujemy, czesto ma taki ksztatt jak na rysunku ponize;j.

np.
p = e
= =]

liczba ] I~

=]

ludzi = iy

— [l

= np. wzrost

Zdarza sie to m.in. wéwczas, gdy porzadkujemy takie dane jak wzrost i waga
ludzi czy diugosé lisci okreslonego drzewa. Taki rozktad danych nosi nazwe
rozkladu normalnego. Krzywa (zaznaczona na rysunku kolorem czerwonym)
jest nazywana krzywa Gaussa. Jest ona symetryczna wzgledem prostej piono-
wej poprowadzonej przez Srednig arytmetyczna danych.

Jesli rozklad danych jest rozkladem normalnym, to okolo 68,3% danych rézni
sie od $redniej o mniej niz odchylenie standardowe o, a okoto 95,6% danych
rézni sie od $redniej o mniej niz 20. Regula trzech sigm méwi, ze do przedziatu
(Z — 30;T + 30) nalezy okoto 99,7% danych.

| 34,15%

|
|
|
|
13,65% I
r — 30 x — 20 T —0 T r+o T+ 20 T+ 30

1. Przyjmijmy, ze wyniki testu IQ przeprowadzonego w grupie 500 os6éb maja
rozktad normalny ze $rednia * = 100 i odchyleniem standardowym o = 15.
Oszacuj, ile 0oséb z tej grupy uzyskato wynik testu:

a) miedzy 85 a 115, b) wiekszy od 115, c) wiekszy od 130.

2. Zebrano dane dotyczace wzrostu 200 uczniow liceum sportowego. Maja
one rozklad normalny o Sredniej ¥ = 177 cm i odchyleniu standardowym
o = 6 cm. Oszacuj, ilu uczniow ma wzrost powyzej 171 cm.

3. Zar6éwki produkowane przez pewna firme przepalaja sie $rednio po 2000
godzin. Przyjmij, ze zebrane dane majg rozktad normalny, a odchylenie
standardowe jest rowne 300 godzin. Oszacuj, ile zarowek z partii liczacej
20 000 sztuk przepali sie przed uptywem 1400 godzin, a ile — przed uptywem
1100 godzin.

4. Sprawdz w dostepnych zrodtach, czy wyniki egzaminéw maturalnych z ma-
tematyki z ostatnich lat maja rozktad normalny.

BN 304 5. Statystyka
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Powtorzenie

B Zestaw |

1.

Oblicz srednig arytmetyczna, mediane i dominante danych liczb.

a) 5,4,3,2,4,3,5,4 c) 88,1,3,4,6,1,6,8

b) 9, 12,9, 12,7, 9,94, 8, 20 d) 4, 16, 13, 5, 7, 16, 15, 4

Studenci matematyki zdawali egzamin w dwoch grupach. W tabeli podano

liczby poszczegdlnych ocen, jakie otrzymali. Oblicz srednia ocen z egza-
minu dla kazdej grupy.

Ocena 2 3 | 35| 4 |45 | 5

Grapal | 3 | 6 | 5 3 | 3 2

Grupa I | 0O 3 4 6 4 3
W klasach IIla oraz I1Ib pewnej szkoly przeprowadzono ankiete. Kazdy
uczen odpowiedzial na pytanie: ,Ile godzin dziennie korzystasz ze smart-
fona?”. Wyniki ankiety przedstawiono na ponizszych diagramach. Oblicz

srednia arytmetyczna, mediane i dominante zebranych danych dla kazde]
klasy oraz dla obu klas razem.

II1a IIIb
liczba uczniéw liczba uczniéw
8 8
7 ............. it L e S | LS 7 .................................................... 3
R 6 |
5 5 |
4 3 4 s a i e
3 3|
2 2
[ ]
3,5 4 5 6 6,5 3 4 45 5 b5
czas [h] czas [h]

Srednia wieku w dziewiecioosobowej grupie tanecznej wynosita 18 lat.
Po przyjeciu do grupy trzech nowych osé6b w tym samym wieku srednia
zmniejszyla sie o 1. Ile lat ma kazda z nowo przyjetych os6b?

Do zestawu liczb: 6, 12, 4, 2, 14, 10, 15, 12, 4, 1 dopisano jeszcze dwie
liczby rézniace sie o 4. Srednia arytmetyczna zestawu nie ulegla zmianie.
Wyznacz dopisane liczby.
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6. Oblicz $rednig wazong liczb z podanymi wagami. 4. Po usunieciu jednej liczby z zestawu: 4, 2, 4, 1, 5, 1, 6, 1, 5, 2 jego Srednia
) , , , b) , , , , arytmetyczna zmniejszyta sie o 0,1. Ktoéra liczbe usunieto?
)| Liczbal 2 9 | 6 | 8 Liczba| 5 | 10 | 12 | 20

Waga | 5 | 1| 2 | 3 | Waga | 01| 1,1 03 | 05

5. W grupie studentéw Srednia liczba jezykow obcych,
22% q 38%

ktérych sie uczyli, jest réwna 3. Studentom tym

7. Ocena roczna jest érednia wazona, (za- R : p : . : . : 5 : - . z§dan0 Pytanie, i.lu jezykow obcych- s.i(g uczyli. Na !
okraglona do liczby calkowitej) ocen: czen | A e dlagramle zestawiono u.zyskan-e Wynﬂ?l. Ile,pl;ocent
za pierwszy semestr z waga 0.4 i za | I semestr | 5 | 6| 3| 2| 5 ankietowanych uczytlo sie 3, a ile — 5 jezykoéw?

drugi semestr z waga 0,6. Jakie oceny 1T semestr | 6 | 5 | 5 | 5 | 9 | 6. Uczniéw klasy IIla podzielono na grupy wedlug pierwszych liter nazwisk:

roczne otrzymali uczniowie, ktorych L1 1 1 | grupa I — od A do K, grupa II — od L do P, grupa III — od R do Z. W ta-

oceny semestralne podano w tabeli? beli przedstawiono $rednia ocen semestralnych z jezyka polskiego w kazdej

z grup. _ |
B Zestaw li Grupa I Grupa II Grupa III
1. Srednia arytmetyczna liczb: a, b, ¢, d jest réwna 8. Ktére z ponizszych zdan Liczba uczniow 12 8 10
58 I?rawdmwe. Srednia ocen w grupie 3,9 3,25 4.3
A. Srednia arytmetyczna liczb: a, b, c,d,0 jest réwna 8.
B. Srednia arytmetyczna liczb: a, b, ¢, d, 13 jest réwna 9. Troje uczniéw w grupie I otrzymato na koniec semestru ocene niedosta-
C. Srednia arytmetyczna liczb: a,a,b,b, ¢, ¢, d,d jest réwna 16. teczna. O ile bylaby wyzsza Srednia ocen w tej grupie, a o ile — w cale]

klasie, gdyby uczniowie ci na koniec semestru otrzymali ocene dopuszcza-

2. Na ponizszym diagramie przedstawiono dane dotyczace wzrostu dziewczat jaca, a oceny reszty uczniéw pozostaly bez zmian?

i chlopcéw w pewnej klasie liceum.

liczba uczniéw 7. W pewnej kuracji stosuje sie lek X lub lek Y. Lek X podano jednej gru-
5 ] ] pie pacjentow, a lek Y — drugiej. Ponizej przedstawiono dane dotyczace
41 i skuteczno$ci kazdego z nich (z podzialem na pleé pacjentéw). Przerysuj
B o= tabele do zeszytu i ja uzupelnij. Ktéry lek jest skuteczniejszy?
P T ST R BRI EEYEUIRISITIR | NS .  SISSS IR semgmet Lek X Kobiet Mezcz, Jni Razem
S ) Wy S ) ) . | Kobicty | Medeayioi |
160 161 162 163 164 165 166 167 168 169 170 171 172 173 Liczba, 0s6b 200 300 500
[ | chtopcy [] dziewczeta wzrost [cm] - - a -
: : e, . . : liczba os6b 30 ? ?
a) Ile dziewczat ma wzrost wigkszy niz $redni wzrost w grupie dziewczat? Lek skuteczny | | |
b) Ilu chtopcéw ma wzrost wiekszy niz $redni procent 0os6b 15% 40% ?
wzrost wszystkich uczniéw w klasie? 5% 10% | | |
. . 2 c . D
3. Na diagramie kolowym podano procentowy % 6] 2 | Lek Y | Kobiety | Mezczyzni | Razem
rozktad ocen semestralnych z matematyki 25% Liczba 0s6b 400 ' ? ?
w pewnej szkole. Oblicz Srednig ocen z ma- : : - |
tematyki w tej szkole. Czy jest ona réwna me- liczba oséb 80 45 14
dianie ocen? 4 sl hamiceany o | | '
‘ procent 0s6b ? ? 25%

40%
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Zadania z kontekstem realistycznym

1. Przeczytaj informacje w ramce.

WIBOR 6M to referencyjna roczna stopa procentowa dla pozyczek
miedzy bankami udzielanych na 6 miesiecy. Oblicza sie ja jako Sred-
nig arytmetyczng stép podanych przez wybrane banki, przy czym jesli
bankéw jest:

— mniej niz 8, to uwzglednia sie wszystkie podane przez nie stopy,

— 8 lub 9, to odrzuca si¢ jedng najmniejszag i jedna najwieksza wartosé
stopy;,

— wiecej niz 9, to odrzuca si¢ dwie najwieksze i dwie najmniejsze war-
tosci stop.

W poniedziatek o godzinie 11: 00 banki podaly nastepujace stopy: 2,80%,
3,30%, 3,50%, 4,20%, 3,50%, 2,75%, 3,60%, 3,50%, 4,25%, 3,60%.

a) Oblicz WIBOR 6M.

b) Ile wynositaby stopa WIBOR 6M, gdyby nie podano najwyzszej z tych
stop, a ile — gdyby nie podano najnizszej?

2. Przeczytaj informacje w ramce.

W niektérych zagadnieniach (np. w kryptografii i informatyce) wyko-
rzystuje si¢ liczby losowe. Liczby te mozna wygenerowaé¢ za pomoca
programu komputerowego lub mozna skorzysta¢ z odpowiednich ta-
blic. Ponizej podano cztery wiersze tablicy liczb losowych, w ktorej
wystepuja liczby naturalne od 0 do 9 odpowiednio pogrupowane.

1. 46016 24742 21311 88342 67778 20741 26755 55382 96777 06729
. 89311 86439 32128 17700 90725 01936 23678 54622 27342 96439

2
3. 09006 57476 64080 47646 68020 32924 68500 81779 17120 57784
4. 84642 87958 96983 80086 19451 53725 82606 54516 62617 67000

Wykonano diagram dla liczb z pierwszego 11if62bé} wystapien
wiersza powyzszej tablicy liczb losowych.

a) Oblicz ich $rednig arytmetyczng oraz
mediane.

b) Wykonaj analogiczny diagram dla
liczb z drugiego wiersza tablicy. Wyznacz

ich $rednia arytmetyczna, mediane i do-

. 0123456 7289
minante. liczba losowa

BN 308 5. Statystyka

Sposob na zadanie

Przyktad

Podczas targu na dwudziestu straganach sprzedawano truskawki. Na diagra-
mie ponizej przedstawiono cene w ztotych za 1 kg truskawek.

liczba straganéw

5 S e e i g e

3 .............. I——

18,00 19,00 21,00 21,50 22,50 24,00
cena [zl]

Uzupeij zdania tak, aby bylty prawdziwe.

1.
2.
3.

Dominanta ceny kilograma truskawek na tych straganach jest réwna [?].
Mediana ceny kilograma truskawek na tych straganach jest réwna [7].

Liczba straganéw, na ktorych sprzedawano truskawki w cenie nizszej niz
érednia arytmetyczna cen na wszystkich straganach, jest réwna [ ?].

. Najczesciej wystepujaca cena to 19 zt, zatem dominanta cen truskawek

w zlotych jest réwna 19.

. Ceny na straganach stanowia uporzadkowany niemalejaco ciag dwudziestu

liczb:
18,00, 18,00, 18,00, 19,00, 19,00, 19,00, 19,00, 19,00, 21,00, 21,00,
21,50, 21,50, 21,50, 21,50, 22,50, 22,50, 22,50, 22,50, 24,00, 24,00
Dziesiata z tych liczb to 21, a jedenasta to 21,5. Zatem mediana jest rowna:

214 21,5
SR = 21,25 (2]

. Obliczamy srednig cene kilograma truskawek:

3-1845-1942.2144-21,544-22542.24
20

T = = 20,75 [z1]
Cena nizsza od $redniej byta na osmiu straganach.

Odpowiedz: Kolejno uzupetniamy: 19 zt, 21,25 z1, 8.
=» Zadanie 14, str. 313
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L.

Przed obowiazkowa maturg z matematyki

W zadaniach 1-9 wybierz wtasciwg odpowiedz sposrod podanych.

Zadanie 1 (0-1)

W pewnej firmie jest zatrudnionych 10 oséb. Ich miesieczne wynagrodzenia
wynosza: 5900 zt, 6100 zt, 6100 zt, 6240 zt, 6290 zt, 6300 zt, 6320 zt, 6750 zt,
8800 zt, 11000 zi. Ilu pracownikéw tej firmy ma wynagrodzenie wyzsze od
wynagrodzenia $redniego?

A. 6 B. 4 C.3 D. 2

Zadanie 2 (0-1)

W klasie Matgosi sredni wzrost dziewczat wynosi 164 cm, chlopcéw — 178 cm,
a wszystkich uczniéw — 172 cm. Stosunek liczby dziewczat do liczby chtopcéw
jest rowny

A.2:3 B. 3:4 C.1:1 D. 4:3

Zadanie 3 (0-1)

: , ., 10% _ 10%
Grupie 50 losowo wybranych os6b w pewnym miescie < .

zadano pytanie: ,Ile godzin w tygodniu poswiecasz na 104 6|0 0%

uprawianie sportu?”. Wyniki ankiety przedstawiono
na diagramie. O ile mediana otrzymanych danych jest
mniejsza od ich $redniej arytmetycznej?

A. 0,1 B. 0,2 C. 03 D.o4 % 30%

Zadanie 4 (0-1)
Liczby a, b, c,d ustawiono w kolejnosci rosnacej. Mediana tych liczb jest réw-
na 7 oraz bc = 24. Wynika z tego, ze

A. (b—¢)?*=0 C. (b—¢)* =100
B. (b—¢)*=25 D. (b—c)* =144

Zadanie 5 (0-1)
Rafat przez dwa tygodnie ferii, codziennie o godzi-

temperatura [*C]

nie 12, mierzyl temperature powietrza. Wyniki po- §

miaréw przedstawil na wykresie (kolorem niebieskim 9

zaznaczyl wyniki z pierwszego tygodnia, a kolorem 1 :
czerwonym — z drugiego). 0

Niech Z; oznacza $rednig temperature w pierwszym -1y

tygodniu, T, — w drugim, a T3 — w obu tygodniach. e

Wowcezas :i !

A. 7 <7 <73 C. 7, <7T3<7y —51 '2:;);1;,) ('), o

B. 73 <7 <7y D. 7, <7Z3 <7, kolejny dzieri tygodnia

BN 310 5. Statystyka
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Zadanie 6 (0-1)
Srednia arytmetyczna zestawu liczb: 9, 7, 4, 2, 9, x + 4, 5, 7, 8, 9 wynosi 8.
Mediana tego zestawu jest rowna

A. 8 B. 8.5 C.9 D. 11

Zadanie 7 (0-1)

W klasie Michala jest dwa razy wiecej dziewczat niz chlopeéw. Srednia ocen
z matematyki w pierwszym semestrze w grupie dziewczat wyniosta 4, a w gru-
pie chlopcow wyniosta 3,7. W drugim semestrze srednia dziewczat spadta
0 0,2. Srednia calej klasy w pierwszym i drugim semestrze byla taka sama.
O ile wzrosta $rednia chlopcow w drugim semestrze?

A. 00,1 B. 00,2 C.004 D. 00,6

Zadanie 8 (0-1)
W tabeli podano liczby z dwoma zestawami wag. | Licyba | 10 | 15 | 20
Niech ¥, oznacza $rednia tych liczb z wagami X, | T 1 ' 0.5 ' 0.4 ' 0.1
a X — ich Srednig z wagami Y. Wéwczas Tr — 21 - -

st Towne WagaY 0312 15

A. 6 B. 4 C. 2 D. 0

Zadanie 9 (0-1)

W piegciu konkurencjach teleturnieju Rafal zdobyl nastepujace liczby punk-
téw: 5, 8, 6, 3, n (n € N). Warunkiem przejscia do nastepnego etapu jest
uzyskanie sredniej wazonej réwnej co najmniej 7 przy wagach wynoszacych
odpowiednio: 10, 30, 20, 40, 50. Ile co najmniej punktéw musi zdoby¢ Rafat
w piatej konkurencji, aby przejs¢ do nastepnego etapu?

A.9 B. 10 C. 11 D. 12

Zadanie 10 (0-3)
Uczniom klasy IIla zadano pytanie: ,Ile godzin dziennie po$wiecasz na sen?”.
Wyniki ankiety przedstawiono w tabeli.

Liczba godzin snu | 6 |7 | 8 | 9 | 10i

)
o}
—

Liczba dziewczat 1
Liczba chlopcow 1 L4 5 1

Uzupelnij zdania tak, aby byly prawdziwe.

Dominanta przedstawionych danych dla dziewczat jest réwna [?].

Mediana przedstawionych danych dla chlopcéw jest réwna [?7].

Srednia arytmetyczna przedstawionych danych dla calej klasy jest réwna [?].

y,

Przed obowigzkowa maturg z matematyki
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L.

Przed obowiazkowa maturg z matematyki

Zadanie 11 (0-2)
Uczniowie pisali test z jezyka angielskiego. Maksymalnie mozna byto zdoby¢
60 punktow. Wyniki testu przedstawiono w tabeli.

Liczba punktéw | 10 | 20 | 30 | 45 | 50 | 55 | 60
 Liczbauezniéw | 3 1 3 5 4 | 1 | 3
a) Oblicz Srednia liczbe punktéw uzyskanych przez uczniow.

b) Ile procent uczniéw uzyskato liczbe punktéw wieksza od éredniej?

Zadanie 12 (0-1) liczba dziewczat liczba chtopcow
Na diagramach przedstawiono zestawienia Sl Z """"""" . '

ocen semestralnych z fizyki w klasie IIIb
(z podzialem na dziewczeta i chtopcow).

Ocen prawdziwos¢ ponizszych stwierdzen.

Wybierz P, jesli stwierdzenie jest praw-

dziwe, albo F — jesli jest falszywe.

Srednia ocen dziewczat jest wieksza od éredniej ocen

chtopcow o 0,8.

Srednia ocen w calej klasie jest réwna 3,5. P F

Zadanie 13 (0-1)
W tabeli przedstawiono dane dotyczace miesiecznego wynagrodzenia w dwdch
oddziatach pewnej firmy.

Oddziat A Oddziat B

Liczba pracownikow 10 8 5 4 10 6 3

Wynagrodzenie [zl] 5300 | 6300 = 6800 | 7000 | 6500 | 7000 = 8500

Ocen prawdziwos$¢ ponizszych stwierdzen. Wybierz P, jesli stwierdzenie jest
prawdziwe, albo F' — jesli jest falszywe.

Jedli kazdy pracownik oddzialu A dostanie podwyzke 200 zt, a kazdy pracow-

nik oddziatu B — podwyzke 500 zt, to

dominanta zarobkow w catej firmie wyniesie 7000 zt. P F

mediana zarobkéw w catej firmie wyniesie 7000 zt. | P F

BN 312 5. Statystyka
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Zadanie 14 (0-2) # Przykitad, str. 309
Dwadziescioro uczniéw poproszono o zmierzenie czasu dojazdu do szkoty z do-
ktadnoscig do minuty. Otrzymane dane przedstawiono na diagramie.

liczba uczniéw

32 36 40 45 o7 59
czas dojazdu [min]

Kazdemu rozpoczetemu zdaniu przyporzadkuj jego dokonczenie. Wpisz obok
rozpoczetych zdan w tabeli wlasciwe odpowiedzi wybrane sposrod A—E.

Numgr Poczatek zdania Dokonc?eme
zadania zdania
141 Srednia arytmetyczna czasu dojazdu jest réwna ?
142 | Mediana czasu dojazdu jest réwna ?

A. 39,5 min B. 40 min C. 42,5 min D. 45 min E. 47,5 min

Zadanie 15 (0-2) 5500 zt 5000 7t

Firma ma cztery oddzialy. Na diagramie po-

kazano, jaki procent osob pracuje w poszcze-

gélnych oddziatach i jakie sa w nich Srednie gogo 2t

zarobki. Oblicz $rednig zarobkéw w tej firmie. 7000 zt

Zadanie 16 (0-3)

Wynik egzaminu jest Srednia wazona liczby | gandydat | ¥ | v | 7
punktéw uzyskanych z testéw: z matematyki - i i |
z waga 0,5, z geografii z waga 0,2 oraz z fizyki | Matematyka” T | 4060
z waga 0,3. Kandydat X zdal egzamin lepie] Geografia 40 | 50 | 40
od kandydata Y, ale gorzej od kandydata Z. | _. 1 : : '
Ile moze by¢ réwne = (z € N)?7 Fizyka | 60 . 60 . o0
Zadanie 17 (0-4)

Uczniowie pisali sprawdzian w trzech grupach: A, B i C liczacych odpowied-
nio: 8, 10 i 6 oséb. Srednia ocen calej klasy byla réwna 3,5, érednia ocen
w grupach A i B lacznie wyniosta 4, a w grupach B i C' tacznie wyniosta 3.

Oblicz srednig ocen dla kazdej z grup.

Przed obowigzkowa maturg z matematyki
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Odpowiedzi do ¢wiczen i zadan

Funkcje trygonometryczne kata ostrego

w tréjkacie prostokatnym

1.

a), b) sina = %, cosa = %, t

g
sin 8 = %, cos 3 = %, tgﬁz%
Q@

; —_ 3 — 12
¢) sina = 73, cosa = 13, tg

sin 3 = 13,cosﬂ 13,tgﬁ
d)sma—L Cosa—JL tgozzl
sin 3 = cosﬁ—‘/5 tgB =2
a) 6, 8 b)7 24

— 12 5
a) Ob = 25, sina = 3, cosa = 73

)Ob=24+\/_ sin o = Y10

10
CoOs & = %

1.1. Funkcje trygonometryczne

(€] 1.

(2 1.

dowolnego kata
3

U!I»Jk

a) sima:§ cosa = £, tga =

1
b) sina = 4135, cosa = 4135,
tga = %
c) sina = 2 cosa:‘/57
tga = %
d) sina = 2—\3/5, cosa = %,
tga = 2\/5
.a)sina=2, cosa=—4%,
tga = —%
b) sina = —%, cosa = %,
tga = —%
c), d) sina = —24L2 cosa = —\{—%0,
tga =3

a) sin 135° = ‘/2, cos 135° = —¥2
te135° = —1

b) sin225° = —2 c0s225° = —¥2,
tg225° = 1

c) sin 300° = _12_, cos 300° = 1,
tg300° = —v/3

a) sina = }g, cos o = 13, tga = 1?2
b)sina:—%,cosa— lg,tga—
¢) sinaw = —1, cosa = \/3 ,tgo = —

d) sinaz—%,cosaz—%,tgaz%
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3.

N

a) ap = 0%, a1 = 45°,
az = 90°, az = 135°,

a4 = 1800, a5 = 2250,
O = 2700, a7 = 3150
a)1 b) —2 ¢) — %2

4

. a) P4(_§7\23>7 P5(_\ésa§>7

~1,0), P7< ] —l),

2

a smoz:@,cosa:—@:—@
b sinoc:—*/gzl\/i,cosoc:—‘/gj;\/5
c) 81na=—‘/6;\/2,cosa= 61‘/2
d) sina = %Iﬁ,cosaz V6-_v2
a) 2(v2—1)

b) a = [XPOA|, sina = 22_\/5,

cos o = 2472 tga:\/ﬁ—l,
= |XPOC|, sinf = M

cos B = —Y22 4o /31

1.2. Kat obrotu

1.
2.

390°, 750°, 1470°, —330°, —690°, —1050°

a) —280°, 440°, 800°
b) —160°, 200°, 920°
c) —410°, 310°, 670°
d) —680°, 40°, 400°

. a) 2-360° + 130°

b) 3 - 360° + 333°
c) —2-360° + 25°
d) —10 - 360° + 10°
€) 3-360° + 359°30'
f) —3 360° + 35/

) —2-360° + 9°45'
360° + 270°20'

)1
) %2 )— )3 d)1
)

V3 f) L g) L h) L2

= R

QO

¢’]

10.
11.

12.

. 315° + k - 360°, gdzie k € Z

a) 225° b) 585°
1305° d) —855°
60° b) 1140° c¢) —300°

C

. a), b), ¢), d), e) tak

SERECE NG
) >

f) V3 g) 1 h) -1
)0 j)1 k) =110

) |
m) -1 n) - o) -4 p) ¥

. a) 390° b) 1110° c) 780°

d) 495° e) 870° f) —300°

.a)a=k-180°, k € Z

b) a =90° + k- 180°, k € Z
¢)a=k-180°, k€ Z

a) 945° b) 720°
tak

a) 20 cm = 62,8 cm

b) 20T cm ~ 261,8 cm

c) 480w cm ~ 15 m 8 cm

d) 1752007 cm ~ 5,504 km lub
1756807 cm ~ 5,519 km (w roku
przestepnym)

2,25 cm

1.3. Miara tukowa kata

a)3 b)5 ¢ I d)in
a)7—g b)’Zr c)gw d)—-7r e)ll6
a) 15° b) 150° c¢) 144°

a €6 | 1 | 3
sin % @ @
cosa | 4L % ” :
tg @ 1 V3

a) ¥ b) 2 c) 3
d) 2 €)0 £)0
g) % h)§ i)
) g7 b) Ir ¢) Ln
d) —ir e) -2

4. a) 135° b) 105° c¢) 320°

d) —405° e) —780°
5.2) % b)§ ¢) % d) V3 e ¥
1.4. Funkcje okresowe

[€]1. T =2, f(100) =2, f(1003) = %

2.a)T =2, f( 11) =0, f(803) = 3,
f(103) =
b) T = 4, f( 11) =1, f(803) =1,
f(103) = -1

1. a) f(33) =1, f(42) = 3, f(—48) = —1

b) (33)=3, f(42) =1, f(—48)

Rl N L R T O

o] 1 X

b . v
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. a) 100 b) 20200
LT =1

b)
+_ o
0 4 y

12 czas [s

1.5. Wykresy funkcji sinus i cosinus

1.
2.

a) _3{6i3(2 b) 3(673(2'

4 %
a)xz%,x:%
b)z =2 2 =23
c)z=Z,z==2F
d)z =2 0="17
a)z=2km, ke’
b)x =73 +kr, kcZ
c) zr=mn+2kr, ke

. osie symetrii: x = km, k € Z,

srodki symetrii: (g + kr, 0), keZ

a) _d3m: _ dlwmy s gy Adlwy i3
6 ° 6 > 6267 6 6
b)—”—” _Im _5m 5m Tm 17m
6 ° 6 6’ 6° 6° 6

97 ks T m Im 9w

C)— ) 49 47 40 4 4
d) _llm 5w 37w 3m 5m llm
4 4 47 40 40 4

BN 316 Odpowiedzi do ¢wiczen i zadan, str. 24-32

.a)3 b),c)5 d) 10

.a) 2, 3x
L
93,5, in

. a) (=2m; —m), (0;7)
b) [-2m —F], [-5: 3], [Fs2m]
o) [-55-3]. [5: F]

-a) [-m=3), (5:5), (5737
b) [=7;0], [m; 27] ¢) [0; 7], [27; 3]

5. a) 0 dlam € (—oo0; —1) U (1; 00),

2dlame {-1,1},
4 dlam e (—1;0) U(0;1),
S5dlam=0
b) 0 dla m € (—oo; —1) U (1;00),
2dlame {-1,1},
3dlam=0,
4 dlam e (—1;0) U(0;1)
c) 0 dlam € (—oo0; —1) U (1; 00),
2dlam= -1,
3 dlam =1,
4dlame (—1;1)
d) 0 dlam € (—o0; —1) U (1; 00),
1dlam= -1,
2dlam=1,
4dlam e (—1;1)
6. a) 157 b) 0

Funkcje parzyste i funkcje nieparzyste
1. a), b), ), g), i) nieparzysta

c), d), e), h), k) parzysta

j), 1) ani parzysta, ani nieparzysta

1.6. Wykres funkcji tangens
[€)2. (&,0),keZ

3.a) =3 b) 2 ¢) -3
a) —3 +kr, ke’
b) 5t km kel
(Z] 1. nie jest monotoniczna

2Qa)z=km, k€l

b)x =% +km, k€ Z 37'('

) x = -4 4+ km, k € Z;
d)z =% +km, k € Z;

»

X
x

(¢]
ml: I~

a)z=1im b)z=—-3rc)z="Lr
a) 10m b) 7w ¢) 2

d) 97 e) L f) Lr

a) v~ 2w

b) z ~ 27

Q)T =—4m, Tr=25,T=1aT
b)r=—Iim =% z=2n
a)r=—% +km kel
b)rx=—-5%5+knm, kel

Wykres funkcji cotangens

1.

a) —v/3 b) —1 ¢) —¥3

3

1.7. Przeksztatcenia wykresu funkcji

[é)1.
2.

. a)

212
T=2m,2=—%+km, kcZ
)T=27T,CE=%7T+I€7T,]€€Z
¢) T =2m,x=knm, kel
&) F(D) = [-2:0, T = 2n
d) f(D) = [133], T = 2

a) [=2;0] b) [1;3] ¢) [—3; 2]
a)

=3

.a) D=R\ {3r+km:k e Z},

xz%w—l—lm,kEZ

b) D =R\ {kn: k € Z},
r=km, kel

¢) D=R\{Z +kmkeZ},
r=%+km kel

r=7%+km kel
b)r=—-% +kn, ke
c)r=% +kr,kcZ

Wykres funkcji h: przesunaé wykres
funkcji g o wektor [—2,0].
Wykres funkcji f: odbi¢ wykres funkcji h

symetrycznie wzgledem osi OX.

a)x=—% +kr, kel

b)z=32r+km kel
c)v=7% +km kel

9.

2 1.

.a)e=Z+km kel

a) D=R\{% +kmkel},
r=—%+kr,kcZ

b) D =R\ {-% 4+ km:k € Z},
r=7%+kr kel

¢) D=R\{Z +kmkel},
r=—%2+kr, k€’

) £(D) = [24]

L O % 7r X

b) £(D) = [1;3] ©) £(D)

Il

| o
o

|
=

6
i gk BB R B L s b Lt
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8.a)r=%+kr kel Z)4 a)smx:*/_ tgx = —/15
b)r=5n+kr, kel b)s1nx_—£ tgx = V15
9.a)z=-3r,0=-2n,z=%, z="1In c)cosw:—‘gf’ tgx = QT\/E’
b)z=-3ro=-2z=32r2=1Ir d)cosx—%éo,tgx:—%
c)z=-gmzr=—§mr=F, =73 5.a)cosx:2—‘3{§-,tga::@
dyz=-3mae=-mae=3m,z=mn lubcosa::—%’é,tgx:—§
10. a) [3;5] b) [—4; —2] b) cosz = &5, tgx = — L2
c) [_%35} d) [—1;1] lub cosa::—%,tgw:%
e) [2:4] f) [-2;0 . - :
o2l B o) B 23 o) sinr = %f‘w -
lub sinx = tgx = 32
Inne przeksztatcenia wykreséw d) sinz = ‘/5 tga; -4
funkcji sinus i cosinus lub sinz = _%7 tgr = —3
1. czerwony: g, g(Dg) = [—3; 3], e) cosT = 32, tga: =
zielony: f, f(Dy) = [—-1;1], lub cosx = —25, tgx = —274
niebieski: h, h(Dy) = [—2; 2] f) sinz = 25, tgx = _2_74
2.a1=3,a2=3, a3 =2, lub sinz = — 32, tgz = %
amplitudy — fi: 3, fo: 2, fa: 2 g) cosz =%, tgx = —/15
3.a)a=2 lub cosa::—%,tgx:\/l_f')
o rr : t 4 h)sinmz%,tgac:Q‘Q/f_l
lub sinx = —2 ,tgx = —2212i
6. a) sinz = L, cosx = 245@
b) sinx = _\/?g, cosxT = QT\/E
¢) sinz = */5 , COST = 2
&) D=R\ (kmkc 7} Q) sine = — 203, cosp = — /3
b) D =R\ {2r +km ke Z} 7. a)sinz =2, cosz = 2
c) D= R\{3+kﬂkez} lubsinx:—.g,cosx:—é )
d) b) sinz = -4-\1/717, cos T = \{177
a) : lub sinx——%z,cosw: Ak
| ¢) sinz = —33, cosz = 5
_ Jl _ lub sinz = 13,COS$_—'1%
o Jl o 4. niebieski: f, czerwony: g, zielony: h d) sinz = f cosz = _\/g
; e 1.8. Tozsamosci trygonometryczne lub sinx = —ﬁ , COST = —QTVE
9 €l6. a) cosw =3, tgw = —3 B tg’w+ gy =7,
i Mok :i .:: . b) sinz = _1_53, tgx = 1_52 tg T + tgg =18
NI 0) cosz = — %, tgz = —F Przyblizone wartosci
: d) cosz = ‘/_ , tgx = —‘éigﬁ funkcji trygonometrycznych
: 8. a) sinz = “153, cosT = —% 2. o . - z b
b) sin:v:%—f’,cosx:g% : 20 1o ! *
2r b km, k€ Z ) sinz = Y0 cos = 30 sinae | 0,156 0,309 0,434 0,707
b), c) T4k k€ 7 d) sinz — %%'7;’ cos — A%.Z cosa | 0,988 | 0,951 @ 0,901 | 0,707
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1.9. Funkcje trygonometryczne sumy
i roznicy katéow

€)1 a) P2 1), ) 2 7
ca) B b)) 2 ¢) -1 d)0 0
5. a) sin2a = 22, cos2a = — = :

b) sin 2a = igg, cos 2o = —% 11
6. a) smoz:??’,cosoz:‘/?6 12,
b) sina = 50;;20‘/5,
cosa = 50%.20‘/5 5
8.a)2—+3 b)2+3
c) —2—+3 d) -3 4.
1. a) sin(30° + ) = 343,
sin(60° — §) = 234
b) sin(30° + §) = 233 @2
sin(60° — 3) = — 3344
¢) sin(30° + §) = 51243
sin(60° — () = 23412 3.
d) sin(30° + §) = — 24+ 7V3
sin(60° — ) = 1243
2. a) cos(45° + ) = M, 4.
cos(60° — ) = 3+6\/6
b) cos(45° + ) = 22,
cos(60° — ) = 2\/56*\/5
3. a) sin(a+ B) = — 15, 5.
cos(a+ ) = — 1L 6.
b) sin(a — ) = %ﬁ, ,
cos(a — f3) = % 9'

c) sin(a — B) =0,
cos(a+ 3) = =3

cos(a — 3) = S’Sgﬁ [€]1.
6.2) 5 b)F o) F d) —3
7. a) sina:%,cosa:%,

tga:‘g

b) smaz—%,cosa:TM,

tgoz:—77

c) sma:%",cosa:—g,tga:—\/ﬁ

d) smoz:—%i,cosa:@,tga:—\/ﬁ
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) sin f5 = ¥=——, cos 75 = Y=
)sin%—@,cos%—¥
b)sm%z%,ces%z—@

a) [~v2; V2]

b), ¢), d) [-2;2]

a) i b)1 ¢)-1d -2

tg(a+ ) = —V2, tg(a—f) = — ¢

1.10. Wzory redukcyjne

a) —¥3 p) —1 ¢)1

a) 3 b) =% o —%

d) 3 e —% f)1

g %2 h) -1 i) -3

a) =% b)F % V3
) V3 f) =% g) —5 h) -3
) -3 J) % K1) -
a) $ b) 2 ) % d) —L

) =3 £) =% g =% b) ¥

c) 23 d) -2
-1 )2 g1 h)1 i) —6

a)l b) —3v3 ¢)2v2 d) 0 e) 3 f) I
okoto: a) 0,7986 b) 0,6561 c) 1,5399
d) —0,7547 e) —0,7660 f) 1,3764

1.11. Réwnania trygonometryczne (1)

a)z=1T4 2% Le7

b)x =75 +kr, kel
c)mz%—l—%,x:—%#—’%,keZ
dr=F+kr,x=5+kr, kel

s km T km
e)JI:—g—i—%,CB:—%‘FQT,kEZ
f)z=Z+km,z=-22+kn kel
g)x=2+8kax=22+48k kel
hyz=1+4+2kax=2+2k kel
)z=3+kao=2+k kel

=3
N—

=
N—

a) 557 b), ¢) 257

a) 12 b) 16 ¢) 8 d),e), f) 9

a)z=-IZ+E5 kel
x=%+k,k€Z

)r=-IZ+5 =1k kel

d)v=—-3+2km,v=35 +2kn, kcZ

e)z=—-5+E kel

fv=2r+%5 kel

a) 2r b) 4w ¢) %

a)r=2+4+2 kel
r=—%+2kn, =75 +2kn, kel

)r=5L+kmz=2+kr, kel

d) x = 7+ 4km, x = 2m + 4km, k € Z

e) v = —% + 2km, v =7+ 2km, k € Z

f)c =2+ 2km, =22+ 2km, keZ

a)r=—T+5 kel

b)r=T+5 kel

c)r=5+%5 kel

dz=Z+5 kel

e) v =—32r+2km, kel

fe=5+5 kel

a)r=2+4+5 kel

b)e=Z+5 z=32r+E kel

c)r=—g+km,o=5+kn, kel

dz=% kel

e)z=—-2+4+2 =245 kel

f)xz%#—kw,a::%’r,kez

B o= &+

T =1 %ﬁ,kGZ

b)z=—3% +k,

x:%-l—k,kEZ

c) v =5 +km,

r=Z+km, kel

2

ca)r=—5 +2km,x=kn,kcZ

b) x = —% +2km, x = T + 2km,

c) x=km, kel
d)mz%—i—kw,x:g—k%,kez
e) x=—% +km, =g +km,
r=km,keZ

=3
N

Y

<%

a)r=—T+km,c=kn, ke’
r=75+km, x=Fkr kel

¢c)v =735 +kmx=km kel

.a) -7, 0, %, 31, m, 27

b)-3 -5, £, § 3 §r

O ~4n.~%.~%, . 5, 3m 4m. dm, o

d) —m, §7T, -3,0, 3, %71', m, %71’, %71', 27

e) —m, —%, 0, %77, T, %7‘(’, 2T

f) —m, —Lr, —Lm, —Z, - 27, —Z, 0,

%7 15_27-(-, %7 %’n—? %Tr? 7-(-7 %ﬂ-7 %’n—? %T‘-?

% , %7‘(‘, 21

La)z=2+E kel

b)z=%+% v=kr, kel
¢) v =5 +km =27+ km,
x:%—l—%”,kEZ

Suma i réznica sinusow,
suma i roznica cosinusow

1. a)x:km,x:%kﬁ,kEZ

b)xz—%w—l—kw,x:—%—l—k‘ﬂ,
a::k?”,k:EZ

c) l‘=—%7‘(‘+2k7‘(,$:—%+2kﬂ',
x=%+%’r,x:§+2k5w,kez

1.12. Réwnania trygonometryczne (2)
[€]1. a) 2 = —2§+2k7r, r = %” + 2k,

v =2km, kel
b), d) z = — & + 2km,
:cz%”—i—?kﬁ,kez

c)r=—F+km, kel
)r=Z4+5 kel
b),c)x =35 +kn, kel
d)z=n+2kn, ke’
)x=%+2k7‘r,a}=%7r—|—2k:ﬂ',
r=Q2k+ 1), keZ

b) x = —% + 2km, v = § + 2km,

x:§+2k7r,x:%7r+2k7r,k‘€Z
3 +2km, x = %77—}—2]%7,
2k+1)m, ke Z

3+ 2km, x = §7T+2k:7r,
7r—|—2k7r,x=%7‘r+2k7‘r,k€Z

c) z

~~

€r =
d) z

xr =

[« [}
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Z)1.

a) 0, m, 2w

x 11 _ 13_ 23_ 25_ 35_ 37 47
b) 35, 2™ 51T 3375 55T 51T 94T o4
c) %7?, %77, %71', 1857r

xr 3_ 9_ 11
d) R §7T, §7T, gﬂ'
a)x:%+2k:7r,a::%”+2k7r,kez
b)x=2k+1)m, ke Z
c) w:—%+2kﬁ,x:—%+2k7r,
xr = 5—{-2]{71', kEZ

d)z=kr, keZ

e) v = (2k + 1)m, x = —3m + 2km,
a::%7r—|—2k7r,k€Z
f)s=%5+km =% +kn kel
a) x = ¢ +2km, x = § + k,
r=gn+2kn, kel
b)I——Eﬂ'-i-Qkﬂ',
r=—%+2knm,x=5+kr, kcZ

o Ut

c)a;:—7r+2k7'r r = ¢ + 2km,
=51+ 2k, kel

d):c=—+k:7r kelZ

e) v =km, v = % + 2km,
x=2r+2kn, kel
f)x:—+k57r,a::§7r+k7r,k€Z
a) v = § + 2km, .I:%TF—{—QIC?T,

x = % + 2k, x = 7r—|—2k7r,k:EZ
b) z =T 4+ &, kez

¢) x=—% +km x=g +kmn,
r=7%+kr kel
d)z=3+kr, ke’
e)xzzw+k7r,x:k7r,k€Z
f)x=5+km, kel

a)0, 5,27 b) 5,7 ¢) &

d) %, 2m, i, Sn

e) I, 3m, 3x, Ix
03,3, I, in, m,

a) x =2km, ke Z
b)z=—I +2m, o=2+2%n ke
c) r = —% + 2km, x = T + 2km,
v=3r+2kn, kel

d) z = kr, © = 37 + 2km,
v=3n+42kmr, kel
.a) —Z b) —27

¢) =37 d) —ir
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a)x=2k7r,x=§—|—%k:7r,kEZ
b)z=2km,z=02k+1)r, k€L
)z=E kel

d) z =% + 2k, z = (2k + )7T kelZ
e)r=—-"+kmo=2+5 kel
f)x:3+2k7r,m—97r+3k7r,k€Z

Funkcje odwrotne do funkcji
trygonometrycznych

1.
2.
3.

a)
a)
a)

FIERNCNERNNE

Zestaw |

1.
2.
3.

10.
11.

a) 2w b) 2w ¢) 137w d) 5

) 108° b) 157,5° c) 100° d) 165°
)0 b) Y23 ¢) -1

€ {-345°,-195°,15°,165°}

€ {~165°, —15°,195°, 345°}

€ {—305°, —55°, 557, 305°}

€ {-235°, —125°,125°,235°}

€ {—275°,—95°,85°, 265°}

€ {—265°, —85°,95°, 275°}

= 225" b) a =315° ¢) a = 135°
15° ) a = 150° f) o = 240°

=3
N—

e R o o Lo L o R

(¢]
~

L2

8
[l
I o 8
N
(=W
N—

) = [1; 3], brak miejsc zerowych
) = [20]&3——7T+2]€7T keZ
)=R,z=L2r+kr, keZ
)=R —kﬂ' kel

Tr =
, L

—_ 5 . 12
12. a) cosa = — 73, tga = — %
b) sina = —2, tga = 2
c) Cosoz_—zg_\@,tga:%

d) Sma:—%,tga——\/ﬁ
13. a) sina = — 20, cosa = — 210
b) sina = 248 cosq = — Y13
c) sina = 2_\5/5,(3080(:?5
d)SlnCY:l—ﬁO(),cosa:?'\l/éio

14. a), c), d) tak b) nie
17. a) 0 dla m € (—o0;0) U (2; 00),

1 dlam =0,

2 dla m € (0;2]

b) 0 dla m € (—o0; —3) U (1; 00),
1 dlam e {-3,1},

2dlame (—=3;—-1)U(—1;1),
3dlam= -1

2 dlam =2,
3dlam =3,
4dlame (3;2)
18. a) m € [-2;4] b) m € [—4;00)
c) me [3;1]
Zestaw I
1.a) 1 b) 2 ¢)0
d)1 e) -2 f) L
2. a), b) tak c), d) nie
4. a) cos £ = -2, sinz = -2,
cosT = —o, tgx = &
b) sin 3 =—§,sinx:—%,
cosz = —3, tgz =45
5.a),b) S ¢) —2/3
6. sin 2z = —‘/75, cos2z = %
LR
8. a) sin3z = 1LY5 (o3 = 25

F(D) = [~%:3]. o = £ +2km
.T:%TF—{-2]€7T,]€€Z
- 3] o= —dns 2

%F—FQ’C?T,]{?EZ
=[0;2], v = -3 +2km, k€ Z

10.

11.
12.
13.

d) f(D)=[-20,x =5 +2km, k€ Z
e) [(D)=R,z=F+km, kcZ

f) f(D)=R, 2= % +kn, ke Z

a) 0 dlam € (—oo,—g) U (—%;oo),
1d1am€{—g;—%},

2 dlam e (—3-3) U (—3i-3),
3dlam:—%

c) Odlam € <—oo;—1—‘/—§>u

1dlam=— _ V2

2dlam€(—1—‘/7§;1—§}

d) 0 dla m € (—o0;0) U (2; 00),

1 dla m € {0, 2},

2 dlam € <0;1—‘/7§>U<1—£;2>,
3dlax:1—£

e) Odlame( oo,—%) U(l;oo),

1d1am€{ %,%},
2 dlam e (—3;0) U (0; 3),
3dlam=0

f) 0 dlam € (—o0; —2) U (0; 00),

1 dla m € {-2,0},

2 dla m € (—2;§—1>u<§—1;0>,
3d1am:§—1

g) 2dlam e R\ {-1},

3dlam=-1

h) 2 dla m € R\ {2},

3dlam=2

i) 2dlameR\ {—V3},
3dlam=—/3

a)l b)3 ¢)1 d)2

a), b) f(z) =cos2z ¢) f(x) =0
a)x:—%—kékﬂ,x:%—l—%kﬁ,kez
b)x=1—727r+k7r,x:%7r+k7r,k€Z
c)r=—-SF+km,e=F+kr, kcZ
dr=5+5 kel

e)x =15 +km, kel
f)x=—15—27r+%”,a:=—1—7;+%”,k62
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[N
C

15.

<Y
~—"

8 8 8 8 8 8 8 8 8 8
|

—2 +2kn, v =% +2km, keZ
S +2km, kcZ
=Q2k+1)rm ke Z
T+ kel
2 4+2%kn, keZ
—%—I—2k7r,a7:%77+2k:7r,k€Z
M kel
T km
Z+7,kEZ
E—I—k—;,x:kﬁ,kEZ
—% +2km, x = £ + 2km,
=km, ke

kT
e)w—g—i-?,kEZ
f) o = -5 +2km, v =73

=3
N—

ee

FNCN:

=3
~— =

o
~

o
N
| |

H

+ 2k,
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Ruch po okregu a sinusoida

1. 30 m, 16 m

Zadania z kontekstem realistycznym
1. v = 1072 km/h

2. 4 razy

3. okoto 10,2 obrotu; 20,47 rad/s

4. okotlo 6,28 km/h

Przed maturg z matematyki
na poziomie rozszerzonym

[N
= O

W ® NV AR

V7 _ 3

3 4
v2+1 _ \/6—|—2\/3 v2-1
T Ve+1

_ 313 _ _2/13
sinx = =3=, cosx =

12

T = k;,k:GZ
xER\{%—i—kﬂ',%W—i—kw,QkW:kGZ}

cae {55}

12.

a=%+k%, kel

Twierdzenie Pitagorasa i twierdzenie
do niego odwrotne

1.

P‘P.‘*’!\’

a) 2(2+ V2 +V6)
b) 3(vV2+v3+V5) ¢) 6

a)r=6 b)xz= 21/10

48 cm?

a) 3(5 +3v/5) b) 3(5+ /5)
a), b), c), e) Jest

d), f) nie jest

2.1. Odlegtos¢ miedzy punktami

[€)1.
2.

w uktadzie wspétrzednych
a)2 b) 13 ¢) 5 d)5
Obpasc = 15 + 35,
Obaper = V26 + 52

. a), d) nie jest b), c) jest

a) réwnoramienny i prostokatny

b) réwnoramienny

¢) nie jest réwnoramienny i nie jest
prostokatny

d) prostokatny

. PQRS

a), b) CD

¢) |AB| = |CD)|

)
. a) jest b) nie jest
. a) przystajace b), ¢) podobne

11.

12.

1. a)
2.
3.

N

LA S

a) Ob =25+ 4V2 + 6,
wysokosci: 4, 3v/2, %3

b) Ob = 21/10 + 6v/2 + 4,
wysokodci: 6, 2v/2, %'10.

a) Ob = 4/10, |AC| = 4V/2,
|BD| = 2V/2, h = L0

b) Ob = 20v/2, |AC| = 6/5,
|BD| = 2v/5, h = 3v/2

a) (2,2), (4,6) b) (1,5), (6,0)
B(4,0), D(—1,5)

. D(—6,8) lub D(¢,22)
10.

a) y=—ga° -2
b)y:1—12x2—§x+133
a)y:%x2—}lw+—
b)y=—g2" - 3o+ 3
a)r=1y*+1
b)z=—4y*—2y—1

Prosta w uktadzie wspoétrzednych

1.

6.

AB:y=x+ 3, AC:yz%x%—%,
BC:y=—2z+2

a) y = r + 3, nie

b) y = —2z + 5, tak
a)y=4z—1 b)y=—1z+13
a)y=—2x+3 b)y=1x+5
a)y=3r—4 b)y=2x—2
¢)y=—-32+9
a)y=—32+7 b)y=+z— 32

2.2. Srodek odcinka

S(2,1) b) S(3,-3) ¢ S(§,-3)
a) B(—7,—14) b) 2¢/34 ¢) 2/10
A(-1,6), B(—5,—2), C(3,2),
AQ:z=—-1, BRery=x+3, CP:y=2
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11.

12.

13.

14.

15.

16.
17.

18. C

19.
20.

. a) Sac(8,
Sa

)7 SBD (87 2)7 Jest

b) Sac(43,2), Sep(43,13), nie jest
. 5(3,2), D(7,5), Ob = 6/5 + 213
a)y:—§x+5,y:6w—5,y:3
b)y: Sr4+ 2 y=—2z+1,
=—Tr—2
24

P =20, Ob=28V5

(—4,—8) lub (3, —1)

a) A(5,5), B(1,1) lub A(1,1), B(5,5)

b) A(16,14), B(8,8) lub A(8,8),

B(16,14)

(=1,-1), D(3,7)

(13, —7), D(—3,9)

(2,0), D(-2,4)

(=5, —6), D(11,10)

=-32+3 b)y=32z-2

(%:38)

(2 \/_\/_),B(2+\/_,—\/§)
C(4,15), AB:y = —2z — £,

BC: y =8z — 17

A(=2,1), B(6,-3), C(2,5)

B(6,—2), D(0,4), P =12

a

) B
b) B
a) B
b) B
)y
) B
b) A

QO

QO

2.3. Odlegtos¢ punktu od prostej

.1

a) 2v2 b) 5
ca)da=+2,dp =0, dc = 22
b)dA_\/_dB—\/_

13\/_

L

C =

) da =L, dp =5 dc=0
d= r13_16
b)d=+/13, P =13

Qo
~

.94

a) 2v/2 b) 22 ¢) 185 q) W
a) da = 482\{)@7 dp = 45%@
b) da = dp = 5, jest

¢) da=5,dp =2

\]

, nie jest

1—3 , nie jest

.daB = %, dap = 3,

3V2 9
dBC:T\F)dCD:Z

d = 2v/10, P = 60
a) 82 b) 15
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5. a) 57 b) 257
6.a) AB| CD,d= T2, P =385
b) AB || CD, d—3\/_ P=75
7.a)y—m+2\/_luby—w—2\/_
)
) 6

=3

y=2x+8luby=2x—2

8. a) 6 b) 60

9. h="T%,d="17%

10.a) y =3z +4 b)y=—0,7z — 1,5

Pole tréjkata w uktadzie wspétrzednych
1. a) 14 b) 26 c) 16 d) 112,5

2. a) PABC — 27, PACD = 11, PABCD = 38
b) PABC = 18, PACD = 10, PABCD =28

2.4. Okrag w uktadzie wspoétrzednych

(€]1. a) x2+y2 =4, 4 punkty
b) 2% + y? = 25, 12 punktéw
c¢) z° +y* = 2, 4 punkty

d) z* + y* = 5, 8 punktéw
2. a) z° +y* = 36
b) z? —1—y = 64
c) v’ +y* =3
d) z° +y*> =50
3. a) r =13, 2? +y = 169
b)r:3\/§ 2 4+y? =18
c)r:\/_l 2 +y? =41
d)r=2\/§ 2 4+y? =38
4.2a) (z—2)*+(y—-52%=9
b) (z+7)°+ (y—6)° =4
¢) (z+4)" +(y+3)* =2
5. a) S(2,5), r=14
b) S(=3:3): 7 =3
) 5(0.-4). r = V0
d) S(v2,V3), r=2v2
e) S(—5,-9),r=15
f) S(1%,0), r =3V5
6.a) 2+ (y+ 1) =
b) (z +3)*+ (y+1)* =20
) (z+1)*+(y—1)*=10
7. a) (z —1)% + (y + 2)* = 4, tak
b) (z 4+ 1)? + (y + 3)* = —2, nie
¢) (x4 1)* + (y +3)* = 10, tak
d) (x —5)*+ (y — 1)* = 0, nie

Z)1.

a) (x—1)°+ (y—3)* =14
b) (+6)°+(y—2)° = 15
¢) (x+5)>*+(y+1)2>=20
a) (r—2)°> +y*> =10

b) (x —2)° + (y +3)* =8
c) (x+5)>*+(y—2)2=25
a) (x—4)°+(y—2)°=9
b) (z —1)*+ (y —2)* =20
) (x—1)"+(y+1)*=25
a) (e—3)" +y> =2
b) (z+3)" +(y+2)* = 12
(x—4)*+ (y+3)> =25
a) S(3,-2),r=5

b) S(4,3), 7 =6

¢) S(—=5,-2),r=6

d) S(6,—2), r =6

e) S(5.2),r=3

f) S(—4,1), r =4

a) (x—8)*+ (y+2)> =45

a) (z—1)*+(y—2)* =20
b) (z+4)°> + (y+2)° =45
a) (z—3)* + (y —4)* =40
b) (z—1)°+ (y—1)>=25
c) (z—2)*+(y—4)* =50
d) (z+3)*+(y—1)7°=25

Okrag wpisany w tréjkat

1.

a) (3,—1) b) (=2,—1)

2.5. Wzajemne potozenie dwéch okregow

1. a) |S152| = 2, brak punktéw wspdlnych
b) |S1S2| = 5, 1 punkt wspdlny
c) |S152] =4, 1 punkt wspélny
d) |S1S2| = 2v/2, 2 punkty wspdlne

a)l b)0 ¢)2 d)1
)7”6{3 11}
b)re{4-
€ (105 20)

V5,4+V5}

.ro=3,ra=8, rg=11, P =487

2. P1:167T,P2=87T,P=87T—8

a) d = 6, styczne zewnetrznie

b) d = 5, styczne wewnetrznie

¢) d = 5, przecinaja sie

d) d = 5v/2, przecinaja sie

e) d = 2/2, roztaczne wewnetrznie
)

f) d = 13, roztaczne zewnetrznie

.a) d=13,

1 punkt dla r € {5, 21},

2 punkty dla r € (5;21)

b) d = V/41,

1 punkt dla r € {\/5—4,\/5%—4},
2 punkty dla r € (\/4_—4;\/4H+4)
c) d = 4+/5,

1 punkt dla r € {4v5 —7,4V5 + 7},
2 punkty dla r € (45 — 7;4V5 +7)
(2.2)

a) |AB| =17, |AC| =6, |BC| =5,
ra=4,rg=3,rc =2

b) |AB| = 10, |AC| =38, |BC| = 6,
ra=6,rg=4,rc =2

. a), b) rozlaczne zewnetrznie

c) przecinaja sie

. a) 0 punktéw dla r € (0;3) U (7; 00),

1 punkt dla r € {3,7},

2 punkty dla r € (3;7)

b) 0 punktéw dla r € (20; c0),

1 punkt dla r» = 20,

2 punkty dla r € (0;20)

¢) 0 punktow dla r € (0; 3v/5 — 5) U
U (3\/5 + 5; oo),

1 punkt dla r € {3v5 —5,3v/5 + 5},
2 punkty dla r € (3\/_ —5;3vV5 + 5)
d) 0 punktéw dla r € (0; \/5) U (7\/5; oo),
1 punkt dla r € {/2,7v2},

2 punkty dla r € (\/5, 7\/5)
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Wspoétrzedne geograficzne

1. w Niedzicy — C, w Czersku — D,
Czocha — A, w Gniewie — B

2.6. Wzajemne potozenie okregu i prostej

1. a) 0 punktéw dla r € (0;4),
1 punkt dla r = 4,
2 punkty dla r € (4;00)
b) 0 punktéw dla r € (0;7),
1 punkt dla r =7,
2 punkty dla r € (7; 00)
c¢) 0 punktéw dla r € (0; 2+ \/5),
1 punkt dla r = 2 + /3,
2 punkty dla r € (2 + \/5; oo)
d) 0 punktow dla r € (0; % — \/5),
1punktdlar=%—f,
2 punkty dla r € (g —V2; oo)
2. a) 2v/21 b) 8 ¢) 8

)
3.a)(z+1)°+(y+2)*=25
) y—1)>=18

Yy
b yz—%x—i—%,y:%w—k%,dz
)y=tz—1,y=32+47, d_2\/10
d)yz%x—i—i’) y———x— ,d=+/13
(Z)1. a) (z —2)® +y*> =8, tuk AB: V27
b)(m—2) + y? = 16, }ukAB.3
2 a)r=-9lubx =7

) x
b)z=-5v2—1lubz=5/2-1
¢c)r=-5/3—-1lubaz=5/3-1

3.a) V5 b)5 ¢) 243 q) 210
.a)d= V5, 2 punkty
b) d = 2v/5, 0 punktéw
c)d= %), 2 punkty
d) d = 3, 1 punkt
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5.

13.

14.
15.

17.
18.

19.
20.

a) (z—5)" + (y - 3)°
b) (z+4)" +(y —3)* =

9
5
1

0

. a) 0 punktéw dla r € (0;2),

1 punkt dla r = 2,

2 punkty dla r € (2;00)

b) 0 punktéw dla r € (0;2v/6),
1 punkt dla r = 2v/6,

2 punkty dla r € (2v/6; o)

¢) 0 punktéw dla r € (0;2v/5),
1 punkt dla r = 2/5,

2 punkty dla r € (2v/5; 00)

ca)z’ +(y—1)2 =5

b)z®+ (y—1)> =10
a) AB:y=—x+11, BC: y =z +5,
CD:y=—-x—1,AD:y=2 -7

b) AB: y—lx—g BC: y = —2x + 18,

CD: y_—x—l— , AD: y = —2x — 2
(3,=2) lub (3,2) lub (7,—2) lub (7,2)

(2 -3+ (y—2)%=20
11. a
12.

a) (z—4)° +(y—5)7* =25
b) (z —5)* + (y — 12)* = 25

=
lop
—~
K
_|._
N—
+
Ve
Ny
w
N—
—_
(@)

© |

(—%,43%) lub (—1,4)

yzax—a,yz—%fBJrg,
y=2r+5 y=-2x+5

2.7. Uktady rownan drugiego stopnia

[€)1.

2.

a)r=-3,y=—-4lubxr=3,y=4
b) x =2, y = —2 c¢) sprzeczny

a) 2v/2 b) 2y/10

[':‘,
=
Y]

3. A(—1,-3), B(3,-1), C(1,3), D(-3,1)
4a)r=1,y=—/3lubzr=1,y=+3

b) x =

c) x =
50a)z=2,y=0lubx=3,y=1

b)x=3,y=2

.a)z=1y=3lubzr=-3,y=-1
b)x=0,y=—-2lubz=5y=3
c)r=—-1l,y=1lubzx=1,y=1

2. a) (4,-2), (—4,2)

b) A(—6,0), B(2,4),
C(0,—2) lub C(—4, 6)

3. a)( ) ) ( 5)7 (57-7)7 (97_3)
b) (z —3)* + (y — 5)* = 10,
(0,4), (4,2), (6,6), (2,8)

4. (-1,-1), (0,4), (5,3), (4,—2),
P =26

5.2a) V2 b) 25 ¢) 5v2

6. a) 6 b) 2v/2

7.a)8 b) 15

10.

11.

)a:—Oy 3
lubx——% y:77

d)sz,yzOlubw:%,y:%
e)z=-3,y=—-4lubzx=3,y=—-4
fz=—-1,y=1lubz=1,y=1
(z+2)°+@y—-1)7%=25

lub (z —7)?+ (y—4)* =25

a) (r—2)+(y—1)*=5

lub (z —3)*+ (y—4)*>=5

b) (z — 1) + 4% =4

lub (z+ 1)+ (y—2)> =4

o) (o= 547) + (- =42) =9
lub (m—l%/ﬁer(y—l—Tm)Q:g
d) (z—2)°+(y—4)>=13

lub (z —3)* + (y+1)* = 13

a) 0dlam e (—
1 dlam e {-2v?2,2v2},

2 dlam € (—2\/5; 2\/5)

b) 0 dla m € (—o0; —2) U (2; 00),
1 dlam e {-2,2},

2dlam e (—2;2)

c) 0 dlam € (—2;2),

1 dlam e {-2, 2}

2 dlam € (—o0; —2) U (2;00)
d)OdlamE( ;%)
1dlam=:}

5
2dlam e (%, oo)

e) 0 dlam € (—o0; —9) U (1;00),
1 dlam e {-9,1},

2dlam e (-9;1)

f) 2dlam e R

2.8. Dziatania na wektorach

(€] 1.

a) AB = [5,—1], BC = [2, —4],
—

b) AB = [-2,—6], BC = [-5,3],

AC = [-7,-3]

a) [5,4] b) [-7,—1]
¢) [6,—1] d)[-2,1]
a) [5,—2] b) [5, 6]
a) [_67_5] b) [075]
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. —
8. ten sam kierunek i zwrot co wektor u’:

— — . —
v1, v4; ten sam kierunek co wektor ',

ale przeciwny zwrot: vs, vs
9.a) 5 b) 13 ¢) 3v2
10.a) 7 b) v/58 ¢) 9 d) 5
(Z]1. a), c) nie jest b) jest
)

2. a) P(6,9) b) P(0,—3) c) P(4,5)
d) P(3,3) e) P(6,9) f) P(—4,—11)
3. a) D(3,5), |AD| = V34
b) D(3,—3), |AD| = V41
—_—
c) D(5,-3), |AD| = v/82
—
d) D(-1,8), |AD| =11
6. a) ten sam kierunek, przeciwne zwroty

)
b), d) ten sam kierunek i zwrot

) 6
7.ag m=5 b)me{-1,1}
c) me {-2,0,2}
9.a) v =[-12,16] b) v = [-4%,6Z]
10. a) v = [-61/10,2v/10]
b) T = [-2432, 20|
12. a) [-3, 5] lub [5, 3]
b) [, 2] lub [, -]
13.a) a=2,3=-1
b)az—l%, :%
C)O‘:194’ _1%
d)a=-10,3=-3

14. a) m =2 b) nie ma takiego m

2.9. Wektory - zastosowania
.1 a) 2 b) 1
a) 20 b)5 c) 2
3. 8(7T —2)
5. a) tak b) tak
6. a) A(7,—-1), C(-5,1), D(—1,-3
)

~—

b) A(=2,-2), B(6,2), C(8,6), D(0, )
c) A(=3,2), B(2,-3), C(4,1), D(-1
d) A(—4,-3), B(4,-1), C(10,5), (2,3)
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8.
9.
10.
11.

a) LAB = [2,1], P(—1,-1), Q(1,0)
b) LAB = [6, 4], P(—4,2), Q(2,—2)
¢) $AB = [4,2], P(1},-4), Q(1%, 1)
a) A(—1,-2), B(8,7)

b) A(5,—5), B(1,7)

a) P(0,1) lub P(2, —2)

b) A (12,-15%) lub A(19, —26)

a) C(6,3), D(0,1)

b) A(4,—1), B(2,3), C(—6,3),
D(—4,—1)

Yy = ;x+21,y——x—2

y=—4x —11

a) A(—3,-2), B(3,1)

b) A(10,15), B(14,11)

C(~1,2)

B(7,5), C(4,6), D(2,5)
b) C(—4,1), P =9
(—3,6), (5,2)

2.10. Symetria osiowa

(€] 2.

. a) A'(—2,-1), B'(2,

kwadrat: 4, tr6jkat rownoboczny: 3,
prostokat: 2, koto: nieskonczenie wiele
a) A'(0,-3), B'(3,0), A”(0,3),
B"(-3,0)

b) A'(1,2), B'(—4,-3), A"(-1,-2),
B"(4,3)

c) A'(=5,-1), B(1,
B"(—1,4)

—4), A(5,1),

3), C'(4,1),
D'(0, —3)

b) A"(2,1), B"(—2
D"(0,3)

) C”( 47 _1),

K (=3 + (y—1)* =4,

K' (z+3)2?+(y+1)*=4

ca) K': (z+3)*+ (y +2)% = 16,

K" (x—3)°+(y—2)*=16

b) K': (z +2)° + (y — 4)* = 13,
K" (x—2)*4+ (y+4)*=13

¢) K': (x—3)*+ (y+2)% =1,
K' (z+3)°2?+@y—-2)2%=1

d) K': (x +1)* + (y — 6)* = 49,
K": (x —1)*>+ (y +6)> = 49

a) OX b) OY «c¢), d) nie sa
a) 8 b) 2
a) (x —1)° + (y + 1)* = 25, nalezy
b) (x — 2)? + (y — 2)? = 41, nie nalezy

)
c) (x4 3)® +y* = 4, nalezy
d) (z +1)* + (y +4)* = 40, nalezy

La) K (=3 +(y—1)?>=13, P =12

b) K': (z +4)>+ (y+2)*> =25 P =24
a) (z—1)* +(y—4)* =2

b) (¢ = £)*+ (y+ 2)* =16

¢) (- 1"+ (y+2)* =16

2.11. Symetria srodkowa

2.
3.

7.

Y

réwnolegtobok, prosta, kwadrat, odcinek

a) A'(=3,2), B'(2,1), C’(l —4)
b) A'(-2,2), B'(—1,-3), C'(3,-1)
a) 24 b) 20 ¢) 6

a) (x—3)° +(y+1)*=9

b) (z+1)°+ (y—2)> =16

o) (z-2°+(y—1)°=4

d) (z+2)* + (y+3)* =25

) 10 b) 2/17 ¢) 20 d) 2v/2|a]
22,4

a) (=1,-1), (1,1)

b) (—1,—-4), (1,4)

) (-1,2), (1,-2)

d) (-3,-2), (3,2)

a) 8(m —2) b) 8(ix —V/3)

¢) 6(2m —3v3) d) 12(27 — 3v/3)
Y= 5:1;,3/2—290—10, y=—2x+10

Zbiory punktéw o danej wtasnosci

1.

a) suma prostych: z = — I, y =2

b) suma prostych: y =z + 2, y = —x + 4
¢) suma prostych: y = —/3xz, y = L2
d)y=-1

LYy=x+2
ca)y=z2"4+2 b)z=5y°+3
ca) z=—1y° + 1, gdzie y € (—2;2)

b) suma fragmentu paraboli
Yy = —%mQ—I—l dla z € (0, 2)
oraz fragmentu paraboli
y=2z"-1dlaze€ (0,2)

Zestaw |

1.

10.

11.

12.

a) |AB| =5, |BC| = 10, |AC| = 15;
wspotliniowe

b) |AB| = 8V/5, |BC| = 4v/5,

|AC| = 4+/5; wspotliniowe

¢) |AB| =10, |BC| = 10, |AC| = 14V/2;
niewspotliniowe

d) |AB| = 6v2, |BC| = 3V/2,

|AC| = 9v/2; wspotliniowe

. a) rébwnoramienny i prostokatny

b) prostokatny

a) S(4,4) b) S(—4,4)

|AD| =5, |AE| =+/5

2) (~1,3), (1,5)

b) (1 2%, -3 - 45),

(1 +25 34 %)

(6,—3), (5,4), (—2,3), (—1,—4)
(—=1,0), (—=5,—-2), (—3,—6)

.a) (z+4) +y* = 25,

(1’ ) ( 9, 0) (07 3)7 (07 _3)
b) (z —2)2 + (y — 8) = 25,
(~2,0), (6,0), (0.3 — VIT),

(0, 34 V2T 1)

¢) (z+1)*+ (y—2)° = 16,
(—2v3-1,0), (2v3-1,0),

(0,2 - /15), (0,2 + V15)

d) (z+3)°+ (y+4)* =1,

nie ma punktéw wspoélnych z osiami
uktadu wspotrzednych

ca) (z -2+ (y—-1)%?=25
b) (x+3)* + (y+2)* =13
¢) (-2 +(y+2)?*=17
a) (z—1)"+(y—2)°=
b) (0,2 — /3), (o,2+f)
c) % -3
a) styczne zewnetrznie

b), ¢) przecinaja si¢

d) roztaczne zewnetrznie

a) r = 2, ro = 2, |SlSQ| = 2,
przecinaja sie

b)ri =1, r2 =2, (515 =1,
styczne wewnetrznie
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Zestaw I

1. a) (6,2), (z —6)° + (y — 2)®> = 40
(2,1), (x—2)+(y—1)> =25
P(4,6) lub P(—4,—2)
P(0,—6) lub P(6,4)
y=—1z+3%, y=—32-3,
=3x+ 17
b)y:—gw—S%,yzgfL‘—l—G,

=3

2. a

=3

)
)
)
)

) (=
b) (z —2)* + (y +2)* = 20

6. Ki: (z+3)*+ (y+ 1)* = 25,
Ko:(x —5)?+ (y—5)* =25
7.2) (z+ 1)+ (y— 1) = 1—23
b) (z+ 1)+ (y—1)* =13
8.a)8 b)9
9. a) (2,-5), (8,1), (—4,7)
lub (2, —5), (8,1), (6,—3)
b) (—6,1), (8,-1), (6,7)

10. A(3,—1), B(2,0), C(—2, —4),

1. y=—3z+5,y=—22—-%
12. 242

13.a) 2,25 b) 2v3 -1

14. a) y=2+5 b) y=3x+10

Zadania z kontekstem realistycznym
1. 5 km
3. bedzie potrzebny

4. pan Karol
5.3 m

Przed obowigzkowa maturg z matematyki
1.B 22A 3.C 4B 5D 6.C 7.C
8.C 9.C 10.C

11. BH

121.B 12.2. D

13.1. A 13.2. FP

14. FP

15. A1
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16.
17.
18.
19.
20.
21.
23.

K’( 4)+(y 3)2:4,d:6
C(~1,0), P =13

38

P =32 h=%10

24.1. 25

24.2. B(—2,4),
25.

y=—Tx — 10
z?+ (y— 1) =25

Przed maturg z matematyki
na poziomie rozszerzonym

[y
o©

WO NSO~ OODR

10v/6

V10

y=—-"7Tx+13, y=3x—7

(=3 —14/3,0), (—=3+/3,0)
42

22

m € (—8;9)

(~1,-2), (5,4), (~1,6), (—3,4)
A(=2,-1), C(5,7), [8,4]
m=1

3.1. Pojecie ciaggu

°a) Y X i : p ¥

_(1\" 1 T
”_(5) » @9 = F13, 410 = o271

C) Ap = (_1)71, ag = —1, aip = 1

.a) an =2", ag = 512, a1 = 1024
)a

_ 1 _ _ 1
=9, @10 = — 75

. A: alr = 34, al1oo0 = 200

B: a7 = 3, aioo = 3

c) Yt | P
...... . - +* .. -+ -
it o
Ol 1 : X
+ + t- + +
a) C{:l az as Cl;4 . CEE)
0 1
b) S, B @ : L.
0 a4 1
g @ a _ a a a
0 1
74 .a)a7:13,a8:15,a9:17,alo:19
— 1 . - L S
b) a7 = 1, as = 15, a9 = 73, A10 = 35

C) ar = 17, ag — 19, ag = 23, ailgp = 29

. a) a; = 1,4, as = 1,41, as = 1,414,

as = 1,4142, a5 = 1,41421, ag = 1,414214
b) a1 = 1,7, ax = 1,73, as = 1,732,

as = 1,7321, a5 = 1,73205, ag = 1,732051
¢) a1 = 3,1, ax = 3,14, a3 = 3,142,

as = 3,1416, a5 = 3,14159,

as = 3,141593

4.a)4 b)6 c)8 d) 22

3.2. Sposoby okreslania ciagu

a) 2,3,5,6, 7,8, 10
b)31 37, 41, 43, 47, 53, 59
)

a) ay = :g,agzg,az;:%,
a1o:%
b)al—O,ag—%,agzg,aA:%,
@10 19091

C) a1 = —1, az = —g, a3z = —é,

a4 =—3, Q10 = —75

d) a1 =0, a2 =4, az = 18, a4 = 48,
ailg = 900

.a)ar =1,a2 = -1, a4 = —1,

a7 = 1, ailgp = —1

b) a1 =2, as = —4, as = —16,
ar =128, a1 = —1024

c) a1 =—1, a2 =2, as = 4,
ar = =7, a0 = 10

d) ay; = —4, a2 = 8, a4 = 32,
a7 = —256, aijgp = 2048

5.

(2) 1.

9
ar = —y, @10 = 77
1 7
f) al = 3 G/Q_—g, CL4:—§,
13 19
a7 = 1570'10 921

.a)a, =3"" b)a,=n*—-1

c) ap = (—1)" - n?

d) a, = (—1)"*!.3"
) an = \/_

f) an =

n2+1

8) an = T

17’L+1
h) an = n(n+3)
a)as =2,a5=3,a6 =4
b)a4—8 a5—27 a6—64

C) a4 = 32 as = 243 g = 1024

.a)as=0;a, >0dlanec{1,2,3}

b) brak wyrazéw réwnych zeru;

an >0dlan€{1,2,3,4}
c)az=0;a, >0dlan >3ineN
d) brak wyrazéw réwnych zeru;

an >0dlan €{1,2,3,4,5,6}

a) 2, 6, 10, 14, 18
b) 2, 2, 0, —4, —10
c) 1,2 5 12,27
1 I ik 1
d) _]-7 2 39 49 5
3 7 7 11
)3, % 5 % 5
f) 2,1,4,3,6
1 11 11
g) 3 ~%> 12° 20’ 30
h)0,2,0,4,0
i) 2,2, 18, —48, 650
1 1 1
a) 1, 2 1, 1> 1, 6
b) 0, 4, 0, 16, 0, 64
) 2,26, 3,10, 2
1
d) 3, 4, 116, 1 = 36
_ 2n 1
a) an = 5777
1
b) an = (2n-1)(2n+1)
c) an = (—1)”-3%
d)a, = VYn+1
3n—2
€) an = 5157
_ A4 (D™
f) an = 550
. a) ai,az, ..., e b) a2,as, ..., a9
¢) brak wyrazéw ujemnych
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10.

11.

12.
13.

14.

Y

) as b) ai, a3 C) as

(=9

) brak wyrazéw réwnych zeru

az, ) a4, as

@

[

) a
)azn,n€N+ b) as ¢) as, as
ayne{l,2 ...,5}
b)n€N+\{345}

. a) a1, az, as b) a1, a2, as

)

) ai, az, as, ag
)an=—3n+3 b)an=—3n+1
c) an=—=n+9
)
b)

Y
Q

3

an = —2n2—|—8n

An = in2, as =9, aip = 25,

CLQ():lOO

a) ap = —n? 4 6n, ag = —16
b) an = in®> —n —4, as =20
) an =n>+2n—4, ag = 76

3.3. Ciagi monotoniczne (1)

1.
3.

Z)1.

np.:a) an = 10+ b) ap, = -1
a)ar =4,a2=1,a3 =0, as = 1,
as = 4; nie jest

b) a1 =3, a2 =4, as =3, as =0,
as = —5; nie jest

c) ar =—1, a2 = -5, a3 = —7,
as = —7, as = —9; nie jest

1 —2n—2
a) 27?;3 ) Sn

) i O 5

a)as =ag =4

b) as € [2;2], as € [2;3],

as € [2;3] 1 as < ag

a)np. 2,222 1,1, 1,1

b) np. 2, 2, 2, -1, -1, -1, -2, —2

a)n®+2n b) —n®+1 ¢) 242

n—+1
) 355 @) o 0 oy
8) 25 b SEt
a) 1, _i7 é’ _1_16’ %
b5, 5, 122
) 3,2,1,0,1 d)3,0,5,12, 21
e) 0, —1,0, 3, 8
f) 7,12, 15, 16, 15

I 334 Odpowiedzi do ¢wiczen i zadan, str. 141-149

5. a) malejacy b) staly c) rosnacy
6.a) k<1 b)k>1c)k=1
) k
) k

N
o

€ (3300)

b) k€ (—o0; —1) U (1;00)
c) ke (- \f 3;V3)

8. a) nierosnacy dla ¢t > 9,
niemalejacy dla t <9
b) nierosnacy dla t € [—3; 3],
niemalejacy dla t € (—oo; —3] U [3; 00)
¢) nierosnacy dla t € (—oo; 0] U [2; 00),
niemalejacy dla t € [0; 2]

9.a) ke (—OO'O) b) k € (0;1)
c) ke (=10)

10. a) p< 3 b)p>0 c)p<2
11. a) np. a, = —n b) np. an_—%
12. a) np. a, = —n

b) np. a, =n—5

3.4. Ciagi okreslone rekurencyjnie

(€]1.a) as =0, a5 = —1, ag =0

b)a4:15, a5=31, a6=63

C) a4:13, a5:27, a6:53
2.a) a2 =-1,a3 =—4, as = T,

c)ax=1,a3=-1, a4 = -9, a5 = —39,
ag = —115
d)agzg%,ag—%,a4:1,a5=16,

asg = 512

e)ax=3,a3 =7, a4 =46, as = 2112,
as = 4460539

) az =2, a4 =4, a5 =6, ag = 10
b)azs =4, a4 =7, a5 =11, ag = 18
)as=0,as=—-1,a5=1, a6 =2
=—4, (L6=7
5. a) air =3, ant+1 = an + 2,

Unt1 = 3e2tan dlan > 1

b) a1 =2, any1 = an +2n + 1,
An+1 = %an dlan>1
c) a1 =6, an+1 =an +4-3",
ant+1 = 3an, dlan >1

o

5.d)a; = —1, ant1 = an +2- (=1)"
an+1 = —an dlan >1
e)ar =1, ant+1 =an +n+1,
An+1 = ”—Han dlan>1
f) ai :\/5,
ant1 =an +vVn+2—+/n+1,

(n+1 = —Zjﬁan dlan>1

1' a) a2 :47 as :07 a4 :_87 CL5:—24,

2 liczby dodatnie
b) az = —1, a3 =3, aa = =5, a5 = 11,
5 liczb dodatnich
C) a2 :4, a3z = 1, a4 = —7, as = —22,
3 liczby dodatnie
d)az =0,a3 =1, a1 =5, a5 = 14,
8 liczb dodatnich
e) CLQZO, agzi,
8 liczb dodatnich
f) a2 =5,a3 =7, a4 = —4, a5 =0,
6 liczb dodatnich

2.a)4 b)3 ¢)6 d)0

3.a) =4 b)52 ¢) -1 d)5

9 289

a4 = 76, 45 = 356>

13,
—%; rosnacy

Ca
=¥
~— ~— ~—

b

N—

x

x = 20; malejacy
0 b)2 c)2 d)2
—1lub0 b) —21ub 1

o
&

7. a

— N

3.5. Ciaggi monotoniczne (2)

€]1. a) ¢, =2n,c1 =2, ca =4, c3 =6,

Cq = 8

b)cn:—Q, 61262263264:—2

c)en=n>—1,¢c1=0,c2=3, c3 =8,

Cq4 = 15

d)cnzg—ﬁ,cl =0,c =

Ccqy =
2. a) c1 =13, c2 =10, c3 = 13, ¢4 = 19;

nie jest monotoniczny

b)ci = —11, co = =2, ¢c3 =5, ca = 13;

rosnacy

c) c1 =12, co =24, c3 = 36, ca = 48;

rosnacy

|

16 .

1 2 9
d)C1=— 6225,6321,64:?,

127
rosnacy

1
np. an =mn, b, = —=

)
b) np. an = b, = —=
c)np.apn=n—2,b, =n—3

. a) np. an =n?, by, =n

b) np. a, = —n—lg, by = —1

n

. a), ¢), d) rosnacy b) staly

5. (¢n) — malejacy, (d,) — staly

a) a € (0;m) b)ae (Z;3n)
a), b) nie jest monotoniczny
¢) niemalejacy d) rosnacy
) ks € (—o0;—1) U (2; )
b) k € [0; 00)
)

O

9. a), c¢) niemalejacy b) nierosnacy

3.6. Ciag arytmetyczny (1)

[€]1.

a) r = 9, kolejne wyrazy: 39, 48, 57, 66
b)r =1,

kolejne wyrazy: 5%, 6%, 7%, 8%

c) r=—4,

kolejne wyrazy: —9, —13, —17, —21

. a) anp = 2n, az = 40

1 7 27
b)an:§n+§,a20:7

c) an =-n+4, ax =—16
.a)ap, =2n+2
b) a, =5n — 10
¢)an =—In+ 2
a) r = —6, malejacy, a, = —6n + 15
b)r = %, rosngcy, a, = %n—i— 1
c) r =0, staly, a, =2
a) k=
b) k=—1lubk =3

. a) as = 3m+ 10, as = 4m + 12;

rosngcy dla m > —2,

malejacy dla m < —2,

staly dlam = —2

b) as =2m —9, as = %m—12;
rosnacy dla m > 6,

malejacy dla m < 6,

staly dlam =6

¢) as = 3m* — 2, as = 4m* — 3;
rosnacy dla m € (—oo; —1) U (1; 00),
malejacy dla m € (—1;1),

staty dlam € {—1,1}
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6. d) as = 3m — 2m?, as = 4m — 3m?;

rosnacy dla m € (0;1),

malejacy dla m € (—o0;0) U (1; 00),

staty dla m € {0,1}
7.a)x =23 b)r=-2 c)r =

12
(Z]1. a) a7y = 13, rosnacy
b) a11 = —36, malejacy

)

) ag = 5, rosnacy

d) a15 = 3,4, rosnacy
2.a)a,="m—1 b)a,=3n—-7

¢) an = —in+ 2
3.a)an=2n—-1 b) ap=-3n+15

c)an:%n—lz—E’
4. a)a=4,b="7

b) a = 61 b=51,c="75%
5.a) 5,9, 13, 17, 21

b) 4, 7, 10, 13, 16, 19, 22

6. 4 lata —104,5 cm, 5 lat — 111 cm, 7 lat —
124 cm, 8 lat — 130,5 cm, 9 lat — 137 cm,

10 lat — 143,5 cm
7.a) ap, =44 —4n, a12 = —4
b) an = -2 + in, a2 = —3
Cbn:%-l-%n,am:%
ar =21, r=-5
b)ai=-2,r=5

Jar=-2r=2da=%1r=-1
e)ar=—1,r==1lubar=1,r=-1
f) ar=—1,r=2luba =%, r:_g
9.a)z=1—+V3lubz=14++3 b)z =
10. a6
11. a1 = —2, liczba wyrazéw: 15
12. —6, —5, —4, -3
13. a) 6, —2, —10, —18
b) —1,1,3,5lub -5, -3, -1, 1
lub -3 —v6, =1 —v6, 1 — 6, 3—6

lub =3 +v6, =1 ++6, 14+ 6,3 +6

3.7. Ciag arytmetyczny (2)
€]3.a) an = —2n+8,y=—22+8

b)ai =1, a2 =4, a3 =7, as = 10,

as =13, ap =3n — 2

(Z]1. a) a1 =1,a2=2,a3=3,as =4, a5 =5

2. a), b), d), e) jest c), f) nie jest
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9.
10.
11.
12.

.a)a, =3sn—

.a)ap =5n—4,a1 =1, ax =6, az = 11,

a4:16

b) an = -3n+1, a1 = =2, ax = =5,

CL3=—8, as = —11

¢) an =nV3—2, a1 =3 -2,

az = 2v3—2, a3 = 3v3—2, as = 4v/3 -2
; %;an>0dlan>4in€N

b) a, = —2n+9;

an >0dlan<4ine Ny

¢) an =—in+3;

an >0dlan<9ine N,

a) an = 3n — 8, a0 = 22

an = (n+ 2)\/5, a0 = 12v/2

ke (—1—+2;-14++v2) b) k=—1

)
)
b) 13,5
)
a)k<2 b) k>3

3.8. Suma poczatkowych wyrazéw

1.
2.

N
NP oo

<Y

10.
11.

12.

© N O Uk

ciagu arytmetycznego

Sso = 1275 b) S, = 2t
as = 16, Sg = b1

azo = 10, S20 = 105

S31 = 1953 b) Si13 = —299
348 b) 10050 ¢) —252 d) 0
1010 b) 1030 c) 2040

115 b) —185 «¢) 10,5

a1 =0, aio = 18, S10 = 90
=—4,a10=05,50=5
=18, a10 = —36, S10 = —90

wyrazéw, suma: 209

a

a

=3
~ ~— ~—

Y

Y

QO

=3 &
~ ' N N N

(]
N

Q

==

o~
N =
—
—

15 wyrazow, suma: 75

(g}

20 wyrazow, suma: —440
1027140 b) 2475
970 b) 810 c¢) 1584
334167 b) 234168 c) 145059
a) 3240 b) 329400 c) 83167
a1=1,r=§luba1=7,r=—
S10 =40

a) 21 b) 14 ¢) 39

a)r =37 b)x=-3
c)rz=-04 d)z=—-4

), b), d) rosnacy c) malejacy

<%

Y

a

2
30

<%

3.9. Ciag geometryczny (1)

[€]1. P, =1 cm?, P3s =4 cm?, Py = 16 cm?

2.a) g=2,a4 =24, a5 =48
b)g=3,a1=1,as=3
_ 1 1 _ 1
) qg=3,a1=73,0a5=7
d)g=13a1=10a5=1%
e)g=—2,a4=—-8,as5 =16
f)q:—%,a4:1,a5:—%

3. a)a2:3,a3:9,a4:27,a5:81
b)as=8,a3=4,a1=2,a;5 =1
c) az =—5,a3=5,a4=—5,a5 =5
d)azz—%,agzl,a4:—2,a5:4
)a2=1,a3:\/§,a4:2,a5=2\/§
f) az = 23, a3 = 62, as = 12V/3,
as = 36v/2

4.2)g=9 b)g=5 ¢)g=5 d)g=—7
€ g=-2v2 ) g="¢

6.a)a6=4 b)a7=625 C)a4=%
d) as = Z2 e) as = —162 f) a15 = —7
g) a9 =80 h) as = —5-

7 a)a1:8 b)a1:—— c)a1:2—7

1.a)q:%,an:28*",a7:

b) ¢ =4, a, =4"*, a7 = 256
¢) g=—3,an=(—1)""3"% a; =3
d)q:%’an:(%)"ff”CW:%
e)q:%,an:‘;’Z—:z,m:%
f) = —V2, an = —(—V2)", ar = 8V2

2.a) as =4+2v2, a5 = 42 + 4
b) as =2v2+3, a5 =5vV2+ 7

3.a) an =12 ()" b)a, =2 ()"

96
(=2)" ' lub ap = L2771
. 2n71

e) an = —1024- (1)
lub an = 1024 - (3)"

f) an, = —ﬁ-(—3)”71 lub an = 553"

4. a) —243, —81, —3 b) 3, -2 3 -3

16 87 47

c) 3,12, 24,96 d) &, —1, -9, 27

) 4,2, 1, 3 f)551545
5. a) —4,—8,—16 lub 4, -8, 16
b) 12, 48,192 lub —12, 48, —192
c) 7,7,7lub —7,7, -7

e

6. a) a, =5"% b)a, =(-2)"""!

3.10. Ciag geometryczny (2)

[€]2.

3.

Z1.

a) an = 3 - (%)n_l b) an, = -2+ "
c) a, = —2"
a), ¢) malejacy d), e), f) rosnacy
b) nie Jest monotoniczny
a) — 5’ 57 _%
b) 1,0,0lub 3, 2, 12
c) —1,1, -1 lub 3,3,3
. ag =30
a), d) malejacy b) nie jest monotoniczny
c) rosnacy
a) a, = —4""
b) a, = 1 3" lubCLTL——%‘i371772
¢) an =5""lub a, = —5>"
d) a, =5"""!
e) an = (2)"° lub an = —(3)"?

)
f)anz—\/_?)? lub a, =+v2-3"2

.a=32,b=16,c=8,d=14
x=11,y=22, 2=44
.b)ydlax=y

3.11. Suma poczatkowych wyrazéw

. a

ciggu geometrycznego

364 b) —21 ¢) &

32
K

)
)

a) —63 b) —484
)

a) 1023 b) —2046

a) 1512 b) 26232

a) —255 b) 2L

c) —1275 d) —56

c) 93(1 —v/2) d) 100
@, Sn
162 242

—32 -3 —631

V8 | — 8 | =32 30(v2-2)

22 cm? b) 2(2+v2) cm

4 b) 1091,2 c) 2

48 e) 1++2 £) 9

6

7

ai

2

N | ot | 3

%wwwa
B

a)
a)
d)
a)6 b)9 ¢c) 10
)7 b)6
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8.
9.
10.
11.
12.

13.
14.
15.
16.
17.
18.

0,9 cm?

a)4 b)5
—1023

a)0 b) x

W) an=5-(4)"
b) an = (—-1)"-3" " luba, = 1 -2°7"
381 lub 286

9(v3-1)

8

anp =2"1

si6dmy

-3

a1=3,q=21uba1:?i)’,q——2

3.12. Ciagi arytmetyczne i ciagi

B
N -

N

9°>19~.w.4>s»~z-‘

10.
11.
12.

geometryczne - zadania

. a) nie jest b), c), d) jest

)
a) 2,7, 121ub 18, 7, —4
)

b) 2, 4, 6 lub 11, 4, —3
a) 0 b) 220

. an =2(n—2)

9
q:3,a1:ﬁ,a6:22ﬁ

a) 108 lub 36 b) —36

5, —10, 20 lub 20, —10, 5
4,8,16 lub 22, 2 28

a) 2,5, 81lub 11, 5, —1

b) —6, 6, 18 lub 10, 6, 2

a) 10, 20 lub —22, 28 p) 2, 8
)9 3 1 b) 4, 12, 36

1 9 15
; 0lub 3, 16’ 16 16

17 29 4
a) ¢ = %
b) suma obwodéw: 2,

suma pol: 341 3

3.13. Procent sktadany

(€)1.

2.

a) 6230,91 zt b) 7673,43 zt
c) 6719,58 zt

odsetki: 3144,47 zt,

roznica kapitatu: 743,25 zt
a), b) 995,43 zt ¢) 980,34 zt
B

a) 12166,53 zt b) 12189,94 zi

c) 12201,90 zt d) 12209,97 zt

BN 338 Odpowiedzi do ¢wiczen i zadan, str. 173-188

6. 2641,36 7t

7. a) po 8 latach: 4791,40 zt,
po 20 latach: 15484,60 zt
b) 10001,43 zt

8. a) 143183,39 zt b) 200144,82 z}
228151,10 zt

)
)
[Z)1. a) 2205 2zt b) 2552,56 z}
c) 2687,83 zl
)
)
)

C

2. a) 4326,40 z1 b) 4637,10 zt
5920,98 71

3. a), b) 754,76 zt
4, r = 7,49
5. na 5 lat: co najmniej 1000 zt,

C

na 3 lata: co najmniej 1082 zt

6. w ciagu 5 lat: 3097,20 zt,
w ciggu 10 lat: 8097,65 zt

7. a) 3582,16 zt b) 3586,85 zl
¢) 3590,04 zt d) 3591,60 zt

8. bank C
9. 3 lata

10. £ = 5000,
po 18 latach: 12033,10 zt

11. 25000 zt
12. a) po 12 latach b) po 24 latach
13. a) 180840,96 zt b) 9 lat

3.14. Granica ciggu
€]1. a) hman—O b) lim a, =1

c) gglgoan_4 o
2. n>22
3. a) n> 100 b) n > 2500
¢) n > 10000 d) n > 10"
4. a

)
)
)
(Z]1. a), b), ) ma c), d), f) nie ma
)
)
)

nie ma b) ma

2. a) n > 40 b) n > 200
c) n>400 d) n>4-10°

3. a)n>50 b)n > 100

3.15. Ciagi rozbiezne

(€]1. a) n > 110, tak b) n > 250, tak
¢) n > 1600, tak d) n > 9, tak

(=Y

N
.oo.\l.msn.hw.w.!.m.h.w!oa—*w
I I T A RN}
.

v'-w

\'l—l

8

2. a) n > 100 b) n > 250000
¢) n > 1000000 d) n > 10°

)
)
3. a) tak ) nie
(Z]1. a)
2. a)n>20 b) n > 200 c) n > 499
d) n > 4999
3. a) a, > 10 dla n > 10°,
an > 100 dla n > 10'?
b)n >5

3.16. Obliczanie granic ciggow (1)
[€]1.a) =2 B)3 ¢) 1

2.a) & b) -2 ¢) &

3.a) -4 b) 2 ¢) -1

4.2)3 b) -2 ¢)8 d)1 e) 1 f) -1

5.a) —1 b) 1 ¢)2

6.a)1 b) 3 ¢)1 d)—1e) —3 f) -1

7.a),b) 1

8.a)8 b)4 ¢)7 d)4 e)1 f)4
Z)1.a) 1 b)2 ¢)—2 d)0 e 0 £)0

2.a) 1 b)8 c)—4 d)3 e)2 f)4

3.a)1 b) —6 ¢) &5

4.a)2 b)8 ¢c)1 d)0 e)0 f) —1

5.a)5 b)9 ¢c)1 d)1 €0 £)O0

6. 1

7.1

.17. Obliczanie granic ciaggow (2)

,8) —oo ¢), h) co b),d),e), f) nie jest

a)k:2 b) k€ (—1;0) U (1; 00)
.a) —oo dlap= -2,
2%dlape( 2;2),

-5 dla p € (—o0; —2) U (2; 00),
oo dla p =

b) —co dlap € (—3; 3],

i dlap=—3

Ciagi ograniczone

1.

a) 25, 26, 27
b) 1250, 1300, 1400
c) 9, 10, 11

3.18. Szereg geometryczny

[€)1.

. a

oA e N

Y

a) sn:g<1_(§)“),5:g
b) S =3(1-(-3)"), 5= ¢
1

1000 b) 18 c) 2

C)ﬂ d) 41

330 3330

O
N N N

8 8 8 8 o~

=3

m M Mm M
©|w
N|= Ol

o
N
SR

Q =
NNl

I N—"

W=

SN—

-

—~

=

3

IE:
[V}
=
8
Il
—_

d) 55 e 5 )%

60 1000
g) —17 h) —55n

.a1—32,a2—16,a3:8,a4=4

a1 =2,q9=—3
a)a1:6,q—%
b)a1:9,q:—%

a)ar =1 b)ar =15, ¢g= 1
a) z € (1;2)

b) z € (—o0; —2) U (0; 00)
a)mz—% b) z = -1
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11.a) D = (-1;1), f(z) = =% —
b) D = (-1;1), f(z) = 735 —
c) D= (—o0;—1)U(1;00),
fla)=75+1
d) D = (—o0; —3) U (3;00),
fo) = 25 -1
12.2) D = (—00;2), f(z) = gj% —1
b) D = (Z500), f(x) = = — 4
13. a) 47 b) P (%,0)
14. 10
Zestaw |
1.a)3 b) 10
2. a1 =2, a2 =8, az = 20, as = 240
3. a), ¢) arytmetyczny
b) nie jest arytmetyczny
a), b), ¢) malejacy
4. a) an, =2n—2, a3 =14
b) a, =3n—6, ag = 18
) an, = —2n+ 10, ag = —6
5.a)a, =3n—11luba, =—-3n+38
b) an, =2n — 12 lub a, = 2n
¢) ap, =n+11luba, =5n—11
6.2) —70 b) 5 ¢) 15
7. a) 222 b) 168 c) 168
d) 66 e) 60 f) —6
8. a) 50 b) —550 ¢) 4000 d) 2525
9.a)x =13 b)z=-30
c)z=37 d)z =29
10. a) 3960 b) 396000
11. a), b), ¢) geometryczny
a) malejacy
b), ¢) rosnacy
12. a) 24, 48, 96, 192, 384
b =3 —3 b~
O 1,4~ e~k
13. a) a3 = 15, as = 10
b) a3 =8, as = 32
c) a3z =3, a5 = %
d)a3=2,a5=%1uba3=a5=0

BN 340 Odpowiedzi do ¢wiczen i zadan, str. 203-209

14.

15.

16.
17.

18.

a) 2 b) —22 c¢) 341 lub 521

d) —44 lub 20
a) arytmetyczny dla x = 1,
geometryczny dla x = 0 i dla x = 10

b) arytmetyczny dla z = 0 i dla x = 12,

geometryczny dla z = 01idla x = —%
a) 1024 b) 60+

np.:a) a1 = —1, ant1 = an +2(n — 1)
dlan>1

b) a1 =5, any1 = an — n(n+1) dlan >
c) a1 = —g, Ant1 = éan dlan>1
d) a1 =0, ans1 = an +log (14 +)
dlan>1

a) 2251,02 zt b) 2252,99 zt

c) 2254,32 zl

19. a), b) 836,74 2t
Zestaw I
1. a), ¢), d) malejacy b) rosnacy
2. a), d) rosnacy b) malejacy
¢) nie jest monotoniczny
4. a) jest b) nie jest
6.a)1,2 31lub4,2 0
b) 4, 8, 16 lub 16, 8, 4
7.b1=2,by=—4,b3 =8
lub by =8, by = —4, bg = 2
8.a) 5 b)3
9. 4%7‘( cm?
10. 24
11.a) —© b) 0 ¢) — d) —1
e) oo f) + g) —1 h) oo
12. a) 0 b) oo
13.a) b=-2 b)b=—-21lubb=14
14.a) 2++2 b)3+2V3
15. a) 55 b) 2% ¢) 222 4d) 4
16. a) D = (—3;00), f(z) =z +1
b) D = (—o0;2), f(z) = -z +3
17.a) z = §
b)mz—l—%,x=—1+3§,x=
c)ze(—3:3)
d) z = —@, T = 3§

Zadania z kontekstem realistycznym
38237,33 zt

100,50 zt

a) o okoto 12,15% b) o 16,64%
a), b) tak

5%

8024,26 zt

ok wdR

Przed obowigzkowa maturg z matematyki
1.D 2B 3.A 4D 5D 6.B 7.C
8.B 9.C

10. PF

11.1. PP 11.2.5

12. A3

13. DF

14. FF

15. PF

16. AF
17.1. 14

18. 4

19. 54

20. jest

21. 6, 8, 10
22.2,4,6
23. 112 cm?
24. 8

Przed maturg z matematyki
na poziomie rozszerzonym

1. 790 — 558+/2

2. 53

3. p= g

4. (3 +6)

5. 2(v3 +2)

6.1. 18~

7. an=3n+1
8.1,2,41ub 4,2, 1
9. 128

3

4.1. Granica funkcji w punkcie

23 a) o = —1
b) ro = 1
C) XTo € {—1,2}

4.2. Obliczanie granic funkgji
(€]1. a) 16 b) 8 c¢) 1024

2.a) =5 b) -3 ¢) 7 d) 1
—8 b)0 ¢) I d)?
)4 ¢)0
1
2

oW
N N N N—

,b)4 ¢

Qo
~

SN
=3
N
|

™
NP oon oA
£

O o
— =
|
’—\
(0.¢]

b)2 ¢) =5 d) —
g) =5 h) 10% i) 3

)
N—
(SN
=
@
N
—_

3. a)
4.a) 7= b) 1 ¢)—% d); e)6 f) -3
5. a)

Y

4.3. Granice jednostronne
[€]2. a),b) L ¢),d)0
(z)1.a) 2 b) —% ¢) 1 d) —1
)2 f) 3 g0 h)1
2. a), d) 3; tak b) —2, 0; nie
1

4.4, Granice niewtasciwe

2. 1‘0:—2

[
I
I
[
I
I
I
s
b
I
I
I
I
|
|
I

3.a),d) b), ¢) —oc0

) D =R\ {4}, z =4
b) D =R\ {-2}, z=-2
) D=R\{-3,3}, 2 =-3,2=3
) 3 : A L : d i H

Ca
o

b
» o
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(Z]1. a), d), e), h) ©

(¢]2. a

I 342

b)7 C)7 f)7 g)a i) —00
2. wszystkie asymptoty obustronne:
a)zx=-2 b)x=-2z=2

c)z=-3 d)z=1
e)r=—-1f)z=4
3.a)xz=1 b)brak c¢)xz =2

4.5. Granica funkcji w nieskonczonosci
) w too: y = —2

b) w +oo: y =3

c)w—o0:y=—-2 woory=2

4. a), ¢) lim f(z) = oo,

Xr—00

lim f(z)= -0

b) lim f(x) = 00
hm f( ) = o0

T——00

5. a) —oco b), ¢), d) oo

AN L
&

Odpowiedzi do ¢wiczen i zadan, str. 229-236

7.

9.

a) x = 1 — pionowa obustronna,

y =1 — pozioma w +00

b) x = 4 — pionowa obustronna,

Yy = —2 — pozioma w £00

c) r = % — pionowa obustronna,

y = 2 — pozioma w +00

d) z = —2, x = 2 — pionowe obustronne,
y = 0 — pozioma w +o00

e) = —3, x = 3 — pionowe obustronne,
y =0 — pozioma w +00

f) © = —5 — pionowa obustronna,

y = 0 — pozioma w +o00

g) © = —1, x = 2 — pionowe obustronne,
Yy = 2 — pozioma w +00

h) x = —1, x = 5 — pionowe obustronne,
y = 0 — pozioma w +00

i) y =1 — pozioma w F00

a) y = 2 — pozioma w +00,

x = 1 — pionowa prawostronna

b) y = 3 — pozioma w +oo0,

x = 1 — pionowa prawostronna

¢) y =4 — pozioma w Fo0,

xr = 2 — pionowa prawostronna,

r = —2 — pionowa lewostronna

a)2 b) -2 ¢) 3

4.6. Ciggtos¢ funkgciji
1. a)

4.8. Pochodna funkcji w punkcie
[€J]1.a)a=1 b)a=2 c)a=3

2.a=-1
3.a)2 b)16 ¢) -2 d) 9
4. a) a =2; a~63°
b)a=3; a~T72°
¢) a=—7; a~166°
1. a) f'(z0) = f'(z1) =0
b) f'(w0) = f'(21) =3
C) f/(l'o) = 2, f/(.%j) = -2
d) f'(zo) = 1, f'(z1) = —3
e) f'(wo) =12, f'(z1) = 27
f) f'(z0) =3, f'(z1) = §
2. a) PA:y= 2z + 3,
: ) a PB: y = %a: + %
b)a=—-v2,a=12 b) 1
(Z]2. a), b), c), e), ) nieciggta 3. a), b) 135° ¢) 45°
d) ciagta
3.a)a=2 4.9. Funkcja pochodna
b) a =14 (€] 2. a) 75 b) —2 c) 2
cja=-3,a=1 ajz=1b)z=;
da=-3a=1 ¢) réwnanie sprzeczne
4. nieciggla dla x € Z 4. 2) y=6z—9
5.a)a=2ib=3% +2km, kcZ b) y=—4dz —4
b) (a=—%luba=2%) c)y=3x—2
i(b=—%+2knlubb= % +2km, kcZ) @2 a) y= 8z — 16
6. a) a zé,cz—l—lo b) y = 27z + 54
b) a b:_%pc_z c)y=—4x+4
— 41
4.7. Wtasnosci funkcji ciggtych 3.a)y=z—7
. b) y = V3x — %
|€]4. a) warto$é najmniejsza: 1, /3 1
R _ ) y=-%z- 15
wartos¢ najwieksza: 4
b) warto$¢ najmniejsza: 0, 4. a) (3,9)
warto$¢ najwieksza: 4 b) (_1\/5’1_2\/_) (\/_ 2\/_)
¢) warto$é¢ najmniejsza: 0, ¢) (42> 73)
warto$¢ najwieksza: 9 5. a) (%, %)
@3. np: a) (0:5) b) (5:1) © (L;3) b) (=3,-%), (3,3)
7. a) f(4) =4 c) (3,3)
b) f(3) = 6. a) tak; y =3x — 2, y =3z + 2
c) f(4) = b) tak; y = —dx + 4,y = -4z — 4
8. a) przyjmuje ¢) nie
b) nie przyjmuje 7.b) y12~1,1, /0,9 =~ 0,95
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4.10. Dziatania na pochodnych d) f(z) = 395;;?%53, 11. a) /(%) = %, F(3) = @ 2. a) f'(z) = \/2;_74, Dy = [2;00),
[€]1. a) f'(x) = 362> b) f'(x) = 32" Df =Dy =R\ {1} b) F(Z) = -8B, f(T)= L2 Dy = (2;00)
/ :286 , 2 43 ° 2 * 2 b)f/(iL’)Z Sk Df—D/—R
)=t o 2 ) f(z) = e, O F(3) =4, f(5)=2 Varr P =i
d) f'(x) = -6z, 2#0 ' 30242
: Dy =Dy =R\ {-1,1 _ = - =[0;
oI e ) o) - R B D inet (o + e O s e
f) f'(z) =32 1, 2>0 (Bz—22)2 : D = (0;00)
2. 8) f(x) = 82° — 62 Dy = Dy =R\ {0,3} ¢) 2ztgx + =43 d) 2sinzcosw d) f'(z) = \/%,
b) f'(z) = 2% + 122° — 14 g) f'(v) = =it = £, ©) r — ey ) TeELFRs Dy = (—00;0] U [2; 00),
) f'(z) = % —122% 2 >0 D)f :( l))f/ =R\ {-1,1} R\ {1} g) —2sinxzcosz h) 1—|—(1:0sm i) s(i:r;SmQ—; Dy = (—00;0) U (2; 00)
I h) f'(z) =2z, Dy = D, = -1 (o) — _ 8zl
d) f'(z) =32 + 537 — 75 >0 D) f(p) — =22 f: D.. =R\ {1 4.11. Pochodna funkcji ztozonej ° ) 240242
3.a) fl(x) =3z —122°, 2 > 0 ) J@) = 5= Ds ! VL Dy = (—o0; —1] U[0; c0)
b) f'(z) = —262°\/x +,12$, x>0 §) fi(z) = _(595?1)2 — (€)1 ) hw) = VaZ 44, Dy =R Df ( o<; —41) U ((,) oo;
¢) f'(x) = 142° — 82> — 4 Dy =Dy =R\ {0, 5} b) h(z) = vz?* — 1, ff/,_ B ’7904 D,—
d) f'(z) = 284° + 242° — 5z* — 682° + 8w k) f'(z) = 7<1ff;>2 + o1, D = (=00 ~1] U [1;00) ) (@)= Va2 T =22)
e) f'(z) = 16,52 /T — 2,52/T, © > 0 Dy =Dy =R\ {~1,0,1} ¢) h(z) =2y — 4, Dy = [0;00) Dy = (—2;2)
f) f'(z) = 4,52°/x +4, x>0 ) f(z)=— 922 4 L d) h(z) = %’ D =Ry 3. a) f'(z) = (702 + 17)(2z + 1)(7Tz — 1)?,
4. a) ['(z) = roe Dy — Dy R\ {0, 43} 2. 2) W(v) = 120(20° — 1)° Dy =Dy =R, [(0) =17
b) F() = otoe 2 € B\ {2,2) 4 a) F@) = % D (0:00) b) 1(x) = 4(2z — 3)(a" — 3z)° b) /() = 2(a®~1)(3— ) (—32*+62+1),
(195_—&-12\)/257 ) . a xr) = /2\/5 s ];— [ ;00), . C) I’L/(ZIT) _ 5(6$+ 1)(33:2 —|—CB)4 Df _ Df/ _ R, f/(O) - _6
©) f'(z) = G @ € (1) U (1;00) Dp = & TU) oo T =% d) I (x) = 24(4z + 6)° ¢) f'(z) = 12222, Dy = [~4;00),
/ _ 3x+ x — . . x
6. a) f(z) =2, 340 ‘l’)) ! (““"I)R— _f/(if ; 5(1”4)— 0; 00), 3.8) (@) = ——, Dy =Dy =R Dy = (~Lioo), £(0) =
b) J'(x) = ~ ity e b) h(x) = —SLL_ D () = B, Dy = (o],
c) f'(x) = _4¢5<¢1572)2’ 2 fExI)R: ?{_:a\)/——lel)%f{()i):_[(lm), Dy, = (—oo? —3;} :C[O 00) Dy =(me0r3), (0 =
x € (0;4) U (4; 00) f! /_ +’3x2+4_ 8 = 36 D, = (—00'—31) U (0: 00) 4. a) f'(z) = m,
D1 ) f@)= 6o+ L, FO) =1 p)=—5  VI@ =5 Dr=Dp =R, o W) - Dy =Dy = (~Lio0), f/(1) = — 13
b) f/(z) = 82— 5, f(0) = =5, f'(1) = 3 SO =3 /W=% NG b) f/(2) = —A—, Dy = Dy = R\{0
) Fla) =622 +4, F(0) =4, (1) =10 o f@)=—a $-af, Dy =Dy =R Dy, = (00 ~1] U (0 00) ) 1@ = gy Pr = Pr = RO}
Y r)=0bx 9 = T - = - - ) = = +> - ) ! ’ y NG
d) f'(z) = 8z — 32% + 6, f'(0) =6, f(1)=-2, f(4)=—-L— Dy = (—00; —1) U (0; 00) F)=-—%
f(1) =11 f) f(x) = %x% + %x; D; = [0; 00), d) W (z) = 4\/#7\/_, 5.a) h'(1) = =3 b) h'(1) = _%
‘J?,({;@) Zl—l‘?’ +at —z, f(0) =0, Dy =Ry, f(1) =3, f'(4) =3+ 22 Dy = [0:00), Dy = (0: 00) ; ) y =1§w+% b) y = +2
T ) 7.a),b)2 ¢) 2 d) -2 7)1. '(2) = 3(x + 1)2, LT=—
f)/ fl(x) = —z* 4+ 22° = 3, f'(0) = =3, 8. a)y—ux— 39 ’ z ?(g)(i)zg f/((xl) :)12 8. a) f'(z) = 4cosdx
f (1? = =2 b)y = —6z + 3 b) f'(z) = 8x(z% + 1)%, b) f'(z) = —5sin bz
2. a) f/(x)i4$3+5 C) y=—6x+9 f/(O):O, f/(l):64 C) f’(l‘):m,
by S R d)y=3e+3 ¢) f'(x) = —5(x — 1)*, Dy=Dpy=R\{i+ & +E.kpcz)}
c) fl(fr) = —12400 - 9902 +2z+1 e) y =3z F(0)=—5, f(1) =0 d) f'(z) = 2z cos 2
d) f'(z) = 102" — 1527 — 4z f) y=—do — 22 d) f/(z) = 24z (42> + 2)? ) fi(x) =2
e) f'(x) =5x* +42° — 32% + 62 — 1 yy=—3z—3 , - ’ N /x N 2xs1na:3
f) f'(z) = — 423 4+ 1222 — 62 — 4 5 1 2 2 F(0) =0, f(1) = 864 f) f'(z) = 327 cos(z” — 1)
h)y =} ) f'(x) = 1503z +2)", ) f () = ~2wsin(a? - 1)
3. a) f'(x) = gz, Df = Dy = R\ {—3
. = @ f=Dp= 2 9. a), b), c), d) tak f(0) = 240, f'(1) = 9375 h) f/(z) = 2sinz cos x
b) f'(z) = _(21f—2:)?a Dy =Dy =R\ {3} 10. a)y=-2x—5y=—-2r+3 f) f'(x) = 12(102® — 3)(5z* — 62 + 2)°, i) f'(r) = —2sinzcosx
c) f'(x) = 252, Dy = Dy =R\ {0} b)y=-2r—4,y=—-2r+4 f(0) = —1152, f'(1) = 84 j) f'(x) =3sin®*zcosw
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_342
8. k) f’(:v) = m,

Dy =Dy =R\ {1+ 5 +kmkecZ}

) f'(@) = 555
Dy =Dp =R\ {% +kmkeZ}

4.12. Interpretacja fizyczna pochodnej

1. Vgr = 4, U(tl) = 2, ’U(tg) = 4, ’U(tg) =

2. a) h'(t) = v(t)
(Z]1. v(1) = 9,8 m/s = 35,28 km/h,
v(3) = 29,4 m/s = 105,84 km/h

6

2. vz = 141,12 km/h, vas = 53,28 km/h

3. 0m/s

4. a) a(1) = a(4) = 4

b) a(1) =1, a(4) =7
¢) a(l) = —4, a(4) =17
v(t

5. v(t) = 24,5 — 9,8, a(t) = —9,8

4.13. Monotonicznos$¢ funkcji
[€]1. f rosnaca w (—o0;2], f'(x) > 0;

f malejaca w [2;00), f'(z) <0

3. a) maleje w (—o00;0] i w [2; 00),
rosnie w [0; 2]
b) rosnie w (—o0; —1] i w [1; 00),
maleje w [—1; 1]

4. a) rosnie w (—oo; —1] i w [1; 00),
maleje w [—1; 1]

b) ro$nie w (—oo; —\/5] iw [\/5, oo),

maleje w [—\/ﬁ; \/_]

c) maleje w (—oo ——] [0

roénie w [——; } [ 20

d) rosnie w (—o0; =3] i w

O-JlH

maleje w [ 3,—5}
e) ros$nie w R
f) rosnie w (—o0;0] i w [%;oo),
maleje w [0; %]
5. a) maleje w (—00;2) i w (2;00)

b) ro$nie w (—oo; —8) i w (—8;00)
¢) rosnie w (—oo;1] i w [7; 00),
maleje w [1;4) i w (4;7]

(2]3. a) rosnie w (—o0; —2] i w [2; 00),
maleje w [—2; 2]
b) rosnie w (—o0; 1] i w [2; 00),
maleje w [1; 2]

0],
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7.a) k€ (—o0

¢) rosnie w (—oo; —7] i w [1; 00),
maleje w [—7; 1]

d) maleje w (—o0;2] i w [6; 00),
ros$nie w [2; 6]

e) maleje w (—oo; —1], ro$nie w [—1; 00)
f) maleje w (—o0; —2] i w [1; 2],
ro$nie w [—2;1] i w [2;00)

g) maleje w (—oo; —2],

ro$nie w [—2;00)

h) rosnie w (—o0; —6] i w [—2; 2],
maleje w [—6; —2] 1 w [2; 00)

. a) rosnie w (—o0; —2] i w [2; 00),

maleje w [—2;0) i w (0; 2]

b) maleje w (—o0;0) i w (0; 5],
rosnie w [%,oo)

c) rosnie w (—o00;0) i w (0; 00)
d) maleje w (—oo; —1] i w (0, 1],
rosnie w [—1;0) i w [1;00)

e) maleje w (—oo; —1] i w [1; 00),
ro$nie w [—1; 1]

f) rosnie w (—oo0; —1] i w [7; 00),
maleje w [—1;3) i w (3;7]

g) maleje w (—o0; 3] i w [7;00),
ro$nie w [3;5) i w (5;7]

h) rosnie w (—oo; —1) i w (—1;0],
maleje w [0;1) i w (1;00)

i) maleje w (—o0;1 — \/5}

iw [14v?2;00),

rosnie w [1 — \/5; 1+ \/5]

j) maleje w (—oo; —1), (=15 1] i w [2; 00),

rosnie w [151) i w (1;2]

k) maleje w (—oo; —4], [—1;2) i w (2;00),

ro$nie w [—4; =2) i w (—2; —1]
1) rosnie w (—oo; —3) i w [0; 0o,
maleje w (—3;0]

. a) maleje w (—o0; —2] i w [0; 3],

ro$nie w [—2;0] i w [3;00)

b) rosnie w (—o0; —3] i w [—1; 00),
maleje w [—3; —1]

¢) ro$nie w (—o0;0] i w [2; 00),
maleje w [0; 2]

a) ke [2;00) b) ke [3;00)

c) k€[-2;00) d) ke [-3;3

] b) k€ (—00;0]

1
» T3

4.14. Ekstrema funkgji

[€]1.

Z)1.

. a) ro$nie w (—o00;0) i w (0;1],
(2; 00

a) minimum f(—1) =0,

maksimum f(1) =4

b) minimum f(2) = —20,
maksimum f(—1) =7

¢) minimum f(4) = — 42,
maksimum f(—1) = 2

d) minimum f(2) = —12

¢) minima. f(0) = /(2) =0,
maksimum f(1) =1

f) minimum f (\/g) = —%\/54— 6,
maksimum f( \/5) = %\/§+6
g) minimum f(1) = 2,

maksimum f(—1) = —2

h) maksimum f(0) =

i) minimum f (—1 — \/5) = 1_‘/5,
maksimum f( 1+ \/_)
a) maksimum f(0) =0

Ani pochodna, ani styczna do wykresu

funkcji w tym punkcie nie istniejg.
b) minima f(—2) = f(2) =0,
maksimum f(0) =4

Pochodna funkcji oraz styczna do

wykresu istniejg dla maksimum, ale

nie istnieja dla minimoéw tej funkcji.

a) minimum f(—1) = —5,
maksimum f(3) = 27

b) minimum f(2) = —19,
maksimum f(—2) = 13
¢) minimum f(2) = —113,
maksimum f(—5) = 452

d) minima f(—2) = f(2) = —10,
maksimum f(0) = 6

e) minimum f(0) = —3
f) minimum f(3) = —161,
maksimum f(—3) = 163
g) minimum f(2) = 4,
maksimum f(—2) = —4
h) minimum f(1) = 2

i) minimum f(1) = 4,
maksimum f(—1) = —4
maleje w [1;2) 1w ),
maksimum f(1) = —4

.b
. a)

. a)

b) roénie w (—o0; —3) i w (—3;0],
maleje w [0;3) 1 w (3; 00),
maksimum f(0) =0

¢) rosnie w [—9; —5) i w (—5; —1],
maleje w (—oo; —9] i w [—1; 00),
minimum f(—9) = 18,
maksimum f(—1) =2

d) maleje w <—oo; —@]
w [5=200),
rosnie w —‘/T?“ ,*/T;_Q},

minimum f(—vl?é*z) = 2=/13

2
e) rosnie w (—oo0; —3] i w [3; 00),

maleje w [—3; —\/_) ( V3 \/_)
iw (\/5, 3] minimum f(3) = 27

maksimum f<\/r?§_2> — Vi3+2

maksimum f(—3) = —3
f) rosnie w (—00;4 — \/E}
iw [4+V6;00),

maleje w [4—\/6;4) iw (4;4+\/6],
minimum f (4 + \/6) =5+ 2\/6,
maksimum f (4 — \/6) =5—2V6

a) m

) m
minimum dla m = —1
b) maksimum dla m = 3
a € (—o0;0]
b) a € [5;00)
c) a € (—oo; —3] U [3;00)

. a) a =5, b =4, maksimum;

funkcja ma minimum f(7) =9

b) maksimum

4.15. Wartos¢ najmniejsza i wartosc

najwieksza funkcji

(€] 1. a) najmniejsza: f(1) =

najwieksza: f(—1) =4
b) najmniejsza: f(2) = 1,
najwieksza: f(4) =9

a) najmniejsza: f(2) = —4,
najwieksza: f(4) = 4

1) 7

b) najmniejsza: f(5) = —;

=-I
najwicksza: f(2) = 32

Odpowiedzi do ¢wiczen i zadan, str. 267-270

347 IS



3. a) najmniejsza: f(1

)

najwieksza: f(2) =8

b) najmniejsza: f(3)

najwieksza: f(1) = 3

c¢) najmniejsza: f(0) = f(2) =0,
16

)
d) najmniejsza: f(0) =0,
najwieksza: f (— 5) =25 —4

najwieksza: f(—2

. a) najmniejsza: f(—1) = f(2) = -2,
(

najwieksza: f(3) = f(0) =2

b) najmniejsza: f(2)

najwieksza: f(3) =2

¢) najmniejsza: f(—1) = —2,

najwieksza: f(0) = 2

d) najmniejsza: f(—2) = —18,

najwieksza: f(4) = 18

a) najmniejsza: f(0) = 1,

najwicksza: f (—\/5) =4v2+1
2

b) najmniejsza: f(—2) = —10,
najwieksza: f(1) =11

¢) najmniejsza: f(3) = —25,
najwieksza: f(—1) =7

d) najmniejsza: f(—2) = f(2) = -2,
najwieksza: f(—1) = f(1) =7

a) najmniejsza: f(0) = 2,
najwieksza: f(—1) = f(1) = 2,

f(D)=[3:1]

b) najmniejsza: f(6) = 12,
najwieksza: f(4) = 16,
#(D) = [12; 16]

¢) najmniejsza: f (%) = —%,
najwieksza: f(1) = f(2) =0,
f(D) = [~%:0]

d) najmniejsza: f(—1) = —2,
najwigksza: f(1) = 2,

F(D) = [=2;2]

e) najmniejsza: f(3) = 15,
najwieksza: f(0) =1,

(D) = 555+ 1]

f) najmniejsza: f(0) = 3,
najwieksza: f(—1) =1,

f(D) = [3:1]

BN 348 Odpowiedzi do ¢wiczen i zadan, str. 270-277

p="7

a) m € [—15;9]

b) m € [0; 26]

a) m € [—V/32; V9]
b) m e [—1; \3‘/@}
a) m e [—1;1]

b) m € [-v2;v2]

4.16. Zagadnienia optymalizacyjne

(€] 1.
2.

a) kwadrat o boku 15 cm b) 24 cm?
a) &
16

b) wszystkie krawedzie réwne <>

¢) krawedz podstawy 4,
4v/3
3

wysokos¢ =¥

.a)2\/§cmx2\/§cmx2\/§cm

b) 3 cm X 3 cm X 3 cm

4.4
5.4 (44 v10)

. kwadrat o boku 5v/2 cm

2.x=4\/§cm,y=4\/écm

3. a) 15 cm x20 cm

W ©o N O Uk

10.
11.
12.
13.

14.

15.

b) 24 cm x40 cm
3v/3 cm?

1

6 cmXx6 cmXx6 cm

2dmx2dmx1dm

(10 — 2v/7) em
y=—2x+4
y=—5z+3

b) |OA| =2, |OC| =16
256

27

5(1+V3)

4.17. Szkicowanie wykresu funkcji c) : B4

@12 @ ¢ f g vg

Odpowiedzi do ¢wiczen i zadan, str. 279-280
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3. f-1l,g-1,h—1I

Szkicowanie wykreséw funkcji wymiernych

Odpowiedzi do ¢wiczen i zadan, str. 280-282

1. a

, b), f) —o0 ¢), d), e)

)
. a), b) nie istnieje ¢) oo
)

a), b) co ¢) —©

d)2 e)3 f) -2

g) 0 h) —oco i)

a) z = 0 — pionowa obustronna,

y =1 — pozioma w +o0

b) z = —4, x = 4 — pionowe obustronne,

y = 0 — pozioma w +00

]

) x =2, x = 3 — pionowe obustronne,
y = 2 — pozioma w +00

d) x = —1 — pionowa obustronna

e) x = 0 — pionowa prawostronna,

x = 1 — pionowa obustronna,

y = 0 — pozioma w co

f) y =0 — pozioma w —oo

. a) ciagta b) nieciagta w z¢o = 2
10.
11.

)
a) tak, a = —5 b) nie
)

a) —18 b) 0 c¢) -4 d)3 e)2 f) 2

Zestaw Il

1.
2.
3.

a)a=2 b)a=1 ¢)a=0

a) y =

b)y =2z + 2

c) y=—5=

d)y=3z—-10

e)y=3r—-5

f) y=—32+3
a)y=Tr+19, y="Tr —17
b)y—2m—?,yz2x+13—9
c)y=-x+3,y=-=+3

a) rosnie w (—oo; —2] i w [1; 00),

maleje w [—2; 1]
b) rosnie w R
¢) maleje w (—00;0) i w (0; 00)
d) rosnie w (—o0; —2] i w [0; 00),
maleje w [—2; —1) i w (—1;0]

e) maleje w (—oo; —1],
rosnie w [—1;0) i w

(0;
f) rosnie w (—oo;—%] iw [1'00),

maleje w [—%'0) iw (O; %]
a) minimum f (—2) = — 42,
maksimum f(—1) = %

b) minimum f(—2) =
¢) maksimum f(2) = %
d) minimum f(0) = —1

e) minimum f(

f) minimum f(—
maksimum f(2) = %
g) minimum (

h) minimum f(—3) = f(3) = %7
maksimum f(0) =

i) maksimum f(0

_
TN —
N
~ N
I
|
=~
=

a) najmniejsza:
najwieksza: f(3) =9

b) najmniejsza: f(0) = —4,

najwieksza: f(8) =0

¢) najmniejsza: f(—2) = —%
najwieksza: f(2) = %
d) najmniejsza: f(1) =
najwieksza: f(3) =6
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. a) P(z) = 24z — 122%, z € (0;2),
r=1;2%x6
b) P(z) = 2zv/1 — 22, = € (0;1),
x=4 /2 x L2
¢) P(x )_4xm,xe (0; 1),
=2 V2x /2

BN 352 Odpowiedzi do ¢wiczen i zadan, str. 285

Zadania z kontekstem realistycznym

1. a) 20 m x 8 m, Sciana z cegly — 8 m
b) 13 m 66 cmx 11 m 71 cm,
Sciana z ceglty — 11 m 71 cm

2. krawedz podstawy: 4 dm,
wysokos¢: 6 dm, koszt: 144 zt

3. 2dmx2dmx3 dm

Przed maturg z matematyki

na poziomie rozszerzonym
1

1
V2

. najmniejsza: f(2) = —gf,

3
m
|
len
=

najwicksza: f(—2) =2

2+2,2++2,2+2V2
21/2V/3

4 cm

(0,0) dla a < 1,

(o=t 3). (=T

dlaa>%

0 o N o

5.1. Srednia arytmetyczna

€] 1. Basia: 2,9, Tomek: 4,0

2.7

3. T4 =6, =16, Tc = 26
Jesli wszystkie liczby z zestawu danych
zwiekszymy o stalg wartosc, to ich $red-
nia arytmetyczna réwniez zwiekszy sie
o te wartosc.

4. 75=4,7. =4,2, T = 4,09

5.a)xz1 =9 b) 135

Z)1. 1,85 h

2.a)z=7 b)z=5

3. 47

a) dst. — 5 0séb, db. — 5 0s6b
b) dst. — 10 os6b, db. — 0 0séb
c) dst. — 2 osoby, db. — 8 oséb
5. a) 6800 zt b) 8160 zt, 5640 7t
¢) 5000 zt
6. a) 6387,50 zt b) 6250 zt

9.
10.

a) 7384 zt b) 4108 zt

a) $rednia: 20, $rednia obcieta: 5,5
b) érednia: 23+, Srednia obcieta: 133
srednia: 682,5, srednia obcieta: 255
a) tak, 11 b) nie c) tak, 16

5.2. Mediana i dominanta

(€] 1.
2.
3.
4.

. a

a) 3 b) 10,5 ¢) 5,5

a) 555 kg b) 502,5 kg ¢) 540 kg

3,5

Przyktadowa odpowiedz:

a) 1, 1, 5, 6, 7, mediana: 5, érednia: 4
b) 1, 2, 3, 6, 8, mediana: 3, érednia: 4

. 7,5

. mediana: 43, dominanta: 42

Najczesciej kupowano rozmiar 42.

N—

mediana: 4, dominanta: 3

mediana: 3, dominanta: 3

v o T

~ ~— —
<
=3
~
|~.<

z283 M =3

11,17, M =11
3 b)c=3lubec=38
= 3,5, nie ma dominanty, * = 3,5
2, D=1,7 =22

~
~

2z
o
I
—

TR QD e

sz e

Korelacja

1.

okoto 0,85

5.3. Srednia wazona

.1

a) 4,5 b) 5 c) 5

a) 89 b) 4

a) Basia: 3,6, Kasia: 4,6
b) tak, Asia: T,, ~ 3,8,
Basia: ., ~ 4,2,
Kasia: T, = 4

Odpowiedzi do ¢wiczen i zadan, str. 286-300
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4. a) 680 zt b) 840 zt Zestaw I Indeks
(Z]1. a) 12,5 b) 5,875 1. B
2. Marek 2.2) 6 b) 11 amplituda 39 efektywna stopa procentowa 181
3. taka sama 3. T = 3,85, nie arcus ekstremum lokalne funkcji 265
4. a)t=45 b)t="7 4. 4 cosinus 63
50a) w=7 b)w=2 5.3 32%. 5 8% c.otangens 64 ﬁgura'm
6.a)n=2b)n="7 . . sinus 63 osiowosymetryczna 117
6. w grupie: o 0,25, w klasie: 0 0,1 tangens 64 érodkowosymetryczna 120
Odchylenie standardowe 7. Nie mozna rozstrzygnaé¢, ktory lek jest asymptota wykresu funkcji funkcja
l.ajo~r 141 b)o~19 ¢)o=x21 skuteczniejszy. pionowa, 229 ciggta 237, 238
2. 04 >08B Lek X pozioma 231 ciagta w punkcie 236
3. A0c=1Bo=1 ukosna 235 nieciggta 237

Kobiety Mezczyzni Razem . .
Jedli wszystkie liczby z zestawu danych nieciagta w punkcie 236

ciag 136 .
zwickszymy o stalg warto$é, to odchy- 200 300 500 arytmetyczny 154 nieparzysta 29
lenie standardowe sie nie zmieni. 30 120 150 Fibonacciego 148, 151 ZEZZZ?; 2622
4. X: 0 ~ 223,61 zt, 15% 40% 30% geometryczny 165 parzysta 29
Y: o~ 1024 1 i
bl Lek Y liczb Catalana 178 pochodna 247, 248, 250, 251, 253, 255
5.a) 0~ 13 b) 16 c) 30 liczbowy 137 rézniczkowalna 247
Kobiety Mezczyzni Razem malejacy 143, 155, 168 . todci 62
Rozktad normalny 400 100 500 niemalejacy 145 roznowtar OSCI;’;T‘
1. a) 342 b) 79 ¢) 11 nierosnacy 145 wewnetrzua
2 168 80 45 125 nieskoficzony 136 zewnetrzna 254
3. 440 przed uptywem 1400 godzin, 20% 45% 25% n-wyrazowy 138 granica
30 przed uplywem 1100 godzin . . okreslony rekurencyjnie 147 ciggu 185, 186, 190, 192, 194196
Zadania z kontekstem realistycznym ogran%czony 198 funkcji 218, 219, 221-224, 226, 231,
Zestaw | 1. a) 3,5% b) 3,4%, 3,6% ograniczony z dotu 198 939
1. a) T =375, M =4, D=4 2. 8) F— 452, M5 ograniczony z gory 198 floczynu ciggéw 190
b)T =20, M =9 =9 rosnacy 143, 155, 168 . .
’ ’ b)T =438, M =4, D =2 bies 188 iloczynu funkcji 221
¢)T=5 M=6,D=23 rozbIezily il iagow 190
; ; Koficzony 138 ilorazu ciggéw
d) T =10, M = 10, Przed obowiazkowa matura z matematyki St : 14; 155, 168 ilorazu funkcji 221
Sta Y Y . .o
Dy =4, Dy =16 1.D 2B 3.A 4C 5D 6.B 7.C Zbie“;ny 6. 108 jednostronna funkcji 225
2. grupa I: 3,5, grupa II: 4 8.B 9.C cieciwa okregu ’98 n?ewlas}c?wa ciqgu“188, 194, 196, 197
3. IMla:x=4,5h, M =4h, D=4h, 10. 8 h, 8,5 h, 8 h 10 min cosinus niewtasciwa funkcji 227, 228, 230,
IIIb: T = 4,4 h, M = 4,5 h, D = 4,5 h7 11. a) 40 b) 65% ka,ta 10712’ 17, 25, 27’ 51’ 52 . 232 o ' )
dla obu klas: T ~ 4,45 h, M = 4,5 h, 12. FF podwojonego kata 47 niewtadciwa jednostronna funkcji 227,
D=4h 13 polowy kata 49 ‘22'8 .
4. 14 lat - PP rézmicy katow 46 roznicy ciagow 190
5. 6110 141.C 14.2.C sumy katéw 46 réznicy funkeji 221
15. 6100 zt cosinusoida 27 sumy ciagow 190
:' il)- 5 b112,55- ~ : ~ 16. 45 <z <53izeN cotangens 12, 33 sumy funkeji 221
) D. 2768N i’ Z zé ~ z’ Crd2m4, 17. o 4; _ 56 5 cotangensoida 33 wlasciwa ciggu 185, 186
10,0 X 4, 10,2 = « LA = 2,9, TB = 9,0, TC =
dtugos¢ wektora 110 iloczyn
dominanta 296 ciagéw 152
dowdd indukcyjny 204 wektora przez liczbe 109
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iloraz
ciggéw 152
ciggu geometrycznego 165
roznicowy 243

indukcja matematyczna 204

jedynka trygonometryczna 41

kapitalizacja odsetek 180
kat obrotu 15
krzywa Gaussa 304

maksimum lokalne funkcji 265

mediana 295

metoda analizy starozytnych
rozwiazywania rownan 71

miara tukowa kata 19, 20

minimum lokalne funkcji 265

moda 296

nominalna stopa procentowa 181

obraz punktu
w przesunieciu o wektor 113
w symetrii wzgledem
osi uktadu wspotrzednych 117
poczatku uktadu wspotrzednych 121
prostej 116
punktu 120
odchylenie standardowe 302
odlegtosé
miedzy prostymi réwnolegltymi 85
miedzy punktami 75
punktu od prostej 83
okrag jednostkowy 13
okres
funkcji 22
kapitalizacji 180
podstawowy funkcji 22, 25, 27, 31,
33, 40
okregi
przecinajace sie 93
roztaczne 93
styczne 93
o$ symetrii 116, 117

pochodna
funkcji 247, 248
funkcji cosinus 253
funkcji potegowej 248

Indeks

pochodna
funkcji sinus 253
funkcji statej 247
funkcji tangens 253
funkcji w punkcie 244, 245
funkcji ztozonej 255
iloczynu funkcji 250
ilorazu funkcji 251
réznicy funkcji 250
sumy funkcji 250
podciag ciggu 172
pole trojkata w uktadzie
wspotrzednych 87
procent sktadany 179
proste
prostopadte 78
rownolegte 78
przebieg zmiennosci funkeji 278
przesuniecie o wektor 113
punkt
stycznosci okregu i prostej 98
symetryczny wzgledem prostej 116
symetryczny wzgledem punktu 120

radian 19, 20
ramie
koncowe kata 15
poczatkowe kata 15
reguta trzech sigm 304
rekurencyjne okreslenie ciggu 147
rozktad normalny 304
réwnanie
kierunkowe prostej 78
ogoblne prostej 78
okregu 88, 89
okregu w postaci kanonicznej 89
stycznej do wykresu funkcji 248
réznica
ciagéw 152
ciggu arytmetycznego 154
cosinuséw 58
sinusow 58
wektorow 108

sasiedztwo punktu 219
sieczna

okregu 98

wykresu funkcji 243

silnia 150
sinus
kata 10-12, 17, 25, 26, 51, 52
podwojonego kata 47
polowy kata 49
réznicy katow 46
sumy katéw 46
sinusoida 25, 69
skala centylowa 294
styczna
do okregu 98
do wykresu funkcji 245, 248
suma
ciagéw 152
cosinuséw 58
czesciowa szeregu
geometrycznego 199
poczatkowych wyrazéw ciggu
arytmetycznego 161, 162
geometrycznego 171
sinusow 58
szeregu geometrycznego 199, 200
wektorow 107
symbol nieoznaczony 195
symetralna odcinka 80, 116
symetria
osiowa 116
srodkowa 120
wzgledem osi uktadu
wspotrzednych 117
wzgledem poczatku uktadu
wspoétrzednych 121
szereg
geometryczny 199-201
geometryczny rozbiezny 199, 201
geometryczny zbiezny 199-201
harmoniczny 203

Srednia
arytmetyczna 156, 290
geometryczna 169
obcieta 293
wazona 299

srodek
odcinka 79
symetrii 120

tangens
kata 10-12, 17, 30, 31, 51, 52
podwojonego kata 48
roznicy katéw 48
sumy katéw 48
tangensoida 30
tozsamos¢ trygonometryczna 41, 43
translacja o wektor 113
twierdzenie
o osigganiu kresow 241
o przyjmowaniu wartosci
posrednich 240
o trzech ciggach 192
odwrotne do twierdzenia
Pitagorasa 74
Pitagorasa 74
Weierstrassa 241

warto$¢ modalna 296
warunek istnienia ekstremum
konieczny 265
wystarczajacy 266
wektor
jednostkowy 112
zerowy 109
wtasnosci funkcji
cotangens 33
sinus 25
tangens 31
wtasnos¢ Darboux 240
wspotezynnik kierunkowy
prostej 78, 243
wspotrzedne srodka odcinka 79
wyraz ciagu 136
wzory redukcyjne 51, 52
wzor ogblny ciagu 139
arytmetycznego 154
geometrycznego 166

zasada indukcji matematycznej 204
ztozenie funkcji 254
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Tablice wartosci funkcji trygonometrycznych Wartoé¢ bezwzgledna Potegi i pierwiastki

a sin « cos « tg o o sin « cos & tg « Dla a € R: Dlaa>0,ke€Z,neNg\{1}:
0° 0,0000 1,0000 0,0000 45° 0,7071 0,7071 1,0000 { a jedlia >0 o gk — 1 . 4t = vg
1° 0,0175 0,9998 00175 | 46° = 0,7193 0,6947 1,0355 o |a| = Je o

2° 0,0349 0,9994 0,0349 47° 0,7314 0,6820 1,0724 —a jeslia <O Dla a,b> 0, 2,y € R:

3° 0,0523 0,9986 0,0524 | 48 | 0,7431 0,6691 1,1106 o |—a| = |qf oty gt
4° 0,0698 0,9976 0,0699 | 49° | 0,7547 0,6561 1,1504 )

5 0,0872 0,9962 0,0875 | 50° | 0,7660 0,6428 1,1918 Dla a,b € R: o« L gy

6° 0,1045 0,9945 0,1051 | 51° | 0,7771 0,6293 1,2349 e |a-bl=|a|-|b| oo )

7 0,1219 0,0925 0,1228 | 52° | 0,7880 0,6157 1,2799 Dla a.b e Rib0: "o b* = (Zb)

8° 0,1392 0,9903 0,1405 | 53° | 0,7986 0,6018 1,3270 ol , @ (g)

9° 0,1564 0,9877 0,1584 | 54° | 0,8090 0,5878 1,3764 B R br — \b

10° | 0,1736 0,9848 0,763 | 55° | 0,8192 0,5736 1,4281 e (a7)! = a7V

11° | 0,1908 0,9816 0,944 | 56° | 0,8290 0,5592 1,4826

12 0,2079 0,9781 02126 | 57° | 0,8387 0,5446 1,5399

13° | 0,2250 0,9744 0,2309 | 58° | 0,8480 0,5299 1,6003
14° 0,2419 0,9703 0,2493 59° 0,8572 0,5150 1,6643 Dla a > 0: Dla a.b~ 0 N

15° | 0,2588 0,9659 02679 | 60° | 0,8660 0,5000 1,7321 e Ja=bglyb>=aib>0 aa,b>0,a71:

16° 0,2756 0,9613 0,2867 61° 0,8746 0,4848 1,8040 Dla a € R: e log,b=um, gdy a®” =0

17° | 0,2924 0,9563 0,3057 | 62° | 0,8829 0,4695 1,8807 ,

18° | 0,3090 0,951 0,3249 | 63° | 0,8910 0,4540 1,9626 * Va2 =l Dla a,6,¢>0,a 7 1,p €R:

19° | 0,3256 0,9455 0,3443 | 64° | 0,8988 0,4384 2,0503 Dla a,b > 0: o log,a=1

20° | 0,3420 0,9397 0,3640 | 65° | 0,9063 0,4226 2,1445 e Vab=a b e log,1=0

21° | 0,3584 0,9336 0,3839 | 66° | 0,9135 0,4067 2,2460

22° | 0,3746 0,9272 0,4040 | 67° | 0,9205 0,3907 2,3559 Dlaa>01ib>0: * log, bc = log, b +log, ¢

23° 0,3907 0,9205 0,4245 68° 0,9272 0,3746 2,4751 o« /2 _ Va e log, 2 =log, b—log, c

24° | 0,4067 0,9135 0,4452 | 69° | 0,9336 0,3584 2,6051 b Vb c

25° 0,4226 0,9063 0,4663 70° 0,9397 0,3420 2,7475 e log, 0P =plog, b

26° 0,4384 0,8988 0,4877 71° 0,9455 0,3256 2,9042 o qlog.b —

927° | 0,4540 0,8910 0,5095 | 72° | 0,9511 0,3090 3,0777

28° 0,4695 0,8829 0,5317 73° 0,9563 0,2924 3,2709 Dla a > 0 i parzystego n: Dla a,b,z >0, a,b # 1:

29° | 0,4848 0,8746 05543 | 74° | 09613 0,2756 3,4874 . i b gy b> 010" —a  log, 7 — 1loga:£

30° | 0,5000 0,8660 0,5774 | 75° | 0,9659 0,2588 3,7321 St 0g,

31° 0,5150 0,8572 0,6009 76° 0,9703 0,2419 4,0108 Dla a € R i nieparzystego n: ‘ log, a 1

32° | 0,5299 0,8480 0,6249 | 77° | 09744 0,2250 4,3315 e Ya=b,gdyb" =a b7 log, b

33° | 0,5446 0,8387 0,6494 | 78° | 0,9781 0,2079 4,7046

34° | 0,5592 0,8290 0,6745 | 79° | 0,9816 0,1908 5,1446 ” —

3 | osvie | ostez | on0r | s | ooss | o1rss | a3
36° | 0,5878 0,8090 0,7265 | 81° | 0,9877 0,1564 6,3138 Dla a.b € R:

37° | 0,6018 0,7986 0,7536 | 82° | 0,9903 0,1392 7.1154

38° | 0,6157 0,7880 0,7813 | 83° | 0,9925 0,1219 8,1443 e (a+b)? =a®+2ab+b” o (a+b)® =da®+ 3ab + 3ab® + b?
39° 0,6293 0,7771 0,8098 84° 0,9945 0,1045 9,5144 e (a—b)*=a®—2ab+ b? e (a—0b)?=a>-3a%b+ 3ab* — b3
40° | 0,6428 0,7660 0,8391 | 85° | 0,9962 0,0872 11,430 o a2~ = (a—b)(a+b) o a3+ b3 = (a+b)(a? — ab+b?)
41° | 0,6561 0,7547 0,8693 | 86° | 0,9976 0,0698 14,301 . 1P = (a—b)(a® +abs D)
42° | 0,6691 0,7431 0,004 | 87° | 0,9986 0,0523 19,081 DlaabeR, n> 2

43° | 0,6820 0,7314 0,9325 | 88° | 0,9994 0,0349 28,636

440 0,6947 0,7193 0,9657 | 89° | 0,9998 0,0175 57,290 ea"—b"=(a—0b)(a" T H+a" - b+a" P b+ . Fa® D" a0V
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Roéwnania Réwnanie prostej Roéwnanie kwadratowe Wzory Viete'a

Dla a,b € R: * Réwnanie kierunkowe: y = ax + b * Wyrdznik réwnania kwadratowego Jezeli rownanie kwadratowe:
e a-b=0 wtedy i tylko wtedy, gdy « Réwnanie ogdlne: Az + By + C = 0 az? + bz +c=0,a#0: ar? +br+c=0
: , )
a=0lubb=0 odzie A+ 0 lub B # 0 A =b" —dac ma pierwiastki z1 i x2, to:
Dla b # 0, d # 0: ) ) ) ) ) » Pierwiastki réwnania kwadratowego: b
’ * Rownanie prostej o wspotczynniku olli A S 0. to 16 . d « T +ax0=——
* réwnanie: kierunkowym a przechodzacej przez RN - o VO TOWHAIIE tha dwa a
=, = o Kt (21.41): pierwiastki: w 1y, py = S
b d PUnEt &1, 41): b VA b4+ yA .
jest réwnowazne réwnaniu: y—y1 =alr —x1) h=——"7F"%2= "5, .\

— jesli A = 0, to rOwnanie ma jeden

ad = be * Wspoélezynnik kierunkowy prostej: DR s n . . -
Y= ax+b pierwiastek (podwojny): Twierdzenie Bézouta

b

Roéwnania i nieréwnosci przechodzacej przez punkty (1, y1) o To= TZ o Liczba a jest pierwiastkiem wielo-
z wartoscia bezwzgledna i (x2,y2), gdzie x1 # x2: - J?Sh A < 0,7 to rownanie nie ma mianu w wtedy i tylko wtedy, gdy
Y2 — Y1 pierwiastkow. wielomian w jest podzielny przez
. a = =2—= .
Dla a > 0: To— T dwumian x — a.
* [z =a& (z=—alubz=a) ¢ Prostey = a1x+b1 iy = asx+bs sa: Wz6r funkcji kwadratowej
* [z >ae (z<—alubz>a) ~ prostopadte, gdy a; - az = —1. f(z) =az® + bz +c, a0 Jesli r jest resztg z dzielenia wielo-

Wspdlrzedne wierzchotka paraboli: mianu w przez dwumian x — a, to:

, ” . b A
Przeksztatcanie wykreséow funkcji (p,q) = (_Z’ —5) ._ r = w(a)

* Postaé¢ kanoniczna:

fl@)=alx—p)P+qa#0 Twierdzenie o pierwiastkach
* Posta¢ iloczynowa: catkowitych

— jesli A > 0, to:
f(x) =a(x —x1)(x — x2), a #0,

* Wykres funkcji y = f(x—p)+q otrzy-
mujemy przez przesuniecie wykresu
funkcji y = f(z) o wektor [p, q].

Jezeli wielomian:

gdzie x1, T2 sg pierwiastkami, w(r) = a,z" + ... +a1x + ag
— jesli A =0, to f(z) = a(z — z0)?, (gdzie ag # 0) o wspo6lezynnikach cal-
) ' gdzie xg jest pierwiastkiem, kowitych ma pierwiastek calkowity,
* Wykres funkcjiy = — f(x) f)t.rzymul]e— — jesli A <0, to funkcja nie ma to jest on dzielnikiem wyrazu wol-
my przez symetryczne odbicie wykre- postaci iloczynowej. nego ag.

su funkcji y = f(z) wzgledem osi OX.

Potozenie paraboli wzgledem osi OX

) . Y Y \l¥ a<0 a<0

* Wykres funkeji y = f(—2) otrzymuje- Y4 A0 Ao
my przez symetryczne odbicie wykre- St et el b e \ »
LA Ol N X 0 0

a<0
A <O

su funkcji y = f(x) wzgledem osi OY . h/-\\ r
/ X O

X
a>0 a>0 a>0
A >0 A=0 A <O /
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Twierdzenie Talesa

Jezeli proste AC' i BD sa
réwnolegte, to:

\PC|  |CD| D
[ ) ey
|PA| ~ |AB] C
|\PC| _ |PD|
[ ] =
|PA| ~ |PB|] P A\ B\

Tréjkaty

e Dowolny trojkat
P=1Lan b
2

1 .
= —absina
2 R — promien

abe okregu opisanego,
P = AR T — promien
okregu wpisanego,
P=p-r p — potowa obwodu

P=/plp—a)(p—b)(p—c)

e Trojkat rownoboczny

Okrag wpisany w trojkat

Dwusieczne katow wewnetrznych
trojkata przecinaja sie w jednym
punkcie, ktory jest srodkiem okregu
wpisanego w ten trojkat.

I 362 Woybrane wzory i twierdzenia matematyczne

Czworokaty

e Prostokat
P=ab b

-/

a

e Rownolegtobok
P =ah b/ |h ;
P = absin« :
a
e Romb

b

X

) =

a
Koto i okrag

e Dhugosc¢ okregu:
[ =2mr

e Pole kota:
P = nr?

e Pole wycinka kota: Q
P = 3200 -2

e Dlugosé¢ tuku okregu:

L= io - 27r
360

Okrag opisany na trojkacie

Symetralne bokéw tréjkata przeci-
naja sie w jednym punkcie, ktéry
jest srodkiem okregu opisanego na
tym tréjkacie.

Okrag wpisany w czworokat Okrag opisany na czworokacie

W czworokat wypukty mozna wpisaé Na czworokacie mozna opisaé¢ okrag
okrag wtedy i tylko wtedy, gdy: wtedy i tylko wtedy, gdy:

at+c=b+d a+y=p8+03=180°

Twierdzenie o cieciwach Katy w okregu

Jesli w okregu dwie cieciwy AB i CD e Kat a wpisany
przecinaja si¢ w punkcie P, to: w okrag i kat
[PA|-|PB| = |PC|-|PD| srodkowy 5

oparte na tym
samym tuku:

0 =2«

/b

Katy wpisane

A w okrag
\v oparte na tym
samym tuku
C

maja réwne

miary.
Twierdzenie o odcinkach .
stycznych e Kat wpisany

w okrag oparty

Jesli styczne do okregu w punktach
A1 B przecinaja sie w punkcie P, to:

na potokregu
(na $rednicy)

|PA| _ |PB| jest kadtem
prostym.

e Suma miar
katow a i 3
wpisanych
w okrag, jak
na rysunku
obok, jest
rowna 180°.

OODE
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Twierdzenie Pitagorasa Znak funkcji trygonometrycznych Okresowos¢ funkgcji Wzory redukcyjne

trygonometrycznych
W tréjkacie prostokatnym: dla o € (90°; 180%) dla o € (0% 90°) Wzory redukcyjne mozna stosowaé
sino > 0 sina > 0 Dla z € R: dla tych katéw, dla ktérych dana
c cosa < 0 cosa > 0 e sin(x + 2k7) = sinz, gdzie k € Z funkcja jest okreslona.
b tga <0 tga >0 _ :
e cos(x + 2km) = cosz, gdzie k € Z e sin(—a) = —sina
- dla a € (180%270°) | dla o € (270°; 360°) Dla z € R\ {Z + nr: n € Z}: cos(—a) = cosa
sina < 0 sina <0 Ot( —|—k‘)—t dvie k € 7
a? + b? = 2 cosa <0 cosa >0 gl\r ) =1gx, gdzie tg(—a):—tga
tga >0 tga <0
) Tozsamosci trygonometryczne . sin(g — ) = cosa
Funkcje trygonometryczne
1
W tréjkacie prostokatnym: Dla dowolnego tréjkata: Dla z € R\ {3 +km:k € Z}: tg(5 —a) = tgo
e sina =4 B otgx:Sinx .
¢ cos @ e sin(% + o) =cosa
_b c
sesaT=g a cos(Z +a) = —sina
o tga =4 o . Funkcje trygonometryczne o B 1
b A b C sumy i réznicy katow g(5+a)= T tza

Dla a, 5 € R: e sin(m — o) =sina
wlaltiesed Uikl siZa - sirljﬁ - sircw = 20n e sin(a + ) = sinacos B + cosasin 3 | ) _
trygonometrycznych _ _ _ cos(m — @) = —cosa

e sin(a — ) = sinacos f — cos asin 3

i i i 3 e cos(a+ (3) = cosacos 3 —sinasin 8

Dla dowol 6 et e cos(a — f3) = cosacos B + sinasin 3 e sin(m + a) = —sina
a dowolnego trojkata:
sina | 0 : ‘/75 \/7§ 1 Dla o, 3,0+ # 5 +kn, k € Zt cos(m+ a) = — cos
— th&—l—tgﬁ t 7T+Oé :t Q
cosa| 1 \/7§ \/75 L .tg(a+6)_—1—tgatgﬁ g( ) = tg
wa| 0 | 8| 1|3 - Dla o, 8,a0 — 8 # § + km, k € Z: o sin(3 —a) = —cosa
° B ’ . tg(a— §) = TES—EC L
1+tg0¢tg5 COS(T—OZ):—SIHOC
a? = b+ c® — 2bccosa . (37T 1
g(F —a) = —

. 2_ 2 2 tg
dowolnego kata 2 = a? + b2 — 2abcos podwojonego kata e sin(2X + ) = —cosa
Dla P(x,y) oraz kata o Dla o € R: cos(2Z + a) =sina
e sina = % r=y/22+y2#0 Miara fukowa kata e sin2a = 2sinacosa tg(3F +a :_tgia
. cosq — 2 e cos2a = cos? a — sin?

- dilugos¢ tuku 1 <7 in(2mr — — _ qj
oy ' ~ promien okregu or // l DlaOAER\{%-Fk‘TF,%—I—%ZkEZ}I ¢ Sln( T a) SLa
ctga==,2#0 | . o 9 to o cos(2m — a) = cos «
| Jednostka miary tukowej \ T, o tg20 = _ctea
T ol x jest radian: 180° = rrad. “~_ -7 1—tg2a tg(27m — @) = —tga
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Srodek odcinka Ciagi monotoniczne

Odlegtos¢ miedzy punktami

Odleglos¢ migdzy punktami A(z1,y1) Srodek odcinka o konicach A(z1, 1) Ciag (a,) jest:
i B(xa,y2): i B(xo,1s): e rosnacy, gdy dla kazdego n € N zachodzi nieréwnos$é¢ a,i1 > an,
IAB| = /{22 —21)% + (2 — 91)? S<;,;1 +zo Yy +y2) e malejacy, gdy dla kazdego n € N zachodzi nieréwno$é¢ a,i1 < an,
2 72 e niemalejacy, gdy dla kazdego n € N, zachodzi nieréwnos$¢ a,1 = an,

e nierosnacy, gdy dla kazdego n € N zachodzi nieréwno$é¢ a,11 < an,

Odlegtosé punktu od prostej Dtugo$¢ wektora statly, gdy dla kazdego n € N zachodzi réwnosé Gpt1 = Gnp.

stej Az + By + C = 0: Ciag arytmetryczny Ciag geometryczny

W | = Va2 + b2

J = Ao+ Byo + ]| e Dla kazdego n € N: e Dla kazdego n € N :
2 2
VAZ+B : . Upi1 = Qn + T Ap41 = Gn - ¢
Dziatania na wektorach gdzie r jest roéznicg ciagu. gdzie q jest ilorazem ciagu.
Réwnanie okregu Dla wektoréw o = [a,b] i v = [c, d]: e Wzér ogdlny ciggu: e Wz6r ogdlny ciggu:
e Okrag o érodku w punkcie O(0,0) e suma wektoréw u i v': anp =a;+ (n—1)r an =aj-q"*
i promieniu r > 0 W+ =la+cb+d e Liczby a, b, ¢ sa kolejnymi wyra- e Jedli liczby a, b, ¢ sa kolejnymi wy-
22+ y? = r? e réznica wektoréw w i v zami ciagu arytmetycznego, gdy: razami ciggu geometrycznego, to:
P . 7 Ty — b—d b—a=c—0» b? = ac
e Okrag o érodku w punkcie S(a,b) u—"v=la—cb-—d
i promieniu r > 0 e iloczyn wektora u przez liczbe a: e Dlan > 2: N e Dlan>2:a,=+/an-1"ant1
_ Qn-1 An+
(r —a)®+ (y — b)? =r? au = [aa, ab] an = fl e Suma n poczatkowych wyrazéw
e Suma n poczatkowych wyrazéw ciagu: 4
. . . . . la.ou: = —9 1
Wzajemne potozenie dwéch okregéw Clagu: o _mta, Sn=015— p gdy ¢ #
= —"2-n : .
e Okregi styczne zewnetrznie e Okregi styczne wewnetrznie 2 * Dla a; > 0 ciag (an) jest:
_ 201+ (n—-1Dr — rosnacy, gdy g > 1,

Sh ‘n
2 — malejacy, gdy 0 < g < 1.
e@ 51S2] = R+7 @% 5185 = |R — 7| * Clag (an) jest: e Dla a; < 0 ciag (an) jest:
— rosnacy, gdy > 0, —rosnacy, gdy 0 < g < 1,
— malejacy, gdy r < 0. — malejacy, gdy g > 1.

« Okregi precinajace sie | Procentsktadany
Procent sktadany

eg IR —r| < [S1S2| < R+ Kapital w wysokosci k, ztozony w banku na procent sktadany:
e na rok przy oprocentowaniu rocznym p%, wzro$nie po roku do kwoty:
k(1+ 55)
e Okregi roziaczne zewnetrznie o Okregi rozlaczne wewnetrznie e na n lat przy oprocentowaniu rocznym p%, po n latach wzroénie do kwoty:
n
k(1+ 55)
“@ [S182| > R+ % 5152 < |R — 7] e na n lat przy oprocentowaniu rocznym p% i kapitalizacji m razy w roku, po n
\ latach wzrosnie do kwoty: m-n
k(l + logm)
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Twierdzenie o trzech ciggach

Jesli wyrazy ciagdéw (ay, ), (bn) 1 (cn) spelniaja nieréwnosé a,, < b, < ¢, dla prawie

wszystkich n € Ny oraz lim a,, = lim ¢, =g, to lim b, =g.
n—oo n—oo n—oo

Szereg geometryczny Wybrane granice funkgcji

Szereg geometryczny o pierwszym Dlan € N:
wyrazie ap 1 ilorazie ¢ jest: . lim in _0 o lim 2" — oo
jest réwna: e lim {/x = o0
g — al T—00
1—g , oo dla n parzystych
e lim z" = )
e rozbiezny, gdy |q| > 1. T——00 —oo dla n nieparzystych

e lim /x = —oo dla n nieparzystych

r——00

Wybrane granice ciggéw

{ 0 dlage (—1;1) Pochodne wybranych funkcji
e lim ¢" = ’
e oo dlag>1 Przy odpowiednich zalozeniach:
e limnf=ocodlak>0 e (¢)) =0, gdzie ¢ — stala

el 1 ° (I'CL)/ :axafl
e lim L =0dlak>0 -

n—oo M e (sinz) =cosz
e lim {/n=1 e (cosz) = —sinz

n—oo 1
.T}Ln;loc/a=1dlaa>0 * (tgx) cos? x

Rownanie stycznej

« (J(@) +9(@)) = ['(@) +¢ (@) ffg‘(ﬁj;? ;}; Ov)v;v:kresu funkeji f w punk-

e (f(z) —g(z)) = f'(z) — g'(2) y— f(xo) = f'(zo)(z — x0)

Pochodne iloczynu, ilorazu i ztozenia funkcji

o (f(@)-g(x)) = f'(z) g(z)+ f(z) g ()
. (f(m))’ _ @) g(@) ~ f(x) g'(2)

g9(x) (9(x))?

( 1 )/:‘ T dla g(x) #0

g(z) (9(x))?

* (9(f(20))) = g'(f(x0)) - f'(wo)
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