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Funkcja wyktadnicza
| funkcja logarytmiczna

Do opisu niektorych wielkosci fizycz- il @fmelan
nych wykorzystujemy skale logaryt-

Poziom glosnosci

miczng. Jedna z takich wielkosci jest Odrzutowiec 160 decybeli
poziom glo$nosci réznych zrédel dzwie- ~ Koncert rockowy 120 decybeli
ku (tabela obok) — dziesieciokrotnemu  Cicha rozmowa 40 decybeli
wzrostowi natezenia dzwicku odpowia- Syelest lidci 10 decybeli

da wzrost poziomu glosnosci o 10 decy-

Proég styszalnosci 0 decybeli
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Przypomnij sobie

Potega o wyktadniku catkowitym

1. Oblicz.
a) 2" dlan=0,1,2,...,10

2. Oblicz.
a) (—3)* b) (—2)° c) (—6)°
Definicja

b) 3" dlan=0,1,...,6

Dla dowolnej liczby a # 0 i liczby naturalnej n > 1 przyjmujemy:

a—n— L
3. Oblicz.
a) 472 ¢) 67 e) (—4)! g) (~2)~
b) 574 d) 973 f) (—5)* h) (=3)°°
4. Oblicz.
a) (3)° ¢) (13)° e) (3) g) (14)7
b) (%)’ d) (£)’ £) (2)”° h) (34) "

5. Ktéra z liczb jest wieksza: x czy y?
a) L= 2107 Yy = <_2>11
b) v =5% y=(-5)°

6. Przedstaw podang liczbe w postaci 2™,
gdzie m jest liczba catkowita.

a) 24 .26 £) 2.24.95

b) 42 . 24 g) 27426

c) 2723 h) (22)%-2

d) (29 -24) : 20 i) 2.215 93

e) 273.2° j) 276:(20:27)

7. Przedstaw podang liczbe w postaci 2™,
gdzie m jest liczba catkowitq.

a) 2443271 ¢) (1672:27%) .4
b) 43.2% .81 d) (4°)2:647°

1. Funkcja wyktadnicza i funkcja logarytmiczna

Dla a,b# 01im,n € Z:

g™ .q” = am+n
= _am =qgm—n
an
mag™.b™ = (ab)™
a™ a\™
S g (_
bm b
- (am)n —agm"n

¢) 327%. (279)7
£) (870 :476)!

1.1. Potega o wyktadniku wymiernym -

powtorzenie

Definicja

Dla dowolnej liczby a > 0 i liczby naturalnej n > 1 przyjmujemy:

an = Ya
Przyktad 1
a) 162 = /16 = 4 b) 645 = /64 = 4
Cwiczenie 1
Oblicz.
1
a) 812 o) (&) e 1693 g) 83

b) 1008 d) (&) f) 441} ) 27!

Definicja

o) ()" = /%= 3
i) 811 k) 2564
j) 643 1) 10247

Dla dowolnej liczby a > 0, liczby naturalnej n > 1 i liczby catkowitej m

przyjmujemy:

an = ({L/a)m
Przyktad 2
a) 8% =(¥8) =21 =16 b) 9% —
Cwiczenie 2
Oblicz.
a) 83 b) 325 c) 8127 d) 62574

Prawa dziatan na potegach o wyktadnikach wy-
miernych sg analogiczne do praw dziatan na po-
tegach o wyktadnikach catkowitych.

Przyktad 3
a) 27 .23 =2 2
b) 8% : 8% = 85-% =8} :(%)5:25:32

¢) 25% 11255 = (52)2 . (%) =53 : 52 =532 =5

[\J[e¥]

e) 6473 £) (&)

Dla a,b>01ix,y € Q:
Ia[w.a’y:aw—i_y
a® _  x .y
-a—y_a,

= a” - b® = (ab)”

1.1. Potega o wyktadniku wymiernym - powtdérzenie
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Cwiczenie 3

Oblicz.

a) 165 - 16 c) 3% :4/3 e) 15%°.0,36%% o) (63 6%) 64
b) ()1 (&) @ 2svEist o 20test w7 (78T
Zadania

1. Zapisz podana liczbe w postaci potegi o podstawie 5.

a) Vb

b) V5

2. Zapisz podang liczbe w postaci potegi o podstawie 3.

a)\4/§

b) /37

c)\/ﬁ d)\g/% e)\‘l/@
c)% d)\/% e) 3-v3

3. Zapisz podang liczbe w postaci a”, gdzie a € N, x € Q.

a) V53 ¢) V3:3 e) 2: 8% g) 3% - 127 : /8

b) (vVB) ) v3-v3  f)2i-4i:8f 1)3io0l.y3
4. Oblicz.

a) 93 d) 8 g) 100002 j) 3%.2773

b) 1253 e) 27 h) 81037 k) 22 .83

c) 161 f) 25 i) 144705 1) 5%.12573
5. Oblicz.

a) 0,097 ¢) 0,0083 e) 0,062571 g) 0,0083 - /125

b) 02572 d) 0,00811 f) 0,00032% h) 0,0256% - (¥/10)"
Sprawdz sie
6. Oblicz.

a) V16 b) /272 c) /324 d) (V125)°
7. Przedstaw podana liczbe w postaci a”, gdzie a € N oraz = € Q.

1 1 1 —1 2 4\ 1
a) 7473 ¢) 3% (1) e) 3% : (3°1)
5 3 _1 1\~

b) 3% .31 d) L (577 ) 2570%- (54)
8. Przedstaw podana liczbe w postaci a”, gdzie a € N oraz = € Q.

a) 31 .33 .32 ) 25 .93 .43 ¢) 251 .52 .51

b) 5% .52 : 5% d) 6% -85 : 45 f) 165 -4%:2
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1. Funkcja wyktadnicza i funkcja logarytmiczna

1.2. Potega o wyktadniku rzeczywistym

Potrafimy juz okresli¢ warto$¢ liczbowa potegi a® (nie okreslamy potegi 0°),
gdy wyktadnik x jest liczba naturalng, catkowita lub wymierna.

Pokazemy na przyktadach, jak mozna okresli¢ wartoscé liczbowa potegi a”, gdy
x jest liczba niewymierna.

Przyktad 1

Podaj kilka przyblizen dziesietnych liczby 3v2,

V2 = 1,414213562..., zatem rozpatrujemy kolejno:

314 ~ 4.655536722 Podane w tabeli przyblizenia mozemy obliczy¢,
’ korzystajac z odpowiedniego kalkulatora lub kom-

3t ~ 4,706965002 putera.

ghAld ~ 4,727695035

314142 ~ 4,728733930

Po podstawieniu w wyktadniku coraz doktadniej-

31,414213562 szych przyblizen liczby v/2 otrzymujemy coraz do-

~ 4,728804386 kladniejsze przyblizenia liczby 3V2.

Zauwazmy, ze gdy wykladnik z ,zbliza sie” do v/2, to 3% ,zbliza sie” do pewnej
liczby rzeczywistej, ktéra oznaczamy 3V2. Korzystajac z kalkulatora, mozemy
obliczy¢ przyblizona warto$é 3v2 ~ 4,72880438784.

Przyktad 2
Podaj kilka przyblizen dziesietnych liczby 5V2.

514 ~ 9,518269694 V2 = 1,414213562. ..
Hl4142 ~ 9,738305174
5l414213 ~ 9,738508928

51,414213562

~ 9,738517736

Po podstawieniu w wyktadniku coraz doktadniej-
szych przyblizen liczby v/2 otrzymujemy coraz do-

NG) ~
5) ~ 9,738517742 kladniejsze przyblizenia liczby 5Y2.

Cwiczenie 1

Podaj przyblizenia dziesietne liczb 5Y3 i 5V5 z dokladnoscia do:
a) 0,01, b) 0,001, c) 0,0001.

1.2. Potega o wyktadniku rzeczywistym
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Przyktad 3

Podaj kilka przyblizen dziesietnych liczby 27.
23,14 ~ 8,815240927
2314159 ~ 8,824961595
23,14159265 1~ 8 824977805

m = 3,14159265...

Po podstawieniu w wyktadniku coraz doktadniej-
szych przyblizen liczby 7 otrzymujemy coraz do-

T ~~
2 ~ 8,824977827 ktadniejsze przyblizenia liczby 27.

Cwiczenie 2

I 14

Korzystajac z odpowiedniego kalkulatora, podaj z dokladnosciag do 0,0001
przyblizenie dziesietne podanej liczby.

a) 37 b) 57 c) m"

Podane w poprzedniej lekcji wzory dla poteg o wyktadnikach wymiernych sg
prawdziwe rowniez dla poteg o wykltadnikach rzeczywistych (zaréwno wymier-
nych, jak i niewymiernych).

Twierdzenie

Dla a,b > 0i z,y € R prawdziwe sa wzory:

ma®”.a¥ =a”t¥ = a” - b* = (ab)” n (a®)Y =a®'¥
a0 _ oy .ﬁz(g)w
ay b= b

Cwiczenie 3
Ktéry z powyzszych wzoréw wykorzystano w obliczeniach?

§
) (27 =2 =t 0 67 (3 = (62—

b) 82 — (8)% =32 d) 5V2.51°V2 = 5VEHIVE _ 5

2v2 T -

Cwiczenie 4

Oblicz.
V3 V3+1 /3 2V3+6
a) (5‘/§> c) (5*51) e) 7V2.49"% g) P
b) (3\/5)2\/5 d) <2\/7\/§>ﬁ+\/§ f) 9\/5 ‘ 3172\/5 h) 6V3+1.9-V3
3Vv3

1. Funkcja wyktadnicza i funkcja logarytmiczna

Zadania

1. Zapisz podang liczbe w postaci potegi o podstawie 3.

a) 3'.31°V2 c) (iiﬁ‘ﬁ)ﬁwg e) 6V7:2V7
1-V3 ™ ™

b) 3% : 32-V2 a) (3%%) f) (vV3) - (v3)
2. Oblicz.

a) G6l-v2 . gv2+l d) 93V5 . g-V5 2) 6Y3.31-v3.9-V3

b) 573 57 e) 4V3 . 22v3 h) 473 .37 . 127

g\WB-1  /5\VB+2 76 7VB+5 L6562 (Lypo)\VPT2

C) (5) ' (5) f) 7%\/7 ’ 7\/54—2 1) 6% : (6 )
3. Przedstaw podang liczbe w postaci a”, gdzie a € N.

a) 272 43 c) 9% .27 e) 1.9 . g2

2
b) 2v3. 2 d) 27 <3¢§) £) 7-2V2 ; 497+2

4. Sprawdz, czy liczba ¢ nalezy do przedzialu (3;6). Nie korzystaj z kalkula-
tora, tylko z podanych przyblizen.
2V3 ~ 3,32199709

V2
_ 41, L A ﬁ)
a) q =40 ¢) g=6""" (ﬁ 3v3 & 6,70499185

V3 WD
b) q= 075\/54—1 .6V3 d) q= (ﬂ) 7 6V° ~ 22,2739634
5. Sposréd liczb x,y, z wybierz takie dwie, z ktérych jedna jest odwrotnoscia
drugiej.
a) =242 y=4% 2 =8%

b) w = 1525, y= ()"

9 - (2)\/?2

) 4

¢) x=125"2V5 4y =252 35 > —(,0016 - 5180

Sprawdz sie

6. Przedstaw podang liczbe w postaci a”, gdzie a € N.

a) 5V3-1.5 c) 7V5ts L 7P e) 9V5tl . 812
b) 4Y2+3 . 473 d) 9v72:972 f) 1632 . 44

7. Oblicz.
W (75)" o (2)" ) 3V : 3908
b) 43 . 42-V3 d) 52V5. 525 f) 74422 7248

1.2. Potega o wyktadniku rzeczywistym

15 I



I 16

1.3. Funkcja wyktadnicza

Przyktad 1

Wykres funkcji f(x) = 2% okreslonej dla x € R szki-
cujemy, taczac odpowiednie punkty krzywa jak na ry-
sunku.

x -3 -2 -1
NN : | 7 | 3

Zbiorem wartosci funkcji f jest przedzial (0;c0).

0|3 |1|2]|3
1 V2 2 4| 8

|
N|§I DN =

Przyktad 2
Wykres funkcji g(z) = 4% okreslonej dla = € R szki-
cujemy, taczac odpowiednie punkty krzywa jak na ry-

sunku.
z |-2|-%|-1|-3]0]| % |1|%2]2
@ & L L i1 2 4 s 16

Zbiorem wartosci funkcji g jest przedzial (0;00).
Wykresy funkcji g(x) = 4% i f(x) = 2* dla por6wnania
naszkicowano w tym samym uktadzie wspotrzednych.

Cwiczenie 1

Naszkicuj w tym samym ukladzie wspélrzednych wykresy funkcji f(z) = 27,
g(x) = 3% 1 h(x) = 4" okreslonych dla z € R. Podaj wspolrzedne punktu

wspolnego tych wykresow.

Cwiczenie 2

Na rysunku obok przedstawiono wykresy funk-
it f(z) =2, g(x) = (3)" i h(x) = (3)",

a) Dobierz wzér do kazdego wykresu.

b) Punkty P(4,a), Q(—2,b), R(c,32) naleza do
wykresu funkcji g. Wyznacz niewiadome wspot-
rzedne tych punktow.

c) Ktore sposrod punktéw:
A(4,38), B(-4,4%), 0(-1,4)

7 256

nalezg do wykresu funkcji h?

1. Funkcja wyktadnicza i funkcja logarytmiczna

Przyktad 3
Wykres funkcji h(z) = (3)" okredlonej dla z € R
szkicujemy, taczac odpowiednie punkty krzywa jak

na rysunku.

r |-3|-2|-1|—-3/ 0|32 |1]|2]3
h@) | 8 | 4|2 |v2| 1|23 %3

Zauwaz, ze wykresy funkcji h(z) = (%)x if(x)=2"
sa symetryczne wzgledem osi OY.

Cwiczenie 3

a) Naszkicuj wykres funkcji f(z) = (2)".

b) Naszkicuj w tym samym uktadzie wspélrzednych
wykresy funkeji g(z) = 4% i h(z) = ()"

Cwiczenie 4

Na rysunku obok przedstawiono wykresy funkcji
f(x) = 5%, g(z) = 0,2, h(x) = 1,5 1 k(z) = 17,
Dobierz wzér do kazdego wykresu.

Definicja

Funkcje postaci f(x) = a”, gdzie a > 01 a # 1, okre§lona dla z € R na-
zywamy funkcja wykladnicza.

Y1 0<a<l1 a>1 Y

Ol 1 X Ol 1 X
Dla a € (0;1) funkcja wykladnicza Dla a € (1;00) funkcja wykladnicza
f(x) = a” jest malejaca. f(x) = a” jest rosnaca.

Dziedzina funkcji wyktadniczej f(x) = a® dla dowolnego a € (0;1) U (1;00)
jest zbior liczb rzeczywistych, a jej zbiorem wartosci — przedzial (0;00). Wy-
kres funkcji wyktadniczej przecina o§ OY w punkcie (0, 1), natomiast nie ma
punktow wspolnych z osia OX, ktora jest asymptota pozioma tego wykresu.

Uwaga. Dla a = 1 funkcja f(z) = a” jest funkcja stata: f(z) = 1.

1.3. Funkcja wyktadnicza
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Przyktad 4
Zapisz liczby 10v2, 1044, 10%° w kolejnosci od najmniejszej do najwickszej.

Funkcja y = 107 jest rosnaca i 1,4 < v/2 < 1,5, zatem 10%* < 10v2 < 105,

Przyktad 5
Zapisz liczby 0,9‘/5, 0,957, 0,9"® w kolejnoéci od najmniejszej do najwiekszej.
Funkcja y = 0,9 jest malejacai 1,7 < V3 < 1,8, zatem:
0,9"* < 0,9V < 0,97
Cwiczenie 5
Zapisz liczby w kolejnosci od najmniejszej do najwiekszej.

a) 5%, 53, 503, 5032 c) 0,62, 0,6%,0,67, 0,65, 0,6
b) 71, 72, 77, 7 OO RNCNORNOR

Zadania

1. Oblicz wartosci funkeji f dla x € { —4,-3,-%,%,3,4}.
a) f(2)=3"  b) fla)=4" =) D f@)=6)
) =

2. Punkt P(2,16) nalezy do wykresu funkcji f (:c a®. Czy punkt Q tez
nalezy do wykresu funkcji f7

a) Q(3,2) b) Q(5,1024)  «¢) Q(-3,%) ) Q(_i’%z)

3. Punkt P(2,2) nalezy do wykresu funkcji f(x)
lezy do wykresu funkcji f7

a) Q(1,1) b) Q(4,4) ¢) Q(8.8) d) Q(=8, 5;)
4. Do wykresu funkcji wykladniczej f(x) = a® nalezy punkt M. Naszkicuj

= a”. Czy punkt ) tez na-

ten wykres.
a) M(2,3)

79

b) M(-3,8) c) M(3,2) d) M(3,32)

Sprawdz sie

5. Naszkicuj w tym samym uktadzie wspotrzednych wykresy funkcji f i g.
Odczytaj z rysunku rozwiazanie réwnania f(z) = g(x).
a) f(z)=3" g(z)=(5) b) flz)=(3)" 9(z)=(3)"

6. Zapisz liczby w kolejnosci od najmniejszej do najwiekszej.
a) 22,25, 2v2 2V3 ) Ir, wh, wt, T
b (D@5 O @ 9997900

1. Funkcja wyktadnicza i funkcja logarytmiczna

1.4. Przeksztatcenia wykresu
funkcji wyktadniczej

Przyktad 1 _— :
Wykres funkcji f(z) = 2% 1 otrzymujemy przez . ... = . Sh
przesuniecie wykresu funkcji y = 2% o 1 jednostke|

w dot.

Zbiorem wartosci funkcji f jest przedzial ((—1/;00). -—-—-—2-—-—%-—-——-—{—-—-%— ----- —~

Prosta y =|—1 jest asymptota poziomg wykresu

. Przesuniecie wykresu w doét

funkeji f. lub w gore to przesuniecie
wzdtuz osi OY.

Cwiczenie 1

Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj zbiér wartosci tej funkceji i réwnanie asymp-

toty poziomej jej wykresu.

a) f(r)=2"-3

b) f(z)=3"+1 c) flx) =4 -4

Cwiczenie 2
Dla jakiego a zbiorem wartoéci funkcji f(x) = 2% + a jest podany przedzial?
a) (3;00) b) (—6;00) c) (—3;00)

Cwiczenie 3
Na rysunku obok przedstawiono wykresy funkcji
flx)=(3) +a, gla) = (5) +b, h(z) = (5) +ec

Wyznacz wspotczynniki a, b i c.

Cwiczenie 4
Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj zbioér wartosci

tej funkcji i wspotrzedne punktu, w ktérym jej wy-
kres przecina o$ QY.

a) f) = (4)" 2 b) f(x) = (2)" +2

Przyktad 2
Wykres funkcji f(x) = 2772 otrzymujemy przez
przesunigcie wykresu funkcji y = 2% o 2 jednostki

W prawo.

Przesuniecie wykresu w pra-
wo lub w lewo to przesunie-
cie wzdtuz osi OX.

Funkcja f przyjmuje wartos¢ réwna 1 dla argu-
mentu z = 2.

1.4. Przeksztatcenia wykresu funkcji wyktadniczej
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Cwiczenie 5
Naszkicuj wykres funkcji f. Dla jakiego argumentu funkcja ta przyjmuje war-
tos¢ réwna 17

a) f(z)=3""

Cwiczenie 6
Na rysunku obok przedstawiono wykresy funkcji
f, g i h. Funkcja f dana jest wzorem f(z) = (1)

a) Funkcja g dana jest wzorem g(z) = (l)era. Do
jej wykresu nalezy punkt (—3,2). Podaj wartos$é
wspolczynnika a.
b) Funkcja h dana jest wzorem h(zx) = (1)x_b. Do
jej wykresu nalezy punkt (0,2). Podaj wartosé
wspotczynnika b.

Przyktad 3

Jak nalezy przeksztalci¢ wykres funkcji y = 3%,
aby otrzymac wykres funkcji f(x) = 2—:;? Dla jakich
argumentéw funkcja ta przyjmuje wartosci wieksze
od 17

Wykres funkcji y = 3% nalezy przesuna¢ o 3 jed-
nostki w prawo.

Nieréwnosé f(x) > 1 zachodzi dla z € (3;00).

b) f(x) =27

2

2

2

37 3% .

Cwiczenie 7
Jak nalezy przeksztalci¢ wykres funkcji f(x) = 3%, aby otrzymaé wykres funk-

cji g7 Naszkicuj ten wykres. Podaj zbiér rozwiazan nieréwnoéci g(z) < 1.

a) g(x) = b) g(z) = = c) glx) =3-3" d) g(z) =v/3-3"
Zadania
1. Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj zbior wartosci i miejsce zerowe funkcji f

oraz rOwnanie asymptoty poziomej jej wykresu.
a) f(x)=2"—4 b) f(x) =2"+2 c) f(x)=3"—1

Naszkicuj wykres funkcji f. Odczytaj z niego, dla jakich argumentéw funk-
cja f przyjmuje wartosci nieujemne.

) f@=(0)"-1 b f@=0)"+1 o fx)=() -4

1. Funkcja wyktadnicza i funkcja logarytmiczna

Na rysunku obok przedstawiono wykres funkcji Y (3,5)
f(x) = 2* + a. Podaj warto$¢ wspdlezynnika a.

Wykres funkcji f(z) = 2 + a przechodzi przez /
punkt P. Podaj warto$¢ wspoétczynnika a. O / X

a) P(0,-3) b) P(2,7) ¢) P(4,0) ____—~T ______

Jak nalezy przeksztalci¢ wykres funkcji f(z) = 27, aby otrzymaé wykres
funkcji g7

a) g(z) =

2$

b) 9(x) = 1553

c) glz) =8-2" d)g(x) =v2-2°

Naszkicuj wykres funkcji f, a nastepnie odczytaj z niego zbiér rozwiazan
nieréwnosci f(x) > 1.

a) f(z)=2""
b) f(z) =27

c) flx)=4-2"

Na rysunku obok przedstawiono wykres funkcji
flx) = (\/ﬁ)x Podaj trzy punkty o obu wspdl-
rzednych catkowitych nalezace do tego wykresu.
Naszkicuj wykres funkcji g.

a) g(x):(\/i)m—l b) g(x):(\/ﬁ)m_zl T (0 X
Naszkicuj w tym samym ukladzie wspotrzednych wykresy funkcji:

flz)= (V2) igla) = (V2)

Jak nalezy przeksztalci¢ wykres funkcji f(x) = (\/§ )w, aby otrzymacé wy-
kres funkcji g7

a) g(z) =4(V2)

Sprawdz sie

10. Naszkicuj wykres funkcji f i podaj jej miejsce zerowe oraz zbiér wartosci.

11.

12.

a) f(z)=2"+4 b) f(z) = 3% +1 ¢) f(z)=5"—5

Naszkicuj wykres funkcji f i podaj rownanie jego asymptoty poziome].
a) f(z)=(3) -3 b) f(z) = (5) +2 ¢) flz)= ()" +1
Naszkicuj wykres funkcji f, a nastepnie odczytaj z niego zbiér rozwigzan

nieréwnosci f(z) > 1.

a) f(z) =23 b) f(x) =3+

1.4. Przeksztatcenia wykresu funkcji wyktadniczej
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1.5. Logarytm

Przypomnijmy, ze logarytmem z liczby dodatniej b przy podstawie a (gdzie a
jest liczba dodatnia r6zng od 1) nazywamy wykladnik potegi, do ktérej nalezy
podnies¢ podstawe a, aby otrzymac liczbe logarytmowana b.

log, b =2 wtedy i tylko wtedy, gdy a® =b

Przyktad 1

a) log, 16 = 4, poniewaz 2* = 16. /liczba logarytmowana

b) log, 1024 = 10, poniewaz 2'° = 1024. log b==x logarytm
a

c) log, 1_16 = —4, poniewaz 27* = %' \podstawa logarytmu

Cwiczenie 1

Oblicz.

a) log, 32 c) log,1 e) log, & g) log, v/8

b) log, 2 d) log, ; f) log, v2 h) log, V/4

Cwiczenie 2

Oblicz.

a) log, 81 d) log; g) log, 7\/7 j) logi 16

b) logs & e) logy 3 h) log; § k) logg v/36

c) logs 5- f) logg 5 i) log%\/ﬁ 1) logs216

Zauwazmy, ze wartos¢ logarytmu moze by¢ dodatnia,
Y saty Y Dla a > 0, a # 1:

ujemna lub réwna 0. Z definicji logarytmu wynikaja

wlasno$ci podane obok. log,1 =0
log,a =1

Przyktad 2
Na rysunku przedstawiono wykres funkcji f(x) = 2°.
Zauwazmy, ze log, 3 to taka liczba c, ze 2¢ = 3.
7 wykresu mozemy odczytac, ze:
1 <log,3 <2

Korzystamy z odpowiedniego kalkulatora i otrzymu-
jemy przyblizenie: log, 3 ~ 1,5849625.

Udowodnimy, ze liczba log, 3 jest niewymierna.

1. Funkcja wyktadnicza i funkcja logarytmiczna

Liczba log, 3 jest liczba niewymierna.

Dowoéd
Przyjmijmy przeciwnie, ze log, 3 jest liczba wymierna. Oznaczatoby to, ze
istniejg rézne od zera liczby naturalne m i n, takie ze log, 3 = . Zatem:

2% =3 Podnosimy obie strony

om _ gn réwnosci do potegi n.
Otrzymujemy sprzecznosé, poniewaz lewa strona rownosci jest liczbg podziel-
ng przez 2, a prawa nie. Zatem liczba log, 3 jest liczba niewymierna.
Uwaga. Ten typ dowodu polega na wykazaniu, ze przyjecie prawdziwosci jakiegos

zdania prowadzi do sprzecznosci. Zatem musi by¢ prawdziwe zdanie przeciwne. Wiece]
o tego typu dowodach w klasie 4.

Cwiczenie 3

Wykaz, ze podana liczba jest liczba niewymierng.

a) log, b b) logs 5 c) log, 6 d) logg 2
Bezposrednio z definicji logarytmu wynikaja Dlaa>0,a1,b>0:

wlasnosci podane obok.
log,a®* = x

Cwiczenie 4 alog.b — p

Oblicz.

a) log, 2190 b) log, 6° c) log, ; 1,1'° d) log, 73 e) 2loe23
Przyktad 3

a) Oblicz log, (log, 512).
512 = 27, wiec log, 512 = 9, zatem log, (log, 512) = log, 9 = log, 3% = 2.
b) Oblicz log, s (log s 3).
3= (\/3 )2, wiec log 53 = 2, zatem log ;(log 53) = log 52 = log 3 (\/5 )2 = 2.
c) Oblicz logg (log4 (logs, 625)).
625 = 5%, wiec log; 625 = 4, zatem:

log (log4 (log; 625)) = logg (log, 4) = logs 1 = logs 6° = 0
Cwiczenie 5
Oblicz.
a) log,(logs 36)
b) logs(log, )

e) log, <10g16(10g3 81))
f) logy <log\/§(log% i))

c) logs(log, 4)
d) log, (10g9(10g5 125))

1.5. Logarytm
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Zadania

1. Oblicz.

a) log, 64 c) log, 35 e) log, 0,125 g) log, 8

b) log, - d) log, 5 f) log,2 h) log, 155
2. Zapisz liczbe b w postaci 2*. Oblicz log, b.

a) b=42 b) b= 162 c) b= 2 d) b=2
3. Oblicz.

a) log, v2 c) log4‘/7§ e) log 54 g) log, 3v/3

b) log, v/2 d) log, 2v/2 f) log s 32 h) log, 9v/3
4. Oblicz.

a) logy 3 c) logy s 135 e) log,, 125 g) logy V3

b) log,, 10° d) log, .5 16 f) log1 575 h) logy 21/2
5. Oblicz.

logs 9 1\10829 logs 9 logs 9

a) 282 ¢) (3) e) 4082 g) V2

b) (é)log%5 d) (i)log4% ) 811085 0.5 h) \/glog316
6. Oblicz.

a) log, 81 - log, v/27 b) log; 625 -log; 0,04  c) log,; 9v/3 - log, ‘8/—13
7. Oblicz.

a) logg 64 4 log, = c) logg = + log, V4 e) log, ; 3 —log, 1

b) logs 5° — log, 5 8 d) log, V3 —log, v/3  f) logz 1,5 — log, 5 5=
8. Dla jakiej podstawy a logarytmu podana réwnosé¢ jest prawdziwa?

a) log, 25 =2 b) log, + =3 c) log,0,25=—1 d) log, 64 = —3

9. Dla jakiej liczby logarytmowanej b podana réwnos¢ jest prawdziwa?

a) log,b=0>5 c) log,; b =2 e) log%b:—% g) log 5b0=16
b) logib=-1  d)log;b=0 f) logsb=—6  h)logsb=—1
10. Oblicz.

a) log,(log;; 121) c) logy(log, 8) e) log, (logs(logs 9))

b) log, ; (log, 1024) d) log 5 (log% 11—6) ) logg (log: (log, 2))

1
1

1. Funkcja wyktadnicza i funkcja logarytmiczna

11. Wyznacz a.
a) 4° =64 i x=Ilogya ) (3)"'=3% i z=1log,a
b) 5* =55 i x = logga d) (3)"=9 i z=logya

12. Wyznacz a.

d) 3* =9, a =loggx

e) 3 =27, a=log,x
f) 3771 =81, a = logys

a) 2 =16, a = log, x
b) 2271 =4, a =logy x
c) 2°72 =64, a = log, x

13. Przeczytaj podany w ramce przyktad.

Liczby x i y speliaja warunki: 2 = 16 1 3Y = 16. Zapisz = i y jako
logarytmy pewnych liczb. Ktora z liczb x, y jest catkowita?

2% =16, zatem x = log, 16 oraz x € Z, gdyz log, 16 = 4.

3Y = 16, zatem y = log; 16 oraz y & Z.

Liczby x i y spelniaja podane warunki. Zapisz x i y jako logarytmy pew-
nych liczb. Ktoéra z liczb x, y jest catkowita?

a) 20 =27, 3V =27 c) 6° =216, 8¥ =216
b) 2° = 1000, 10¢ = 1000 d3 =1 g=1

3
14. Dla jakich wartosci x podana liczba jest dodatnia, a dla jakich — ujemna?

a) log, b) log, = c) log; = d) log s

Sprawdz sie

15. Oblicz.
a) log, 8 + log, 16
b) log; 9 + log; 81

c) logs 27 —log, 1
d) log, 4 — log, 64

e) log; 125 —log; £
f) logs s —logs 5
16. Oblicz.

a) logy 5 +logy 2 c) log%i—logzﬂ

b) log1 9 + log, 27 d) log, /3 — log1 /3 f) log, 6v6 — log1 36

e) log,2+log: §

17. Dla jakiej podstawy a logarytmu podana rownosc jest prawdziwa?
a) log, 16 =4 c) log,16 =1 e) log,16 = —1
b) log, 16 = 2 d) log, 16 = % f) log, 16 = —2

1.5. Logarytm
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1.6. Logarytm dziesietny

Przypomnijmy, ze logarytmy dziesietne to logarytmy o podstawie 10.
Zamiast log,, b piszemy log b. Na przyklad log 10 =1, log 100 = 2.

Cwiczenie 1

Oblicz.

a) log 1000 c) log0,1

b) log 1000 000 d) log 0,0001

e) log+/10
f) log 104/10

Cwiczenie 2
Oblicz.

a) log 10% + log 10° b) log10~! + log 103 ¢) log 107 4 log 103

Ponizej zamieszczono fragment tablic, w ktérych znajduja sie przyblizone war-
tosci logarytmoéw dziesietnych.

b b+0,00 b+ 0,01 b+ 0,02 b+0,03b+0,04 b+ 0,05 b+ 0,06 b+ 0,07 b+ 0,08 b+ 0,09
1,0 0,0000 ' 0,0043 = 0,0086  0,0128 | 0,0170 0,0212  0,0253 | 0,0294  0,0334  0,0374
1,1 0,0414  0,0453 | 0,0492  0,0531  0,0569  0,0607  0,0645 0,0682  0,0719  0,0755
1,2 0,0792  0,0828 | 0,0864 0,0899 ' 0,0934  0,0969 0,1004 0,1038  0,1072  0,1106
1,3 0,1139  0,1173  0,1206  0,1239 | 0,1271 | 0,1303  0,1335  0,1367  0,1399 | 0,1430
1,4 0,1461  0,1492 | 0,1523  0,1553  0,1584 | 0,1614  0,1644 0,1673 | 0,1703  0,1732
1,5 0,1761  0,1790  0,1818 ' 0,1847 | 0,1875 0,1903  0,1931 | 0,1959  0,1987  0,2014
1,6 0,2041  0,2068 | 0,2095 0,2122  0,2148 | 0,2175  0,2201 = 0,2227 | 0,2253 | 0,2279
1,7 0,2304 ' 0,2330 | 0,2355 | 0,2380 | 0,2405 | 0,2430 | 0,2455  0,2480 | 0,2504 = 0,2529
1,8 0,2553  0,2577 | 0,2601 ' 0,2625 | 0,2648 | 0,2672  0,2695  0,2718  0,2742 | 0,2765
1,9 0,2788  0,2810 | 0,2833 ' 0,2856 ' 0,2878 | 0,2900 = 0,2923  0,2945 | 0,2967 = 0,2989
2,0 0,3010 | 0,3032  0,3054 | 0,3075 0,3096  0,3118  0,3139  0,3160 0,3181 0,3201
2,1 0,3222 | 0,3243 | 0,3263  0,3284 0,3304  0,3324  0,3345 0,3365  0,3385  0,3404
2,2 0,3424 | 0,3444  0,3464 | 0,3483  0,3502  0,3522  0,3541  0,3560  0,3579 0,3598
2,3 0,3617 | 0,3636  0,3655  0,3674 0,3692  0,3711  0,3729 0,3747  0,3766 @ 0,3784

Cwiczenie 3
Odczytaj z tablicy logarytmoéw dziesietnych przyblizona wartosé liczby:
a) log2, b) log 1,5, c) log1,78, d) log2,29.

Przyktad 1
Skorzystaj z tablicy logarytméw dziesietnych i podaj przyblizona wartoscé
liczby 109396,

Zauwazmy, ze log 10°3% = 0,356. Zatem znajdujemy w tablicy liczbe 0,356

i odezytujemy, ze 0,356 ~ log 2,27, czyli 10936 ~ 2,27,

1. Funkcja wyktadnicza i funkcja logarytmiczna

Cwiczenie 4
Skorzystaj z tablicy logarytmow dziesietnych i podaj przyblizona wartosé
liczby: a) 109391 b) 10%1761 " ¢) 1099043 q) 1093522,

Przed wynalezieniem kalkulatoréw dzigki tablicom logarytmoéw dziesiet-
nych mozna byto szybciej wykonywaé obliczenia. Tablice pozwalaja bo-
wiem zapisa¢ dowolna liczbe jako potege liczby 10.

Na przyktad iloczyn 1,22 - 1,55 mozemy obliczy¢ w nastepujacy sposob:

1,22 . 1,55 ~ 100,0864 . 100,1903 _
— 100,0864+0,1903 — 100,2767 ~

Z tablicy odczytujemy:
1,22 ~ 10%9%%4
1,55 ~ 10%-1903

~ 1,89 1092797 ~ 1,89

Zadania

1. Oblicz.
a) log 10° —log 10®
b) log 100 + log, =

3
g) log Yit — log 10

h) log, 5 28—7 —log1

d) log o= + log 1o
e) logg & +1log v/10
c) log 107 —log, 5 8 f) log v/10 — log, v27 i) logz 2,5 —log V10
2. Oblicz.

a) log,(log 10000)

b) log,(log 1000)

c) log; (log 1000)
d) log, 5 (log 10000)

e) log, (logs(log 100))

f) logg(logs (log v/10))

3. Ktora z liczb jest wieksza: x czy y?
a) x = log, 32, y = log 10° d) = = log(log 10), y = logs 2

e) = = log,(log, 16), y = log 104/10

f) 2 =logi(log100), y = log 52

b)  =1og0,01, y = log, &
c) x =logg 2, y =1log 10

Sprawdz sie

4. Czy x jest liczba catkowita? Czy jest liczba wymierna?

a) x = log 100 ¢) z = log103 e) = = log10v/10
b) z = log v/10 d) x =1log0,01 f) = =log10v?
5. Oblicz.

a) log,(3 + log 10)
b) log,(3 —log100)

c) log, (log \/1—0)
d) log, (log m)

e) log, 219 —log 100"
f) log10° + log,, 100

1.6. Logarytm dziesietny
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1.7. Logarytm iloczynu i logarytm ilorazu

Twierdzenie o logarytmie iloczynu

Jezeli a, x i y sa liczbami dodatnimi oraz a # 1, to:

log,(x - y) = log,x + log,y

Dowéd
Niech a, = i y beda liczbami dodatnimi oraz a # 1. Niech p = log, x oraz
q = log, y, wtedy z definicji logarytmu:
r=a’ 1 y=al
Korzystamy z wtasnosci dziatan

r-y=a"-a’ na potegach.

x-y=aPt? Korzystamy z definicji logarytmu.
log,(r-y) =p+gq
log, (7 -y) = log, x +log, y
Twierdzenie o logarytmie ilorazu

Jezeli a, x i y sa liczbami dodatnimi oraz a # 1, to:

loga ¥, = log,x — log,y

Cwiczenie 1
Udowodnij twierdzenie o logarytmie ilorazu.

Przyktad 1

a) Sprawdz, czy rownosé log, 96 = 5 + log, 3 jest prawdziwa.

log, 96 = log,(32 - 3) = log, 32 + log, 3 = log, 2° + log, 3 = 5 + log, 3, zatem
réwnoscé jest prawdziwa.

b) Sprawdz, czy réwnosé log, % = log; 7 — 2 jest prawdziwa.

log, g = log; 7 —log; 9 = log, 7 — 2, zatem réwno$¢ jest prawdziwa.

Cwiczenie 2
Sprawdz, czy podana réwnosé jest prawdziwa.
a) log, 6 =1+ log,3
b) log 500 = 2 + log 5

c) log, £ =3 —log,3
d) log 0,07 = =2 + log 7

Przyktad 2
a) log 125 +log4 — log 5 = log 22 = log 100 = 2

b) logs 36 — logy 2 + log, + = logs (22 - 1) =logs3 =1

1. Funkcja wyktadnicza i funkcja logarytmiczna

Cwiczenie 3
Oblicz.

a) logs 4 + logg 9
b) log, 19 — log, +

c) log; 0,6 —log; 0,15 e) log; 0,04 — log; 0,008
d) log6 — log2 — log 3 f) logZ —log14 — log 125

49

Przyktad 3

Przedstaw wyrazenie 3 4 log, 7 w postaci logarytmu o podstawie 2.
3+ log, 7 = Zapisujemy 3 jako log, 8.
= log, 8 + log, 7 = Korzystamy z twierdzenia

o logarytmie iloczynu.

= log,(8 - 7) = log, 56
Cwiczenie 4
Przedstaw podane wyrazenie w postaci logarytmu o podstawie a.
a) 2+1logs5, a=3 b)log,10—-1, a=2 c) 4—1log;36, a=3

Zadania

1. Oblicz.
a) log,, 2 + log,, 8 + log,5, 9 c¢) log0,12 —log 0,3 4 log 25

b) logs 75 + logs 1= + logg 32 d) log, 50,3 —log, 0,5 — log, , 15

2. Wiadomo, ze log5 =~ 0,7. Oblicz przyblizona wartos¢:

a) log 50, b) log 500, c) log0,05, d) log 1.
3. Wiadomo, ze log, 7 ~ 2,8. Oblicz przyblizona wartos¢:

a) log, 14, b) log, 28, c) log, 3,5, d) log, *.

4. Wiadomo, ze log; 2 ~ 0,43, log, 7 =~ 1,21. Oblicz przyblizona wartos¢:
a) logs 14, b) logs 70, c) log; 0,4, d) log;0,7.
5. Zapisz liczbe p w postaci log,, b.

a) p=1log,5+1log,6 b)p=Ilog;8 — log,2 c) p=1+1log,3

Sprawdz sie

6. Oblicz.
a) log, 2 + log, 8
b) log2 + log 50

c) logy 3+ logy 2 e) log,;3 + log,5 5
d) logy; 0,2+ 1log, ;0,5 ) logy, 100 + logy, 4
7. Oblicz.

a) log, 12 —log, 3 b) logs 72 — log, 2 c) log; 3,5 —log1 7

1.7. Logarytm iloczynu i logarytm ilorazu
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1.8. Logarytm potegi

Twierdzenie o logarytmie potegi

Jezeli a i x sa liczbami dodatnimi oraz a # 1, to dla dowolnego p € R:

log, P = p - log,x

Dowdd

Niech a i = beda liczbami dodatnimi oraz a # 1. Niech ¢ = log, x, wtedy

z definicji logarytmu:

r=a’ Podnosimy obie strony rownosci do potegi p.
xP = (aq)p Korzystamy z wtasnosci dziatan na potegach.
xP = al? Korzystamy z definicji logarytmu.

log, 2" =p-q

log, 2 =p-log, x
Przyktad 1
Niech z bedzie taka liczba, ze log, = 0,3. Oblicz log, 2° i log, =.

log, ° =5log,x =5-0,3=1,5

log, + =logyz™' = —log, . = —0,3

Cwiczenie 1

Niech x bedzie taka liczba, ze logz = % Oblicz wartos¢ podanego wyrazenia.

a) log x° b) log % c) log+/x d) log \/% e) log %
Przyktad 2

Przedstaw wyrazenie 3log, 8 — 2 w postaci logarytmu o podstawie 4.

3log, 8 —2 = Korzystamy ze wzoru na logarytm potegi. Zapisujemy 2 jako log, 4°.
= log, 8 — log, 4?2 = Korzystamy ze wzoru na logarytm ilorazu.

= log, i—z = Korzystamy z wtasnosci dziatan na potegach.

= log,(2-2-8) = log, 32

Cwiczenie 2
Przedstaw podane wyrazenie w postaci logarytmu pewnej liczby.
a) 3+ log,5 b) 2log;4 — 1 c) 3log; 3+1 d) 4 —2log, 6

Przyktad 3

Wiadomo, ze log, 5 ~ 2,32. Oblicz przyblizona wartos¢ log, 250.

log, 250 = log, (2 - 125) = log, 2 + log, 125 = 1 + log, 5> = 1 + 3log, 5 =~
~1+3-2,32=7,96

1. Funkcja wyktadnicza i funkcja logarytmiczna

Cwiczenie 3
Wiadomo, ze log; 2 ~ 0,63. Oblicz przyblizong wartos¢ podanej liczby.
a) logs 4 b) log, 12 c) log; 96 d) log, 72

Zadania

1. Wiadomo, ze log2 =~ 0,3. Oblicz przyblizong warto$¢ podanej liczby.
a) log4 b) log 16 c) log0,04 d) log 1600
2. Wiadomo, ze log4 ~ 0,6 oraz log5 = 0,7. Oblicz przyblizong wartos¢:
a) log25, b)log64, «c)log0,64, d)log25, e)log3, f)log20.
[E] 3. Niech = bedzie taka liczba, ze log, x = 0,4. Uzasadnij podana réwnosc.
a) log, 22° = 1,8 b) log, 162° = 5,2 c) log, x2—4 = 0,6

4. Niech x bedzie taka liczba, ze logs x = —i. Oblicz wartosc¢:

4
a) logs 3x?, b) log; 9%, c) log, 986—1, d) logs 27x°.

@ 5. Niech p = log, 3 oraz q = log, 5. Uzasadnij podang réwnos¢.
a) log, 45 =2p +¢q b) log, 75 = p + 2¢ c) log, 405 = 4p + ¢
6. Niech p = log2. Wyraz podana liczbe a za pomoca p.
a) a =10g200 b) a=10g0,02 c¢) a=10og0,04 d)a=Ilogl600
@ 7. Wykaz, ze dla dowolnych z,y € R, podana réwnos¢ jest prawdziwa.
a) 10g§ —i—log% =0 ¢) logz?y —logxy? = logx — logy
b) log z?y? = 2logx + 2logy d) log z*y* — log 2*y® = logx + log y

Sprawdz sie

8. Dla jakiej liczby a prawdziwa jest podana réwnosc¢?
e) log, 625 = alog, 5
f) logy 64 =alog, 4

a) log, 3° = alog, 3 ¢) log, 81 = alog, 3

b) log; 2'° = alog;2  d) log; 32 = alog; 2
9. Oblicz z.
a) log; x = 3logs 2 e) logz = 2log /2

d) log L o =6loga 10 f) logz = 4log /3

c) logy © =3log; 5
b) log, x = 2log, 3

10. Wiadomo, ze log 3 ~ 0,48. Oblicz przyblizong warto$¢ podanej liczby.
a) log9 b) log 27 c) log0,9 d) log0,81

1.8. Logarytm potegi
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1.9. Funkcja logarytmiczna

Przyktad 1

Jesli kazdej liczbie dodatniej x przyporzad-
kujemy wartos¢ log, x, to otrzymamy funkcje
f(x) = log, x okreslong dla x € (0;00). Jej
wykres przedstawiono na rysunku obok.

131121 4] 8
f@)| 3| -2|-1l0] 1] 2] 3

0 |~

Zbiorem wartosci funkcji f jest zbiér liczb rzeczywistych. Asymptota pionowa
jej wykresu jest o OY. Jest to funkcja rosnaca.

Cwiczenie 1
Naszkicuj w tym samym ukladzie wspolrzednych wykresy funkeji:

f(x) =logsx oraz g(x)=log,x
Okresl dziedziny, zbiory wartosci oraz monotonicznosé tych funkcji.

Cwiczenie 2

Na rysunku obok przedstawiono wykresy
funkeji f(z) =logs x, g(x) = log, z oraz
h(x) = logg x. Do ktérego z tych wykre-
sow nalezy punkt P?

a) P(216,3) c) P(1024,10)
b) P(21,2) d) P(1,0)
Przyktad 2

Punkt P(5,1) nalezy do wykresu funkcji =~ Yt
f(z) =log, x (rysunek obok). Wyznacz a
oraz oblicz f(%), £(25).

log, 5 =1, zatem a = 5.

f(5) =logs 5 = -1
f(25) =log; 25 =2

Cwiczenie 3
Czy punkt P nalezy do wykresu funkcji f(z) = logs 27
a) P(125,3) b) P(620,4) ¢) P(0,04,-2)

1. Funkcja wyktadnicza i funkcja logarytmiczna

Przyktad 3

Wykres funkcji f(x) = log 1 @ okreslone;
dla = € (0;00) szkicujemy, taczac odpo-
wiednie punkty krzywa jak na rysunku.

s l12]4] 8
1|0 |-1|-2|-3

flz) 3

Zbiorem wartosci funkcji f jest zbior liczb rzeczywistych. Asymptota pionowa
jej wykresu jest 0§ OY . Jest to funkcja malejaca.

[\ N

J=logr &

Cwiczenie 4
Naszkicuj w tym samym uktadzie wspotrzednych wykresy funkcji:
f(z) =logy x oraz g(z)=log; =

Okresl dziedziny, zbiory wartosci oraz monotonicznosé tych funkcji.

Definicja

Funkcje f(x) = log,x, gdzie a > 0 oraz a # 1, okreslona dla z € (0;00)
nazywamy funkcja logarytmiczng.

Y O<a<1 Y1
1 1
@) @)

Dla a € (1;00) funkcja logarytmiczna
f(x) = log, x jest rosnaca.

Dla a € (0;1) funkcja logarytmiczna
f(x) =log, x jest malejaca.

Dziedzina funkcji logarytmicznej f(z) = log, = dla dowolnego a € R, \ {1}
jest zbior liczb rzeczywistych dodatnich, a jej zbiorem wartosci — zbior liczb
rzeczywistych.

Wykres funkcji logarytmicznej przecina o§ OX w punkcie (1,0), natomiast nie
ma punktéw wspoélnych z osia OY, ktéra jest jego asymptota pionows.

Cwiczenie 5

Dla jakich argumentéw x funkcja f(z) = log, x przyjmuje wartosci dodatnie
w przypadku, gdy: a) a € (1;00), b) a € (0;1)?

1.9. Funkcja logarytmiczna
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Przyktad 4
7, przedstawionego obok wykresu funk-

cji f(z) = logy, x mozemy odczytaé, ze
nieréwnos¢ log, x > 2 zachodzi dla:

x € [4;00)

Cwiczenie 6
Odczytaj z wykresu funkcji f(z) = log, x, dla jakich argumentéw zachodzi
podana nierdwnos¢.

a) log,x < 1 b) log, z > 1

Cwiczenie 7
Na rysunku obok przedstawiono wykres
funkcji f(z) = log, x. Odczytaj z niego

rozwiazanie podanej nieréwnosci.

a) log,x > 1 c) logyz >3
b) log, x < 1 d) log, = < 2
Przyktad 5

7, przedstawionego obok wykresu funk-
cji f(x) = log; © mozemy odczytac, ze:

a) nier6wnos¢ log; x > —2 zachodzi dla
€ (0;4),

b) nieréwnos¢ log; « < —2 zachodzi dla
€ (4;00).

Cwiczenie 8
Odczytaj z wykresu funkcji f(x) = log 12, dla jakich argumentéw zachodzi
podana nierdwnosc.
a) logy z > —1 b) logy » < —1

c) logy z < -3 d) log; x < =3

Zadania

1. Czy punkt P nalezy do wykresu funkcji f(x) = log, x lub g( ) = log g1
2) P(3,3) D) P(H—1) o P(V23) 4 P( %)

2. Dla jakiej wartoéci a punkt P nalezy do wykresu funkcji f(z) = log, x7
a) P(27,3) b) P(625,4) c) P(32,-5) d) P(4,4)

1. Funkcja wyktadnicza i funkcja logarytmiczna

3. Podaj zbiér wartosci funkcji f(x) = log, = o dziedzinie D.
a) D =(0;1) b) D = [2;00) ¢) D= [1;8] d) D = [v/2;1024]

4. Okresl monotonicznosé funkcji f.

a) f(x)= log%g x b) f(x) =log s, c) flx)=log
5. Dla jakich wartosci parametru m funkcja f jest rosnaca?

a) f(x)=log,,, b) f(z) =logm x c) f(z) =1log,, .\ x
6. Dla jakich wartosci parametru m funkcja f jest malejaca?

a) f(z) = log, x b) f(z) =logy x c) f(z)=log, o

7. Podaj cztery punkty o obu wspoélrzednych catkowitych nalezace do wy-
kresu funkcji f. Naszkicuj ten wykres.

2) f@) =logsz ) fl@)=loggr o f()=logs e
8. Na rysunku przedstawiono wykres funkcji f(z) = log .
AEERETNEEEE.
. 1 . f(:z:)zloggc S i s i

Dla jakich argumentéw x zachodzi podana nieréwnosc¢?

a) logz > 1 b) logxz > 2 c) logz >3 d) logz > 6
9. Naszkicuj wykres funkcji f(z) = log, = i podaj rozwiazanie nieréwnosci.

a) 0 <log,z <1 b) —1 <log,x <1

10. Naszkicuj wykres funkcji f(x) = log% x 1 podaj rozwigzanie nieré6wnosci.

a) —1 <logy <0 b) =2 <logyz <1

Sprawdz sie

11. Korzystajac z monotonicznosci odpowiedniej funkcji logarytmicznej, upo-
rzadkuj liczby x, v, 2 w kolejnosci rosnacej.
a) x =2logy2, y=1logy27, z=logsZ
b) x = {log; 16, y = 3log; 8, z = ;logy 80

12. Naszkicuj wykres funkcji f(x) = logyx i odczytaj z niego rozwiazanie
podanej nieréwnosci.

a) logsz >0 b) log;x <0 c) logsz>—1 d)logsz < —1

1.9. Funkcja logarytmiczna
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1.10. Przeksztatcenia wykresu
funkcji logarytmicznej

Przyktad 1

Wykres funkcji f(x) = log; x +2 mozemy
otrzymac przez przesuniecie wykresu funk-
cji y = logs z o 2 jednostki w goére.
Dziedzing funkcji f jest zbior D, = (0;00),
a asymptota pionowa jej wykresu — prosta
z = 0.

Przyktad 2

Wrykres funkcji f(z) = log, x'— 1/ mozemy
otrzymac przez przesuniecie wykresu funk-
cjiy=log,z o ll_l jednostke w dét.
Dziedzing funkcji f jest zbiér D; = (0;00),
a asymptota pionowa jej wykresu — prosta
x = 0.

Przyktad 4
a) Punkt P(4,5) nalezy do wykresu funkcji f(x) = log,  + a. Wyznacz wspél-
czynnik a.

log,4+a=25,stada=5—1log,4=5—2=3.
b) Punkt P(9,—6) nalezy do wykresu funkcji f(z) = logi x + a. Wyznacz
wspotczynnik a.

log1 9+ a= -6, stad a = -6 —log1 9 = —6 — (—2) = —4.

Cwiczenie 3

Punkt P nalezy do wykresu funkcji f. Wyznacz wspotczynnik a i naszkicuj
wykres funkcji f.

a) f(z) =logsxr +a, P(3,2) ¢) f(z)=logiz+a, P(3,-3)

b) f(z) =log,x +a, P(4,-1) d) f(z) =logiz +a, P(4,0)

Przyktad 5
Wykres funkcji f(z) = logs(x —4)) mozemy
otrzymac przez przesuniecie wykresu funkcji

Y4 @ -
el .

1

y = log; x o |4 jednostki w prawo .

Cwiczenie 1 Dziedzing funkcji f jest zbiér D; = (4;00), Y /1 'F/ ........ X
Naszkicuj w tym samym uktadzie wspétrzednych wykresy funkcji f, g i h. a asymptota pionowa jej wykresu — pro- . a AN I WU (O N
a) f(x) =logy,x, g(xr)=logy,x+ 1, h(x)=log,x —3 sta x = 4. Miejscem zerowym funkcji f jest f

b) £(z) = log, @, g(x) = log, 2+ 2, h(x) logy — 1 iezba 5.

Przyktad 3 Cwiczenie 4

Naszkicuj w tym samym uktadzie wspol-
rzednych wykresy funkeji f(z) = logy z — 3

Okresl dziedzine funkcji f i naszkicuj jej wykres. Wyznacz miejsce zerowe tej
funkcji oraz réwnanie asymptoty pionowej jej wykresu.

ig(z) =logyz +2. a) f(z) =log,(x—1)  «¢) f(x)=logs(x—2)  e) f(x)=1log,(z—2)
Wykres funkcji f mozemy otrzymadé przez b) f(x) = logy(z — 3) d) f(z) =logs(x —4) f) f(x) =log,(x—1)
przesuniecie wykresu funkcji y = log 1

0 3 jednostki w dot. Przyktad 6

Wykres funkcji f(z) = log,(z + 2!) mozemy

Wykres funkcji ¢ mozemy otrzymaé przez , . ..
Y g Y Y P otrzymac przez przesuniecie wykresu funkcji

. I funkeii o — 1
przesunigcie wykresu funkcji y = log) x y = log, z o (I EEEEE.

o 2 jednostki w gore.

Dziedzing funkcji f jest zbior D; = (—2;00),

Cwiczenie 2 a asymptota pionowa jej wykresu — prosta
Naszkicuj w tym samym uktadzie wspotrzednych wykresy funkcji f, g i h. r = —2. Miejscem zerowym funkcji f jest
f(z) = logy , g9(x) = logy = + 2, h(z) = logy o —4 liczba —1.

BN 36 1. Funkcja wyktadnicza i funkcja logarytmiczna 1.10. Przeksztatcenia wykresu funkcji logarytmicznej 37 s
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Cwiczenie 5

Okresl dziedzine funkcji f i naszkicuj jej wykres. Wyznacz miejsce zerowe tej
funkcji oraz réwnanie asymptoty pionowej jej wykresu. Odczytaj z rysunku
zbiér rozwigzan nieréwnosci f(x) > 1.

a) f(x) =logy(z + 1) d) f(z) = logs(z + 4)
b) f(z) = logy(z +2) &) f(x) = log,(w +4)
¢) f(x) = logy(w +1) f) f(z) = log,(x +3)
Przyktad 7

Naszkicuj wykres funkcji f(x) = log, (x + 3). Okresl jej dziedzing i wyznacz
miejsce zerowe tej funkcji oraz réwnanie asymptoty pionowej jej wykresu.

Wykres funkcji f mozemy otrzymac przez prze-
suniecie wykresu funkcji y = log% x o 3 jed-
nostki w lewo.

Dziedzing funkcji f jest zbior Dy = (—3;00),
miejscem zerowym jest liczba —2, a asymptota

pionowa wykresu tej funkcji — prosta x = —3.

Cwiczenie 6

Naszkicuj wykres funkcji f. Okresl jej dziedzing i wyznacz miejsce zerowe tej
funkcji oraz rownanie asymptoty pionowej jej wykresu. Odczytaj z rysunku
zbiér rozwiagzan nieréwnosci f(x) > 1.

2) f(@) = logy(x—2) 0
b) f(x) = logy(x — 1) )

Przyktad 8
Naszkicuj wykres funkcji f(z) = logs (z + 1) — 2.

Wykres funkcji y = log 1 przesuwamy najpierw o 1 jednostke w lewo, a na-
stepnie otrzymany wykres przesuwamy o 2 jednostki w dot.

Y o 1Y}

1. Funkcja wyktadnicza i funkcja logarytmiczna

Zadania

1. Wykres funkcji f otrzymano przez przesuniecie wykresu funkcji y = logg x:
a) o 2 jednostki w dot, ¢) o 2 jednostki w prawo,

b) o 1 jednostke w gore, d) o 3 jednostki w lewo.
Podaj dziedzing i zbior wartosci funkcji f oraz naszkicuj jej wykres.

2. Przedstawiony na rysunku wykres funkcji ¢ mozna otrzymac przez przesu-
niecie wykresu funkcji f(x) = log 5 wzdluz osi OY. Podaj wzor funkcji g

1 wyznacz jej miejsce zerowe.
by Y4

3. Naszkicuj w tym samym uktadzie wspotrzednych wykresy funkcji f, g i h.
2) f(z) = logy @, g(z) = logy( +3), h(x) = logy(w +3) — 2
b) f(z) = logy . g(x) =logy(x —1), h(x) = logy(x — 1)~ 1

4. Punkt P nalezy do wykresu funkcji f(x) = log,(x + a). Wyznacz a oraz
naszkicuj wykres funkcji f.

a) P(—5,0) b) P(-2,1) ¢) P(—3,-1)

Sprawdz sie

5. Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj jej miejsce zerowe.
a) f@)=logyz—2 o) f@)=logyz+1 ) f(a)=log,z—2
b) f(z) =logyz+1 d) f(x) =logsx — 2 f) f(z)=logyz+2

6. Okresl dziedzine funkcji f i naszkicuj jej wykres. Podaj réwnanie asymp-
toty pionowej tego wykresu.

a) f(@)=logy(z+3) o) f(z)=logy(w—1) ) f(x)=log,(z+2)
b) f(z) =logy(r—4) ) f(z) =logs(x+2) £) f(x)=log,(v—3)

1.10. Przeksztatcenia wykresu funkcji logarytmicznej
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Skala logarytmiczna

Gdy porownujemy wielkosci fizyczne, ktore przyjmujg wartosci

z szerokiego zakresu, wygodniej jest poréwnywac ich logarytmy.

W ten sposob powstaje skala logarytmiczna, na ktérej w rownych
odstepach umieszczone sg logarytmy wartosci tych wielkosci fizycznych.

Dzwiek
Natezenie dZzwieku i poziom natezenia dZzwieku to wielkosci fizyczne
zwigzane z falg dzwiekowg. Zachodzi miedzy nimi zaleznosc: ;

L=10- Iog/—/O
gdzie: o
| - natezenie badanej fali dZzwiekowej w watach na metr kwadratowy (W/m?),
I = 1072 W/m2-prég styszalnosci (dolna granica zakresu styszalnosci
cztowieka dla czestotliwosci 1000 Hz),
L — poziom natezenia dzwieku.
Poziom natezenia dZzwieku podaje si¢ w decybelach (dB).

Na przyktad jezeli podczas koncertu rockowego natezenie dzwieku jest
réwne 1 W/m?, to poziom natezenia dzwieku wynosi:

L=10-log—5=10-log 10 =10 - 12 =120 [dB]

Na osi ponizej pokazano natezenia dzwiekéw z roznych zrédet (skala liniowa) i odpowiadajagce
im poziomy natezenia dzwiekéw (skala logarytmiczna). Zwrd¢ uwage, ze wzrost poziomu natezenia

dzwieku o 30 dB oznacza tysigckrotny wzrost natezenia tego dzwigku.

szelest cicha
lisci rozmowa odkurzacz koncert rockowy
‘1000 razy wiecej ‘ natezenie
dzwieku
l l [W/m?]
102 10" 107 10-° 10-® 107 10°® 10° 10=* 10°% 102 107" 1 10 102
I I I I I I I I I I I I I I —
0 10 20 380 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 140
T T poziom
natezenia
o 30 dB wiecej dzwigku
[dB]
prog woda wyptywajaca granica bolu
styszalnosci Z kranu

jezeli natezenie dzwieku wzrosnie dwukrotnie?

Kl O ile decybeli wzrosnie poziom natezenia dzwigku,

1.11. Funkcje wyktadnicza i logarytmiczna

- zastosowania
B Wozrost wyktadniczy

Liczbe bakterii hodowanych w warunkach laboratoryjnych, w zaleznosci
od czasu t mierzonego w godzinach, wyraza wzér: y = vy, - a’, gdzie y,
jest poczatkowsq liczbg bakterii, natomiast a — stata zalezna m.in. od typu
bakterii.

Przyktad 1 e S £
Pewne do$wiadczenie polegalo na badaniu = 900| -
wzrostu liczebnogci kolonii bakterii. Na poczat- 800 | vy

ku do$wiadczenia bylo 100 bakterii. Ustalono, 700|

ze liczba bakterii podwaja sie w ciggu 1,5 go- 600
500 |

400 bbb bbb bl L

300
Zauwazmy, ze yo = 100 oraz dla t = 1,5 za- 200

chodzi réwnosé 200 = 100 - a'*. Stad a = 25. |,
Otrzymujemy wiec wzor y = 100 - 23,

dziny. Wyznacz wzor opisujacy liczebnosé ko-
lonii bakterii w zalezno$ci od czasu.

0 1 2 3 4
Cwiczenie 1

Po dwéch godzinach od rozpoczecia pewnego doswiadczenia liczba bakterii
byta rowna 1200, a po szeSciu godzinach wzrosta do 10800. Oblicz, ile byto
bakterii na poczatku doswiadczenia, a ile po 10 godzinach.

¥ Rozpad promieniotwoérczy

Okres potowicznego rozpadu to czas, po ktérym masa izotopu zmniejsza
sie o potowe. Wzor m = my- (%) T opisuje mase probki promieniotworczego
izotopu o okresie potowicznego rozpadu T' po uptywie czasu t (mg oznacza
mase poczatkowa prébki).

Przyktad 2 mi . : : :
Okres potowicznego rozpadu radu-226 jest réw- LOOK e
ny 1600 lat. Jesli masa poczatkowa mg probki 7|
tego izotopu byla réwna 100 mg, to jego masa 50|

oA
) 1600

N |~

po uplywie ¢ lat wyraza sie¢ wzorem: L e

m =100 (1) 0

1600 3200 4800 6400 ¢

1.11. Funkcje wyktadnicza i logarytmiczna - zastosowania
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Cwiczenie 2

Po jakim czasie z probki radu-226 o masie: (1)a (1)b d b
=) =(z), a=b.

a) 100 mg zostanie 12,5 mg tego izotopu, 2 2) 7 8%

b) 10,24 mg zostanie 0,01 mg tego izotopu?

Cwiczenie 3

Okres potowicznego rozpadu strontu-90 jest réwny 28 lat. Po jakim czasie
poczatkowa masa probki tego izotopu zmniejszy sie o 75%, a po jakim czasie
0 87.5%7

W Zyjacym organizmie (roslinnym lub zwierzecym) stosunek ilosci radio-
aktywnego izotopu wegla C do izotopu nieradioaktywnego ?C wynosi
okoto 1,5 - 10712, Po émierci organizmu ilo$é radioaktywnego izotopu 4C
maleje (okres jego potowicznego rozpadu wynosi okoto 5700 lat), a ilos¢ izo-
topu 2C pozostaje niezmieniona. Podczas prac archeologicznych pomiar
zawartosci izotopu C moze wiec stanowié¢ podstawe okreélenia wieku zna-
lezisk organicznych.

Przyktad 3

Oblicz przyblizony wiek znaleziska, w ktorym zmierzona zawartosé
izotopu C jest réwna 66% poczatkowej zawartosci tego izotopu.

Korzystamy ze wzoru m = my - (%) T egdzie T = 5700 lat.

m = 0,66m, zatem otrzymujemy:
0,66 = (4) ™

log 0,66 = log (1) ™™

log 0,66 = = log 0,5

t =5700 - 28550 ~ 3417

0g 0,5

Jeslia=5b>0,
tologa = logb.

Znalezisko ma okoto 3417 lat.

Cwiczenie 4
Oblicz przyblizony wiek znaleziska, w ktérym zmierzona zawartosé izotopu
1(C jest mniejsza od zawartosci poczatkowej o: a) 50%, b) 75%.

Cwiczenie 5

W pewnym znalezisku stosunek iloéci izotopu wegla *C do izotopu ?C wynosi
1,875 - 1073, Oblicz przyblizony wiek znaleziska.

1. Funkcja wyktadnicza i funkcja logarytmiczna

Zadania

1. W laboratorium obserwowano wzrost liczebnosci kolonii bakterii, ktora co
pot godziny zwiekszata sie o 25%. Doswiadczenie rozpoczelo sie o godzinie
9.00, a o 10.00 populacja liczyta 10° organizméw. Wyznacz poczatkows
liczbe bakterii y, i stala a we wzorze y = 1-a’ opisujacym liczbe bakterii y
po uptywie czasu t w godzinach. Przerysuj ponizsza tabele do zeszytu i ja
uzupelnij (zastosuj notacje wykladnicza).

Godzina 9.00 9.30 9.45 10.00 10.30 11.45 12.00
Liczba bakterii ? ? ? 105 ? ? ?

2. a) Z probki jodu-131 o masie 4,8 g po szesnastu dniach zostalo 1,2 g.
Oblicz okres polowicznego rozpadu tego izotopu.

b) Po siedmiu dniach z 40 g neptunu-239 zostato 5 g tego izotopu. Oblicz
okres jego polowicznego rozpadu.

3. Jednym z radioaktywnych odpadéw w elektrowniach jadrowych jest plu-
ton-239. Po 100000 lat jego masa zmniejsza sie o 75%. Oblicz okres poto-
wicznego rozpadu tego izotopu.

4. Oblicz, ile procent poczatkowej zawartodci izotopu *C znajduje sie w:

a) egipskiej mumii majacej 3330 lat,
b) kosci zwierzecia majacej 17000 lat.

Sprawdz sie

5. W tabeli podano, jaka czes¢ masy pro- Uplyw czasu | Ulamek | Procent

mieniotworczego izotopu pozostata po

uplywie czasu T, 2T, 3T, 4T, 5T, 6T, T > 50
gdzie T to okres polowicznego rozpa- 2T i 4
du. Przerysuj tabele do zeszytu i ja 3T L ?
uzupeinij. AT 9 6,25
6. W laboratorium obserwowano szyb- 5T - 3,125
ko$¢ namnazania si¢ pewnego rodzaju 6T 9 9

bakterii. Badana kolonia liczyta po-

czatkowo 1000 organizmow. Funkcja y = 1000- (\?/i )t opisuje liczbe bakterii
po uplywie czasu t (w godzinach) od rozpoczecia obserwacji. Ile bakterii
byto po godzinie od rozpoczecia obserwacji, a ile po dwoch godzinach? Po
jakim czasie od rozpoczecia obserwacji liczba bakterii sie podwoita?

1.11. Funkcje wyktadnicza i logarytmiczna - zastosowania
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v/

Powtdrzenie
B Zestaw |
1. Oblicz.
a) 47" ¢) (1) o) TZ g) L2
b) 34 a) () P T2 h) 00
2. Oblicz.
a) 83 + 92 e) 275 + 323 g) (%)% — (%)%

b) 645 — 642

Oblicz.
a) 3% .39 c) 81%:812 e) 2% .83 g) 45 - 163
b) 571 .53 d) 95 :9°% f) 577 :2577  h) 91 : 2775
Zapisz podang liczbe w postaci a®, gdzie a € N, x € Q.
a) 5v/b c) 125+v/5 e) 16v/8 g)
b) 49v/7 d) 5v/25 f) 8V/16 h) 2
Ktoéra z liczb jest wicksza: x czy y?
—4 6 _2

) e=(L) . y=v2- 22 pa= (%) y= (V15
Podaj konieczne zalozenia, a nastepnie upros¢ wyrazenie.

Jx x 3 Va3

Zapisz podane liczby w kolejnosci od najwigkszej do najmniejsze;j.

W 47 85167, 326, 2060 b)) ()™ ()™ () () &
Naszkicuj w tym samym uktadzie wspétrzednych wykresy funkcji f i g.
Odczytaj z rysunku rozwiazanie réwnania f(z) = g(x).

a) f(z)=3" g(x)=4x +1 c) f(x)= (%)x, g(r)=x+4

b) f(z) =2%, g(z) = 3w+ 1 d) flx)=(3)" g(z) = o+ 4
Naszkicuj wykres funkcji f, a nastepnie wykres funkcji g(x) = f(x) + 1.
Podaj zbiory wartosci funkcji f i g.

a) f(x)=2"-3 b) f(x)=3"+1

1. Funkcja wyktadnicza i funkcja logarytmiczna

10.

11.

12.

13.

14.

15.

D] 16.

17.

Oblicz.

a) log, 27 c) logs o= e) logy 27 g) log 527
b) log,, 3 d) log, 3 f) logy; v/3 h) log,- 3v/3
Oblicz.

a) log, 8 + log1 4 +logg 81
b) log0,1 + log 1000 + log, ; 10

Oblicz.

a) 310g3 2

c) logy27 —log, 2 — log, +
d) logss 6 + log, 4 — logg 2

b) 910g32 C) 31—10g32 d) 4log40,5—2

Naszkicuj wykres funkcji f i odczytaj z niego, dla jakiego argumentu funk-
cja ta przyjmuje wartosé a.
a) f(x)=2"—1, a=1log, 64
b) f(x)=2"*!, a =logs 0,25
Oblicz.

a) log, 6 + log, 8 — log, 3

b) logs 2 + log, 27 — log, 6

c) log, 10 — log, 5 + log, 8

c) f(z) ==3" a=logs
d) f(z) =377, a=log ;52?2

d) log4 — log 16 — log 25
e) 2logb +log4 — log 10*
f) 3log2 —log80 + 6log1

W karcie wybranych wzoréw i sta-
x log x T log x x log x

lych fizykochemicznych na egzami-
nie maturalnym z biologii, chemii 0,01 -2,000 0,26 —0,585 0,51 —0,292
i fizyki znajduje sie tablica przybli- 0,02 —1,699 0,27 —0,569 0,52 —0,284
zonych wartosci logarytmoéow dzie-

) ] ) 0,03 —1,523 0,28 —0,553 0,53 —0,276
sietnych. Korzystajac z zamiesz-

czonego obok fragmentu tablicy, 0,04 —1,398 0,29 —0,538 0,54 —0,268
podaj przyblizone wartosci: 0,05 —1.301 030 —0523 0,55 —0.260
a) log 0,03, log 0,3, log 3,

b) log 0,054, log 0,0054, log 5,4,
c) log3+log9, log8 — log 2.

0,06 -1,222 0,31 —0,509 0,56 —0,252

0,07 —1,155 0,32 —0,495 0,57 —0,244

Wykaz, ze dla dowolnego x > 0 prawdziwa jest podana réwnosc¢.
a) 1+ 2logs x = log;(32?) ¢) 2+ 3log, xz = log,(162?)
b) 10logz — 1 = log(0,1z'?) d) 6 —2logz = log 122520

Okresl dziedzine funkcji f i naszkicuj jej wykres. Podaj réwnanie asymp-
toty pionowej tego wykresu.

2) f(x) = logg(r —3) b) f(x) = logy z +3

Powtérzenie
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B Zestaw I

. Oblicz.
_0\2 _ —3 273.472 64.974
a) (372) c) 27 (3) ) —%5=% 8) T
—4 _ 1072 1672.12573
b) (3) d) 9737 f) 5522 h) o osT
. Oblicz.
a) 252 - 6254 ) 27 -4/2 e) 257 -12575  g) 83-.327%
b) 85 - 1674 d) 275 .92 f) 6472 .83 h) 0,0013-0,092
. Oblicz.
1 1 1 3 1
a) 73 .78 .78 ¢) V2.2 e) V100- 55 - 24
3
5 4 6/oT\ 3 112 2\
b) 5% . /5573 d) (¥/31) H i (2)

a) 8v/2 c)

v e) \/5v5v5
b) 492 1) /33

f) VI6-V2. VB

. Okresl, czy podana liczba jest wieksza, czy mniejsza od 1. Skorzystaj z wta-

snosci funkcji wyktadniczej.

D@ nE oGt 9t amt nef

. Uporzadkuj liczby od najmniejszej do najwiekszej.

a) 5Y°, 251/5, 1253, 2511

b) %, (V3) %, 05,16}

0 9%, L VT, (3)
d) (4,5)°2, 022, (2,5)°24, 0,064

. Wyznacz przyblizona wartosé¢ podanej potegi z doktadnoscia do czterech

miejsc po przecinku. Skorzystaj z przyblizenia V10 ~ 1,258925.
a) 101 b) 10709 ¢) 1019 d) 1029

. Wykres funkcji wyktadniczej y = a® przechodzi przez punkt P. Wyznacz

wzor tej funkcji i naszkicuj jej wykres.

a) P (2,32) b) P (l ﬁ) ¢) P(—6,729)

27 2

. Naszkicuj wykres funkcji f i odczytaj z niego, dla jakich argumentow funk-

cja ta przyjmuje wartosci mniejsze od 1.

a) f(z) =55 b) f(z) =82 ¢) flz) =337+

1. Funkcja wyktadnicza i funkcja logarytmiczna

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Oblicz Vab.

a) a=logy 9, b =log, 256 b) log,a =5, log, b= %
Oblicz .

a) logy x = —2 c) logg 2° =1 e) logg |z| =2
b) log,z =3 d) logy 2% = 3 f) log, s |z| =4
Oblicz .

c) logx = 2logh + log 4
d) logz = log 80 — 3log 2

a) logg x = logs 4 + logs 9
b) log; x = log, 18 — log, 2

Dla jakiej podstawy a logarytmu podana réwnosé¢ jest prawdziwa?

a) log,2 =1 b) log,8 =6 c) log,32= -5

Do ktorej ¢wiartki uktadu wspotrzednych nalezy punkt (x,y)?

a) x =logy 1024, y = log 5 4 b) z=log,m y=log,

Dla podanej wartosci « oblicz logy (log; x).

a) r =3 b) z =3 c) =281 d) z =33

Wykres funkcji g otrzymano w wyniku przeksztalcenia wykresu funkcji
f(z) = log, x. Naszkicuj wykres funkcji g i podaj jej wzor w przypadku,
gdy przeksztatceniem tym bylo przesuniecie:

a) o 2 jednostki w dot, c) o 1 jednostke w gore,

b) o 1 jednostke w lewo, d) o 2 jednostki w prawo.

Naszkicuj w tym samym uktadzie wspolrzednych wykresy funkcji f, g i h.
Dla kazdej z tych funkcji podaj asymptote jej wykresu i miejsce zerowe.
a) f(x) =logyz +2, g(r) =logy(x + 2), h(z) = logy(x + 2) + 2

b) f(x) = logy b, g(z) = logy (x — 2), h(z) = logy 1(z —2)

Naszkicuj wykresy funkcji f, g i h. Dla kazdej z tych funkcji podaj jej dzie-
dzine oraz zbiér argumentéw, dla ktorych przyjmuje ona wartosci ujemne.
a) f(z) =logzz, g(x)=1logs(x —3), h(z)=Ilogs9(z —3)
b) f(x) =logy @, g(x) = logy(x +1), h(x) = log(3z +3)

Do wykresu funkcji f(x) = log,(x — 2) + 1 nalezy punkt P. Wyznacz
podstawe a logarytmu i naszkicuj wykres funkcji f.

a) P(4,2) b) P(6,2) c) P(%,0)

3

d) P(4,3)

Powtérzenie
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Sposob na zadanie

@ Przyktad 1

Wykaz, ze dla dowolnych dodatnich liczb x, y prawdziwa jest réwnosc:
1 -1 _ _1 4
logw—logx = —3logy

Aby rozwiazaé to zadanie, mozemy postapi¢ na rézne sposoby.

I sposéb
Przeksztalcamy lewg strone réwnosci tak, aby otrzymac jej prawa strone:
log %yQ —logz ! = —logzy® +logz = —logx — logy® + logx =
= —logy? = —log(y*)? = — % logy’
IT sposob
Przeksztalcamy podang réwnos¢ w sposéb rownowazny:
1 11
log vl logz™! = —2logy’
logzty~2 —loga~! = log(y*) 2
log T ¥ — logy 2
08 — 7 — logy

logy 2 = logy 2
Ostatnia réwnos¢ jest prawdziwa, wiec prawdziwa jest tez rownosé wyjsciowa.
-» Zadanie 12, str. 50

Przyktad 2
Wykaz, ze dla dowolnych dodatnich liczb x, y, z prawdziwa jest rownoSc:

log zy + log % = log ryz — log %
Aby rozwiazaé to zadanie, mozemy postapi¢ na rézne sposoby.

I sposéb
Przeksztalcamy lewg strone réwnosci tak, aby otrzymac jej prawa strone:

22 _ < . ﬁ) _ ( . z) _
log xy + log ” log | zy " log ( xyz ;

= log (azyz : %) = log ryz — log %
IT sposob
Przeksztalcamy podang réwnosé w sposéb réwnowazny:
log zy + log % = logzyz — log £
2
log (xy : %) = log %
log x2? = log 22
Ostatnia réwno$é jest prawdziwa, wiec prawdziwa jest tez réownosé wyjsciowa.

-» Zadanie 28, str. 52

Przed obowiazkowa maturg z matematyki

W zadaniach 1-10, 16.2 i 17.1 wybierz wlasciwa odpowiedz sposréd podanych.

Zadanie 1 (0-1)

Do wykresu funkcji f(z) = 4 nalezy punkt o wspolrzednych

A. (—1,-4) B. (3,1) C. (-3.3) D. (1,1)
Zadanie 2 (0-1)

Wartosé funkeji f(x) = (%)w jest liczba catkowita dla

A.x = C.x=2

B. x=-3 D. =10

N [=

Zadanie 3 (0-1)

Wartosé funkcji f(x) = (\/5 )m jest liczbg wymierna dla
A.x=1 C.x=-3

B. x=-1 D. x= -6

Zadanie 4 (0-1)
Funkcja rosnaca jest funkcja

A f(z)=(V3-1) C. f(z) = (3
B. f(z) = (VG —1)° D. f(x) = (£)

Zadanie 5 (0-1)
Ktoéra funkcja ma dodatnie miejsce zerowe?

A. f(z) =6 —6 C. h(z)=(3)" -2
B. g(z) = 4" + 4 D. k(z)= ()" +2
Zadanie 6 (0-1)

Ktoéra nieréwnosé jest prawdziwa?

A. 32 315 C. 27 < 251

B. 0,5Y2 < 0,510 D. 47 < 4314
Zadanie 7 (0-1)

Ktoéra nieréwnosé jest prawdziwa?

A. log, 8 < log; 9 C. log, 3 > log1 3
B. log%8<log%9 D. logi 1 > logs 3

Zadanie 8 (0-1)

Punkt (8, —3) nalezy do wykresu funkcji
A. f(x) =logs(x —6) — 6 C.
B. f(x) =log,(x —4) — 4 D.

I 48
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Przed obowiazkowa maturg z matematyki Przed obowiazkowa maturg z matematyki

] k Y
Zadanie 9 (0-1) Zadanie 15 (0-1)
Wartoéé funkeji f(z) = 1072% dla 2 = —(¥/81)? nalezy do przedzialu Dane sa funkcja f(2) = 377 oraz liczby 2, = 55 i 25 = .
A. (0;1] B. (1;100] C. (100;1000] D. (10000; c0) Dokoncz zdanie tak, aby byto prawdziwe. Wybierz odpowiedz A albo B oraz

jej uzasadnienie 1., 2. albo 3.
Zadanie 10 (0-1)

Jesli a = log; 2 1 b =log, b, to logs 31,25 jest réwny
A. 3a—2b B. 2a — 3b C. 3b—2a D. 2b — 3a A, flxz) < fla), Lz <y i f jest funkeja rosnaca.

poniewaz | 2. | z; > x5 1 f jest funkcja malejaca.

Prawdziwa jest nieréwnosé

Zadanie 11 (0-1)

. > : ' o :
Dane sg liczby @ = 253 - /51y = 1253 - 57 2. B | flz1) > f(z2) | | 3. T > wp i f jest funkcja rosnaca.
Ocen prawdziwos¢ ponizszych stwierdzen. Wybierz P, jesli stwierdzenie jest
Zadanie 16

prawdziwe, albo F' — jesli jest falszywe.
Dane sg liczby = = log,(v/3 + 1) i y = log,(v/3 — 1), gdzie a > 0i a # 1.

Iloczyn x - y jest rowny 5. : P F @ Zadanie 16.1 (0-2)

Iloraz % jest réwny /5. P F Uzasadnij, ze dla a = 4 zachodzi réwnosé¢ x 4+ y = %

Zadanie 16.2 (0-1)

Zadanie 12 (0-1) # Przykiad 1, str. 48 Réwnodé o — y = 1 zachodzi dla

Ocen prawdziwos$é¢ ponizszych stwierdzen. Wybierz P, jesli stwierdzenie jest

prawdziwe, albo F — jesli jest falszywe. A.a=2 B. a=2V3 C.a=2-V3 D.a=2+V3
Dla dowolnych dodatnich liczb rzeczywistych x i y zachodzi réwnosé Zadanie 17
. : : Dana jest funkcja f(z) = log,(x + 3) — 3.
log 2%y = 2log xy + log y. P F
H - -+ - 1 Zadanie 17.1 (0-1)
log2”y” = logx + 2logy + log zy. p F Wykres funkcji f przedstawiono na rysunku
A. Yt A N g Cc. Y P Pl £
Dana jest funkcja f(z) = (\/i)x — 8. ol 1 ; i
Dokoncz zdania. Wybierz odpowiedz sposrod A-D oraz odpowiedz sposrod T : O
E-H. : T
1. Miejsce zerowe funkcji f jest rowne
jsce zerow i f ] W B. | Y D.
A.3 B. 4 C. 6 D. 8 i ok
2. Wykres funkcji f przecina o$ OY w punkcie : '
....... |.
E. (—8,0) F. (-7,0) G. (0,—7) H. (0,-8) |
|
Zadanie 14 (0-3) |
|

Uzupeij zdanie tak, aby bylto prawdziwe.

Dziedzing funkcji f(z) = log,(x + 4) jest przedzial [?], jej miejscem zerowym Zadanie 17.2 (0-1)
jest [?], a asymptotg pionows jej wykresu — prosta [?]. Oblicz f(1) — f(13).

L b ~
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Przed obowiazkowa maturg z matematyki

Zadanie 18 (0-2)
Wyznacz liczbe, ktérej 80% jest réwne 2312V3 ; 43,

Zadanie 19 (0-2)
Ile dzielnikoéw bedacych liczbami naturalnymi ma liczba n spetniajaca réwna-
nie 8 = (\4/§ )n?
Zadanie 20 (0-2)
3

Punkt P(8, 5) nalezy do wykresu funkcji y = log, . Wyznacz a.

Zadanie 21 (0-2)
Udowodnij rownos¢ 4 log, 3 + 9log, 9 = 5log, 81.

Zadanie 22 (0-2)
Uzasadnij, ze liczba log, v/6 + log, v/8 — log, V/3 jest wymierna.

Zadanie 23 (0-3)
Na rysunku obok przedstawiono wykres funkcji: Y

f(z)=a” =3 !
Punkt P ma wspélrzedne (—3, —1). Oblicz wartosé
funkcji f dla z = —5.

1.
Zadanie 24 (0-4)
Naszkicuj w tym samym uktadzie wspoétrzednych PY 1 X
wykresy funkcji f(x) = 3" i g(x) =9-3". Prosta
y = 100 przecina wykres funkcji f w punkcie P, K_
a wykres funkcji ¢ w punkcie Q. Oblicz dlugosé¢ S
odcinka PQ).

Zadanie 25 (0-4)

Oblicz obwdd tréojkata prostokatnego, ktorego przyprostokatne maja dtugosci
a=logy 27" 1ib=log,; 3" — log; 27.

Zadanie 26 (0-4)

Liczba p jest rozwiazaniem réwnania xlogy § = log: 3, a liczba ¢ — rozwiaza-

niem réwnania 4%z — 219 = 4. 2%, Oblicz sume odwrotnoéci kwadratéw tych
liczb.

Zadanie 27 (0-4)
Naszkicuj wykres funkeji f(z) = a® + b, gdzie a = logy v/3 oraz b = log; L.

Zadanie 28 (0-3) = Przykiad 2, str. 48
Wykaz, ze dla dowolnych dodatnich liczb x, y, z prawdziwa jest rownoSc:

3
2log % — 3log 2?2z = 2log (%)

1
—b5log 2
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1. Funkcja wyktadnicza i funkcja logarytmiczna

Geometria
analityczna

W tym rozdziale opisujemy i badamy figury geometryczne potozone w pro-

stokatnym uktadzie wspotrzednych, w ktérym jednostki na obu osiach maja
réwne dtugosci.

Uktad wspotrzednych wykorzystywany jest takze w geografii. Okreslajac po-
tozenie punktu na kuli ziemskiej, podaje si¢ jego szerokos¢ i diugosé geo-
graficzna, np. polozenie latarni morskiej w Porto (Portugalia) — szeroko$é
geograficzna: 41°08'48”"N, dlugosé geograficzna: 8°40'38"W.
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2.1. Prosta w uktadzie wspétrzednych -
powtorzenie

Definicja

I Rownanie postaci y = ax + b nazywamy réwnaniem kierunkowym proste;j.

Przyktad 1
Narysuj prosta y = 5 + 1. Czy punkty P(10,6), Q(20,12) naleza do niej?

Aby narysowac prosta, wystarczy wyznaczy¢
dwa punkty, ktore do niej naleza.
Dla z = 0 otrzymujemy y = 1, dla z = 2
mamy y = 2. Zatem prosta y = %:Jc + 1 prze-
chodzi przez punkty (0,1) i (2,2).

Punkt P(10,6) nalezy do tej prostej, ponie-
waz 5-104+1 = 6, natomiast punkt Q(20, 12)
do niej nie nalezy (sprawdz to).

Czasami zamiast ,prosta o réwna-
niu y = ax + b’ bedziemy mowic
krotko ,prosta y = ax + b”.

Cwiczenie 1

Narysuj prosta (. Czy punkt P nalezy do tej prostej?

a) l:y=2x—3, P(10,17) c) liy=3x+2, P(—6,-3)
b) l: y = -2z + 4, P(10,—16) d) l:y=—32 -1, P(—6,8)

Twierdzenie

Wspotczynnik kierunkowy prostej y = ax + b przechodzacej przez punkty
(x1,y1) 1 (2,¥2), gdzie 1 # x5, jest dany wzorem:

Y2 —Ya
L2 — L1

a =

Przyktad 2
Wyznacz réwnanie prostej przechodzacej przez punkty A(2,1) 1 B(3,4).

Rownanie prostej AB mozna zapisa¢ w postaci kierunkowej y = ax + b. Obli-
czamy wspotczynnik a:

Y2 — Y1 — 4—-1 — 3

xro — X1 3—-2

a =

Réwnanie prostej AB ma wiec posta¢ y = 3z + b. Do tego réwnania podsta-
wiamy wspotrzedne punktu A i otrzymujemy 1 =3 -2 + b, skad b = —5.
Zatem réwnanie prostej AB to y = 3z — 5.

2. Geometria analityczna

Cwiczenie 2
Wyznacz rownania prostych AB, AC
i BC' (rysunek obok).

Cwiczenie 3
Wyznacz réwnanie prostej PQ. Czy

nalezy do niej punkt R?
a) P(_27 1)7 Q(275)7 R(478)
b) P(_177)7 Q(Ba _1)7 R(_279)

Twierdzenie

Proste y = a;x + b, i y = asx + by sg rownolegle wtedy i tylko wtedy, gdy:

a; = Qs

Przyktad 3
Wyznacz réwnanie prostej k przechodzacej przez punkt P(6,4) i réwnolegle;j
do prostej I: y = —%x + 5.

Prosta k jest rownolegta do prostej [, wiec jej rOwnanie ma postac y = —%x—i—b.
Punkt P nalezy do prostej k, stad:

Zatem réwnanie prostej k to y = —%x + 8.

Cwiczenie 4
Wyznacz réwnanie prostej k przechodzacej przez punkt P i réwnoleglej do
prostej .

a) P(1,3),l: y=4x + 2 b) P(20,9),1: y = —tx +2

Twierdzenie

Proste y = a1x + b, 1 y = asx + by sa prostopadle wtedy i tylko wtedy,
gdy:

al'a2:—1

Cwiczenie 5
Czy proste k i [ sa prostopadte?
a) kry=3x+2ly=—3z—3 b) kry=sx+4,ly=4-3z

2.1. Prosta w uktadzie wspoétrzednych - powtdrzenie
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Definicja Zadania

Roéwnanie Ax + By + C = 0, gdzie A # 0 lub B # 0, nazywamy réwna-
niem ogolnym prostej.

1. Wyznacz réwnania prostych zawierajacych boki tréjkata ABC.
a) A(_47 1)7 B(27 _5)7 C(Oa 3)
b) A(_37 _2)7 B(Ba 2)7 C(_37 5)

2. Wyznacz rownania prostych zawierajacych

Cwiczenie 6
Zapisz roéwnania prostych k: 2x+4y—6 = 0, [: —4z+2y+6 = 0, m: %x—iy =0

w postaci kierunkowej. Wskaz pary prostych prostopadtych. boki réwnolegtoboku ABCD przedstawio-

nego na rysunku obok.

Przyktad 4 3

. Wyznacz réwnania prostych zawierajacych
Wyznacz punkt wspolny prostych k: y=x —3il: y = —%l’ + 3.

przekatne réwnolegtoboku PQRS.
a) P(O7 _1)7 Q(472)7 R(77 6)7 S<373) i
b) P(0,4), Q(3,3), R(7,5), 5(4,6) A

Aby wyznaczy¢ punkt wspolny prostych ki [,

rozwiazujemy uktad réwnan:

y=x—3
y=—1z+3

r—3=—Jx+3

@ 4. Uzasadnij, ze czworokat o kolejnych wierzchotkach A(—2,2), B(0,—2),
C(6,1), D(0,3) jest trapezem prostokatnym.

5. Rozwiaz uktad rownan. Podaj jego interpretacje geometryczna.

%:1: =6
= —4 3r—y=3 3r+2y=1

Zatem x =4 oraz y = 1. a){x—l—y c){ Y e){ v
Proste k i [ przecinaja si¢ w punkcie (4,1). 20 +y=-5 20 — 3y =2 T—2y=-5
Przypomnijmy interpretacje geometryczng uktadu réwnan liniowych. Jesli b) { r42y=—1 d) { Sr—y =2 f) { STy =-95
proste [y i [, odpowiadajg réwnaniom uktadu, to mozliwa jest jedna z po- r—y=—4 r— 3y =—10 0T — 3y = —3
nizszych sytuacji. 6. Boki tréjkata sa zawarte w prostych 4o — 3y +6 = 0, 3z +4y — 8 = 0

Y4 v Y 3 oraz 7Tx +y — 27 = 0. Wyznacz wspolrzedne jego wierzchotkéow. Narysu]

N Ny ten trojkat.

Iy l2
ll \
2 O /] Sprawdz sie

- - -

O O
= B X [T X F X 7. Wyznacz réwnanie prostej przechodzacej przez punkt P i rownolegtej do
Uklad oznaczony — proste prze-  Uklad sprzeczny — proste =~ Uklad nieoznaczony — prostej QR.

cinaja si jednym punkcie. sa rownolegle i rozne. roste sie pokrywaja.
SRR e PR e PR a) P(=3,3), Q(1,2), R(4,2) b) P(—4,—1), Q(0,2), R(4, 1)
Cwiczenie 7

8. ABi B te?
Rozwiaz uktad réwnan. Podaj jego interpretacje geometryczna. Czy proste I BC' s prostopadie

y=—z+5 Sty = —4 2 —y = —1 a) A(2,1), B(0,4), C(3,6) b) A(-3,1), B(1,3), C(-2,8)
a) { Y = %a: 1 c) { v — 2 = —6 © { z— 2% =-5 9. Rozwiaz uktad réwnan. Podaj jego interpretacje geometryczna.
b){a:+y—3 d){3x2y—5 f) {23:3y—4 a){3x+_2y—8 b){x+2y:1 C){az;y_i%

3z —y=1 2c +y =1 —4z + 6y =8 r+y=1 20—y =17 20—y=26

2. Geometria analityczna 2.1. Prosta w uktadzie wspotrzednych - powtdérzenie

57 I



I 58

Przypomnij sobie

Twierdzenie Pitagorasa i twierdzenie do niego odwrotne

Twierdzenie Pitagorasa

Suma kwadratow diugosci przyprostokatnych tréjkata
prostokatnego jest rowna kwadratowi dtugosci przeciw- ¢ b
prostokatnej:

a®+b? = c? a

1. Dany jest trojkat prostokatny o przyprostokatnych a, b i przeciwprosto-
katnej c. Oblicz jego obwdd.

a) a=4,b=2v2 b) a=3v2,¢c=3V5 ) b=2c=2
2. Oblicz z.
a) b) V2
4 N6
\/7 X

3. Podstawa trojkata réwnoramiennego jest dtuzsza od jego ramienia o 2 cm,
a obwdd tego trojkata jest rowny 32 cm. Oblicz jego pole.

4. Wysokosé trojkata ABC' opuszczona z wierzchotka C' jest réwna 6. Oblicz
obwodd trojkata ABC.

a) C b) §
/D\ &
A 15 B A 5 B

Twierdzenie odwrotne do twierdzenia Pitagorasa

Jezeli suma kwadratéw dlugosci dwoch bokéw tréjkata jest réwna kwa-
dratowi dtugosci trzeciego boku, to trojkat ten jest prostokatny.

5. Sprawdz, czy tréjkat o podanych bokach jest prostokatny.
a) 5,12, 13 c) 21,3,332 e) 3v2, 2v/3, V6
b) 8, 15, 17 d) 15, 18, 25 f) 2v/3,3v2, 6

2. Geometria analityczna

2.2. Odlegtos¢ miedzy punktami
w uktadzie wspotrzednych

Odlegltos¢ miedzy punktami A i B jest rowna dlu- Y

B
gosci odcinka AB. YeFp-——>=-7"-5
Rozwazmy punkty A(zq,y;) i B(x2,y2) W prosto-
katnym ukladzie wspélrzednych (rysunek obok). Y2 — Y1

Odleglto$¢ miedzy nimi mozemy obliczy¢, korzysta-

jac z twierdzenia Pitagorasa: Y1 -
[AB? = (25 — 21)* + (y2 — 1)’

O] 11 T2 X

Twierdzenie

Odleglo$é miedzy punktami A(zy,y;) i B(xa,y2) jest rowna:
|AB| = \/(332 —x1)? + (Y2 — y1)?

Przyktad 1
a) Oblicz odleglo$¢ miedzy punktami A(2,1) i B(6,4).

(z1,y1) = (2,1) oraz (zq,ys) = (6,4), zatem:
[AB] = /(2 —21) + (1o —11)? = V(6 —2) + (4 - 1) =
= V42 +32=116+9=V25=5
~3,2) i B(9,-3).
(x1,91) = (=3,2) oraz (x2,y2) = (9, —3), zatem:

b) Oblicz odlegtosé miedzy punktami A(

2

AB| = /(o2 = o1 + (g2~ 92 = /(9 - (-3) + (-3 -2)2 =
=122 + 52 = /144 + 25 = V169 = 13
c¢) Oblicz odleglo$¢ miedzy punktami A(2,7) 1 B(—1,1).
AB| = /(-1 =22+ (1 =72 =9+ 36 = V45 = 3\/5

Cwiczenie 1

Oblicz odlegto$¢ miedzy punktami A i B.

a) A(=3,—-1), B(=5,-1) ¢) A(3-3), B(z.—1)

b) A(5,—6L), B(~7,—1%) d) A(3+V3,V7), B(V3,—4+V7)

2.2. Odlegtos¢ miedzy punktami w uktadzie wspotrzednych
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Przyktad 2

Oblicz obwdd i pole kwadratu ABCD przedsta-
wionego na rysunku obok.

Z rysunku odczytujemy: A(—1,—-2), B(4,0),
zatem dilugosé¢ boku kwadratu jest rowna:

\/(4 —(-1) + (0 (-2) = V2B rd=129

Obwod kwadratu ABCD jest réwny 4+/29.
Pole tego kwadratu jest rowne 29.

Cwiczenie 2
Oblicz obwéd i pole prostokata o kolejnych wierzchotkach A(—6,1), B(—3, —3),
C(5,3), D(2,7).

Cwiczenie 3

Oblicz obwody trojkatow
ABC i DEF przedstawio-
nych na rysunku obok.

//\L

N~

Cwiczenie 4

Czy trojkat ABC' jest rownoramienny?
a) A(1,3), B(6,4), C(4,—-1)

b) A(0,0), B(4,—1), C(3,3)

) A(=3,-3), B(12,-3), C(6,9)
d) A(-1,0), B(2 \/‘,C —/3,V/3)

Przyktad 3
Czy tréjkat o wierzchotkach A(—2,—4), B(4,2) i C(1,5) jest prostokatny?

4B = /(1= (-2)" + 2= (~4) = V3556 = VT2

|AC|:\/<1—(— 2))" + (——) =9+ 81 =90

IBC|=+/(1—-42+(5-22=v9+9=118
Zauwazmy, ze |AB|?> + |BC|?* =72+ 18 = 90 = |AC?.

Zatem z twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Pitagorasa wynika, ze trojkat
ABC jest prostokatny.

Cwiczenie 5

Czy trojkat ABC jest rownoramienny? Czy jest prostokatny?

a) A(—1,2), B(4,1), C(2,4) c) A(1,1), B(5,3), C(—1,6)

b) A(-3,0), B(1,—4), C(5,4) d) A(—4,0), B(—1,-3), C(5,3)

2. Geometria analityczna

Przyktad 4

Oblicz obwdd tréjkata, ktorego jednym z wierzchotkéw jest punkt przeciecia
prostych k:y = —x +4 i l: y = x — 2, a pozostale wierzchotki sa punktami
przeciecia tych prostych z osig OY.

Oznaczmy wierzchotki trojkata jak na rysunku. Prosta k przecina o$ OY
w punkcie A(0,4), a prosta | — w punkcie B(0,—2). Aby wyznaczy¢ wspol-
rzedne wierzchotka C'| rozwiazujemy uktad réwnan:

y=—x+4
{y—:r;—Z
—x+4=x-2

20 =6

Zatem x = 3 oraz y = 1. Punkt C' ma wspot-
rzedne (3,1).

Obliczamy dtugosci bokéw trojkata ABC:

|AB| =6

AC) = /(B=02+(1—4)2=9+9=3V2

BC| = /(8- 002+ (1—(-2)" = VO+9=3V2

Obwéd tréjkata ABC jest réwny 6(v/2 + 1).

Cwiczenie 6

Oblicz obwod trojkata, ktorego jednym z wierzchotkéw jest punkt przeciecia:
a) prostych y =z +2iy = —%a: — 4, a pozostate wierzchotki sa punktami
przeciecia tych prostych z osig OY,

b) prostych y = 3z — 3 iy = —x + 5, a pozostale wierzchotki sa punktami
przeciecia tych prostych z osia OX.

Zadania

1. Ktéry z czworokatéow KLMN i PQRS
(rysunek obok) ma wigkszy obwdod?

2. Ktoéry z odcinkéw AB i CD jest dtuzszy?
a) A(1,-2), B(4,4), C(2,2), D(8,—2)
b) A(-2,3), B(4,1), C(—1,1), D(4,6)
c) A(3,-2), B(8,-2),C(-2,2), D(2,5)
3. Czy trojkat ABC jest prostokatny?
a) A(3,0), B(—6,8), C(—2,—2)

2.2. Odlegtos¢ miedzy punktami w uktadzie wspotrzednych
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4. Cgzy trojkaty ABC i DEF sa przystajace lub podobne?
a) A(2,2), B(8,5), C(1,4), D(—2,0), E(4,-3), F(5,—1)
b) A(—1,1), B(2,5), C(0,4), D(4,4), £(0,2), F(—2,—4)

5. Dane sg dwa wierzchotki kwadratu ABCD. Oblicz jego obwdd i pole.
a) A(_27_1)7 0(475) b) B(37_4)7 0(172>

6. Oblicz obwdd, diugosci przekatnych oraz wysokosé rombu ABCD.
a) A(_37 0)7 B(07 1)7 0(174)7 D(_27 3)
b) A(_57 _2)7 B(27 _1)7 0(77 4)7 D(O7 3)

7. Uzasadnij, ze czworokat o kolejnych wierzchotkach A(—4,2), B(6,—3),
C'(4,3) i D(2,4) jest trapezem rownoramiennym. Oblicz jego pole.

8. Oblicz obwdd oraz wysokosci trojkata, ktorego jednym z wierzchotkéw jest
punkt przeciecia:

a) prostychy=z—1iy= —%x + 5, a pozostate wierzchotki sa punktami
przeciecia tych prostych z osia OY,

b) prostych y = x + 2 1 y = 3z — 6, a pozostale wierzcholki sg punktami
przeciecia tych prostych z osig OX.

9. Oblicz obwdd trojkata, ktoérego wierzchotkami sg punkty przeciecia pro-
stychy=2+3,y=—22+3,y=1z—1.

Sprawdz sie

10. Narysuj tamang PQRST i oblicz jej dtugosé.
a) P(—=7,0), Q(—1,3), R(—3,4), S(—1,5), T(3,3)
b) P(6,—-2), Q(2,1), R(—1,-1), S(6,—6), T'(2,—6)

11. Wierzchotkami kwadratu sa punkty A(—3,0), B(0,1), C(—1,4)1i D(—4,3).
Oblicz obwod tego kwadratu oraz dlugosé jego przekatnej.

@ 12. Uzasadnij, ze czworokat ABCD jest trapezem, a nastepnie oblicz jego
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obwdd i pole.
a) A(_37 2)7 B(67 2)7 0(47 6)7 D(17 6)
b) A<_37 _3)7 B(17 _5)7 C(lv 9)7 D<_37 1)
13. Sprawdz, czy trojkat ABC' jest prostokatny. Oblicz jego pole.
a) A(07 _2)7 B(37 7)7 C(_37 4) b) A(37 0)7 B(_47 _1)7 0(07 _4)

2. Geometria analityczna

2.3. Srodek odcinka

Jezeli znamy wspotrzedne koncéw odcinka, mozemy wyznaczy¢ wspotrzedne
jego srodka.

Srodek odcinka

Srodkiem odcinka AB o konicach w punktach
A(z1,91) 1 B(22,y2) jest punkt:

Ty + T2 Y1+Y2
S( 2 72 )

1
1/0
441

Przyktad 1
Wyznacz wspolrzedne srodka odcinka o koncach A(—3,2) 1 B(5,—4).

Srodek odcinka AB ma wspélrzedne <_32+5, %) = (1,-1).

Cwiczenie 1
Wyznacz wspoétrzedne srodka odcinka AB.
a) A(—2,-1), B(6,3)  b) A(—4,1), B(5,—8) «¢) A(,-2), B(3,})

Przyktad 2
Punkt S(1,5) jest srodkiem odcinka AB. Punkt B ma wspolrzedne (—3,4).
Wyznacz wspoélrzedne punktu A.

Niech punkt A ma wspétrzedne (zy,y;), wowczas:
x1—3 o . y1+4 o
— = 1 1 = 5
Ir1 = 5 1 Y = 6
Zatem punkt A ma wspolrzedne (5,6).

Cwiczenie 2

a) Dane sg punkt A(5,8) i punkt S(—1,—3) bedacy $rodkiem odcinka AB.
Wyznacz wspoétrzedne punktu B.

b) Punkt S(2,1) jest srodkiem odcinka o koncach A(xz,—2) i B(7,y). Oblicz
dtugosé odcinka AB.

c) Punkt S(1,1) jest srodkiem odcinka o koncach A(z,y) i B(zx + y,z — y).
Oblicz dtugos$é odcinka AB.

2.3. Srodek odcinka
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Definicja

Srodkowa tréjkata nazywamy odcinek laczacy wierzcholek tego tréjkata
ze Srodkiem przeciwlegtego boku.

Przyktad 3 e i o
Dany jest tréjkat ABC' (rysunek obok). Oblicz - """ e e 7 e e
dtugosé srodkowej tego trojkata poprowadzonej sl

z wierzcholka C. Grestherd
Niech D bedzie srodkiem odcinka AB: —

X
D(_22+4, —22+0> _ D(l,—l) | L
Obliczamy dtugosé¢ srodkowe;j: A :
CD| = \/(4- 12+ (4 — (-1))° = 9+ 25 = V34
Cwiczenie 3
Oblicz dtugosci érodkowych trojkata ABC.
a) A(_27 _1)7 B(67 3)7 C(_27 3)
b) A(_67 _1)7 B(27 3)7 C<_47 5)
Przyktad 4 Y C

Dane sa wierzchotki A(—4,-2), B(5,0),
C'(8,4) rownolegtoboku ABCD (rysunek
obok). Wyznacz wspotrzedne punktu prze-

/?IS

ciecia przekatnych tego réwnolegtoboku

oraz wspotrzedne wierzchotka D. i

Punkt S przeciecia przekatnych réwnolegtoboku dzieli je na potowy, zatem
punkt ten jest érodkiem odcinka AC'. Stad:

S<—42+87 —2;—4) — 5(2,1)

Punkt S jest rowniez srodkiem odcinka BD, zatem wspotrzedne (z,y) punk-
tu D spelniajg réwnania:

20 —9 i 29

2
Stad z = —1, y = 2, czyli D(—1,2).
Cwiczenie 4
Dane sa wierzchotki B(1,0), C'(0,5) 1 D(—7,4) réwnolegtoboku ABCD. Wy-

znacz wspotrzedne punktu przeciecia przekatnych tego rownolegtoboku oraz
wspotrzedne wierzchotka A.

2. Geometria analityczna

Przyktad 5
Czy punkt P(4,5) nalezy do okregu, ktorego srednica jest odcinek o koncach
A(-2,-1)1i B(6,3)?

) Y1
Srodek S okregu jest $rodkiem sSrednicy AB, wiec:

S<—22+6’ —12+3> — 5(2,1) B
Promien r okregu jest réwny diugosci odcinka BS, 11 2

zatem: 1 X
r=y(6-27+(B-12=VI6T4=v20=2V5 * J

Obliczamy odlegtos¢ punktu P od srodka okregu:
IPS|=/(4=2)2+(5—1)2=4+16=v20=2V5

Odlegltos¢ punktu P od $rodka okregu jest réwna promieniowi tego okregu,

zatem punkt P nalezy do okregu.

Cwiczenie 5

Oblicz dtugoséé okregu, ktérego srednica jest odcinek o koncach A(—4,3) oraz
B(8,—1). Czy punkt P(7,6) nalezy do tego okregu?

Zadania

1. Oblicz odlegtosé srodka odcinka AB od poczatku uktadu wspoétrzednych.
a) A(176)7 B(_772) b) A<_77 7)7 B(1171> C) A(gaﬁ)a B(_4a_\/7)

2. Dane sg punkt A(4,5) oraz punkt S bedacy srodkiem odcinka AB. Wy-
znacz wspoltrzedne punktu B.

a) S(—2,3) b) S(6,7) ¢) S(—3,1)

3. Dany jest odcinek o koncach A(—5,—3) i B(3,1). Wyznacz wspoélrzedne
punktéw dzielacych ten odcinek na cztery odcinki réwnej dtugosci.

4. Dany jest punkt A(—4,—3). Oblicz dtugo$¢ odcinka AB, ktérego:
a) srodkiem jest punkt S(—1,—2), Y B
b) $rodek lezy na osi OX, a odcieta punktu B
jest réwna 2.

5. Oblicz pole rombu o wierzchotkach O(0,0),
A(4,2), B(6,6) i C(2,4) oraz pole prostokata, A
ktorego wierzchotkami sg Srodki bokéw rombu
OABC (rysunek obok). Ol 1 X

2.3. Srodek odcinka
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6. Dany jest prostokat o wierzchotkach A(—4, —3), B(8,3),C(6,7)1 D(—6,1).
Oblicz obwdd tego prostokata oraz obwdd rombu, ktoérego wierzchotkami
sg $rodki bokéw prostokata ABCD.

7. Wyznacz wspoélrzedne srodkéw odcinka AC' i odcinka BD. Czy czworokat
ABCD jest rownolegltobokiem?

a) A(—2,-1), B(17,2), C(18,5), D(—1,2)
b) A(la _1)7 B(77 1)7 0(875)7 D(272)
8. Punkty A(1,2), B(—1,—1) i C(5,2) sa wierzchotkami réwnolegtoboku

ABCD. Oblicz wspotrzedne punktu S bedacego srodkiem odcinka AC,
wspolrzedne wierzchotka D oraz obwdd tego réwnolegtoboku.

9. Wierzcholek D kwadratu ABCD ma wspélrzedne (3,6). Punkt S(2,3)
jest punktem przeciecia przekatnych tego kwadratu, a punkt P(4,4) jest
srodkiem boku CD. Wyznacz wspoétrzedne wierzchotkow A, B i C. Oblicz
pole tego kwadratu.

10. Dany jest trapez o kolejnych wierzchotkach A(—6,—4), B(6,2), C(0,4)
i D(—4,2) oraz wysokosci 2v/5. Wyznacz érodki ramion AD i BC. Oblicz
pole tego trapezu.

11. Czy punkt P nalezy do okregu, ktérego srednica jest odcinek AB?
a) A(_17 _1)7 B(57 3)7 P(074) b) A(_57 5)7 B(77 1)7 P(_17 _3)

Sprawdz sie

12. W ktorej ¢wiartce uktadu wspotrzednych lezy srodek odcinka AB?
a) A(-17,3), B(7,19)  b) A(1,2), B(-2,-3)  ¢) A(3.3), B(-1.3)
13. Wyznacz wspélrzedne srodkéw bokéw kwadratu o wierzchotkach A(—3,2),
B(1,0), C(3,4)i D(—1,6).
14. Oblicz dtugodci srodkowych tréjkata ABC.
a) A(_37 2)7 B(L 4)7 C(_37 8) b) A(_27 _1)7 B(107 3)7 0(27 3)

15. Oblicz wspoétrzedne srodka i promien okregu o Srednicy PQ).
a) P(_472)7 Q(27 _6) b) P(_77 _1)7 Q(573)

16. W trapezie o wierzchotkach A(6,5), B(—6,—1), C(—2,—3) oraz D(2,—1)
punkt P jest $rodkiem ramienia AD, a punkt () — srodkiem ramienia BC'.
Oblicz dtugosci odcinkow AB, CD i PQ).

2. Geometria analityczna

2.4. Okrag w uktadzie wspotrzednych

Na rysunku obok przedstawiono okrag o promieniu 3
i srodku w poczatku uktadu wspotrzednych. Zauwaz,
ze wspolrzedne dowolnego punktu P(x,y) tego okregu

spelniaja réwnanie:

72 42 = 32

Réwnanie okregu o srodku w punkcie (0,0)

i promieniu r > 0 jest zbiorem wszystkich punktéw,

ktérych wspélrzedne (z,y) spelniaja réwnanie:
2

W
Okrag o srodku w poczatku uktadu wspolrzednych / P(z,y)
\C

2 +y2=r

7’2”

Uwaga. Zamiast ,okrag o réwnaniu z2 + y? = bedziemy tez pisa¢ krotko: ,okrag

:,E2 + y2 — ,’,277'

Przyktad 1
Okrag o srodku w poczatku uktadu wspoétrzednych i promieniu » = 10 ma
réwnanie:
%+ y? = 102
Punkt P(—6,8) nalezy do tego okregu, poniewaz (—6)% 4+ 8% = 102

Cwiczenie 1
Czy do okregu o $rodku w poczatku uktadu wspoétrzednych i promieniu 3
nalezy punkt: a) (1,3), b) (0,3), ¢) (=3,0)7

Przyktad 2

Okrag o srodku w poczatku uktadu wspédirzednych el . .

i promieniu 7 = v/2 (rysunek obok) ma réwnanie: ﬁ\
x4y =2 f 5

Do tego okregu naleza cztery punkty o obu wspoétrzed- i Q} X

nych calkowitych: (1,1), (—=1,1), (=1,—1) i (1,—1). ?

Cwiczenie 2

Podaj réwnanie okregu o srodku w poczatku uktadu wspoéirzednych i promie-
niu r. Ile punktéw o obu wspoéirzednych catkowitych nalezy do tego okregu?
a) r=2 b)r=4 c) r=>5 d)r=717

2.4. Okrag w uktadzie wspétrzednych
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Cwiczenie 3

Do okregu o $rodku w punkcie O(0,0) i promie-
niu r = /5 (rysunek obok) nalezy osiem punktéw
o obu wspoétrzednych catkowitych. Podaj réwnanie

tego okregu oraz wspoétrzedne tych punktow.

Cwiczenie 4
Podaj rownanie okregu o srodku w punkcie O(0, 0) i promieniu r oraz nalezace
do tego okregu punkty o obu wspoéirzednych catkowitych. Przedstaw to na ry-
sunku.

)r:2\/§ b)r:3\/§ C)T’:\/TO d)r:\/ﬁ

Cwiczenie 5
Podaj réwnanie okregu o $rodku w punkcie O(0,0) przechodzacego przez

punkt: a) (0,6), b) (=8,0), ¢) (v/3,0), d) (0,5v2).

Przyktad 3 » Y
Punkt P(—2,3) lezy na okregu o srodku w punkcie ' e
0(0,0). Wyznacz réwnanie i promien tego okregu.

Do réwnania okregu z? + y* = r? podstawiamy
r=-21y=3:

(_2)2 + 32 — T2
Stad r* = 13, czyli réwnanie okregu ma postaé

r? +y? = 13, a jego promien r = v/13.

Cwiczenie 6
Okrag o érodku w punkcie O(0,0) przechodzi przez punkt P. Wyznacz réw-
nanie i promien tego okregu.

a) P(5,—12) b) P(-3,-3) c) P(—4,-5) d) P(v/3—1,v/3+1)

Wzér na odlegtosé miedzy dwoma punktami mozna wykorzysta¢ do wyzna-
czenia réwnania okregu o srodku w punkcie (a,b) i promieniu r.

Przyktad 4
Podaj réwnanie okregu o $rodku w punkcie S(2,1) i promieniu r = 3.

Szukany okrag jest zbiorem wszystkich punktéw (x,y),
ktérych odlegtosé od punktu S(2,1) jest réwna 3,
zatem rownanie okregu ma postac:

Ve -2+ (y-132=38 /)
(x-2)+(y-2) =3

2. Geometria analityczna

Réwnanie okregu o srodku w punkcie (a,b)

Okrag o srodku w punkcie S(a,b) i promieniu r > 0 ¥ (2,7)
jest zbiorem wszystkich punktow, ktérych wspoét- T, ’
rzedne (zx,y) spelniaja rownanie: S

(z — a)? + (y — b)? = 12 S

Cwiczenie 7
Podaj réwnanie okregu o srodku w punkcie S i promieniu 7, a nastepnie
narysuj ten okrag.

a) S(2,5), r=3 b) S(=7,6), r=2 c) S(—4,-3), r=+2
Cwiczenie 8

Wyznacz wspoétrzedne srodka i promien okregu o podanym réwnaniu.

a) (x—2)2+ (y—5)?%=16 e) (x+ 1) +(y—3)2 =27

b) (x—4)>+ (y+5)2=9 f) 22+ (y+ ) =10

¢) (x+3)*+ (y —2)* =100 g) (x—6)2+y*>=45

d) (z45)%+ (y+9)> =225 h) (z—v2) +(y—+3) =8
Przyktad 5

Czy punkt P(4,7) nalezy do okregu o $rodku w punkcie S(1,3) i promieniu 57
Do réwnania tego okregu:
(x—1)>+ (y—3)*>=25
podstawiamy wspotrzedne punktu P i otrzymujemy:
(4—1)2+(7T-3)2=3>+4>=25
Zatem punkt P nalezy do tego okregu.

Cwiczenie 9
Ktory z punktéw: P(3,4) czy Q(—1,5) nalezy do okregu o srodku w punkcie
S(1,2) i promieniu /137

Przyktad 6
Wyznacz réwnanie okregu o $rodku w punkcie S(2, —1) przechodzacego przez
punkt P(3,1).

Obliczamy promien: r = |SP| = \/(3 —2)2 + ( — (—1))2 = V1+4=1/5.

Zatem réwnanie okregu ma postaé (x — 2)* 4+ (y + 1)? = 5.

2.4. Okrag w uktadzie wspétrzednych
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Cwiczenie 10
Wyznacz rownanie okregu o srodku w punkcie S przechodzacego przez
punkt P. Narysuj ten okrag.

a) S(0,—1), P(1,1) b) S(=3,-1), P(=1,3) ¢) S(—1,1), P(2,2)

Zadania

1. Wyznacz réwnanie okregu o $rodku w punkcie O(0,0) przechodzacego
przez punkt P. Czy punkty A i B naleza do tego okregu?

a) P(0,—10), A(6,—8), B(=8,—6) c) P(3,V/7), A(0,—4), B(2v/3,V3)
b) P(=5,3), A(—6,0), B(=3,-5) d) P(v/2,3v2), A(2,4), B(2v/5,2/5)

2. Narysuj w jednym uktadzie wspoétrzednych okregi K; i K,. Oblicz pole
pierscienia kotowego ograniczonego tymi okregami.

a) Ki: 22 +9y* =5, Ky 2> +y*=10
b) Ki: 2?2 +y* =13, Ky 2? +y*> =17

3. Podaj wspoétrzedne srodka okregu i jego promien.
a) (z+3)°+(y—6)>=38 c) (z—1)2+(y+5)*>=16
b) 22+ (y—1)2=3 d) (z —v2)2+3y> =18

4. Dopasuj okregi K, Ky, K31 K, (rysunek
obok) do odpowiednich réwnan.
. 22+4*=9
II. 22+ (y+2)*=4
II. (z—3)*+ (y—1)2
IV. (z+3)*+ (y — 2)?

4
1

5. Podaj réwnanie okregu o srodku w punkcie S i promieniu 7.

a) S(1,3), r =2 c) S(—6,2),r =13 e) S(=5,-1), r =25
b) S(—=2,-3),r=7 d) S5, -1, r=21 f) S(V3,0),r=3V3

6. Wyznacz rownanie okregu, ktéry ma srodek w punkcie S'i przechodzi przez
punkt P.

a) 5(2,0), P(1,3) ¢) S(2,-3), P(4,—~1) ¢) S(—5,2), P(—8,—2)
b) S(4,1), P(1,—3)  d) S(=3,1), P(1,5)  f) S(—4,-2), P(~1,0)

7. Narysuj okrag (z — 5)* + y? = 25. Ile punktéw o obu wspolrzednych cal-
kowitych do niego nalezy?

2. Geometria analityczna

10.

11.

12.

Wyznacz rownanie okregu, ktorego srednica jest odcinek AB. Narysuj ten
okrag.

a) A(1,2), B(7,2) c) A(—1,-2), B(3,6) e) A(=3,—4), B(5,2)
b) A(—3,3), B(—3,-5) d) A(~1,1), B(3,3) ) A(~2,-3), B(6,—1)

Wyznacz réwnanie okregu opisanego na trojkacie prostokatnym ABC.
a) A(—1,2), B(6,—2), C(3,4) c) A(2,3), B(5,—1), C(—=3,-7)
b) A(_27 _4)7 B(67 0)7 0(07 2) d) A(_47 1)7 B(47 _3)7 0(87 5)

Wyznacz rownanie okregu opisanego na kwadracie ABCD oraz réwnanie
okregu wpisanego w ten kwadrat.

a) A(0,6), B(2,0), C(8,2), D(6,8)
b) A(-2,0), B(0,—4), C(4,-2), D(2,2)
Wyznacz réwnanie okregu, do ktorego naleza wierzchotki prostokata
ABCD.

a) A(=3,-1), B(1,-3), C(4,3), D(0,5) Y |

b) A(_9,2)’ B(—1,—4)’ 0(2’0), D(_6,6) sl e

a) Podaj réwnania okregow K, Ky, K3
i K, przedstawionych na rysunku obok.

b) Jaki procent pola kola ograniczonego
okregiem K, zostal zacieniowany?

c) Podaj rownanie okregu o $rodku (1, 0),

ktory ma z okregiem K, jeden punkt

wspolny.

Sprawdz sie

13.

14.

Podaj réwnania okregow K, Ko, .
K;, K4, K51 Kg przedstawionych ﬁ
na rysunku obok. i

Odcinek AB jest érednica okregu /.
o $rodku w punkcie S. Wyznacz

réwnanie tego okregu oraz oblicz
wspoOlrzedne punktu A.

a) B(7,1), 5(3,-1)
b) B(1,5), S(—2,1)

2.4. Okrag w uktadzie wspétrzednych
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2.5. Wzajemne potozenie dwoéch okregow

Przypomnijmy, jak moga by¢ potozone wzgledem siebie dwa rézne okregi.

Okregi styczne
(maja jeden punkt wspdlny)
styczne zewnetrznie styczne wewnetrznie

S8 = R4 7 15,5 = [R— 1]

Okregi przecinajace sie
(maja dwa punkty wspélne)

‘3 ‘R—T|<’51SQ‘<R+T

Okregi rozlaczne
(nie maja punktéw wspdlnych)
roztaczne zewnetrznie roztaczne wewnetrznie

@@ ssioner (K2D) s <inn
S1 S X

Przyktad 1 L4
Na rysunku obok przedstawiono: N e

» okrag o srodku S;(—1,1) i promieniu R = 2,
» okrag o srodku S5(—2,1) i promieniu r = 1.

Zauwaz, ze |R —r| = 1 = |51.5;]. Okregi te maja

jeden punkt wspélny (sa styczne wewnetrznie).

Cwiczenie 1

Narysuj w uktadzie wspotrzednych okrag o sSrodku w punkcie S; i promieniu R
oraz okrag o $rodku w punkcie S; i promieniu r. Podaj odleglos¢ miedzy
srodkami tych okregéw. Ile punktow wspdlnych maja te okregi?

a) S1(—1,0), R =15, S5(1,0), r =2 c) 51(—2,0), R=6, Sy(—2,4),r =2
b) 51(0,3), R =4, S5(0,-2), r =1 d) 51(0,0), R=3, 55(2,2), r =2

2. Geometria analityczna

Przyktad 2
Ile punktéw wspolnych maja okregi:

Ki:(x—=3)24+(y—4)?=16 i Ky: (x—1)>+ (y—2) =47
Srodkiem okregu K, jest punkt S;(3,4), a promien tego okregu R = 4.
Srodkiem okregu K> jest punkt S»(1,2), a promiefi tego okregu r = 2.
Obliczamy odlegtos¢ miedzy srodkami tych okregéw:

1919, = /(B—1)2+(4-22=4+4=/8=2/2
R+7r =6 oraz |[R—7r| = 2, zatem |[R—7| < |51 55| < R+7r (gdyz 2 < 2v/2 < 6),
wiec okregi K i K, maja dwa punkty wspélne (przecinaja sie).

Cwiczenie 2
Ile punktow wspolnych majg okregi K i K57

a) Ki: (x—1)*4+(y—1)?=20, Ko: (x —7)*+(y—4)*=5
b) Ki: (x—3)*4+(y—2)>=49, Ky: (x —2)*+(y+1)*=9
¢c) Ki: (zx+3)*+(y—3)=36, Ko: (z+1)*+(y+1)*=4
d) Ki: (x—4)>+(y—4)* =40, Ky: (x—1)*+(y—3)*=10
Przyktad 3

Dane sg okrag Ki: (v + 3)? + (y + 2)? = 25 oraz okrag K, o $rodku w punk-
cie S5(5,4) i promieniu r. Dla jakich wartosci r okregi te maja jeden punkt
wspolny?

Srodkiem okregu K jest punkt S;(—3,—2), a promien tego okregu R = 5.
Obliczamy odlegto$¢ miedzy srodkami okregéw K; i Ks:

1515,| = \/( — (—3))2 +(4- (—2))2 = 64+ 36 = 10

Dane okregi maja jeden punkt wspolny, gdy:

« sa styczne zewnetrznie, czyli [S;19| = 10 =5 + r, zatem r = 5,
lub
» 53 styczne wewnetrznie, czyli |S;5;| = 10 = |5 — r|, zatem r = 15.

Cwiczenie 3
Dane sg okrag K;: (z+3)*+(y—2)? = 16 oraz okrag K, o $Srodku w punkcie S,
i promieniu r. Dla jakich wartosci r okregi te maja jeden punkt wspélny?

2) Sy(4,2) b) Sy(—4,4)
Cwiczenie 4

Dane sa okrag (x+7)*+ (y—5)* = 25 oraz okrag o $rodku w punkcie S(5, —4)
i promieniu r. Dla jakich wartosci r okregi te maja dwa punkty wspolne?

2.5. Wzajemne potozenie dwoch okregéw
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Zadania Wspotrzedne geograficzne

1. Dane sg okregi K, i K. Oblicz odlegto$¢é miedzy $rodkami tych okregow

Okreslajac polozenie punktu na kuli ziemskiej,
podaje sie jego:

i okresl ich wzajemne potozenie.

a) Ki: (z—3)*+y* =4 Ky: (x—=3)°+ (y—6)* =16 szeroko$¢ geograficzng (kat « mierzony od réwnika
b) Ki: (x+2)2+ (y+2)2 =1, Ky (x+2)*+ (y—3)* =36 w kierunku pétnocnym albo potudniowym),
c) Ki: (x4+2)*+ (y+1)* =90, Ky (x—1)2+(y—3)2=25 dlugos$¢ geograficzng (kat 8 mierzony od potudnika
d) Ki: (z+4)2 + (y — 5)2 = 84, Ko (2 4+5)%+ (y+2)% = 16 zerowego w kierunku wschodnim albo zachodnim).
e) Ki: (z+1)° +(y —8)° =49, Ko (2 —1)" + (y —6)° = 4 Tak okre$lony uktad wspotrzednych wykorzystuje sie
f) Kll (Z — 7) + (y 2) = 49, K2: ($ + 5)2 + (y + 3)2 =25 przy tworzeniu map.

2. Oblicz odlegtosé miedzy srodkami okregow K i K. Dla jakich wartosci r,

gdzie r > 0, okregi te maja jeden punkt wspolny, a dla jakich — dwa punkty Na mapie punkt O oznacza polozenie Zamku Ogrodzieniec

wspolne? (50°27'N, 19°33'E), pokazanego na zdjeciu obok.
a) Ki: (x —5)*+ (y+ 1)* = 64, Ko (x4 7+ (y—4)* =12 —

b) Ki: (x+2)%+ (y+ 1) = 16, Ky: (x —3)*+ (y —3)* =r?

c) Ki: (x—2)*+ (y — 5)* = 49, Ky (x+6)*+ (y— 1) =r?

3. Srednicg okregu K, jest odcinek AB, a $rednica okregu Ko — odcinek CD.
Wyznacz rownania tych okregéw i okresl ich wzajemne potozenie.

a) A(=3,-1), B(1,3), C(3,3), D(L,5)
b) A(=5,1), B(—1,-3), C(1,~1), D(1,5)
¢) A(=2,1), B(4,1), C(3,2), D(1,4)

4. QOkregi o promieniach 1, 2 i 3, parami

styczne zewnetrznie, sg potozone w spo- /~
1

s6b przedstawiony na rysunku obok. Kl Punkty A, B, C, D odpowiadajg potozeniu czterech zamkéw pokazanych na zdjeciach.

Wyznacz wspolrzedne srodka najmniej- Q 1 ‘ X Dopas] kazdy punit do W*aSCIW?go zamK.
szego okregu. e g _—

Sprawdz sie

5. Tle punktéw wspdlnych majg okregi Ki: (x +2)* 4+ (y + 1) = 251 K7 i | o R
a) Ko (2 42)°+(y—2)° =2 ¢) Ky (w4 +(y+4)° =5 Zamek w Niedzicy
b) Ky: (x —7)2+ (y — 5)> =25 d) Ky (x—6)2+ (y+7)% = 225 49__25"\" 20"19°E

6. Dany jest okrag K; o srodku S;(1,3) i promieniu r. Dla jakich wartosci r

okrag ten ma jeden punkt wspolny z okregiem K., a dla jakich — dwa
punkty wspolne?

a) Ko: (x+2)*+(y+1)*=4 b) Ky: (x —4)* 4+ (y+3)> =25

4% Zamek Czocha ABTS L ZdMek w Gniewie
W 74 2. Geometria analityczna e 51°02NS15°18'E L 0 " 53°50'N, 18°50’E
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2.6. Wzajemne potozenie okregu i prostej

Przypomnijmy, ze okrag i prosta moga mie¢ dwa punkty wspoélne, jeden punkt
wspo6lny lub nie mie¢ punktow wspolnych.

Niech |OP| bedzie odlegloscia $rodka okregu od proste;j.

OP| < r Prosta, ktora ma z okregiem dwa punkty wspol-
ne, nazywamy jego sieczng. Odlegtos¢ siecznej od
srodka okregu jest mniejsza od jego promienia.

Odcinek taczacy punkty, w ktérych sieczna prze-

cina okrag, nazywamy cieciwag.

Prosta, ktora ma z okregiem jeden punkt wspoél-
ny, nazywamy styczna do okregu (wspdlny punkt
nazywamy punktem stycznosci). Promien okregu
poprowadzony do punktu stycznosci z prosta jest
do niej prostopadtly. Odleglosé stycznej od srodka
okregu jest réwna jego promieniowi.

|OP| =r

[OP|>r . .
Na rysunku obok okrag i prosta nie maja punk-

*

4P téw wspdlnych (sa roztaczne). Odleglosé prostej
od srodka okregu jest wieksza od jego promienia.

Przyktad 1
Ile punktéw wspdlnych z okregiem o srodku w punkcie (1,0) ma prosta x = —2

w zaleznosci od promienia r tego okregu?

Dana prosta:
» ma jeden punkt wspolny z okregiem dla r = 3
(rysunek obok),

» ma dwa punkty wspolne z okregiem dla r > 3,
* nie ma punktéw wspoélnych z okregiem dla
0<r<3.

Cwiczenie 1
Ile punktéw wspodlnych z okregiem o srodku w punkcie S ma prosta k w za-
lezno$ci od promienia r tego okregu?

a) S(2,-2), kry=2 ¢) S(=2,2), krx=+/3
b) S(—1,3), kiy=—4 L

2. Geometria analityczna

Przypomnijmy, ze jesli odcinek AB jest cieciwa
okregu, to Srodek okregu nalezy do symetralne] i
tej cieciwy. P

Przyktad 2
Dane sa okrag o réwnaniu z? + y®> = 16 i prosta [: z = 3. Oblicz dlugosé
cieciwy wyznaczonej przez punkty ich przecigcia.

Niech A(3,y1), B(3,y2) beda punktami przeciecia
okregu z prosta x = 3 (rysunek obok). Wspélrzedne
Y1 1 Y2 wyznaczamy, podstawiajac x = 3 do réwna-

nia okregu:
€ 32 +y*> =16

y' =7
Y = _\/?7 Yo = \/7
Zatem dtugosc¢ cieciwy jest réwna:

|AB| = 2V/7

Cwiczenie 2
Oblicz dtugosé cieciwy wyznaczonej przez punkty przeciecia prostej [ i okregu
o réwnaniu (z — 2)* 4+ y* = 25,

a) l: x =4 b)l: z=-1 c) l:y=-3

Przyktad 3

Punkty przeciecia okregu o $rodku S(2, 1) i prostej I: © = 6 sa koncami cieciwy
o dtugosci 4. Wyznacz réwnanie tego okregu.
Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku obok.
Punkt P ma wspélrzedne (6,1), wiec |SP| = 4
oraz |AP| = 2. Korzystamy z twierdzenia Pi-

A

tagorasa dla trojkata SPA i obliczamy kwadrat
promienia okregu:

r? =42+ 2% =20
Zatem rownanie okregu ma postac:
(2= 2)° + (y— 1) = 20

Cwiczenie 3
Cieciwa o dtugosci 6 jest wyznaczona przez punkty przeciecia prostej [ i okregu
o $rodku w punkcie S. Wyznacz rownanie tego okregu.

a) l:x=3, S(—1,-2) b) l: y=-2, S(4,1)

2.6. Wzajemne potozenie okregu i prostej
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Cwiczenie 4

Trojkat réwnoramienny ABC' jest wpisany w okrag (x — 1)* + (y — 1)? = 8.
Punkty A(—1,—1) i B(3,—1) sa wierzchotkami przy podstawie tego tréjkata.
Wyznacz wspoétrzedne wierzchotka C.

Zadania

1. Tle punktéw wspélnych z okregiem (x + 3)? 4+ (y — 1)? = r? ma prosta k
w zaleznosci od promienia r tego okregu?

a) k:y =5 b) kiy=-2  ¢) kiz=5 d) k:x=—

N | =

2. Wyznacz réwnanie okregu o srodku S majacego jeden punkt wspolny
z prosta k.

a) S(1,3), k:y =—1
b) S(-3,-4), k:y=4

c) S(—2,2), k:x=4
d) S(4,-2), k: x = —6

3. Okrag o érodku S(2,0) przecina prosta = 4 w punktach A i B. Wyznacz
rownanie tego okregu oraz oblicz dlugo$é tuku AB.

a) A(4a 2)7 B(47_2> b) A(472\/§)7 B(47_2\/§)

Y

4. Prostal:y = %a: + 4 jest styczna do okregu /
o $rodku S(—3,0) w punkcie A(—4,2) (ry-
sunek obok). Odcinek AB jest srednica tego
okregu. Wyznacz réwnanie okregu oraz row-

nanie stycznej do niego w punkcie B. WO 1 X

B

Sprawdz sie

5. Ile punktéw wspdlnych ma podany okrag z prostyg y = —27
a) (w+5)2 + (y — 4)* = 36 Q) (w+2)2+(y—6)2 =14
b) (x =8+ (y+1)>=4 d) (x—=3)*+ (y+4)>=8
6. Wyznacz rownanie okregu o srodku S stycznego do prostej k.
a) S(3,—4), k:y=5 b) S(—2,—1), k: x = 10
7. Tle punktéw wspélnych z prosta AB ma okrag (z + 3)% + (y — 2)? = 167
a) A(—2,-3), B(4,-3) b) A(1,-3), B(1,5) c¢) A(1,v/35), B(3,V35)

8. Podaj réwnania stycznych do okregu (z—3)*+ (y +1)? = 49 réwnoleglych
do osi: a) OX, b) OY.

2. Geometria analityczna

2.7. Symetria osiowa

Zal6zmy, ze punkt A nie nalezy do prostej [.

Punkt A’ nazywamy punktem symetrycznym do punktu A
wzgledem prostej [, jezeli punkty A i A’ lezg na prostej pro-
stopadtej do prostej [ i srodek odcinka AA" nalezy do prostej [
(prosta [ jest symetralng odcinka AA’).

Punktem symetrycznym wzgledem prostej [ do punktu nale-

zacego do tej prostej jest ten sam punkt (patrz punkt B na
rysunku obok).

Definicja

Symetria osiowa wzgledem prostej [ (lub symetria wzgledem prostej [)
nazywamy przeksztatcenie, ktore kazdemu punktowi ptaszczyzny przypo-
rzadkowuje punkt do niego symetryczny wzgledem proste;j .

Prosta [ nazywamy osig symetrii. Punkt A" symetryczny wzgledem pro-
stej [ do punktu A nazywamy obrazem punktu A.

Na rysunku ponizej przedstawiono trojkaty ABC' i DEF oraz ich obrazy w sy-
metrii osiowej wzgledem prostej [ — odpowiednio tréjkaty A'B'C" i D'E'F".

Obrazem dowolnej figury w symetrii osiowej jest figura do niej przystajaca.
Na przyktad obrazem tréjkata jest trojkat do niego przystajacy, a obrazem

okregu jest okrag o takim samym promieniu. |

L/
Cwiczenie 1
Narysuj w zeszycie szesciokat foremny, a nastepnie jego
obraz w symetrii wzgledem prostej (rysunek obok): J
a) ly, b) s, c) 3. /
h,/ la) Is'\

2.7. Symetria osiowa
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Definicja
Figure nazywamy osiowosymetryczng, jesli jest ona swoim wtasnym obra-

zem w symetrii wzgledem pewnej prostej (.
Prosta [ nazywamy wowczas osig symetrii tej figury.

Cwiczenie 2
Podaj, ile osi symetrii maja ponizsze figury.

kwadrat trojkat rownoboczny prostokat koto

B Symetria wzgledem osi uktadu wspétrzednych

YI.
Przyktad 1 S
W symetrii wzgledem osi: e o e )
¢« OX obrazem punktu A( %2 X 3) jest punkt A’( 92 ! _3)7 O A L ..... : ......
» OY obrazem punktu A(2, 3) jest punkt A”(—2,3). o |
o 1 X
W Symetrii Wzglegdem OSi: ......................... :
= OX obrazem punktu P(z,y) jest punkt P'(z, —y), : o
= OY obrazem punktu P(z,y) jest punkt P"(—z,vy). S Y

Cwiczenie 3

Podaj wspotrzedne konicéw odcinka A’ B’ symetrycznego do odcinka AB wzgle-
dem osi OX oraz odcinka A”B”" symetrycznego do odcinka AB wzgledem
osi OY. Narysuj w jednym uktadzie wspolrzednych odcinki AB, A’'B’ i1 A" B".
a) A(Oa?’): B(370) b) A(l,—Z), B(_473) C) A(_57 1)7 B(174)

Cwiczenie 4
Dany jest trojkat ABC' o wierzchotkach A(0,3), B(2,—1), C(3,—1). Narysu]
ten trojkat oraz jego obraz w symetrii wzgledem: a) osi OX, b) osi OY.

Cwiczenie 5

Dane sa punkty A(—2,1), B(2,—3), C(4,—1) i D(0,3). Podaj wspélrzedne
wierzchotkéw prostokata bedacego obrazem prostokata ABCD w symetrii
wzgledem: a) osi OX, b) osi OY.

2. Geometria analityczna

Przyktad 2
Na rysunku obok przedstawiono okrag K f Y L f

dany réwnaniom (z — 3)° 4 (y+ 12 =4, e
Okrag K' jest symetryczny do okregu K
wzgledem osi OX (okregi te maja réwne
promienie, a ich $rodki sg symetryczne

wzgledem osi OX).
Okrag K" jest symetryczny do okregu K

wzgledem osi OY (okregi te maja réwne
promienie, a ich Srodki sa symetryczne
wzgledem osi OY).

Cwiczenie 6
Podaj réwnania okregéw K’ i K" z powyzszego przyktadu.

Cwiczenie 7
Podaj réwnanie okregu K’ symetrycznego do okregu K wzgledem osi OX oraz
rownanie okregu K" symetrycznego do okregu K wzgledem osi OY.

a) K: (x+3)°+ (y—2)*=16 c) Ki(x—=3)+(@y—-2?%*=1
b) K: (x+2)*+ (y+4)*=13 d) K: (x+1)*+ (y+6)* =49

Zadania

1. Sprawdz, czy odcinki AB i A’B’ sg symetryczne wzgledem osi OX lub
osi OY.

a) A(—2,1), B(3,-2), A'(-2,-1), B'(3,2)
b) A(_374)7 B(_17 _2)7 Al(374)7 B/(la _2)
c) A(—4,-3), B(2,2), A'(—4,3), B'(—2,2)
d) A(-2,0), B(0,4), A'(2,0), B'(0,—4)
2. Narysuj w jednym uktadzie wspétrzednych trojkat symetryczny do troj-

kata ABC wzgledem osi OX oraz trojkat symetryczny do trojkata ABC
wzgledem osi OY.

a) A(—1,2), B(5,3), C(2,5) c) A(-3,2), B(0,-3), C(3,2)
b) A(—3,0), B(—2,—5), C(0,3) d) A(=3,-1), B(9,-2), C(2,1)

3. Oblicz pole czesci wspolnej kwadratu K o wierzchotkach (—5,1), (=2, —2),
(1,1), (—2,4) oraz kwadratu symetrycznego do kwadratu K wzgledem:

a) osi OX, b) osi OY'.

2.7. Symetria osiowa
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4. a) Prostokat A'B'C'D’ jest symetryczny do prostokata o wierzchotkach
A(—4,-2), B(0,—4), C(3,2) i D(—1,4) wzgledem osi OY. Ile punktéw
o obu wspoélrzednych catkowitych nalezy do wielokata bedacego czescig
wspolna tych prostokatow?
b) Réwnolegtobok A’B'C'D’ jest symetryczny do réwnolegtoboku o wierz-
chotkach A(—4,0), B(2,—2), C(4,2) i D(—2,4) wzgledem osi OX. Oblicz
pole i obwdd deltoidu bedacego czesciag wspdlng tych rownolegtobokow. Ile
punktow o obu wspotrzednych catkowitych nalezy do tego deltoidu?

5. Wyznacz réwnanie okregu K’ symetrycznego do okregu K wzgledem pro-
stej y = 0. Sprawdz, czy punkt P(—3,2) nalezy do okregu K'.
a) K: (x —1)*+(y—1)?=25 ¢c) K:(x+3)2?+y*=4
b) K: (x —2)*+ (y+2)* =41 d) K: (z+ 1)+ (y—4)* =40

6. Wyznacz réwnanie okregu K’ symetrycznego do okregu K wzgledem pro-
stej x = 0. Narysuj te okregi i odczytaj wspoéirzedne ich punktéw wspol-
nych. Sprawdz wynik, podstawiajac wspoélrzedne odczytanych punktéw
do réownan okregow K i K'. Oblicz pole rombu, ktérego wierzchotkami sa
srodki okregéw K i K' oraz punkty wspolne tych okregow.

a) K: (x—4)*+ (y+2)?=25 c) K: (x+3)2?+(y—1)*=13
b) K: (z4+2)*+ (y—1)>=38 d) K: (z—2)*+ (y—3)* =20

@ 7. Wyznacz réwnanie okregu K’ symetrycznego wzgledem osi OX do okregu
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K:(x — 3+ (y — 3)? = 18. Wykaz, ze okregi K i K’ przecinaja sie
w punktach O(0,0) 1 P(6,0). Oblicz pole czesci wspolnej kot ograniczonych
przez te okregi.

Sprawdz sie

8. Wyznacz wspoélrzedne wierzchotkow tréojkata symetrycznego do tréjkata
o wierzchotkach A(—3,—1), B(6,—4) i C(0,0) wzgledem:
a) osi OX, b) osi OY.

9. Podaj réwnanie okregu K’ symetrycznego do okregu K wzgledem osi OX

oraz réwnanie okregu K" symetrycznego do okregu K wzgledem osi OY.
Narysuj okregi K, K' i K".

a) K: (x =3+ (y—2)?=4 c) Ki(x—4)*+ (y+1)?=25
b) K: (x+3)*+ (y+3)*=18 d) K: (z4+4)*+ (y+2)*=13

2. Geometria analityczna

2.8. Symetria srodkowa

Punkt A’ nazywamy punktem symetrycznym do punktu A

wzgledem punktu O (A # O), jezeli punkt O jest srodkiem _ 4
odcinka taczacego punkty A i A'. P
Punktem symetrycznym do punktu O wzgledem punktu O -~ O

jest on sam. A

Definicja

Symetria Srodkowa wzgledem punktu O (lub symetria wzgledem punktu O)
nazywamy przeksztalcenie, ktore kazdemu punktowi ptaszczyzny przypo-
rzadkowuje punkt do niego symetryczny wzgledem punktu O.

Punkt O nazywamy $rodkiem symetrii. Punkt A’ symetryczny wzgledem
punktu O do punktu A nazywamy obrazem punktu A.

Na rysunkach ponizej przedstawiono tréjkaty ABC, DEF i GHI oraz ich ob-
razy w symetrii sSrodkowej wzgledem punktu O.

E D' 1

\ / H'

D E' r

Obrazem dowolnej figury w symetrii sSrodkowej jest figura do niej przystajaca.

Cwiczenie 1

Narysuj trojkat rownoboczny, a nastepnie przeksztalé go symetrycznie wzgle-
dem:

a) jednego z jego wierzchotkéw, ¢) punktu przeciecia jego dwusiecznych,
b) srodka jednego z jego bokéw, d) punktu lezacego na zewnatrz niego.

Figure nazywamy Srodkowosymetryczng, jesli jest ona swoim wtasnym ob-
razem w symetrii wzgledem pewnego punktu O.
Punkt O nazywamy wowczas Srodkiem symetrii tej figury.

Cwiczenie 2

Ktéra z wymienionych figur ma $rodek symetrii: trojkat, rownolegtobok, pro-
sta, kwadrat, odcinek, poélprosta?

2.8. Symetria $Srodkowa
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B Symetria wzgledem poczatku uktadu wspétrzednych

Przyktad 1 TR 2 U
W symetrii wzgledem poczatku uktadu wspotrzed- | pr
nych obrazami punktow: ik Chha oL
, Py e g
A(3,3),B(-1,-4)iC(=2,3) - ',;/,;.”5
sa odpowiednio punkty: st \\1\;:/ e
A(F3,83), B(1,4)i 0'(@,88) bt X
SN
W symetrii wzgledem poczatku uktadu wspoéi- /x/ ..:.F".... \\LC,
rzednych obrazem punktu P(z,y) jest punkt A & N e
P,(—$, _y) — ........ Fronsalan ...... ...... ...... .....

Cwiczenie 3
Trojkat A'B'C" jest symetryczny do tréjkata ABC wzgledem poczatku uktadu
wspoOlrzednych. Podaj wspétrzedne wierzchotkéw tréjkata A'B'C.

a) A(3,-2), B(~2,—1), C(—1,4) b) A(2,—2), B(1,3), C(=3,1)

Cwiczenie 4

Prostokaty ABCD i A'B'C'D’ sa symetryczne wzgledem poczatku ukladu
wspoOlrzednych. Oblicz pole czesci wspolnej tych prostokatow.

a) A(—3,-2), B(5,-2), C(5,3), D(—3,3)

b) A(-3,1), B(1,3), C(3,—1), D(—1,-3)

c) A(—2,1), B(1,-2), C(3,0), D(0,3)

Przyktad 2
Wyznacz réwnanie okregu K’ symetrycznego wzgledem poczatku uktadu
wspoltrzednych do okregu K: (z — 3)? + (y — 2)? = 4. Narysuj te okregi.

Srodkiem okregu K jest punkt S(3,2),
a promien tego okregu r = 2.
Zatem srodkiem okregu K’ jest punkt S’
symetryczny do S wzgledem poczatku
uktadu wspélrzednych, czyli S’ (-3, —2),
a promien tego okregu r’ = 2.

Oznacza to, ze rownanie okregu K’ ma

postac:

(x+3)0°+ (y+2)*=4

2. Geometria analityczna

Cwiczenie 5

Wyznacz réwnanie okregu K’ symetrycznego wzgledem poczatku ukiadu
wspolrzednych do okregu K. Narysuj te okregi.

a) K: (x+3)°+(y—12%=9 c) K:i(x4+2)?+(y+1)*=4

b) K: (x—1)*+ (y+2)*> =16 d) K: (x—2)*+(y—3)>=25

Cwiczenie 6
Okrag K dany jest réwnaniem:
(x—2)>+ (y—2)*> =16
Okrag K’ jest symetryczny do okregu K
wzgledem poczatku uktadu wspoéirzednych.

a) Wyznacz rownanie okregu K.
b) Uzasadnij, ze punkty P(—2,2)1Q(2,—2) o
s punktami wspélnymi okregéw K i K'.

c) Oblicz pole czesci wspdlnej két ograni-

czonych przez te okregi.

Zadania

1. Punkt A’ jest polozony symetrycznie do punktu A wzgledem poczatku
uktadu wspotrzednych. Oblicz dlugosé odcinka AA’.

a) A(3,4) b) A(—1,4) c) A(—6,-8) d) A(a,a)

2. Narysuj w uktadzie wspotrzednych prostokat ABCD i jego obraz w syme-
trii wzgledem poczatku uktadu wspotrzednych.
a) A(1,1), B(4,1), C(4,3), D(1,3)
b) A(-3,-1), B(1,-1), C(1,2), D(-3,2)
c) A(—4,-3), B(2,0), C(1,2), D(=5,-1)

3. Roéwnolegtobok A’ B'C’'D’ jest obrazem réw-
nolegloboku ABCD (rysunek obok) w sy-
metrii wzgledem punktu O(0,0). Oblicz
pole czesci wspolnej tych rownolegtobokow.

4. Wyznacz réwnanie okregu K’ bedacego obrazem okregu K w symetrii
wzgledem poczatku uktadu wspotrzednych. Narysuj okregi K i K.

a) K: (x—2)°+ (y+2)*=9 c) K:(x—2)>+(y—1)*=20
b) K: (x+4)*+ (y—1)> =17 d) K: (z4+2)*+ (y+3)>=10

2.8. Symetria $Srodkowa
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5.

o] 6.

Narysuj w jednym uktadzie wspétrzednych okrag K: (x+3)%+(y—3)% = 36
oraz okrag K’ bedacy obrazem okregu K w symetrii wzgledem poczatku
uktadu wspoéirzednych. Wyznacz réwnanie okregu K’ i oblicz pole czesci
wspolnej kot ograniczonych przez te okregi.

Okrag K' jest obrazem okregu K w symetrii wzgledem osi OX, a okrag K"
jest obrazem okregu K’ w symetrii wzgledem osi OY. Uzasadnij, ze
okrag K" jest obrazem okregu K w symetrii wzgledem poczatku uktadu
wspolrzednych.

Przeczytaj podany w ramce przyktad.

Dany jest okrag K: (r—4)?+(y+2)? = 1. Wyznacz réwnanie okregu K’
symetrycznego do okregu K wzgledem punktu P(3,1).

Srodkiem okregu K jest punkt S(4, —2).
Niech S’(x1,y;) bedzie srodkiem okregu K.
Wéwcezas punkt P(3,1) jest srodkiem od-
cinka S5’, zatem:

dtx g5 2401
2 2 1
Tr1 = 21 Y = 4 : :
Srodkiem okregu K’ jest punkt S5'(2,4). of 1 . ¢ X

Poniewaz promienie okregow K i K’ sg row-

ne, okrag K’ jest opisany réwnaniem:
(=2 +(y—4)7=1

Wyznacz réwnanie okregu K’ symetrycznego do okregu K wzgledem punk-
tu P. Narysuj okregi K i K'.

a) K: (x—3)>+(y—4)°=9, P(2,1)
b) K: (x+3)*+ (y+1)>=4, P(3,2)

Sprawdz sie

8.

Trojkaty ABC i A’ B'C' sa symetryczne wzgledem poczatku uktadu wspot-
rzednych. Oblicz pole czesci wspolnej tych trojkatow.

a) A(_37 2)7 B(37 _4)7 0(67 2) b) A(_37 _4)7 B(37 2)7 C(_Su O)
Wyznacz réwnanie okregu K’ bedacego obrazem okregu K w symetrii
wzgledem poczatku uktadu wspoéirzednych. Narysuj te okregi.

a) K: (x+2)*+ (y+2)*=16 b) K: (x —4)*+ (y+2)*=25

2. Geometria analityczna

v/

Powtorzenie

=
1.

Zestaw |
Oblicz dtugosci odcinkow AB, BC' i AC. Czy punkty A, B i C sa wspdl-
liniowe?

a) A(—4,5), B(0,2), C(8,—4)
b) A(137 5)7 B(_Sa _3)7 0(57 1)

¢) A(—4,—12), B(2,—4), C(10,2)
d) A(—2v2,8), B(0,0), C(v/2,—4)

Oblicz odleglosé punktu A od érodka odcinka BC'.
a) A(6,3), B(1,4), C(3,-2) ¢) A(=3,3), B(-5,2), C(3,-1)

b) A(-1,5), B(0,—-1), C(6,5) d) A(1,%), B(-3 ,—21), C(2,%)

) 27 2 27 2
Wyznacz wspéirzedne punktéow dzielacych odcinek AB na cztery réwne
czesci.

a) A(—2,4), B(6,—8) b) A(~1,3), B(5,7)

Dane sa punkt A(3, —2) oraz punkt S bedacy srodkiem odcinka AB. Wy-
znacz wspotrzedne punktu B.

a) S(=1,0) b) S(5,4) ¢) S(3,-2)

2 2

d) S(v3,-1)

Wykaz, ze trojkat ABC' jest prostokatny oraz réwnoramienny. Wyznacz
wspotrzedne srodka okregu opisanego na tym trojkacie.

a) A(0,6), B(2,0), C(8,2) c) A(-7,-2), B(2,1), C(—1,10)
b) A(-3,-2), B(5,-2), C(1,2) d) A(2,-2), B(4,6), C(—6,0)

Oblicz obwod prostokata ABCD. Wyznacz wspotrzedne srodka i promien
okregu, do ktérego nalezg punkty A, B, C'i D.

a) A(_571)a B(_37 _3)7 0(571)7 D(375)

b) A<_47 2)7 B(47 _6)7 0(87 _2>7 D(O7 6)

W tréjkacie ABC poprowadzono srodkowe AD i BE. Oblicz ich dlugosci.
a) A(27_1)7 B(47 5)7 C(_473) b) A<673)7 B(277>7 C(_47_5)

Sprawdz, czy prostokaty ABCD i EFGH sa przystajace lub podobne.

a) A(—-1,-1), B(3,-3), C(7,5), D(3,7),
E(-8,1), F(4,-5), G(7,1), H(-5,7)

b) A(=7,-2), B(=5,-5), C(1,-1), D(-1,2),
E(1,4),  F(5,-2), G(8,0), H(4,6)

Powtérzenie
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10.

11.

12.

Podaj réwnanie okregu o srodku S i promieniu r. Narysuj ten okrag. Wy-
znacz jego punkty przeciecia z osiami uktadu wspétrzednych.

a) S(—4,0),r=5 c) S(—1,2),r=14
b) S(2,3),r=5 d) S(—3,-4), r=1

Podaj wspoétrzedne srodka i promien okregu K. Oblicz pole kwadratu wpi-
sanego w ten okrag.

a) K:2*+ (y—5)* = 64 ¢) K: (x—2)>+ (y—5)> =20
b) K: (x —3)*+ (y+4)> =281 d) K: (x+11)* + (y + 13)? = 40
Ktoére z punktow P, (), R naleza do okregu K7

a) P(8,2), Q(—1,-1), R(5,-2), K:(x—3)*+(y—2)*>=25

b) P(—4,6), Q(3,2), R(—4,0), K:(zx+1)*+ (y—3)*=18

c) P(5,—1),Q(1,—-4), R(6,-7), K:(rx—4)*+(y+5)*=10
Wyznacz réwnanie okregu, ktérego srednica jest odcinek AB.

a) A(-3,-2), B(5,—2) d) A(0,0), B(4,4)

b) A(—2,-2), B(—2,6) e) A(-3,-1), B(1,1)

c) A(—2,0), B(5,0) f) A(-1,3), B(5,—1)

Zestaw |l

Wyznacz wspotrzedne wierzchotka D oraz obwod réwnolegtoboku ABCD.
a) A(—1,4), B(5,—-2), C(7,3) b) A(0,—4), B(—1,-6), C(3,3)

Okresl wzajemne potozenie okregéw K, i K.

a) Ki: (x+3)*+(y—2)*=25, Ky (x—5)°+(y+4)?=25
b) Ki: (x+4)*+ (y+1)2—36 Ky (x+4)°+ (y+6)*=3
c) Ki: (z—2)"+ (y+5)* = Ky: (x=5)"+ (y+1)* =16
d) Kyt (2 +2)2 + (y +2)* = Kot (x—2)2 + (y — 5)* = 20

Podaj réwnania okregéow
K, K,, K35, K, oraz K;
przedstawionych na rysun-
ku obok. Dla ktoérej pary
okregow odlegtosé miedzy
ich srodkami jest rowna:

a) sumie ich promieni,

b) bezwzglednej wartosci
roznicy ich promieni?

2. Geometria analityczna

10.

11.

12.

Dane sg okrag K; o réwnaniu x% + y? = 16 i okrag K,, ktorego érednicag
jest odcinek o koncach A(0,4) i B(4,0). Oblicz pola két ograniczonych
przez te okregi i pole cze$ci wspolnej tych kot.

Okrag o srodku w punkcie S; jest styczny do prostej [, a okrag o srodku
w punkcie S, jest styczny do prostej k. Oblicz promienie tych okregéw oraz
odlegtos¢ miedzy ich srodkami. Okresl wzajemne potozenie tych okregow.

a) Si(—1,4), l:x =1, Sa(1,4), k:x=3
b) S1(—3,-3), l:y=-2, So(-3,-4), k:y=—-6

Okregi K, i K5 o érodkach odpowiednio S;(—3,—1) i S3(5,5) maja rowne
promienie i s styczne zewnetrznie. Wyznacz réwnania tych okregow.

Dany jest kwadrat o wierzchotkach A(—3,0), L 1Y
B(1,-2), C(3,2) i D(—1,4) (rysunek obok). =
Wyznacz réwnanie okregu:

a) wpisanego w ten kwadrat,

b) opisanego na tym kwadracie.

Dany jest trojkat o wierzchotkach A(—3,3),
B(2,—-2) i C(7,3). Oblicz pole czgsci wspol-
nej tego tréjkata i jego obrazu w symetrii

wzgledem:

a) osi OX, b) osi OY.

3,—1), B(3,-1), C(6,2)
i D(0,2). Oblicz pole cze$ci wspdlnej tego réwnolegltoboku i jego obrazu

Dany jest rownoleglobok o wierzchotkach A(—

w symetrii wzgledem poczatku uktadu wspoéirzednych.

Wyznacz réwnanie okregu przechodzacego przez punkty A(—2,4) i B(4,4),
ktérego srodek nalezy do prostej I: y = —1.

Prosta réwnolegla do osi OY przecina okrag (z + 1)% + (y + 3)2 = 100
w punktach A i B. Wyznacz rownanie tej prostej w przypadku, gdy:

a) |AB| =12, b) |[AB| = 10v/2, c) |AB| = 10, d) |[AB| = 20.

Wyznacz punkty wspoélne okregu K z osiami uktadu wspoétrzednych. Po-
daj réwnanie okregu K’ symetrycznego do okregu K wzgledem poczatku
uktadu wspotrzednych.

a) K:(x —3)*+(y—3)?=9 b) K:(x+4)*+ (y—4)? =16

Powtérzenie
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Sposob na zadanie

Przyktad 1

Oblicz pole tréjkata o wierzchotkach A(—1,1), B(5,2), C(1,5).

I sposé6b Y ;
Pole tego tréjkata mozemy obliczyé¢ nastepujaco: rlco B

P = Pippr — P1 — P> — P3
gdzie ADEF jest prostokatem, a P, P,, P; sa

odpowiednio polami tréjkatow Ty, Ts, T3 (rysunek
obok).

Obliczamy pola:
Pappr =6-4=24, P, =
Zatem P=24—-3—-6—14

L. L,
2 2

6-1=3, P,=
1.

I1 sposdb
Mozemy skorzysta¢ ze wzoru zamieszczonego w tablicach matematycznych na
egzamin maturalny.

Pole trojkata o wierzchotkach A(za,y4), B(xp,ys) i C(xc,yc) wyraza sie
wzorem:

P = |(xB —xa)(yc —ya) — (yB — ya)(xzc — xa)|

N =

Mamy (anyA) - (_17 1)7 (xBayB) - (572)7 (mCayC) - (175)7 zatem:

P=36-(-1)6-1)-@2-1)1-(-1)|=
f— l . _ . p— l . pum
=3(6-4-1-2|=3-22=11 Odpowiedz: P = 11
=» Zadanie 20, str. 94
Przyktad 2 BRI N

Dane sg punkty A(5,0), B(0,3), C(—2,—3) oraz
D(5,—3). Oblicz pole tréjkata ABC' i pole czworo-
kata ABCD (rysunek obok).

Mamy (24,y4) = (5,0), (zp,y5) = (0,3), B
(zcsye) = (=2, —3), zatem: B

Prapc =3|(0-5)(=3-0)-(3-0)(-2-8)|= [, | = |
¢ T I A %

= 1|15 421 = 18

2
Poniewaz PAAC’D = %73 = 2—21 = 10%, WIQC PABC’D = PAABC+PAACD = 28%
Odpowiedé: PAABC = 18, PABC’D = 28%
=» Zadanie 21, str. 94

Przed obowiazkowa maturg z matematyki

W zadaniach 1-10, 12.1, 12.2 i 13.1 wybierz wtasciwa odpowiedZ sposrod
podanych.

Zadanie 1 (0-1)
Prosta y = ax + b jest prostopadia do prostej danej réwnaniem ogdlnym
22 + /2y + 4 = 0. Wsp6lezynnik a jest réwny

A 2L B. 2 C. —2V/2 D. 2v/2

Zadanie 2 (0-1)
Punkty A(—2,—2) i B(6,2) sa wierzchotkami tréjkata réwnobocznego ABC.
Pole tego trojkata jest rowne

A. 203 B. 24v/3 C. 303 D. 323

Zadanie 3 (0-1)

Punkty A(—3,2), B(1,2), C(5,6) i D(1,6) sa wierzchotkami réwnolegtoboku
ABCD. Jego obwdd jest liczba nalezaca do przedziatu

A. (13;16] C. (19;22]

B. (16;19] D. (22;25]

Zadanie 4 (0-1)
Dane sg wierzchotki B(2,—1) i C(4,3) rombu ABCD. Jego przekatne przeci-
naja sie w punkcie P(4,—1). Pozostale wierzchotki tego rombu maja wspot-

rzedne
A. (4,-3), (6,—1) C. (4,-3), (6,-3)
B. (4,-5), (6,—1) D. (4,-5), (6,—3)

Zadanie 5 (0-1)

Ile punktéw o obu wspoétrzednych catkowitych nalezy do okregu opisanego
réwnaniem z2 + y? = 1007

A. 4 B. 8 C.9 D. 12

Zadanie 6 (0-1)
Okrag o srodku w punkcie S(—1,2) i promieniu v/10 przechodzi przez punkt

A. (=3,-1) B. (1,-2) C. (-2,5) D. (-2,3)

Zadanie 7 (0-1)

Okrag o srodku S; ma promien 3, a okrag o srodku S, ma promien 2. Okregi
te maja jeden punkt wspoélny. Punkty S; i S5 moga mie¢ wspolrzedne

A. 5,(1,2), S,(4,5) C. 51(—6,2), S5(—2,-1)

B. 51(2,1), S5(3,2) D. Si(—4,—-3), S2(—2,-2)
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Przed obowiazkowa maturg z matematyki

Zadanie 8 (0-1)
Okrag o srodku w punkcie S(—6,3) jest styczny do osi OY. Wskaz réwnanie
tego okregu.

A (z+6)*+(y—3)*=9 C. (x+6)>+(y—3)*=36
B. (z—6)2+(y+3)>=9 D. (z—6)*+ (y+3)*> =36

Zadanie 9 (0-1)
Punkt B jest obrazem punktu A(3, —2) w symetrii wzgledem osi OX . Obrazem

punktu B w symetrii wzgledem osi OY jest punkt
A. (-3,-2) B. (3,2) C. (-3,2) D. (—-2,3)

Zadanie 10 (0-1)
Okrag K, o $rodku S;(12,—8) jest styczny do osi OX. Okrag K, — obraz
okregu K, w symetrii wzgledem osi OY — jest styczny do jednej z osi uktadu
wspoétrzednych w punkcie

A. (-8,0) B. (0,-8)

C. (—12,0) D. (0,—12)

Zadanie 11 (0-2)

Dany jest okrag K: (z+9)*+ (y —5)* = 1.

Dokoncz zdania. Wybierz odpowiedz sposréd A—D oraz odpowiedz spoérdd
E-H.

1. Srodkiem okregu K jest punkt

A. (-9,-5) B. (-9,5) C. (9,-5) D. (9,5)
2. Promien okregu K jest réwny

E. 12 F. 13 G. 1! H. 1!
Zadanie 12

Punkty A(—4,—4), B(6,—4) i C(14,2) sa wierzchotkami rombu ABCD.
Zadanie 12.1 (0-1)

Pole tego rombu jest rowne
A. 68 B. 60 C. 52 D. 48

Zadanie 12.2 (0-1)

Okrag o srodku w punkcie przeciecia przekatnych tego rombu, styczny do
boku AB, jest dany rownaniem
A (z—4)2+(y+1)*=16 C.

B. (z -4+ (y+1)*=9 D. (z—5)+(y+1)*=9

Przed obowiazkowa maturg z matematyki

Zadanie 13
Punkty A(—-3,7), B(17,—3) oraz C(13,5) sa wierzchotkami réwnolegltoboku
ABCD.

Zadanie 13.1 (0-1)
Wierzchotek D ma wspoétrzedne

A. (=7,15) B. (—4,10) C. (—4,8) D. (—20,10)

Zadanie 13.2 (0-1)
Ocen prawdziwo$¢ ponizszych stwierdzen. Wybierz P, jesli stwierdzenie jest
prawdziwe, albo F' — jesli jest falszywe.

Krétszy bok réwnolegloboku ma dtugosé 6+/3. P F
Dhuzszy bok réwnolegtoboku ma diugosé¢ 10v/5. P F

Zadanie 14 (0-1)

Srodek okregu K; o promieniu 14 lezy w II éwiartce ukladu wspélrzednych.
Okrag ten jest styczny do osi OX i do osi OY. Okrag K, jest dany rownaniem
(x —6)*+ (y + 6)* = 196.

Ocen prawdziwos$¢ ponizszych stwierdzen. Wybierz P, jesli stwierdzenie jest
prawdziwe, albo F — jesli jest falszywe.

Okregi K, i K5 sa symetryczne wzgledem osi OX. P F
Odlegloéé miedzy $rodkami tych okregéw jest réwna 20v/2. P F

Zadanie 15 (0-1)
Dany jest trojkat o wierzchotkach D(—3,5), E(—3,—1) 1 F'(5,5).

Dokoncz zdanie tak, aby bylo prawdziwe. Wybierz odpowiedz A, B albo C
oraz odpowiedz 1., 2. albo 3.

Srodek okregu opisanego na tréjkacie DEF lezy

A. | na jednym z bokoéw tego trdjkata 1. | (1,2).
B. | wewnatrz tego trojkata 1 ma wspolrzedne | 2. | (1,3).
C. | na zewnatrz tego trojkata 3. | (1,5).

Zadanie 16 (0-2)

Srednicg okregu K jest odcinek o koncach A(—2,3) i B(6,—1). Wyznacz réw-
nanie okregu symetrycznego do okregu K wzgledem poczatku uktadu wspoét-
rzednych.

I 92

2. Geometria analityczna

Przed obowigzkowa maturg z matematyki

93 IS



G

Przed obowiazkowa maturg z matematyki

Zadanie 17 (0-2)
Dane sa punkty A(—5,1), B(—3,5), C(5,—1) i D(11,—3). Oblicz odlegtosé
miedzy srodkami odcinkéw AB i CD.

Zadanie 18 (0-2)
Wyznacz réwnanie okregu o srodku S(4, 1) stycznego do prostej y = —2.

Zadanie 19 (0-2)
Podaj réwnanie okregu K’ symetrycznego do okregu K: (x —4)?+ (y+3)?> =4
wzgledem osi OX. Oblicz odlegtos¢ miedzy srodkami tych okregow.

Zadanie 20 (0-3) = Przykiad 1, str. 90

Punkty A(4,2) i B(1,6) sa wierzchotkami trojkata ABC. Punkt S(0,3) jest
srodkiem boku BC'. Wyznacz wspolrzedne wierzchotka C' i oblicz pole tego
trojkata.

Zadanie 21 (0-3) = Przykiad 2, str. 90

Dane sa punkty A(—1,3), B(—5,—3) 1 C(5,—1). Punkt D jest symetryczny do
punktu B wzgledem poczatku uktadu wspoétrzednych. Oblicz pole czworokata
ABCD.

Zadanie 22 (0-3)
Uzasadnij, ze okregi dane réwnaniami:
(z—4)+(@y—-3)7=51 (z—-1)*+(y+3)*=20

sa styczne zewnetrznie.

Zadanie 23 (0-4)
Uzasadnij, ze czworokat o kolejnych wierzchotkach A(—2,—-1), B(4,1), C(6,7)
i D(0,5) jest rombem. Oblicz jego pole i wysokos¢.

Zadanie 24
W okrag (z —2)? + (y — 1)? = 25 wpisano trojkat prostokatny réwnoramienny
ABC o kacie prostym przy wierzchotku C'(—1, —3).

Zadanie 24.1 (0-2)
Oblicz pole tego trojkata.

Zadanie 24.2 (0-3)
Wierzchotek A ma wspélrzedne (6, —2). Wyznacz wspétrzedne wierzchotka B
oraz réwnanie prostej zawierajacej przyprostokatna BC.

Zadanie 25 (0-4)

Prosta k: y = 2x — 4 przecina o§ OY w punkcie A, a prosta [: y = —%CB + 6
przecina te o§ w punkcie B. Punkt C jest punktem wspélnym tych prostych.
Wyznacz réwnanie okregu opisanego na trojkacie ABC.
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3 Ciagi

Pojeciem ciagu postugujemy sie w sytuacjach, gdy mamy do czynienia z ko-
lejno ustawionymi i ponumerowanymi obiektami. Moga to by¢ obiekty ma-
tematyczne lub inne. W rozdziale tym omawiamy ciggi liczbowe, czyli takie,
ktorych kolejnymi wyrazami sa liczby. Przyktady ciggow:

1Ll 111 — ciag odwrotnoéci kolejnych liczb pierwszych,

1,4, 1,41, 1,414, 1,4142, 1,41421, 1,414214, 1,4142136, ... — ciag kolejnych
przyblizen liczby v/2.
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3.1. Pojecie ciagu

Liczby: 1, 3, 6, 10, 15, ... to kolejne liczby tréjkatne — nazwe wyjasnia ponizszy
rysunek.

@)
o é% (%%) Q0O Q000

alzl CL2:3 CL3—6 CL4:10 CL5:15

Mowimy, ze liczby tréjkatne tworza cigg. Ciag jest okreslony, jesli kolejnym
liczbom naturalnym dodatnim przyporzadkowano wartosci: ay, as, as, ..., kto-
re nazywamy wyrazami ciggu.

Przyktad 1

W ciggu: 1, 4, 9, 16, ... wyrazy sa kwadratami kolejnych liczb naturalnych
dodatnich. Na przyklad wyrazy ay = 9% = 81, a1y = 10? = 100.

Ogolnie, n-ty wyraz ciaggu ma postaé: a,, = n?.

Cwiczenie 1
Odgadnij regute, wedtug ktérej mogly powstaé wyrazy danego ciagu, i podaj
wyrazy ay oraz ag tego ciagu.

a) 2, 4,8, 16, 32, 64, ... ¢ —1,1,-1,1, -1, 1, .
P D141 -4 14,

Definicja
Ciagiem nieskonczonym nazywamy funkcje, ktorej dziedzina jest zbior

liczb naturalnych dodatnich.

Uwaga. Zamiast ,ciag nieskonczony” bedziemy pisa¢ krétko: ,ciag”.
Czasem za dziedzing ciagu przyjmuje si¢ zbior wszystkich liczb naturalnych N.

Kiedy méwimy o ciagach, uzywamy zwykle innych oznaczen niz do opisu funk-
cji. I tak ciag a:N, — R oznaczamy (a,). Kolejne wartosci funkcji a, czyli

wyrazy ciagu: a(1), a(2), a(3), ..., Vi

oznaczamy odpowiednio: aq, as,as, ... 1 ot

Przyktad 2 1

Na rysunku obok przedstawiono wy- i

kres ciggu odwrotnosci kolejnych liczb 4 ; P FE D Rwg
naturalnych dodatnich: §, 3,4, %, ... O 12 3 4567389 X

3. Ciagi

Cwiczenie 2

Na rysunku A przedstawiono wy-
kres ciagu kolejnych liczb parzystych I
dodatnich: 2, 4, 6, 8, 10, ..., a na ehes by
rysunku B — wykres ciggu statego -

o wszystkich wyrazach réwnych 3. _ e
Podaj wyrazy siedemnasty oraz set- b 1

ny kazdego z tych ciggow. OF1l:iiiX olii: i1

Cwiczenie 3
Narysuj wykres ciagu:
a) reszt z dzielenia kolejnych liczb naturalnych dodatnich przez 4,

b) naprzemiennego (o wyrazach na przemian dodatnich i ujemnych): 2, —2,
2, -92.2, —2 ...

Y

s e S o S . ) ) )

4 3 S 4, Czasaml, zamiast rysowac Wykres

as R R e c@gu w ukladzie Wspé}rz@dnych (ry-

Qo e e . Sunek ObOk), WyTazy Ci@gu b@dz1emy

a " | | _ zaznaczaé na osi liczbowej (rysunek
11 f ] ponizej).

o 1 2 3 4 35X 0 1 di ' d» d3 daliy ”

Cwiczenie 4

Zaznacz na osi liczbowej pie¢ poczatkowych wyrazéow podanego ciagu.

a) 5,1,2,2,2,3, ... b) 4,2,1,%,%,%,.. c) 1,-1,2,-2,3,-3, ...

Ciagi, ktorych wyrazami sa liczby, nazywamy ciggami liczbowymi. Rozpatruje
sie réwniez ciagi, ktérych wyrazami sa inne obiekty, np. figury geometryczne.

Przyktad 3
Na ponizszych rysunkach przedstawiono pie¢ poczatkowych wyrazéw ciagu
wielokatow foremnych wpisanych w okrag o promieniu 1.

ay Qo as

NN TN

-

trojkat kwa_drat pieciokat szesciokat siedrr_liok@t

3.1. Pojecie ciaggu
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Rozpatrujemy réwniez ciggi skonczone, czyli takie, ktérych dziedzing jest zbiér

skonczony {1,2, ...,n}. Ciag: ay, as, ..., a, nazywamy ciggiem n-wyrazowym.

Przyktad 4

W tabeli przedstawiono dwa rézne ciagi
siedmiowyrazowe: (a,) — ciag nazw dni ty-
godnia utozonych w kolejnosci nastepowa-
nia po sobie oraz (b,,) — ciag nazw dni tygo-
dnia utozonych w kolejnosci alfabetycznej.

Zwroc¢ uwage na to, ze kolejnosé¢é wyrazow
W ciaggu ma znaczenie. Jezeli zmienimy ko-
lejnos¢ wyrazéw w ciagu, to otrzymamy
Nnowy ciag.

Zadania

n an bn

1 = poniedzialek = czwartek

2 | wtorek niedziela

3 | droda piatek

4 | czwartek poniedziatek
5 | piatek sobota

6  sobota sroda

7 | niedziela wtorek

1. Podaj wyrazy ar, ag, ag i a1 ciagu:

a) kolejnych liczb nieparzystych dodatnich: 1, 3, 5,7, 9, ...

1 1 1 1 1

b) odwrotnoéci kolejnych liczb parzystych dodatnich: 5, -, =, =

c¢) kolejnych liczb pierwszych: 2, 3, 5, 7, 11, ...

2. Naszkicuj wykres ciggu o wyrazach:
a) —1, =2, =3, —4, —5, ...
b) 1,0,2,0,3,0,4,0, ...
c) —3,3,-3,3,-3,3, ...

3. Wyrazy aq, as, ...,ag ciagu sa przybli-
zeniami dziesietnymi liczby x do pierw-
szego, drugiego, ..., szOstego miejsca po
przecinku. Wypisz te wyrazy.

a) r =12 b) x =+/3 c)r=m

Sprawdz sie

1 1 1 1
d) 21,21 21 21 21
e) —1,2,-3,4, —5,6, ...
£) 1,11, %1, L 1, 4

) 99 Lty 40 Lty gy Ty 160
V2 ~ 1,41421356237309505
V3 ~ 1,73205080756887729

T~ 3,14159265358979324

4. Podaj wyrazy a,, as, asz, a4 i as ciggu:

a) szescianéw kolejnych liczb naturalnych dodatnich,

b) odwrotnoéci kwadratéw kolejnych liczb nieparzystych dodatnich.

5. Naszkicuj wykres ciagu reszt z dzielenia kolejnych liczb naturalnych do-

datnich przez 3.
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Przypomnij sobie

Roéwnania i nierownosci

1.

Rozwiaz réwnanie.

a) 3z +6 =3z ¢) 2ix— 1z =7 e) Iz —23x=2— 3z

b) 2z + 22 =23 d) Iz +1=2x f) 20+ 30 =322+6

Rozwiaz nieréwnosc.

a) 6 +8>3x+3 ¢) zx+5< 3z e) 22z — >3z +1
b) 4z — 5 < 8z — 3 d) 224+2> 3z f) 240 —3<33x+3
Wyznacz dodatnie liczby naturalne spetniajace nieréwnosé.
a) 3+ 2 > br — 4 c) x4+ 3> 5 e) 2x—2< sz
b) br —22 <4izx+4 d) 2z <3z-8 f) 47z —6>12 —x
Rozwiaz réwnanie.
a) 2 +2 =0 c) dr? +1224+9=0 e) 22> =Tz +3=0
b) 32 — 32 =0 d) 162 — 242 +9=0 f) 32°+162x+5=0
Rozwiaz nieréwnosc¢.
a) 22 — 62 <0 c) 9— 12> 0 e) 22 —7r+6 <0
b) 22 + 9z > 0 d) 2522 — 144 < 0 f) 222 +9z+4>0
Wyznacz dodatnie liczby naturalne spelniajace nieréwnosc.
a) sa° <2z d) 121 > 422 g) 22 —9x +14 <0
b) 222 < 6x e) 27 > 3g? h) 222 — 3 < bz
c) 42?2 > 9 f) x> 10 i) a*+4>4x
Rozwiaz réwnanie.
x(x—5) x(2x—-3) 2 -9
) r+1 =0 b) 4z —6 =0 ) ﬂc(:c—i-?))_o
Rozwiaz réwnanie.
r+1 x+4 r—1 2¢+1  x+2
a) x—3 _x—{—l C) x—|—1_x—+—3 e> x _2x—1—3
r+4 248 r+6  x+7 20 —5  x—T
b> x—1 -2 d> xr+2 oz —1 f) x—3  x-5

Réwnania i nieréownosci
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3.2. Sposoby okreslania ciagu Przyktad 3

Oblicz cztery poczatkowe wyrazy ciggu o wzorze ogblnym a,, = (—1)" - n?.
Ciag mozna opisaé stownie, podajac warunki, ktore spelniaja jego wyrazy. a=(-1'12=-1 a3=(-1)*-32=-9
Ao — (—1)2 : 22 =4 ay, — (—1)4 : 42 =16
Przyktad 1
a) Ciag kolejnych cyfr wystepujacych w rozwinieciu dziesietnym liczby 7.
Jest to ciag: 3, 1,4,1,5,9,2,6,5,3,5,8 9, ...

Cwiczenie 3
Oblicz nastepujace wyrazy ciagu (a,): a;, aq, as, a4 i ay.

= (—1)*! = (=1)"- —(—1)n. =L

b) Ciag kolejnych liczb pierwszych wigkszych od 10. a) an = (1) ¢) an=(=1)""n ¢) an = (-1) n+1
Jest to ciag: 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, ... _ (_1\nil om _ (1yn . omt _( qyn-1 2n-1
b) a, = (—1) 2 d) a, = (-1)"-2 f) an=(-1)"" 33

Cwiczenie 1

o o ) ) Czasem na podstawie kilku poczatkowych wyrazow ciagu mozna odgadnaé
Wypisz siedem poczatkowych wyrazow ciagu kolejnych liczb naturalnych:

regute, wedtug ktorej mogly one powstaé, co pozwala zaproponowaé¢ wzor

a) ktérych pierwiastek jest liczba niewymierna, ogdlny tego ciagn.

b) ktorych reszta z dzielenia przez 3 jest rowna 2.

Przyktad 4
Innym sposobem okreslenia ciaggu jest podanie wzoru na n-ty wyraz ciagu —
taki wzor nazywamy wzorem ogélnym ciggu (zwanym tez wzorem jawnym). Kolejne wyrazy ciagu Przyktadowy wzor ogolny ciggu
3,5,7,9,11, 13, ... a, =2n+1
Przyktad 2 +
a) Oblicz szesé poczatkowych wyrazdéw oraz wyraz asy ciagu o wzorze ogdlnym 4,7, 12, 19, 28, ... a, =n?+3
— ntl
@ = "0 ~3,3,-3,3, -3, ... a, = (—1)" -3
Po podstawieniu za n kolejno liczb: 1,2, ...,6 otrzymujemy:
2 _ _ 3 _ 4 _ 5 _ 6 _ 7
ag=7=2, apa=3, a3 =3, 4= 3,05 =, 05 = 5 Cwiczenie 4
— 21
Dla n = 20 mamy az = 55 Zaproponuj wzér na n-ty wyraz ciggu.
b) Oblicz cztery poczatkowe wyrazy oraz wyraz a;o ciagu o wzorze ogdlnym a) 1, 3, 9, 27, 81, 243, ... c) %, %, %, 13—6, 3%, 6%,
ap, = 57 1 3 5 7 9 11
2 o ) . ) b) 0, 3, 8, 15, 24, 35, d) 1° 2° 9° 16° 25° 367
Po podstawieniu za n kolejno liczb: 1, 2, 3, 4 otrzymujemy:
a; = %7 ay = 212 — %’ s = 213 — 3, a, = 514 — i Zauwazmy, ze na podstawie kilku poczatkowych wyrazow ciagu mozemy podaé
10 10 5 rézne wzory na n-ty wyraz ciaggu. Na przyktad liczby —1, 0 1 1 sa trzema

Dla n =10 mamy a0 = 5160 = 15971 = 13-

1024 ol poczatkowymi wyrazami ciggdéw okreslonych za pomoca wzoréw:
¢) Oblicz cztery poczatkowe wyrazy ciagu o wzorze ogdlnym a,, = 5n* — n. an=n—2,b,=(n—-2)3¢,=1—|n—3
Po podstawieniu za n kolejno liczb: 1, 2, 3, 4 otrzymujemy: Nastepne wyrazy tych ciagéw nie sa rowne (sprawdz).

CL1:5'12—1:4 CL3:5'32—3:42

as =5-22—-2=18 a,=>5-42—4="176 Przyktad 5

Ktoére wyrazy ciggu okreslonego za pomocg wzoru a,, = 25—n? sg réwne zeru?

Cwiczenie 2 95 _ m2 —
Oblicz cztery poczatkowe wyrazy oraz wyraz a;q ciagu (a,).
9 5 n=-5lubn=>5
a)a S b)a :n——l C)CL :n(n—|—2) d)a = nd3 —n? .. . . .
" 41 " on241 " 3n n Z zalozenia n € N, zatem jedynym wyrazem ciagu (a,,) rownym zeru jest as.
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Przyktad 6

a) Ktore wyrazy ciagu o wzorze ogélnym a,, = —2n + 11 sa dodatnie?

Nieréwno$é —2n + 11 > 0 zachodzi dla n < 5.. Poniewaz n € N, wiec
ne{1,2,3,4,5).

Dodatnie wyrazy ciagu (a,) to ai, as, az, a4 i as.
b) Ktére wyrazy ciaggu o wzorze ogblnym a,, = n(n — 4) sa ujemne?

Nalezy rozwiazaé¢ nier6wnosé n(n —4) < 0 dlan € N,.

Réwnanie n(n —4) = 0 spelniajg liczby n = 01 n = 4. Szki- | A /++

cujemy odpowiednia parabole i odczytujemy rozwiazanie oN_t X
nieréwnosci: n € (0,4). Poniewaz n € N, , wiec n € {1,2,3}.

Ujemne wyrazy ciagu (a,) to ai, as i as.

Cwiczenie 5
Ktore wyrazy ciagu (a,,) sa réwne zeru? Ktére wyrazy tego ciagu sa dodatnie?
a) a, =12 —3n b) a,=14—-3n ¢) a, =n*—4 d) a, = 40 — n?

Cwiczenie 6
Ile jest ujemnych wyrazéw ciagu (a,)?
a) a, =2n—9 b)a,=3in—-7 c)a,=n*-9n d)a,=n*—n-20

Zadania

1. Oblicz pie¢ poczatkowych wyrazéow ciggu (a,,).

a) a, =4n — 2 d) a, =2"—n g) n = =
b) a, =2n* —n e) a, =(—2)"+n h) a, =2 — (_le)n
¢) a, =3n —n? f) a, = (=1)""n3 i) a,=(-1)"""4+n

2. Wypisz szesé poczatkowych wyrazéw ciagu (a,,).

a) an—{

3. Ktoére wyrazy ciagu (a,) sa réwne zeru?
¢) a, =n*(n—3)

d) a, =n?—6n+8

dla n nieparzystych b) { 0 dla n nieparzystych
a, =

S =

dla n parzystych 2" dla n parzystych

e) a, =n*—6n—7T

f) a, =n(n*—3n+4)

a) a, =n*—9

b) a, = (3n — 6)?
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Ktére wyrazy ciagu (a,) sa dodatnie?
a) a,=(n—1)(9-n) b)a,=2n*-25n+12 «¢) a, =250 —n?

Ktore wyrazy ciggu (a,,) sa ujemne?

a) a,=n*—5n1—10 b)a,=n*—1ln+10 ¢) a, =3n*—10n+8

Ktore wyrazy ciagu (a,,) sa réowne 17

2 . _ 2n-3 _ 6n+4+3
a) a, =n®—2n—14 b)an—n+1 c) Uy = ——= 2

Dla jakich n zachodzi nieréwnosé a,, < b,?
a) a, =n(n+5), b, =n*+ 34 b) a, =n?*—4n, b, =5n — 8

Przeczytaj podany w ramce przyktad.

Wykres ciagu (a,,) jest zawarty w prostej [ (rysu-

nek obok). Wyznacz wzdr ogdlny tego ciagu.

Roéwnanie prostej [ zapisujemy w postaci:
y=axr+b

Punkty (1,4) i (3,0) naleza do tej prostej. Rozwia-
zujemy uktad rownan:

4=a+b
0=3a-+b

i otrzymujemy a = —2 1 b = 6. Zatem y = —2x+6,

czyli wzoér ogdlny ciggu ma postac a,, = —2n + 6.

Wyznacz wzor ogdlny ciagu (a,), ktérego wykres zawiera sie w proste]
przechodzacej przez punkty (2,2) i (6,0).

Sprawdz sie

9.

0] 10.

11.

Oblicz sze$¢ poczatkowych wyrazéw ciggu (a,,).

a) an:6—gn c) a, =(—1)"(2n+1) e) a,=|n—5/—-3
b) a, = n? — 2n d) a, = (=1)"-n4+1 f) an:Z—;

Uzasadnij, ze ciag (a,) ma dwa wyrazy réwne zeru.
a) a,=n*—Tm+12 b)a,=n*>—14n+33 ¢) a,=|n—4|—2

lle wyrazéw dodatnich ma ciag (a,,)?

a) a, = —3n — 23 b) a, = Tn —n? ¢) a, =18+ Tn —n?

3.2. Sposoby okreslania ciggu
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3.3. Ciagi monotoniczne

Przyktad 1

Kolejne wyrazy ciggu o wzorze ogdlnym a,, = % (wy- Y
kres obok) to: £, 2, 2 2 3 8 I Kazdy wyraz
tego ciagu (oprocz pierwszego) jest wiekszy od wy-

razu poprzedniego, zatem ciag (a,) jest rosnacy. O] 1 PP X
Definicja

Ciag (a,) nazywamy ciggiem rosnacym, jezeli dla kazdej liczby n € N,
jest spelniona nier6wnos$¢ a,1 > an, (czyli ani1 — ap > 0).

Zauwazmy, ze jesli ciag (a, ) jest rosnacy, to dla dowolnych m,n € N, takich,
ze m > n, zachodzi nierownosé a,, > a,,.

Przyktad 2
Ciag kolejnych liczb naturalnych dodatnich a, = n oraz ciag kwadratow ko-
lejnych liczb naturalnych dodatnich b,, = n? sg ciggami rosngcymi.

1

Przyktad 3 v o S
Ci@g a, = —1 (Wykres obok) jest ci@giem rosnacym 1’

o wszystkich wyrazach ujemnych. Jego kolejne wy- O‘ 1 : X
razy to: —1, —%, —%, — %, —%, =%, =% ... =
Przyktad 4 v tor b i oot
Kolejne wyrazy ciggu o wzorze ogdlnym a,, = 2 (wy- | oo
kres obok) to: 2, 2, 2 2 3 3 3" Kazdy wyraz gy
razu poprzedniego, zatem ciag (a,) jest malejacy. Ol 1 1 1 i x
Definicja

Ciag (a,) nazywamy ciagiem malejacym, jezeli dla kazdej liczby n € N,
jest spelniona nieréwnosé a, ., < a, (czyli api; — a, < 0).

Zauwazmy, ze jesli ciag (a,) jest malejacy, to dla dowolnych m,n € N, takich,
ze m > n, zachodzi nieré6wnosé a,, < a,,.

Cwiczenie 1
Podaj przyktad ciagu malejacego o wszystkich wyrazach wiekszych od 2.
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@ Przyktad 5

Uzasadnij, ze ciag a, = (—1)"-+ (wykres obok) Y
nie jest ani rosnacy, ani malejacy. 1

Kolejne wyrazy ciagu (a,) to: ot ‘ ") X

11 11 _11
120 T 3740 57 67
Aby stwierdzi¢, ze ciagg ten nie jest ani rosnacy, ani malejacy, wystarczy za-
uwazy¢, ze na przyklad drugi wyraz jest wiekszy od pierwszego (as > ay),
natomiast trzeci wyraz jest mniejszy od drugiego (a3 < as).

Cwiczenie 2
Uzasadnij, ze podany ciag nie jest ani rosnacy, ani malejacy.
a) 1,2,3,1,2,3,1,2,3, ... b) —1,—1%,—2,—2%,—5,—3,—3l

59 -

Cwiczenie 3
Oblicz pie¢ poczatkowych wyrazéw ciagu (a,). Czy jest to ciag rosnacy lub
malejacy?

a) a, = (n—3)* b) a, = —n?+4n ¢) a,=n*—Tn+5

Aby wykazaé, ze ciag (a,) jest rosngcy lub malejacy, nie wystarczy obliczenie
kilku jego poczatkowych wyrazéw. Nalezy zbada¢ znak réznicy a,,,1 — a,, dla
dowolnego n € N .

Przyktad 6
a) Wykaz, ze ciag (a,) o wzorze ogélnym a,, = 6n — 2 jest rosnacy.
Wyznaczamy wyraz a,,1:

py1 =6(n+1)—2=6n+6—-2=06n+4

Aby wyznaczy¢ wyraz ani1,
do wzoru ogdlnego ciggu wsta-

Wyznaczamy roéznice a, 1 — a,: wiamy n + 1 w miejsce n.

pi1— 0 =6n+4—(6n—2)=6n+4—6n+2=6
Zatem dla kazdej liczby naturalnej n > 1 zachodzi nieréwnosé¢ a,, ., — a,, > 0,
czyli ciag (a,) jest rosnacy.
b) Wykaz, ze ciag (a,) o wzorze ogblnym a,, = —3n + 8 jest malejacy.
Wyznaczamy wyraz a,,1:
apy1 =—3(n+1)+8=-3n—3+8=-3n+5
Wyznaczamy réznice a, 1 — ay,:
Api1 — A = —3n+5—(=3n+8) =-3n+5+3n—-8= -3
Zatem dla kazdej liczby naturalnej n > 1 zachodzi nieréwnosé a,, 1 — a, <0,
czyli ciag (a,) jest malejacy.

3.3. Ciaggi monotoniczne
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Cwiczenie 4
Sprawdz, czy ciag (a,) jest rosnacy lub malejacy.
a) a, =4n+7 b) a, = —-3n+5 c) a, =

Przyktad 7
Wykaz, ze ciag a, = n® + 4n jest ciggiem rosnacym.
Wyznaczamy wyraz a,,1:
pi1 =N+ 1> +4n+1)=n*+2n+1+4n+4=n>+6n+5

Wyznaczamy réznice a, 1 — ay,:

Upy1 —Qn =N*+6n+5—(n*+4n)=n*+6n+5—n*—4n=2n+5
Zatem dla kazdej liczby naturalnej n > 1 zachodzi nieréwnos¢ a,, 1 — a,, > 0,
czyli ciag (a,) jest rosnacy.

Cwiczenie 5
Sprawdz, czy ciag (a,) jest rosnacy lub malejacy.

a) a, =n’*+6n b) a, = 2n*+n ¢) a, =—8n —n?

Ciagami monotonicznymi, oprécz ciagéw rosnacych i ciagéw malejacych, sa
ciagi state, ciagi niemalejace i ciagi nierosnace.

Definicja
Ciag (a,) nazywamy ciagiem stalym, jezeli wszystkie wyrazy tego ciagu
sg réwne.
Ciag (a,) nazywamy ciagiem niemalejacym, jesli dla kazdej liczby n € N
jest spelniona nieréwnos¢ a1 = ay (czyli api1 — a, > 0).
Ciag (a,) nazywamy ciagiem nierosnacym, jesli dla kazdej liczby n € N
jest spelniona nieréwnos¢ a1 < ay, (czyli api1 — an < 0).

Uwaga. Kazdy ciag rosnacy jest ciggiem niemalejacym, a kazdy ciag malejacy jest
ciaggiem nierosnacym.

Cwiczenie 6
Jakie liczby mozna wstawi¢ w miejsce [?], aby otrzymaé cigg niemalejacy?

a) 1,2,3,4,[2][7], 4,5, 6, ... b) 1, %,, 2,171,121, 3, 3,3, ...

Cwiczenie 7
Wypisz osiem poczatkowych wyrazéw dowolnego nierosnacego ciagu (a,,), dla
ktérego:

a) as =az =2, a5 =1, b) ay =ag = —1, ay = —2.

I 106 3. Ciagi

Zadania

1.

Wyznacz wyraz a, ., ciggu o podanym wzorze ogllnym.

_ _ 2 _3+n _ 3n—4
a) a,=3n—4 c¢) a,=n 1 e) O = —— g) n = 5
— _ 2 _ 2n _2—-3n
b) a, =-2n+6 d) a,=2n—n f) an = == h) an =

Wykaz, ze ciag (a,) jest monotoniczny.
a) a,=2n—-9 b)a,=-3n+6 c¢)a,=in+1 d) a, =v2n—1

Wykaz, ze ciag (a,) jest monotoniczny.

a) a,=n*—2n b)a,=1-n> ¢) a,=4n+n d)a,=3n"+2n

Dany jest ciag (a,) o wszystkich wyrazach dodatnich. Uzasadnij, ze:

An+1

n

a) jesli > 1 dla kazdego n € N, to ciag (a,) jest rosnacy,

b) jedli == < 1 dla kazdego n € N4, to ciag (a,) jest malejacy.
Zbadaj monotonicznosé ciagu (a,).
a) a, =3 -3"

b) a, =3-(3)"

2

) an = (3)"

d) a, = (\/é—l)n

Wykres ciagu (a,) jest zawarty w prostej przedstawionej na rysunku.
Okresl monotonicznosé tego ciagu.

b)

Sprawdz sie

p] 7.

o] 8.

Oblicz pie¢ poczatkowych wyrazéw ciagu (a, ). Uzasadnij, ze ciag ten nie
jest monotoniczny.

a) a, =(2—-n)*> b)a,=n*—6n c¢)a,=n—4 d)a,=|n*—4n]|

Wykaz, ze ciag (a,) jest monotoniczny.
¢) a, =n*—38 e) a, =n’—+3n

d) a, =3 —n?

a) a, =4n — 2

b) a, =-—n+7 f) a, =-n?—-2n

3.3. Ciaggi monotoniczne
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3.4. Ciagi okreslone rekurencyjnie

Ciag (a, ) mozemy okresli¢, podajac jego pierwszy wyraz a; (lub kilka poczat-
kowych wyrazow) oraz wzér na wyraz a,,, wyrazony za pomoca poprzed-
niego wyrazu (lub kilku poprzednich). Taki sposob okreslenia ciggu nazywamy
rekurencyjnym.

Przyktad 1
Oblicz wyrazy as, as i a4 ciagu (a, ) okreslonego rekurencyjnie.

{al = 10

pni1=a,+3 dlan>1

Podstawiamy za n kolejno 1, 2, 3 i otrzymujemy:
a=a;+3=10 +3 =13
az=as+3 =13 +3 = 16
a;=a3+3=16 +3 =19

Przyktad 2
Oblicz wyrazy as, as i a4 ciagu (a,) okreslonego rekurencyjnie.

{al =1

Uner =a>+1 dlan>1

Podstawiamy za n kolejno 1, 2, 3 i otrzymujemy:
a;=ai+1=1*41=2
az=a3+1=2>+1=5
ay=a3+1=>5"+1=26

Cwiczenie 1

Ponizej podano rekurencyjne okreslenie ciagu (a,) i obliczono wyrazy as i as.
Oblicz wyrazy ay, as 1 ag.

) a; = —1 a;=a; —1=(-1)*—-1=0
Uniy=a- —1 dlan>1 as=a;—1=0—1= -1

b) a; =1 as =20, +1=2-1+1=3
pi1 =2a,+1 dlan>1 a3 =2a,+1=2-34+1=7

) a; = 2 as =2a, + (-1)'=2-2-1=3
U1 = 2a, +(—1)" dlan>1 | a3=12a,+(-1)>=2-34+1=7
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Przyktad 3
Oblicz wyrazy as, as i a4 ciagu (a, ) okreslonego rekurencyjnie.

Clel
Gpni1 =20, +n dlan>1

Obli kolejno:
1czamy kolejno ag=2a,+1=2-1+1=3

a3 =2a,+2=2-3+2=28
ay=2a3+3=2-84+3=19

Cwiczenie 2
Oblicz wyrazy as,as, ..., ag ciagu (a,) okreslonego rekurencyjnie.
a) a; = -3 C) a; = 2

Gni1 = 2a, dlan>1 Uni1 =a> —n dlan>1
byt Q)T

Gni1 =3a, —2n dlan>1 py1 =a, —a, dan>1
Przyktad 4

Oblicz wyrazy as, a4 i a5 ciagu (a, ) okreslonego rekurencyjnie.
a; — 1, Ao = 1
pi1 = Qp +a, 1 dlan>=2

Obli kolejno:
1czamy kolejno az=ay+a;=1+1=2

a4:a3—l—a2:2—|—1:3
a5=a4—|—a3=3—|—2=5
Zauwazmy, ze kazdy wyraz ciaggu (z wyjatkiem pierwszego i drugiego) jest
sumg dwbch poprzednich wyrazow. Jego dziesie¢ poczatkowych wyrazéw to:
1,1, 2, 3,5,8, 13, 21, 34, 55

Ciag ten znany jest jako ciag Fibonacciego [czyt. fibonaczcziego]. Nazwano go
tak na czesé Leonarda z Pizy (ok. 1180-1250), zwanego Fibonaccim.

Cwiczenie 3
Oblicz wyrazy as, a4, as 1 ag ciagu (a,) okreslonego rekurencyjnie.

a) ale,a2:2 C) CL1:1,CL2:1
Gpi1 = Ay +a,_1 dlan > 2 Upp1 = a2 — a1 dlan > 2

n

b){alzl,CLg:B d){CLl:Q,CLQ:l

Gpi1 =0 +a, 1 dlan>2 Gpi1 =0y -0y 1 —n dlan>2

3.4. Ciagi okreslone rekurencyjnie
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@ Przyktad 5

Uzasadnij, ze ciag (a,) jest monotoniczny.

a1 = 6
Gpi1 =0y, +3n dlan>1
Wyznaczamy réznice a,,.1 — a, i okreslamy jej znak:
Qpi1 — Ay =0p +3n—a, =3n>0dlan e N_

Zatem ciag (a,,) jest rosnacy.

Przyktad 6
Uzasadnij, ze ciag (a,) jest monotoniczny.

a; = 3
Qpa1 —a,—n? dlan>1
Wyznaczamy réznice a, 1 — a, i okreslamy jej znak:
Upi1 — Ap = A, — N> —a, = —n?<0dlaneN,

Zatem ciag (a,) jest malejacy.

Cwiczenie 4
Uzasadnij, ze ciag (a,) jest monotoniczny.

a) CL1:4 C) al——2
pi1 =a,+8 dlan>1 Upi1 = p +4n* —1 dlan > 1

b){alzo d){a1:8 )

i1 =a, —3 dlan>1 Upp1 = ap, —2" dlan >1

Podanie wzoru ogoélnego ciagu, ktoéry jest okreslony rekurencyjnie, moze by¢
trudne. Natomiast jesli znamy wzoér ogdlny ciagu, to ciag ten mozemy zdefi-
niowac¢ rekurencyjnie.

Przyktad 7
Dany jest ciag o wzorze ogélnym a,, = n(n+1). Okresl ten ciag rekurencyjnie.
Wyznaczamy wyrazy a; =1-2 =2 oraz a,,1 = (n+1)(n+ 2).
Ciag mozemy okresli¢ rekurencyjnie na podstawie réznicy:
ni1 —ap =M+ 1)(n+2)—n(n+1)=2n+2
Api1 = Qp + 2n 4+ 2

Stad otrzymujemy rekurencyjne okreslenie ciagu (a,):

CL1:2
ni1 =0, +2n+2 dlan>1
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Zadania

1. Oblicz wyrazy as, as, a4 i as ciagu (a,). Ile jest liczb dodatnich wsréd
dziesieciu poczatkowych wyrazéw tego ciagu?

a) a; = —5 C) a, = 1
App1 = 2a, +10, n>1 pi1 =a, +(—2)", n>1

a1:6 Cl1:0
b d

2. Ile jest liczb ujemnych wérod szeéciu poczatkowych wyrazéw ciggu (a,,)?

CI,1:1 CL1:—1
c){

a) _ 2 _ 2

{an+1—2an—n,n>1 i1 = a, +4a,, n>1

b) )<
Api1 =2 —nap, n>1

3. Oblicz wyraz as ciagu (a,,).

0/1:1,(12:2 CL1:]_,CL2:2
a) c)

Qpt2 — Apyq + 2an7 n > 1 Qpyo = Qp — Qpy1, N > 1

b){al:l, ag = 2 d){a1:32702:64

_ _ aptapnti
a’n—|—2—2an~|—1+a’n7 n =1 an—l—Z_T) nz>l1

4. O ciagu (a,) wiadomo, ze as + a5 = 9. Oblicz z. Czy ciag (a,,) jest mono-
toniczny?

) a, =& b) a, =&
a
Api1 =0ap +2n, n>1 an+1:an—n2,n>1

Sprawdz sie

5. Oblicz wyrazy as, a4, as i ag ciagu (a,).
CL1 — 2 afl — 2
a) ) c)
api1=a; —2n, n > 1 api1 = (n+1a,, n>1

CL1:1 CL1—2
b
){an+1:3an—n2,n>1 ){an+1:nan—n,n>1

6. Dlan > 1 wyrazy ciagu (a,) spelniaja warunek a,, ., = a2 +na,,. Oblicz a4
w przypadku, gdy: a) a; =0, b)a; =1, ¢) a; =2, d) a; = —2.

3.4. Ciagi okreslone rekurencyjnie
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Ciagg Fibonacciego

Poczatkowe dwa wyrazy ciggu Fibonacciego sg réwne 1, a kazdy nastepny wyraz
jest suma dwoch poprzednich wyrazow:
1,1,2,3,5,8,13, 21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, 987, 1597, 2584, 4181, 6765 . . .

Ztota liczba a cigg Fibonacciego

n+1

Niech ciag (f,) bedzie ciggiem Fibonacciego. Rozpatrzmy kolejne ilorazy -

1_4. 2 0. 3_4r 5_41/an
T_1, 1_2’ 2_1a5a 3_15(6)1

($21[ee]

_1@ 13_ .21
=1,6; 8—‘1,625, 13—1,61538...

Wartosci tych utamkéw sa coraz blizsze ztotej liczbie:

g=1x5 +2V§ ~1,6180339887

Nasiona stonecznika

Nasiona wielu roslin tworza spirale uktadajgce sie w dwoch
przeciwnych kierunkach. Liczby spirali utozonych w jednag
i w drugg strone sg najczesciej rowne dwom kolejnym
wyrazom ciggu Fibonacciego. W koszyczkach niektérych
gatunkow stonecznikéw w jedna strone rozwija sie

21 spirali, a w druga strone rozwijaja sie 34 spirale;

u innych gatunkdéw stonecznikow beda to
np. liczby 34 i 55.

Wzér ogolny ciagu Fibonacciego

Dla ciagu Fibonacciego (f,) prawdziwy jest wzér Bineta:

i) )

E} Sprawd? prawdziwo$c¢ tego wzoru dlan =1, 2, 3, 4.

3.5. Ciag arytmetyczny (1)

Przyktad 1

Pani Jola postanowita kupi¢ sprzet narciarski za 2700 zt. W tym celu w pierw-
szym miesiacu odtozyta 500 zl, a w kazdym nastepnym odktadata po 200 zt.
W tabeli podano stan oszczednosci pani Joli w kolejnych miesiacach.

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
500 | 700 | 900 | 1100 | 1300 @ 1500 1700 @ 1900 2100 @ 2300 @ 2500 2700

Zauwaz, ze kazda z wymienionych w tabeli kwot (oprocz pierwszej) jest wiek-
sza od poprzedniej o te sama statg wartos¢. Wymienione liczby stanowia przy-
ktad ciggu arytmetycznego.

Przyktad 2
Ciag kolejnych liczb nieparzystych: 1, 3, 5, 7, 9, ... jest ciagiem arytmetycz-
nym. Kazdy nastepny wyraz ciagu jest wiekszy od poprzedniego o 2.

Definicja
Ciag liczbowy (a,) o co najmniej trzech wyrazach nazywamy ciagiem aryt-
metycznym, jezeli istnieje taka liczba r, ze kazdy wyraz ciagu, oprocz
pierwszego, powstaje przez dodanie tej liczby do wyrazu poprzedniego:
an 1 = an + 7 dla kazdegon € Ny

Liczbe r nazywamy réznica ciagu (a,,).

Cwiczenie 1
Podaj réznice ciagu arytmetycznego i wypisz jego cztery nastepne wyrazy.
a) 3,12,21,30, ... b) 1%,2%,3%,4%, c) 7,3,—1,-5, ...

Przyktad 3

Oblicz jedenasty wyraz ciagu arytmetycznego (a,), w ktérym a; =6 i r = 5.
a; =6

a, =6 +5 =11

a3 =6 4+2-5 =16
as=64+3-5 =21

Wypisujemy kilka poczatkowych
wyrazoéw ciagu.

Aby otrzymaé¢ wyraz a1 ciggu

a1 =6 +10-5 =56 arytmetycznego, obliczamy a1 + (11 — 1)r .

3.5. Ciag arytmetyczny (1)
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Twierdzenie

Wzér ogblny ciagu arytmetycznego (a,,) o pierwszym wyrazie a; i réznicy r

ma postac:
a, =a;+(n—1)r

Jesli znamy pierwszy wyraz ciagu arytmetycznego i jego roznice, to korzysta-
jac ze wzoru ogoélnego tego ciggu, mozemy obliczy¢ jego dowolny wyraz.

Przyktad 4

Podaj wzor ogdlny ciggu arytmetycznego: 1,11,21,31,41, ... Oblicz dwudzie-

sty wyraz tego ciagu.

Jest to ciag o pierwszym wyrazie a; = 1 i réznicy r = a; —a; = 11 — 1 = 10.

Wyznaczamy wzor ogdlny ciagu:
an=a1+Mn—-1)r=1+(n-1)-10=10n -9

Obliczamy dwudziesty wyraz: asg = 10-20 — 9 = 191.

Cwiczenie 2

Podaj wzor ogdlny ciggu arytmetycznego. Oblicz dwudziesty wyraz tego ciagu.
a) 2,4,6,8,10, ... c) 3,2,1,0,—1,-2, ...

b) 4,45,5,55,6, ... d) 2,12,1%,1,2, 3

5y gy e
Przyktad 5
Wyznacz wzor ogdlny ciggu arytmetycznego (a,,), w ktérym a; = 21 ag = 17.
Niech r bedzie réznica tego ciagu. Wowczas:
ag =ay + (6 —1)r

245r =17

I
0

.
Wzor ogblny ciagu: a, =2+ (n—1)-3 =3n— 1.

Cwiczenie 3
Wyznacz wzér ogdlny ciggu arytmetycznego, w ktérym:

a) a; =4, a4 = 10, b) a; = =5, ag = 20, ¢) a; =5, ap =22
Twierdzenie

Ciag arytmetyczny (a,) o réznicy r jest:
= rosnacy, gdy » > 0, = malejacy, gdy r < 0, = staly, gdy r = 0.
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Cwiczenie 4

Oblicz réznice ciaggu arytmetycznego i okresl jego monotoniczno$é. Wyznacz
wzOr ogolny tego ciggu.

a) 9,3,-3,-9,—15,-21, ... b) 1%,2%,3%,4, c) 2,2,2,2, ...
Cwiczenie 5

Dla jakiej wartosci parametru k liczby
a, b, c sa kolejnymi wyrazami ciggu
arytmetycznego?

a)a=3,b=k+1,c=3k—06

Liczby a, b, c sa kolejnymi wyra-
zami ciggu arytmetycznego, gdy:
b—a=c—b>b

b)a=1,b=4k+2,¢c=2k—5

Przyktad 6

Jaka liczbe nalezy wstawi¢ miedzy liczby a i b, aby otrzymany w ten sposob

ciag byt arytmetyczny?

Oznaczmy szukana liczbe przez x. Rozpatrujemy wiec ciag: a, x,b. Wowczas:
r—a=b—x

a+b

Tr = D)

Szukang liczba jest wiec srednia arytmetyczna liczb a i b. Otrzymujemy zatem

: . a+b
ciag: a, “5—, b.

Twierdzenie

W ciagu arytmetycznym (a,,) kazdy wyraz, oprocz pierwszego, jest $rednia
arytmetyczng wyrazow sasiednich:
Qyp_1+An41

a, — 5 dlan > 2
Cwiczenie 6
Podane liczby tworza ciag arytmetyczny. Oblicz x.
a) 9, z, 37 b) 4, z, —8 c) 3, @, 3
Zadania

1. Oblicz n-ty wyraz ciagu arytmetycznego (a,) o réznicy r. Okreél mono-
tonicznos¢ tego ciggu.

¢c)ar=1,r=5n=9
d)a;=2,r=0,1,n=15

a) a;=—-5,r=3,n="7
b) a; =4, r=—-4,n=11

2. Wyznacz wzoér ogblny ciggu arytmetycznego (a,)-
a) a; =6, az = 20 b) a; = —4, a4 =05 c) a1:9,a6:6%

3.5. Ciag arytmetyczny (1)
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3. Wyznacz wzér ogdlny ciagu arytmetycznego (a,,) o réznicy r.
b) r=-3,a5=0 c) r=1=%a;,=-4

a) r = 2, as = 5 39
4. Wyznacz liczby a, b tak, aby ciag: 1,a, b, 10 byl arytmetyczny.

5. Miedzy liczby 1 i 25 wstaw n liczb tak, aby otrzymacé ciag arytmetyczny.
a) n=3 b) n=>5 c)n=7

6. Wyznacz wzor ogdlny ciggu arytmetycznego (a,) i oblicz a,.
a) g — 20 b) az = -9 C) Qs = 4
ay =4 a5 = —3 az = 8
7. Oblicz pierwszy wyraz i roznice ciagu arytmetycznego (a,) spetniajacego
podane warunki.

2) Ay + ay = 22 o) a; + as = 16 o) a; +as+as =3
a, +ag =17 205 + 3a4 = 42 as + ag = 16
a1+a4=11 a3—|—a5=4 al—a2+a4:2

b d f

){a7—a3:20 ){4a2—2a4:8 ) {a3+a5:8

8. Podane liczby sg kolejnymi wyrazami ciggu arytmetycznego. Oblicz z.
a) v+ 1,2x +5, 40+ 7 b) =2, 2> — 6, 2° — 1

9. Suma drugiego i czwartego wyrazu ciggu arytmetycznego wynosi 2, a roz-
nica szostego i trzeciego wyrazu jest rowna 9. Ktory wyraz tego ciagu jest
rowny 407

10. Cztery liczby tworza ciag arytmetyczny, ktorego réznica jest réwna 3, a ilo-
czyn wyrazow trzeciego i czwartego jest réwny 70. Wyznacz te liczby.

Sprawdz sie

11. a) Liczby 3, z, y, 15 tworza ciag arytmetyczny. Wyznacz liczby z i y.
b) Liczby 4, x, y, z, 50 tworza ciag arytmetyczny. Wyznacz liczby x, y 1 z.

12. Wyznacz wzér ogdlny ciagu arytmetycznego (a,,) i oblicz ag.
az =9 as =0 a9 = —1
a) 3 b) 5 o) 10
as =20 0’8:_12 CI,16:2
13. Wyznacz wzér ogdlny ciggu arytmetycznego (a,) spelniajacego ponizsze
warunki. Ktory wyraz tego ciggu jest réwny 07

=0 =95 =12
a){a1+a3 . b){a1+a2 , C) {a1+a4

as + ay = — a1—|—a3=— a2—|—a4—|—a6=27

s 116 3. Ciagi

3.6. Ciag arytmetyczny (2)

Przyktad 1
Oblicz cztery poczatkowe wyrazy ciagu (a, ). Czy jest to ciag arytmetyczny?

a)a, =n*+n-+1

Obliczamy poczatkowe wyrazy tego ciggu:
a;=1*4141=3
a, =2°4+2+1=7
a3 =3>+3+1=13
ay=4*4+4+1=21

Obliczamy réznice: a; —a; = 7—3 = 4 oraz a3 —ay; = 13 — 7 = 6, zatem

Aby wykazaé, ze ciagg nie jest arytmetyczny,
wystarczy wskaza¢ wyrazy ag, aip41 oraz
Gn, Gn+1 takie, ze ax41 — Ak # Ant+1 — An.-

ay — a1 # az — a9, Wiec nie jest to ciag arytmetyczny.
b) a, = (n—2)>+2
Obliczamy poczatkowe wyrazy tego ciggu:
ap=(1-2"+2=1 a3 =(3-2)"+2=3
a; =(2—-2)3+2=2 as = (4—2)>+2=10
Obliczamy réznice: a; — a1 = az — ay = 1, ale ay — a3 # az — ao, wiec nie jest
to cigg arytmetyczny.

Cwiczenie 1
Uzasadnij, ze ciag o podanych poczatkowych wyrazach nie jest arytmetyczny.
a) 2,4,6,8,12,14,16,18, ... b) 1, —%, —1%, -3, —4%, -5, —6%,

Cwiczenie 2

Uzasadnij, ze ciag (a,) nie jest arytmetyczny.
a) a, =n?>—4 b) a, = 4n — n?

Aby wykazaé, ze ciag (a,) jest arytmetyczny, nie wystarczy sprawdzi¢ réz-
nicy miedzy kilkoma poczatkowymi wyrazami tego ciagu. Nalezy wykazac, ze
réznica a, 1 — a, jest stata dla kazdego n € N .

Przyktad 2

Wykaz, ze ciag a, = 252 jest ciagiem arytmetycznym.

Wyznaczamy réznice a, 1 — a,:

_3(n+1H)+2 3n+2 _ 3n+5 3n+2 _ 3

a —Q —
ntl n 2 2 2 2 2

Roznica ta jest stata dla kazdego n € N, zatem ciag (a,,) jest arytmetyczny.

3.6. Ciag arytmetyczny (2)
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D] Ewiczenie 3
Wykaz, ze ciag (a,) jest ciaggiem arytmetycznym.

a) a, = 6n —2 b) a, = 10n + 4 c) a, =—2n+38 d)an:%?)_5
Przyktad 3
Wyznacz wzér ogdlny ciggu arytmetycznego: V4 ?
—-3,-1,1,3,5, ...
Narysuj wykres tego ciggu. 5
Ro6znica tego ciggu jest réwna 2. I _
Wyznaczamy wzor ogolny: Y rTETETT
a,=a;+n—-1)r=-34+(n-1)-2= ol 1 | X
=2n—>5 - '
Zauwazmy, ze wykres tego ciggu jest zawarty w prostej
y = 2x — 5.
Cwiczenie 4

a) Wyznacz wzér ogdlny ciagu arytmetycznego: 6,4,2,0,—2, ... Naszkicu]
jego wykres i podaj rownanie prostej, w ktorej sie on zawiera.

b) Wykres ciggu arytmetycznego jest zawarty w prostej y = 3z — 2. Podaj
pie¢ poczatkowych wyrazow tego ciagu oraz jego wzor ogdlny.

c) Wyznacz réwnanie prostej, w ktérej zawiera sie wykres ciagu arytmetycz-
nego o pierwszym wyrazie a; = 3 i réznicy r = 2.

Zadania

@ 1. Wykaz, ze ciag (a,) nie jest ciagiem arytmetycznym.
a) a,=n*—3n  b)a,=(n+1)(n+2) <) a,=n(n+1)(7-n)

2. Dany jest ciag a,, = (n —1)(n —2)(n — 3)(n —4) + n. Oblicz kilka poczat-
kowych wyrazow tego ciagu. Czy jest to ciag arytmetyczny?

@ 3. Wykaz, ze ciag (a,) jest ciagiem arytmetycznym.

a) a, =3n—1 c) an:nTH e) an:5n2+1
_ 1l _ 9n?-4
b) a, =4—2n d) a, = 2(n 7) f) a, = P

4. Wykres ciagu (a,,) jest zawarty w podanej prostej. Podaj wzér ogdlny tego
ciggu i oblicz jego cztery poczatkowe wyrazy.

a) y=>br—4 b) y=-3z+1 c) y=+3x—2
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5.

Na rysunku przedstawiono dwa punkty nalezace do wykresu ciagu aryt-
metycznego (a,). Wyznacz wzér ogélny tego ciagu. Ktore wyrazy ciagu
(a,) sa wigksze od zera?

a) Y il b) Y4 & il c) Yl
1 b | 1 |
o] 1 X o[ 1 X ol 1 X

Ciag (a,) jest okredlony rekurencyjnie. Uzasadnij, ze jest on arytmetyczny
i rosnacy. Zapisz wzor ogdlny tego ciggu i oblicz jego dziesiaty wyraz.

) al——5 b) CL1:6
a
Gni1 =0, +3 dlan>1 Gpni1=0,+2 dlan>1

Dana jest funkcja kwadratowa f. Wykaz, ze ciag (a,,), okreslony za pomoca
wzoru a,, = f(n+ 1) — f(n), jest arytmetyczny.

a) f(x) =z b) f(z) =a* =2z +3

a) Dlugosci bokéw trojkata prostokatnego tworzg ciag arytmetyczny o roz-
nicy 3. Oblicz obwdd tego trojkata.

b) Dtugoséci bokéw trojkata prostokatnego, ktérego przeciwprostokatna
ma dlugos¢ 10, tworza ciag arytmetyczny. Oblicz dtugosci przyprostokat-
nych tego trojkata.

Wykaz, ze dlugosci bokéw trojkata prostokatnego tworza ciag arytme-
tyczny wtedy i tylko wtedy, gdy trojkat ten jest podobny do tréjkata
o bokach 3, 4, 5.

Sprawdz sie

10.

11.

12.

Sprawdz, czy ciag (a,) jest ciggiem arytmetycznym.

a) a, =4n —17 b) a, =1—2n ¢) a, =3n+3
Sprawdz, czy ciag (a,) jest ciagiem arytmetycznym.
a) a, =n*—1 b) a, =8 —n? ¢) a, = (=1)"tin

Wyznacz réwnanie prostej, w ktorej zawiera sie wykres ciagu arytmetycz-
nego (a,) o réznicy r. Ktory wyraz ciagu (a,) jest réwny 07

a) ap =5, r=2 b) ag =8, r = — c) apg=—-4,r=1

A
3

3.6. Ciag arytmetyczny (2)
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3.7. Suma poczatkowych wyrazéw
ciagu arytmetycznego (1)

Sume n poczatkowych wyrazéw ciagu (a,) oznaczamy symbolem S,,:
Sp=a1+ay+az+---+a,

Przyktad 1

Oblicz sume S;oo wszystkich liczb naturalnych od 1 do 100.

Zapisujemy sume Sigp na dwa sposoby i dodajemy réwno$ci stronami:

S100 =100+ 99+ 98+ 974+ ...+ 4+ 34+ 24 1

925100 = 101 + 101 + 101 4+ 101 + ... + 101 + 101 + 101 + 101
Zatem 25100 = 101 - 100, CZYH 5100 — 101-100 _ 5050.

2

Cwiczenie 1
Oblicz sume wszystkich liczb naturalnych:
a) od 1 do 50, b) od 1 do n.

Twierdzenie

Suma n poczatkowych wyrazéw ciagu arytmetycznego (a,) jest réwna
sredniej arytmetycznej wyrazow pierwszego i ostatniego pomnozonej przez
liczbe wyrazow: 5 _ itan
L, = L Ton

2

‘N

Dowaéd
Jesli (a,,) jest ciagiem arytmetycznym o pierwszym wyrazie a; i roznicy r, to
sume n poczatkowych wyrazéw tego ciagu mozemy zapisa¢ w postaci:
Sp,=a1+ (a1 +7r)+ ...+ (a1 +(n—2)r)+ (a; + (n —1)r)
Sumowane wyrazy mozemy tez zapisa¢ w odwrotnej kolejnosci:
S, = (al—l—(n—l)r) + (a1+(n—2)7°> + ...t (a+7r)+a
Dodajemy do siebie stronami powyzsze réwnania i otrzymujemy:
25, = <2a1 +(n— 1)7“) + ((2&1 +(n— 1)7’) +...+ (2&1 +(n— 1)r) + (2a1 +(n— 1)7’)
25, =QR2a; +(n—1)r)-n

S = a1+a1—;(n—1)r = a,l—i—Tan n

s 120 3. Ciagi

Przyktad 2

Oblicz sumy S5 i Sy ciagu arytmetycznego: 2,4,6,8,10,12, ...
S;=2+44+6+8+10=25L.5=30
Sg=24+4+6+8+10+124+14+16=2L18.8 =172

Cwiczenie 2
a) Oblicz wyraz ag, a nastepnie sume Sy ciagu arytmetycznego: 1,4,7,10, ...

b) Oblicz wyraz asg, a nastepnie sume Ssg ciagu arytmetycznego: 5,1,3,2, ...

W obliczeniach wykorzystuje sie¢ rowniez podana nizej posta¢ wzoru na sume
n poczatkowych wyrazow ciagu arytmetycznego.

Twierdzenie

Suma n poczatkowych wyrazéw ciagu arytmetycznego (a,) o roéznicy r
wyraza sie wzorem:

S, = 2a1+(;7,—1)r "

Przyktad 3
Oblicz sume Ss; ciggu arytmetycznego 3,8,13,18, ...
Jest to ciag o pierwszym wyrazie a; = 3 i réznicy r = 5, zatem:

L 2.3+(221—1)-5 91 = 84100 51 53.91 — 1113

Cwiczenie 3
a) Oblicz sume S3; ciagu arytmetycznego: 3,7,11, ...
b) Oblicz sume S;3 ciaggu arytmetycznego: —5, —8, —11, ...

Przyktad 4

Ustal, ile wyrazéw ma skonczony ciag arytmetyczny: 6,10, 14, ..., 86, oraz ob-

licz ich sume.

Zauwazmy, ze liczby: 6, 10, 14, ..., 86 tworza ciag arytmetyczny o pierwszym

wyrazie a; = 6, ostatnim wyrazie a,, = 86 i réznicy r = 4.

Liczbe wyrazdéw ciagu wyznaczamy ze wzoru a,, = a; + (n — 1)r:
86=6+(n—1)-4

Stad otrzymujemy n = 21. Zatem Sy = 0486 91 = 4621 = 966.

2
Cwiczenie 4
Ustal, ile wyrazéw ma podany skonczony cigg arytmetyczny, i oblicz ich sume.
a) 6, 11, 16, ..., 101 b) —4, -7, —10, ..., =37 c) %, %, %, e %

3.7. Suma poczatkowych wyrazéw ciggu arytmetycznego (1)
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Przyktad 5
Oblicz sume wszystkich liczb naturalnych mniejszych od 100, ktérych reszta
z dzielenia przez 6 jest réwna 1.

Liczby naturalne, ktorych reszta z dzielenia przez 6 jest rowna 1, maja postaé

6n + 1, gdzie n € N. Warunki zadania spetniaja zatem liczby:
6-0+1=1, 6-1+41=7, 6 -24+1=13, ..., 6 1641 =97

Tworza one 17-wyrazowy ciag arytmetyczny o réznicy » = 6, pierwszym

wyrazie a; = 1 i ostatnim wyrazie a7 = 97. Zatem:

Sy. = “;97 17 =49 .17 = 833

Cwiczenie 5
Oblicz sume wszystkich liczb naturalnych mniejszych od 100, ktérych reszta
z dzielenia przez 6 jest réwna 5.

Cwiczenie 6
Oblicz sume wszystkich liczb naturalnych mniejszych od 200, ktérych reszta
z dzielenia:

a) przez 4 jest réwna 1, b) przez 3 jest réwna 2.

Zadania

1. Oblicz sume dziesieciu poczatkowych wyrazéw ciagu arytmetycznego (a,,)
o roznicy r.
a) a; =—-2ir=3 b)a;=4ir=-5 c) a;=151ir=-0,1
2. Oblicz wyrazy a; i a;y oraz sume Sig ciagu arytmetycznego (a,,).

a) ag=61ag =14 b) ag=1iag=3 c) ap=121ia, =0

3. Ustal, ile wyrazéw ma podany skonczony ciag arytmetyczny, oraz oblicz
ich sume.

a) 4,7, 10, ..., 34 by 11,12, ..., 92 ¢) =3, =5, =7, ..., —41

4. a) Oblicz sume wszystkich liczb parzystych zawartych miedzy 13 a 2027.
b) Oblicz sume wszystkich liczb dwucyfrowych nieparzystych dodatnich.

5. Oblicz sume wszystkich liczb dwucyfrowych dodatnich podzielnych przez:
a) 3, b) 5, c) T.

6. Oblicz sume wszystkich liczb naturalnych niepodzielnych przez 3, ktére:

a) sa dwucyfrowe, b) sa trzycyfrowe, c) sa mniejsze od 500.
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7.

8.

Oblicz sume wszystkich liczb naturalnych, ktérych reszta z dzielenia:
a) przez 5 jest réwna 1 i ktore sa mniejsze od 100,
b) przez 4 jest réwna 3 i ktore sg wieksze od 10 oraz mniejsze od 80,

c) przez 6 jest réwna 4 i ktore sa wieksze od 30 oraz mniejsze od 120.

Przeczytaj podany w ramce przyktad.

Oblicz sume wszystkich liczb dwucyfrowych dodatnich podzielnych
przez 4 lub 5.

Najmniejsza liczba dwucyfrowsa dodatnig podzielng przez 4 jest liczba
12 =3- 4, a najwieksza taka liczba jest 96 = 24 - 4. Sa 22 takie liczby.
Ich suma S; = 258 .22 = 1188.

Najmniejsza liczba dwucyfrowa dodatnig podzielng przez 5 jest liczba
10 = 2 -5, a najwigksza taka liczba jest 95 = 19 - 5. Jest 18 takich
liczb. Ich suma S5 = 10;—95 - 18 = 945.

Rozpatrzmy liczby dwucyfrowe dodatnie podzielne przez 4 i 5 — sg to
liczby podzielne przez 20. Ich suma S3 = 20 + 40 + 60 + 80 = 200.

Suma S wszystkich liczb spelniajacych warunki zadania jest rowna
S =5+ 5, — 53 (uzasadnij, dlaczego).
Zatem S = 1188 + 945 — 200 = 1933.

Oblicz sume wszystkich liczb naturalnych mniejszych od 1001, ktére sa
podzielne przez: a) 2 lub 3, b) 3 lub 5, ¢) 5 lub 9.

Sprawdz sie

9.

10.

11.

12.

Oblicz sumy Sy i Sig podanego ciagu arytmetycznego.
a) 1,3,5,7, ... b) 5,2,—1,—4, ... c) —=,1,2.4, ...

272
Oblicz sume dziesieciu poczatkowych wyrazéw ciggu arytmetycznego (a,,)
o roéznicy r.

a) a; =23, r=—2 b) a; =-5,r=4 c) ap =25, r=-0,2

Oblicz sume, ktorej sktadnikami sa kolejne wyrazy ciggu arytmetycznego.
a) 7T+ 11+ 15+ ... +47+51 c) -5—-7T—9—...—29-31
b) $+1+1s4...+99;+100 d) —-18—-15—-12— ...+ 15+ 18

Oblicz sume wszystkich liczb naturalnych mniejszych od 100, ktorych
reszta z dzielenia przez 5 jest rowna:

a) 3, b) 4, c) 3 1lub 4.

3.7. Suma poczatkowych wyrazéw ciggu arytmetycznego (1) 123 s



3.8. Suma poczatkowych wyrazéw
ciagu arytmetycznego (2)

Przyktad 1
Ile poczatkowych wyrazéw ciggu arytmetycznego: 5, 8, 11, ... nalezy dodac,
aby otrzymac¢ sume 1857

W danym ciaggu mamy: a; = 5, r = 3, S,, = 185, zatem:

2-5—{—(n—1)-3' o )
5 n=185/-2

3n? + Tn = 370
32 +Tn—3710=0

A = 4489, /A =67
-7 —-67 -7+ 67
ny = 6 € N—H Ng = —6|_ =

Nalezy dodaé¢ 10 poczatkowych wyrazow.

10

Cwiczenie 1
Ile poczatkowych wyrazow ciggu arytmetycznego: 3, 5, 7, 9, ... nalezy dodac,
aby otrzymac sume: a) 255, b) 10237

Cwiczenie 2

Ile co najmniej poczatkowych wyrazdéw ciggu arytmetycznego (a,,) nalezy do-
da¢, aby otrzymac¢ sume wieksza od S7?7

a) a, =4n —2, S = 300 b) a, = 6n—3, S =750

Przyktad 2
Uzasadnij wzér na sume n poczatkowych liczb nieparzystych dodatnich:

14345+ ...+ (2n—1) =n?

Korzystamy ze wzoru na sume n poczatkowych wyrazow ciagu arytmetycz-
nego, w ktérym a; = 1 oraz a,, = 2n — 1. Zatem dla kazdego n € N, :

1 2n—1 2
Snzm%.n:%.nzg.n:nz

Na rysunkach przedstawiono ilustracje graficzng tego wzoru.

[]

1=1%2 143 =22 1+3+5=32 1434+54+7=4> 143454+74+9=5
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D] Ewiczenie 3
Uzasadnij wzér n+2n+3n+ ... +n? = # dlan € N,.

Zadania

1. Ile poczatkowych wyrazéw podanego ciggu arytmetycznego nalezy dodag,
aby otrzymac¢ sume 5467

a) 6,8,10, ... b) 13, 17, 21, ... ¢) —24,-22,-20, ...

2. Dany jest ciag arytmetyczny (a,) o réznicy r. Wyznacz najwieksza war-
tos¢ n, dla ktorej .S,, < 100.

a) ap =4,r =38 b) a; = -5, r=5 c) ap=1,r=+2

3. Suma dziesieciu poczatkowych wyrazéw ciagu arytmetycznego o réznicy 4
jest réwna 260. Oblicz sume dwudziestu poczatkowych wyrazow tego ciggu.

4. Suma pieciu poczatkowych wyrazow ciaggu arytmetycznego jest rowna 40,
a suma pierwszego i drugiego wyrazu jest rowna 16. Ile co najmniej po-
czatkowych wyrazéw tego ciagu trzeba dodaé, aby otrzymacé sume wigksza
od 1007

5. Ciag arytmetyczny sktada si¢ z dziesieciu wyrazéw. Suma wyrazow skraj-
nych jest réwna 42, a suma trzech ostatnich wyrazow jest rowna 105. Oblicz
pierwszy wyraz i roznice tego ciggu oraz sume wszystkich jego wyrazow.

6. Zbadaj monotonicznos¢ ciagu (a,,).

54+104+15+ ... 45n 34+6+9+...43n
a) a, = —— b) a, =

@ 7. Uzasadnij wzoér dla n € N,..
a) 6+12+ 184 ... +6n=3n(n+1)
b) 4+ 10+ 16+ ...+ (6n —2) =n(3n+1)

—1—n

Sprawdz sie

8. Ile poczatkowych wyrazow ciagu (a,) nalezy dodaé, aby otrzymaé sume
réwng S7
a) a, =2n+3, 5 =221 b) a, =3n—1,5 =672

9. lIle co najmniej poczatkowych wyrazow podanego ciagu arytmetycznego
nalezy dodac¢, aby otrzymac sume wieksza od 2007

a) —9, -7, =5, =3, =1, 1, ... b) —4, -3, -2, -1, 0, 1, ...

3.8. Suma poczatkowych wyrazéw ciggu arytmetycznego (2) 125 s



3.9. Ciag geometryczny (1)

Cwiczenie 1
Pole kwadratu K jest réwne 0,25 cm?.
Pole kazdego kolejnego kwadratu jest

cztery razy wieksze od pola kwadratu

poprzedniego. Oblicz pola kwadratow
KQ, Kg 1 K4.

Kl K2 Kg K4

Definicja
Ciag liczbowy (a,,) o co najmniej trzech wyrazach nazywamy ciggiem geo-
metrycznym, jezeli istnieje taka liczba q, ze kazdy wyraz ciagu, oprocz
pierwszego, powstaje przez pomnozenie wyrazu poprzedniego przez te

liczbe: Ani1 = ap - q dla kazdego n € N,

Liczbe ¢ nazywamy ilorazem ciagu (a,,).

Przyktad 1
Podaj iloraz ciaggu geometrycznego: 5, 10, 20, ... i wypisz jego dwa nastepne
wyrazy.

lloraz tego ciagu jest réwny 2. Kolejne wyrazy ciagu to 20-2 = 401 40-2 = 80.

Cwiczenie 2
Podaj iloraz ciggu geometrycznego i wypisz jego dwa nastepne wyrazy.

a) 3,6,12, ... c) 4,2,1, ... e) 1,—2,4, ...
b) 1,5,25, ... d) 64,16,4, ... f) —27,9,-3, ...
Przyktad 2

Oblicz wyrazy a., as, ay ciagu geometrycznego (a,) o pierwszym wyrazie
1

a; =9 iilorazie ¢ = 3.

W=

a2:a1’q:9'%:3, a3:a2-q:3-%:1, a4:a3-q:1.%:

Cwiczenie 3

Oblicz wyrazy as, as, a, i a5 ciagu geometrycznego (a,,) o ilorazie q.

) ax \/757 q = \/5
) V2, ¢=+6

@

a)a;=1, ¢=3 c) ay =5, ¢=—1

b) a, =16, ¢q= 2 d) a; =1, ¢=—2 f

2

a
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Twierdzenie

Ciag (a,) o wyrazach réznych od zera jest ciggiem geometrycznym, jesli

dla dowolnego n € N, iloraz dwéch kolejnych wyrazéw % jest staty.

Przyktad 3
Oblicz iloraz q ciggu geometrycznego, ktérego dwoma kolejnymi wyrazami sa
liczby 13 i 65.

=% =5
Cwiczenie 4
Oblicz iloraz ciagu geometrycznego o podanych dwoch kolejnych wyrazach.
a) 25 1 75 c)4i6 e) 91 —36
b) 75 i 25 d)6 i 4 f) —9 i —45

Przyktad 4
Uzasadnij, ze ciag o kolejnych wyrazach a; = 6, a; = 9 1 a3 = 12 nie jest

ciaggiem geometrycznym.

ap _ 9 _ 3 . a3 _ 12 _ 4
ap 6 2 as 9 3
az

Iloraz dwdéch kolejnych wyrazéw ciggu nie jest staly (a1 =

as

43 zatem nie jest
a

to ciag geometryczny.

Cwiczenie 5
Uzasadnij, ze podany cigg nie jest ciagiem geometrycznym.
a) 4,8,16,32,60,120, ... b) 1,-2,4,-8,16,32, ... «¢) 1,3 2 21 &

2787167327 64 """
Przyktad 5
Oblicz jedenasty wyraz ciagu geometrycznego (a,,) o pierwszym wyrazie a; = 3
oraz ilorazie g = 2.

a; = 3

a,=3-2 =6 Wypisujemy kilka poczatkowych

a5 =3 - 92 _ 19 wyrazoéw ciggu.

CL4:3'23 =24

a;, =3 - 210 — 3072 Aby otrzymac wyraz' ai1 ciagu .
geometrycznego, obliczamy a1 -q .

Twierdzenie

Wzér ogdlny ciggu geometrycznego (a,,) o pierwszym wyrazie a; i ilorazie q

ma postac: _—
anp = a1 * q

3.9. Ciagg geometryczny (1)
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Przyktad 6
Oblicz wyrazy as i a1, ciagu geometrycznego (a,,) o pierwszym wyrazie a; = 3
i ilorazie ¢ = 2.

as =a,-¢*=3-2"=3-16 =48

a1 =ay-q°=3-2"Y=3.1024 = 3072

Cwiczenie 6
Oblicz n-ty wyraz ciggu geometrycznego (a,,) o ilorazie q.

(
a)al—%,q—ln: e) a; =—-2,q=-3,n=5
b)a; =25,q=%n=7 f) ay=-7,q=-1,n=15
c)a; =8,g=%n=4 g)ay=5,qg=v2,n=9
d) a;=1,9=25,n=6 h) a; = /3, q=—%§,n—8
Przyktad 7
Oblicz pierwszy wyraz ciagu geometrycznego (a,, ), w ktérym ay, = 2501 g = 5.
Ze wzoru ogélnego ay = ay - ¢*, czyli 250 = a, - 5°. Zatem a; = 22 = 2.
Cwiczenie 7

Oblicz pierwszy wyraz ciagu geometrycznego (a,) o ilorazie q.

a) aa=1,q=3 b) ag = 16, ¢ = —2 c) ag=81,q=3

Przyktad 8
Dane sa wyrazy a4 = 4 i a; = 32 ciagu geometrycznego (a,, ). Wyznacz wzér
ogdélny tego ciagu.

Niech g bedzie ilorazem tego ciggu. Zapisujemy uktad réwnan:
a1 -q° =4
a; - ¢° =32

Drugie rownanie dzielimy stronami przez pierwsze i otrzymujemy:

a1-q¢® _ 32

ai-q3 4
Stad ¢ = 8, czyli ¢ = 2. Wyznaczamy pierwszy wyraz ciggu:

Zatem a; = 3. Wzor ogdlny ciggu: a,, = 3 - 2" .

Cwiczenie 8
Wyznacz wzér ogdlny ciggu geometrycznego (ay,).
a) ay=2,a5 =5 b)as=-3,a6=-24 c¢)ay=10a;=7%
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Zadania

1. Oblicz iloraz ciagu geometrycznego (a,) o podanych wyrazach poczatko-
wych. Wyznacz wzor ogdlny tego ciagu i oblicz a-.

a) 128, 64, 32, ... ) 55 — 55> ) - e) 2,1, 1, ...
b) &, 1,1, ... d) $2, 25 8 . ) V2, =2, 2v2, ...

2. Przeczytaj podany w ramce przyktad.

Wyznacz wzér ogdlny ciagu geometrycznego (a,), w ktéorym ay, = 6
oraz ag = H4.

Jezeli q jest ilorazem ciagu (a,), to ay = a; - ¢° oraz ag = a, - ¢°, zatem
otrzymujemy uktad réwnan:

a1 -q¢° =6
5
a;-q° =54
Dzielimy stronami drugie rOwnanie przez pierwsze:

ai-q° _ 54
ai-q3 6

Stad ¢* = 9, czyli ¢ = —3 lub ¢ = 3.
Dla ¢ = —3 mamy a; = —%. Wzér ogélny ciggu: a, = —2 - (=3)"%.

2, 3n71

Dla ¢ = 3 mamy a;, = %. Wzér ogélny ciagu: a,, = 5

Wyznacz wzér ogblny ciggu geometrycznego (a,,).
a) a; =5, ay = 80 c) ay =7, ay = 28 e) ag = 32, a;g = 2
b) ay =6, ay = 2 d) as=27,a5=243 f) ag=1,a3=9

2

Sprawdz sie

3. Oblicz iloraz ciagu geometrycznego (a,) oraz wyrazy as, a4 i as.

a) a; =8, ay, = 24 c) ar =3, a,=1 e) a; = —12, a, = —8

b) a; =2, ay = —6 d) a; = —1%, a, =2 f) a3 =2, ap = V2
4. Oblicz wyrazy as i az ciggu geometrycznego (a,,).

a) ap =15, a; =5 b)a =2, a,=12 c) ap = —+, a, =10
5. Oblicz wyrazy a, i az ciagu geometrycznego (a,,) o ilorazie q.

a) ay =3, q =2 b) a; =64, ¢=—3 c) ap = —=t, q = —4

3.9. Ciagg geometryczny (1)
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3.10. Ciag geometryczny (2)

Przyktad 1

Pani Kasia ulokowata 2000 zt na koncie o sta- Wplata: 2000,00

obok przedstawiono stan oszczednoSci pani 2000,00 - 1,05 = 2100,00
Kasi po uptywie kolejnych lat. I tak po upty- 2100,00 - 1,05 = 2205,00
wie roku stan jej konta wyniesie: 9205,00 - 1,05 = 2315.25

2000 - 105% = 2000 - 1,05 = 2100 [zl]
2315,25 - 1,05 =~ 2431,01
a po uplywie dwoch lat: A
2431,01 - 1,05 ~ 2552
2100 - 105% = 2100 - 1,05 = 2205 [zl] 31,01 1,05 092,96

Otrzymany ciag jest przyktadem rosnacego ciagu geometrycznego.

lym oprocentowaniu 5% w skali roku. W tabeli

Twierdzenie

Ciag geometryczny (a,) o pierwszym wyrazie a; > 0 i ilorazie ¢ jest:
= rosnacy, gdy ¢ > 1, = malejacy, gdy 0 < ¢ < 1, = staly, gdy q = 1.
Ciag geometryczny (a,) o pierwszym wyrazie a; < 0 i ilorazie ¢ jest:
= rosnacy, gdy 0 < ¢ < 1, = malejacy, gdy ¢ > 1, = staly, gdy ¢ =1.

Przyktad 2
a) Ciag geometryczny: 1,2,4,8,16, ... jest rosnacy.
b) Ciag geometryczny: 1,3, 1, £, 1=, ... jest malejacy.

, —
. 1
)

d) Ciag geometryczny: —1, —s = .

c) Ciag geometryczny: —1, —2
—1 . jest rosnacy.

6"

4, —8,—16, ... jest malejacy.
1

4

Cwiczenie 1
Przerysuj do zeszytu tabele i ja uzupelnij. Podaj przyktady odpowiednich
ciagdw geometrycznych i okresl ich monotonicznosé.

a1 <0 a1 >0
1,-2,4,-8,16, ...
(? ) ) ) Y Y
q<0 : nie jest monotoniczny
¢=0 —3,.0,0,0,'(), ?
niemalejacy

0<g<l1 ? ?

qg>1 ? i
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Stalym ciggiem geometrycznym jest rowniez ciag: 0,0,0,0, ... Jego pierwszy
wyraz a; = 0, a iloraz moze by¢ dowolng liczbg rzeczywista.

Przyktad 3

a) Wyznacz wzor ogdlny monotonicznego ciagu geometrycznego (a,) o wyra-
zach a; = 61 az = 24.

Niech ¢ bedzie ilorazem ciagu (a,). Wowczas az = a1¢*, czyli 24 = 6¢*. Stad
q¢> = 4, zatem ¢ = —2 lub ¢ = 2.

Dla ¢ = —2 ciag ten nie jest monotoniczny.

Dla g = 2 cigg jest rosngcy. Wzoér ogdlny ciggu: a,, = 6 - 2" 1.

b) Wyznacz wzér ogblny monotonicznego ciggu geometrycznego (a,, ) o wyra-
zach a; = —6 1 a3 = —54.

Niech ¢ bedzie ilorazem ciggu (a,). Wowczas as = a1¢?, czyli —54 = —6¢°.
Stad ¢®> = 9, zatem g = —3 lub ¢ = 3.

Dla ¢ = —3 ciag nie jest monotoniczny.

Dla g = 3 ciagg jest malejacy. Wzér ogdlny ciagu: a, = —6 - 3" 1.

Cwiczenie 2
Wyznacz wzér ogblny monotonicznego ciagu geometrycznego (a,, ).
a) a; =1, a3 =25 b) a; = -8, ag = —3 c) ag = —4, ag = —64

an+41

n

Aby wykazaé, ze ciag (a,) jest geometryczny, nalezy wykazaé, ze iloraz
jest staty dla kazdego n € N,.

Przyktad 4
Wykaz, ze ciagg o wzorze ogbélnym a,, = 3 - 4™ jest ciaggiem geometrycznym.
Okresl jego monotonicznosé.

Wyznaczamy iloraz ciggu:
An+1

A, 3-4m

3. 4n—|—1

An41
Qn,

Jest to ciag rosnacy, poniewaz a; > 0iqg=4 > 1.

Iloraz jest staly dla kazdego n € N, zatem ciag (a,) jest geometryczny.

Cwiczenie 3
Wykaz, ze ciag (a,) jest geometryczny. Okre$l monotonicznosé tego ciagu.

a) a, =5-6" ¢) a, =—3-2" e) a, =6-(—4)"
5 n n
b)an:2—n d)an:—Q-(%) £) a, = 427+
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@ Cwiczenie 4

Uzasadnij podane obok Jezeli liczby a, b, ¢ sa kolejnymi wyrazami ciggu

geometrycznego, to:

twierdzenie. )
b =a-c

Przyktad 5
Liczby x — 5, ¢ — 2 i x + 4 sa kolejnymi wyrazami ciggu geometrycznego.
Wyznacz te liczby.
(2= 2)? = (& = 5)(x+4)
2 —dr+4=2>—2—-20
—3xr=—-24
Stad = = 8. Szukane liczby: 3, 6, 12.

Cwiczenie 5

Podane liczby sa kolejnymi wyrazami ciagu geometrycznego. Wyznacz te
liczby.

a) r—3,z—1,z+5 b)zx,z+1, -3 c) x+2,x+1, 27
M Srednia geometryczna

Jesli dodatnie liczby a, b, ¢ tworza ciag geometryczny, to b = \/a - c.

Liczbe /a - ¢ nazywamy Srednig geometryczng liczb a i c.

Pole kwadratu o boku b jest réwne polu prostokata
o bokach a i ¢, jesli b jest rowne $redniej geometryczne]

liczb a 1 c.

Cwiczenie 6
Oblicz dtugosé boku kwadratu, ktorego pole jest réwne polu prostokata o po-
danych dlugosciach bokow.

a) 4cmi9cm b) 9 cm i 25 cm ¢) 10 cm i 40 cm

Twierdzenie

W ciagu geometrycznym (a,,) o wyrazach dodatnich kazdy wyraz, oprécz
pierwszego, jest srednig geometryczna wyrazéw sasiednich:

a, = \/an_l *Qnpy1 dlan > 2

Cwiczenie 7
Wiszystkie wyrazy ciagu geometrycznego (a,,) sa dodatnie. Oblicz wyraz ag.
a) as =41a; =25 b) as =201 ay = 45 c) as=~ia; =&

s 132 3. Ciagi

Zadania

1. Okresl monotoniczno$é ciagu geometrycznego (a,,) o ilorazie g.

a) a1 =1,q=73 c) ay=—-3,q=2 e) a; =—-2,¢g=+3-1

b) ag =4, q=2 d) ag=-2,¢g=1 f) ay=2,g=1-+2
@ 2. Wykaz, ze ciag (a,) jest geometryczny. Okresl monotonicznos$é tego ciggu.

a) a, = 3¢ c) a, = —2-5" e) a,=1-(vV2)"

b) a, = — & d) a, =2 (=5)" £) a,=4-(v3)""

@ 3. Wykaz, ze ciag (a,) jest geometryczny. Wyznacz wzér ogdlny tego ciagu

i okresl jego monotonicznos¢.

a, =6 a, = 2

a) 1 ) b) 1 3

Uny1 = 3a, dlan>1 Gni1 = —6a, dlan>1

4. Liczby 11, z,y tworza monotoniczny ciag geometryczny. Podwojona suma
pierwszej i drugiej liczby jest réwna sumie drugiej i trzeciej liczby. Wyznacz
liczby = 1 y.

5. Liczby 32,a,b sa kolejnymi wyrazami malejacego ciagu geometrycznego.
Roznica liczb pierwszej i drugiej jest o 8 wieksza od roznicy liczb trzeciej
i drugiej. Wyznacz liczby a i b.

6. Wyznacz wzér ogdlny monotonicznego ciagu geometrycznego (a,,).

) {%——41 9 {a;-a5—21 . {az.a42—1
a0 = —g; as; = 25a5 a; +az; =95

b){a4=3a21 d){az—l—ag:SO f) {a;-a32=6
a -az = g a, — as = 120 az —ay; = 12

Sprawdz sie

7. Okresl monotoniczno$é ciggu geometrycznego (a,,) o ilorazie q.

a) a1 =15, ¢ = ¢ c) ag =—6,9g=12 e) a1 =—%,q¢=—9

5
b) a; =10,9g=2 d) a,=-8,¢=38 f) ay = —4,q¢=+2

8. Wyznacz = i y tak, aby podane liczby byly kolejnymi wyrazami ciagu
geometrycznego. Okresl monotoniczno$é tego ciagu.

a) 2, x, 32,y b) 1,z 2,y c) 18, =, 8, y d) z, &, y, 10

3.10. Cigg geometryczny (2)
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3.11. Suma poczatkowych wyrazéw
ciggu geometrycznego

Przyktad 1
Oblicz sume dziesieciu poczatkowych wyrazéow ciagu geometrycznego:

1,2,4,8,16, ...
Sio=142+4+8+16+ 32+ 64+ 128 + 256 + 512 = 1023

Aby obliczy¢ sume n poczatkowych wyrazow ciggu geometrycznego, mozna
skorzystac¢ z ponizszego twierdzenia.

Twierdzenie

Suma n poczatkowych wyrazéw ciagu geometrycznego (a,,) o ilorazie ¢ # 1
wyraza sie¢ wzorem:

_ 1—q™
Dowod
Kolejne wyrazy ciggu to: a;, ay = a1q, as = a1q>, ..., a, = a;q" ', zatem:

S, = a; + a1q + a1q2 4o+ alqn—l Mnozymy obie stro-
ny rOwnania przez q.

qSn = a1q + a1¢° + a1¢° + ... + a1q"
Odejmujemy réwnania stronami i otrzymujemy:

Sp =4S, = a1 — a1q"
o o ___n\ Dzielimy obie strony réwnania
Su(l—q) = ar(l = ¢") przez 1 —q (z zalozenia q # 1).

Uwaga. Jedli iloraz ciagu geometrycznego (a,,) jest réwny 1, to suma n poczat-
kowych wyrazéw tego ciagu dana jest wzorem S, = n - a;.

Przyktad 2
Oblicz sume 1 +2 + 4 + 16 + 32 + 64 + 128 + 256 + 512. Skorzystaj ze wzoru
na sume poczatkowych wyrazéw ciggu geometrycznego.

Do wzoru podstawiamy a; = 1, ¢ = 2, n = 10:
_ 910 _
510:1.1 210 1-1024

— = = 1023

Cwiczenie 1
Oblicz sume n poczatkowych wyrazéw ciaggu geometrycznego o pierwszym
wyrazie réwnym 10 i ilorazie 2 dla: a) n =5, b)n=7, ¢) n=0.
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Cwiczenie 2
Oblicz sume szeSciu poczatkowych wyrazow podanego ciagu geometrycznego,
korzystajac ze wzoru. Sprawdz otrzymany wynik, dodajac wyrazy ciggu.

a) 1,3,9,27, ... b) 1, =2, 4, -8, ... c) 1, %, i, é,...
Cwiczenie 3
Oblicz sume Ss ciagu geometrycznego (a,) o pierwszym wyrazie a; = 3—12

iilorazie: a) q=2, b)g=4, ¢)¢=1.

Cwiczenie 4
Oblicz sume S,, ciagu geometrycznego (a,, ).

a) ay, =3,a,=—-6,n=06 b) a; =—4,a, =-12,n=5

Przyktad 3
Dany jest ciag geometryczny o pierwszym wyrazie rownym 4 i ilorazie 3. Ile
poczatkowych wyrazéw tego ciagu nalezy dodac¢, aby otrzymac¢ 14567

Niech n bedzie szukana liczba wyrazéw. Wowczas:

1-3"

4 ——= = 1456
1—3"=-728
3" =729
3n236

Zatem n = 6. Nalezy doda¢ szes$¢ poczatkowych wyrazow tego ciggu.

Przyktad 4
Dany jest ciag geometryczny o pierwszym wyrazie réwnym 10 i ilorazie 0,5.
Ile poczatkowych wyrazéw tego ciggu nalezy dodac¢, aby otrzymac¢ 18,757

Niech n bedzie szukana liczbg wyrazéw. Wowcezas:

1-0,5"
10- 2= = 18,75
20-(1-05") =1 /:20
1-(3)" =%

1" 1
(3) =1
1\* _ (14
(z) = ()
Zatem n = 4. Nalezy doda¢ cztery poczatkowe wyrazy tego ciggu.
Cwiczenie 5
Dany jest ciag geometryczny o pierwszym wyrazie rownym 5 i ilorazie 2. Ile
poczatkowych wyrazéw tego ciagu nalezy dodacé, aby otrzymac 6357

3.11. Suma poczatkowych wyrazéw ciggu geometrycznego
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Cwiczenie 6
Dany jest ciag geometryczny o pierwszym wyrazie rownym 2 i ilorazie % Ile
poczatkowych wyrazéw tego ciaggu nalezy dodac, aby otrzymac 16%?

Cwiczenie 7

Dany jest cigg geometryczny (a,,) o ilorazie q. Ile poczatkowych wyrazow tego
ciagu nalezy doda¢, aby otrzymac¢ sume réwnag S7

a) a; =10, ¢ =0,9, S = 34,39 b) a; =100, ¢ = 0,4, S = 164,96

Ciag (b,) nazywamy podciagiem ciagu (a, ), jesli mozemy go otrzymac poprzez
wybranie jego wyrazéw sposrod wyrazoéw ciggu (a,, ) bez zmiany ich kolejnosci.
Na przyktad podciagami ciagu geometrycznego: 1,2,4,8,16,32, ... sa:

¢ 2,8,32,128,512, ... — podciag wyrazow o numerach parzystych,

e 1,4,16,64, 256, ... — podciag wyrazow o numerach nieparzystych,

e 512,1024,2048, 4096, ... — podciag wyrazéw podzielnych przez 512.
Cwiczenie 8

Pierwszy wyraz ciggu geometrycznego o ilorazie 3 jest réwny 1. Wypisz pieé
poczatkowych wyrazow jego podciagu ztozonego z wyrazoéw o numerach:

a) nieparzystych, b) parzystych.

Cwiczenie 9

Pierwszy wyraz ciggu geometrycznego o ilorazie —2 jest réwny 3. Oblicz sume
pieciu poczatkowych wyrazow jego podciagu ztozonego z wyrazéw o numerach:
a) nieparzystych, b) parzystych.

Zadania

1. Oblicz sume Sy ciggu geometrycznego (a,,).

agzl b)a1:18,a2:6

8 C) a; = 15, a, = —30

a) a1 = 15,
2. Oblicz sume S, ciagu geometrycznego (a,,) o ilorazie g.

a) ay=—-1,¢g=2,n=28 b)a; =3,9g=—v2,n=10

3. Ciag (a,) jest geometryczny. Przerysuj do zeszytu tabele i ja uzupelnij.

a1 q n Ap, Sn
2 3 ? ? 242
1 1
? 1 7 -1 ?
\/g _\/§ 8 ? ?

3. Ciagi

4. Pola dziesieciu kwadratow (rysunek obok)

tworzg ciag geometryczny o ilorazie 5. Naj- ﬂ
wickszy sposrod tych kwadratéw ma pole

DDDDDDD

réwne 1 cm?. Oblicz sume ich:
a) pol, b) obwodow.

5. Oblicz pierwszy wyraz ciaggu geometrycznego (a,,) o ilorazie q.
a) ¢g=2,85, =060 c) q=3, S ="T28 e) ¢ =—V2, 8 =—T7

27

6. Kartki pocztowe utozono w stosy. W pierwszym stosie utozono 4 kartki,
a w kazdym nastepnym — dwukrotnie wiecej kartek niz w poprzednim.
Ile kartek byto w najwiekszym stosie, jezeli wiadomo, ze tacznie utozono:

a) 60 kartek, b) 1020 kartek, c) 4092 kartki?

7. Pierwszy odcinek tamanej ma dtugosé 64 cm, a kazdy nastepny jest 2 razy
krétszy od poprzedniego. 7 ilu odcinkéw sktada sie ta tamana, jesli wia-
domo, ze ma ona dlugosc¢:

a) 124 cm, b) 127,5 cm, c) 127,875 cm?

8. Pola pieciu prostokatéw (rysunek obok)

tworza ciagg geometryczny o ilorazie :.
Suma tych pdl jest rowna 2 cm?. Ob-

licz pole najmniejszego prostokata.

Sprawdz sie

9. Oblicz sume S5 podanego ciagu geometrycznego.
a) 2, 8,32, ... b) -2, —6, —18, ... c) 4, —6,9, ...

10. Oblicz sumy Sg i S; ciagu geometrycznego (a,,) o ilorazie q.
b)a, =7 q¢=-1

a) a, =2,q= -3 c) a; =81, q=—3

11. Ile poczatkowych wyrazéw ciagu geometrycznego o pierwszym wyrazie
rownym 5 i ilorazie 2 nalezy doda¢, aby otrzymac:

a) 315, b) 2555, ¢) 51157

12. Wyznacz liczbe wyrazéw skonczonego ciggu geometrycznego (a,,) o ilora-
zie ¢ i sumie wszystkich wyrazéow S.

a) S =258a,=6,qg=—-2 b) § =1820,a;, =5, ¢ =3

3.11. Suma poczatkowych wyrazéw ciggu geometrycznego
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3.12. Ciagi arytmetyczne
I ciggi geometryczne - zadania

Przyktad 1
Liczby z, 4, y tworza rosnacy ciag arytmetyczny. Suma kwadratow tych liczb
jest réwna 56. Wyznacz x i y.

Niech r > 0 bedzie réznica ciagu. Wowczas © = 4 — r oraz y = 4 + r. Otrzy-
mujemy roéwnanie:
(4—r)+42+ (44 7r)> =56
16 — 8r+r?+ 16 + 16 + 8r + r* = 56
2r* =8
r=-—2lub r=2

Zgodnie z zatozeniem r > 0, czylix =4 —r=4—-2=2o0razy=4+1r = 6.

Cwiczenie 1

a) Liczby a, 5, ¢ tworza rosnacy ciag arytmetyczny. Suma kwadratéw tych
liczb jest réwna 93. Wyznacz a i c.

b) Liczby 4, b, ¢ tworza malejacy ciag arytmetyczny. Suma kwadratéw tych
liczb jest réwna 165. Wyznacz b i c.

Przyktad 2

Trzy liczby tworza ciagg arytmetyczny, a ich suma jest réwna 21. Jesli od pierw-
szej 1 drugiej liczby odejmiemy 3, a od trzeciej odejmiemy 1, to otrzymamy
kolejne wyrazy ciaggu geometrycznego. Wyznacz te liczby.

Zapisujemy trzy kolejne wyrazy ciagu arytmetycznego: a — r, a, a + r.

Ich suma to:
a—r+a+a+r=21

a="17
Zatem szukane liczby maja postaé: 7 —r, 7, 7+ r.

Zgodnie z warunkami zadania liczby 4 — r, 4, 6 + r sa kolejnymi wyrazami
ciagu geometrycznego, zatem zachodzi rownosc:

4> =(4—-r)(6+T)
r2+2r—8=0
r=—4 lub r=2
Dla r = —4 otrzymujemy liczby: 11, 7, 3.
Dla r = 2 otrzymujemy liczby: 5, 7, 9.
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Cwiczenie 2

a) Liczby a, b, ¢ sa kolejnymi wyrazami ciagu arytmetycznego o réznicy 3,
aliczby a — 1, b — 2, ¢ + 2 sa kolejnymi wyrazami ciagu geometrycznego. Wy-
znacz liczby a, b, c.

b) Liczby a, b, ¢, ktérych suma jest rowna 12, sa kolejnymi wyrazami ciagu
arytmetycznego, a liczby a + 1, b+ 2, ¢ + 6 — kolejnymi wyrazami ciggu geo-
metrycznego. Wyznacz liczby a, b, c.

Przyktad 3
Wyrazy ciggu geometrycznego (a,,) spelniaja warunki:
a,+ay =20 1 ay + as = 60
Wyznacz wzér ogdlny tego ciagu oraz oblicz sume jego szesSciu poczatkowych
Wyrazow.
Niech ¢ bedzie ilorazem ciagu (a, ). Wowczas:
y = a1q oraz as = a,q>
as + az = a1q + a1¢*> = q(a; + a19) = q(a; + az) = ¢ - 20 = 60

Stad otrzymujemy ¢ = 3.

a;+a, =a; +a;-3=4a; =20
Zatem a, = 5. Wzér ogdlny ciggu: a,, = 5- 3" 1.

1-¢% . 1-3% . 1-729 _ 728
1_q—5 T3 0 T =0 = 1820

Se = a;

Cwiczenie 3
a) Wyrazy ciagu geometrycznego (a,,) spelniaja warunki:
a;+as =68 1 ay+ ag = 136
Ile poczatkowych wyrazéw tego ciagu nalezy dodac, aby otrzymacé 20447

b) W szeSciowyrazowym ciagu geometrycznym suma pieciu poczatkowych wy-
razOw jest rowna 11, a suma pieciu ostatnich — jest rowna 33. Oblicz iloraz
oraz wyrazy pierwszy i szosty tego ciggu.

Zadania

1. a) W dziewieciowyrazowym ciagu arytmetycznym, ktérego pierwszy wy-
raz jest réwny 4, wyrazy pierwszy, trzeci i sibdmy tworza ciag geome-
tryczny. Oblicz sume wyrazéw tego ciagu arytmetycznego.

b) W szesciowyrazowym malejacym ciagu arytmetycznym, ktérego pierw-
szy wyraz jest rowny —1, wyrazy pierwszy, drugi i piaty tworza ciag geo-
metryczny. Oblicz sume wyrazéw tego ciaggu arytmetycznego.

3.12. Ciggi arytmetyczne i ciggi geometryczne - zadania
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2. Trzy liczby, ktorych suma jest rowna 21, tworza cigg arytmetyczny. Jesli
od drugiej z nich odejmiemy 1, a do trzeciej dodamy 6, to otrzymamy ciag
geometryczny. Wyznacz te liczby.

3. Suma trzech liczb tworzacych ciag arytmetyczny jest rowna 15. Jesli pierw-
sza 1 drugg z tych liczb zwickszymy o 1, a trzecia — o 4, to otrzymamy ciag
geometryczny. Wyznacz te liczby.

4. Liczby 4, b, c tworza ciag geometryczny. Liczby te sa réwniez kolejno wy-
razami pierwszym, drugim i czwartym ciagu arytmetycznego. Wyznacz
liczby b i c.

5. Liczby a, b, 1 tworza malejacy ciag geometryczny. Jesli od ostatniej liczby
odejmiemy 4, to otrzymamy ciag arytmetyczny. Wyznacz liczby a i b.

6. a) Wstaw miedzy liczby 5 i 30 dwie takie liczby, aby pierwsze trzy tworzyty
ciagg geometryczny, a ostatnie trzy — ciag arytmetyczny.

b) Wstaw miedzy liczby —4 i 32 dwie takie liczby, aby pierwsze trzy two-
rzylty ciagg arytmetyczny, a ostatnie trzy — ciag geometryczny.

7. W trojkat rownoboczny wpisujemy okrag, a nastepnie w okrag wpisujemy
trojkat réwnoboczny itd. (rysunek ponizej). Otrzymujemy w ten sposéb
ciag trojkatow réownobocznych i cigg okregow.

[E] a) Uzasadnij, ze ciag obwodéw kolejnych troj-
katow jest geometryczny. Podaj jego iloraz.

b) Bok najwiekszego trdjkata ma diugoéé 4.
Oblicz sume obwodéw pieciu najwiekszych troj-
katéw oraz sume ich pol.

Sprawdz sie

8. Suma trzech liczb tworzacych cigg arytmetyczny jest réwna 21, a suma ich
kwadratow wynosi 155. Wyznacz te liczby.

9. Suma pierwszego i czwartego wyrazu ciggu geometrycznego jest rowna 130,
a suma drugiego i pigtego wyrazu jest rowna 520. Ile poczatkowych wyra-
zOw tego ciagu nalezy dodac, aby otrzymac 6827

10. Liczby a, b, 2 tworza ciag arytmetyczny. Jesli do pierwszej z nich dodamy 8,
a druga i trzecia zostawimy bez zmian, to otrzymamy ciag geometryczny.
Wyznacz liczby a i b.
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Przypomnij sobie

Procenty
1. Oblicz:
a) 1%, 5%, 25%, 75% liczby 400, b) 2%, 8%, 40%, 120% liczby 500.
2. Oblicz:
a) 20% liczby 300, c) 15% liczby 200, e) 150% liczby 80,
b) 40% liczby 600, d) 80% liczby 30, f) 210% liczby 40.
3. Ktora liczba jest wigksza:
a) 15% liczby 200 czy 20% liczby 160,
b) 30% liczby 120 czy 8% liczby 4007
4. Oblicz, jakim procentem liczby 800 jest podana liczba.
a) 160 b) 600 c) 840 d) 960
5. Oblicz, jakim procentem liczby a jest liczba b.
a) a=060,b=15 c) a=300,b=093 e) a =600, b =750
b) a =80, b = 64 d) a=140,b =21 f) a=1900,b=1125
6. Oblicz liczbe, ktore;j:
a) 20% jest réwne 16, c) 45% jest réwne 180,
b) 30% jest rowne 36, d) 120% jest rowne 720.
7. O ile procent podrozal towar, ktérego cene podniesiono dwa razy o p%?
a) p=10 b) p =20 c) p=30 d) p =50
8. Cene pewnego towaru podniesiono najpierw o p%, a nastepnie o ¢%. O ile
procent podrozal ten towar?
a) p=10, ¢ = 20 b) p =20, ¢ =10 c) p=10, ¢ =30
9. Rozpatrujemy trzy warianty obnizki ceny towaru:
A. najpierw o 40%, a nastepnie o 10%,
B. dwa razy o 30%,
C. jednorazowo o 50%.
Dla ktorego wariantu ostateczna cena bedzie najnizsza?
10. Cene pewnego towaru obnizono o p%. O ile procent nalezaloby podniesé

nowa cene, aby towar ten kosztowal tyle samo co przed obnizka?
a) p=20 b) p =50 c) p==60
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3.13. Procent sktadany

Kapital w wysokosci k ztozony w banku na rok przy oprocentowaniu rocz-
nym (rocznej stopie procentowej) p% wzrosnie po roku do kwoty:

k(14 -2)

100

Przyktad 1

Pani Kowalska wptacita do banku 1000 z1 na lokate oprocentowang 6% w skali
roku. Jaka kwote bedzie miata po trzech latach, a jaka — po dwudziestu, jesli
odsetki sa co roku dopisywane do kapitatu i w kolejnych latach takze podlegaja
oprocentowaniu?

Kwota po roku: 1000 + 6% - 1000 = 1060 [z1]

Kwota po 2 latach: 1060 + 6% - 1060 = 1060 + 63,6 = 1123,6 [z1]

Kwota po 3 latach: 1123,6 4+ 6% - 1123,6 = 1123,6 4+ 67,416 ~ 1191,02 [z1]
Zauwaz, ze otrzymane kwoty sg zaokraglane do pelnych groszy.

Wyznaczenie powyzsza metoda kwoty, do jakiej wzrosnie kapitat pani Kowal-
skiej po dwudziestu latach, jest bardzo pracochtonne. Zauwazmy jednak, ze

co roku kapital powieksza si¢ 1,06 razy. Mys. zt e

Kapital wynosi wiec: —
po roku: k- 1,06 T

po 2 latach: & - (1,06)? R——— - | |
po 3 latach: k- (1,06)?

po 20 latach:
k- (1,06)2° ~ 1000 - 3,20714 = 3207,14 [z1] 0 1 10 20

lata
Jezeli w kolejnych latach odsetki sa dopisywane do kapitatu powiekszonego

o wczesniej nagromadzone odsetki, to méwimy, ze kapitat zostat zlozony na
procent skladany.

Kapital w wysokosci k ztozony w banku na n lat na procent sktadany przy

oprocentowaniu rocznym p% po n latach wzrosnie do kwoty k(1 + ;%)n.

Cwiczenie 1
Do jakiej kwoty wzrosnie kapitat po n latach, jezeli ztozymy w banku 5000 zt
na procent sktadany przy oprocentowaniu rocznym p%?

a)n=>5p=4,>5 b)n=8,p=55 c) n=10,p=3
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Dopisywanie odsetek do kapitalu nazywa sie kapitalizacja odsetek lub kréotko
kapitalizacja, a czas, po jakim ona nastepuje, nazywa sie okresem kapitalizacji.

Przyktad 2

Rodzice Basi ztozyli w banku 5000 zt na trzy lata. W pierwszym roku opro-
centowanie wynosito 6%, w ostatnich dwoch latach 5%, a kapitalizacja odsetek
nastepowata co rok. Do jakiej kwoty wzréstby ten kapital po trzech latach,
gdyby odsetki nie byly opodatkowane, a do jakiej — gdyby od naliczanych
odsetek byl pobierany co roku podatek w wysokosci 20%7?

Jesli odsetki nie bylyby opodatkowane, to oszczednosci po trzech latach wy-

niostyby:
oy 5000 - 1,06 - (1,05)2 = 5843,25 [zl]

Jesli od naliczanych odsetek bytby pobierany podatek, to odsetki te bylyby
pomniejszane o 20%, zatem w pierwszym roku wplacona kwota wzrostaby o:
0,06 - 0,8 = 0,048 = 4,8%

a w drugim i trzecim roku o:
0,05-0,8 = 0,04 = 4%
Zatem po trzech latach kapitat wzréstby do:
5000 - (1,048) - (1,04)? ~ 5667,58 [zl]

Uwaga. W Polsce podatek od odsetek wynosi 19%. W tym rozdziale, dla utatwienia
obliczen, podatek ten pomijamy lub przyjmujemy, ze wynosi 20%. Zwrdé uwage na to,
ze podatek ptaci sie tylko od dopisywanych odsetek, a nie zgromadzonego kapitatu.

Cwiczenie 2

Kapitat 5000 zt ztozono w banku na dziesie¢ lat przy oprocentowaniu wynosza-
cym 5% 1 rocznej kapitalizacji odsetek. Oblicz wysoko$é dopisanych odsetek.
O ile mniejszy bedzie zgromadzony kapital, jesli od odsetek jest naliczany
podatek w wysokosci 20% w skali roku?

Cwiczenie 3

Kapital 800 zt ztozono w banku na pie¢ lat. Oblicz wielkos¢ kapitalu po upty-
wie tego czasu w przypadku, gdy kapitalizacja odsetek byta roczna, od odsetek
naliczano podatek w wysokosci 20% w skali roku, a oprocentowanie:

a) w pierwszych dwéch latach wynosito 8%, w ostatnich trzech — 4%,
b) w pierwszych trzech latach wynosito 4%, w ostatnich dwéch — 8%,

c) w pierwszych dwéch latach wynosito 7%, w kolejnych dwoch — 5%, w ostat-
nim roku — 2%.

3.13. Procent sktadany
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Odsetki moga by¢ dopisywane czesSciej niz co rok. Jezeli sg dopisywane co
kwartal, méwimy o kapitalizacji kwartalnej, jesli co miesiac — o kapitalizacji
miesieczne].

Twierdzenie

Kapital w wysokosci k ztozony w banku na n lat przy oprocentowaniu
rocznym p% i kapitalizacji m razy w roku po n latach wzrosnie do kwoty:

p m-n
k (1 + 100m)

Przyktad 3

W bankach A, B i C lokaty terminowe sg oprocentowane 6% w skali roku.
Odsetki sa kapitalizowane: w banku A — co rok, w banku B — co kwartal,
a w banku C' — co miesigc. Do kazdego z tych bankéw wptacono 1000 zt.
W ktorym banku odsetki od tej kwoty po roku bedg najwieksze? O jaki pro-
cent wzrosnie kapital w kazdym z tych bankéw po roku?

Kapital po roku wyniesie:

w banku A: 1000 - (1 4+ 0,06) = 1060 [z1],

w banku B: 1000 (1 + %)4 = 1000 (1,015)* ~ 1000 -1,06136 = 1061,36 [z1],
w banku C: 1000- (1 + %%)™ = 1000-(1,005)'2 ~ 1000-1,06168 = 1061,68 [21].

12
Zatem odsetki dopisane w tych bankach to kolejno: 60 zt, 61,36 zt i 61,68 zt.
Kapital wzrosnie wiec: w banku A — o 6%, w banku B — o %238 = 0,06136 ~

1000
~ 6,14%, a w banku C' — o0 2% = 0,06168 ~ 6,17%.

1000

Cwiczenie 4

Bank X oferuje kapitalizacje pélroczna przy rocznej stopie 8%, a bank Y —
kapitalizacje kwartalna przy rocznej stopie p%. Dla ktérej wartosci p oprocen-
towanie w skali roku jest w obu bankach najbardziej zblizone?

A.p=4 B.p=7,92 C.p=28

0,01p
m

sq kapi-
talizowane m razy w roku, nazywa si¢ nominalng stopa procentowa. Rze-

Roczng stope procentowa p% taka, ze odsetki w wysoko$ci

czywisty przyrost kapitalu pokazuje efektywna stopa procentowa r%, przy
ktorej odsetki sg kapitalizowane raz, na koniec roku. Miedzy tymi stopami
zachodzi nastepujaca zaleznosc:

140,01r = (14 222

m
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Cwiczenie 5

Pani Katarzyna ztozyta w banku kwote 10000 zt na lokate oprocentowana
4% rocznie. Do jakiej kwoty wzrosnie jej kapital po pieciu latach, jesli odsetki
beda kapitalizowane:

a) co rok, b) co pot roku, c) co kwartal, d) co miesiac?
Cwiczenie 6

Przeczytaj podany w ramce przyktad.

Rodzice zatozyli konto corce. Postanowili wptaca¢ na nie 200 zt na po-
czatku kazdego roku przez pig¢ lat. Oprocentowanie roczne w calym tym
okresie wynosi 5%, a kapitalizacja nastepuje co rok. Jaka kwote bedzie
miala na koncie ich corka po pieciu latach od pierwszej wptaty?

Pierwsza wptata w wysokosci 200 zt bedzie kapitalizowana pie¢ razy, druga
— wptacona rok pézniej — cztery razy i kazda kolejna wptata bedzie kapita-
lizowana o jeden raz mniej. Zatem kapitat po pieciu latach bedzie wynosit:
200 - 1,05° + 200 - 1,05* + 200 - 1,05 + 200 - 1,05% + 200 - 1,05 =

— 200(1705 + 1,052 +1,05% + 1,()54 + 17()55) = Korzystamy ze wzoru na
1-(1,05)5 sume ciggu geometrycznego.
= 200 - 1,05 : 1_—1’05 ~ 1160,38 [Zﬂ

Jaka kwota bylaby na koncie opisanym w powyzszym przyktadzie, gdyby okres
oszczedzania byt dtuzszy o pie¢ lat?

Cwiczenie 7

a) Pani Ania zamierza wptaca¢ 500 zt na konto na poczatku kazdego roku.
Oprocentowanie konta wynosi 4% w skali roku, a odsetki sa kapitalizowane co
rok. Jakie srodki beda zgromadzone na koncie pani Ani po 8 latach, a jakie —
po 20 latach oszczedzania?

b) Jaki kapital znajdzie si¢ na koncie osiemnastolatka, jezeli rodzice, poczaw-
szy od dnia jego urodzenia, wptacali mu do banku co rok 300 z}? Oprocento-
wanie wynosito 6% w skali roku, a odsetki byly kapitalizowane co miesigc.

Cwiczenie 8

Pawel, ktory ma 25 lat, zamierza wptaca¢ 100 zt na fundusz emerytalny na
poczatku kazdego miesigca. Oprocentowanie funduszu wynosi 6% w skali roku,
a kapitalizacja odsetek jest miesieczna. Jaki kapitat zostanie zgromadzony
przez Pawta, gdy bedzie on w wieku:

a) 60 lat, b) 65 lat, c) 67 lat?

3.13. Procent sktadany
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Zadania

1.

Do jakiej kwoty wzrosnie kapital po n latach, jezeli ztozymy w banku
2000 zt przy oprocentowaniu rocznym p% i rocznej kapitalizacji odsetek?

a)yn=2,p=>5 b)n=5p=5 c) n=10,p=3

Kapital w wysokosci 600 zt zostal zlozony w banku na pie¢ lat. Oblicz
wielkos¢ kapitatu po uptywie tego okresu w przypadku, gdy kapitalizacja
byta roczna, a oprocentowanie wynosito:

a) w pierwszym roku 6%, w drugim roku — 5,5%, a w trzech ostatnich
latach — 4%,

b) w pierwszym roku 5,5%, w trzech kolejnych latach — 4%, a w ostatnim
roku — 6%.

Oprocentowanie czteroletniej lokaty z roczna kapitalizacjg odsetek wyno-
sito w kolejnych latach 9%, 8%, 7% 1 6%. Zaproponuj stala roczna stope
procentowa %, przy ktérej wplacenie kapitalu na cztery lata, z roczng
kapitalizacja odsetek, przyniostoby poréwnywalny zysk. Wartos¢ r podaj
z doktadnoscig do dwdch miejsc po przecinku.

Jaka kwote w pelnych ztotych nalezy ulokowaé na koncie o rocznym opro-
centowaniu 4% i przy rocznej kapitalizacji odsetek, aby po pieciu latach
uzyska¢ co najmniej 1216 z1? Jaka kwote w pelnych ztotych nalezatoby
wplaci¢, aby uzyska¢ co najmniej 1216 zl po trzech latach?

Do banku wptacono 3000 zl na trzy lata przy rocznej stopie procento-
wej 6%. Ile bedzie wynosil kapital po uptywie tego okresu, jesli odsetki sa
kapitalizowane: a) co p6t roku, b) co kwartal, ¢) co miesiac, d) codziennie?

Firma X zaciagneta w banku kredyt w wysokosci 10 000 zt. Co roku bank
nalicza odsetki w wysokosci 10%. Kredyt wraz z odsetkami ma by¢ spla-
cony jednorazowo po n latach. Na ile lat zostatl zaciagniety kredyt, jezeli
wiadomo, ze firma X bedzie musiata sptaci¢ 13 310 zt?

Dziadkowie w dniu narodzin wnuka zdeponowali dla niego w banku kwote
k zl na osiemnascie lat, oprocentowang 5% w skali roku z roczng kapi-
talizacja odsetek. Obecnie chlopiec ma dziewie¢ lat i kwota ta wzrosta
do 7757 zt. Ile wynosit kapital poczatkowy k zt? Jaka kwota bedzie na
rachunku na koniec okresu oszczedzania?

Kuba zamierza kupi¢ samochdd, ktéry kosztuje 40000 zt. Zakup finan-
suje ze srodkow wlasnych i zaciagnietego na ten cel kredytu. Kredyt wraz
z odsetkami, ktore wyniosa 1200 zt, ma by¢ sptacony po roku. Ile srodkéw
wlasnych ma Kuba, jezeli oprocentowanie kredytu wynosi 8% w skali roku?
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9.

10.

Kapitat w wysokosci 1000 zt wptacono do banku na lokate z miesieczna
kapitalizacja odsetek. Po ilu latach kapital ten si¢ podwoi, jezeli wiadomo,
ze oprocentowanie w skali roku wynosi: a) 6%, b) 3%?

Pan Lech zaciagnal kredyt w wysokosci 100000 zt, oprocentowany 10%
w skali roku. Kredyt bedzie sptacany w réwnych ratach po 30000 zt na
koniec kazdego roku, przy czym ostatnia rata moze by¢ mniejsza. Odsetki
sa naliczane rocznie tylko od niesptaconej czesci kredytu. W tabeli przed-
stawiono sposéb obliczania stanu zadtuzenia po kolejnych latach.

Rok Doliczone odsetki [z1] Stan zadluzenia [z1]

1 0,1-100000 = 10000 | 100000 + 10000 — 30 000 = 80000
2 0,1 - 80000 = 8000 80000 + 8000 — 30000 = 58 000
3. 0,1-58000 = 5800 58 000 + 5800 — 30 000 = 33 800
4 0,1-33800 = 3380 33800 + 3380 — 30 000 = 7180
D. 0,1-7180 = 718 7180 + 718 — 7898 = 0

Zatem lacznie trzeba splaci¢ 4 - 30 000 4 7898 = 127 898 [zl].

a) Sporzadz analogiczng tabele dla kredytu w wysokosci 100000 zt, opro-
centowanego 20% w skali roku, splacanego na tych samych zasadach co
kredyt pana Lecha. Jaka kwote trzeba tacznie sptacié¢?

b) Ile czasu trwaloby spltacanie takiego kredytu, gdyby oprocentowanie
wynosito 25% w skali roku?

Sprawdz sie

11.

12.

13.

Do jakiej kwoty wzrosnie kapital po n latach, jezeli ztozymy w banku
na procent skladany 4000 zt przy oprocentowaniu rocznym p% i rocznej
kapitalizacji odsetek?

b)n=>5p=3

a)n=2p=4 c) n=10,p=4

Bank przyjal kwote 50000 zt na 5% rocznie, a nastepnie pozyczyl ja na
6% rocznie. Ile zyskal bank w ciggu pieciu lat, a ile by zyskal w ciggu
dziesieciu lat?

Warunki oferowane przez banki dla lokat dwuletnich sg nastepujace:
bank A — 5,44% rocznie, odsetki kapitalizowane co miesiac,

bank B — 5,5% rocznie, odsetki kapitalizowane co kwartal,

bank C — 5,6% rocznie, odsetki kapitalizowane co p6t roku,

bank D — 5,65% rocznie, odsetki kapitalizowane co rok.

Ktory z tych bankéw oferuje najkorzystniejsze warunki?
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Powtdrzenie
B Zestaw |
1. Oblicz ayg — bs.

2
a) a, =2n+1, b, = 3n c) an:nTjS,bn:SC;S
b) a, = 2 b, = (1)t 2L d) a, =2 —n, b, =n?
Oblicz 40,2 — 6b4
a) a, = log, n, b, = log;(2n — 3) b) a, = (=)™, b, = (vV2)" "
Czy ciag (b,) jest ciagiem arytmetycznym? Okresl jego monotoniczno$é.
a) b, =n+1 c) bn:4—% e) b, =n?
b) b, =—2n+3 d) b, = (V3-2)n f) b, =n—n?

Oblicz wyrazy ag i ag ciagu arytmetycznego (a,,) o réznicy 7.
e) a; =0,r =10
f) a, = 8, rTr=—

c) ag=3,r=1
d) ay =5,r=-2

a) ap =2, r =2
b) CL1:—5,T:—5

N

Wyznacz wzér ogdlny ciagu arytmetycznego (a,) i oblicz wyraz as.

a) as =2,a, =06 b) a; =0, a5 =9 c) ay =2, a;p = —10

Wyznacz wzér ogblny ciggu arytmetycznego (a,, ).

a){al—l—a27 b){a4a24 C) {2@3&114

al—a3:6 a6—|—a1:10 CL2‘|‘CL4:8

Oblicz sume S}, ciagu arytmetycznego (a,,).
e) a; =16, Sy =52
f) a3 = —4, Sl() = —15

C) 0,2:5, a10:21
d) ay =—-8,r=3

a) a,1:2, CL10:29
b) a; =3, r=2

Oblicz sume Sy ciagu arytmetycznego (a,).

1 2 _ _
a) ap = 3, G0 = 3 c) a1 =5, agy + apy = 150

b) a10=—1, aloo——ll d) a3—|—a6=4%, alo—a4=3

Kula toczaca si¢ po réwni pochytej w pierwszej sekundzie przebyta droge
0,5 m, a w kazdej nastepnej sekundzie — droge o 1 m dtuzsza niz w poprzed-
niej. Oblicz droge, ktéra przebyta kula w ciggu poczatkowych dziesieciu
sekund.
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b 10.

11.
12.
13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Oblicz wyrazy aq, as, as i ag ciagu a,, = w Uzasadnij, ze kazdy
wyraz tego ciagu jest liczbag naturalna.

Czy ciag (b,) jest ciagiem geometrycznym? Okresl jego monotonicznosé.
a) b, =2"" b) b, =3-5" c) b, =2%""1

Oblicz wyrazy od czwartego do ésmego ciagu geometrycznego (a,,).

a) a; =3,q=2 b)a;=—-4,qg=13 c) ap = —25,a3 =5

Oblicz wyraz as ciagu geometrycznego (a,).

a) a; =2, ay = 250 b) a; = 64, ag = 2

Oblicz wyrazy as i as ciagu geometrycznego (a,,).
a) ag = 100, ¢ = 10
b) ay =4, a; = 128

C) a4:1,a3-a4:3
d) a1:—2,a1-a3:36

Oblicz sume S5 ciagu geometrycznego (a,, ).
c) a; =1, as + az = 20
d) a, = —4,53 = —12

1
2

b) a1:—10,q:—

a) a; =3, q=
1
2

Suma wyrazow skonczonego ciggu geometrycznego jest réwna 765. Pierw-
szy wyraz tego ciagu a; = 9, a iloraz ¢ = 4. Ile wyrazéw ma ten ciag?

Suma trzech poczatkowych wyrazow ciggu geometrycznego jest rowna 21,
a suma trzech nastepnych jest rowna 168. Ktory wyraz tego ciagu jest
rowny 1927

Ktéry z ciagéw, (a,) czy (b,), ma wiekszy czwarty wyraz?

a; = 1 bl =2
ps1 = 2a, +n+1dlan>1 bpir = (b)) —ndlan >1
Oblicz 2a5 — b;.

) alzé bl—()
a
api1 = (—2)"-a, dlan>1 bpi1=0b,—(—1)"dlan>1
b) a; =1 by =1
an+1:an+n2 dlan>1 b”+1:b"+n(n1+1) dlan>1

Podaj rekurencyjne okreslenie ciggu (a,,).

a) a, =2n*+n b) a, =n —n? ¢) a,=n*>—3n+1
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Zestaw |l

Zbadaj monotoniczno$¢ ciggu (a,,):

a) a, =n*—n b) a, =n?*+2n — 8 ¢) a, =in—n?
Zbadaj monotonicznosé ciagu (ay,).
a, =3 a; =1
a) c)
ni1 =a, +1dlan>1 pni1=1—a,dlan>1
a, — 1 a; — 2
b) )
pni1 =a, —2dlan>1 Gni1 = 2a, dlan >1

Wyznacz wzor ogblny ciagu (a, ), ktorego wykres Y
jest zawarty w paraboli przedstawionej na rysunku
obok. Ktére wyrazy ciagu (a,) spelniaja nieréw-
nosé a, < —187

Wykres ciggu (a,) jest zawarty w paraboli prze-
chodzacej przez poczatek uktadu wspoéirzednych

i majacej wierzcholek w punkcie (3, —3). Wyznacz O| | :

wzor ogolny tego ciagu. Oblicz wyrazy ag i a;s.

datnich, ktore sa:

Oblicz sume wszystkich liczb trzycyfrowych do- / T

a) podzielne przez 3, b) podzielne przez 6.

Oblicz sume wszystkich liczb naturalnych niepodzielnych przez 5, ktore:

a) sa dwucyfrowe, b) sa trzycyfrowe.

Oblicz sume wszystkich liczb dwucyfrowych dodatnich, ktérych reszta
z dzielenia przez k jest rOwna r.

a) k=4,r=3 b) k=71r=2
Lewa strona réwnania jest suma kolejnych wyrazéow ciggu arytmetycznego.
Oblicz .

a) 3+5+T7+ ...+ =148
b) 8+ 6+4+ ...+ =—220

¢) 24+ T+12+ ...+ x =156
d) =7—3+1+...+z=110

Dla jakich wartosci x liczby a,b,c sa kolejnymi wyrazami ciggu arytme-
tycznego?

a) a=x—2,b=% c=5x b) a = —16, b = 3z, c = z?
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0] 10.

11.

12.

13.

14.

0] 16.

17.

Uzasadnij, ze jesli liczby a, b, ¢ tworza jednoczesnie ciag arytmetyczny
i ciag geometryczny, to jest to ciag staty.

a) Liczby a, 2, ¢ tworza cigg arytmetyczny. Jesli do ostatniej z nich do-
damy 1, to otrzymamy ciag geometryczny. Wyznacz liczby a i c.

b) Liczby 1, b, ¢ tworza ciag arytmetyczny, a liczby 1, b — 1, ¢ + 7 tworza
ciag geometryczny. Wyznacz liczby b i c.

a) Pierwszy wyraz ciagu arytmetycznego (a,,) jest rowny 4. Liczby a; — 1,
a; — 11 as —4 tworza ciag geometryczny. Wyznacz wzér ogdlny ciagu (a,).

b) Suma pierwszego, drugiego i czwartego wyrazu ciggu arytmetycznego
(a,) jest réwna 40, a suma jego pieciu poczatkowych wyrazéw jest réw-
na 90. Wyznacz wzor ogdlny tego ciagu. Uzasadnij, ze liczby aq, as — 1, ay4
tworza cigg geometryczny.

Suma trzech wyrazoéw: a, as, az ciagu arytmetycznego (a,) jest réwna 0.
Jesli do pierwszego wyrazu dodamy 1, do drugiego dodamy 2, a od trze-
ciego odejmiemy 6, to otrzymamy trzy kolejne wyrazy ciggu geometrycz-
nego. Oblicz ay, as, as.

Kwote 20000 zt podzielono na dwie czesci. Jedna czesé wpltacono do ban-
ku A na lokate oprocentowanag 6% w skali roku, a drugg — do banku B
na lokate oprocentowang 4% w skali roku. W obu bankach kapitalizacja
odsetek byla roczna. Po roku odebrano z obu bankéw tacznie 21100 zi.
Jaka kwote wplacono do banku A, a jaka — do banku B?

. Kapital w wysokosci 1000 zt zostat ztozony w banku oferujacym kapitali-

zacje miesieczng. Oblicz wysoko$¢ kapitatu po dwéch latach, jesli w pierw-
szym roku roczna stopa procentowa wynosita:

a) 6%, a w drugim roku — 3%,
b) 3%, a w drugim roku — 6%.

Cztery okregi sa polozone jak na rysunku
obok. Wykaz, ze jedli |<ABC| = 60° oraz .
|AB| = 2v/3 cm, to suma diugosci tych okre-
géw jest wieksza od 18,6 cm. Oblicz sume pol

kot ograniczonych tymi okregami.
B C

Pola pieciu trojkatéw rownobocznych tworza ciagg geometryczny o ilora-
zie %, a suma tych pdl jest réwna 31v/3. Oblicz obwéd najwiekszego spo-
srod tych tréjkatow.

Powtdrzenie 151 s



.

Sposob na zadanie

Przyktad 1
Suma n poczatkowych wyrazéow ciagu (a,) dana jest za pomoca wzoru
S,, = 2n?. Czy jest to ciagg arytmetyczny?
Aby wykazaé, ze ciag (a,) jest ciaggiem arytmetycznym, nalezy sprawdzi¢, czy
réznica a, 1 — a, jest stata dla kazdegon € N .
Obliczamy pierwszy wyraz ciggu: a; = S; = 2+ 12 = 2.
Dla n > 1 wyraz a,, mozemy wyznaczy¢ ze wzoru a, = S, — S,_1:
a,=2n*—2(n—-1)2=2n*>—-2(n*—2n+1) =4n—2
Stad a1 =4(n+1) —2=4n+ 2.
Roéznica a,41 —a, =4n+2 — (dn—2) =4 dlan > 1.
Nalezy jeszcze obliczy¢ roznice a, — aq:
ay—a,=(4-2—-2)—2=4
Réznica a, 1 — a,, = 4 dla kazdego n € N, wiec ciag (a,) jest arytmetyczny.
Odpowiedi: Ciag (a,) jest ciagiem arytmetycznym.
-» Zadanie 20, str. 156
Przyktad 2
Suma n poczatkowych wyrazow ciagu (a,) dana jest za pomoca wzoru
S, = n? — 4. Czy jest to ciag arytmetyczny?
Obliczamy pierwszy wyraz ciggu: a; = S, = 12 —4 = —3.
Wyznaczamy wyraz a,, dla n > 1:
@y =S, — S =(n*—4)—(n—1)>—4) =2n—-1
Stad a,.1 =2(n+1)—1=2n+1.
Roéznica a4y —a, =2n+1—(2n—1)=2dlan > 1.
Obliczamy a; =2 -2 — 1 = 3 oraz réznice ay —a; = 3 — (—3) = 6 # 2.
OtrzymaliSmy a, — ay # az — as.
Odpowiedz: Ciag (a,) nie jest ciagiem arytmetycznym.
-» Zadanie 20, str. 156
Przyktad 3
Suma n poczatkowych wyrazéw ciagu (a,) dana jest za pomoca wzoru
S, = 2n + 3. Czy jest to ciag arytmetyczny?
Obliczamy pierwszy wyraz ciggu: a; =S =2-143 =5.
Wyznaczamy wyraz a,, dla n > 1:
an =Sy — Su1=(2n+3)— 2(n—1)+3) =2
Zatem dla n > 1 wszystkie wyrazy sa rowne 2, ale a; = 5.
Odpowiedz: Ciag (a,) nie jest ciagiem arytmetycznym.
-» Zadanie 20, str. 156

Przed obowiazkowa maturg z matematyki

W zadaniach 1-9 wybierz wtasciwg odpowiedz sposréd podanych.

Zadanie 1 (0-1)

Liczba 6 jest piatym wyrazem ciagu (a,) o wzorze ogdlnym
A.a,=(n—-172+5 C.a,=(Mn—-372%+5
B. a,=(n—2)*+5 D.a,=(n—4)*+5

Zadanie 2 (0-1)
Dany jest ciag (a,) o wzorze ogblnym a,, = 2”n—+6. Zaden wyraz tego ciagu nie

jest rowny
A. 8 B. 6 C.5 D. 3

Zadanie 3 (0-1)

Ciagiem malejacym jest ciag (a,) o wzorze ogblnym
A.a,=n(2—n) C.a,=n(4—n)
B. a, =n(3—n) D. a, =n(5—n)

Zadanie 4 (0-1)

Dany jest ciag (a,) o wzorze ogdlnym a,, = 7(n — 1) + 4. Jest to ciag arytme-
tyczny o réznicy réwnej

A. —4 B. -3 C. 4 D. 7

Zadanie 5 (0-1)
Dany jest ciag (a,) o wzorze ogélnym a,, = v/2-n — 1. Suma S; tego ciagu
jest rowna

A.5vV2 -1 B. 102 -1 C. 10v/2 -5 D. 15V/2 -5

Zadanie 6 (0-1)

Ciag (a,) jest ciagiem geometrycznym, w ktérym wyraz a, = 36 i iloraz g = 3.
Pierwszy wyraz tego ciagu jest réwny

A. 2 B. 13 C. 4 D. 12

9

Zadanie 7 (0-1)
Dany jest ciag geometryczny (a,) o wzorze ogélnym a, = 54 - (—%)n Suma
czterech poczatkowych wyrazow tego ciggu jest liczbg nalezaca do przedziatu

A. [—18;—16] B. [-16; —14] C. [-14;-12] D. [-12;-10]
Zadanie 8 (0-1)

Ciag (a,) jest ciagiem kolejnych liczb naturalnych, ktérych reszta z dzielenia
przez 4 jest rowna 2. Suma wyrazoéw a;; i as; tego ciggu jest réwna

A. 120 B. 124 C. 128 D. 132

s 152 3. Ciagi
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Zadanie 9 (0-1)

Ciag (a,) jest ciagiem kolejnych liczb naturalnych, ktérych reszta z dzielenia
przez 3 jest réwna 1. Suma wyrazéw ciagu (a,,) wiekszych od 10 i mniejszych
od 100 jest rowna

A. 1535 B. 1540 C. 1595 D. 1760

Zadanie 10 (0-1)
Dany jest ciag (a,) o wzorze ogblnym a,, = gn — 6.

Ocen prawdziwos¢ ponizszych stwierdzen. Wybierz P, jesli stwierdzenie jest
prawdziwe, albo F' — jesli jest falszywe.

Ciag (a,,) jest ciagiem rosnacym. P F
Ciag (a,) ma dziewie¢ wyrazdéw ujemnych. P F
Zadanie 11

Dany jest ciag (a,) o wzorze ogdlnym a,, = 4n* — 40n + 96.

Zadanie 11.1 (0-1)

Ocen prawdziwos$¢ ponizszych stwierdzen. Wybierz P, jesli stwierdzenie jest
prawdziwe, albo F — jesli jest falszywe.

Ciag (a,) ma dwa wyrazy réwne 0. P F

Najmniejszy wyraz ciaggu (a,,) jest rowny —4. P F

Zadanie 11.2 (0-2)
Wyznacz liczbe wyrazéw ciagu (a,, ) mniejszych od 32.

Zadanie 12 (0-1)
Ciag geometryczny (a,) dany jest wzorem a, = —3- (
iloraz tego ciggu.

2n
) . Oznaczmy przez q

N | =

Dokoncz zdanie tak, aby byto prawdziwe. Wybierz odpowiedz A albo B oraz
odpowiedz 1., 2. albo 3.

Ciag (a,) jest ciagiem

_ i1

A. | rosnacym L ja=-31g=5
oraz 2. ag=-31q= i.

B. malejacym 3. | = _% g = i'

s 154 3. Ciagi
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Zadanie 13 (0-2)

Dany jest ciag arytmetyczny o roéznicy 7.

Dokoncz zdanie. Wybierz dwie odpowiedzi, tak aby dla kazdej z nich otrzy-
mane zdanie byto prawdziwe.

Ciag ten jest malejacy dla

A.r=3-2V2 C.r=3V3-5 E.r=2-2
B.r:%—g D.r:2\/_—% F.r=m—-3V3

Zadanie 14 (0-1)
Ciag (a,) jest ciagiem kolejnych liczb nieparzystych dodatnich.

Ocen prawdziwos¢ ponizszych stwierdzen. Wybierz P, jesli stwierdzenie jest
prawdziwe, albo F' — jesli jest falszywe.

Suma stu poczatkowych wyrazow tego ciggu jest

liczba podzielng przez 11. P F
rowna 9999. | F

Zadanie 15 (0-1)
Suma dziesieciu poczatkowych wyrazow ciggu arytmetycznego o pierwszym
wyrazie 8 jest réwna 57,5.

Ocen prawdziwo$¢ ponizszych stwierdzen. Wybierz P, jesli stwierdzenie jest
prawdziwe, albo F — jesli jest falszywe.

Dziesiaty wyraz tego ciagu jest rowny 3%. P F
Ro6znica tego ciaggu jest réwna % P F

Zadanie 16 (0-2)
Dany jest ciag (a,) okreslony rekurencyjnie:

a; = 4
pi1 = —\/ian dlan>1

Dokoncz zdania. Wybierz odpowiedz sposrod A—D oraz odpowiedz sposréd
E-H.

1. Iloczyn a; - as - as - a4 jest réwny

A. 2048 B. 1024 C. —1024 D. —2048
2. Suma a; + as + as + a4 + as jest rowna
E. 32 — 16v/2 F. 28 — 12¢/2 G. 24 — 1012 H. 20 — 8v/2

Przed obowigzkowa maturg z matematyki
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Zadanie 17
Ciag (a,) jest okreslony wzorem rekurencyjnym.

al——3
an+1:an—|—n2—n—|—3 dlan>1

Zadanie 17.1 (0-2)
Oblicz czwarty wyraz tego ciggu.

Zadanie 17.2 (0-2)
Wykaz, ze jest to ciag monotoniczny.

Zadanie 18 (0-2)
Suma wyrazéw skonczonego ciggu geometrycznego jest réwna 765. Pierwszy
wyraz tego ciggu jest réwny 9, a iloraz 4. 7 ilu wyrazéw skltada sie ten cigg?

Zadanie 19 (0-3)
Suma trzech poczatkowych wyrazéw monotonicznego ciagu geometrycznego
o pierwszym wyrazie 2 jest rowna 26. Oblicz czwarty wyraz tego ciagu.

Zadanie 20 (0-4) - Przykiady 1-3, str. 152
Suma n poczatkowych wyrazéw ciggu (a,) dana jest wzorem S,, = 6n — 2n?.
Sprawdz, czy ciag (a,) jest ciagiem arytmetycznym.

Zadanie 21 (0-4)
Obwod trojkata prostokatnego jest réwny 24, a dtugosci jego bokéw tworza,
ciagg arytmetyczny. Oblicz dtugosci bokéw tego trojkata.

Zadanie 22 (0-4)
Suma trzech liczb tworzacych ciag arytmetyczny jest réwna 12, a suma ich
kwadratow jest rowna 56. Wyznacz te liczby.

Zadanie 23 (0-4) :
Dtugosci trzech krawedzi prostopadloscianu wychodzacych |
|
!
!

z tego samego wierzchotka tworza ciag geometryczny. Suma
dtugosci tych krawedzi jest rowna 14 cm, a objetos¢ prosto-
padloécianu jest réwna 64 cm?®. Oblicz jego pole powierzchni ,
catkowitej.

Zadanie 24 (0-4)

Suma pieciu poczatkowych wyrazéw rosnacego ciagu arytmetycznego (a,,) jest
réwna 30 oraz as - ay = 11. Ile co najmniej poczatkowych wyrazéw tego ciagu
trzeba dodaé, aby otrzymac¢ sume wieksza od 1007

s 156 3. Ciagi
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4.1. Proste i ptaszczyzny w przestrzeni

B Wzajemne potozenie dwéch ptaszczyzn

7

S

Ptaszczyzny rownolegle — nie majg punk- Ptaszczyzny przecinajace sie — ich cze-
tow wspolnych lub sie pokrywaja. Scia wspolna jest prosta.
D,

Przyktad 1 A | 1

W szescianie (rysunek obok) plaszczyzna zawie- | B

rajaca podstawe ABCD jest réwnolegta do ptasz- |

czyzny zawierajacej podstawe A;B;CD;. /Bi/__ 1__J¢o
A B

Cwiczenie 1

Wskaz na rysunku powyzej Sciane szeScianu zawartg w plaszczyznie réwno-
legtej do ptaszczyzny zawierajacej sciane:
a) ADDlAl, b) DCClDl

Przez kazde trzy punkty nielezace na jednej prostej przechodzi doktadnie jedna
plaszczyzna. Dlatego aby opisa¢ ptaszczyzne, wystarczy podac trzy niewspot-
liniowe punkty nalezace do niej.

Cwiczenie 2
Wymienione wierzchotki szeScianu przedstawio- !| D, Ch
nego na rysunku obok naleza odpowiednio do Al |
ptaszczyzn Py, Ps, Ps, Py: : B
|
P:A D, D, Ps: B, By, (Y, |
1- 1 3- 1,1 D A
P A B, D, P;:B, By, A,. Pl el
Ktére z tych ptaszczyzn przecinaja sie wzdiuz 4 B
prostej [, a ktore — wzdtuz prostej k7?7

Cwiczenie 3

Sciany sze$cianu sa zawarte w szesciu réznych plaszezyznach. Wskaz na ry-
sunku z ¢wiczenia 2. dowolne trzy wierzchotki szeScianu nalezace do ptaszczy-
zny przecinajacej te szes¢ ptaszczyzn.

I 158 4. Graniastostupy i ostrostupy

B Wzajemne potozenie dwdch prostych w przestrzeni

// / //
/ / j
/
/
/ / /
Proste rownolegte lezg w jed-  Proste przecinajace sie le- Proste skosne nie leza w jed-
nej ptaszczyznie i nie majg 23 w jednej plaszczyznie nej plaszczyznie, zatem nie
punktéw wspoélnych lub sie i majg dokladnie jeden majg punktéw wspolnych.
pokrywaja. punkt wspdlny.
Przyktad 2 D G
Na rysunku obok przedstawiono szescian. A : By
. . . . ’ \
» Proste zawierajace krawedzie AB i DC' sa rownolegte. N :
« Proste zawierajace krawedzie AB i CC| sa skosne. \>ILD_ 1/
. . . g . , -7\
» Proste zawierajace odcinki A;D i BC sa sko$ne. bz \\ - ¢
Cwiczenie 4

Czy podane odcinki w szescianie na rysunku powyzej sg sko$ne?

a) AC 1 Alcl b) AC' i DD1 C) ABl 1 DCl
Méwimy, ze prosta [, skosna do prostej k, jest do l| l1|
prostej k prostopadta, jesli istnieje prosta [; réwno-

legta do prostej [ i przecinajaca prosta k£ pod katem l 1

prostym. !
Zauwazmy, ze kazda prosta rownolegta do prostej [y

B

Uwaga. Proste prostopadte sa sko$ne lub sie przecinaja (gdy leza w jednej plaszczyz-
nie).

jest rowniez prostopadta do prostej k.

Cwiczenie 5 | b, c
Prosta [ zawiera krawedZz AA; sze$cianu (rysunek |

obok). Wskaz pozostale krawedzie tego szescianu, ! : By
ktore sa: |

a) rownoleglte do prostej [, /D/'L S
b) prostopadle do prostej (. A= -
Cwiczenie 6

Wskaz na rysunku z ¢wiczenia 5. pary wierzchotkéw szeScianu wyznaczajace
proste skosne nieprostopadte do prostej [.

4.1. Proste i ptaszczyzny w przestrzeni
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B Wzajemne potozenie prostej i ptaszczyzny w przestrzeni
[

P P P /

Prosta [ jest rownolegla do ptaszczyzny P, jesli  Jedli prosta l ma z ptaszczyzna P

nie ma ona punktéow wspolnych z tg ptaszczyzna  doktadnie jeden punkt wspdlny,

lub jest w niej zawarta. to méwimy, ze prosta [ przecina
ptaszczyzne P.

O prostej [, ktora jest prostopadta do kazdej prostej zawartej w ptaszczyznie P,

moéwimy, ze jest prostopadla do ptaszczyzny P.

Aby wykazaé, ze prosta jest prostopadta do ptaszczyzny, nie musimy wykazy-
wac, ze jest ona prostopadia do kazdej prostej zawartej w tej ptaszczyznie.

Warunek prostopadtosci prostej do ptaszczyzny

Zadania

4. Na rysunku obok przedstawiono ostrostup,

Jesli prosta [ jest prostopadia do dwdch nieréwno- : ol
legtych prostych zawartych w ptaszczyznie P, to 4y,
jest ona prostopadta do ptaszczyzny P. P i k2
D, Ch
Prosta [ zawierajaca krawedz BB; szesScianu (rysu- A L
nek obok) jest prostopadta do krawedzi AB i BC ! By
jego podstawy. Zatem jest prostopadta do ptaszczy- /ﬁ:/
zny zawierajacej podstawe szeScianu. W szczegol- “L- <z~ C
nosci jest prostopadta do przekatnej BD podstawy. |B

Dla dowolnego punktu S mozemy poprowadzi¢ prosta [ przechodzaca przez
ten punkt i prostopadta do ptaszczyzny P. Punkt przeciecia prostej [ z ptasz-
czyzna P nazywamy rzutem prostokatnym punktu S na plaszczyzne P.

Rzutem prostokatnym figury na ptaszczyzne jest figura sktadajaca sie z rzutow

prostokatnych wszystkich punktow rzutowanej figury. S W
Na rysunku obok rzutem prostokatnym punktu S e

na plaszczyzne P jest punkt S’, a rzutem prosto- :
katnym prostej k na te ptaszczyzne jest prosta k' / b = K

Cwiczenie 7
Odcinek R'S’ jest rzutem prostokatnym odcinka RS na plaszczyzne P. Czy
odcinek R'S" moze by¢ dtuzszy od odcinka RS? OdpowiedZ uzasadnij.

I 160 4. Graniastostupy i ostrostupy

1. a) Ktére krawedzie sze$cianu przedstawio- Dy Ch

nego na rysunku obok sg prostopadie do A,
plaszczyzny zawierajacej podstawe ABCD?

b) Odcinek CD; tworzy kat prosty z krawe-
dziag BC' podstawy szescianu. Czy odcinek D \
CD, jest prostopadly do podstawy ABCD? -7 ¢

Odpowiedz uzasadnij. A B

2. Wskaz na rysunku z zadania 1. proste zawierajace krawedzie szescianu
i prostopadte do prostej BD. Ktoére z tych prostych przecinajg prosta BD,
a ktore sa do niej skosne?

3. Dwa szeSciany maja wspolng sciane BCC, B, D C1 Fy
(rysunek obok). Wskaz pary wierzchotkow A, ' —— E1
tych szeScianéw wyznaczajace proste rowno- : ' :
legte do podanej prostej oraz pary wierzchot- D/'_ L %_ -
kéw wyznaczajace proste do niej prostopadie. h - 5 - -

a) EF1 b) AlCl

ktérego podstawa jest kwadrat. Wskaz kra-
wedzie tego ostrostupa zawarte w prostych:

a) réownoleglych, b) skosnych.

@ 5. Dla prostych k, [, m lezacych w tej samej ptaszczyznie zachodzi zaleznos¢:

jesli k L 1 il L m, to k || m. Uzasadnij, ze analogiczna zaleznosé nie
zachodzi dla prostych w przestrzeni.

Sprawdz sie

6. Prosta k zawiera jednag z krawedzi szescianu ABCDAB,C\D;. lle r6z-
nych ptaszczyzn przechodzacych przez dowolne cztery wierzchotki tego
szeScianu przecina sie wzdluz prostej k7

Dy
C
7. Rzutem prostokatnym odcinka BD; na $ciang A | B 1
ABCD sze$cianu jest odcinek BD (rysunek :
obok). Wskaz odcinek bedacy rzutem prosto- |
katnym odcinka BD; na Sciang: DY\ __Jgo
a) A1B101D17 b) ADDlAl, C) BCClBl A -~
B

4.1. Proste i ptaszczyzny w przestrzeni
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Przypomnij sobie

Przedstawianie graniastostupéw na rysunkach

Podstawowa zasada przy rysowaniu graniastostupow jest zachowanie rowno-
legtosci odcinkéow odpowiadajacych réwnolegltym krawedziom graniastostupa.

= Prostopadloscian

Krok 1. Krok 2. Krok 3.

Rysujemy dolna podstawe Rysujemy krawedzie Laczymy wolne konce od-
prostopadloscianu — w rze- boczne w postaci czte- cinkow reprezentujacych
czywistosci jest ona prosto- rech odcinkéw réwno- krawedzie boczne i otrzy-
katem, ale na rysunku ma legtych i réwnej diugo- mujemy gorna podstawe
ksztalt rownolegltoboku. ei. prostopadloscianu.

= Graniastoshup o podstawie szesSciokata

Na rysunkach ponizej pokazano, jak narysowac¢ graniastostup prosty, ktorego
podstawa jest szeSciokat foremny.

Krok 1. Krok 2. Krok 3.

Rysujemy dolna podstawe Rysujemy krawedzie FLaczymy wolne konce od-
graniastostupa — w rzeczy- boczne w postaci sze- cinkow reprezentujacych
wistosci jest ona szeScio- $ciu odcinkéw réwnole- krawedzie boczne i otrzy-
katem foremnym, ale na glych i réwnej dlugo- mujemy gorna podstawe
rysunku ma ksztalt sze- el graniastostupa.

Sciokata o trzech parach
bokéw rownoleglych réznej
dtugosci.

1. Narysuj graniastostup prosty, ktérego podstawa jest trojkat.
2. Narysuj graniastostup prosty, ktorego podstawsg jest pieciokat.

BN 162 4. Graniastostupy i ostrostupy

4.2. Graniastostupy

Graniastostup to wieloScian, ktorego dwie $ciany, zwane podstawami, sa przy-
stajacymi wielokatami zawartymi w ptaszczyznach réwnoleglych, a pozostate
Sciany, zwane $cianami bocznymi, sg rownolegtobokami o wierzcholkach nale-

<L 2>

zacych do podstaw.

| |

! !

T T

I I
_ LA L
_ - // o - ~

- s

Jesli krawedzie boczne graniastostupa sa prostopadie do podstaw, to gra-
niastostup nazywamy prostym, w przeciwnym razie graniastostup nazywamy
pochyltym. Sciany boczne dowolnego graniastostupa prostego sa prostokatami.

Dowolny odcinek, ktéry taczy plaszczyzny zawierajace podstawy graniasto-
stupa i jest do nich prostopadty, nazywamy wysokoscig graniastostupa.
Powierzchnie boczng graniastostupa stanowia wszystkie jego Sciany boczne.

Pole powierzchni catkowitej graniastostupa jest réwne .
. 47 -+ . . . . Pc — 2Pp + Pb
sumie pol jego podstaw i pola powierzchni bocznej.

Cwiczenie 1
Oblicz pole powierzchni catkowitej graniastostupa prostego, ktérego wysokosé
jest réwna 30 cm, a podstawa jest tréjkat o bokach 6 cm, 8 cm i 10 cm.

W zaleznosci od tego, jakim wielokatem jest krawedz podstawy — podstawa
podstawa graniastostupa, méwimy o grania-
stostupie trojkatnym, czworokatnym, piecio- wierzchotek———

|
|

. . .. I
katnym itd. Graniastostup pieciokatny przed- :
stawiony na rysunku obok ma 7 $cian (2 pod- krawedz !

’ o . boczna |
stawy i 5 $cian bocznych), 15 krawedzi LA
(10 krawedzi podstawy i 5 krawedzi bocz- <ciana 77 -
nych) oraz 10 wierzchotkow. boczna

Cwiczenie 2
Podaj liczbe $cian, krawedzi i wierzchotkéw graniastostupa:
a) trojkatnego, b) czworokatnego, c) szesciokatnego.

Cwiczenie 3
Czy istnieje graniastostup, ktérego liczba krawedzi jest rowna: a) 21, b) 257
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Graniastostup prosty, ktérego podstawa jest prostokat,
nazywamy prostopadlo$cianem.

Uwaga. Za podstawe prostopadlo$cianu mozemy przyjaé jego
dowolna Sciane.

Pole powierzchni catkowitej prostopadloscianu o kra- ¢

wedziach dtugosci a, b, ¢ wyraza si¢ wzorem:
P, = 2ab + 2ac + 2bc P b

Cwiczenie 4
Dtugosci krawedzi podstawy prostopadtoscianu sa réwne 4 cm i 6 cm. Oblicz
wysokosé tego prostopadtoscianu w przypadku, gdy jego pole powierzchni:

a) calkowitej wynosi 100 cm?,

b) bocznej stanowi 60% pola powierzchni catkowitej.

!
Prostopadtoscian o wszystkich krawedziach réwnych na- |
zywamy szeScianem. Pole powierzchni calkowitej sze- a !

$cianu o krawedzi a jest réwne 6a>. //)_ S _;
a

Cwiczenie 5
Suma diugosci wszystkich krawedzi sze$cianu jest rowna 96 cm. Oblicz pole
powierzchni catkowitej tego sze$cianu.

Istnieje 11 roznych siatek, z ktérych mozna ztozy¢ model szeScianu.

Cwiczenie 6
Suma oczek znajdujacych sie na przeciwleglych Scianach sze$ciennej kostki do
gry jest rowna 7. Czy przedstawiona siatka moze by¢ siatka tej kostki?

a) [*, ] b) J3: OARSR d) 33
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Definicja
Graniastostup prosty, ktoérego podstawa jest wielo- |
kat foremny, nazywamy prawidlowym. : :
I
I
. I
Cwiczenie 7 : gl |
Wymiary dwdéch graniastostupow prawidtowych, tréj- : 10 : :
: . I
katnego i szeSciokatnego, podano na rysunku obok. g : ot
Uzasadnij, ze pole powierzchni catkowitej jednego S | : :
z tych graniastostupéw jest o 50% wieksze od pola : )l
powierzchni catkowitej drugiego. -
4 cm 2 cm

Zadania

1. Do wykonania modelu sze$cianu zuzyto 1620 cm? kartonu, z czego 20%
stanowity zaktadki. Oblicz dlugos¢ krawedzi tego szescianu.

2. Oblicz pole powierzchni catkowitej graniastostupa prostego o wysokosci
8 cm, ktoérego podstawa jest:

a) romb o kacie ostrym 30° i boku dlugosci 12 cm,
b) romb o przekatnych dtugosci 15 cm i 20 cm.

3. Podstawa graniastostupa prostego (rysunek obok) jest
trapez réwnoramienny o bokach diugosci 12 cm, 5 cm,

6 cm i 5 cm. Oblicz wysokosé tego graniastostupa w przy-
padku, gdy:

a) jego pole powierzchni bocznej jest réwne 560 cm?, —t———= -

b) jego pole powierzchni caltkowitej jest réwne 492 cm?.

4. Suma dlugosci wszystkich krawedzi graniastostupa prostego jest réwna
78 cm. Jego podstawg jest trojkat prostokatny o przyprostokatnych diu-
gosci 5 cm i 12 cm. Oblicz pole powierzchni catkowitej tego graniastostupa.

5. Podstawa graniastostupa prostego jest trojkat prostokatny o obwodzie
24 cm. Wysokos¢é graniastostupa jest rowna przeciwprostokatnej podstawy;,
a pole najwiekszej Sciany bocznej jest réwne 100 cm?. Oblicz pole po-
wierzchni catkowitej tego wielo$cianu.

6. Podstawa graniastostupa prostego jest trapez réwnoramienny o kacie
ostrym 60° i podstawach, ktorych dtugosci sa w stosunku 2:1. Wysokosé
graniastostupa jest rowna 5 cm, a jego pole powierzchni bocznej wynosi
100 cm?. Oblicz pole powierzchni calkowitej tego graniastostupa.

4.2. Graniastostupy
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10.

Prostokat o bokach dtugosci 2 cm i 4 cm jest jedna ze Scian bocznych gra-
niastostupa prawidtowego tréjkatnego. Oblicz pole powierzchni catkowitej
tego graniastostupa oraz narysuj jego siatke. Rozpatrz dwa przypadki.

Sciana boczna graniastoslupa prawidlowego czworokatnego to prostokat
o bokach dlugoéci z cm i (z + 1) cm oraz przekatnej diugosci (x + 2) cm.
Oblicz pole powierzchni catkowitej tego graniastostupa oraz narysuj jego
siatke. Rozpatrz dwa przypadki.

Wszystkie krawedzie graniastostupa prawidtowego szesciokatnego maja
réwne dlugosci, a jego pole powierzchni calkowitej jest réwne 96 + 48+/3.
Oblicz wysoko$¢ tego graniastostupa oraz narysuj jego siatke.

Na rysunku przedstawiono fragment siatki graniastostupa prostego. Oblicz
pole powierzchni catkowitej tego graniastostupa.

a) 4 b) 4 c)
4 4 o
30° 45°
135°
4 4
45° 45° 30° 7
12

Sprawdz sie

11.

12.

13.

Podstawg graniastostupa prostego o wysokosci 11 cm jest tréjkat réwno-
ramienny o jednym z katéw 120° i ramionach dtugosci 8 cm. Oblicz pole
powierzchni bocznej tego graniastostupa.

Na rysunku ponizej przedstawiono fragment siatki graniastostupa pro-
stego. Narysuj calg siatke tego graniastostupai oblicz jego pole powierzchni

catkowitej.
2 0 b) .9
6
8 4
6
6 f 5
6 45°
8 12 4

Narysuj siatke graniastostupa prawidtowego n-katnego, ktorego wszystkie
krawedzie maja diugos¢ 2 cm, i oblicz jego pole powierzchni catkowite;j.

a)n:?’ b)n:4 c)n:ﬁ
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Przypomnij sobie

Funkcje trygonometryczne kata ostrego w tréjkacie prostokatnym

Niech a bedzie katem ostrym trojkata prostokatnego. B

Sinusem kata a nazywamy stosunek dtugosci przypro-

stokatnej lezacej naprzeciwko tego kata do ditugosci ¢ a

przeciwprostokatne;j. - .
sina = 2 A b C

C

Cosinus i tangens kata a definiujemy nastepujaco:

b a
cosa = -, tga = —

b
Na przyktad dla kata a na rysunku obok: \/(0 K‘ 1
e L VT s a1 g
Smoz—m— 1O,cosa—\/m— 10,tga—3. 3

Wartosci funkcji trygonometrycznych nie zaleza od wielkoSci rozpatrywanego
trojkata, a jedynie od kata a.

Podane w tabeli warto$ci mozna wyzna-

, . . , « 30° 45° 60°
czy¢, korzystajac z ponizszych rysunkéw.

sin o 5 \/75 %g

V3 V2 1

&% 1 /5 |30° 1 COS («x N o3 5

2
/3
[eo p A 6o tg - 1 V3
1 1

1. Podaj wartosci funkcji trygonometrycznych katow ostrych trojkata prosto-
katnego o podanych przyprostokatnych.

a)a=3,b=4 Db)a=9,b=12 c¢)a=50>b=12 d)a=1,b=2

2. W tréjkacie prostokatnym dane sg dlugos$é przeciwprostokatnej ¢ oraz si-
nus lub cosinus kata ostrego a. Oblicz dtugosci przyprostokatnych.

a) ¢=10, sinow = 2 b) c=25,sina =028 ¢) c=9, cosa =2

3. W tréjkacie prostokatnym dane sa tangens kata ostrego a oraz dilugosé
boku a lezacego naprzeciwko kata a. Oblicz obwdd tego trojkata. Wyznacz
sin a1 cos a.

a) tga =24, a=10 b) tgav =2, a=4 c) tga=2,a=56

@ 4. Uzasadnij, ze miedzy funkcjami trygonometrycznymi kata ostrego a za-

chodzi podana zaleznos¢.

1
2

a) sina+cos>a=1 b)tga= c) 1+tg*a=

COS «x COsS“” «x

Funkcje trygonometryczne kata ostrego w tréjkacie prostokatnym
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4.3. Odcinki w graniastostupach

Przyktad 1
Przekatna Sciany bocznej graniastostupa prawidtowego

czworokatnego ma dtugos$é¢ 10 cm i tworzy z krawedzia

podstawy kat « taki, ze cosa = 2 (rysunek obok). Ob- \C

C,
licz pole powierzchni bocznej tego graniastostupa. b )_Q_ N
Zauwazmy, ze cosa = =, wiec a =102 =6 [cm]. 7 A i

b= 102 — 62 = /64 = 8 [cm] a
Obliczamy pole powierzchni bocznej: P, = 4ab =4 -6 -8 = 192 [cm?].
Cwiczenie 1
Przekatna $ciany bocznej graniastostupa prawidtowego czworokat-
nego ma dlugos¢ 25 cm i tworzy z krawedzia boczng kat o taki,

|

ze sina = 0,28. Oblicz pole powierzchni calkowitej tego grania- :
stostupa. :
|

|

Cwiczenie 2

Przekatna Sciany bocznej graniastostupa prawidtowego trojkat-
nego tworzy z krawedzia podstawy kat « taki, ze cosa = % (rysu- I
nek obok). Oblicz pole powierzchni catkowitej tego graniastostupa /

w przypadku, gdy: a) a =6 cm, b) b =6 cm. ! y a
Przyktad 2 D cy
Dany jest graniastostup prawidtowy czworokatny A, : By

o krawedzi podstawy réwnej 4 i wysokosci 3 (rysu- | 3
nek obok). Oblicz cosinus kata « zawartego mie- :

dzy przekatna AD, Sciany bocznej a przekatng AC /D* _____ —C
podstawy tego graniastostupa. AE 1 5 4

Sciany boczne tego graniastostupa sa prostokatami o bokach dlugosci 3 1 4,
zatem ich przekatne maja dtugosé réwna 5: |AD,| = |CD,| = 5.
Rozpatrujemy tréjkat réwnoramienny ACD; (ry-
sunek obok). Odcinek AC jest przekatna podstawy
graniastostupa, wiec |AC| = 41/2, stad:

|AO| = L|AC| = 2V2

Zatem:

|AO| 22
|ADy| 5

CoOS & =
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Cwiczenie 3 e
Przekatne AD; i CD; $cian bocznych graniasto- 4,

|

stupa prawidtowego czworokatnego maja dlugosé :
réwna 8 cm (rysunek obok). Tworza one z prze- |
|

katna podstawy kat a taki, ze cosaw = +. Oblicz D' ___|_

1
Q

pole powierzchni bocznej tego graniastostupa. A

Przekatna graniastosltupa nazywamy taki od- Dy .
1

cinek taczacy dwa jego wierzchotki, ktoéry nie

|
jest zawarty w zadnej Scianie graniastostupa. Ay : B
|
|

Prostopadtoscian ma cztery przekatne, wszystkie D A\ |-__J¢o

tej samej dtugosci. Na rysunku obok sa to odcinki -

ACl, BDl, CAI 1 DBl A a B

Zwr6é uwage na to, ze przekatna Sciany bocznej graniastostupa nie jest prze-
katna graniastostupa oraz ze graniastostup trojkatny nie ma przekatnych.
Cwiczenie 4 Przekatna prostopadtoscianu

o krawedziach dtugosci a, b, ¢
b) Uzasadnij, ze przekatna sze$cianu ma dhugosé réwna:

a) Uzasadnij podany obok wzor.

o krawedzi a ma dlugoéé réwna av/3. VEZ T2 F 2

Przyktad 3
Dany jest prostopadtoscian o krawedziach pod- Ch
stawy |AB| = 51 |BC| = 4 oraz wysokosci 3 (rysu- : By
|
|

nek obok). Oblicz dlugo$¢ przekatnej tego prosto- A

padtoscianu oraz kat, ktéry ta przekatna tworzy Dy __N__ - Jo

z przekatng Sciany bocznej (kat a na rysunku). y f

Przekatna prostopadtoscianu ma dtugosc: A 5 B
|BD,| = /52 + 4% + 32 = /50 = 5/2
Krawedz D,C' jest prostopadta do krawedzi C' B;
i C1C, jest wiec réwniez prostopadia do przekat-
nej BC sciany bocznej. Zatem trojkat BC|D jest g

prostokatny (rysunek obok).

Przekatna sciany bocznej BCC, B, jest przekatna 5
prostokata o bokach dtugosci 3 i 4, zatem: 5v/2

|BC,| = /32 +42 = /25 =5 = |C, D, a

Trojkat BC, D, jest rownoramienny, wiec a = 45°. B
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Cwiczenie 5
Oblicz dtugosci przekatnych wszystkich $cian oraz Dy

dtugosé przekatnej prostopadtoscianu o krawedziach: G

a) 5,9, 12, b) 6, 8, 15. A |

Cwiczenie 6 |

. , D) | (&
7, tego samego wierzchotka sze$cianu poprowadzono /)_ a>C

jego przekatna i przekatnag podstawy (rysunek obok). -

Tworza one kat «. Oblicz cosinus tego kata. A B

Przyktad 4 | |

. . . , . 1 Ch
Dany jest graniastostup prawidlowy szesciokatny i B, !
o krawedzi podstawy 6 i wysokosci 5. 5 !

a) Oblicz dlugos¢ przekatnej BF) tego graniasto- [y~ e

stupa (rysunek obok).

Podstawa tego graniastostupa jest szeSciokat fo-
remny ABCDEF' o boku 6 (rysunek obok). Tréjkat
BCF jest trojkatem prostokatnym o kacie prostym
w wierzchotku B, |BC| = 6 oraz |CF| = 12. Odci-
nek BF' — krétsza przekatna podstawy — ma dtugosé
6v/3 (uzasadnij to). Odcinek BF, jest przeciwpro-
stokatna tréjkata BF'F;, zatem:

|BFy| = \/|BF|2 + |FF\|> = \/(6\/5)2 + 52 = /108 + 25 = /133

b) Oblicz dlugo$¢ przekatnej BE; tego graniasto- Ey D
stupa oraz cosinus kata a, ktéry ta przekatna two- | | c
rzy z krawedzia boczna EF; (rysunek obok). 1 By,

|
Odcinek BE — dtuzsza przekatna podstawy — ma ’ i E. — N\ — —'\D\
dlugosé 12 (uzasadnij to). Odcinek BF; jest prze- F C
ciwprostokatna tréjkata BEFE, (rysunek ponizej), A 6 B
zatem:

BE| = /[BEP + |EE,J? =
— V122 £ 52 = /169 = 13 5

|[EE1| _ 5 E 12 B
|BE1| 13

oraz:

cosa =

Uwaga. Kazdy graniastostup prawidlowy szesciokatny ma przekatne doktadnie dwéch
dtugosci.
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Cwiczenie 7
Dany jest graniastostup prawidlowy szeSciokatny, ktorego wszystkie krawedzie
maja dtugosé 4 cm. Oblicz dtugosci przekatnych tego graniastostupa.

Cwiczenie 8
Ile przekatnych ma graniastostup prawidtowy n-katny dla:
a) n=2>5, b) n =6, c) n=87

Zadania

1.

Oblicz pole powierzchni catkowitej graniastostupa prawidlowego czworo-
katnego, ktorego krawedz podstawy ma dlugos¢ 5 cm, a przekatna jego
Sciany bocznej tworzy:

a) z krawedzia podstawy kat 30°,

b) z krawedzia boczna kat 30°,

c) z przekatng graniastoshupa kat 30°.

Przekatna graniastostupa prawidlowego czworokatnego ma dlugo$é 4/6,
a jego wysokos¢ jest rowna 8. Oblicz pole powierzchni catkowitej tego
graniastostupa.

Oblicz dlugos¢ przekatnych prostopadioscianu o podanych diugosciach
krawedzi.

a) lem,2cm,3cm b)) 2cm,4cm,6cm  c) V2 cm, v/3 cm, 2 cm

Pole powierzchni catkowitej graniastostupa prawidtowego czworokatnego
o wysokosci 3 cm jest dwa razy wicksze od jego pola powierzchni bocz-
nej. Oblicz dlugosé przekatnej tego graniastostupa i cosinus kata, ktory ta
przekatna tworzy z krawedzia boczna.

Pole powierzchni catkowitej graniastostupa prawidtowego czworokatnego
jest trzy razy wigksze od jego pola powierzchni bocznej. Oblicz cosinus kata
zawartego miedzy przekatna tego graniastostupa a jego krawedzia boczna.

Podstawsg graniastostupa o wysokosci 2 D c
jest romb o boku 61 kacie ostrym a = 60° A |

(rysunek obok). Oblicz cosinusy katéw, ; D)'_ ______ B
ktore przekatne tego graniastostupa two- _ a\/

rza 7 jego krawedziami bocznymi. A 6 B

Przekatna graniastostupa prawidtowego czworokatnego ma diugosé 26 cm
i tworzy z krawedzia podstawy kat a taki, ze cosa = % Oblicz pole
powierzchni bocznej tego graniastostupa.

4.3. Odcinki w graniastostupach
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10.

11.

12.

13.

Uzasadnij, ze graniastostup n-katny ma n(n — 3) przekatnych.
I[le wierzchotkéw ma graniastostup, ktéry ma 54 przekatne?

Liczba przekatnych graniastostupa n-katnego jest o 24 wieksza od liczby
przekatnych jego wszystkich Scian bocznych. Oblicz n.

Dhtuzsza przekatna graniastostupa prawidlowego szesciokatnego ma diu-
go$¢ 10 cm, a jego wysoko$é jest réwna 5 cm. Oblicz pole powierzchni
calkowitej tego graniastostupa.

Réznica dtugosci dtuzszej przekatnej i krotszej przekatnej graniastostupa
prawidlowego szesciokatnego, ktérego wszystkie krawedzie sa réwne, wy-
nosi 2 cm. Oblicz dlugos¢ krawedzi tego graniastostupa.

Oblicz pole powierzchni bocznej graniastostupa prawidtowego szesciokat-
nego, ktoérego krawedz podstawy ma diugo$é 6 cm, a dtuzsza przekatna
jest trzy razy dtuzsza od krotszej przekatnej podstawy.

Sprawdz sie

14.

15.

16.

Na rysunku przedstawiono graniastostup prawidtowy o krawedzi bocznej
rownej 3. Przekatna Sciany bocznej tworzy z krawedzia boczng kat a.. Ob-
licz pole powierzchni catkowitej tego graniastostupa w przypadku, gdy:

a) COS&I@, b) tga = 3.

Cl D1 Cl
| |
| |
: B :

A o [ ' A « [ B
|

; e s D ~Je

/// N //
/// \\ /
A B A 5

Oblicz dlugos¢ przekatnej graniastostupa prawidlowego czworokatnego,
ktérego krawedz podstawy ma dlugo$¢ 4 cm, a przekatna ta tworzy:

a) z przekatna podstawy kat 45°,

b) z krawedzia boczna kat 30°,

c) z przekatna Sciany bocznej kat 30°.

Wysokos¢ graniastostupa prawidtowego szesciokatnego jest rowna 4, a jego

pole podstawy jest réwne 6v/3. Oblicz dtugosci przekatnych tego grania-
stostupa.
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4.4. Objetosc¢ graniastostupa

Objetos¢ prostopadtoscianu o wymiarach a X b X ¢
wyraza sie za pomoca wzoru V = abec.

Przyktad 1

a=5cm Y

v

N

o

c=3cm

Prostopadtoscian przedstawiony na rysunku powyzej ma objetosé¢ rownag
5cm-4 cm-3 cm = 60 cm?®. Zauwaz, ze mozna go podzieli¢ na 60 szescianéw,

z ktérych kazdy ma objetosé 1 cm?.

Cwiczenie 1

Dane sa prostopadtosciany P, i P, o wymiarach:
Pi: 15 cm x 2 dm x 10 cm,

Ktéry z nich ma wigksza objetosé?

Cwiczenie 2

P,: 0,12 m x 1,2 dm x 22 cm

Objetosé¢ szescianu o krawedzi diu-

Pole powierzchni catkowitej szescia-
nu jest réwne 1,5 dm?. Oblicz obje-
tos¢ tego szescianu.

Cwiczenie 3 LA
Na rysunkach obok przedstawiono grania- — —

stostupy utozone z szesciennych kostek, ||
z ktérych kazda ma objeto$é 1 cm3. Oblicz —

objetosci tych graniastostupow. L

Objetos¢ dowolnego graniastostupa wyraza sie za pomoca wzoru:

V=P, -H

I1.

gosci @ wyraza sie za pomoca wzoru:
V=a3

gdzie P, jest polem podstawy graniastostupa, a H — jego wysokoscia.

Przyktad 2

Oblicz objetos¢ graniastostupa prawidtowego tréjkatnego o krawedzi pod-

stawy 6 cm i wysokosci 4 cm.
Podstawg tego graniastostupa jest tréjkat réwnoboczny,

2
p,=%v3 f = 9v/3 [cm?]
Obliczamy objetos¢ graniastostupa:
V=P, -H=9/3 4=36V3 [cm?]

zatem:

4.4.

4 cm

Objetos¢ graniastostupa
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Cwiczenie 4 Zadania
a) Oblicz objetosé graniastostupa prawidlowego trojkatnego, ktéry ma szesé
krawedzi dtugosci 12 cm i trzy krawedzie dtugosci 5 cm. 1. Oblicz objetos¢ graniastostupa o wysokosci 8 cm, ktérego podstawa jest
trojkat prostokatny:

b) Wyznacz wzér na objeto$¢ graniastostupa prawidlowego tréjkatnego, kto-

rego wszystkie krawedzie maja dlugosé a. a) rownoramienny o obwodzie (6 +3v/2 ) cm,

c) KrawedZ podstawy graniastostupa prawidtowego tréjkatnego ma diugosé b) o przeciwprostokatnej dlugosci 4v/6 cm i kacie ostrym o takim, ze
5 cm, a jego pole powierzchni bocznej jest rowne sumie pol jego podstaw. sina = %-

Oblicz objetos¢ tego graniastostupa. 2. a) Wysoko$¢ graniastostupa jest rowna 7 cm, a jego podstawa jest trapez

o bokach dtugosci 4 cm, 4 cm, 4 cm i 8 cm. Oblicz objeto$é¢ tego grania-

Przyktad 3 stostupa.

Oblicz objetos$¢ graniastostupa prawidtowego sze$ciokatnego o krawedzi pod-

_ o b) Podstawy trapezu prostokatnego maja dtugosci 6 cm i 12 cm, a jego
stawy 4 cm i wysoko$ci 5 cm.

kat ostry ma miare 45°. Oblicz objetos¢ graniastostupa o wysokosci 18 cm,

Podstawa tego graniastostupa jest sze$ciokat foremny, ktérego podstawa jest ten trapez.

ktéry mozna podzieli¢ na szes¢ przystajacych trojkatow

|

| . . yad

réwnobocznych o boku 4 cm. Zatem: | 3. a) Przekatna graniastostupa prawidlowego czworokatnego ma dlugosé
: : |
|

23 3 , 5 em : 9 cm, a pole jego podstawy jest réwne 16 cm?. Oblicz objetos$é tego gra-
P, =6- 4 24v/3 [em”] )x_ L niastostupa.
Obliczamy objetos¢ graniastostupa: al ) b) Oblicz objetos¢ graniastostupa prawidlowego czworokatnego, ktorego
V=P -H= 24/3 -5 = 120v/3 [cm?] przekatna o dtugosci 10 cm tworzy z krawedzia podstawy kat 60°.
4
i o 4. Do dwoéch akwariéw (rysunki I i III) wrzucono kolejno ten sam kamien
Cwiczenie 5 (rysunki ITi IV). Za kazdym razem kamien byt catkowicie zanurzony w wo-
a) Oblicz objeto$¢ graniastostupa prawidlowego szesciokatnego o krawedzi dzie. Oblicz .
podstawy 4 cm, ktérego pole powierzchni bocznej jest réwne 180 cm?. I I 11 IV
b) Wyznacz wzér na objetosé graniastostupa prawidlowego szesciokatnego, - ‘
ktorego wszystkie krawedzie maja dtugosé a. , lg : J N : Jé ; J‘é
— i i

, | et R | e
Cwiczenie 6 20 cm 32 ° 20 cm 32 ° 20 cm 0 20 om 30 *

a) Podstawa graniastostupa prostego jest romb o przekatnych dlugosci 6 cm _ _ _ _ .
5. Przekatna Sciany bocznej graniastostupa prawidtowego trojkatnego ma

dlugosé 4v/5 cm i tworzy z jego krawedzia boczna kat o taki, ze:

_ 3V5 —1
b) Podstawa graniastostupa prostego o objetosci 216 cm? jest a) cosa = 5, b) tga = 3.

romb, ktérego kat ostry ma miare 30°. KrawedzZ boczna tego Oblicz objetos¢ tego graniastostupa.

i 8 cm. Wszystkie krawedzie tego graniastostupa maja réowng dtugosé. Oblicz
jego objetose.

graniastostupa jest dwa razy dluzsza od jego krawedzi pod- 6 6. Wysoko$é¢ graniastostupa prawidlowego szedcio- | |
stawy. Oblicz pole powierzchni calkowitej graniastostupa. katnego na rysunku obok jest réwna 16. Dhuzsza : :
Ewiczenie 7 2 przekatna tego graniastostupa tworzy z dluzsza :\ :
Oblicz kubature (objetosé) budynku przedstawio- 0 f przekatng jego podstawy kat a taki, ze: /)_ I A\
nego obok na schematycznym rysunku. Wymiary - a) coso = \/?§7 b) sina = 0.8, c) tga=2. X an
tego budynku podano w metrach. 4 Oblicz objetos¢ tego graniastostupa.

N 174 4. Graniastostupy i ostrostupy 4.4. Objetos¢ graniastostupa 175 s



7.

Na ktoérym z ponizszych rysunkéw przedstawiono siatke graniastostupa?
Oblicz objetosé tego graniastostupa.

L. 4 I1. 4

4
60° 60°

Objetos¢ graniastostupa prostego, ktérego podstawa jest romb o kacie
ostrym 30°, jest réwna 27 cm?, a jego pole powierzchni bocznej jest réwne
36 cm?. Oblicz dlugoéci krawedzi tego graniastostupa.

Prostopadtoscienny drewniany klocek o wy- 10 cm 10 cm 10 cm

miarach 18 cm x 30 cm x 50 cm przecieto na
cztery czesci majace ksztatty graniastostupow
jak na rysunku obok. Oblicz objeto$¢ kazdej

z otrzymanych czesci. 6 cm

6 cm

6 cm

10. Schody sktadaja sie z 15 jedna-
25 cm kowych betonowych stopni o wy-

miarach podanych na rysunku
obok. Oblicz objetos¢ betonu zu-
12 m zytego na wykonanie tych stopni.

20 cm

Sprawdz sie

11.

12.

a) Oblicz objeto$¢ graniastostupa prawidlowego tréjkatnego, ktérego
wszystkie krawedzie majg dtugosé 4 cm.

b) Oblicz objetosé graniastostupa prawidlowego czworokatnego, ktérego
pole powierzchni bocznej jest réwne 144 cm?, a pole powierzchni catkowitej
jest réwne 306 cm?.

Wysokosé graniastostupa prawidlowego jest réwna 12 cm. Przekatna jego
Sciany bocznej tworzy z krawedzia podstawy kat ostry a. Oblicz objetos¢
tego graniastostupa w przypadku, gdy jego podstawa jest:

a) trojkat oraz dany jest tgo = 2,

b) szesciokat oraz dany jest sin o = */75
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4.5. Ostrostupy

Ostrostup to wieloscian, ktérego jedna
Sciana, zwana podstawa, jest dowolnym
wielokatem, a pozostale Sciany, nazy-
wane $cianami bocznymi, sg trojkata-
mi o wspolnym wierzchotku, zwanym
wierzchotkiem ostrostupa.

Wysokoscig ostrostupa nazywamy odci-
nek, ktorego jednym koncem jest wierz-
chotek ostrostupa, a drugim — rzut
prostokatny wierzchotka na ptaszczyzne
podstawy, zwany spodkiem wysokoSci.

Definicja

$ciana

wierzchotek boczna
wysokosé
krawedz
boczna
spodek
wysokosci /, S
krawedz
podstawa podstawy

Ostrostup nazywamy trojkatnym, czwo-
rokatnym, pieciokatnym itd. — w zalez-
nosci od tego, jakim wielokatem jest
jego podstawa. Na rysunku przedsta-
wiono ostrostup czworokatny.

Ostrostup nazywamy prostym, jesli wszystkie jego krawedzie boczne maja

te sama diugosé.

Jesli podstawa ostrostupa prostego jest wielokat foremny, to taki ostrostup

nazywamy prawidlowym.

Przyktad 1

Spodkiem wysokosci ostrostupa prostego, ktorego
podstawsg jest prostokat, jest punkt przeciecia prze-
katnych prostokata. Skorzystaj z danych na rysunku
i oblicz dtugos¢ krawedzi bocznej tego ostrostupa.

Przekatna AC podstawy ostrostupa ma dtugosc:

IAC| = V62 1 88 = 10
zatem |OC| = $|AC| = 5.

Obliczamy dtugos¢ krawedzi bocznej (rysunek obok): 7

|ISC| = /T2 + 5% = /49 + 25 = /74

Cwiczenie 1

6

B
DN
@) 5 C

a) Oblicz dlugosé krawedzi bocznej ostrostupa prawidlowego czworokatnego
o krawedzi podstawy dltugosci 3v/2 cm i wysokoéci 4 c¢cm.

b) Oblicz wysokosé ostrostupa prawidtowego czworokatnego o wszystkich kra-

wedziach dtugosci 4 cm.

c) Podstawa ostrostupa prostego jest prostokat o bokach 4 cm i 6 cm, a kra-
wedZ boczna ma dtugosé 5 cm. Oblicz wysoko$é tego ostrostupa.

4.5. Ostrostupy
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Pole powierzchni catkowitej ostrostupa jest rowne su-
. . : : : . P.=P,+ P
mie pola jego podstawy i pola powierzchni boczne].

Przyktad 2

Oblicz pole powierzchni catkowitej ostrostupa prawidtowego czworokatnego,

ktorego wszystkie krawedzie maja dtugosé 6 cm.

Pole podstawy tego ostrostupa: P, = 6 = 36 [cm?].
2

Pole éciany bocznej: Praps = GV _ 9v/3 [cm?].

4
Pole powierzchni catkowitej:

P.=36+4-9v3=36(1+3) [em?].

Cwiczenie 2
Oblicz pole powierzchni catkowitej ostrostupa prawidtowego czworokatnego,
ktorego krawedz podstawy ma dtugos¢ 6 cm, a krawedz boczna ma 5 cm.

Przyktad 3
Oblicz pole powierzchni catkowitej ostrostupa prawidtowego tréjkatnego, kto-
rego krawedz podstawy ma diugosc 8, a krawedz boczna ma dtugosc 1.

2 S
Pole podstawy tego ostrostupa: P, = % = 16/3.
Sciany boczne s trojkatami réwnoramiennymi o wy- 10
sokosci h = /102 — 42 = /84 = 24/21 (rysunek obok).
Pole Sciany bocznej: Paaps = £ - 8- 2v/21 = 8y/21. " o
Pole powierzchni catkowitej: 2] ;
P.= P,+ P, =16v3+3-8/21 = 8 (2v/3 + 3v21). Y

Uwaga. W dalszym ciagu, jezeli nie jest powiedziane inaczej, gdy méwimy o wysokosci
Sciany bocznej ostrostupa, rozpatrujemy wysokos¢ wychodzaca z jego wierzchotka.

Cwiczenie 3

a) Wysokos$é éciany bocznej ostrostupa prawidtowego tréjkatnego ma diugosé
20 cm, a jego krawedz boczna ma 25 cm. Oblicz pole powierzchni catkowite;j
tego ostrostupa.

b) Krawedz podstawy ostrostupa prawidtowego tréjkatnego ma dtugoséé 10 cm,
a jego krawedz boczna ma 13 cm. Oblicz pole powierzchni calkowitej tego
ostrostupa.

c) Pole powierzchni bocznej ostrostupa prawidtowego tréjkatnego jest szedé
razy wieksze od jego pola podstawy, ktére jest réwne 25v/3 cm?. Oblicz wy-
sokos¢ sciany bocznej tego ostrostupa.
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Definicja
Katem plaskim przy wierzcholku ostrostupa prawidto-

wego nazywamy kat miedzy ramionami trojkata réwno-
ramiennego bedacego Sciana boczna tego ostrostupa.

Przyktad 4 S
Wyznacz miare kata ptaskiego a przy wierzchotku ostro- 4
shupa prawidlowego tréjkatnego (rysunek obok), ktérego
krawedz podstawy ma diugosé¢ 6 cm, a krawedz boczna
ma dtugosé 3v/2 cm. 5

Kazda $ciana boczna tego ostrostupa jest trojkatem réw-
noramiennym o bokach 6 cm, 3v/2 cm i 3v/2 cm (rysunek
obok). Zauwazmy, ze:

(3v2) + (3v2)" = 18 + 18 = 36 = 62 A 6em B

Zatem na podstawie twierdzenia odwrotnego do twierdzenia Pitagorasa stwier-

dzamy, ze jest to trojkat prostokatny. Miara kata ptaskiego przy wierzchotku
tego ostrostupa jest réwna 90°.

Cwiczenie 4

a) Oblicz pole powierzchni catkowitej ostrostupa prawidtowego czworokat-
nego, ktorego krawedz podstawy ma diugosé 6 cm, a kat ptaski przy wierz-
chotku ma miare 60°.

b) Oblicz pole powierzchni catkowitej ostrostupa prawidlowego tréjkatnego,
ktorego krawedz boczna ma dtugosé 8 cm, a kat ptaski przy wierzchotku ma
miare 90°.

Definicja
Ostrostup prawidtowy tréjkatny, ktérego wszystkie

Sciany sg trojkatami réwnobocznymi, nazywamy
czworos$cianem foremnym.

Przyktad 5

Na rysunku obok przedstawiono siatke czworoscianu
foremnego o krawedzi 2. Pole powierzchni catkowitej
tego czworoscianu jest réwne:

4. V3 92
P.=4-% 22 — 4/3 5 5
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Cwiczenie 5
a) Oblicz pole powierzchni catkowitej czworoscianu foremnego, ktorego kazda
krawedz ma dtugos¢ 5 cm.

b) Oblicz sume dhugosci wszystkich krawedzi czworoscianu foremnego, ktérego
pole powierzchni catkowitej jest réwne 49v/3 cm?.

Zadania

1. Na rysunku obok przedstawiono frag- -/ N 5
ment siatki ostrostupa prostego. Oblicz .
pole powierzchni catkowitej tego ostro-
shupa. A 8 (-3

2. Podstawg ostrostupa prostego jest prostokat o bokach dtugosci 6 cmi 8 cm.
Dwie sposrod jego Scian bocznych sa tréjkatami réwnobocznymi. Oblicz
wysokos¢ tego ostrostupa. Rozpatrz dwa przypadki.

3. Czy na rysunku przedstawiono siatke ostrostupa? Jesli tak, to oblicz jego
pole powierzchni catkowitej. Czy jest to ostrostup prosty?

V3TN b) °) o
-/ N 3/ \3
3 3
- R 2N 3
2
N AR
3 33\2F3 3 [ 4
N 5
3\ /3 3
N3

4. Wysokos¢ ostrostupa prawidtowego czworokatnego jest rowna 12 cm, a wy-
sokos$¢ jego Sciany bocznej jest rowna 13 cm. Oblicz pole powierzchni cal-
kowitej tego ostrostupa.

5. Pole podstawy ostrostupa prawidlowego czworokatnego jest réwne 8 cm?,
a kat ptaski przy wierzchotku ma miare 30°. Oblicz pole powierzchni cal-
kowitej tego ostrostupa.

6. Suma dtugosci wszystkich krawedzi ostrostupa prawidtowego trojkatnego
jest réwna 48 cm, a jego pole podstawy jest réwne 25v/3 cm?. Oblicz pole
powierzchni bocznej tego ostrostupa.
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7. Na rysunku obok przedstawiono fragment siatki

ostrostupa tréojkatnego o wierzchotku S. Narysuj .

an

wierzchni catkowite;. 3 6

cala siatke tego ostrostupa i oblicz jego pole po- 10

8. Krawedz podstawy ostrostupa prawidtowego trojkatnego ma dtugosé 4 cm,
a jego pole powierzchni bocznej jest dwa razy wigksze od pola podstawy.
Oblicz dtugos$é¢ krawedzi bocznej tego ostrostupa.

@ 9. a) Uzasadnij, ze w ostrostupie prostym spodek wysokosci jest srodkiem
okregu opisanego na podstawie tego ostrostupa.

b) Uzasadnij, ze w ostrostupie prawidtowym trojkatnym spodek wysokosci
jest punktem przeciecia srodkowych podstawy.

10. Pole podstawy ostrostupa prawidtowego sze-
$ciokgtnego (rysunek obok) jest réwne 54+/3.
Krawedz boczna tego ostrostupa jest o 50%
dtuzsza od krawedzi podstawy. Oblicz pole
powierzchni bocznej tego ostrostupa.

11. Wysoko$¢ Sciany bocznej ostrostupa prawidlowego szeSciokatnego jest
réwna 6 cm. Tworzy ona z wysokoScig ostrostupa kat 30°. Oblicz pole
powierzchni catkowitej tego ostrostupa.

Sprawdz sie

12. KrawedZ podstawy ostrostupa prawidtowego ma dtugos¢ 10 cm, a kra-
wedz boczna — 13 cm. Oblicz pole powierzchni catkowitej tego ostrostupa
w przypadku, gdy jego podstawa jest:
a) kwadrat, b) szesciokat.

13. Oblicz pole powierzchni catkowitej ostrostupa prawidtowego trojkatnego,

ktoérego Sciany boczne sg tréjkatami prostokatnymi, a krawedZ podstawy
ma dtugos¢ 4 cm.

14. Krawedz boczna ostrostupa prawidtowego czworokatnego ma dtugosé 9 cm
i tworzy z krawedzia podstawy kat « taki, ze cosa = % Oblicz pole po-

wierzchni catkowitej tego ostrostupa. D1 o
1
15. Wierzcholki A, B, By, C szeScianu o krawedzi 6 (ry- A ! >
sunek obok) sa wierzchotkami ostrostupa. Oblicz pole ' '
powierzchni catkowitej tego ostrostupa. Czy jest to D)y s--i# Jc
ostrostup prawidtowy? A g

B
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Przypomnij sobie

Przedstawianie ostrostupow na rysunkach

Podczas rysowania ostrostupa szczegdlng uwage nalezy zwrdocié na potozenie

jego spodka wysokosci.

= Ostroshup prawidlowy troéjkatny

Krok 1.

Rysujemy podstawe
ostrostupa — w rzeczy-
wistosci jest ona tréj-
katem réwnobocznym,
ale na rysunku dlugo-
Sci bokow trojkata sa
rézne.

B

Krok 2.

Wyznaczamy spodek wyso-
kosci O — punkt przeciecia
srodkowych trojkata ABC.
Nastepnie rysujemy wyso-
kosé¢ OS ostrostupa.

S

= Ostrostup prawidlowy czworokatny

Krok 1.

Rysujemy podstawe
ostrostupa — w rzeczy-
wistosci jest ona kwa-
dratem, ale na rysunku

ma ksztalt réwnolegto-
boku ABCD.

A B

Krok 2.

Wyznaczamy spodek wyso-
ko$ci O — punkt przeciecia
przekatnych réwnolegloboku
ABCD. Nastepnie rysujemy

wysokos¢ OS ostrostupa.

S

Krok 3.

Laczymy wierzchotek
ostrostupa z wierzchot-
kami jego podstawy
i otrzymujemy krawe-
dzie boczne ostrostupa.

S

Krok 3.
Laczymy wierzchotek

ostrostupa z wierzchot-
kami jego podstawy
i otrzymujemy krawe-
dzie boczne ostrostupa.

1. Przedstaw na rysunku ostrostup prawidtowy szesciokatny.

2. Przedstaw na rysunku ostrostup prawidtowy pieciokatny.

3. Przedstaw na rysunku ostrostup, ktorego podstawa jest kwadrat ABCD,

a spodkiem wysokosci jest punkt A.
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4.6. Objetosc ostrostupa

Twierdzenie

Objetos¢ dowolnego ostrostupa wyraza sie za pomoca wzoru:
1
V = EPP U H
gdzie P, jest polem podstawy ostrostupa, a H — jego wysokoscia.

Przyktad 1

Szescian o krawedzi 6 cm zostal podzielony przez tréj-
kat BDC, na dwa wieloéciany (rysunek obok). Jed-
nym z nich jest ostrostup BCDC,. Jego podstawg jest
trojkat BCD, a wysokoscig — krawedz boczna C'C.

D1 c,

1

Pole podstawy ostrostupa: P, = 1 -6-6 = 18 [cm?|. De____LI_Jo

N

Wysokos¢ ostrostupa H = 6 cm, zatem jego objetosé: /
V =1:-18-6 =36 [cm?]. A B
Natomiast objetos¢ drugiego wieloscianu jest réwna roéznicy objetosci sze-
Scianu i ostrostupa, czyli 6° — 36 = 180 [cm?].

D1

Cwiczenie 1 G

Wysokos¢ graniastostupa prawidtowego czworokat-
Ay

nego jest rowna 6 cm, a przekatna jego podstawy ma
dtugosé 8 cm. Na krawedzi C'C, tego graniastostupa
obrano taki punkt M, ze |CM| = 2|MC4| (rysunek
obok). Oblicz objetoséci wielo$ciandéw, na ktore troj- y

kat BMD podzielil ten graniastostup. /

Przyktad 2

KrawedZ podstawy ostrostupa prawidtowego czworokatnego ma diugosé 6 cm
(rysunek ponizej). KrawedZ boczna tworzy z przekatng podstawy kat « taki,
ze tga = % Oblicz objetosé tego ostrostupa.

Przekatna podstawy ma dlugo$é |[AC| = 6v/2 cm,
stad |OC| = $|AC| = 3v/2 cm.
7 trojkata prostokatnego OCS mamy:

tga = zatem 3% =3 czyli H = 5v/2 cm.

ocT
Pole podstawy: P, = 6* = 36 [cm?].
Objetos¢ ostrostupa:
V=1P,-H=1.36-5V2=060v2 [cm?].

3

4.6. Objetos¢ ostrostupa
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Cwiczenie 2

Oblicz objetosé ostrostupa prawidlowego czworokat-
nego o wysokosci rownej 9 w przypadku, gdy cosinus
kata miedzy wysokoscig tego ostrostupa:

a) a wysokoscig jego $ciany bocznej jest réwny 0,9

(rysunek obok),
b) a jego krawedzia boczna jest rowny 0,6.

Cwiczenie 3

Pole podstawy ostrostupa prawidlowego czworokatnego jest réwne 16 cm?,
a wysokos$¢ jego $Sciany bocznej jest rowna 6 cm. Oblicz pole powierzchni
catkowitej i objetos¢ tego ostrostupa.

Przyktad 3

Oblicz objetos¢ ostrostupa prawidtowego trojkatnego,
ktérego wysokosé jest rowna 8 cm, a krawedz boczna
ma diugosé¢ 10 cm.

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku obok. Odcinek
AD jest wysokoscia trojkata rownobocznego ABC,

zatem:
AD| = 2Y3

Spodek wysokosci ostroslupa — punkt O — jest Srod-

kiem okregu opisanego na podstawie, zatem:

a\/_ Srodek okregu opisanego na tréjkacie réwno-

’AO| |AD| bocznym dzieli jego wysokosé w stosunku 1:2.
Rozpatrzmy trojkat AOS. Na podstawie twierdzenia S
Pitagorasa mamy:
2
(GTB) +82 = 10?2 &

.2 > 8 cm

a? =36-3 /7
Obliczamy pole podstawy ostrostupa: A ol ©

2 3.
B, = Y8 — 36338 _ 97,3 [em?

Zatem objetos¢ ostrostupa wynosi: V = %Pp -H = % - 27v/3 -8 = 72V/3 [cm?].

Cwiczenie 4
Oblicz objetos¢ ostrostupa prawidtowego tréjkatnego, ktoérego wysokosé jest
réwna 12 cm, a wysokos¢ Sciany bocznej ma 15 cm.
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Cwiczenie 5

Oblicz objetosé ostrostupa prawidtowego tréjkatnego, ktérego wysokosé jest
rowna 16 cm i tworzy:

a) z krawedzia boczna kat a taki, ze tga = 0,5,

b) z wysokoscia $ciany bocznej kat « taki, ze cosa = 0,8.

Cwiczenie 6

Krawedz podstawy ostrostupa prawidtowego szesciokatnego ma diugosé 4 cm.
Wysokosé ostrostupa tworzy z jego krawedzig boczna kat 30°. Oblicz objetosé
tego ostrostupa.

Cwiczenie 7
a) W ostroshupie prawidlowym czworokatnym kat ptaski przy wierzchotku ma
miare 60°, a pole podstawy jest réwne 16. Oblicz objetosé¢ tego ostrostupa.

b) W ostrostupie prawidlowym tréjkatnym kat ptaski przy wierzchotku ma
miare 90°, a krawedz podstawy ma dtugos$é 6. Oblicz objetos$é tego ostrostupa.

Twierdzenie

Wysoko$¢ czworoscianu foremnego o krawedzi

dtugosci a wyraza sie za pomoca wzoru:
_ a6
i = 3
a jego objetos¢ — za pomoca wzoru:
_a®v2
V= 12

Dowaod
Niech punkt O bedzie spodkiem wysokosci czworoscianu foremnego o krawe-
dzi a (rysunek ponizej). Rozpatrzmy tréjkat prostokatny AOS.

Zauwazmy, ze |AO| = 2|AD| = %5 oraz |AS| = a. S
Zatem na podstawie twierdzenia Pitagorasa:

H2 — 2_(@\/_) 21222

3 3 3
Stad H = 4 / , a objetos¢ czworoscianu:
1 aQ\f a\/_ L a3f
V= Pp H=s = 5 =0
Cwiczenie 8

Oblicz objetos¢ czworoscianu foremnego, ktorego pole powierzchni catkowite]
jest réwne 36v/3 cm?.

4.6. Objetos¢ ostrostupa

185 IS



Zadania

Wysokos¢ ostrostupa prawidtowego wynosi 15 cm, a obwdd jego podstawy
jest réwny 24 cm. Oblicz objetos¢ tego ostrostupa w przypadku, gdy:

a) jest on czworokatny, b) jest on tréjkatny, c¢) jest on szeSciokatny.

Na rysunku obok przedstawiono fragment siatki
ostrostupa prawidlowego czworokatnego, kto-
rego pole powierzchni catkowitej jest rowne

36(14+/3) cm?. Oblicz objetosé tego ostrostupa. 60

Oblicz objetos¢ ostrostupa prostego, ktoérego wysokosé tworzy z krawedzia
boczna kat 30°, a podstawsg jest prostokat o bokach 4 cm i 8 cm.

Sciana boczna ostrostupa prawidlowego czworokatnego jest trojkatem row-
noramiennym, w ktéorym ramiona maja dtugosé¢ 13 cm i tworza kat o taki,
7€ COos § = % Oblicz objetos¢ tego ostrostupa.

Pole Sciany bocznej ostrostupa prawidtowego czworokatnego jest réwne
24 cm?, a kat plaski przy wierzchotku ma miare 60°. Oblicz objeto$é tego
ostrostupa.

Wysokos¢ ostrostupa prawidtowego czworokatnego jest rowna 12 cm, a jego
objeto$¢ wynosi 256 cm?. Oblicz tangens kata, ktéry wysoko$é ostrostupa
tworzy z jego krawedzia boczna.

a) Oblicz dlugosé krawedzi podstawy ostrostupa prawidtowego tréjkat-
nego, ktérego wysokosé¢ ma 24 cm, a objetosé jest réwna 50v/3 cm®.

b) Oblicz wysokosé ostrostupa prawidtowego trojkatnego, ktérego obje-
toéé wynosi 21v/3 cm?®, a promien okregu opisanego na podstawie tego
ostrostupa jest réwny 2v/3 cm.

KrawedZ podstawy ostrostupa prawidtowego
trojkatnego ma dtugosé 12 cm (rysunek obok).
Wysokos¢ ostrostupa tworzy z jego krawedzig,

boczna kat « taki, ze tga = %. Oblicz objetosé
tego ostrostupa.

Dtugos¢ krawedzi podstawy ostrostupa prawidtowego trojkatnego jest row-
na 10 cm. Objetosé tego ostrostupa wynosi 50v/3 cm?®. Oblicz tangens kata,
ktory wysokosé ostrostupa tworzy z wysokoscia jego Sciany bocznej.
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10.

11.

12.

13.

14.

Oblicz objetosé ostrostupa prawidtowego szesciokatnego, ktérego wysokosé
jest dwa razy krotsza od wysokosci jego Sciany bocznej, a krawedz pod-
stawy ma dlugos¢ 6 cm.

KrawedZ boczna ostrostupa prawidtowego sze- 2

Sciokatnego ma dtugosé 13 cm i tworzy z wysoko-
Scia ostrostupa kat « taki, ze cosa = % (rysunek
obok). Oblicz objetosé tego ostrostupa.

Objetos¢ ostrostupa prawidtowego szesciokatne-
go 0 wysokosci 4 ¢m jest réwna 244/3 cm®. Oblicz
pole powierzchni bocznej tego ostrostupa. A B

Oblicz objetos¢ czworoscianu foremnego, kto-
rego wysokos¢:
a) jest réwna 2 cm,

b) jest o 1 cm krotsza od wysokodci jego $ciany.

Dwa ostrostupy prawidtowe czworokatne, kto-

rych wszystkie krawedzie maja diugos¢ 4 cm,
ztaczono podstawami i otrzymano osmioscian
przedstawiony na rysunku obok. Oblicz objetosé

tej bryty.

Sprawdz sie

15.

16.

17.

18.

Wysokos¢ ostrostupa prawidtowego czworokatnego tworzy z krawedzig
boczng kat 45°, a podstawa ostrostupa ma pole réwne 36 cm?. Oblicz
objetos¢ tego ostrostupa.

Dany jest prostopadtoscian o krawe- Dy
dziach dtugosci: |AB| = 4, |BC| = 3, le
|BB;| = 2 (rysunek obok). A ' :
a) Oblicz objeto$¢ ostrostupa ABDA,. /E/

b) Punkt S jest dowolnym punktem na- /D ——=XT-——= C
lezacym do Sciany A;B,C;D;. Oblicz P\
objetos¢ ostrostupa ABCDS.

Ch

Oblicz objetos¢ ostrostupa prawidtowego trojkatnego, ktérego kazda Sciana
boczna jest trojkatem prostokatnym o przeciwprostokatnej réwnej 20 cm.

Oblicz objetos¢ czworoscianu foremnego, ktorego kazda Sciana ma pole
réwne 25v/3 cm?.

4.6. Objetos¢ ostrostupa
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Szlify diamentow 4.7. Kat miedzy prosta a ptaszczyzna

Diamenty po oszlifowaniu czesto maja
ksztalt wieloscianu wypuklego.

% §
ot
,’ P P

/ |

Katem miedzy prosta a ptaszczyzna nazywamy kat ostry, ktéry ta prosta two-

Wieloscian nazywamy wypuktym, jesli kazdy
odcinek, ktérego korice sg punktami tego
wieloscianu, jest caty w nim zawarty.

rzy ze swoim rzutem prostokatnym na te ptaszczyzne. Jesli rzutem prostej jest

punkt, to plaszczyzna i prosta tworza kat prosty. Jesli prosta jest réwnolegta

Na szkicach ponizej pokazano do ptaszczyzny, to tworzy z nig kat 0°.

najwczesniejsze szlify diamentéw w Europie.

Pierwsze szlify diamentow polegaty na wygtadzaniu naturalnych Scianek krysztatow.
Dopiero wynalezienie tarczy szlifierskiej pozwolito na skosne scinanie krawedzi
diamentéw i tworzenie tzw. fasetek, czyli symetrycznie rozmieszczonych scianek.

Przyktad 1 D

1
Wyznacz miare kata miedzy przekatna szescianu Cl
a jego podstawa.

Ay

Rozpatrzmy przekatna BD; szeScianu i jej rzut B

' ' prostokatny na plaszczyzne podstawy — odcinek
- - / BD (rysunek obok). Oznaczmy krawedZ szescianu Dj- C
V

‘ ‘ -, przez a. Wéwcezas |BD| = av/2, zatem: /,’ "
tga = IDD1 | _ V2 0,7071, stad o =~ 35°. A B

a
|BD|  av2 2
szpiczasty kamien gruby kamien cienki kamien
XIV w. XIV w. XIV w. Cwiczenie 1

Dany jest graniastostup prawidtowy czworokatny o krawedzi podstawy 4 cm

i wysokosci 8 cm. Oblicz cosinus kata, ktéry przekatna graniastostupa tworzy
z jego podstawy.

Przyktad 2
Dany jest graniastostup prawidtowy czworokatny o krawedzi podstawy 4 cm

pojed%&fﬁ dobro SZ“fXI\\;Il?f;mna SZ"f;\%ri’Z'ego i wysokosci 3 cm. Oblicz dtugosé przekatnej BD; tego graniastostupa (rysunek
ponizej) oraz cosinus kata «, ktéry tworzy ona ze Sciana ABB; A;.

Wzér Eulera Rzutem prostokatnym odcinka BD; na $ciang D, o
. . Yl 1

Dla dowolnego wieloscianu wypuktego zachodzi zaleznosé opisana tzw. wzorem Eulera: ABB; A, jest odcinek BA;. Jego dlugosc: b;e& |

I

S—k+w=2 ’BA1|:\/42+32:5[CH1] A & [ Bi

’ 7 . N |

gdzie s oznacza liczbe $cian, k — liczbe krawedzi, w — liczbe wierzchotkdw. Dlugos¢ przekatnej graniastostupa: P\ __Jo
|BD,| = /42 + 52 = /41 [cm] Saml N S
/
E} Sprawdz prawdziwo$¢ wzoru Eulera dla wieloscianow, ktérych ksztatt _ |BA{] 5 _ 5V41 7 >
o o - ) . y Zatem cosa = — = .
maja pierwsze trzy szlify diamentéw przedstawione na ilustracji. |BD1 | V4l 41 A 4 cm B
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Cwiczenie 2

Podstawsa graniastostupa prostego o wysokosci 5 cm jest prostokat o bokach
dtugosci 3 cm i 4 cm. Oblicz sinusy katow, ktore przekatna tego graniastostupa
tworzy z jego Scianami bocznymi.

Cwiczenie 3
Wysokos¢ graniastostupa prawidtowego czworokatnego jest réwna 8 cm, a jego
przekatna tworzy z podstawa kat 60°. Oblicz objeto$¢ tego graniastostupa.

Przyktad 3
W ostrostupie prawidtowym czworokatnym krawedz

podstawy ma diugosé 10, a krawedz boczna ma dtu-
go$¢ 13. Oblicz cosinus kata, ktory z podstawa tego
ostrostupa tworzy:

a) jego krawedz boczna,

b) wysokos$é jego $ciany bocznej.

a) Kat miedzy krawedzia boczna SB ostrostupa a jej rzutem prostokatnym
na podstawe (odcinek OB) oznaczono na rysunku powyzej przez a. Odcinek
OB jest polows przekatnej kwadratu o boku 10, wiec |OB| = 5v/2.
Rozpatrzmy tréjkat prostokatny OBS:

|OB| _ 52

COS (¥ = =
|BS] 13

b) Kat miedzy wysokoscia SE $ciany bocznej ostrostupa a jej rzutem prosto-
katnym na podstawe (odcinek OF) oznaczono przez (. Na rysunku ponizej
przedstawiono Sciane boczng ostrostupa — jest to tréjkat réwno- S
ramienny o wysokosci SE. Na podstawie twierdzenia Pitago-
rasa otrzymujemy: |SE|* = 13% — 52 = 144, skad |SE| = 12.
Rozpatrzmy trojkat prostokatny OFES"

[OE] _ 5

ISE| 12 By

13 13

cos B =

Cwiczenie 4

Punkt S jest punktem przeciecia przekatnych pod- Dy
stawy A;B;C;D, szescianu (rysunek obok). Rozpa- 'S
trzmy ostrostup o podstawie ABCD i wierzchotku S. A, !
Oblicz sinus kata, ktory z podstawa tego ostroshupa ]
tworzy: Dy _

a) jego krawedz boczna, P

b) wysokosé jego $ciany bocznej. A B

I 190 4. Graniastostupy i ostrostupy

Cwiczenie 5

a) Oblicz cosinus kata, ktéry krawedz boczna czworoscianu foremnego tworzy
z jego podstawa.

b) Dany jest ostrostup prawidtowy tréjkatny, ktérego pole powierzchni bocz-
nej jest szesc¢ razy wieksze od pola podstawy. Oblicz sinus kata, ktory krawedz
boczna tego ostrostupa tworzy z jego podstawa.

Zadania
1. Dany jest prostopadto$cian o wymiarach podanych D i
na rysunku obok. Oblicz sinus kata zawartego mie- 4
1
B: |6

|
|
dzy przekatna BD, a plaszczyzna: |
a) podstawy ABCD, |
b) $ciany bocznej BCC, By, /)5 “\|--J¢

c¢) Sciany bocznej DCC,D;. g 5
A 4 B

2. Dany jest prostopadloécian o krawedziach dltugosci 2 cm, 3 cm i 2v/3 cm.

Oblicz cosinus kata zawartego miedzy przekatng tego prostopadtoscianu
a jego Sciang o najwiekszym polu.

3. a) Pole podstawy graniastostupa prawidtowego czworokatnego jest réwne
64 cm?, a jego przekatna tworzy z podstawa kat 45°. Oblicz objetos$é tego
graniastostupa.

b) Przekatna graniastostupa prawidlowego czworokatnego ma dlugosé
10 cm i tworzy z podstawa kat 30°. Oblicz pole powierzchni catkowitej
tego graniastostupa.

4. Dany jest graniastostup prawidlowy szesciokatny, ktorego wszystkie kra-
wedzie maja te sama dlugosé. Wyznacz miary katéw, ktore jego przekatne
tworza z podstawa.

5. Krawedz podstawy ostrostupa prawidtowego czworokatnego ma diugosé
44/3 cm, a kat zawarty miedzy wysokoécia $ciany bocznej a podstawa ma
miare 30°. Oblicz pole powierzchni catkowitej i objetos¢ tego ostrostupa.

6. W ostrostupie prawidtowym czworokatnym wyso-
ko$¢ jest réwna 6 cm, a kat miedzy wysokoscia
Sciany bocznej a podstawa ma miare « (rysunek
obok). Oblicz objetosé tego ostrostupa w przy-
padku, gdy:

a) a = 45°, b) a = 60°.
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7. Podstawa graniastostupa prawidtowego czworokatnego ma pole réwne 49,
a jego przekatna tworzy ze Sciang boczna kat « taki, ze sin a« = 0,28. Oblicz
objetos¢ tego graniastostupa.

4.8. Kat dwuscienny

Dwie poétptaszczyzny o wspoélnej krawedzi dziela przestrzen
8. a) Wysokos¢ éciany bocznej ostrostupa prawidlowego czworokatnego two- na dwie czesci. Kazda z tych czesci, tacznie z polplaszezy-
rzy z podstawa kat 60°. Oblicz sinus kata, ktéry z podstawg tego ostrostupa

tworzy jego krawedz boczna.

znami, nazywamy katem dwuSciennym, poiptaszczyzny —
Scianami tego kata, a wspolna krawedz péiptaszezyzn — jego

krawedzia.

b) KrawedZ boczna ostrostupa prawidlowego czworokatnego tworzy z pod-
stawa kat 60°. Oblicz cosinus kata, ktory z podstawa tego ostrostupa two-
rzy wysoko$¢ jego Sciany bocznej.

Definicja
Miara kata dwusSciennego nazywamy miare
kata plaskiego, ktory jest czescia wspodlna
kata dwusciennego oraz ptaszczyzny prosto-
padtej do jego krawedzi.

9. W ostrostupie prawidlowym tréjkatnym o krawedzi podstawy 4 cm kat
miedzy wysokoscia $ciany bocznej a podstawa ma miare 45°. Oblicz obje-
tos¢ i pole powierzchni catkowitej tego ostrostupa.

10. Dany jest ostrostup prawidtowy trojkatny o krawedzi podstawy 6 cm i ob-
jetoéci réwnej 18v/3 cm?. Oblicz cosinus kata, ktéry z podstawa ostrostupa
tworzy: a) krawedz boczna, b) wysoko$é¢ Sciany bocznej.

Uwaga. W dalszym ciagu, kiedy bedziemy mowié¢ o kacie dwusciennym, bedziemy
rozwazac ten z katéw miedzy poédiptaszczyznami, ktéry ma mniejszg miare.

W graniastostupie prostym miara kata miedzy sasiednimi $cianami bocznymi
to miara odpowiedniego kata jego podstawy.

Sprawdz sie

11. Przedstaw na rysunku graniastostup prawidtowy czworokatny i zaznacz: : : | :
a) kat o miedzy przekatna $ciany bocznej a podstawa, < | al | al
. . | [ | I
b) kat § miedzy przekatna graniastostupa a podstawa, | | | |
c) kat v miedzy przekatng Sciany bocznej a sasiednia $ciana boczna. : )' I I L
_ N Z ~ Z AN
12. Przedstaw na rysunku ostrostup prawidtowy trojkatny i zaznacz: - R g
& \ A o)

a) kat o miedzy krawedzia boczng a podstawa,

b) kat § miedzy wysokoscia Sciany bocznej a podstawa. Kat miedzy sgsiednimi écia-  Kat miedzy sgsiedni- Kat miedzy sasiednimi Scia-

o Dy nami bocznymi graniasto- mi Scianami bocznymi nami bocznymi graniasto-
13. Dany jest graniastostup prawidlowy szesciokat- stupa prawidlowego troj-  prostopadloscianu ma stupa prawidtowego szescio-
ny o krawedzi podstawy réwnej 5 i wysokosci 6 P : : o katnego ma miare 60°. miare 90°. katnego ma miare 120°.
(rysunek obok). A | B, praykiad 1 c
a) Oblicz sinus kata, ktéry przekatna AD; two- :E :D Dany jest graniastostup prosty trojkatny, ktorego :
rzy z podstawa tego graniastostupa. /)_ VAR _k\ podstawg jest trojkat prostokatny o bokach dtugosci 3, 4, | B
b) Oblicz tangens kata, ktory przekatna FD;  F g S 415. Wyznacz miary katéw, ktore tworza ze soba Sciany i
tworzy z podstawa tego graniastostupa. " 7 boczne tego graniastostupa. i
14. Oblicz pole powierzchni catkowitej i objetos¢ ostrostupa prawidlowego Sciany BCC\B, i ACC1A; tworza kat 90°. Clk
czworokgtnego, w ktérym kat miedzy wysokoScig Sciany bocznej a pod- Sciany ABB; A, i ACCL A, tworza kat o taki, ze: A /Q/\\B
stawa ma miare a, a pole podstawy jest réwne P. sina = %, wiec a ~ 37° /O/é\/ @\
a) a=30°, P=16 b) a =45°, P =18 c) a=060° P =36 Sciany ABB, A, i BCC,B, tworza kat 8 = 90°—a ~ 53°. A 5 B
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Cwiczenie 1

Podaj miary katéw miedzy sasiednimi $cianami bocznymi graniastostupa pro-
stego tréjkatnego, ktérego krawedzie podstawy maja podane dtugosci.

a) 4 cm, 4 cm, 4v/2 cm b) 3 cm, 6 cm, 3v/3 cm

Przyktad 2 D1 Ch

Ptaszczyzna przechodzaca przez krawedzie BB, Ay a

i DD, graniastostupa prawidtowego czworokat-

nego (rysunek obok) tworzy ze Scianami bocz- <c—|-—--~cC

nymi graniastostupa kat o = 45°. - a

Przyktad 3 Er Ch

Dany jest graniastostup prawidtowy czworokatny A
1

o krawedzi podstawy a (rysunek obok). Na kra-
wedziach AD oraz A;D; wybrano odpowiednio
punkty E oraz E; takie, ze |AE| = |AF| = 3a.
Ptaszczyzna przechodzaca przez krawedz BDB;
i odcinek EFE; tworzy ze $ciana AA; DD kat a.
Oblicz cosinus tego kata.

Dtugosé przeciwprostok@tnej tr(’)jkadta ABE:

|BE| = y\/a? + 2a

AFE a
Zatem cosa = [AB] _ = —.
|BE| 24 5 Dy

|#>Ic.o

N[S)]

Ch

Cwiczenie 2

Oblicz cosinus kata, ktéry z podstawg ABCD A

|

|

|
szescianu tworzy plaszczyzna przechodzaca przez :
wierzchotki A i B oraz $rodki krawedzi A;D, Dy | __J¢o
i B;C; (rysunek obok). ‘

N\

A B
Przyktad 4

Dany jest ostrostup prawidlowy czworokatny ABCDS o wysokoéci 5v/3 i kra-
wedzi 10 (rysunek ponizej). Oblicz miare kata nachylenia $ciany bocznej tego
ostrostupa do jego podstawy.

Odcinki FE i SE sa prostopadle do BC' — krawedzi
kata dwusciennego zawartego miedzy Sciana boczng
a podstawa ostrostupa. Miara tego kata jest wiec
miara kata plaskiego OFS. Zatem:

_los| _ 5v3 _ C L ane
tgoz—‘OE’— = = /3, czyli o = 60

I 194 4. Graniastostupy i ostrostupy

Cwiczenie 3

a) KrawedZ podstawy ostrostupa prawidtowego czworokatnego ma dlugosé
12 cm, a jego wysoko$é¢ jest réwna 2v/3 cm. Oblicz miare kata nachylenia,
Sciany bocznej tego ostrostupa do jego podstawy.

b) Przekatna podstawy ostrostupa prawidlowego czworokatnego ma diugosé
6 cm. Sciana boczna tego ostrostupa jest nachylona do jego podstawy pod
katem 45°. Oblicz objetosé¢ tego ostrostupa.

Przyktad 5

Sciana boczna ostrostupa prawidlowego tréjkatnego tworzy z jego podstawa
kat 60° (rysunek ponizej). Krawedz podstawy ma diugos$¢ 6. Oblicz objetosé
tego ostrostupa.

S

Trojkat ABC' jest trojkatem réwnobocznym, a punkt O
jest srodkiem okregu opisanego na tym tréjkacie, zatem:

AP| = &2 = 33 oraz |OP| LjAP| = v3
W trojkacie OPS mamy tg60° = |
ostrostupa: H = |OP| - tg60° = \/_ V3 =

Objetos¢ ostrostupa:
v=lp.g-1. V3 g _
3Pp H 3 1 3=9V3

zatem wysoko$é

Cwiczenie 4
Sciana boczna ostrostupa prawidlowego tréjkatnego tworzy z jego podstawa
kat 45°. Pole podstawy jest réwne 16v/3 cm?. Oblicz objetosé tego ostrostupa.

Przyktad 6
Oblicz cosinus kata miedzy dwiema Scianami czworoscianu foremnego.

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku obok. Odcinki S
AP i PS sa wysokoSciami przystajacych trojkatéow row-
nobocznych, wiec:

|AP| = |PS|
Ponadto:

0P| = L|AP| 4
Zatem cos « % % = %

Cwiczenie 5

Objetosé ostrostupa prawidlowego tréjkatnego jest réwna 72v/3 cm?®,

wysokos¢ jest rowna 2 cm. Oblicz tangens kata nachylenia $ciany bocznej tego
ostrostupa do jego podstawy.

a jego
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Przyktad 7
Sciany boczne ostrostupa prawidlowego czworokatnego sa tréjkatami réwno-
bocznymi. Oblicz cosinus kata, ktoéry tworza dwie sasiednie $ciany boczne tego
ostrostupa.

Szukamy cosinusa kata BED, gdzie E jest wierz-
chotkiem kata ptaskiego otrzymanego przez prze-
ciecie plaszczyznag prostopadia do krawedzi kata
dwusciennego zawartego miedzy sasiednimi Scia-
nami ostrostupa.

Oznaczmy dlugos¢ krawedzi ostrostupa przez a.
Wéwezas przekatna podstawy |DB| = av/2. A @ B
Odcinek EB jest wysokoscig trojkata réwnobocznego BCS o boku a, zatem
|[EB| = 2. Podobnie |ED| = %42,

Korzystamy z twierdzenia cosinusow dla tréjkata DBE: E

@2 = () () 2 et SN

3 3 3
- 2 2_9.2 D B
2 7T 1 2 1 cosa
oSy — — x Zauwaz, ze cosa < 0, wiec
3 a jest katem rozwartym.

Cwiczenie 6

a) KrawedZ boczna ostrostupa prawidlowego czworokatnego jest dwa razy
dtuzsza od jego krawedzi podstawy. Oblicz cosinus kata, ktory tworza dwie
sasiednie Sciany boczne tego ostrostupa.

b) Oblicz cosinus kata zawartego miedzy sasiednimi $écianami bocznymi ostro-
stupa prawidtowego czworokatnego, ktorego krawedz podstawy ma diugosé
10 cm, a krawedz boczna — 13 cm.

Zadania

1. Podstawa graniastostupa prostego jest trojkat prostokatny D
o przyprostokatnych dtugosci 7 cm i 24 cm. Wyznacz miary

A
katow zawartych miedzy sasiednimi Scianami bocznymi te- '

go graniastostupa.

2. Dany jest graniastostup prawidtowy czworokatny, ktérego
pole powierzchni bocznej jest réwne 480 cm?, a pole po-
wierzchni calkowitej — 530 cm? (rysunek obok). Oblicz si-

N

AB i C1D, tego graniastostupa z jego podstawa. A 5
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|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
nus kata, ktory tworzy ptaszczyzna zawierajaca krawedzie D —-Jc

D1 ch

3. Oblicz tangens kata, ktéry z podstawa ABCD
szescianu tworzy plaszczyzna zawierajaca trojkat

A
ACD; (kat a na rysunku obok). '

4. W ostrostupie prawidtowym czworokatnym kat D o
= W

N\

miedzy $ciang boczng a podstawa ma miare 30°.

Oblicz sinus kata, ktory tworzy krawedz boczna

. A B
tego ostrostupa z jego podstawa.

5. Krawedz boczna ostrostupa prawidtowego trojkatnego ma dtugosé 24 cm,
a jego wysoko$¢ jest réwna 12 cm. Oblicz miare kata nachylenia Sciany
bocznej tego ostrostupa do jego podstawy.

6. Objetosé ostrostupa prawidlowego tréjkatnego jest réwna 204/3 cm?, a jego
pole podstawy jest réwne 124/3 cm?. Oblicz tangens kata zawartego miedzy
Sciana boczna tego ostrostupa a jego podstawa.

Sprawdz sie

7. Podaj miare kata miedzy sasiednimi Scianami bocznymi graniastostupa
prawidlowego: a) pieciokatnego, b) oSmiokatnego.

8. Podstawa graniastostupa prostego jest romb, w ktérym stosunek miar ka-
tow przy jednym boku jest rowny 1:3. Podaj miary katéw miedzy sasied-
nimi Scianami bocznymi tego graniastostupa.

9. Dany jest prostopadltoscian o krawedziach dlugosci: |AB| = 3 cm,

|AD| =2 cm, |AA;| = 1 cm (rysunek obok). D

Oblicz cosinus kata, ktéry z podstawa tego A . C1
prostopadloscianu tworzy ptaszczyzna: ' 7 JI_ B
S ————--==C
a) ABClDl, b) BCDlAl A ="
B

10. Przedstaw na rysunku ostrostup prawidtowy czworokatny i zaznacz:
a) kat a miedzy Sciang boczng a podstawa,
b) kat § miedzy sasiednimi Scianami bocznymi.
11. Przedstaw na rysunku ostrostup prawidtowy trojkatny i zaznacz:
a) kat o miedzy $ciana boczna a podstawa,
b) kat § miedzy sasiednimi Scianami bocznymi.
12. Krawedz podstawy ostrostupa prawidtowego czworokatnego ma diugosé

18 cm, a wysoko$¢ ostrostupa jest rowna 12 cm. Oblicz sinus kata, ktory
Sciana boczna tego ostrostupa tworzy z jego podstawa.
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Powtorzenie

H
1.

Zestaw |

KrawedzZ podstawy graniastostupa prawidtowego ma dlugosé 2, a jego pole
powierzchni catkowitej jest rowne 24. Oblicz wysoko$é tego graniastostupa
w przypadku, gdy jego podstawa jest:

b) tréjkat,

a) czworokat, c) szesciokat. D,

Ch
Oblicz pole powierzchni catkowitej szescianu, kto-
rego przekatna jest o 2 dtuzsza od jego krawedzi.

|
|
|
Aq I B,
Wysokosé prostopadloscianu jest réwna 4, a jego :
podstawa jest kwadrat o boku 3 (rysunek obok).
a) Oblicz cosinus kata A;BD;.

b) Oblicz cosinus kata zawartego miedzy przekat- /

nymi Scian bocznych wychodzgcymi z tego samego 4
wierzchotka.

Wykaz, ze objeto$¢ prostopadtoscianu wyraza sie wzorem V' = /P, P, Ps,
gdzie Py, P,, P3 sa polami jego $cian o wspolnym wierzchotku.

IS F
D ‘!
potaczono odcinkami z wierzchotkami A, B i C. ¢

Oblicz sume dtugosci wszystkich krawedzi ostro- A
stupa ABCS. B

Podstawg graniastostupa prawidtowego jest tréj-
kat ABC o boku 6 (rysunek obok). Wysokos$¢ gra-
niastostupa jest réwna 4. Srodek S krawedzi DF

Wysokos¢ ostrostupa prawidtowego wynosi 6, a promien okregu opisanego
na jego podstawie jest rowny 4. Oblicz objetos¢ tego ostrostupa w przy-
padku, gdy jego podstawg jest: a) czworokat, b) trojkat, c) szedciokat.

Przekatna graniastostupa prawidtowego czworokatnego ma dtugosé 8 i jest
nachylona do podstawy pod katem, ktérego cosinus jest réwny i. Oblicz
objetos¢ tego graniastostupa.

Krawedz podstawy ostrostupa prawidtowego tréjkatnego ma dtugosc 6 cm,
a wysokosé jego Sciany bocznej jest rowna 2 cm. Oblicz miare kata nachy-
lenia Sciany bocznej tego ostrostupa do jego podstawy.

W ostrostupie prawidtowym czworokatnym wszystkie krawedzie maja taka
sama dtugosé. Oblicz cosinus kata nachylenia Sciany bocznej do podstawy.

I 198 4. Graniastostupy i ostrostupy

B Zestaw Il

1.

10.

Sposréd wszystkich prostopadtoscianéw, ktérych suma dtugosci krawedzi
wynosi 488 cm, a stosunek diugosci krawedzi podstawy jest réwny 5:4,
wybieramy ten o najwiekszym polu powierzchni catkowitej. Oblicz pole
podstawy tego prostopadtoscianu.

C1
Szescian o krawedzi dtugosci 1 przecieto ptaszczy-
zng przechodzaca przez wierzchotki C'i D, oraz Sro-
dek krawedzi AD (rysunek obok). Oblicz dtugosci
bokéw trojkata C'D,E oraz cosinus kata potozonego ¢
naprzeciwko najdituzszego boku tego tréjkata.

Sciany boczne graniastostupa prawidlowego szesciokatnego sa kwadratami,
z ktorych kazdy ma pole réwne 3. Oblicz objetos¢ i pole powierzchni cal-
kowitej tego graniastostupa oraz dlugosci jego przekatnych.

Wysokos¢ ostrostupa prawidtowego trojkatnego tworzy z krawedzia boczna
tego ostrostupa kat a taki, ze cosa = 0,8. Krawedz podstawy ma diu-
gos$¢ 3 cm. Oblicz pole powierzchni catkowitej tego ostrostupa.

Sciana boczna ostrostupa prawidlowego tré jkatnego jest trojkatem réwno-
ramiennym, w ktérym ramiona maja dtugosé 2 cm, a kat miedzy nimi jest
réwny 30°. Oblicz pole powierzchni catkowitej tego ostrostupa.

W szescianie o objetosci 64 $rodek S jednej z krawedzi bocznych potaczono
z wierzchotkami A, B, C', D podstawy. Oblicz sume dlugosci wszystkich
krawedzi ostrostupa ABCDS oraz jego pole powierzchni bocznej.

Wszystkie krawedzie ostrostupa prawidtowego czworokatnego maja taka
sama dtugosé. Oblicz cosinus kata nachylenia krawedzi bocznej do pod-
stawy.

W ostrostupie prawidtowym tréojkatnym pole Sciany bocznej jest cztery
razy wieksze od pola podstawy. Oblicz cosinus kata nachylenia $ciany bocz-
nej tego ostrostupa do jego podstawy.

Pole powierzchni bocznej ostrostupa prawidtowego czworokatnego jest dwa
razy wieksze od jego pola podstawy. Oblicz tangens kata nachylenia kra-
wedzi bocznej tego ostrostupa do jego podstawy.

Sciana boczna ostrostupa prawidlowego jest nachylona do podstawy pod
katem 30°, a krawedz podstawy ma ditugos¢ 6. Oblicz pole powierzchni
catkowitej i objetos¢ tego ostrostupa w przypadku, gdy jego podstawsa
jest: a) czworokat, b) trojkat, c) szesciokat.

Powtérzenie
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Sposob na zadanie

Przyktad 1

KrawedZ podstawy graniastostupa prawidtowego
czworokatnego ma diugosé 4, a jego wysokosé jest
réwna 3 (rysunek obok). Oblicz pole powierzchni
bocznej ostrostupa ABCDD; .

Wszystkie Sciany boczne tego ostrostupa sa tréj-
katami prostokatnymi. Ponadto trojkaty ADD,
i CDD, sa przystajace. Przystajace sa rowniez po-
zostate dwa trojkaty: ABD, i CBD,.

Obliczamy pole tréjkata ADD;:

PAADDl :%43:6
Przyprostokatna AD; tréjkata ABD; jest réwno-
czesnie przeciwprostokatna trojkata ADD,. Na
podstawie twierdzenia Pitagorasa |AD;| = 5.
Obliczamy pole tréjkata ABD;:

PAABDl :%45:10
Pole powierzchni bocznej ostrostupa ABCDD;:

P, = 2(Paapp, + Prapp,) = 32

Przyktad 2
W szescianie na rysunku obok punkty E i F' sa
odpowiednio $rodkami krawedzi A; D, i AD oraz
|BE| = 15. Oblicz sinus kata «, ktory odcinek
BFE tworzy z podstawa ABCD, oraz objetos¢ tego
sze$cianu.

Dlugosci przyprostokatnych trojkata ABF' (rysu-
nek ponizej): |AB| = a oraz |AF| = 1a.

7 twierdzenia Pitagorasa dla tego tréjkata:
|BF|* = |AB|* + |AF|> = a® + 1a* = 2a°

4
Z twierdzenia Pitagorasa dla trojkata BEF":

|BE| = \/|BF|? + |EF]? = /%a® + a®> = \/9a®> = 3a

Obliczamy a: |BE| = 15 = 2a, wigc a = 10. Zatem sin

Objetosé szeScianu: V = a® = 10% = 1000.

D o
1
|
|
Ay A
|
PERANE
3| /% C
P 4
A 4 B
D1
3
A 4 D
D1
5
N

A 4 B

Odpowiedz: P, = 32
=» Zadanie 11.2, str. 203

C1
E{l
|
|
Aq I B,
|
D) \_ [y
FIX
// -
A a B
F
L
A a B
_|EF| _ 10 _ 2
O="1BE — 15~ 3"

Odpowiedz: sina = 2, V = 1000

3
-» Zadanie 21, str. 204

Przed obowiazkowa maturg z matematyki

W zadaniach 1-8 wybierz wtasciwg odpowiedz sposréd podanych.

Zadanie 1 (0-1)
Przekatna prostopadtoscianu o krawedziach dtugosci 4 cm, 6 cm i 8 cm ma
dhugos¢ rowna

A. 24/29 cm B. 2/26 cm C. 419 cm D. 417 cm

Zadanie 2 (0-1)

Przekatna graniastostupa prawidtowego czworokatnego ma dtugosé 8 cm i jest
nachylona do podstawy pod katem 45°. Pole podstawy tego graniastostupa jest
réwne

A. 32 cm? B. 16 cm? C. 8 cm? D. 4 ¢m?

Zadanie 3 (0-1)

Podstawg prostopadtoscianu jest kwadrat o boku 6 cm, a kat nachylenia prze-
katnej prostopadtoscianu do Sciany bocznej ma miare 30°. Przekatna ta ma
dtugosé

A. 3v/2 cm B. 3v/3 cm C. 6v/3 cm D. 12 cm

Zadanie 4 (0-1)

Podstawa graniastostupa prostego jest romb o przekatnych dlugosci 6 cm
i 8 cm. Jesli przekatna Sciany bocznej tego graniastostupa ma dtugosé 13 cm,
to jego pole powierzchni bocznej jest réwne

A. 180 cm? B. 200 cm? C. 210 cm? D. 240 cm?

Zadanie 5 (0-1)

KrawedZ podstawy ostrostupa prawidlowego czworokatnego ma diugosé 6,
a krawedz boczna tworzy z podstawa kat 45°. Objetosé¢ tego ostrostupa jest
réwna

A. 362 B. 482 C. 72¢/2 D. 1082

Zadanie 6 (0-1)

Objetos¢ ostrostupa prawidtowego tréjkatnego o wysokosci réwnej 8 cm wy-
nosi 96v/3 cm?®. Obwéd podstawy tego ostrostupa jest réwny

A. 24 cm B. 24v/3 cm C. 36 cm D. 36v/3 cm

Zadanie 7 (0-1)

W ostrostupie prawidlowym szesciokatnym o krawedzi podstawy 2 cm pole
podstawy jest dwa razy mniejsze od pola powierzchni bocznej. Pole powierzch-
ni catkowitej tego ostrostupa jest rowne

A. 12 cm? B. 18 cm? C. 18V/3 cm? D. 36v/2 cm?

I 200 4. Graniastostupy i ostrostupy

Przed obowigzkowa maturg z matematyki

201 I



G

Przed obowiazkowa maturg z matematyki

Zadanie 8 (0-1)
Kat miedzy sasiednimi Scianami bocznymi graniastostupa prawidtowego pie-
ciokatnego ma miare

A. 108° B. 112° C. 120° D. 124°

Zadanie 9 5

Na rysunku obok przedstawiono szescian oraz prze- p Ch
katne jego Scian bocznych poprowadzone z jednego ) ?

wierzchotka. ! : 1
Zadanie 9.1 (0-1) )l_D_ 1N
Ocen prawdziwos¢ ponizszych stwierdzen. Wybierz P, 7

jesli stwierdzenie jest prawdziwe, albo F — jesli jest A g 5

fatszywe.

Sinus kata «, ktory tworza te przekatne, jest wiekszy od 0,85. P F

Sinus kata zawartego miedzy przekatng AD, a podstawa
szescianu jest wiekszy od 0,7.

Zadanie 9.2 (0-1)
Suma dtugosci odcinkéw AD; i CD, jest réwna 4:/6.

Uzupehij zdanie tak, aby bylo prawdziwe.

Dlugo$é przekatnej szedcianu jest réwna [ ? ..
Ch

Zadanie 10 |

Przekatna A,;C' prostopadtoscianu o krawe- n
dziach dhugosci 3, 4 i 5 (rysunek obok) tworzy ' DI B

z krawedziami wychodzacymi z wierzchotka C' 3 Y 5
katy o, G17. /! 4

Zadanie 10.1 (0-1)

Ocen prawdziwo$¢ ponizszych stwierdzen. Wybierz P, jesli stwierdzenie jest
prawdziwe, albo F' — jesli jest falszywe.

Kat a ma miare réwna 45°. P F

Kat v ma miare rownag 60°. P F

Zadanie 10.2 (0-1)
Oblicz cosinus kata (3.

Przed obowiazkowa maturg z matematyki

Zadanie 11 D,
W szeScianie o krawedzi 6 punkt S jest srodkiem kra-

Ch

wedzi DD, (rysunek obok). A,

S B,
Zadanie 11.1 (0-1) |
Ocen prawdziwo$¢ ponizszych stwierdzen. Wybierz P,

jesli stwierdzenie jest prawdziwe, albo F — jesli jest L

fatszywe. A B

Odcinek BS ma dtugosé¢ réwna 9. P F
Objetos¢ ostrostupa ABCDS jest réwna 108. P F

Zadanie 11.2 (0-4) » Przykiad 1, str. 200
Oblicz pole powierzchni calkowitej ostrostupa ABCDS.

Zadanie 12

Wysokos¢ SO ostrostupa prawidtowego tréjkatnego
ABCS przedstawionego na rysunku obok jest rowna dtu-
gosci krawedzi podstawy. Kat a jest katem miedzy kra-
wedzig boczna ostrostupa a jego podstawa, a kat 3 jest
katem miedzy wysoko$cig Sciany bocznej a podstawa.

A
Zadanie 12.1 (0-1)
Dokoncz zdanie tak, aby bylo prawdziwe. Wybierz odpowiedZ A albo B oraz
jej uzasadnienie 1., 2. albo 3.

Tangensy katéw « i (8 spelniaja warunek

poniewaz 2. | |PO|:|AO|=1:2.

B.  tgf=3tga, 3. | |PO|:|A0|=1:3.

Zadanie 12.2 (0-2)
Objetoéé ostrostupa ABCS jest réwna 18v/3 cm?®. Oblicz jego wysokosé.

Zadanie 13 (0-1)
Krawedz boczna ostrostupa prawidtowego czworokatnego jest dwa razy dtuz-
sza od jego krawedzi podstawy.

Uzupelnij zdanie tak, aby bylto prawdziwe.
Cosinus kata miedzy krawedzig boczna a podstawa ostrostupa jest réowny [?..

I 202 4. Graniastostupy i ostrostupy
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Przed obowiazkowa maturg z matematyki

Zadanie 14 (0-2)
Szescian o krawedzi 4 cm i graniastostup prawidtowy czworokatny o krawe-
dzi podstawy 2v/2 ¢cm maja taka sama objetoéé. Oblicz dlugosé przekatnej
graniastostupa.

Zadanie 15 (0-2)
Sciany boczne ostrostupa prawidlowego trojkatnego sa trojkatami prostokat-
nymi o przyprostokatnych dtugosci 2 cm. Oblicz pole powierzchni catkowitej
tego ostrostupa.

Zadanie 16 (0-2)

Wysokosé¢ ostrostupa prawidtowego czworokatnego jest dwa razy diuzsza od
krawedzi jego podstawy. Oblicz tangens kata nachylenia Sciany bocznej tego
ostrostupa do jego podstawy.

Zadanie 17 (0-3)

Podstawg graniastostupa prostego jest romb o kacie ostrym 60°. Wysokos¢ gra-
niastostupa jest réwna 12 cm, a przekatna Sciany bocznej ma dtugosé 15 cm.
Oblicz objetos¢ tego graniastostupa.

Zadanie 18 (0-4)
Graniastostup prawidtowy czworokatny o krawedzi podstawy 4 ma przekatna
tworzaca z ta krawedzia kat 60°. Oblicz objetos¢ tego graniastostupa.

Zadanie 19 (0-4)

KrawedzZ podstawy ostrostupa prawidtowego szesciokatnego ma dtugosé 6 cm,
a pole podstawy jest cztery razy mniejsze od pola powierzchni bocznej. Oblicz
objetos¢ tego ostrostupa.

Zadanie 20 (0-4)

Wysokos¢ graniastostupa prawidlowego czworokatnego jest réwna v/119. Prze-
katna tego graniastostupa i przekatna jego Sciany bocznej wychodzace z jed-
nego wierzchotka tworza kat, ktérego tangens jest réwny 1—52 Oblicz objetosc

tego graniastostupa.
D, o,

Zadanie 21 (0-4) < Przykiad 2, str. 200

W szescianie na rysunku obok punkty M i P sa Srod-
kami jego krawedzi oraz |MP| = 2v/6 cm. Oblicz sinus @
kata, ktory odcinek MP tworzy z podstawg ABCD. /'-'J_ 1 ¢
Oblicz objetos¢ tego szescianu.

By

L.

SIS
Qo

<%
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Odpowiedzi do ¢wiczen i zadan

Potega o wyktadniku catkowitym
1. a) 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128,
256, 512, 1024
b) 1, 3, 9, 27, 81, 243, 729
2.a)81 b) —32 ¢) —216 d) 1
3.a) L b) = ¢) 5= d) =

625 216 729

e) -1 f)% 8 5% b) -3
4.a) &5 b) 22 ¢) 112 d)1

e) 1% f) 3% )125 )1080100
5.a)z b)y ¢)y d)x

. ) 2% ¢) 2% d) 27 e) 2°
f) 210 g) 22 h) 27 i) 213 j) 2716

1.1. Potega o wyktadniku wymiernym -

powtdrzenie
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f) L g) 100000 h) L

j) : k)16 1) 25

5. a) 0,027 b) 2 ¢) 0,04 d) L%
e) 8 )00016 g) 1 h) 64

6. a) 1024 b) )16 d) 5

3% ¢) 3% d)5

]

ot
N—
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o)
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=
N

wlot

N
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p.:a
) 37
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c) 125 d) 3%

©
=
i“’,

p.: a) 31 b)5
1

) 5% f) 2°

@
—

1.2. Potega o wyktadniku rzeczywistym

(€] 1. a) 5Y3 ~ 16,24, 5Y° ~ 36,55
b) 5V3 ~ 16,242, 5'5 ~ 36,555
c) 5¥3 ~ 16,2425, 5Y° ~ 36,5548
2. a) 3" ~ 31,5443 b) 5" ~ 156,9925
c) ™" ~ 36,4622
) (aw)y =a”" b) & = (%)
) a” = (ab)” d) a®-a¥ =a""
) 125 b) 81 ¢) 25 d) 32 e) 1
f) 3 g) 32 h)6
3
3

Eal
G

) 35V2 b) 31+V2 ¢) 3¢ q) 3V3°3
e) VT Of) 37
2.a)36 b)125 ¢) 12 d)1 e)1
f) 343 g) 3 h) 64 i) 216
3. np.: a) VT4 b) 9V3+3 c) 3v5-3
d) 33—2\/3 e) g6 f) 7—4\/2—277
4. a), c), d) nie b) tak
5.a)y,z b)z,z )y, =z
6. np.: a) 5V3 b) 4V2 ¢) 7V°
d) 9V7 e) 95 f) 163
7.2)49 b) 16 ¢) 64 d) 625 e) 1 f) 49

N
=
Qo

1.3. Funkcja wyktadnicza

(€]1. (0,1
2. a) zielony — f, czerwony — g,
niebieski — A

b)a—f—é,b—
e i
X
b) :
X
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4. zielony — f, niebieski — g,

[

5a)x=1 b))z =-2 ¢)z=2 2. a) z € (—o0;0] b)
czerwony — h, fioletowy — k 6.a)a=2 b)b=1 S R S
1 1
5. a) 577 < 5%% <53 <52 7. a) przesunaé o 1 jednostke w prawo;
b) 7V5 < T3 < 7T < 72 (—o0; 1]
¢) 0,62 <0,6% <0,6% <0,6%% < 0,63 sy

D<@P<@F <@ <®”

(
f(=4) =5, f(=3) = 3, . . 0 ........... -
1) = §, f(3) =3, i e s

ko]

przesunac o 4 jednostki w lewo

)
b) przesunaé o 2 jednostki w prawo

)
)

. a) brak miejsc zerowych, f(D) = (4;0)

brak miejsc zerowych, f(D) = (1;00)
F(z) =0 dlaz =1, f(D) = (~5;00)
y=-3b)y=2c)y=1

)
[
).<
)

N BEE RN TE TR EREE BEEER )
) — E | O 1 . X ' :f ....... .: 11- a)
: 5 : B R )

c) przesunaé o 1 jednostke w lewo;
nie b), d) tak (—OO' _1]

. a) przesuna¢ o 4 jednostki w prawo
(—00' _l] b) przesunaé¢ o 10 jednostek w prawo
1.4. Przeksztatcenia wykresu ; g 2 : : ; c¢) przesunaé o 3 jednostki w lewo
funkcji wyktadniczej . oo 2 I st siadin ______ - d) przesunaé o 1 jednostki w lewo
€¢l1. a) £(D) = (—3;00), e 6. a) z € [1;00) b) z € [—3;00)
asymptota: y = —3 c) z€[-200) d) z € [3;00)
)

b) f(D) = (1;00), x € (—o0;3] f) x € (—o0;—2]
asymptota: y =1

e

0

¢) f(D) = (—4; 00), 1 : = 7. np. (0,1),: (2,2), (4,4)
eymptote: ¥ = 1 ) f(D) = (~4;0), f(a) =0 dlaz =2,
2. a)a=3 1b) a=-0 asymptota: y = —4
¢)a=-1 b) f(D) = (2;00), brak miejsc zerowych,
Sa=Lb=-1c=-3 asymptota: y = 2
4. a) f(D) = (=2;00); (0, 1) ¢) f(D) = (—1;00), f(z) =0dlaz =0,
b) f(D) = (2;00); (0, 3) asymptota: y = —1
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1.5. Logarytm

(€] 1.

10.
11.

12.

13.

14.

15.

16.
17.

0 © N>

a)5 b)1l ¢)0 d) —2

) 6 f) 5 g 3 h)3

a)4 b) -2 ¢) -3 d) —5 e) 5 f) -3
g5 h)3i)—5j)-4k313
a) 100 b) 15 ¢) 10 d) —3 e) 3
a)s b)1l c): d)—1e) —5 f)—1
a)6 b) -9 ¢) -5 d) —10

e) -3 f) 1 g)2 h) -5

a) b=123 log,b=2
b)b:21_??,log2b—?
c)b:2’%,log2b——g
d)b=2"% logy b = —1

a)g b)g ) —7 d3

e)4 )10 g) 2 h) I

a)—1 b) —6 ¢)7 d) -2

e) =3 £)3 g) —3 h) -3

a)9 b)5 ¢)5 d)3

e) 81 f) = g) 3 h)4

a) 6 b) —8 ¢) -2

a)3 b)1l ¢)—2 d)0 e)2 )2
a)a=5b)a=1% c)a=4 d)a=1
a)b=32 b)b=2c)b=9 d)b=1
e)b=8 f)b=1: g b=27 h)b=
a)l b) -1 c¢)—3 d)4 e) —3 f)—1
a)a=28 b)a=16V2

¢) a=1024 d)a=

a)a=2 b)a=1 c¢)a=

d)a:% e)a=-—1 f)a:%

a) z = log, 27, y = log; 27 € Z

b) z = log, 1000, y = log,, 1000 € Z
c) z = logg 216 € Z, y = logg 216
d) z = lg33€Z y—log93

a), b, d) dodatnia dla xz € (1; 00),
ujemna dla z € (0;1)

¢) dodatnia dla z € (0;1),
ujemna dla = € (1;00)

a)7 b)6 ¢)3 d) -2 e) 4 f) -1

W0 b) =5 1% 4 92 03
a)a=2 b)a=4 ¢c)a=16
d)a=256 e)a=+; f)a=1
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1.6. Logarytm dziesietny

€1.2)3 b)6 ¢) 1 d) —4 ¢) & 1)
2.a)8 b) —4 c) 2
3. a) 0,3010 b) 0,1761

c) 0,2504 ) 0,3598

4.2)2 b) 15 ¢) 1,01 d) 2,25
Z]1.a)1 b)O )10
d) -5 e) —2 f) —3
g) g h)3 i) —3
2.a)2 b)1 c) —3
d)4 e) —3 f) —3
3. a

); ), e), f) y b),d) x
)

4. a), d) catkowita

=3

f) niewymierna

5.2)2 b)0 ¢) -1 d) -2 €) 80 f)3

1.7. Logarytm iloczynu i logarytm ilorazu

(€] 2. Wszystkie réwnosci s prawdziwe.

3.a)2 b)2 ¢) -2

d)0 el f) -3
4. a) log; 45 ) log, 5 ¢) logs ¥

z/1.a)2 b) — ) 1 d)2

2. a) 1,7 b) c) —1,3 d) —0,7
3. a) 3,8 b) 48 c) 1,8 d)0,8
4. a) 1,64 b) 2,64 c) —0,57 d) —0,22
5. a) log, 30 b) logz4 c¢) log, 12
6.a)2 b)2 ¢c)—-1 d)1 e)1 f)2
7.a)1 b)2 ¢) 1

1.8. Logarytm potegi
[Cll a b) —1 c) = d) —
a) log, 40 b) log, 36
c 9

) 2 5 €)%
)
)10g1 T d)logs §

3.a) 1,26 b) 2,26 c) 4,15 d) 3,89
Z]1. a) 0,6 b) 1,2 c)—14 d) 3,2
2.a)14 b) 1,8 ¢) —

d) 04 e)0,1 f)13
%b) ¢c) =5 d) 3
p+2 b)p-2

2p— 2 d) dp + 2

o~ A
oo

)

)
)
)

), €), €) wymierna, ale nie catkowita

10.

a)a=>5 b)a=100
c)a=4 d)a=5

e)a=4 f)a=3

a)r =8 b)z=

¢) z =125 d) = = 1000000
e)z=2 f)x=

a) 0,96 b) 1,44

9
¢) —0,04 d) —0,08

1.9. Funkcja logarytmiczna

[€] 1.

Df = Dg = (0,00),
f(Dy) = g(Dy) =R,

obie funkcje sa rosnace

b) f ¢)g

h
d) do wszystkich

. a), ¢), d) tak b) nie

4. Dy = D, = (0; 00),

f(Dy) = g(Dy) =R,

obie funkcje sg malejace

x € ( € (0;
x € (0;2] b)x € (2;00)
a) z € [4;00) b) z € (0;4)
c) z € (800) d) z e (0;8]
a) z € (0;2) b) z€[2;00)
c) z € (800) d) z € [8;500)
a),d) g b),c) f
a)a=3 b)a=
c)a=1% d)a=+2
a) ;

4. a), c) malejaca b) rosnaca

5.a) m € (3;00) b) m e (4;00)
c) m € (0;00)

6. a) me (0;5) b)me (0;2)
c) me (—2;—1)

7. a) np (1, ), (2,2), (4,4), (8,6)

b) np. (1,0), (3,2), (9,4), (27,6)

. (1,0), (2,-2), (4,-4), (5,6)

(0:%)
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1.10. Przeksztatcenia wykresu
funkcji logarytmicznej

€]1. a) v :
14

3.a),d)a=1 b),c)a=-2

4. a) D = (1;00), f(z) =0dla z = 2,
asymptota: z =1
b) D = (3;00), f(z) =0 dla x = 4,
asymptota: x = 3
c) D=(2;,00), f(z) =0dlaxz =3,
asymptota: x = 2
d) D = (4;00), f(z) =0dlaxz =5,
asymptota: x =4
e) D= (2;,00), f(z) =0dlax =3,
asymptota: x = 2
f) D= (1;00), f(z) =0dlax =2,
asymptota: z =1

5. a) D= (=100, f(x)
asymptota: x = —1, f
b) D = (=2;00), f()

f

asymptota: x = —2,

0dlax =0,
(r)y>1dlaz >

(r) > 1dlax
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0dlax=-1,
>0

1

-a) D = (2

c¢) D=(—1;00), f(z) =0dlaz =0,
asymptota: x = —1, f(z) > 1dlaz > 2
d) D =(—4;00), f(zr) =0dlaz = -3,
asymptota: x = —4, f(z) > 1dlax > —1
e) D= (—4;00), f(x) =0dlax = -3,
asymptota: x = —4, f(z) > 1dlaz >0
f) D = (-3;00), f(x) =0dlaz = -2,

asymptota: x = —3, f(z) > 1dlaz > 1

00), f(x) =0dla z =3,
asymptota: x = 2,

f(z) = 1dlaze (2;23]

b) D = (4;00), f(z) =0dla x =5,
asymptota: x = 4,

f(x) > 1dlaze (445)]
¢c) D= (-2;00), f(x) =0dlax = —1,
asymptota: x = —2,

f(z) >1dlaze (—2;—15]
d) D = (4;00), f(z) =0dlax =5,
asymptota: x = 4,

f(z) > 1dlaxze (4;4%]

3

), b) D = (0;00), f(D) =R

¢c) D=(2;,c), f(D) =R

d) D = (=3;00), f(D) =R

) 9(x) =log s —2, g(x) =0 dla z =2
) g(x) =log px+1, g(x) =0dlax = %
g(x)

€

4. 3a)a=6 b)a=4 c)a=1
5.a)4b) c)3 d)9 e) 16 f) 16
6. a) D = (—3;00), asymptota: x = —3
b) D = (4;0), asymptota: x = 4
¢) D = (1;00), asymptota: x = 1
d), e) D = (—2;00), asymptota: x = —2
f) D = (3;00), asymptota: z = 3
Skala logarytmiczna
1.03dB

1.11. Funkcje wyktadnicza
i logarytmiczna - zastosowania

1. yo = 400, po 10 godzinach: 97 200
a) po 4800 latach b) po 16 000 lat

3. 0 75% po 56 latach,
o 87,5% po 84 latach

a) 5700 lat b) 11400 lat
5. 17100 lat

1 yo=6,4-10% a= 2,
9.00 - 6,4 -10%, 9.30 — 8 - 10%,
9.45 — 8,94 - 10*, 10.30 — 1,25 - 10°,

11.45 — 2,18 - 10°, 12.00 — 2,44 - 10°

2. a) 8dni b) 56 h

3. 50000 lat

4. a) okolo 67% b) okolo 13%

5.1 -25 1125, <= — 6,25,
= - 1,5625

6. y(1) ~ 1260, y(2) ~ 1587;
po 3 godzinach

Zestaw |

10.

11.
12.
13.

14.
15. a

17.

.a)x>0,2w3 b) z #0, 2

c) x>0, zy/x

)x>0,x

Ca) 2561 > 4°F > 32T > 8% > 16°F

2
V2 3 ,
3> > > @) > @

,b)z € {0,2} ¢),d) z=-1

3
2

b),c) 2 d),e) —2 f) —1
—1,523, —0,523, 0,477

b) —1,268, —2,268, 0,732

¢) 1,431, 0,602

= (3;0), asymptota x = 3
= (0; ), asymptota z = 0

Zestaw |l

1.

<4

. a

. a

)
)
. a)
)
)

a)i b)16 ¢)1 d)3
) ) b=

(¢”]
Ny
oR

<Y o &
W N I NN
ot Ot
=3
v\—/
vi= N Nis
=¥
~
—_

oofw N

) 3
)
)
)

(]
~

DO

(=}
~

9 ol Wi

)
)

),
)

o
N—
DN o
v |

=W

o o

N N’ —_
[SLE )

0N Wl

-

N—

&l

Qo
-
~

ml’lleJ Sza

,d), e) —

=3

, C

~~—

ngksza

. a) 250 < 5Y5 < 125% < 25\/5

_3
b) <16"<05<(\/§) .
c) (\3/5)7 <k <9d< \/
d) (4,5)7% < 0,064 < (2,5)72 0,4
12,5893 b) 0,1259
c 0,0126 d) 0,0013

y=4"b)y=(3)" y=(3)
x € (— ;—1) b) z € (3;00)
z € (—00; —3)

OO

V12

C
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10.
11.

12.

13.
14.
15.
16.

17.

18.

19.

a)4 b) 8

a)z=16 b)x =8 ¢c)x=-3,z=3
d):v:—@,x:@

e) x =—27,x =27 f) x = —64, x = 64
a)r =236 b)z=9

c) =100 d) x =10
a)a=4b)a=Vv2 c)a=1

a) II b) IV

a)0 b)1 ¢)—2 d) -3

a) g(z) = log,z—2 b) g(x) =log,(z+1)
0) 9(x) = log, s+1 d) g(z) = log,(z—2)
a) asymptota f: x =0, gi h: x = =2

F(3) =0 9(-1) =0.h(=F) =0
Y E B o P

b) asymptota f: x =0, gi h: z = 2,
f(4) =0,9(3) =0, h(6) =0
Yq ] s E

a) Dy = (0;00), f(z) < 0dlaz € (0;1),
Dy = (3;00), g(z) < 0dla z € (3;4),
Dy, = (3;00), h(z) < 0 dla z € (3;35)
b) Dy = (0;0), f(z) < 0dlaz € (1;0),

Dy = (—1;00), g(x) < 0 dla x € (0;00),
Dy, = (—1;00), h(z) < O0dlaz € (—3;00)
a)a=2 b)a=4 c¢)a=3 d)a=+2

Przed obowigzkowa maturg z matematyki
1.C 22.B 3.D 4.B 5.A 6.A 7.B 8.B
9.D 10.C
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11.
12.
13.
14.
15.

PP
PP
CG
(—4;00), x = =3, z = —4
A2

16.2. D
171.B 17.2. -2

18.
19.
20.
23.
24.
25.
26.
27.

10

szes¢

a =

1021
|PQ| =2
30

fla)=(3)" -2

2.1. Prosta w uktadzie wspétrzednych -

(€)1
2.

[« T, I N

powtdrzenie
a), b), d) nalezy c) nie nalezy
AB:y= éx—i—%, AC:y=x+3,
BC: y= —%x + %

.a)y=ux+3,nie b)y=—2x+5, tak

)
a)y=4z—1 b)y=—12z+13
)

. a) nie b) tak

k:y:—%x+%,l:y:2x—3,m:y:2x,
kLl kLm
a)rz=3,y=2

f) uklad sprzeczny
Y;

f/r___éii Ry

%

Z 1. a) AB:y=—x — 3, AC’:y:%x+3,

BC:y=—-4x+3
b) AB:yz%:::, AC: x = -3,
BC’:y:—lx—i—Z

2. AB: y——x 2, AD: y =2x + 4,
BC:y=2x—-5,CD: y——:r—l—l
a) PRRy=2z—-1,QS:y=—-x+6
b) PRiy=1z+4,QS:y=3z-6

50a)z=-1,y=-3 b)a=-3,y=1
c)rz=1y=0d)z=2,y=4
e)z=—1,y=2fla=-2,y=-2

6. (0,2), (3 6) (4, —1)

vy

¢) uktad nieoznaczony

Twierdzenie Pitagorasa i twierdzenie
do niego odwrotne

1.

RN A

a) 2(2+v2+6)

b)3(V2+V3++5) ¢)6

a)z =06 b)z=2/10

48 cm?
3(5+3v5) b)

a), b), c), e) jest
d), f) nie jest

3(5+5)

2.2. Odlegtos¢ miedzy punktami

w uktadzie wspétrzednych
a)2 b)13 ¢) £ d)5

2. Ob =30, P = 50

. Obpapc =15 +3\/5,

Obaper = V26 4 5v/2

. a), d) nie jest b), c) jest

. a) rObwnoramienny i prostokatny

b) réwnoramienny

¢) nie jest réwnoramienny i nie jest
prostokatny

d) prostokatny

a) 6 +4v2 425
b) 4 + 3v2 + /10

. PQRS

a), b) CD c¢) |AB| = |CD|
a) jest b) nie jest
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9.
10.
11.
12.

13.

. a) przystajace b) podobne
.a)Ob=24, P =36
)

b) Ob = 810, P = 40

a) Ob = 41/10, |AC| = 4V/2,
|BD| = 2v/2, h = %410

b) Ob = 20V/2, |AC| = 6+/5,
|BD| = 2v/5, h = 32

P =30

a) Ob =25+ 4v/2 + 6,
wysokosci: 4, 3v/2, %

b) Ob = 23/10 + 6+/2 + 4,
wysokosci: 6, 2v/2, %ﬁ
8(V2 +/5)

a) 7v/5 b) 9+ 13+ /74
Ob = 4y/10, |AC| = 2/5

a) Ob =12+ 42 +25, P =24
b) Ob = 18 +6+/5, P = 36

a) jest, P =2 b) jest, P =%

2.3. Srodek odcinka

[€]1.

2.
3.

a) S(2,1) b) S(3,-3) ) S(5,—3)
a) B(~T,~14) b) 2V/31 ¢) 210

a) 2v/5, 42, 2¢/17 b) 2¢/5, 512, 5v/2

4. (-3,2), A(~6,—1)

N

Nou koW

©

14.

4+/10 7; nie nalezy

a) 5 b) 2¢/5 ¢) 2,5

a) B(—8,1) b) B(8,9) ¢) B(—10,-3)
(~3,-2), (~1,~1), (1,0)

a) 2¢/10 b) 6v/2

P.=12, P, =6

Ob, = 16v/5, Ob, = 201/2

a) Sac(8,2), Sep(8,2), jest

b) SAC(Z%,Z), SBD(Z%, 1%), nie jest
S(3,2), D(7,5), Ob = 6v/5 + 2v/13

. A(=1,4), B(1,0), C(5,2), P = 20
10.
11.
12.
13.

Sap(—5,—-1), Sec(3,3), P =40

a), b) nalezy

a) Il b) Il ¢) I

San(—1,1), Spc(2,2),

Sep(1,5), Sap(—2,4)

a) 2v/5, V17, v/29 b) 2v/2, 4V/5, 21/26
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15.

a) (-1,-2),r=5
b) (—1,1), r = 2\/10

16. |AB| = 61/5, |CD| = 2/5,

PQ| =45

2.4. Okrag w uktadzie wspétrzednych

(€] 1.

10.

. a

a) nie nalezy b), c) nalezy
2. a) z* +y* = 4, 4 punkty
) z° + y* = 16, 4 punkty
c) 2% + y? = 25, 12 punktéw
d) z° + y* = 49, 4 punkty
2y

=3

T :5’( ) ( ) (_152)7 (_271)7
( 2 )7( 1? )7 (17 2), (27_1)
a) z° +y° =8,

(2,2), (=2,2), (-2,-2), (2, -2)
b) 2° + y* = 18,

(3,3), (=3,3), (=3,-3), (3, =3)

c) 2% 4+ y? = 10,

(3,1), (1,3), (=1,3), (=3,1),

(=3, 1)(1 3), (1,=3), (3, —1)
d) 2% 4+ y* = 17,

(4,1), (1,4), (-=1,4), (—4,1),
(—4,-1), (-1, - ) (1,—4), (4,-1)
) 2® +3° =36 b) 2> +y° =64
¢) 2> +y*> =3 d) 2> +4* =50
a) r =13, 2% +y* = 169
b)r:3\/§,w2+y2:18

c) r=+41, z* +y* =41
d)r:2\/§,x2+y2:8

2) (z—2) + (y—5)* =

b) (z+7)*+ (y—6)> =4

¢) (z+4)"+(y+3)* =

a) S(2,5),r=4 b) S(4,-5),r=3
c) S(—3,2),r=10

d) S(=5,-9), r = 15

)5 (~4.3).r =3

f) S(0,—2), r =10

g) S(6,0), r = 3/5

h) S(v/2,V3), r =22

Q

10.

11.

12.

.1

. a

. a)

.a) 22 +y? =100, A i B naleza

b)a: +y? = 34, B nalezy
¢) 2 +y* = 16, A nalezy

d)x + y? = 20, A nalezy

.a) b b) 4w

.a) S(-3 )7’=2\/§ b)S(O,l),T=\/§

c) S(1, —),r:4 d) S(v2,0), r =32

Ky -0 Ko — IV, Ky — 11, Ky — 1

La)(z—1)2+(y—3)2 =4

b) (x +2)*+ (y+3)> =49

c) (z+6)°+(y—2)7° =%

Q) (0= + i) =%

e) (z+5)°+ (y+1)°>=20

f) (z—v3)?+y* =27

a) (x —2)* 4+ 9> =10

b) (z —4)*+ (y—1)*> =25

c) (z—2)°+(y+3)° =

d) (z+3)*+ (y—1)* =32

e) (x+5)*+(y—2)2=25

f) (x+4)° + (y+2)* =13

2 punktow

) (=4 +(y—2)?%=9

b) (x+3)*+ (y+1)*> =16

c) (zx—1)*+ (y—2)>=20

d (z—-1)*+@wy—-22%*=5

e) (zx -1+ (y+1)2=25

f) (z—2)°+ (y+2)° =17
(-3 +v’=%

b) (z —2)® + (y +2)* = 20

) (z+1)° +(y+2?2=128

d) (z —2)?+ (y—3)? =40

a) opisany: (z —4)® + (y — 4)* = 20,
wpisany: (z —4)* + (y —4)?> = 10
b) opisany: (z — 1)® + (y + 1)* = 10,
wpisany: (z — 1)+ (y + 1) =5
a) (r—3) + -1 =2
b) (z+ 1)+ (y—1)? =12
a) Ki: (x —4)% +y° =1,

Ko (z—4)" +y° =4,
Ks: (x—4)° +y*> =9,
Ky (x—4)* +9y* =16
b) 625% ¢) (z—1)*+y* =1
lub (z — 1)* 4+ y* = 49

13. Ki:2® + 9% = 4,

14.

Ky:2? 4+ y* = 16,

Kz (x -5+ (y—3)?2*=1,
Ki:(z—4)+(y+1)*=09,
Ks:(x+3)° +y* =1,
Ke:(x+2)°+ (y—3)* =2

a) (z —3)>+ (y+1)* =20, A(-1,-3)
b) (z +2)* + (y — 1)> = 25, A(—5,—3)

2.5. Wzajemne potozenie dwdoch okregéw

[€]1.

4.
5.

. a

) 1
.a)re {311}
)

a) |S152| = 2, brak punktéw wspdlnych
b) |S152] = 5, 1 punkt wspdlny
c) |S152] = 4, 1 punkt wspélny
|

) |S1S2| = 2v/2, 2 punkty wspdlne
b)0 ¢)2 d) 1

(=}

b) r € {4 —+/5,4+/5}
€ (10;20)

) = 6, styczne zewnetrznie
b) d = 5, styczne wewnetrznie
¢) d = 5, przecinaja sie
d) d = 5v/2, przecinaja si¢
e) d =22, roztaczne wewnetrznie

) d
f) d = 13, roztaczne zewnetrznie

. a) d =13, 1 punkt dla r € {5,21},

2 punkty dla r € (5;21)
b) d = V41,

1 punkt dla r € {41 — 4,41 + 4},
2 punkty dla r € (V41 — 4; /41 + 4)
c)d= 44/5,

1 punkt dla r € {45 — 7,45+ 7},
2 punkty dla r € (4v/5 — 7;4v5 +7)
a) Ki:(x+1)* + (y — 1)* =8,
Ko:(z —2)* + (y—4)*> =2,

styczne zewnetrznie

b) K1:(z +3)* + (y + 1)

Ko (x —1)* + (y — 2)? 9,
przecinaja sie

¢) Ki:(x — 1) 4 (y —1)* =
Ko (x—2)° + (y—3)* = 2,

przecinajy si¢
9 12
(5. %)

a)0 b)0 ¢)2 d) 1
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6. a) 1 punkt dla r € {3, 7}, 5.a)1 b)2 ¢)0 d) 2 7. K': (zx—3)°+(y+3)* =18, P =9(7 —2) d) |AB| = 6v2, |BC| = 3v/2,
2 punkty dla r € (3;7) 6. a) (r—3)2+ (y+4)?=281 8. a) A'(-3,1), B'(6,4), C'(0,0) |AC| = 9v/2, wspéHiniowe
b) 1 punkt dla r € {\?}_\/5— 5,\?}_\/5+ 5}, b) (z+2)%+ (y+1)? =144 b) A'(3,—1), B'(—6,—4), C'(0,0) 2.2)2v5 b) 5 ¢) 2v5 d) 2,5
2 kty dlar € (3v5—5;3vV5+5
punkty dla r € ( +5) 7.2)0 b) 1 ¢)2 9. a) K': (x —3)° + (y+2)> = 4, 3. 2) (0,1), (2,—2), (4,—5)
Wspétrzedne geograficzne 8.a)y=-8y=6 b)z=—4, =10 K" (x+3)° 4+ (y—2)° =4 b) (1,4), (2,5), (%,6)
. 2 _ —
1. w Niedzicy — C, w Czersku — D, . b) K': (¢ +3)° + (y - 3)" = 18, 4. a) B(—5,2) b) B(7,10)
o 2.7. Symetria osiowa K" (x -3+ (y+3)*=18
Czocha — A, w Gniewie — B ] . ; ) c) B(—2,—1) d) B(2v/3—3,0)
) o ) ) (€] 2. kwadrat: 4, tréjkat réwnoboczny: 3, ¢) K: (z—4)"+ (y — 1)” = 25, 5 S(4.4) b) S(1. —2
2.6. Wzajemne potozenie okregu i prostej prostokat: 2, kolo: nieskoficzenie wiele K" (z4+4)%+ (y+1)2=25 . a) S(4,4) b) S(1,-2)
(€]1. a) 0 punktéw dla r € (0;4), 3. a) A(0.—3). B'(3.0). A”(0.3). B"(—3.0 d) K': (z+4)*+ (y — 2)* = 13, ¢) S5(=4,4) d) 5(-1,3)
a) A'(0,~3), B'(3,0), 4"(0,3), B'(~3,0) ,, : 2
1 punkt dla r = 4, b) A'(1,2), B'(—4, —3) K" (x—4)*4+ (y+2)* =13 6. a) Ob = 12v/5, S(0,1),r =5
2 punkty dla r € (4;00) A"(=1,-2), B"(4,3) 2.8. Symetria érodkowa b) Ob = 24v/2, S(2,0), r = 24/10
b) 0 punktéw dla r € (O, 7), C) A/(_5 _1) B/(l _4) _ ) -/ 7. a) |AD| = /2 ’ |BE| = \/H
- ’ ’ ’ ) (€] 2. réwnoleglobok, prosta, kwadrat,
1 punkt dla r = 7, A”(E), 1)’ B//(—1,4) odcinek b) |AD| = \/ﬁ, |BE‘ = \/%
2 punkty dla r € (7;00) , ) , , 8 .
_9 _ — . a) podobne b) przystajace
C) 0 punktéow dla r € (0, 2+ \/§), >. ]a)) i/(2217 13)/’ B2(2’ 33)’ %547 tl)a Dl((); 3) 3. a) A/(_37 2), B ( 1)7 C/(L _4) ) ) )2p zystajg
1 punkt d]ar:2+\/§, D), 0(37 )a (_ ’y )7 (_ ’y )a b) A/(—Q’Q)’ B,(—l,—B), 01(3,_1) 9. a) ($+4) +y° = 25,
2 punkty dla 7 € (2 + /3; 00) /( '3) , , 4.a)24 b)20 c) 6 (1,0), (_92’ 0), (0, 3)’2(0’ —3)
d)OpunktéW dlarE(O;%—\/i), 6. K//Z($—3)2+(y—1)2:4, 5. a) K/: ( ) (y+1)2:9 b) ($_2) +(y_3) :257 (_250)5
1punktdlar:%—\/§, K(x-l-?)) +(y+1) =4 b)K/( ) (y_2)2:16 (670)7 (07:;’_\/ﬁ)72(073+\/ﬁ)
2 punkty dla r € (% —V2; oo) 7.a) K': (x+3)% + (y +2)* = 16, o) Kt (z — 2%+ (y— 1) = ¢) (z+1)° + (y—2)° =16,
2. 2) 2v21 b), ¢) 8 K" (¢ =3)* + (y—2)* = 16 d) K': (x+2)%+ (y+3)2 =25 2522@;%)0)(0(255311_5()))
’. 2 — 2 = / )& ) ) +
3.8) (@+ 12+ (y+2)%=25 b) K (z+2)"+(y—4)" =13 6. a) K': (x4+2)2+(y+2)2 = 16 ¢) 8(r—2) . R
b) (x— 4)2 + (y— 1)° = 18 K" (x—2)%+ (y+4)2 =13 d) (z+3)°+(y+4) =1,
Y = , ) 5 (Z]1. a) 10 b) 2V/17 ¢) 20 d) 2v/2|d| . , , _—
4 C V3 lub O 3 ¢) K': (x—3)* 4 (y+2)* = nie ma punktéw wspoélnych z osiami
- C(1,1 -2 , 2) lub C(1,1 +2v2) K" (z+3)2+(y—22%=1 22,4 , , uktadu wspotrzednych
(Z]1. a) 0 punktow dla r € (0;4), d) K': (z+1)% + (y — 6)% = 49, 4.a) K': (z+2)°+(y—2)"=9 10. a) S(0,5), r = 8, P = 128
e dar =4 K" (x = 1)° + (y+6)° = 49 b) K's (2 = 4)% 4 (y + 1) = 17 b) 5(3,~4), r =9, P = 162
unkt ar € (4;00 /. 2 2 _
punkty dla r € (4; c0) Z)1. a) OX b) OY ¢), d) nie sa ¢) K's (z+2)"+(y+1)" =20 ¢) 5(2,5),r—2f P =10
b) 0 punktéw dla r € (0; 3), d) K': (z —2)2+ (y — 3)2 = 10
3 v Y d) S(—11,-13), r = 2¢/10, P = 80
1 punkt dla r = 3, +2) 8 b) 2 5 K': (z—3)%+ (y+3)2 = 36 o ’
2 punkty dla r € (3; 00) 4. a) 26 b) P =14, Ob = 2(2v/10 + V/5), P =18(m — 2) ’ 11.a) P,Q b) P, R ¢) Q
¢) 0 punktéw dla r € (0;8), 18 punktow 7.a) K (z— 1)+ (y+2)2 =9 12. a) (z —1)* + (y +2)* = 16
. (x— =
1 punkt dla r = 8, 5.a) (z —1)2 + (y + 1)? = 25, nalezy b) K': (z — 9) + (z 52— 4 b) (z +2)* + (y —2)* =16
2 punkty dla r € (8;00) b) (z —2)* + (y — 2)® = 41, nie nalezy 8. a) 8 b) 6 ¢) (z—3)° +y* =123
. a
d) 0 punktéw dla r € (0; 2), ¢) (z+3)% 4+ 4% = 4, nalezy / , , d) (z -2+ (y—2)?*=8
L punkt dlar = 5, d) (z+1)* + (y+4)° = 40, nalezy A e ¢) (z+1)*+y =5
2punktydlar€(g; ) 6. a) K': (x4 4)% + (y + 2)® = 25, b) K': (x +4)*+ (y—2)" =25 £) (t—2)%+ (y—1)? =13
2.a) (z—1)° +(y—3)" =16 (0,1), (0,—5), P =24 Zestaw | Jestaw |l
b) (z+3)” + (y +4)* = 64 b) K': (z —2)% + (y — 1) =8, 1. a) |AB| = 5, |BC| = 10, |AC| = 15, estaw
C) (.T t 2)2 T ( )2 = 36 (07 3), (07 _1)7 P =3 WSp(f)HiDiOWG 1. a) (1 9) Ob = 2(6\/§ + \/E)
2 2 _ _
d) (= -4+ @+2) =100 ¢) K': (x—3)° + (y —1)> = 13, b) |AB| = 8V5, |BC| = 4V/5, b) D(4,5), Ob = 2(V/5 4 v/97)
3. a) (z—2)° +y” =8, tuk AB: V2r (0,3), (0,—1), P =12 |AC| = 4+/5, wspblliniowe 2. a) styczne zewnetrznie
b) (z —2)* +y* = 16, tuk AB: §7 d) K": (z+2)* + (y — 3)* = 20, c) |AB| =10, |BC| = 10, b), ¢) przecinaja sie
4 (z+3)+y*=5,y=22-1 (0,7), (0,—1), P =16 |AC| = 14+/2, niewspo6tiniowe d) roztaczne zewnetrznie
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10.
11.

12.

. Kq: (33+3)

Ks: (z — 3)* —|—y =1,
Dz =57 +y* =9,
Ks: (z+3)2%+(y—-3)7°=1

a)K11K5 b)K31K4

. PL =167, P, =8mr, P =8(m — 1)
. a) T1 :2, T2 :2, ‘5152| :2,

przecinaja sie
b) T = 1, To = 2, |5152| = 1,
styczne wewnetrznie

. Ki(z+3)? + (y+1)* = 25,

Ko:(x—5)°+ (y—5)* =25

a) 2+ (y—1)2 =5 b) 2’ +(y—1)? =

a) 8 b)9

8

(z—1)*+(y+1)* = 34
a)r=-9lubz="7
b)x:—5f—llubx—5ﬂ—1
c)x:—5\/_—11ubx—5\/§—1
d)z=—

3,0), ( 3), K': (x+3)*+ (y+3)*

a) (
b) (=4,0), (0,4),
K':(x -4+ (y+4)° =16

+y? =4, Ka:a®+(y—1)* =

4

Y

10

=9

Przed obowigzkowa maturg z matematyki
1.B 2 A 3.C 4B 5D 6.C 7.C
8.C 9.C 10.C

11. BH

12.1.B 122.D

13.1. A 13.2. FP

14. FP

15. A1l

16. (z+2)° + (y+1)* =20
17. 13

18. (z—4)*+(y—1)*=9
19. K':'(z —4)° + (y—3)*>=4,d=6
20. C(—1,0), P =13

21. 38

23. P =32, h = 80

24.1. 25

24.2. B(-2,4), y = —7z — 10
25. 2+ (y—1)> =25
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<4

o

3.1. Pojecie ciaggu

€]1. a) a, = 2", a7 = 128, as = 256

b) an = (3)", a7 = 135, a8 = 35

c) an =(—1)", ar=—-1,a8 =1
)an:ﬂ,m—wag -3

. A: a17 = 34, a100 = 200

B: a7 =3, aio0 =3

.a) Y4 o
SOE SR SR G SR BRI S o e SO
ol 1 X

b) Y

. a) , 221 2 g3 a4 a5
0 1
b) L a2 . 2. .
0 a4 1
c) G4 a2 . g1 as as |
0 1
a) ay = 13, ag = 15, ag = 17, a10 = 19
b) ar = 4, as = 45, as = 15, a10 = 5
C) a7 = 17, ag = 19, ag = 23, aio = 29
) alp — 1,4, a2 — 1,41, as — 1,414,
aa = 1,4142, a5 = 1,41421, ag = 1,414214
b) a1 = 1,7, ax = 1,73, az = 1,732,
as = 1,7321, a5 = 1,73205,
as = 1,732051
c) a1 = 3,1, ax = 3,14, a3 = 3,142,

as = 3,1416, as = 3,14159,

ag = 3,141593

)ar =1, a2 =8, a3z = 27, as = 64,

as = 125
b)alzl,CLz:é,agzz—IS,a4:4—19,

as = 8_11

o 1 X

Roéwnania i nierownosci

1.

. a

. a

a)z=—5 byz=12 ¢)z =6

d) z = 18 e) sprzeczne f) x =16

.a)z>-2b)z>—-1 ¢)r>15

d)z<24 ez < -2 fla>-4
) z € {1,2,3}

b), e) z € {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}
) z € {1,2,3,4,5}

d) z € {8,9,10,11,12, ...}

f) v € {4,5,6,7,8,9, ...}

<Y

o

a) r = —4 z=0 b)sz,x:%
Jrz=-3 d)z=2 e)z=1,2=3
f) z = —5 xz—%

a) z € [0;6] b) z € (—o0;—2) U (0;00)
¢) z € [-6;6] d) v € (-3 F

e) v € [1;6] f) z € (—oo;—4)U (—3;00)
) x €{1,2,3,4}

b)z € {1,2,3,4,5,6,7,8}

0z N.\ {1}

d), e) z € {1,2,3,4,5}

f) = € {10,11,12,13, 14,15, ...}
g) z € {2,3,4,5,6,7)

h) xz € {1,2} i)z € N1\ {2}

a)x=0,2=5 b)x=0 c)x=3
Jr=—-13 b)x=—-4,2=0 c)z=3
d)z=-5ez=-1fe=1x=4

3.2. Sposoby okreslania ciggu

€ 1.a)23,5 6,7 8,10

b) 2, 5, 8, 11, 14, 17, 20

a)alzéaa@ %7 3:%7014:%)
a0 =
b)al—O,CLQ:%,Cm:%,OA:%—?,
a0 = =
C)al—l,az—g,agzg,CM:%,

40
@10 = 79683

d) a1 =0, azx =4, az = 18, as = 48,
aio = 900

a)ar =1,a2=—-1,a3 =1, aa = —1,
aio =—1

b) a1 =2, a2 = —4, a3 = 8, as = —16,
ajo = —1024

N

\O

11.

c)ar =—1,a2=2, a3 = -3, as =4,
a10:10

d) a1 = —4, az =8, as = —16, a4 = 32,
a0 = 2048

e) a1 =0,a2 =73, a3=—3, a4 =2,
CL10:1£1

£ o= as=—% a5 =%, as = 1,
a10 = — 33

.np.:a) a, =3"" b)a,=n>—1

) an = 57 d) an, = 25

.a)as=0;a, >0dlane{1,2,3}

b) brak wyrazéw réwnych zeru;

an >0dlan€{1,2,3,4}
c)az=0;a, >0dlan>3ineN
d) brak wyrazéw réwnych zeru;

an, >0dlan € {1,2,3,4,5,6}

.a)4 b) 13 ¢) 8 d) 4

2,6, 10, 14, 18 b) 1, 6, 15, 28, 45
2,2,0, —4, —10

d) 1,2 5, 12,27 e) —1, 6, —5, 20, —27
—64, 125

g) -1 l _%’ zlu —%

) 2,1,4,3,6

b) 0, 4, 0, 16, 0, 64

a) a3 b)az c)az d) a2, as e)ar

=
N—
o

rak wyrazéw réownych zeru

az,as, ..., dg

a13,0a14,0Q15, ...

ai,az, ..., ae

., g b) az,as, ..., ag

brak wyrazéow ujemnych

as b) aq4 c) a

)
.a)n€{1,2,3,4,5,6}
)

b) n € {2,3,4,5,6,7}

. an:—ln+3
a) 2,3,2,0, -3, -3
b) -1,0, 3,8, 15, 24
¢) —3,5,-7,9, 11, 13
d)2, —1,4, -3,6, =5
e) 1,0, -1, -2, =3, -2
f)0,3,5 % 33
a)0 b)6 c)8
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€]1. a) as =0, a5 =

3.3. Ciagi monotoniczne
(€] 1. np. an :2—{—%
.a)ar=4,a2=1,a3=0, as = 1,
as = 4; nie jest
b) a1 =3, a2 =4, a3 =3, as =0,

as = —H; nie jest
C) a1 = —1, az = —5, a3z = —7,
as = —7, as = —9; nie jest

4. a), c¢) rosnacy b) malejacy
5. a), b) rosngcy c¢) malejacy
6.a)as =as =4
b) as € [%;2], as € [2;3],
as € [2;3] ias < as
7.npsa)2,2,2,2 1,1, 1, 1
b)2,2 2 -1, -1, -1, -2, -2

Z]1.a)3n—1 b) —2n+4 ¢) n® +2n

d) —n? +1 e) Z—ﬁ f) i"jg

-3 1
) 4nn7 1

o

) n—|—3
5. a), c) rosnacy
)

=3

, d) malejacy
6. a) malejacy b) staly
c) rosnacy

)

7.a)1,0,1,4,9
b) —5, —8, —9, —8, —5
¢) 3,2 1,01
d)3,4,3,0,5

3.4. Ciagi okreslone rekurencyjnie

) —1 CLGZO
b)a4—15 as = 31, ag = 63

c) as = 13, a5 = 27, ag = 53
2.a) ax = —6, a3 = —12, aqa = —24,
as = —48, ag = —96
b)ax =1, a3 = —1, as = -9,
as = —35, =—115

)CL2—3 a3:7, CL4:46,
as = 2112, ag = 4460 539
)

)
)

(=N

ag—ag—a4:a5:a6:0

w
Y

I~

3—2 a4—4 a5—6 a6—10

ba3—4 a4—7a5—11 a6—18
c)az=0,as=-1,a5=1, ag =2
d)ag—O g4 = —3, CL5=—4, a6=7
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Z]1.

a) az =0, az = 10, a4 = 30, a5 = 70,
8 liczb dodatnich

b) az =4, a3 =0, as = —8, a5 = —24,
2 liczby dodatnie

c) a2 =—1, a3 =3, as = —5, a5 = 11,
5 liczb dodatnich
d)az=0,a3=1,a4 =5, as = 14,

8 liczb dodatnich

a)4 b)1 ¢)6 d)0
a) 16 b) 20 ¢) —4 d) 52
a) r = , TOSNaCy

b) = —20 malejacy

a)a3—0 a4——6 a5—28 CL6—774
b) as =2,a4 = —3, a5 = —25, a6 = —100
c) az = 12, aqs = 48,

as = 240 aeg = 1440

) a3 = O a4 = —3, a5 = —16, ae — —85

a) 0 b) 88 c) 2448 d) 88

3.5. Ciag arytmetyczny (1)

(€] 1.

<4

a)r=09,

kolejne wyrazy: 39, 48, 57, 66

b)r =1,

kolejne wyrazy: 51 61 7%, 8%

c) r=—4,

kolejne wyrazy: —9, —13, —17, —21

.a) an—2n a20—40

b) an = 3n + 33, a0 = 133

c) an =-—n+4, ax =—16

d) an = —3n+ 2%, ax = —43
a) an, =2n+2 b) ap, =5n—10
¢) an =—3in+53

a) r = —6, malejacy, a, = —6n + 15
b)r: , TOSN4Cy, Un = n+1
c) r =0, staly, a, =2

a)k=5 b) k=—3

a)z=23 b)z=-2c)z=23
) a7 = 13, rosnacy

b) a11 = —36, malejacy

¢) ag = 5, rosnacy

d) a15 = 3,4, rosnacy
) an=Tn—1 b)a,=3n—-7
) —1in+91

a

]

Gn

10.
11.

12.

13.

9
. 7,10, 13, 16, 19, 22
an = —4n + 44, a1l = —4

b) an = sn — 101, a1 = —43

¢) an = tn+23, a1 =52
a)a; =21, r=-5
b)a = -2, r=
c)ar=4,r=2
d)alzg,r——%
e)ar=—-1,r=2

f) a1 =-2,r=2

a) r =2
b)xz=-31lubz =3

aie

16, —13, =10, —7 lub 1, 4, 7, 10
a)r="7y=11

b) z = 15,5, y = 27, z = 38,5

a)a, =3n—4, a6 =14

b) a, = —4n 4 20, ag = —4

) an = in—6, ag = —3

a)anp =—4n+8,a2 =0

b) a, = —9n + 16, a, # 0 dlan € Ny
¢) ap =2n+1,a, #0dlan € N

3.6. Ciag arytmetyczny (2)

(€] 4.

a)anp=-2n+8,y=-2x+8
b)alzl,a2:4,a3=7,a4:10,
as =13, ap =3n — 2
c)y=2x+1

a1 =1,a2=2,a3 =3, as =4,

as = 29; nie jest

.a) a, =bn—4, a1 =1, az =6,

as =11, ag = 16

b) a, = -3n+1, a1 = =2, azs = —5,
as = —8, ag = —11

c) an =nvV3—2, a1 =3 -2,

as = 2v3—2, as = 3v/3 — 2,
a4:4\/§—2

5. a)an=12in—32;a, >0dlan>4ineN
b) an = —2n+9; an, >0dlan <4
ine Ny
¢)an=—in+2;a,>0dlan <9
ine Ny

6. a) a, =3n— 38, aip = 22
b) an, =2n+4, a19 = 24

8.a) 36 b) 6, 8

10. a), b), c) jest

11. a), b), c) nie jest

12. a) y =22+ 3, a, #0 dlan € Ny
b)y = —22+ 10, aso =0
c)y=x—14,a14 =0

3.7. Suma poczatkowych wyrazéw
ciagu arytmetycznego (1)

°]1. a) S50 = 1275
) Sn _ n(n2—|—1)
) ag = 16, Se = 51
b) az = 10, Sz = 105
3. a) 531 = 1953 b) 513 = —299

4. a) 20 wyrazow, Szo = 1070
b) 12 wyrazéw, S12 = —246
¢) 9 wyrazéw, Sg = 39

5. 800

. a) 4950 b) 6567
Z]1. a) 115 b) —185 ¢) 10,5
a)

=3

N
®
S

a1—0 CL10—18 510—90

=3

)CL1:—4 CL10—5 510—5
C) al = 18 ajo = —36 510 =-90
3. a) 11 wyrazoéw, S11 = 209

b) 15 wyrazéw, Si5 = 75
¢) 20 wyrazéw, So0 = —440

)
a) 1027140 b) 2475
a) 1665 b) 945 c) 728
a) 3240 b) 329400 c) 83 167
a) 970 b) 810 c) 1140
) 334167 b) 234168 c) 145059
)

a Sg = 81 818 = 324
b) So = —63, S1s = —369
C) Sg = 49 518 = 220—

a

W ®©® N> U b
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10. a) 140 b) 130 c) 16
11. a) 348 b) 10050 ¢) —252 d) 0
12. a) 1010 b) 1030 c) 2040

3.8. Suma poczatkowych wyrazéw
ciggu arytmetycznego (2)

15 b) 31

13 b) 16

21 b) 14 ¢) 39

4 b)7 ¢) 11

920

13

a1 =3, r=4, S10 =210

N ©

9°9‘5“:‘>.W!°!‘!\’!-‘

a) rosnacy b) malejacy
a) 13 b) 21
a) 21 b) 26

A

3.9. Ciag geometryczny (1)

€]1. P, =1 cm?, P3 =4 cm?,
P, = 16 cm?

2. a) q=2,a4 =24, a5 = 48
b 5 a4 = 125, as; = 625
c)

f)

4:17a5:—

e)
)a2—3 a3=9,a4:27,

c)

)
)
5 —
b)CLQ 8a3:4,a4:2,a5:1
5
)
5 —

e)ag—l az =

S
o
M
E

4.a)g=3 b)g=1 ¢)g=32
d)g=1% e)g=—-4 f)g=5
6. a) as =4 b) ar = 5=
¢) as =3 d) as = %2
e) as = —162 f) a5 = -7
g) a9 =80 h) as = —5

I 222 Odpowiedzi do ¢wiczen i zadan, str. 123-133

Z]1.

a)ar =8 b)a1=—-1 ¢) a1 =5

a) a, =5-2""° b)a, =—-3-2"°

Q) an = (3)""

a) g = %, an = 287" a7 =

b) ¢ =4, a, =4"*, a7 = 256

¢) g=—3,an=(—1)"""1-3"% a;=3

d)g=%,an=(5)"" ar = 35

e)g=2,a, = 2::2,a7—%

f) ¢= V2, an = —(—V2)", ar = 82
.a)an=5-4"2luba, =5 (—4)"?

b) an = (V3) -2°7" lub

an = (_ﬁ)n 93-n

) an=—2-(-2)""luba, =2 -2""

d) a, = 3" lub a,, = (=1)"'.3"
e) a, = —1024 - (-1
lub a, = 1024 (3)"

f) an = —5=-(=3)" ' luba, = 5%=-3"""

243 243

.a) ¢=3, a3 =72, as = 216, a5 = 648

b)q:—3 az = 18, as = —54, a5 = 162
c)q: ,ag—l,a4—1, —2%
d)g= —6 as = —12, a4 = 72, a5 = —432
eq:§ ——5%,

as = 33 a5:—2%—(7)

f)q:‘/T— 3:1,(14—72,(15:%

a) az = 5v/9, a3 = 5¢/3
b)agz%/TTS,ag:@
c)agzw,agz—g’lo

a)az =%, as=12 b)ax=-32,a3=16
) az = o5, a3 = — 1=

3.10. Ciag geometryczny (2)

(€] 2.

&

a) an = 5" b)a, =-2"°"

c) ap, = —2"

a), d), f) rosnacy b), ¢) malejacy

e) nie jest monotoniczny

a)z=4;1,39

SEREEN

SEER

a) 6 cm b) 15 cm ¢) 20 cm
.a) 10 b) 30 c) =

30
), d), e) rosnacy b), c¢) malejacy
f) nie jest monotoniczny

.a) ap, = (%)n_

. a), ¢) malejacy

b), e), ) rosnacy
d) nie Jest monotoniczny

, malejacy
b) an = 2. (_6)n_17

3
nie jest monotoniczny

4. x =22, y=44

.a=16V3,b=24
. a)

ap =—47"
b) an = 3 3" luban:—%-3%_2
c) an, = 53" lub a, = —5°>"
d) a, = 5"
) an = (1) b 0 = (3)"°
f) an = —/2-3" e lub a, =2 - 3%
a), ¢) rosnacy
b), d), f) malejacy

e) nie jest monotoniczny
a) r = 8, y = 128, rosnacy
lub z = -8, y = —128,
nie jest monotoniczny
b) z = V2, y = 21/2, rosnacy
lub z = —\/5, Yy = —2\/5,
nie jest monotoniczny

c) v =12,y =5% 3, malejacy
lub x = —-12, y = —5%,

nie jest monotoniczny

d)xz = ﬁ, y = 1, rosngcy
lub x = —1(1)—0, y=—1,

nie jest monotoniczny

3.11. Suma poczatkowych wyrazéw

9°.\‘.°\.U1:'>9°!\’!“

ciagu geometrycznego
a) 310 b) 1270 c) 5110
) 364 b) —21 ¢) &
a) 2L b) 2L ¢) 3%
) —63 b) —484

) 327 1287 512

023 b) —2046

= N

L

10.

11.
12.

0 ® N O

a) 1512 b) 2622 ) —1275
a) —255 b) —93(v/2 — 1)

a1 q n an Sn

2 3 5 | 162 242
-32 | 3 7 | -3 631
V8 | —v2 | 8 | =32 30(v2-2)

4
d)48 e) 1++v2 f) 9

a) 32 b) 512 c) 2048
a)5 b)8 ¢) 10

0,9 cm?

a) 682 b) —242 c¢) 132
a) Se = —364, Sr = 1094
b) 56 =0,87 =7

¢) S¢ =602, S7 =603
a)6 b)9 c) 10

a) 7 b) 6

3.12. Ciagi arytmetyczne i ciagi

[€]1.

N

NP‘S"PS*’.N!‘SA’

[oo]

geometryczne - zadania
a)a=2c¢c=38
b) b= —38, c=—11,6
Ja=18,b=48 ¢c=1738
b)a=2,b=4,¢c=6
luba=11,b=4,c= -3
a)9 b)g=3,a1 =, a6 =224
a) 108 lub 36 b) —36
2, 7,12 lub 18, 7, —4
2,5, 81ub 11, 5, —1

b=c=4lubb=8, c=16

a

=

a=9,b0=3
a) 10, 20 lub — 2, £ b) 2, 8
)q=§

b) suma obwodéw: 237,

suma pol: 341 3

.5, 7,9
.5
10.

a=—-6,b=—-2luba=10,0=6
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Procenty 7. k = 5000, po 18 latach: 12033,10 zt 15. a) 5% b) —6§ c) 341 lub 521 12. A3

1. a) 4, 20, 100, 300 8. 25000 zt d) —44 lub —20 13. DF
b) 10, 40, 200, 600 9. a) po 12 latach b) po 24 latach 16. 4 14. FF
2. a) 60 b) 240 c) 30 10. a) 180840,96 zt b) 9 lat 17. si6dmy 15. PF
d) 24 e) 120 f) 84 11. a) 4326,40 21 b) 4637,10 zt c) 5920,98 71 18. (bn) 16. AF
3. a) 20% h.CZby 160 12. w ciagu 5 lat: 3097,20 zi, 19. a) 1024 b) 607 17.1. 14
b) 30% liczby 120 w ciggu 10 lat: 8097,65 zt 20. np.ca) { 7 =3 18. 4
4. a) 20% b) 75% 13. bank C Y Ve =an a4 3dlanz1 4o 54
¢) 105% d) 120% a1 =0
5. a) 25% b) 80% c) 31% Zestaw | b) Gnt1 =an —2ndlan>1 20. jest
d) 15% e) 125% f) 125% 1.a) =3 b) 3 ¢) 10 d) —6 o= 1 21. 6, 8, 10
6. a) 80 b) 120 c¢) 400 d) 600 2. a) —4 b) -7 c {an+1:an+2(n—1)dlan21 22.2 4,6
7. a) 21% b) 44% C) 69% d) 125% 3. a), b), c) ) Cl@g arytmetyczny Zestaw I 23. 112 Cl’l’l2
8. a) 32% b) 32% c) 43% a), e) ciag rosnacy ' ‘ ' 24. 8
9. B b), ¢), d), f) ciag malejacy 1. a), b) ciag rosnacy c) ciag malejacy
: : ; 4.1. Proste i ptaszczyzny w przestrzeni
10. a) 25% b) 100% c) 150% 4. a) ag = 12, ap = 18 2. a), d) ciag rosnacy b) ciag malejacy ,
b) as = —30, ag = —45 ¢) cigg niemonotoniczny [€]1. a) BCC1B; b) ABB1 A,
3.13. Procent sktadany c) ag =8, ag = 11 3. an=—(n—3)* 46, 2. Wzdtuz prostej | przecinaja sie plaszczy-
1. a) 6230,91 zt b) 7673,43 zt d) ag = =5, ag = —11 an < —18 dlan > 8 zny P1 i Py. Wzdtuz prostej k przecinaja
c) 6719,58 zt e) ag = 50, ag = 80 4. an, = in® —2n, a9 =9, a1s = 72 sie plaszczyzny P» i Ps.
2. odsetki: 3144,47 71, f) ag =53, a0 =4 5. a) 165150 b) 82350 3. np. A, By, C4
roznica kapitatu: 743,25 71 5. a) an =2n =2, as = 14 6. a) 3960 b) 396 000 4. a), ¢) nie b) tak
b) an = 3n — 6, as = 18
3. a), b) 995,43 z1 ¢) 980,34 zt C))Z - T;H 1‘58a C 7. a) 1265 b) 654 5.a) BBy, CCy, DD, b) AB, BC, CD,
4. B ) " . N * s 8.a) x =13 b) z = —30 AD, AiBi, BiC1, C1D1, A1Dy
5. a) 12166,53 zt b) 12189,94 71 '3““:5__21 ) an = 2n— ¢) =237 d) z=29 6. BiCy, BiDy,CiBy,CiDy, DiB,
c) 12201,90 zt d) 12209,97 zi n = on 9. a)z=1 b)z=—2lubz=23 Dic,
6. 2641,36 zt 7. 2) 222 b) 168 c) 168 11 L e=3 b 4,¢=0 i
7. ) | 8 latach: 4791,40 zt ) 66 ) 60 ) ~6 . E)) Z _ ,lc . u3 lab_b C5_ 9 e
. a (0] atacn: 5 71, = — cC= — u — c =
p201 tach: 15 484 60 o1 8. a) 50 b) —550 c) 4000 d) 2525 Z]1. a) AAy, BB, CCy, DD
po 20 latach: 60 z 12.a) a, =3n+1 b) an=Tn—3 b) nie
b) 10001,43 zt 9. 50 m 13 4 — 5 4 — 0. g — 5 .
10. a1 = 2. 4y — 8. as = 20. ag — 240 -a1=—9,a2=0, a3 = 2. proste prostopadle przecinajace prosta
8. a) 143183,39 zt b) 200144,82 zi 1 T ’ lub a1 = -2, a2 =0, az = 2 BD: BB, DD;, proste prostopadle
¢) 228151,10 =i ’ a;, b), ¢) Cia‘g geometryczily 14. bank A: 15000 zl, bank B: 5000 zt skosne do prostej BD: AA:, CC
a) cigg malejac
Z)1. a) 2205 zt b) 2552,56 zt ag malejacy 15. ), b) 1003.97 71 3. a) proste réwnolegle: BCy, ADr.
c) 2687,83 zt b), ¢) ciag rosnacy
16. 43% 1 cm? proste prostopadie: BE, AB, AE, CF,
2. a), b) 754,76 zl 12. a) 24, 48, 96, 192, 384 729
: : T 17 2 DC, DF, BiE1, /1By, A\E1, C1Fh,
3. r=7,49 ) =3 — 1 :5’ 1_1_67 _15 D1C1, DiFy, E+F, BiC, A1D
4. na 5 lat: co najmniej 1000 zt, ¢) -1, 3 5> 7 257 1257 ~ 625 Przed obowiazkowa matura z matematyki b) proste réwnolegte: B Fi, AC, BF,
na 3 lata: co najmniej 1082 7zt 13. a) 1250 b) 1.D 2.B 3.A 4D 5.D 6.B 7.C proste prostopad}e; DlBl, ClEh DB’
5. a) 3582,16 z! b) 3586,85 z 14. a) a3 = 15, a5 = 10 b) a3 =8, a5 = 32 8B 9.C CE, AAi, BBy, CC1, DDy, EEy, FFy,
c) 3590,04 zt d) 3591,60 zt c) a3z =3, a5 = % 10. PF DB, BiD, CvE, E.C
6. 3 lata d) ag = —18, a5 = —162 11.1. PP 11.2.5 4. a) ABiDC, AD i BC
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4. b) ASi BC, ASiCD, BSiCD,
BSiAD,CSiAD,CS i AB
DS iBC,DS1iAB

6. trzy

7. a) BiD1 b) AD: ¢) BC,

4.2. Graniastostupy

1. 768 cm?

N

WO N>ULAOONPR O VA

I 226

=
o

[N
N =

2. a) b $cian, 9 krawedzi, 6 wierzchotkéw
b) 6 $cian, 12 krawedzi, 8 wierzchotkéw
c) 8 Scian, 18 krawedzi, 12 wierzchotkéw
)

3. a) tak — graniastostup siedmiokatny

b) nie — liczba krawedzi graniastostupa

musi by¢ podzielna przez 3
a) 2,6 cm b) 3,6 cm
384 cm”
a), b), d) tak c) nie
6\/6 cm
a) 528 cm® b) 700 cm?
a) 20 cm b) 15 cm
240 cm?
288 cm?
4(25+6v3) cm?
8(3+\/§) cm? lub 2(12—1-\/5) cm?
66 cm? lub 80 cm?
4
.a) 32(4++2) b) 16 (7+2V3)
c) 16 (4 +v2+2v3)
.88 (24 v3) cm?
.a) 18 (10 +v/3) b) 16 (7 +3v/2)
c) 180
)
)

13. a) 2(6 +v/3) cm® b) 24 cm®

c 12(2+\/§) cm?

Funkcje trygonometryczne kata ostrego
w tréjkacie prostokatnym
1. a), b) sina =cos = %,
cosa =sin 3 = %
tga =3, tg0 =

c) sina = cos 3 =

12
137

tgar =75, tgf = 2

Y

4

3

5
13”

cosa =sin (3 =

Odpowiedzi do ¢wiczen i zadan, str. 161-172

.a) Ob =25, sina = 12, cosa = -=

d) sina =cos 3 = @,

cosa =sin 3 = %, tga = %, tgB =2

.a)a=6,b=8

b)a="7,b=24
¢) a=3V5b=6

13> 13

b) Ob=2(5+V13), sina = 2413

13 7

cosa = %?f_?’
c) Ob:3(3+\/5), sin o = %g,
cosa =L

5

4.3. Odcinki w graniastostupach

1.
2.

770 cm?
a) 18 (v3 4+ 12v/2) cm?
b) 9 (3v2+ 1v3) cm®

3. 32¢/7 cm?

W NOoO U h WD

10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.

. a) przekatne Scian: /106, 13, 15;

przekatna prostopadtoscianu: 5v/10
b) przekatne Scian: 10, 3v/29, 17;
przekatna prostopadtoscianu: 5v/13

CosS v = @

4\/5 cm, 8 cm

.a) 10 b) 18 ¢) 40
. a) 50 (1+ g\/g) cm?

b) 50 (1+2v/3) cm®

c) 50 (1+2v2) cm®

160

a) V14 cm b) 2¢/14 cm ¢) 3 cm

d=9cm, cosa = +

3
V33

33

V7 V10

127 10

804/119 cm?
18

n=3~a
% 3 cm?

2(24—\/5) cm

216v/23 cm®

a) 18 (3++/3) b) 94,5
a) 8 cm b) 8v/2cm ¢) 8 cm

42, 27

N
©® N O U R WNE NG AW

4.4. Objetosc¢ graniastostupa

€)1. P,

2. 0,125 dm?

Vi =30 cm?®, Vi1 = 50 cm?®

a) 180v/3 cm® b) ‘/Tga‘g c) £ cm®
a) 180v/3 cm® b) %aB

a) 120 cm® b) 324 cm?

78 m®

a) 36 cm® b) 641/5 cm?

a) 84v/3 cm® b) 972 cm?

a) 112 cm® b) 125v/2 cm?®

r =14 cm

a) 661/3 cm® b) 32v/3 cm?®

a) 768v/3 b) 8641/3 c) 384y/3
I — nie, IT — tak, V = 963
krawedz podstawy: 6 cm,
krawedz boczna: 1,5 cm

9. V1 = 1500 cm?, Vo = 4500 cm?,
Vs = 7500 cm?®, V4 = 13500 cm?

10. 0,45 m®
11. a) 16v/3 cm® b) 324 cm?
12. a) 192v/3 cm® b) 864v/3 cm?

4.5. Ostrostupy

[€]1. a) 5cm b) 2¢/2 cm ¢) 2v/3 cm

2. 84 cm?

3. a) 225(4++/3) cm”
b) 5(36 + 5\/5) cm? ¢) 10v/3 cm

4. a) 36(1 —1—\/§) cm? b) 32(3+\/§) cm?

5. a) 25v/3 cm? b) 42 cm

Z)1. 64+ £/3

2. h =+/11 cm lub h = /39 cm

3. a) nie

b) ostrostup prosty, P. = 4(1 + 2\/5)
c) ostrostup, ale nie prosty,
P.=3(11++/41)

360 cm?

8(3+v3) cm?

15v/11 cm?

8(10 4 v/34)

221
3

© N O U A

cm

10.
11.
12.
13.
14.
15.

108v/2

54v/3

a) 340 cm® b) 30(12 + 5v/3) cm?
4(3 + \/§) cm?

36 (1+2v2) cm?

18 (3+ v/3); tak

4.6. Objetos¢ ostrostupa

1.
2.

N
VO N LA NP Ot s W

R R R R R R R R
N o uwh WwNRLRO

18.

Vl = % cm3, V2 = —5:1,)2 cm3

a) 228 b) 864

P.=64cm? V = %ﬁ cm?®

972v/3 cm?®

a) 2561/3 cm® b) 2304v/3 cm?®

96 cm?®

a) 2v3 b) 9v2

18v/2 cm?

a) 180 cm® b) 80v/3 cm?® ¢) 120v/3 cm?
36v/2 cm?

64\3/ 15 Cm3

20119 em®

128 4 3
3 27 cm

V2

3
a) 5cm b) 7 cm

115,2 cm?®
5v3

18
54+/3 c¢cm?

. 150v/3 cm?®
. 303 cm?
.a) V3 cm® b) 2v/3 (140 + 99v2) cm®

64V2 (3

. 3612 cm?
.a)4 b)8

1003?\@ cm3

25(;/5 cm3

4.7. Kat miedzy prosta a ptaszczyzna

[€)1.

2.
3.

V3

3

3vV2 2V2
10 5
256 3

5 om
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Y

w

10.
13.

14.

Y

W ® N oA

V6 2V5
a) 3 b) ==
) F 1) I
6V77 47T 5V77
e b) 2 o) 2
21
5
a) 512v/2 cm?

5
b)) 25(342v6) cm?
30°, okoto 27°
P.=16(3+2V3) em®, V =32 cm®
a) 288 cm® b) 96 cm?
49/527

4.8. Kat dwuscienny

[€]1.

a) 45°, 45°, 90° b) 30°, 60°, 90°

2. £
3. a) 30° b) 9v/2 cm?
3
4. % cm
5.1
6.2) —& b~
1. 90°, okoto 74°, okolo 16°
2 244/601
* T 601
3. V2
V7
4. =
5. okolo 49°
6.
7. a) 108° b) 135°
8. 45°, 135°
5. ) 25 b) 40
12, =
Zestaw |
1. a) 2 b)4—‘/?g c)2—+3
2. 12(2+/3)

I 228 Odpowiedzi do ¢wiczen i zadan, str. 190-204

W 0 N O 1 W
¥ L

—

Ot

a) —5‘3/2_4 b) ¢

25
28 + /43
a) 64 b) 24y/3 c) 48V/3

Zestaw Il

10.

. 1620 cm?
. |CD1| = V2, |CE| = |ED,| = 3,

1

COS @ = 5

V=2 P.=9(2+3),

di = V15, do = 2V/3
%(34—\/73) cm?

. 2¢/3 cm?
. suma dtugodci krawedzi: 4(6 + \/5),

v

b =8(1+V5)

wfG Bl el

P
P
Pe

<Y

=3
N— =

12(3+2V3), V =123
9(2++3),V=3V3
54(2+V3), V =543

o
~

Przed obowigzkowa maturg z matematyki
1.A 2B 3D 4D 5 A 6.C 7.C

8.

A

9.1. PP 9.2.6

10.1. PF 10.2. 22

11.1. PF 11.2. 18(3+/5)
12.1. A2 12.2. 6 cm

13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.

V2

4

4/5 cm

2(3 + \/§) cm?
4

486+/3 cm?®
642

16215 cm?
25v/119

sina = ‘/Tg, V =64 cm?®

Indeks

ciag 96
arytmetyczny 113
Fibonacciego 109, 112
geometryczny 126
liczbowy 97
malejacy 104, 114, 130
niemalejacy 106
nierosnacy 106
nieskonczony 96
n-wyrazowy 98
okreslony rekurencyjnie 108
rosnacy 104, 114, 130
skonczony 98
staty 106, 114, 130
cieciwa okregu 76
cosinus kata ostrego 167

czworo$cian foremny 179

dlugosé geograficzna 75
dziatania na potegach 10, 11, 14
dziedzina
funkcji logarytmicznej 33
funkcji wyktadniczej 17

efektywna stopa procentowa 144

figura
osiowosymetryczna 80
srodkowosymetryczna 83
funkcja
logarytmiczna 33
wyktadnicza 17

graniastostup 162, 163
pochyty 163
prawidlowy 165
prosty 163

iloraz ciagu geometrycznego 126

kapitalizacja odsetek 143
kat
dwuscienny 193
miedzy prosta a ptaszczyzng 189

kat ptaski przy wierzchotku
ostrostupa prawidtowego 179
krawedz
boczna graniastostupa 163
boczna ostrostupa 177
kata dwusciennego 193
podstawy graniastostupa 163
podstawy ostrostupa 177

liczba logarytmowana 22
logarytm 22
dziesietny 26

miara kata dwusciennego 193
nominalna stopa procentowa 144

objetosc
czworoscianu foremnego 185
graniastostupa 173
ostrostupa 183
prostopadtoscianu 173
szeScianu 173
obraz punktu w symetrii wzgledem
osi uktadu wspoétrzednych 80
prostej 79
punktu 83
poczatku uktadu wspoétrzednych 84
odlegtos¢ miedzy punktami w uktadzie
wspotrzednych 59
okres kapitalizacji 143
okregi
przecinajace sie 72
rozlaczne 72
styczne 72
ostrostup 177, 182
prawidtowy 177, 182
prosty 177
o$ symetrii 79, 80

pltaszczyzny
przecinajace sie¢ 158
réwnolegte 158

podciag ciggu 136

Indeks
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podstawa
graniastostupa 163
logarytmu 22
ostrostupa 177
pole
powierzchni catkowitej
graniastostupa 163
ostrostupa 178
prostopadtoscianu 164

trojkata w uktadzie wspotrzednych 90

potega o wyktadniku
catkowitym 10
rzeczywistym 14
wymiernym 11

powierzchnia boczna graniastostupa 163

procent sktadany 142
prosta
prostopadta do ptaszczyzny 160
przecinajaca ptaszczyzne 160
réwnolegta do ptaszczyzny 160
proste
prostopadte w przestrzeni 159
prostopadte w uktadzie
wspotrzednych 55
przecinajace si¢ w przestrzeni 159
réwnolegte w przestrzeni 159
réwnoleglte w uktadzie
wspotrzednych 55
sko$ne w przestrzeni 159
prostopadtoécian 162, 164
przekatna
graniastostupa 169
prostopadto$cianu 169
punkt
styczno$ci prostej i okregu 76
symetryczny wzgledem prostej 79
symetryczny wzgledem punktu 83

rekurencyjne okreslenie ciggu 108
rozpad promieniotwoérczy 41
réwnanie

kierunkowe prostej 54

ogolne prostej 56

okregu 67, 69
réznica ciggu arytmetycznego 113

Indeks

rzut prostokatny
figury na ptaszczyzne 160
punktu na ptaszczyzne 160

sieczna okregu 76
sinus kata ostrego 167
skala logarytmiczna 40
spodek wysokosci ostrostupa 177
styczna do okregu 76
suma poczatkowych wyrazow ciggu
arytmetycznego 120, 121
geometrycznego 134
symetria
osiowa 79
srodkowa 83
wzgledem osi uktadu
wspotrzednych 80
wzgledem poczatku uktadu
wspotrzednych 84
szeroko$¢ geograficzna 75
szeScian 164

Sciana
boczna graniastostupa 163
boczna ostrostupa 177
kata dwusciennego 193
srednia
arytmetyczna 115
geometryczna 132
srodek

odcinka w uktadzie wspotrzednych 63

symetrii 83
srodkowa trojkata 64

tangens kata ostrego 167
twierdzenie
o logarytmie iloczynu 28
o logarytmie ilorazu 28
o logarytmie potegi 30
odwrotne do twierdzenia
Pitagorasa 58
Pitagorasa 58

uktad réwnan
nieoznaczony 56
oznaczony 56
sprzeczny 56

warunek prostopadtosci prostej
do ptaszczyzny 160

wierzchotek

graniastostupa 163

ostrostupa 177
wtasnodci logarytmow 22, 23, 28, 30
wspotczynnik kierunkowy prostej 54
wspolrzedne

geograficzne 75

srodka odcinka 63
wyraz ciggu 96
wysokos¢ czworoscianu

foremnego 185

wysokosé
graniastostupa 163
ostrostupa 177
wzor
Fulera 188
ogolny ciagu 100

ogoélny ciggu arytmetycznego 114

ogdélny ciagu geometrycznego 127

wzrost wyktadniczy 41

zbiér wartosci
funkcji logarytmicznej 33

funkcji wyktadniczej 17

Indeks
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Tablice wartosci funkcji trygonometrycznych

« sin « cos « tg o
0° 0,0000 1,0000 0,0000
1° 0,0175 0,9998 0,0175
2° 0,0349 0,9994 0,0349
3° 0,0523 0,9986 0,0524
4° 0,0698 0,9976 0,0699
5° 0,0872 0,9962 0,0875
6° 0,1045 0,9945 0,1051
7° 0,1219 0,9925 0,1228
8° 0,1392 0,9903 0,1405
9° 0,1564 0,9877 0,1584
10° 0,1736 0,9848 0,1763
11° 0,1908 0,9816 0,1944
12° 0,2079 0,9781 0,2126
13° 0,2250 0,9744 0,2309
14° 0,2419 0,9703 0,2493
15° 0,2588 0,9659 0,2679
16° 0,2756 0,9613 0,2867
17° 0,2924 0,9563 0,3057
18° 0,3090 0,9511 0,3249
19° 0,3256 0,9455 0,3443
20° 0,3420 0,9397 0,3640
21° 0,3584 0,9336 0,3839
22° 0,3746 0,9272 0,4040
23° 0,3907 0,9205 0,4245
24° 0,4067 0,9135 0,4452
25° 0,4226 0,9063 0,4663
26° 0,4384 0,8988 0,4877
27° 0,4540 0,8910 0,5095
28° 0,4695 0,8829 0,56317
29° 0,4848 0,8746 0,5543
30° 0,5000 0,8660 0,5774
31° 0,5150 0,8572 0,6009
32° 0,5299 0,8480 0,6249
33° 0,5446 0,8387 0,6494
34° 0,5592 0,8290 0,6745
35° 0,5736 0,8192 0,7002
36° 0,5878 0,8090 0,7265
37° 0,6018 0,7986 0,7536
38° 0,6157 0,7880 0,7813
39° 0,6293 0,7771 0,8098
40° 0,6428 0,7660 0,8391
41° 0,6561 0,7547 0,8693
42° 0,6691 0,7431 0,9004
43° 0,6820 0,7314 0,9325
44° 0,6947 0,7193 0,9657
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o’
45°
46°
47°
48°
49°
50°
51°
52°
53°
54°

56°
57°
58°
59°
60°
61°
62°

64°
65°
66°
67°
68°
69°
70°
71°
72°
73°
74°
75°
76°
e
78°
79°
80°
81°
82°
83°
84°
85°
86°
87°
88°
89°

sin «
0,7071
0,7193
0,7314
0,7431
0,7547
0,7660
0,7771
0,7880
0,7986
0,8090
0,8192
0,8290
0,8387
0,8480
0,8572
0,8660
0,8746
0,8829
0,8910
0,8988
0,9063
0,9135
0,9205
0,9272
0,9336
0,9397
0,9455
0,9511
0,9563
0,9613
0,9659
0,9703
0,9744
0,9781
0,9816
0,9848
0,9877
0,9903
0,9925
0,9945
0,9962
0,9976
0,9986
0,9994
0,9998

COS

0,7071
0,6947
0,6820
0,6691
0,6561
0,6428
0,6293
0,6157
0,6018
0,5878
0,5736
0,5592
0,5446
0,5299
0,5150
0,5000
0,4848
0,4695
0,4540
0,4384
0,4226
0,4067
0,3907
0,3746
0,3584
0,3420
0,3256
0,3090
0,2924
0,2756
0,2588
0,2419
0,2250
0,2079
0,1908
0,1736
0,1564
0,1392
0,1219
0,1045
0,0872
0,0698
0,0523
0,0349
0,0175

tg «
1,0000
1,0355
1,0724
1,1106
1,1504
1,1918
1,2349
1,2799
1,3270
1,3764
1,4281
1,4826
1,5399
1,6003
1,6643
1,7321
1,8040
1,8807
1,9626
2,0503
2,1445
2,2460
2,3559
2,4751
2,6051
2,7475
2,9042
3,0777
3,2709
3,4874
3,7321
4,0108
4,3315
4,7046
5,1446
5,6713
6,3138
7,1154
8,1443
9,5144
11,430
14,301
19,081
28,636
57,290

Dziatania na utamkach

Dla a,b,c,d € Z oraz b,d # O:

a c _ad+bc
v T dT T bd
. g_gzad—bc

b d bd

a c ac
o — —_ = —

b d bd

D

—_

Wartosé¢ bezwzgledna

SRS
alo

aa,b,c,d € Zorazb,c,d#0:

d __ad

a aa
b ¢ be

Dla a € R:

.|a|_{

* |-al = |a

a dlaa>0
—a dlaa<0

Dla a,b € R:
* |la—b=1b—d
* Ja-b] = [al - o

Dla a,b e Rib # 0:

|l

e

Pierwiastek kwadratowy

Dlaa > 0:

oﬁ:b,gdybzzaib>0

Dla a € R:

« Va2

a dlaa>0
—a dlaa<0

Dla a,b > 0:
e \/ Q- :\/a\/g

Dlaa>01ib>0:
_va

a

b

Vb

Pierwiastek szescienny

Dla a € R:
e Ya=0b,gdyb®=a

Dla a,b € R:
.\S/CL- :\3/5\3/5
Dla a,b € R oraz b # 0:

Pierwiastek n-tego stopnia

Dla a > 0 i parzystego n:

e Ya=bgdyb>0ib"=a
Dla a € R i nieparzystego n:
o Ya="b,gdy " =a

Potegi i pierwiastki

Dlaa>0,keR, ne Ny \{l}:

_ 1
.ak:_k:
a

1
oaﬁ:{L/a

Dla a,b> 0, z,y € R:
PY ax.ay:am"f'y

° ﬁ =a* Y
aVy

o a” - b" = (ab)”
a® (a x

o — = —_
b= b

Wzory skréconego mnozenia

Dla a,b € R:

o (a+0b)?=a”+ 2ab+ b
e (a—0)?=a’—2ab+b?
e a?—b>=(a—0b)(a+D)
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Dla a,b € R:
* a-b=0 wtedy i tylko wtedy, gdy a =0 lub b= 0
Dla b #0, d # 0:

, . a C . , . , .
* rownanie - = jest robwnowazne rownaniu ad = bc

Dla a > 0:
¢ |z| = a wtedy i tylko wtedy, gdy © = —a lub z = a

Przesuwanie wykresow funkgcji

Wykres funkcji y = f(x) + ¢
dla ¢ > 0 otrzymujemy przez
przesuniecie wykresu funkcji
y = f(x) o q jednostek w gore
wzdtuz osi OY.

Wykres funkcji y = f(x) — ¢
dla ¢ > 0 otrzymujemy przez
przesuniecie wykresu funkcji
y = f(z) o ¢q jednostek w doét
wzdtuz osi OY.

Wykres funkcji y = f(z — p)
dla p > 0 otrzymujemy przez
przesuniecie wykresu funkcji
y = f(z) o p jednostek w pra-
wo wzdtuz osi OX.

Wykres funkcji y = f(x + p)
dla p > 0 otrzymujemy przez
przesuniecie wykresu funkcji
y = f(z) o p jednostek w lewo
wzdluz osi OX.
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Y,

Dla a,b >0, a # 1:

* log,b=x, gdy a®* =0

Dla a,b,c >0,a# 1, p e R:
*log,1=0
o qlogab —

* log,a=1
* log,a” =z

* log, bc = log, b+ log, c

* log, % =log,b—log,c

log, b* = plog, b

Roéwnanie prostej

» Rownanie kierunkowe: y = ax + b

Logarytmy Réwnanie kwadratowe

* Wyroéznik réwnania kwadratowego
ax? +bx+c=0,a #0:
A = b% — 4ac

Pierwiastki réwnania kwadratowego:
« Jesli A > 0, to rOwnanie ma dwa

pierwiastki:

—b—VA —b+VA
=G, T2 = T

2a 2a

» Jedli A =0, to réwnanie ma jeden

pierwiastek (podwdjny):

b

To = ——
0 2a

¢ Jesli A <0, to rownanie nie ma
pierwiastkow.

1

* Réwnanie ogdlne: Az + By + C = 0, Wz6r funkcji kwadratowej

gdzie A # 0 lub B # 0

* Roéwnanie prostej o wspotezynniku
kierunkowym a przechodzacej przez
punkt (z1,y1):

y—y1=alz— 1)
* Wspotezynnik kierunkowy proste;j:
y=ar+b
przechodzacej przez punkty (z1,y1)
i (z2,y2), gdzie x1 # xa:

Y2 — Y1
T2 —T1

a =

* Prostey = a1x+b1 1y = asx+0b2 sa:
— rownolegte, gdy a; = as,

— prostopadte, gdy a; - as = —1.

Potozenie paraboli wzgledem osi OX

» Postac ogolna:
f(z)=ax?+bx+c,a#0
Wspoélrzedne wierzchotka paraboli:
b A
(p.q) = (—g, —5)
* Postac¢ kanoniczna:
flx)=alz —p)*+q,a#0
* Postac iloczynowa:
— jesli A > 0, to:
f(x) =a(z —21)(x — 22), a # 0,
gdzie x1, ro sa pierwiastkami,
— jesli A =0, to f(z) = a(z—x0)?,
gdzie x( jest pierwiastkiem,
— jesli A <0, to funkcja nie ma
postaci iloczynowej.

FAVAL

O X

Y-.
19) x of 1) X
a>0 a>0 a>0
A >0 A=0 A <O /
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Ciagi monotoniczne Twierdzenie Pitagorasa Tozsamosci trygonometryczne

Ciag (ay) jest: W tréjkacie prostokatnym: Dla « € [0°;180°]:

* rosnacy, gdy dla kazdego n € N zachodzi nieréwnosé¢ a1 > an, a® + b2 = 2

¢ malejacy, gdy dla kazdego n € N zachodzi nieréwnosé¢ ani1 < ay, /‘
b

2

e sin®a+cos?a =1

. . . . . / Yl C
» niemalejacy, gdy dla kazdego n € N, zachodzi nier6wnosé a,41 > an,
e nierosnacy, gdy dla kazdego n € N, zachodzi nier6wnosé a,11 < ay,

Dla a € [0°90°) U (90°; 180°]:

a __ sina
e staly, gdy dla kazdego n € N zachodzi nieréwno$é¢ a,11 = ay,. ctea= cosa
Funkcje trygonometryczne
Procent sktadan . ”
e e et Al
Kapital w wysokosci k, ztozony w banku na procent sktadany: trygonometrycznych

W tréjkacie prostokatnym:

e na rok przy oprocentowaniu rocznym p%, wzrosnie po roku do kwoty:

k(1 + ) ssina= B a | 0° | 30° 45° | 60°  90°
e na n lat przy oprocentowaniu rocznym p%, po n latach wzro$nie do kwoty: ¢ cosa= g C a sina 0 % 3§ 3§ 1

k(1+ 165)" "tea=j r— cosa | 1 | L2 4
e na n lat przy oprocentowaniu rocznym p% i kapitalizacji m razy w roku, po n tg o 0 \/Tg . 3| -

latach wzrosnie do kwoty: 1 (1 N )m'n Funkcje trygonometryczne
kata wypuktego

Ciag arytmetryczny Ciag geometryczny Dla P(x,y) oraz « € [0°;180°]: Twierdzenie cosinusow

e Dla kazdego n € N : e Dla kazdego n € N : ° sina = % r=yaz?+y*#0 Dla dowolnego tréjkata:
An4+1 = Qp + T An4+1 = Qp, * G ocosa:§
gdzie r jest réznica ciagu. gdzie q jest ilorazem ciagu.
PN ctga=2 240
e Wz6r ogdlny ciggu: o Wzor ogdlny ciagu: x
anp =a1+ (n—1)r an, =ap-q" !
e Liczby a, b, ¢ sa kolejnymi wyra- e Jesli liczby a, b, ¢ sa kolejnymi wy-
O ' o _ o g2, 2
zami c1@g1l1) arytr_netyclz)nego, gdy: razami ciagu geometrycznego, to: Wzory trygonometryczne a® = b+ ¢ — 2bccosa
—a=cCc— b* = ac . (0 90) b2:a2+c2—2accosﬁ
DI > 2 . _ - aa € (0°,90°):
e Dlan > oy e Dlan>2: a,=+an-1-ans1 . ) 2 = a2 + b2 — 2abcos~y
an = 5 e Suma n poczatkowych wyrazéw * sin(90° — a) = cosa
e Suma n poczatkowych wyrazdéw ciagu: L an e cos(90° — a) = sina
ciagu: Sn = a1 L gdy g #1 1 Twierdzenie Talesa
g —@atan —4 otg(g()o—a):m
T2 e Dla a; > 0 ciag (a,) jest: & Jezeli proste AC'i BD sa
g — 2a+ (n—1)r n — rosnacy, gdy ¢ > 1, Dla o € [0°;180°]: rownolegle, to:
" 2 _ : D
o . malejacy, gdy 0 < ¢ < 1. o sin(180° — @) = sina , [PCl _ [CD] .
iag (an) jest: e Dla a; < 0 ciag (a,) jest: ] |PA|  |AB]
— rosnacy, gdy 7 > 0, —rosnacy, gdy 0 < ¢ < 1, ¢ cos(180° — a) = —cosa , |PC| _ |PD]
— malejacy, gdy r < 0. — malejacy, gdy ¢ > 1. o tg(180° — a) = —tga, a # 90° |PA|  |PB| P A\ B\
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Tréjkaty i czworokaty

e Dowolny trojkat
P=1tan
2

1 .
P = Eabsma

R — promien
abc okregu
AR opisanego,

r — promien
P=a+b+c'7“ okregu

2 wpisanego

P =

e Trojkat rownoboczny

hzﬁa
2
a a
T:lhzﬁa hl 2
3 6
/3 .
3

3
p=Y3g
4

¢ Roéwnolegtobok
P =ah b/ |k ;
P =absina 'a
e Romb V
1
P = §d€ "4

b

e Trapez

p=2atb h
2 B

a

Twierdzenie o cieciwach

Jedli w okregu dwie cieciwy AB i CD
przecinaja si¢ w punkcie P, to:

[PA|-|PB| = |PC|- |PD)

o
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Koto i okrag

e Dhugo$c¢ okregu:

[ =2mr
e Pole kota:
P = mr?
» Pole wycinka kola: Q
=2 . qp?
360°
e Dtugosé¢ tuku okregu:
L= Lo <27
360

Katy w okregu

o Kat wpisany «
i kat srodkowy 3
oparte na tym
samym tuku:

0 =2«

o Katy wpisane
oparte na tym
samym tuku maja
réwne miary.

o Kat wpisany oparty
na po6tokregu (na
Srednicy) jest
katem prostym.

NEvIe

Twierdzenie o odcinkach
stycznych

Jesli styczne do okregu w punktach
A1 B przecinaja sie w punkcie P, to:
PA| = |PB

Odlegtos¢ miedzy punktami Srodek odcinka

Odlegtosé miedzy punktami A(z1,y1)
i B(.CE2, yZ):
[AB| = \/(z2 — 21)? + (y2 — 91)?

Y
NEF———————-— B
Y2 — Y1
A
yl__} 2 —T
O X1 Z2 X

Rownanie okregu

Srodek odcinka o konicach A(z1,1)

1 B($2)y2):
S($1+1’2 y1—|—y2)
2 72
Y
Y2 B

1
l/O T2 X
A oy

e Okrag o srodku w punkcie O(0,0)
i promieniu 7 > 0

22 4 y? = 2

Y

(z,y)
SR

Wzajemne potozenie dwoch okregow

e Okregi styczne zewnetrznie

(52

e Okregi przecinajace sie

e Okrag o $érodku w punkcie S(a,b)
i promieniu r > 0

(@ =P+ (y =) =1
Y

( (.’L’,y)

S
%

e Okregi styczne wewnetrznie

(& IsuSel=|R -

gg IR—7| <|S18| < R+r

e Okregi roztaczne zewnetrznie

‘@ |S1S52] > R+

o Okregi roztaczne wewnetrznie

% 1915s| < |R — 7]
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Warunek prostopadtosci prostej do ptaszczyzny

/1e . , . l k
Jesli prosta [ jest prostopadta do dwoch nieréwno- _
legtych prostych zawartych w ptaszczyznie P, to ay
jest ona prostopadta do ptaszczyzny P. P ! k2
7

Rzut prostokatny Kat dwuscienny

k
S
s
Z ﬁ-. 7
/ P S /K
|
punkt S’ — rzut prostokatny Miarg kata dwusciennego nazywamy miare
punktu 5 na plaszczyzng P kata ptaskiego a, ktéry jest czedcig wspdlna
prosta k' — rzut prostokatny kata dwusciennego oraz ptaszczyzny prosto-
prostej k na plaszczyzne P padtej do jego krawedzi.
Graniastostupy
e Graniastostup e Prostopadtoscian * Szescian
| |
| |
} I |
| H | |
L el ¢ i
-~ =~ — - — — a
I F AL
7/ g b - - a
a a
P.=2P, + P, P. = 2ab+ 2ac + 2bc P. = 6a?
V=PF-H V = abc V=a’

d=+va?+b%+c2 d=ay3

Ostrostupy
e Ostrostup e Czworoécian foremny
P.=P,+ P H = %6
V=4iP,-H B P.=a*>vV3
3
V= a12 2
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nowdad
era

WOje mocne strony

NOWA
MATeMAtyka

Za co polubisz podrecznik

NOWA MATeMAtyka 3?

Jest tu doktadnie tyle tresci,
ile trzeba. Ten podrecznik jest
w petni dostosowany do podstawy

programowej, Co oznaczaq, ze zawiera
tylko to, co jest aktualnie wymagane.

ZMIANY
W PODSTAWACH

2024
3<

podrecznik w petni
dostosowany

Tak. Latwiej poradzisz sobie
z samodzielnym rozwigzaniem
podobnych zadan.

Przyktad 1

Wykres funkeji f(z) =2* —1 otrzymujemy przez
przesuniecie wykresu funkeji y = 2” o 1 jednostke
w dot.

Zbiorem wartosci funkcji f jest przedzial (—1;oc).
Prosta y = 1 jest asymptota pozioma wykresu
funkcji f.

Cwiczenie 1

Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj zbiér wartosci tej
toty poziomej jej wykresu.

8) @) =2 =8 b) f(z)=3+1

ktoéry uczy rozwigzywania takich
zadan, jakie mogqg pojawic¢ sie na
maturze. Dzieki temu mozesz miedé
pewnosé, ze wiesz, umiesz, zdasz.
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Zadanie 15 (0-1)

Dane sa funkcja f(x) =3 * oraz liczby
Dokonicz zdanie tak, aby bylo prawdzi
jej uzasadnienie 1., 2. albo 3.

Prawdziwa jest nieréwnosé

A. | flan) < f(22),

poniewaz

B. | f(x1) > f(z2).
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